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El efecto Hall fraccionario:
un nuevo liquido cuantico

Germén Sierra y Miguel Angel Martin-Delgado

a Real Academia de Ciencias
Sueca ha concedido el premio
Nobel de Fisica de este afio a
los fisicos norteamericanos
Robert B. Laughlin y Daniel C.
Tsui y al fisico alemidn Horst L. Stérmer
por el descubrimiento de una nueva for-
ma de liquido cudntico cuyas excitacio-
nes poseen carga eléctrica fraccionaria.

Este liquido cuéntico se obtiene al con-
finar un gas de electrones en los planos
formados por las intercapas de ciertos
materiales semiconductores a los que se
somete a Su vez a intensgs campos mag-
néticos perpendiculares a dichos planos.

Los profesores Stdrmer y Tsui encon-
traron en 1982 la primera manifestacién
macroscopica de este nuevo estado de
la materia al observar un efecto Hall cuén-
tico fraccionario (que denominaremos
por el acrénimo inglés FQHE), en con-
traposicién al efecto Hall cuéntico ente-
ro (IQHE), descubierto en 1980 por Klaus
von Klintzing y que fue también laurea-
do en 1985 con el Nobel de Fisica.

La explicacién tedrica del FQHE no
tardaria en llegar. En 1983 el prof. Laugh-
lin propuso una funcién de onda varia-
cional para el estado fundamental y las
excitaciones de un gas de electrones bidi-
mensional sometido a un campo mag-
nético y que explicaba las anomalias
observadas por Tsui y Stormer. El nue-
vo estado cuantico corresponderfa al de
un fluido cuyas excitaciones elementa-
les, cuasielectrones y cuasiagujeros, debie-
ran de poseer carga eléctrica fracciona-
ria. La comprobacion experimental de la
fragmentacion de la carga eléctrica en el
FQHE ha sido hecha por diversos gru-
pos a lolargo de los 3 Gltimos aflos y ha
supuesto la confirmaci6n definitiva de la
teoria de Laughlin.

El trabajo de estos investigadores ha
representado una nueva “vuelta de tuer-
ca” en la compresién de las manifesta-

ciones macroscopicas del submundo
cuantico con profundas implicaciones
tedricas.

EL EFECTO HALL CLASICO

Para apreciar el significado de este pre-
mio Nobel hemos de hacer historia y
regresar a principios de siglo cuando €l
joven estudiante Edwin H. Hall descu-
bri6 inesperadamente el efecto que lle-
va su nombre. Hall encontr6 que una
placa de oro emplazada en un campo
magnético B perpendicular a su superfi-
cie, al ser atravesada por una corriente
eléctrica Ten la direccion del eje x (ver
figura 1), generaba una caida de poten-
cial Vien la direccion del eje y. La carac-
terizacibn cuantitativa de éste fenémeno
se realiza por medio de la resistencia Hall
Ry, definida como la razdn entre el vol-
taje Hall Viry la intensidad de la corrien-
te I La resistencia Hall R+ depende del
campo magnético By la densidad super-
ficial p de portadores de carga eléctrica
e a traves de la relacion,

Vi B
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donde cesla velocidad de la luz. El efec-
to Hall se utiliza para determinar la den-
sidad de portadores p asi como el signo
de la carga, que es negativa (e < 0) para
electrones y positiva (e >0) para aguje-
ros. La explicacidn tedrica de este efec-
to nos la da la Electrodindmica Clésica,
segdn la cual una carga eléctrica some-
tida a la accién simultinea de un cam-
po magnético B y un campo eléctrico E
experimenta una fuerza

e
¢eE +—— v XB 2
c

F:

La fuerza de Lorentz hace que las car-
gas giren con una frecuencia ciclotro-
nica @. = eB/lc, donde [ €s su masa,
mientras que el campo eléctrico pro-
duce una arrastre neto de las Orbitas
ciclotrénicas. El movimiento de las car-
gas a lo largo del eje x induce un cam-
po eléctrico B en la direccion perpen-
dicular dado por E = s B/c. La ecuacion
(1) se deduce sencillamente de las rela-
ciones Vi = Er Ly y I= jx Ly, donde Ly es
la anchura de la muestra en la direc-
cién y, v jx = epUx €s la componente x
de la densidad de corriente.
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El efecto Hall posee aspectos geomé-
tricos singulares que facilita la aparicion
de sorprendentes propiedades fisicas. En
primer lugar hay que decir que la con-
duccion eléctrica en los planos de Hall
requiere el uso de un tensor de con-
ductividad o, y un tensor de resistivi-
dad py;, el uno el inverso del otro, y que
relacionan linealmente las densidades de
corriente /iy el campo eléctrico Z,

]\ Oxx axjv E\' »
= 3)
Jr Opx Op B

Las relaciones de Onsager 0= -Ow,
P = -Pay, Ou= O, P = Pyy implican que
s6lo hay dos cantidades independientes.
En el caso analizado anteriormente, las
cargas no colisionan entre si ni con impu-
rezas y se obtiene puw = - /0w = - Blecp
y pw = O = 0. En casos no ideales las
componentes longitudinales 0wy pw 0o
se anulan, pero py sigue estando dado
por Blecp. Esta tiltima relacién es la mis-
ma que la de la resistencia Hall Rudada
por (1). En efecto, la resistividad y la
resistencia Hall son la misma cantidad
como es facil comprobar, i.e. puw = E/js
= EL/jLy = Vi/l = Ra. Esto hace que la
medida de ambas sea independiente del
tamafio de la muestra.

EL EFECTO HALL
CUANTICO ENTERO

Hall realiz6 sus experimentos a tem-
peratura ambiente y con moderados
campos magnéticos inferiores a un Tes-
la. A finales de los 70 los investiga-
dores empezaron a utilizar tempera-
turas inferiores a 1 grado Kelvin y
campos magnéticos de hasta 30 Tes-
las. Los placas de oro de Hall fueron
sustituidas por la superficie de sepa-
racion entre distintas partes de semi-
conductores, disefiados por la indus-
tria electrénica en la bsqueda de
transistores de bajo ruido.

En 1980 K. von Klitzing descubri6 que
en condiciones extremas de baja tem-
peratura T'e intensos campos magnéti-
cos B, la resistividad Hall Rs no varfa
linealmente con Bsino que presenta una
serie de saltos en funcién de B( ver figu-

Figura 2

La resistencia Hall varia
a saltos al variar el cam-
po magnético B, La altu- 10
ra de los saltos esta dada
por b/e* dividida por un
enetero [ La figura
muestra los plateaus
para los valores
1=234568y 10. La
curva inferior representa
la resistencia Ghmica p
w, la cual desaparece en
los plateaus.

ra 2). Estos saltos en la resistencia Hall
no dependen de las propiedades espe-
cificas del material sino que estin dados
por una combinacién de constantes uni-
versales como son la constante de accién
de Planck by la carga eléctrica del elec-
trén ¢,
b
RH= -, (1= 1, 2,) (4)
ie

y donde i es un nlimero entero que carac-
teriza cada plateaus de Hall, que es por
definicion la region de campos magné-
ticos donde la resistividad estd cuanti-
zada de acuerdo con la formula (4). Den-
tro de cada plateaus la resistividad
longitudinal pw se anula al igual que ocu-
rre en ciertos metales a bajas tempera-
turas al pasar a un estado superconduc-
for.

El efecto descubierto por von Klinz-
ting se denomina efecto Hall cudntico
(QHE) para distinguirlo del efecto de
Hall clsico, mientras que en otras oca-
siones se le denomina efecto Hall cudn-
tico entero (IQHE) para distinguirlo del
efecto Hall fraccionario (FQHE) que fue
descubierto con posterioridad.

Laley (4) del QHE se cumple con una
precision del orden de 707, lo cual ha
permitido establecer un patrén de resis-
tencia basado en la medida de b/ ~
25813 Q. Por otra parte utilizando el
valor de la velocidad de la luz ¢, que es
conocida con un error de 7107, se pue-
de determinar el valor de la constante
de estructura fina electromagnética
o« = ¢%/ bc, el cual viene dado por
o 1= 137.035 968 (23). Este resultado

es comparable alvalor o= 1/137.035993(5),
obtenido a partir de la medida del momen-
to magnético andmalo del electrén y de com-
plejisimos cdlculos a 8 loops de Electrodi-
ndmica Cudntica.

El QHE se explica por el comporta-
miento individual cuantico de los elec-
trones bidimensionales en campos mag-
néticos, el cual fue descrito por el fisico
ruso Lev Landau en términos de la
Mecinica Cudntica del oscilador armé-
nico. El Hamiltoniano de un electrén
sometido a un campo magnético Ben
dos dimensiones espaciales se escribe
como

1 e 2
H=s —— |p-—A4 )
20 c

dondep =-1hVyA =B/2 (-, x)esel poten-
cial vector en el gauge simétrico y tal que
B =vxA. Los autoestados de (5) depen-
den de dos nlimeros cudnticos ny m.
n=0, 1,... s un nimero cuintico principal
que determina la energfa del estado segin
la conocida formula del oscilador arménico,

1
En,m=h N —
0)(n+2 ) ©

donde ax es la frecuencia ciclotrdnica de
las érbitas clisicas. Mientras que m=0, 1,
2,...es el momento angular orbital del esta-
do. El principio de indeterminacion de Hei-
senberg implica la existencia de un radio
minimo /= (hc/e B)'* para las orbitas ciclo-
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trénicas. A esta cantidad tambien se le deno-
mina longitud magnética. Los niveles de
Landau etiquetados por # estin degenera-
dos en energia, pero el caricter fermidni-
co de los electrones y la existencia de una
radio minimo impide que estos se puedan
“amontonar” todos en un mismo nivel. S
imaginamos los estados de Landau como
pequefios discos de area 21 i entonces,
en un area A de la muestra habra Aol
estados disponibles. La degeneracion de
cada nivel de Landau 7, definida como el
niimero de estados en ese nivel por uni-
dad de area de la muestra, viene dada por
la formula

1 eB

pr= = (7)
2n % he

El primer nivel de Landau n=0 se llena
completamente cuando la densidad elec-
tronica p iguala a la densidad de Landau
p.. El paso al siguiente nivel n=1 conlleva
un gasto de energia finito dado por He. El
lienado de los dos primeros niveles de Lan-
dau se consigue para un densidad p el
doble de la densidad de Landau. Es con-
veniente definir el factor de llenado v de
los niveles de Landau por la razén

v=—— (8

de manera que un valor entero de v corres-
ponde a un llenado completo de los v pri-
meros niveles.

A la luz de lo expuesto anteriormente
podemos entender la naturaleza cudntica
de la férmula (4) del QHE a partir de la
férmula cldsica (1) y la cuantizacién de Lan-
dau. En efecto si en la ecuacion (1) susti-
tuimos el valor de Ben funcién de p. dado
por (7) y empleamos la definicién (8) encon-
tramos como resultado la ecuacion del QHE

B bp[ b
Ri= — = = 9)

2 2

pec  €p e

donde v coincide con el entero ide la
férmula (4). Llegamos pues a la conclu-
sion de que el QHE es una manifesta-
cién macroscopica de la cuantizacion de
Landau.

Figura 3

La recta diagonal a trazos representa
la resistencia Hall cldsica dada por la 25
ecuacion (1) mientras que la curva
diagonal continua representa los 2
resultados experimentales. Los cam-
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teaus estdn marcados por flechas.
Observar en particular el primer pla-
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Klitzing (enteros) aparecen a valores
mis bajos del campo magnético.

EL EFECTO HALL CUANTICO
FRACCIONARIO

Como si de una buena obra de teatro se
tratara, el tercer acto del efecto Hall tomd
por sorpresa 2 la comunidad cientifica inter-
nacional. Dos afos despues del QHE, Stor-
mer y Tsui descubrieron el FQHE en unas
muestras de gran pureza de arsenuro de
galio preparadas por A.C. Gossard, donde
los electrones se mueven sin apenas difu-
sién por las impurezas. Los experimentos
de Stormer y Tsui descubrieron plateaus de
Hall en intensos campos magnéticos aso-
ciados a valores del llenadov fracciona-
rios. La férmula (9) para la resistencia Hall
seguia siendo valida pero con valores de
viguala 1/3. Posteriormente se han encon-
trado plateaus de Hall asociados a otras
fracciones 2/3, 2/5, 3/7, etc (ver figura 3).

Estuvo claro desde el primer momento
que la teorfa de Landau era incapaz de
explicar el FQHE pues el llenado v =1/3
no presenta ninguna peculiaridad especial.
La Unica explicacién posible del FQHE
debia de tener en cuenta la repulsién Cou-
lombiana entre los electrones, asi como su
interaccién con el resto de iones de la red.
La dindmica de este complicado sistema de
muchos cuerpos esta regida por el siguien-
te Hamiltoniano de interaccidn

AL

H=Y - (p,~—A7)+V(r)+Z

j= 12 ]<l\!r 1|

(10)

donde V(r; ) es el potencial generado por
el resto de los iones de la red. La resolu-
ci6n exacta de los niveles de energfa del

Hamiltoniano (10) estaba en 1982, yen la
actualidad también, fuera del alcance de
los mds potentes ordenadores, salvo para
unos pocos electrones.

En un auténtico tour-de-forcetebrico, el
profesor Laughlin propuso una funcién de
onda variacional para el estado fundamental
del Hamiltoniano (10) dada por

oy Ive) = H(z, ZJ" exp A(—— [z )

1<j<ksNe

Y21, 2a,.

(1D

donde la posicion espacial del fésimo elec-
tron se describe mediante el nimero com-
plejo z,=(x; +iy,)/k siendo (x;, y;)las
coordenadas cartesianas y k la longitud mag-
nética. El Unico pardmetro variacional que
aparece en (11) es m. Laughlin demostr6 que
m es un nimero entero impar e igual al inver-
so del llenado 1 /v, que en el caso de Tsui
y Stdrmer corresponde a m=3.

Laughlin llegd a estos resultados partien-
do de principios generales como la antisi-
metria de la funcion de onda debida al caric-
ter fermidnico de los electrones. Al mismo
tiempo, tomando la norma [y« *de la fun-
cién de onda (11), establecié una atractiva
analogia entre el FQHE y un plasma cldsico
de electrones de carga m que se repelen con
un potencial logaritmico y que estdn inmer-
sos en un fondo de carga positiva de densi-
dad 1/27 I-. La energfa potencial del plas-
ma se minimiza y es estable cuando m = /.
Por otra parte numerosos estudios de Mon-
te Carlo han demostrado que el estado fun-
damental del plasma es un liquido para m <
70y un cristal para m > 70. En este Gltimo
caso se obtiene un cristal de Wigner donde
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Figura 4
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las cargas estdn congeladas en los vértices
de una red triangular. Esto explica la califi-
cacién de liquido del estado de Laughlin para
valores bajos de m. Este liquido es ademds
incompresible por lo que las excitaciones
colectivas longitudinales, analogas a la pro-
pagacion del sonido, poseen un gap A no
nulo.

Bertrand Halperin ha elaborado una suge-
rente interpretacion de la funcién de onda
de Laughlin que permite entender facilmen-
te las excepcionales propiedades de las exci-
taciones del FQHE. Segtin su interpretacion
los ceros de la funcién de onda (11) se deben
alos cuantos de flujo magnéticos elementa-
les @0 = he /e que atraviesan perpendicular-
mente las superficie A del material. Un cuan-
to de flujo @ esla minima cantidad de flujo
magnético transportada por un vértice. Un
campo Bque atraviesa una supetficie de area
Aesta formado, a nivel microscdpico, por Ne
=BA/® o de esos vértices. A la luz de estas
consideraciones es posible identificar la den-
sidad de Landau p = N» A con la densidad
de estos vortices elementales, de forma que
el factor de llenado v esta dado por la rela-
¢ibn microscopica

Ne.  N. de electrones

No N. de vortices (12)

Se puede demostrar que para v = 1/ se
forma un estado ligado de un electrén y m
vortices elementales (ver figura 4), el cual se
comporta de forma efectiva como un boson.
La funcién de onda de Laughlin describe el
condensado de estos bosones de forma pare-
cida a como la funcion de onda BCS descri-
be el condensado de pares de Cooper de
electrones.

Las excitaciones del estado de Laughlin se
pueden ver como la creacién de vortices
extra en ese condensado. Si extraemos un
electrdn del mismo, los m vértices que esta-
ban ligados a ese electron se desligan entre
s1, vagando por el material en forma de cua-
siagujeros de carga efectiva -e/m. Similar-
mente si se afiade un electrén al liquido éste
se rompe en 7 cuasiparticulas de carga e/m.
La fragmentacion de la carga ha sido obser-
vada experimentalmente por V. Goldman, B.
Shu, M. Heiblum, C. Glatti y otros.

Hay més comprobaciones experimentales

de la teorfa de Laughlin, como la existencia
de un gap, sobre los que no nos extendere-
mos aqui. Tan sblo mencionaremos breve-
mente algunos de los desarrollos generados
por el trabajo de Laughlin y que contindan
siendo investigados en la actualidad.

En primer lugar hay que citar la existen-
cia de plateaus de Hall para otras fracciones
de llenado v = p/g, que se han explicado a
partir de una jerarquia de liquidos cudaticos
incompresibles (Haldane, Halperin, Laugh-
lin). Una propuesta muy interesante es la de
que las quasiparticulas del FQHE no son ni
bosones ni fermiones sino que obedecen
una estadistica fraccionaria, como la de los
aniones (Leinaas, Myrheim, Wilczek). En
conexion con esto ltimo existe una des-
cripcibn efectiva del FQHE mediante la teo-
ria de Chern-Simons (Wen, Zee, etc). Més
recientemente se han mostrado quelas exci-
taciones del FQHE en el borde de las mues-
tras no poseen gap, pudiendo ser descritas
por liquidos de Luttinger quirales donde las
quasiparticulas se mueven en una sola direc-
cion. Este hecho permite relacionar el FQHE
en la frontera con las teorfas de campos cudn-
ticos conformes que tanto desarrollo han teni-
do enlos iltimos afios por su conexidn con
la Mecanica Estadistica y las teorfas de Cuer-
das. Y asi un largo etcétera.

Viendo todos estos desarrollos cabe augu-
rar un prospero futuro al efecto Hall cudnti-
€0, aunque no nos atrevemos a predecir cual
seri el contenido del “cuarto acto”. ;Sera aca-
so la superconductividad de alta temperatu-
ra critica como algunos, incluido Laughlin,
han querido ver?. Parece que los vientos
soplan en otra direccion. Ancho es A
el universo cuantico. . Q
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