EXTRACTA MATHEMATICAE Vol. 14, Ntm. 3, 333347 (1999)

Sur les Suranneaux Minimaux

M. OUKESSOU AND A. MIRI

Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, B.P. 1014- Rabat, Maroc

(Research paper presented by J.A. Navarro)

AMS Subject Class. (1991): 13B02, 13G05 Received May 30, 1998

1. INTRODUCTION

Soient R un domaine et 7' un domaine contenant strictement R, si I’ex-
tension R C T n’admet pas un anneau intermédiaire propre, et R n’est pas
un corps, on dit que 7' est un suranneau minimal de R; on dira aussi que
I'extension R C T est minimale. J. Sato et K.I. Yoshida ont montré dans [14]
qu’un domaine noethérien R admet un suranneau minimal s’il satisfait I'une
des conditions suivantes:

(a) dimR =1,
(b) dimR > 2 et R admet un idéal maximal 7, avec G(n) = 1 tel que R

est un R-module de type fini ou bien VM € spec(R) avec M N R = 7

et p C 1 avec p € spec(R), il existe Q € spec(R) tel que Q C M et

QNR=np.
IIs ont aussi montré que sous certaines conditions, un domaine noethérien ne
peut pas admettre un suranneau minimal. Dans la premiere section de ce pa-
pier, on déterminera les suranneaux minimaux d’un anneau de Dedekind, et
on va montrer que les suranneaux minimaux d’anneau principal sont princi-
paux de la forme R[1/g] ou g est un élément premier de R, et que si R est
un domaine réflexif local d’idéal maximal non principal, alors R admet un
suranneau minimal 7" local entier sur R. Si T' est un suranneau minimal de R,
alors ou bien T est entier sur R, ou bien T' est R-plat. On va ensuite exami-
ner le transfert de minimalité dans les extensions R[X]| C T[X], Rg C Ts et
R/QNR C T/Q ou S est une partie multiplicative de R et @) € spec(T'). Dans
la deuxieme section, on étudiera certaines propriétés de I'extension R C T.
Un résultat fondamental indique que ou bien T' est entier sur R ou bien T
est R-plat. Si T est R-plat, alors tous les idéaux premiers de R se relevent
a T sauf un seul, et si R est local, alors T est local. Dans le cas ou T est
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R-plat et (R : T) = 0, alors dim R = dimT et pour tout idéal @ de T, @
est premier (resp. maximal) de T si et seulement si Q N R est premier(resp.
maximal) de R, de plus T'/R est un R-module divisible. On achévera ce travail
par ’examen de certains caracteres de R C 1" dans le cas ol R est noethérien,
on va montrer en particulier que si R est de Macaulay, alors T' est aussi de
Macaulay.

DEFINITION 1.1. Soient R un anneau intégre, et T un domaine contenant
strictement R. Si R n’est pas un corps, et 'extension R C T n’admet pas
d’anneaux intermédiaires propres, on dit que 7' est un suranneau minimal

de R.

Lorsque un tel suranneau minimal T existe, alors 7' C K [14].

2. CARACTERISATION DES SURANNEAUX MINIMAUX D’UN
ANNEAU DE DEDEKIND

D’apres [14, Th. 3], un anneau de Dedekind admet un suranneau minimal;
on se propose donc de déterminer ses suranneaux minimaux .

THEOREME 2.1. Soit R un anneau de Dedekind, les suranneaux minimaux
de R sont les T(,y ot T(;y = N{Rp : p € spec(R),p # n} et n décrit I'ensemble
des idéaux maximaux de R.

Démonstration. Soit n un idéal maximal de R, et posons A =N{Rp :p €
spec(R),p # n}; comme R est un anneau de Krull et Rp est un anneau de
valuation discréte Vp € spec(R), alors d’apres [8, p. 82] R # A. Montrons que
A est un suranneau minimal de R . Pour cela considérons un anneau B tel
que R C B C A, et vérifions que B = A c’est a dire B, = A, Vp € spec(R).
Soit p € spec(R) tel que p # 0 et p # n, alors R, C B, C A, C K, comme
R, est un anneau de valuation discrete, alors R, = B, = A,. Si p = 0, alors
Ry = By = Ay = K, et si p =, alors R, # B, car R # B, parsuite
B, = K; ce qui entraine que B, = A, = K. Finalement Vp € spec(R), on a
B, = Ap. Soit maintenant 7" un suranneau minimal de R, donc R C T C K,
et d’apres [7, Prop. 3.32], il existe un unique sous ensemble A de 1’ensemble
des idéaux maximaux de R noté >, tel que:

T=m{R,:peA}.Si A=), onaura R=T, donc il existe n € ) et
n¢A.

B =n{Rp :p € >, ,p # n}. Dapres ce qui précede on a B # R, donc
RCBCT parsuite T'=B=T). 1



SUR LES SURANNEAUX MINIMAUX 335

Remarque 2.1. Soient 7 et 1’ deux idéaux maximaux de R tel que n # 7/,
d’apres [7, Prop. 3.32] T # T4y autrement dit, si R admet une infinité
d’idéaux maximaux, alors R admettra une infinité de suranneaux minimaux.

Comme conséquence du théoréme précédent, on va déterminer une forme
plus simple des suranneaux minimaux d’un anneau principal.

PROPOSITION 2.1. Soit R un anneau principal.

(a) Les suranneaux minimaux de R, sont les R[1/q], ou q décrit I'ensemble
des éléments premiers de R.

(b) Les R[1/q] sont aussi principaux.

Démonstration. (a) D’apres le théoréme précédent, les suranneaux mini-
maux de R sont les T(,y = N{R, : p € spec(R), p # n}; or R est principal,
donc p = (p) et n = (q) ou p et g sont deux éléments premiers de R non as-
sociés. D’autre part, (p) # (¢) = 1/q € Ry, c’est a dire que R[1/q] C Ry,
parsuite R[1/q] C T{;); et comme T{;) est minimal sur R et R # R[1/q], alors
Ty = R[1/q].

(b) Soit U un idéal non nul de R[1/q]. Considérons I l’ensemble des
numérateurs des fractions de U; I est un idéal de R, donc I = aR avec a € [
parsuite U = aR[1/q], ce qui montre que R[1/q] est un anneau principal. 1

EXEMPLE 2.1. Les suranneaux minimaux de Z, K[X], ou K est un corps
et Z ’ensemble des entiers relatifs, sont respectivement Z[1/p], K[X][1/u] ot
p est un entier premier de Z et p est un irréductible de K[X].

Remarque 2.2. Soient R un domaine et (T;);c; une famille de suranneaux
minimaux de R, alors R = N;c;7; ou J C N. En particulier, si R est principal,
alors NgR[1/q] = R, q décrit 'ensemble des éléments premiers de R.

DEFINITION 2.1. soient R un domaine, et I un idéal fractionnaire de R;
on dit que I est divisorielsi (I=')™' =Tavec "' = (R: g = {r € K : 21 C
R}. On dit que R est réflexif, si tous ses idéaux fractionnaires sont divisoriels.



336 M. OUKESSOU AND A. MIRI

THEOREME 2.2. Soit (R,n) un domaine réflexif local d’idéal maximal 7.
On suppose que 1 est non principal, alors :
(a) R admet un suranneau minimal T entier sur R.
(b) T est local et T/R est un R-module simple.

Démonstration. (a) On a n C nn~' C R, ceci entraine que nn~! = 7 ou

nmm~ ! = R, or si gy~ ! = R alors 7 serai principal [12, Th. 1, p. 193], d’ou
nn~! =mn. Posons T =n~! = (K : n)g, donc RC T . Si T = R ceci entraine
que nn~' = R, donc R C T. Montrons que T est un suranneau minimal de
R. Pour cela considérons un anneau S tel que R C S C T, ceci entraine que
(R:T)kg C (R: S)k, et comme R est réflexif alors (R : T)g = qn~! = 7.
D’autre part (R : S)x est un idéal de R, donc n C (R : S)x C R, parsuite
(R:S)k =nouR = (R:S)k; or ce dernier cas ne peut pas exister car
S#R,dott: (R:S)k =n=(R:(R:S5)k)kx =(R:n)k ie S =T, parsuite
T est minimal sur R. Vérifions que T est entier sur R. On sait que T' = R|[z]
avec z € T\R; soit me€n=2zm € Riem € Rz ' NR,doun=Rz 'NR=
(R: R+ Rz)g.Dautre part, T = (R:n)k = (R: (R: R+ Rz)k)x = R+ Rz,
car R+ Rz est un idéal fractionnaire de R, donc T est un R-module de type
fini ie T est entier sur R.

(b) Comme T est entier sur R, alors d’apres [6, Lemme 2.3], T' admet au
plus deux idéaux maximaux. Supposons que T n’est pas local et soient My,
M> les deux idéaux maximaux de T alors M1 N R = Ms N R = n. D’autre
part, il n’existe aucun idéal propre entre 1 et M; ainsi qu’entre n et M. En
effet: Soit J un idéal tel que n C J C My, donc JNM; = My NR =7 [6,
Lemme 2.1], d’ou J = 5, ceci est absurde. Puisque M; # My, alors ils existent
a,f € T tel que a € Mi\n et B € Ms\n, donc on an C n+ oT C M et
n Cn+ BT C M, parsuite n + o1 = M; et n + BT = M. Soit z € My tel
que z ¢ R, donc T = R[z] = R+ Rz. Ona a € T, donc a = a + bz avec
a,b € R, parsuite n C n+ bzT C My = n+ aT + b2T. Sin = n+ bzT alors
bz €ndona=a—bze M\neta€ R iea est inversible, ceci est impossible,
parsuite My = n+b2T C n+2T C My ie My = n+2T. De mémme 5 = c+dz
avec ¢,d € R et en raisonnant de la mémme maniere que précédement, on aura
My Cn+2T CT.D’ou My = n+2T oun+2z1T =T. Supposons que n+z1 =T,
comme 1 = nT [5, Th. 2.2] et T" est un R-module de type fini, alors en utilisant
Nakayama, on aura 2T = T c’est & dire que z est inversible dans T', ceci est en
contradiction avec z € My, d’ou My = n + 2T = M;; finalement T est local.
Soit L un sous R-module de K tel que RC L C T = 77_1 =nC L'CR
ien =L ! ouL ! = R parsuite L =T ou L = R, d’ot1 les seuls sous R-
modules de T'/R sont 0 et T/R. 1
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Remarque 2.3. Avec les mémmes hypotheéses du théoréme précédent , on
donnera une information supplémentaire sur I'extension R C T', dont la dé-
monstration a été donnée dans [2, Th. 5.7].

Soit M l'idéal maximal de T'.

(a) Sin C M, alors M/n est simple en tant que R-module ainsi que T-
module; de plus M2 Cnet (R: M)g = M.
(b) Sin= M, alors T est un domaine de valuation.

Dans la proposition suivante, on va examiner la minimalité dans les exten-

sions R[X] C T[X], Rs CTs et R/IQNR CT/Q.

PROPOSITION 2.2. Soit R C T une extension de domaines.
(i) a) SiT[X] est un suranneau minimal de R[X], alors T est minimal
sur R.
b) SiT est minimal sur R, alors T[X] n’est jamais minimal surR[X].
(ii) On suppose que T' est un suranneau minimal de R.

a) Pour toute partie multiplicative S de R tel que Rg # Ts, Ts est
un suranneau minimal de Rg.

b) Pour tout @) € spec(T) tel que T/Q # R/Q N R et QN R est non
maximal, alors T' /(@) est minimal sur R/Q N R.

Démonstration. (i-a) Soit B un anneau tel que R C B C T, donc R[X] C
B[X] C T[X] parsuite T[X] = B[X] ie T = B.

(i-b) Si T' est minimal sur R, alors R + XT[X] est un anneau tel que:
R[X] C R+ XT[X] C T[X].

(ii-a) Soit B un anneau tel que Rg C Bg C Ts, donc R C BNT C T ainsi
R=BNTouBNT=T.O0rilexiste z=y/s € Bavecy €T et s € S, donc
sz=y € BNT\R, dou BNT = T. D’autre part B = BRs = Bg C Tg et
(BNT)s = Ts C B, on déduit que B = Tg, autrement dit T's est un suranneau
minimal de Rg.

(ii-b) On a R/QNR = (R+ Q)/Q, or R+ Q@ = T ou R+ Q = R;
Ihypothese entraine que R+ @ = Rie Q C (R : T). Soit S un anneau tel
que R/QNR=R/Q CSCT/Q donc ® H(R/Q) C & (S) C® 1(T/Q) on
® : T — T/Q est la surjection canonique, ce qui montre que R C ®~1(S) C T
doun @ 1(S)=TieS=T/Q. 1

COROLLAIRE 2.1. Soit R C T une extension de domaines. On suppose
que (R : T) = I est un idéal premier de T' et non maximal de R; alors T est
minimal sur R, si est seulement si, T'/I est minimal sur R/I.
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Démonstration. Supposons que T' est minimal sur R, si [ = 0 c’est évident
et si I # 0, alors T/I # R/I et d’aprés la proposition précédente, T est
minimal sur R. Inversement: Soit S un anneau tel que R C S C T, donc
R/ICS/ICT/IieS/I=T/I, parsuite S=T. 1

Remarque 2.4. La minimalité n’est pas conservée par passage aux anneaux
de polynomes, on peut illustrer ceci par un exemple déja étudié: Soit Z[1/2]
un suranneau minimal de Z, alors on a Z[X| C Z[X/2] C Z[1/2][X].

Si T est un suranneau minimal de R, alors pour tout idéal premier p de R
tel que R, # T, T, est un suranneau minimal de R,.

3. QUELQUES PROPRIETES DES SURANNEAUX MINIMAUX

Parmi ces propriétés la platitude qui est fondamentale puisqu’elle va servir
a étudier certains caracteres de I’extension R C T

LEMME 3.1. Soit R C T une extension minimale, alors ou bien T est entier
sur R ou bien R est intégralement fermé dans T

Démonstration. Ona R C Ret RC T, donc RC RNT C T, et comme
T est minimal sur R alors ou bien R = RNT), i.e., R est intégralement fermé
dans T', ou bien T'= RNT, i.e., T est entier sur R. |1

THEOREME 3.1. Soit R C T une extension minimale alors:

(a) T est R-plat, si et seulement si, R est intégralement fermé dans T
(b) T n’est jamais fidélement R-plat.
(c) SiT est R-plat, alors T est R-plat.

Démonstration. (a) Supposons que T est R-plat. Si R n’est pas intégrale-
ment fermé dans 7', alors le lemme précédent entraine que T est entier sur R,
et d’apres [13, Prop. 2], T = R, ce qui est absurde. Inversement, supposons
que R est intégralement fermé dans 7T'. Tout d’abords l'injection 7 : R — T
est un homomorphisme minimal selon la définition de [5], et d’apres [5, Th.
2.2], il existe un idéal maximal n de R tel que R, = T, V p € spec(R) et
p # n; donc pour que T soit R-plat, il suffit d’apres [12, Th. 2] que nT =T.
Or, si nT # T, alors il existe un idéal maximal M de T tel que nT C M ie
M N R =, et en utilisant [2, Th. 2.2] T serai entier sur R.

(b) Si T est fidelement R-plat, alors T'= R [9, 4.A].
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(¢) Si T = R c’est évident. Supposons que R C T et montrons que YQ €
spec(R) ona Tg = Rg ou QT = T. Posons ¢ = QN R, d’apres (a) il existe un
idéal maximal 7) de R tel que R, = T},Vp € spec(R) avec p # 1. Si ¢ # 7 alors
R, = T,, parsuite TQ = RQ. Si g =n alors nT = T, parsuite QT =T. 1

Remarque 3.1. En utilisant ce dernier théoreme et [12, Th. 6], on déduit
que les suranneaux minimaux d’un anneau de Dedekind notés T{;), sont aussi
des anneaux de Dedekind.

On examinera dans la proposition suivante les propriétés going—dowm
(GD) et going—up (GU) dans une extension minimale.

PROPOSITION 3.1. Soit R C T une extension minimale.
(a) R C T satisfait GU si et seulement si T est entier sur R.
(b) Si R est intégralement fermé dans T, alors GD est vérifiée dans R C T'.
(c) SiT est entier sur R et spec(T) — spec(R) est injective, alors R C T
satisfait GD.

Démonstration. (a) Si T est entier sur R, on utilise [9, 5.E]. Supposons
que T n’est pas entier sur R, alors T est R-plat sans étre fidelement R-plat,
parsuite I’application: spec(T') — spec(R) n’est pas surjective [9, 4.D]; d’ou
il existe p € spec(R) avec p # 0 tel que VQ € spec(T'), @ N R = p autrement
dit la suite 0 C p ne satisfait pas GU.

(b) 11 suffit de remarquer que T est R-plat et appliquer [9, 5.D].

(c) On applique [11, Cor. 2.9]. 1

PROPOSITION 3.2. Soit R C T une extension minimale.
(i) SiT est entier sur R, alors (R : T) = 7 est un idéal maximal de R.
(ii) Si R est intégralement fermé dans T' alors:
(a) (R:T) =1 est un idéal premier de T, de plus I est nul s’il est de
type fini entant qu’idéal de R.
(b) Tous les idéaux premiers de R se relevent a T' sauf un seul.

(iii) S = T\R est multiplicativement stable, si et seulement si, R est inté-
gralement fermé dans T'.

Démonstration. (i) Posons C = (R:T) =z € R: 2T C R, C est le plus
grand sous ensemble de K qui est a la fois un idéal de R et de T'; or d’apres
[5,Th. 2.2] il existe un idéal maximal n de R tel que nT = 7, i.e., n C C,
parsuite n = C.
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(ii-a) Soient I = (R:T) et z,y € T tel que zy € I et y ¢ I alors zyT C R
et yT n’est pas inclu dans R parsuite R 4+ yI' = T. D’autre part, r = a + yt
otta € Rett €T, donc 22 — ax — zyt = 0 ce qui montre que z est entier sur
R,doux € Ret 2T = xR+ zyT C R, i.e., x € I. Supposons que I est non
nul; on a T'= R[z] avec z € T\R donc zI C I, ceci entraine que z est entier
sur R; ce qui est absurde.

(ii-b) T étant minimal sur R, d’apres [5, Th. 2.2] il existe un idéal maximal
n de R tel que R, = T, pour tout p € spec(R) et p # n; donc si p € spec(R)
tel que p # n, alors p = QN R avec Q = pT, NT € spec(T). Si p = n alors
R, # T, et comme T est R-plat, alors 91" = T', par suite 1 ne releve pas a 7T'.

(iii) T est R-plat sans étre fidélement plat, donc il existe un idéal premier p
de R tel que pour tout idéal premier ) de T, on a QN R = p; La minimalité de
T sur R entraine que R C T satisfait la propriété (p1) de [16], puis on obtient
le résultat en utilisant [16, Th. 7]. Si S = T\ R est multiplicativement stable,
alors supposons qu’il existe z € T' tel que z est entier sur R et ¢ R, donc z
satisfait I'équation: 2" +a,_, 2" ' +---+a;z+ag = 0 ol a; € R; puisque T est
integre, on peut supposer que ag # 0, donc ag = —z(z" ' +a,_12" 2+ +
a1) € R, parsuite 2" '+ ay,_12" 2 +--- 4+ a; € R et on continue opération
jusqu’a ce qu’on trouve x € R ce qui contredit I’hypothese. |

LEMME 3.2. Soit R C T une extension minimale. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes:
(a) T est R-plat et (R:T)=0.
(b) Pour tout idéal I non nul de T on a: T/I = R/INR et I =T(INR).

Démonstration. (a)=(b) Soit I unidéal nonnulde T;ona RC R+I1C T,
ceci entraine que R+I =T ouR+I=R.Si R+1=R,alorsI C (R:T), i.e.,
I =0, ce qui est absurde, d’out R+1 =T, et on déduit que T/I = (R+1)/I =
R/INR. Posons J = (INR)T, J est un idéal non nul de T et J+ R =T.
Soit z € I, alorsz =r+javecr € Ret j € Jdoncr € RNI C(RNIT =J
ce qui montre que z =r+j5 € J,i.e., I CJ et comme J C I alors I = J.

(b)=(a) Supposons que I = (R :T) # 0, alors T/I = R/INR = R/I,
parsuite R = T, ce qui est impossible, d’ou (R : T') = 0, ceci montre d’apres
Prop. 3.2 que T est nécessairement R-plat . 1

THEOREME 3.2. Soient T un suranneau minimal de R tel que T est R-
plat.

(a) Si (R : T) = 0, alors pour tout idéal Q de T; @ est maximal (resp.
premier) si et seulement si () N R est maximal (resp. premier) de R.
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(b) Si R est local, alors T est local.

Démonstration. (a) Soit Q un idéal de T'. Si Q = 0, c’est évident. Suppo-
sons donc que ) est non nul, d’apres le lemme précédent on a T/Q = R/RNQ,
d’ou le résultat.

(b) Cas 1: (R : T) = 0. D’apreés [5, Prop. 3.3], R est un anneau de valuation
de hauteur 1, parsuite 7' est aussi de valuation.

Cas 2: (R:T) =1 # 0. Supposons que T contient deux idéaux maximaux
distincts My, My tel que I C M;. L’application: spec(T) — spec(R) est
injective, donc Ny = My N R # Ms N R = Ns. Vérifions que I = Nyp; soit
x € N1 C 1, ou n est I'idéal maximal de R, donc 2T =T ou 2T C R [5, Lem.
2.1]. Si 2T = T, alors z est inversible dans T, ceci contredit z € My, d’ou
T C R, ie,z € (R:T) =1 cest & dire que N; C I, et comme I C Ny
alors I = Ny. On vérifie de mémme que Ny C I = N; = M; N R, et comme
R C T satisfait going-down, alors il existe @) € spec(T) tel que Q C M et
QN R = N,. D’autre part QN R = MsN R = N», ce qui entraine que ) = Mo,
i.e., M; = M5, d’ou une contradiction. [

COROLLAIRE 3.1. Soient R un domaine noethérien, et T' un suranneau
minimal de R, alors:

(a) @ est un idéal maximal (resp. premier) de T, si et seulement si, Q N R
est un idéal maximal (resp. premier) de R.
(b) Si R est local et T est R-plat, alors T est aussi local.

Démonstration. SiT est entier sur R, c’est évident. Si T' est R-plat, alors
d’apres la Prop. 3.2, (R : T')) = 0, puis on applique le théoréme précédent pour
le reste du corollaire. 1

Remarque 3.2. Soit T un suranneau minimal de R tel que T est local.
- Si T est entier sur R, alors R est local.
- Si T est R-plat, alors R n’est pas nécessairement local. En effet il suffit de
prendre R un anneau de Priifer admettant exactement deux idéaux maximaux,
et appliquer [10 ,Th. 3.4].

PROPOSITION 3.3. Soit R C T une extension minimale. T/R est un R-
module divisible si et seulement si T est R-plat et (R:T) = 0.

Démonstration. (=) Supposons que T est non R-plat, donc T est un R-
module de type fini de mémme que T'/R. Or aT/R =T /R VY a € R avec a # 0,
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en particulier pour a € J(R), Nakayama entraine que T/R = 0, i.e., T = R,
ce qui est absurde.

(<) Soita e Rtelquea#0,ona RC R+aT CT,donc R+aT =T ou
R+al'=T.SiR+aT =Ralorsa€ (R:T)=0,dou R+aT =T clest a
dire que aT/R=T/R. 1

EXEMPLE 3.1. Si R est noethérien et 7' minimal sur R, alors T/R est
R-divisible, si et seulement si, R est intégralement fermé dans 7'

PROPOSITION 3.4. Soit T un suranneau minimale de R.

(a) Si R est intégralement clos, alors ¥V p € spec(R), T}, est local intégrale-
ment clos.

(b) SiT est R-plat et I = (R : T) # 0, alors R n’est jamais complétement
intégralement clos, de plus I n’est jamais principal dans R.

(¢) R+XT[X] est intégralement clos, si et seulement si, R est intégralement
clos; mais R + XT[X] n’est jamais complétement intégralement clos.

Démonstration. (a) Soit p € spec(R); si p = 0 alors R, = T, = K. Sup-
posons donc p # 0; si R, = T), c’est évident, et si R, # T, , alors T}, est
un suranneau minimal de R, (prop2.2), comme T}, est R,-plat, alors T, est
intégralement clos, et en utilisant le théoreme 3.2, on déduit que 7}, est local.

(b) Concidérons C = (I : I)gk = {z € K : I C I}. C est un anneau
vérifiant: R C T C C C K. Soit z € C\R, doncVn >0ona z"I CI C R,
c’est & dire que z est quasi-entier sur R. Supposons que [ est un idéal principal
de R, donc I = aR avec a € R, d’ou C = R ceci est absurde.

(c) Il suffit d’appliquer [2, Th. 2.7]. 1

Dans ce qui suit on suppose que la dimension de R est finie, et on compa-
rera les dimensions de R et 7.

THEOREME 3.3. SiT est R-plat et (R:T) =0, alors dimR = dimT.

Démonstration. Posons dimR = r et 0 = p, C p,_1 C --- C p1 C pg
une chaine d’idéaux premiers de R réalisant la dimension de R, et faisons une
discussion sur I’idéal py.

Cas 1: pg # n ol 7 est I'idéal maximal de R vérifiant R, = T}, V p € spec(R)
et p # n, voir [5, Th. 2.2], donc V i € [0,7], p; # n, et d’apres la Prop. 3.2, tous
les p; se relevent & T'. Et comme R C T satisfait going-down, alors ils existent
(Qi)ic[o,r) des idéaux premiers de T tel que: 0 = Q, C Qr—1 C --- C Q1 C Qo
vérifiant Q); N R = p;; d’oi dim T > dim R.
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Cas 2: pg = n. Alors Vi € [1,r], p; se releve & T, la propriété going-down
entraine qu’ils existent (Qi)ie[l’r] des idéaux premiers de T, tel que 0 = @, C
Qr—1 C - CQ1et QiNR=p;Vie[lr]. D’autre part, p; n’est pas un idéal
maximal de R, et d’aprés le théoreme 3.2, (1 n’est pas un idéal maximal de
T. Soit Qo un idéal maximal de T" contenant (J1. On a donc construit la chaine
suivante: 0 = @, C Qp—1 C -+ C Q1 C Qo, autrement dit dim7T > dim R;
dans les deux cas on a toujours dim7T" > dim R. Inversement: Supposons que
dimT =t et posons 0 = @ C Q;—1 C -+ C @1 C Qo une chaine d’idéaux
premiers de T réalisant la dimension de 7', comme spec(T) — spec(R) est
injective, alors 0 = Q; N R C Q-1 NR C --- C Q1N R C Qp N R, parsuite
dim R > dim T'; finalement on déduit que dim R =dimT. 1

COROLLAIRE 3.2. Soit R C T une extension minimale tel que R est
noethérien, alors dim R = dimT.

PROPOSITION 3.5. Soit R C T une extension minimale. On suppose que
T est R-plat et dimR/I < dimT/I, avec I = (R :T), alors dimR = dimT'.

Démonstration. Puisque spec(T) —> spec(R) est injective, alors dim T <
dim R. Posons F = {Q € spec(T) : I C Q}, d’aprés [3,Th. 1], on a dim R <
sup{dim 7T, ht(Q) + dim(R/Q N R) ou Q € F}. ht(Q) + dim(R/Q N R) =
ht(Q) + dim(R + Q)/Q, or R+ Q = Rou R+ Q =T.Si R+ Q = R,
alors ) = I, dans ce cas ht(I) + dim(R/I) < ht(I) + dim(7/I) < dimT'. Si
R+ Q =T, alors ht(Q) + dim(R/Q N R) = ht(Q) + dim(T/Q) < dimT, on
déduit que dans tous les cas on a: ht(Q) + dim(R/Q N R) < dimT, VQ € F,
autrement dit, dim R = dim7T. |

COROLLAIRE 3.3. SiT est R-plat et I = (R :T') est un idéal maximal de
R, alors dim R = dimT'.

EXEMPLE 3.2. Soient R un domaine de dimension 1, et 7' un suranneau
minimal de R. Si T est entier sur R, alors dimR = dimT, et si T est R-
plat et (R : T) # 0, alors d’apres le corollaire précédent dim R = dim T,
et si (R :T) = 0, on utilise le théoréeme 3.3, ainsi dans tous les cas on a
dim R =dimT = 1.

Dans cette partie on va citer quelques propriétés de R C T dans le cas
ol R est noethérien, on examinera en particulier la stabilité des domaines de
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Macaulay et réguliers dans I'extension R C T'.

THEOREME 3.4. Soit R un domaine noethérien.

(a) S’il existe z € R tel que assp(R[z]/R) contient un idéal maximal de R,
alors R admet un suranneau minimal.

(b) SiT est un suranneau minimal de R, alors T' est aussi noethérien et que
T = K, si et seulement si, R est un anneau de valuation discréte.

(c) II existe une bijection entre ’ensemble des suranneaux minimaux T de
R, tel que T est R-plat, et I'ensemble des idéaux maximaux n de R, tel
que R, est un de valuation discrete.

Démonstration. (a) Soientn = (R:y) = {z € R: zy € R} € assr(R[z]/R)
avec y € RJz], un idéal maximal de R, et C = (R : Rly]) = {z € R :
zR[y] C R}. C est un idéal n-primaire, donc 'anneau R/C est noethérien
de dimension 0, parsuite R/C est artinien; or R[y]/R est un R/C-module
de type fini, donc R[y|/R est aussi artinien. Considérons la famille W =
{B/R :B est un anneau tel que R C B C Ry]}; W est non vide car elle
contient R[y|/R, et comme R[y|/R est artinien, alors W admet un élément
minimal By qui est un suranneau minimal de R.

(b) Si T est minimal sur R, alors T = R|[z], avec z € T\R, donc T est
noethérien. Supposons que R est un anneau de valuation discrete, alors R
est maximal parmi les sous anneaux contenus strictement dans K, et comme
R CT C K, alors T = K. Inversement, si K est minimal sur R, alors R
est intégralement clos, ceci entraine que R = NV, [8, Th. 57] ou V,, est un
anneau de valuation tel que R C V,, C K. Puisque R # K, alors il existe un
a tel que V,, # K, parsuite R = V,, i.e., R est de valuation d’idéal maximal
n. D’autre part, si p est un idéal premier non nul de R, alors p C 7, donc
R, = R C R, C K, cest a dire que R, = R, i.e., n = p, autrement dit
dim R = 1; on déduit que R est un anneau de valuation discrete.

(c) I suffit d’appliquer [5, Cor. 3.4].

Remarque 3.3. Si R est un domaine noethérien, et 7" un suranneau mini-
mal entier sur R, alors assg(7T/R) = 7. En effet: en utilisant les notations de
[15], on a D(R,T) = n et on obtient le résultat en appliquant [15, Prop. 1.13].

PROPOSITION 3.6. Soient R un domaine cohérent, local, de dimension 1,

et T un suranneau minimal entier sur R, alors R est noethérien et R est de
Priifer.
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Démonstration. 11 suffit de voir que 'extension R C T est tres finie au
sens de [4], et appliquer [4, Cor. 16]. 1

LEMME 3.3. Soit T' un suranneau minimal de R, tel que T est entier sur
R; alors pour tout @ € spec(T) tel que QN R# (R:T), on aTg = Ronr-

Démonstration. On sait d’aprés proposition 3.2 que (R : T') est un idéal
maximal de R noté n. Soient @) € spec(T') tel que n # Q N R, i.e., n n’est pas
contenu dans Q N R et z € Ty, z = t/s avec t € T, s € T\(Q. Choisissons
ren\QNR,onaz=t/s=tr/sravectr, sr € Retrs ¢ QN R, parsuite
z € Rgnr, i.e., Tg C Rgngr, d'ou Tg = Rgng. 1

Remarque 3.4. SiT est entier sur R, alors en utilisant le lemme précédent
et [5, Th. 2.2], on a Tg = Tgnr pour tout idéal premier ) de T tel que
(R:T)# QNR.

DEFINITION 3.1. On dit qu'un domaine R est going-down noté GD, si
Pextension R C S satisfait GD pour tout domaine S contenant R.

PROPOSITION 3.7. Soit T' un suranneau minimal de R. Si R est GD, alors
T est aussi GD.

Démonstration. Soient S un domaine tel que T C S et P,P; € spec(T)
avec P; C Py et Qo € spec(S) tel que Q2 NT = P,. Posons p; = RN P;,
1 = 1,2. On a donc p; C py et Q2 N R = po, comme R C § satisfait GD,
alors il existe Q1 € spec(S) tel que Q1 C Q2 et Q1 N R = py. Vérifions que
Q1 NT = P;. Si T est R-plat, alors spec(T) — spec(R) est injective, donc
(QiNT)NR = PN R entraine que @1 NT = P;. Si T est entier sur R,
alors d’apres le lemme précédent, on a Tg,nr = Tp, = Ry, car p1 # (R : T),
parsuite Q1 NT = P, dou T' C S satisfait GD. 1

PROPOSITION 3.8. Soient R un domaine noethérien et T minimal sur R.
On suppose que R C T est entiére satisfaisant going-down. Si ht(R : T) = 2,
alors application spec(T) — spec(R) est bijective. En particulier si R est
local de dimension 2, alors T est local.

Démonstration. Soient p € spec(R) tel que p # (R : T) et Q1, Q2 €
spec(T) tel que Q1 N R = Q2 N R = p. D’apres le lemme précédent, Tp, =
Tg, = Rp, donc Q1 = Q2. Sip = (R : T), on applique [3, Lem. 5]. Si R est
local d’idéal maximal 7, alors (R : T') = 7, et on applique ce qui précede.



346 M. OUKESSOU AND A. MIRI

COROLLAIRE 3.4. Soit R C T une extension minimale tel que T' est entier
sur R et ht(R : T') = 2, alors spec(T) — spec(R) est bijective,si et seulement
si, R C T satisfait going-down.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente et proposi-
tion 3.1. 1

DEFINITION 3.2. - Soit R un anneau commutatif, on dit que R est de
Macaulay si R est noethérien et pour tout idéal maximal n de R, on a ht(n) =
G(n).

- Soit R un anneau commutatif noethérien local d’idéal maximal 7, on dit que
R est régulier si dim R = dim(n/n?), /n? est considéré comme un R/n-espace
vectoriel.

- Soit R un anneau noethérien, on dit que R est régulier si pour tout idéal
premier p de R, R, est régulier.

THEOREME 3.5. Soit R C T une extension minimale. Si R est de Macau-
lay, alors T est aussi de Macaulay.

Démonstration. R est noethérien, donc T' est noethérien, parsuite il suffit
de vérifier que Ty est de Macaulay pour tout idéal premier () de T. Si T
est R-plat, alors V@ € spec(T') on a Ty = Rgnr est de Macaulay. Si T est
entier sur R, alors d’apres le lemme précédent, Tg = RonrVQ € spec(T) tel
que QN R # (R : T) = n; 11 suffit donc de montrer que Ty est de Macaulay
pour @) € spec(T) tel que @ N R = 7. En utilisant les notations de [15], on
a Fr(T) = {p € spec(R) : T ¢ Ry,} = {n}, car Vp € spec(R) tel que p # 1,
R, =T, et R, C T, [5, Th. 2.2] et d’apreés [15, Lem. 5.1] on a G(n) = 1, ce
qui entraine que ht(n) = 1, et comme ht(n) > ht(Q), alors ht(Q) = G(Q) =1
V Q € spec(T') tel que Q N R =7, d’apres [8, Th. 135] on déduit que T est
de Macaulay. |1

PROPOSITION 3.9. Soit R C T une extension minimale.
(a) Si R est régulier, alors T' est régulier.
(b) SiT est régulier, alors R est régulier, si et seulement si, R est noethérien
et intégralement fermé dans T'.

Démonstration. (a) R, est régulier pour tout idéal maximal 7 de R, donc
R, est intégralement clos et comme R = NR, ou 7 décrit 'ensemble de tous les
idéaux maximaux de R, alors R est intégralement clos, parsuite Tg = Rgnr
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pour tout idéal premier () de T'; et puisque T est noethérien, alors T est
régulier.

(b) Si R est régulier, c’est évident. Supposons que R est intégralement
fermé dans T', alors on sait d’apres la proposition 3.2 que tous les idéaux
premiers de R se relevent a T' sauf un seul noté n. Soient donc p € spec(R)
tel que p # n et Q € spec(T) avec QN R =p,ona R, =Tg =Tp; sip =1,
alors T;, est un suranneau minimal de R,, et d’apres [10, Th. 2.8] R, est un
anneau de valuation, ainsi on a montré que R, est régulier Vp € spec(R), et
comme R est noethérien, alors R est régulier. |
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