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1. INTRODUCTION

Soient H un espace de Hilbert séparable complexe de dimension infinie et
L(H) lalgébre des opérateurs linéaires bornés sur H. On désigne par H(>)
la somme directe hilbertienne d’une infinité dénombrable de copies de H.
Rappelons que H(®) = {(z,)n50 : Vn > 0,2, € H et 3.0° [|za|> < oo} et
qu’a tout opérateur linéaire borné T : H() — H(®) egt associé une matrice
(To,m)n,m>0 a coéfficient dans L(H).

Un opérateur T : H() — H(®) est dit un shift a poids opérateurs de
poids (T)n>0, si:

(i) sup||Ty| < oo, et
n>0

(ii) Pour tout z = (zy,)n>0 de H) Tg = (0,Tozo, T 21, ..., Tntp,...).
Donc la matrice d’un tel opérateur s’écrit sous la forme

0 0 0
Ty 0
T=1 0
0 T, O

Dans [2] et dans le cas ou les poids sont tous inversibles, 'auteur a montré
que le spectre est égal au disque de centre 0 et de rayon r(7T). Récemment,
dans [3], une description du spectre a été faite dans le cas ou les poids sont
limites d’opérateurs inversibles et les auteurs ont conjecturé que le spectre
est toujours un disque centré & l'origine. Dans cet article, en utilisant les
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techniques de la théorie spectrale locale, on va donner une réponse affirmative
a cette conjecture.

2. QUELQUES RAPPELS SUR LA THEORIE SPECTRALE LOCALE

Soient T' un opérateur linéaire borné sur un Banach X. o(T) et r(T')
désignent respectivement le spectre et le rayon spectral de T. Soit x € X,
on note par pr(x) 'ensemble résolvant local de T en z défini comme réunion
de tous les ouverts de C sur lesquels (7' — i) f (1#) = 2 admet une solution ana-
lytique. Le spectre local de T en x est op(z) = C\ pr(z), [6]. Donc A ¢ or(x)
s’il existe un voisinage ouvert V de A et f : V — X analytique tels que
(T — pu)f(n) = x,Yu € V. Nous signalons que op(x) est fermé contenu dans
o(T). Si f est la fonction nulle sur C, alors (T"— p)f(p) = 0,Vp € C et donc
or(0) = 0.

A Taide du théoréeme de I'application ouverte, [4] a montré que o5(T) =
Usexor(z), ott 05(T) = {A € C: (T — A)(X) # X} le spectre de surjectivité
de T'. Puisque o7 (0) = (), la réunion sera portée sur les z non nuls.

On dit que T satisfait la propriété de ’extension unique (notée briévement
SVEP) ¢’il n’existe pas d’ouvert de C sur lequel I'équation (T — p)f(p) = 0
admet une solution analytique non nulle [1]. D’apres [4], si T satisfait la SVEP
on aura o(T) = o4(T).

3. LE RESULTAT PRINCIPAL
THEOREME 3.1. Soit T' un shift & poids opérateurs quelconques, alors
o(T) = {3: A < (D)}
Pour la preuve de ce théoréme, on aura besoin des lemmes suivants.

LEMME 3.1. Soit T un shift & poids opérateurs de poids (T}, )n>0 quelcon-
ques. Alors 0 € op(z) pour tout z € H(*) non nul.

Démonstration. Soit = (zn)n>0 € H*) non nul tel que 0 ¢ op(x). 11
existe donc f : V — H(*) analytique sur V, un voisinage ouvert connexe
de 0, telle que (7' — p) f(p) = =,V € V. Si f(p) = (fa(1))n>0, on aura

{ —pfo(p) = o VpeV
Ton1fo1(pn) — pfu(p) = zp Vp eV,Vn > 1
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Pour =0, on a donc zy = 0 et donc pufo(p) = 0 sur V. Par suite, fo(u) =0,
alors —pfi(pu) = x1,Vu € V ce qui entraine aussi 1 = 0 et fi(u) = 0. Par
récurrence, on montre donc que z,, = 0,Vn > 0. D’ou la contradiction. [

LEMME 3.2. Soit T' un shift & poids opérateurs de poids (T3,),>0 quel-
conques, alors T satisfait la SVEP.

Démonstration. Soit f : U — H(®) une fonction analytique sur U, un
ouvert de C, telle que (T'—p) f(p) = 0,V € U. Donc pour f(u) = (fn(@t))n>o0,
on a —ufo(p) = 0,Yu € U et T fn(p) — pifpt1(p) = 0,Vu € U,Vn > 0. Par
suite f,(u) = 0,Yn > 0,Vu € U. Ce qui achéve la preuve. |

LEMME 3.3. Soit T un shift & poids opérateurs de poids (Ty)n>0 quelcon-
ques. Alors op(z) est connexe pour tout z € H(®) non nul.

Avant de passer a la preuve de ce lemme, on va donner tout d’abord la
définition suivante.

DEFINITION 3.1. ([4]) Soit T € L(X), ou X est un espace de Banach.
Pour une partie F' fermé de C, soit X7 (F) le sous-espace spectral analytique
local de T (relativement & F'), défini par Xp(F) ={z € X : op(z) C F}.

Dans [5], M. Radjabalipour a montré que si T satisfait la SVEP, alors
pour tous deux fermés non vides disjoints Fy et Fy de C, Xp(Fy U Fy) =
XT(Fl) —+ XT(FQ)

Démonstration du lemme 3.3. Soit & € H(*) non nul tel que or(z) soit
non connexe. Il existe donc deux fermés non vides disjoints F; et F5 tels que
or(z) = FLUF,. Ona z € Xp(Fy U Fy) (ici X = H®)), Or Xp(FLUF) =
Xr(F1) + X7(Fy), d’apres [5, théoreme 2.3]. Donc d’apres les conditions sur
Fy et Fy, © = 1 + x9 avec x; € Xp(F;) non nul, pour 7 = 1,2. Le lemme 3.1
prouve que 0 € op(z1) Nop(zg) C Fy N F,. Ce qui contredit 1 N Fy = 0. 1

LEMME 3.4. Soit T un shift & poids opérateurs de poids quelconques, alors
o(T) est stable par symétrie circulaire.

Démonstration. Pour tout A\, |A\| = 1, T est unitairement équivalent & \T'.
Donc VA, A =1, o(T) = Aa(T). 1
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Démonstration du théoréme 3.1. Pour tout = # 0, or(x) est connexe et
Nurzoor(z) # 0. Donc 05(T) = U,4001(2) est connexe. Or o(T') = 04(T) car
T satisfait la SVEP, donc o(T') est aussi connexe. o(T') est connexe, admet
une symétrie circulaire et 0 € o(7T'), donc

o(T)={reC: |A <r(T)}.
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