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INTRODUCTION

Si V est une variété de dimension n, compacte, orientable et sans bord, le
théoreme de dualité de Poincaré donne des isomorphismes en théorie ordinaire
a coefficients entiers ([5], [6], ...) :

o« Hy(V; Z) — H" ¥V 2) (1)

pour tout entier 0 < k < n. Ces isomorphismes s’expriment a partir du slant
produit : il existe une classe v* € H"(VxV,VxV — AV; Z) telle que pi(a) =
afv*.

Lorsque V n’est pas supposée orientable, la classe v* n’existe pas dans
H"(VxV,VxV —AV; Z). 1l convient alors d’introduire le faisceau des orien-
tations 2* de V, on montre alors que 'on a de fagon naturelle un élément

V*e H"(VxV,VxV — AV;Q*RZ) tel que le slant produit

H(V;Q'®Z) — H"*(V;Z2)
«@ — a/V*

détermine des isomorphismes en chaque degré. Ceci fournit la dualité de Poin-
caré dans le cas compact sans bord, et redonne les isomorphismes (1) dans le
cas orientable.

Comme l'a remarqué C.T.C Wall [8], il est possible d’exprimer la dualité
en utilisant le revétement universel V de V et un cap-produit sur V; d’oti
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248 A. KHELDOUNI

I'idée de donner des formulations du slant et du cap-produit qui se traduisent
bien en terme de I’homologie et de la cohomologie du revétement universel de
V', qui englobe tous les cas, et permet en particulier d’obtenir une “dualité de
Poincaré” valable pour tout faisceau B localement trivial sur V :

C*(V;B) — Cp_(V; BRQY).

Cet isomorphisme est obtenu comme cap-produit par la classe fondamentale
[V] de V. Par ailleurs, en supposant la variété V triangulée, nous explicitons
une approximation cellulaire de la diagonale qui va nous permettre d’exhiber
un cycle ((V')) dans le complexe Cn(I?l(V); ") de la décomposition cellulaire
duale de la premiere subdivision barycentrique de la triangulation de V' . Cette
représentation explicite permet alors de constater que 1’équivalence :

N((V)) : C*(K(V); A) — Creu(K(V); ABQ)

est simple, ou A est le faisceau fondamental de V' construit comme une image
directe, en un sens qui sera précisé, du faisceau trivial Z sur le revétement
universel V' de V.

1. FAISCEAUX LOCALEMENT TRIVIAUX

Soit (X, x,) un espace topologique pointé, 7 := 71 (X;,) son groupe fon-
damental, et X % X le revétement universel de X. La fibration X — X est
une fibration principale de groupe .

Si B est un faisceau en groupes abeliens discrets, localement trivial sur X,
et By, sa fibre en zg, alors pour tout lacet | € Q(X;z,), 'image réciproque
I*(B) du faisceau B est un faisceau trivial; il existe d’ailleurs une unique
trivialisation de [*(B), celle ci fournit un isomorphisme :

(B)o(= Bry) — I (B)1(= Ba)

qui ne dépend que de la classe de [ dans 7. On obtient ainsi une action a droite
de 7 sur By,, donc une structure de Z[n]-module & droite sur By,.
Considérons le faisceau trivial sur X : Zx X — X. On définit le fais-
ceau localement trivial A sur X appelé faisceau fondamental sur X, par le
préfaisceau :
U— Ay .= @ir(ﬁi;Z)

pour tout ouvert U de X, au dessus duquel le revétement est trivial, ot U;
parcourt I’ensemble des ouverts de X qui se projettent isomorphiquement sur
U, et ot I'(Uy; Z) désigne I'ensemble des sections au dessus de Us.
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Comme 7 opére & gauche sur X il va opérer A gauche sur A; la fibre A,
de A au dessus de z, apparait ainsi comme un Z[r]-module bilatére. 11 est
clair que A,, est la somme d’autant d’exemplaires de Z qu’il y a d’éléments
dans 7 = w !(x,). Si 'on choisit un relévement Z, de z,, Ay, s’identifie &
Zn).

2. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

Pour tout entier p, nous noterons S(p, X ) I'ensemble des applications conti-
nues du p-simplexe standard A, dans X. Si B est un faisceau localement trivial
sur X, pour tout simplexe singulier o dans S(p, X), 'image réciproque o*(B)
est un faisceau trivial sur A,. Nous noterons B, les sections de o*(B) au dessus
de A,. Posons :

C,o(X;B) = B, LCP(X:B)= T B,).
»(X; B) UGS%X) (resp. C*(X; B) ek ) )

Pour f; : Ap_1 — A, ( resp. fi: A, = A,i1) une application face, nous
avons une application :

[fz] : Bo — Bfioa (resp. [fz] : Bgofi — Bo)

qui & une section de o*(B) au dessus de A,, fait correspondre sa restriction
a fi(Ap—1) (resp.aa€B_, si associe son prolongement & tout le simplexe).
Nous avons ainsi un opérateur bord et un opérateur cobord, pour tout p > 0:

0: Cp(X;B) — Cp1(X;B)
a = Di(—1)'[fil(@)

<resp. §: CP(X:B) — CPY(X;B) )
a = N1 ()

L’homologie de ce complexe est ’homologie de X a coefficients dans B, notée
H,.(X;B) (resp. la cohomologie de X & valeurs dans B, notée H*(X; B)).

Remarque 2.1. 1) C.(X; A) et C*(X;.A) sont des Z[r]-modules & gauche.
2) Pour tout o € S(p, X), B, s’identifie & By, (E[Q] A, d’ott I'isomorphisme :
Z[m

Cu(X;B) ~ By, 2 Cu(X3A)
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3) Pour tout B, nous avons un homomorphisme injectif

Buy @ C"(X;A) — C*(X;B)

PROPOSITION 2.2. C*(X;B) ~ Homz[w][C*(X;A);BQ(E%)]. Iei BYY) est le
Z[r]-module By, muni de la structure a gauche g.b = b.g~ ! pour (b, g) € Bxm.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour tout o € S(*; X), nous
avons les isomorphismes

HomZ[ﬂ](AU; B:(c%)) i> Bmo Z(%] A, = B,

HomZ[ﬂ'} [C* (XuA)u B:(c%)] = UESE,X) HomZ[w] ("40'; B:(c%))

Pour le cas relatif on posera pour toute paire topologique (X,Y),
C.(X,Y; B) == Cu(X; B)[C. (Y Bly)

et
C*(X, R; B) = C*(X; B)/C* (R; B ).

3. LE CAP ET LE SLANT PRODUIT

3.1. LE SLANT-PRODUIT. Soient X et X’ deux espaces topologiques,
m = m(X,z), ¥ = m(X',z,") et B (resp. C) un faisceau localement tri-
vial sur X (resp. X'). Soient A et A’ les faisceaux fondamentaux sur X et X’
respectivement. En appliquant le foncteur

o — Hom gz (¢ Homz (Byy; C9))]
a I’équivalence d’Eilenberg-Zilbert
EZ :C.(X;A) ® Co( X3 A — Cu(XxX"; A © A)

et en utilisant les identifications suivantes :

Hom(z[Co(X x X's A @ A'); Homz (Bry; CL)

=C"(XxX';Hom(B® Z; Z®C),
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Hom zjeron [Cx(X; A) © Cu(X's A'); Homez(Bay; C3))]
= HomZ[Bmo Z([g} C*(X, .A), Homz[ﬂl}(C*(X’; _A’); Cé%))]

= Homz(Cy(X; B); C*(X'; C)),
nous obtenons une fleche appelée slant-produit :
C*(XxX'; Hom(B® Z; Z®C)) = Homz(C.(X; B); C*(X'; C)).

Considérons maintenant la projection p : XxX — AX qui & (z,y) associe
(z,z),et I =10,1] C Rou AX ={(z,z) : x € X}.

Nous dirons qu’'un espace topologique X posseéde la propriété (L.C) s’il
existe un voisinage ¢ de X dans X x X tel que pjy soit homotope a 'identité,
parmi les applications de 6 dans XxX qui sont 'identité sur AX et commutent
a p. On peut alors montrer (voir [3]) que :

Pour qu’un espace paracompact, localement compact X posséde la pro-
priété (L.C), il suffit que tout point de X ait un voisinage vérifiant (L.C).
En particulier, les variétés topologiques paracompactes, et plus généralement
les espaces paracompacts localement isomorphes a un polyédre, possédent la
propriété (L.C).

COROLLAIRE 3.1. Si X posséde la propriété (L.C), il existe un voisinage
O de AX dans XxX tel que pour tout faisceau F localement trivial sur XxX,
Flo et p*(A*(F))|, soient isomorphes.

o lo

Démonstration. Nous avons une homotopie h entre p, : O — X x X et
ido : O — O C XxX. Cette homotopie permet de construire un isomorphisme
h* entre F|, et p*(A*(F))),- Le faisceau peut-étre considéré comme un fibré
de base X x X, de fibre discrete ; il en résulte que h* est définie de fagcon unique
par h. De plus, deux telles homotopies h; et ho sont homotopes entre elles;
d’ot , en utilisant encore une fois le fait que la fibre est discrete, h] = h3. 1

Il existe en fait un seul isomorphisme entre les faisceaux F,, et p*(A*(F)),
qui prolonge I'identification naturelle de 7, . = A*(F) a p*(A*(F))
A* o p* o A*(F) = A*(F). Il en résulte un isomorphisme naturel :

O

IAx =

C'(XxX,XxX —AX; F) — C"(XxX,XxX — AX; p*(A*(F))).
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Si maintenant Z CY C X et Z/ CY' C X telque YNZ' =Y'NZ = ¢, alors
YxZ'UY'xZ c XxX — AX, d’ou la suite d’homomorphismes :

C*(X xX,XxX — AX; p*(Hom(B; C)))
= CH(X XX, XxX — AX; Hom(B® Z; Z®C))
— C*(XxX,YXZ'UY'xZ; Hom(B® Z; Z®C)
55 Hom(C,(Y, Z; B); C*(Y'", Z'; C)),
dont le composé :
C*(X xX,XxX — AX; p*(Hom(B; C)))
— Hom(C.(Y, Z; B); C*(Y',Z; C)) 2

sera encore appelé slant-produit.
D’autre part, pour B et C deux faisceaux localement constants sur X, on
a un homomorphisme naturel :

C — Hom(B; B&C)
c — (b—b®c)

(3)

Pour tout ¢ € C*(X x X, X x X — AX; C), nous noterons cg son image dans
C*(XxX,XxX — AX; Hom(B; B&C)) par ’homomorphisme induit par (3).
En reportant ceci dans (2), nous obtenons :

CHX XX, XxX —AX:C) B Homy(C.(X:B):; C*(X;: BEC))
c — (x — cp/x)

appelé aussi slant-produit. En particulier si B est le faisceau fondamental A,
nous avons :

CHX XX, X xX — AX: C) A Homy(Cu(X; A): C*(X; ABC)).

Notons qu’a partir de 'action de 7 sur A4, nous avons deux actions de =«
sur Hom(A; A ® C) : pour u : A — A®C on définit gu.h : A — ARC
par g.u.h(a) = gu(h.a) Vg,h € w. D’olt une action de 7 sur C*(X x X,
XxX —AX; Hom(A; A®C)). De plus la chaine ¢4 commute avec ces actions
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(i.e g.cq4 = c4.g Vg € m). 1l en résulte que le slant-produit par c4 est Z[r]-
linaire de C,(X; A) dans C*(X; A®C), d’out ’homomorphisme :

CHX XX, XxX —AX;C) 28 Homyy (Cu(X; A); CF(X; ABC)) (

4)
c — (z = cq/x)

Remarque 3.2. 1) Le slant-produit par cg peut-étre obtenu & partir du
slant-produit par c4, en tensorisant par By,.
2) Soit X un espace localement compact de type dénombrable. Posons
X = Up X, ot les X, sont des compacts de X tels que : X,, C Int(X,+1) pour
tout n. Soit A un férmé de X et B un férmé dans A ; considérons N C M C X
tels que NN A= MNB = ¢ et posons M,, = M NX,, et N, =N NX,, nous
avons

S(u) : Co(My, Ny; B) — C*(A,BU (A — Ay); C),
Vue C*(XxX,XxX —AX; Hm(B® Z; Z®C(C))
et le diagramme commutatif :

C*(Mn;Nna B) — C*(AaB U (A - A’n)a C)

! !

Cy(My41,Npi1; B) —— C*(A,BU(A— A,11); C)
d’ou en prenant la limite inductive :
S(u) : C,(M,N; B) — CX(A, B; C)

ou CJ(-,F) est le complexe de cochaines & support compact (voir [2]). On
obtient alors le slant produit dans le cas a support compact :

S:C*"(XxX,XxX —AX; Hom(B® Z; Z®(C))
— Homyz(C(M,N; B); CZ(A,B; C)
Notons que si X posséde la propriété (L.C), on a le slant produit :

Sa: C*(XxX,XxX — AX; C) — Homy(Cy(M,N; A); Ci(A, B; ARC)
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3.2. LE cAP-PRODUIT. Etant donné deux faisceaux B et C localement
triviaux sur X. Considérons la suite d’homomorphismes :

Cy(X; Hom(B; C))

1A
Co(XxX; Hm(B® Z; Z®C))

{

H zos Lz w (X X;

omz(Bay; Cap) Z[7r](§Z[7r} Ci(XxX; A %J A)
J idoEZ
H : (X (X

OmZ(Bévoa C:I:o) Z[FEZ[W} C ( A) %J C. ( A)

1o
Homy[Hom g (C(X;A); BY): Cy Z@[@] C.(X; A)

b~

Homz(C*(X; B); Cu(X; C))

ou la deuxiéme fleche est donnée par 'identification de la remarque 2.1, et ou
0 est application qui & u ® z ® y associe 'homomorphisme a — u(a(z)) ® y.

Notons que la classe dans Cy, ® 7] C«(X; A) de 6(a) ne dépend que de la
classe de u ® z ® y dans

Hom z(Byy; Cay) Z[ﬂ@zm Ci(X; A) ® Ci(X; A).

Le composé de cette suite d’homomorphismes est appelé le cap-produit :
P: Ci(X; Hom(B; C)) — Homz(C*(X; B); C.(X; C))
en utilisant (3), nous obtenons ’homomorphisme :
C.(X:; C) — C.(X; Homy(B; B&C)).

Soit ¢g I'image de ¢ € C,(X; C) par cet homomorphisme. En composant avec
P, nous obtenons :

Ps: C.(X:C) — Homz(C*(X; B); C.(X; BRC))
c — {Pg(c) : z — zNecp}

(5)

La aussi, on remarquera que les homomorphismes (Ncg : C*(X; B) —
C.(X; BRC)) s’obtiennent & partir de (Ncy4) en tensorisant par By, .
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Pour le cas relatif, si A1, As sont deux sous espaces de X, 'application
D:(X,A1UA) — (XxX,XxAsUA; xX)
induit :
D, : Co(X, A1 U Ag; ABA) — CL(Xx X, X x A3 U A1 x X; ARA)
d’ot1 un cap-produit relatif :
Pg: C.(X,A; UAy; C) — Homyz(C*(X, Ay; B); Cu(X, Ag; BRC)).

Si X est un espace localement compact de type dénombrable et (X,,) une
famille de compacts emboités dans X. Pour tout n, nous avons :

Pg: Co(X,X — X,;: C) — Homz(C*(X, X — X,,; B); C.(X; B&C))
en appliquant le foncteur e — limg(O) on obtient :
CLY(X; C) — lim Homz (C*(X, X — Xp; B); C(X; B&C))
n
~ Homyz(lim C*(X, X — Xp; B); C.(X; B&C))
n
ot CL7 (X; F) est le complexe de chaines localement finies de X & coefficients
dans le faisceau F, défini comme étant la limite projective du systéme projectif
{CUX, X = Xy F) 2% CX, X = Xpi1s F)}

les homomorphismes p,, étant les surjections correspondantes au passage au
quotient par Cy(X — X, 1, X — X,,; F). Nous obtenons ainsi une variante du
cap-produit :

Ps: CH(X; C) — Homz(C*(X; B); C.(X; BRC))

4. DEFINITION DU FAISCEAU Q*(B)

Les variétés considérées seront supposées paracompactes, et localement
compactes. Considérons une variété topologique V, et B un faisceau localement
trivial sur V. Pour un ouvert U de V, on notera AU l’ensemble des (z,z) €
U xU. Soit H® le préfaisceau sur V défini par :

U— H'(UxV,UxV — AU; B® Z)
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avec les applications de restriction naturelles. On notera Q*(B) le faisceau
associé a H5.

Soit U un ouvert contenu dans une carte (w, ) de V. Pour tout entier £,
nous avons les isomorphismes :

HY(UXV,UXV — AU;B® Z)

Hk(waf(;xw —~AU; B® Z)
H’“(sO(U)iZ(w),sD(U) Xp(w) = Ap(U); ¢«(B) © Z)
= H’“(w(U)i;%”, p(U)xR" = Ap(U); ¢u(B) ® Z)
H’“(sO(U)tJ;",sO(U) X RY; ¢« (B) ® Z)
H”’“(w(lif)g; ¢.(B)) ® H*(R", R}; Z)
b

H"*(U; B)) © H*(R", RY; Z)
ol p,(B) est I'image directe du faisceau B par ¢, et j* I'isomorphisme induit
par l'application j : (z,y) — (z,y — z). En particulier pour k& = n, nous
obtenons I'isomorphisme :
of : HYUxV,UxV — AU; B® Z) — H°(U; B) ® H"(R", R"; Z).
Remarquons que si U’ C U, le diagramme :

ag (B)

H"(UxV,UxV — AU; B® Z) —~= H"U; B) ® H"(R",R"; Z)

! !

a‘P
HYU' xV,U'xV — AU; B z) 22 mow’, B) @ H"(R", R™; 2)

est commutatif, ou les fleches verticales sont les restrictions.
En identifiant H"(R",R"; Z) & Z, af;(B) définit un isomorphisme du
préfaisceau H ﬁ’] sur le faisceau By, pour tout ouvert U tel que U soit contenu

dans une carte de V. Ce qui prouve que H B‘U est un faisceau et que
HB‘U = Q*(B)‘U
Q*(B)|U ~ By
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Q*(B) est donc un faisceau localement trivial. De plus, en désignant par f;(B)
I’homomorphisme composé :

ag(B)

B
H*(UxV,UxV — AU; B® Z) —— H°(U; B) ® H*(R", R}; Z)
— H(U; B) ® H'(U; Z) ® H"(R", R?; Z)
— HYU; B)® HNUXV,UxV — AU; Z® Z)

ou les deux dérnieres fleches sont respectivement (zr @ y — 2 ® 1 ® y) et
[1®af(Z )]~!, nous obtenons par passage aux faisceaux, un homomorphisme :

Bu(B) = Q(B) — Bu ® Q(Z)

pour tout ouvert U dont la fermeture est contenue dans une carte de V. Cet
homomorphisme est en fait un isomorphisme, car 3;(B) est un isomorphisme
si U est homéomorphe a une boule.

LEMME 4.1. L’isomorphisme By;(B) ne dépend pas de la carte (w, ) qui
a servi a le construire.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, Vo € w, ’homomorphisme
BE(B) : (B) — B, ® 2,(Z)

ne dépend pas de (w,¢). Pour cela, on regarde of (B) : Qi(B) — B, ®
H™(R™ RY; Z); cette application ne dépend que de l'orientation de ¢ au
signe prés. Et puisque S5 (B) a été construit en composant o (B) et af(Z), il
ne dépend pas du tout de ¢. |1

Nous avons donc,

PROPOSITION 4.2. Pour tout faisceau B localement trivial sur V', les mor-
phismes ﬁg se recollent en un isomorphisme

B(B) : Q*(B) — BRQ*(Z).

Le faisceau Q*(Z) sera noté Q*, on l'appelle le faisceau des orientations
de V.

Remarque 4.3. 1) Pour B = Q*, nous avons, Q*(Q*) ~ Q*Q0* = Z,
2) Si U’ C U sont deux ouverts de V', on a, Q’[‘]|U, ~ QTU,.
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LEMME 4.4. Soit V une variété topologique de dimension n, pour tout
ouvert U de V, on a un homomorphisme naturel :

HY (UXV,UxV — AU; B® Z) — T(U; Q*(B)|v)

qui envoie les sections du préfaisceau H? dans les sections du faisceau associé
Q*(B). De plus cet homomorphisme est un isomorphisme.

Le faisceau Q*(Q2*) est naturellement isomorphe & Q*®Q* qui est lui méme
isomorphe & Z. Donc T'(V; Q*(Q2*)) est muni d’un élément privilegié K qui
correspond & la section 1 du faisceau Z par les identifications de la remarque
4.3.

DEFINITION 4.5. Soit V une n-variété topologique sans bord, la classe
correspondant & I’élément X par I’isomorphisme :

H"(VXV,VxV = AV; Q*® Z) — T(V; Q*())
est appelée classe d’orientation de V', notée V*.

Remarquons que V* est définie de facon naturelle; et que si U est un
ouvert de V, on a une application naturelle

HY(VXV,VXV — AV; Q" ® Z) — H U XU, UxU — AU; * ® Zy))

qui envoie V* sur U*.

5. DUALITE DES VARIETES TOPOLOGIQUES

Soit B un faisceau localement trivial sur un espace topologique X, et (A, B)
une paire de X. Le complexe d’Alexandre—Spanier des chaines singuliéres de
(A, B) a valeurs dans B est donné par (cf [2], [6], [7], ...) :

A~

C*(A,B; B) := lim C*(L,M; B)
—
(A,B)C(L,M)
la limite inductive étant prise sur le filtre des paires (L, M) ou L est un
voisinage de A et M un voisinage de B. L’homologie de ce complexe est la

cvohomologie d’Alexander—Spanier de (A, B) que nous noterons H* (A, B; B).
La cohomologie a support compact est donnée par le complexe de chaines

Ci(Y; B) :=limC*(Y,Y — Yy; B)
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Y, = Y N X, ou X, est une suite croissante de compacts de X telle que
Up X, = X.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 5.1. Soit (X,Y) une paire topologique. Supposons qu’il existe
un ouvert U de X tel que Y soit férmé dans U, et que U se retracte par
déformation sur Y ; alors :

C*(Y; B) = C*(Y; B).
Soit maintenant V' une variété topologique de dimension n, et B un faisceau
localement trivial sur V. Nous avons une fleche naturelle Q* — Hom(B®Z; B)

- car B est naturellement isomorphe & B ® 2* ® Q*- qui induit I’homomor-
phisme :

H"(VXV,V XV —AV; Q* ® Z)
— HY(V XV, VXV — AV: Hom((BRQ*) ® Z; Z® B)).

D’ol un slant produit par une classe dans H»(V xV, VxV — AV; Q* ® Z).
Siue H (VxV,VxV —AV; Q*® Z) et (A, B) est une paire de férmés
de V', nous avons pour tout £ le slant-produit par u :

S(u) : Hy(V — B,V — A; B&Q*) — H" (4, B; B).

PROPOSITION 5.2. Soit V une variété topolg\gique sans bord, de dimension
n ; pour toute paire (A, B) de compacts de V', S(V*) est un isomorphisme de
H,(V — B,V — A; BQ*) dans H*(A, B; B).

Démonstration. 11 suffit bien entendu de faire la démonstration dans le
cas B = ¢. Si A est assez petit pour étre inclus dans une carte locale de V
sur laquelle les faisceaux considérés sont triviaux, voir [6]. Maintenant par
transport de la carte, on démontre successivement que :

- c’est vrai si A est compact contenu dans une carte de V,
- c’est vrai si A est réunion finie de compacts contenus dans des cartes de V,
en utilisant Mayer—Vietoris.

Finallement si A = U, A et si c’est vrai pour les A alors c’est vrai pour
A par passage a la limite inductive. 1

THEOREME 5.3. Soit V une n-variété topologique, connexe et sans bord,
soit (A, B) une paire de compacts de V possédant la propriété suivante :

”Tout point de A admet un voisinage U dans V, tel que la paire
(U,U N A) soit homéomorphe & une paire simpliciale” ;
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alors pour tout entier 0 < k <n
S(V*): Hy(V — B,V — A; B®Q*) — H" *(A, B; B)
est un isomorphisme.

Démonstration. D’aprés la proposition 5.2 il suffit de montrer que H* =
H*, ce qui résulte du corollaire 4.4. |1

Remarque 5.4. 1) La condition imposée & A et & B est vérifiée si (A, B)
est une paire de sous-variétés de V.
2) Le théoreme reste vrai si (A, B) est une paire de retracts absolus de voisi-
nages .

COROLLAIRE 5.5. Pour une variété topologique férmée de dimension n
S(V*) : Hy(V; BRQ') — H"*(V; B)
est un isomorphisme.
Démonstration. Dans le théoréme 5.3, prendre A=V et B=¢. 1

PROPOSITION 5.6. Soit V' une n-variété toplogique sans bord, et (A, B)
une paire de férmés de V' qui sont des voisinages de 'infini. Alors :

S(V*): Hy(V — B,V — A; B®Q*) — H"*(A, B; B)
est un isomorphisme.

Démonstration. On suppose B = ¢, et on considere une suite de compacts
(Kp) de V telle que V = UK, et K, un voisinage de K,_; ; notons qu’on peut
trouver un pq tel que Vp > pg, V — A C K,,. Nous avons les isomorphismes

Hi(V — A) U (V-K,); B&Q)
~ Hy(V — (K, N A); B&QY) = H" (AN K,; B)

en passant a la limite inductive on obtient I'isomorphisme
S(V*) : Hy(V — A; BRQ*) — H' *(4; B)

finallement, pour B # ¢, on écrit les deux suites exactes correspondantes aux
paires (A, B) et (V — B,V — A) et on applique le lemme des cing. 1
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COROLLAIRE 5.7. Soit V une variété topologique de dimension n sans
bord, et soit (A, B) une paire de térmés de V

S(V*): Hy(V — B,V — A; B®Q*) — H" *(A, B; B)
est un isomorphisme.

Maintenant, en appliquant le corollaire 4.4 et le corollaire 5.7, on obtient
le théoreme suivant, a partir de I’équivalence d’homotopie C} = Cf.

THEOREME 5.8. Soit V une variété topologique de dimension n sans bord,
si (A, B) est une paire de férmés de V telle que tout point de A admet un
voisinage U dans V' de fagon que la paire (U, U N A) soit homéomorphe & une
paire simpliciale, alors le slant-produit :

S(V*): H,(V — B,V — A; B®Q*) — H" *(A, B; B)
est un isomorphisme.

Soit maintenant V' une variété topologique férmée de dimension n, et * son
faisceau des orientations.

DEFINITION 5.9. On appelle classe fondamentale de la variété topologique
V notée [V], I'image inverse de 1 € H%(V; Z) par I'isomorphisme

S(V*): Ho(V; ) — H(V; Z).

THEOREME 5.10. Pour toute n-variété topologique férmée V, nous avons
I'isomorphisme

Sp(V*) : Hy(V; B&QY*) — H" *(V:B)

qui est un slant-produit par la classe d’orientation V*, et dont I'inverse est le
cap-produit par la classe fondamentale [V] :

Ps([V]) : H* *(V; B) — Hy(V; BRQY).

6. TORSION DE L’'HOMOMORPHISME DE DUALITE

On suppose maintenant que V' est une variété semi-linéaire ([1],[6]) de
dimension n, munie d’une structure simpliciale K (V). Nous supposerons tou-
jours V férmée. Soit K1 (V) et Ko(V') la premiére et la deuxieme subdivision
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barycentrique de V respectivement. Si K (V) est le complexe dual de K(V), il
a une cellule o de dimension n — p, pour tout simplexe o de dimension p dans
K (V). Cette cellule o est I'intersection des étoiles dans K;(V'), des sommets
de o.

Nous désignerons par I?l(V) le complexe dual de K(V); il a une cellule
7* de dimension n — p, pour tout p-simplexe 7% de K1(V'). La aussi, la cellule
7 est Dintersection des étoiles dans Ko(V), des sommets de 7* (pour plus de
détails voir [1]).

Puisque les 0-simplexes de K;(V) correspondent bijectivement aux sim-
plexes (en toute dimension) de K(V'), les cellules de dimension n de K; (V)
correspondent aussi, bijectivement aux simplexes de K (V).

Posons S(K;) pour désigner I’ensemble des sommets de K;(V). On définit
deux applications de S(K>5) dans S(K7) de la maniére suivante :

f1 : S(KQ) — S(Kl)

qui & tout sommet « fait correspondre le barycentre du simplexe o de K (V)
qui contient a dans son interieur, et

f2 : S(KQ) — S(Kl)

qui fait correspondre & tout sommet « le centre de la cellule & de K(V) qui
contient o dans son interieur.

LEMME 6.1. Les applications fi et fo se prolongent en des applications
simpliciales de Ko(V') dans K, (V).

Démonstration. 11 suffit de voir, que pour tout simplexe w** de Ky(V),
les sommets de w** sont appliqués dans I’ensemble des sommets d’un méme
simplexe de K (V).

Pour f; : Soit 7* le simplexe de K1 (V') qui contient w**. Soit o; le simplexe
de K (V') qui contient le sommet «; de w** dans son intérieur. Nous avons alors,
7*N1Int(o;)¢, donc le barycentre de o; est un sommet de 7*. Ainsi, les images
par f1 des sommets de w** sont des sommets de 7.

Pour fs : On fait un raisonnement analogue en remplagant o; par la cellule
de K (V) qui contient o dans son interieur. |

LEMME 6.2. Soit o un simplexe de K (V). La n-cellule 5* de K\(V) qui
correspond a o, a une image par f, contenue dans le simplexe o, et une image
par f1 contenue dans la cellule o de K(V'), duale de o.



SUR LA DUALITE DE POINCARE 263

Démonstration. Tous les n-simplexes de K3(V') contenus dans * ont le
barycentre de o pour sommet, donc tous ces sommets sont intérieurs aux
simplexes de 1'étoile de o, et par conséquent leurs images par f; sont des
barycentres des simplexes de ’étoile de o, c’est a dire des sommets de 7. De
méme pour fo. [

LEMME 6.3. L’application A = (fi,f2) + V. = VXV est cellulaire de
K1(V) dans K(V)x K(V).

Démonstration. On sait déja que l'image par A dune n-cellule o* de

o —

K1(V) est contenue dans la n-cellule o x . Considérons une k-cellule « de

—_— —_~

Ki(V); a s'écrit alors N'—Fo? (0; étant des simplexes de K(V)). Or deux
n-cellules o] et 05 ne peuvent avoir des points communs que si o1 C o2 ou
09 C 07. Ainsi les o; sont ordonnés par inclusion, on supposera o,_g C ... C

o9 C oy. On a :

n—k
m O'Z'X(?i = O’n_kxa
i=1

la cellule o, _j X o1 contient ainsi 'image de «; et elle est de dimension au plus
k, car sinon dimo,, j =p,dimoy > p+n—k, et dimoy <n—(p+n—£k) =

(k—p). 1

L’application A est clairement homotope & la diagonale A. C’est 'approxi-
mation cellulaire de A; elle va nous permettre de définir un ”cap-produit
cellulaire”.

AA correspond un homomorphisme de complexes de chaines :

C.(R(V); B (A ® A) 25 CUK(V): A) ® CUR(V); A)

™

En reprenant cependant les constructions vues au paragraphe 3, on obtient
un cap-produit (voir (5)) :

Co(R1(V); €) — Homa(C*(K(V); A); C.(K(V); AEC))
Et pour tout ¢ € C,(K1(V); C), le diagramme

CHK(WV); A) — 2 C(K(V); ARC)
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est homotopiquement commutatif, car A et A sont homotopes, ou les fleches
verticales sont les homomorphismes de décomposition cellulaire.

Soit ¢ une n-cellule de I?l(V); notons de son bord et b, son barycentre.
En considérant l'injection j de b, dans V', nous obtenons le diagramme com-
mutatif :

o) 2 gow; z)

1
H,(c,0c; ) lj*
J/ S(V*
H(V,V = b @) 2 10(s,; 2)

Par ailleurs, H, (V,V —be; @) ~ H,(V,V —b; Z)E@Q; ~ Qi ®@Q; | et
I’élément unité de H°(b,; Z) correspond par S(V*) & a®a de Q ®Q; , ol
a est un générateur de Q . Cet élément o ® o est donc I'image par

H,(V; Q) — Hy(c,0c; ) = H,(V,V — b,; Q)

de la classe fondamentale [V] de V.
Notons C,(K1(V); Q") le complexe de chaines cellulaires a valeurs dans
2*. Nous savons que C,,(K;(V); Q) s’identifie &

@ H,(V,V — b Q)
ceK (V)

c’est la théorie classique de décomposition cellulaire (voir [6]).

DEFINITION 6.4. Nous appelons cycle fondamental de V' noté ((V)),
I'image de [V] dans Cp, (K1 (V); ©2%); (c’est a dire la somme de tous les a ® ).

Maintenant, on a

CHKWV); A= @ A, et CJ(K(V); ARC)= @ (ARC);
ceK(V) GEK(V)

Pour tout o, A, est isomorphe (non canoniquement) a A,,, donc a Z[n].
De méme, (ARC)s =~ (Az,®Cs,), et puisque Cy =~ Z, (ARC); est isomorphe
entant que Z[r]-module & Z[x]. Il en résulte que C*(K(V); A) et C,(K(V); A)
sont des Z[r]-modules libres, munis de décompositions naturelles en sous mo-
dules libres de rang 1, les deux décompositions étant indexées par I’ensemble
des simplexes de K.



SUR LA DUALITE DE POINCARE 265

Par ailleurs, pour tout simplexe o de K(V), 3(0) est contenu dans o @ 0
donc, pour tout a,

N((V)) : CHE(V); A) — Cu(K(V); ABQY)

envoie A, dans (A®C)z. Autrement dit, 'équivalence d’homotopie N((V)) est
simple [4] pour les structures libres naturelles de C*(K(V); A) et C.(K(V);
A®Q*) définies ci-dessus.

Considérons finalement § : V' — VXV une application simpliciale de K7 (V')
dans K1(V)® K1 (V) homotope & A. Soit {V'} un cycle de C*(K1(V); Q*) qui
représente la classe fondamentale [V]. Il définit par cap-produit une applica-
tion :

NV} : C*HE(V); A) — CL(K(V); ARQY)

et le diagramme suivant est homotopiquement commutatif :

o (& (V) A) 25 oL (v); AR

I I

cr(K(v); A DY o (B(v): 4807

ol les fleches verticales sont les applications de subdivision. Comme ces dernie-
res sont simples, on déduit le résultat :

THEOREME 6.5. L’application
N{V}: C*(Ki(V); A) — Cu(K1(V); ABQY)
est simple.

Ainsi, quelle que soit la triangulation de V', et quelle que soit 'approxima-
tion cellulaire de la diagonale choisie pour définir un cap-produit simplicial,
celui-ci est simple.
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