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Dans ce travail, nous étudions la Mosco-épi-convergence d’une suite de
fonctions DC. Ceci nous permet de calculer les Mosco-épi—dérivées (premieére
et seconde) et de donner des conditions d’optimalité nécessaires et suffisantes
pour un probléme d’optimisation DC.

1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Dans toute la suite de ce travail X désigne un espace de Banach réflexif.
On rappelle qu'une suite de fonctions (f,), de X dans R est dite Mosco-
épi-convergente (ou Mosco convergente) vers une fonction f et on notera
M_elm f, = f sipour tout z € X

w-eli fo(z) 2 f(z) 2 s_els fu(z),

ou w_eli f,(z) est U'épi-limite inférieure séquentielle faible notée — et
s_els fn(z) désigne ’épi-limite supérieure forte. Rappelons que (voir [3])

w_eli f,(z) := inf {liminf f,(z,) : z, = z},

s_els fn(z) := min{limsup f,(z,) : z, - z}.

Soit f : X — R une fonction finie en € X et soient les quotients différentiels
du 1°F et du 2°™¢ ordre de f en x

(Auf)a() = 1T t’f ~ f(=)

(B3 1)eee() 1= 5 @ +8) = f@) — < a7, 5]
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ou z* € X*.

La fonction f est dite épi-dérivable en z [12] si pour toute suite (¢,) \
0 la suite ((A¢,f)z)n Mosco converge vers une fonction notée f. vérifiant
f+(0) = 0. Dans ce cas un élément z* € X* vérifiant fI(.) > < z*,. > est un
épi-gradient de f en x. Rappelons que si f est convexe alors I’ensemble des
épi-gradients de f en z et le sous-différentiel df(z) de f en z coincident et
de plus f est épi-dérivable en z si et seulement si df(z) # 0. Voir & ce propos
12, 6, 4].

La fonction f est deux fois épi-dérivable en z relativement a z* € X*
(en abrégé on dira en (z,z*)) si f est épi-dérivable en z et pour toute suite
(tn) \¢ 0 la suite de fonctions ((A? f)g.+)n Mosco-converge vers une fonction
notée f,' .. et vérifiant £ .(0) = 0. Une forme bilinéaire symétrique H est un
épi-hessien de f en (z,z*) si f,,.(v) > H(v,v). L’ensemble des épi-hessiens
de f en (z,z*) sera noté E, ,«(f). Rappelons que si f est convexe et deux
fois épi-dérivable en (z,z*) alors z* € df(z).

Les résultats principaux de ce travail sont d’une part ’étude de la Mosco
convergence d’une suite de fonctions DC (& notre connaissance aucun travail
n’a été fait dans ce cadre) et d’autre part I’étude des conditions d’optimalité du
second ordre en utilisant les épi-dérivées. Rappelons que J.B. Hiriart Urruty
[9] a donné des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du premier
ordre pour le probleme (P) suivant

(P) minimiser f(z), z € X,

ou f est une fonction DC, i.e. f(z) = g(z) — h(z), g et h sont convexes
semi-continues inférieurement (s.c.i) propres en utilisant le sous-différentiel &
€-pres.

2. Mosco-CONVERGENCE D’UNE SUITE DE FoncTions DC

Dans cette section (f,), est une suite de fonctions DC et ((gn,hn))n est
une décomposition DC de (f,)n, i.e., fn = g, — h, pour tout n € N.

Afin d’étudier la Mosco-convergence d’une suite de fonctions DC, nous
introduisons une approximée f) , d’indices A, > 0 d’une fonction DC f.

DEFINITION 2.1. Soit f : X — R une fonction DC et (g, h) une décompo-
sition DC de f. Nous définissons 'approximée d’indices A, u > 0 de f par

. 1 2 1 2
Frulz) = sup inf 1g(u) —A(v) + o3 llz —uf” - o lz =]} -
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11 est facile de voir que
Pou(@) = ga(z) — hy(z)

ol ga(z) = inf,ex [g(y) + a5 lly — $||2] est ’approximée Moreau-Yosida d’in-
dice A de g.

Rappelons le théoréme suivant (voir le théoreme 3.26 du livre d’Attouch
[3]) qui nous sera utile pour la suite. On y suppose que X est de type C' (voir
[3], Définition 3.25, p. 304).

THEOREME 2.2. Soient (g,), g une suite de fonctions convexes s.c.i pro-
pres. Lesassertions suivantes sont équivalentes

(i) M_elm g, = g;

(ii) pour tout A > 0, (gn)a converge simplement vers gj.
PROPOSITION 2.3. Pour tout x € X on a
s_els fo(z) < s_els g,(z) —w_eli h,(z).
Preuve. Pour z,, > = on a

limsup f,(z,) < limsupg,(z,) — liminf h,(z,)
< limsup g,(z,) — inf {liminf h,(y,) : yn — z} .

Ainsi, pour toute suite £, — = on a
s_els fu(z) < limsup g,(z,) — w_eli h,(z),
donc

s_els fo(z) < s_els gn(z) —w_eli hy(z). 1

En utilisant Papproximation ci-dessus, on obtient le résultat suivant simi-
laire & la proposition 2.3.

PROPOSITION 2.4. Supposons que

(i) s_els go(z) < sup,so liminf (g,)x(z),
(ii) s_eli hy(x) > sup,s, limsup (hn). (),
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ou s_eli h,(z) := inf{liminf h,(z,) : z, = z}. Alors

s_els fno(z) < inf sup liminf (f,)x . (2) .
#>0 x>0

Preuve. Déprés (i), il existe T,, — z telle que

limsup g,,(Z,) < sup liminf (g,)x(z),
A>0

i.e., pour tout p > 0

lim sup (£n(Zn) + hn(Zn)) < sup T inf [(£n)5,u() + (hn)u(2)]

donc

limsup fn(Z,) + liminf h,(Z,) < sup liminf (f,),(z) + limsup (h,).(z),
A>0

ce qui implique pour tout p > 0

limsup f,(Z,) + liminf h,(Z,) — limsup (h,),(z) < sup liminf (f,),.(z).
x>0

Tenant compte de hypothése (ii) nous obtenons pour tout x> 0

limsup f,,(Z,) < sup liminf (f,)s .(z).

A>0
Ainsi
limsup f,(Z,) < inf sup liminf (f,)x.(2),
1>0 x>0
et puisque

s_els fu(z) := min{limsup f,(z,) : z, = z} < limsup f,(T,),
la preuve est achevée. |
Remarques 2.5. (a) Si g, et h, sont Mosco-convergentes alors les condi-

tions (i) et (ii) sont vraies (voir théoréme 2.2).
(b) Si on remplace (ii) par la condition (ii)’,

(i)’ inf {liminf h,(z,) : z, = z} > supliminf (h,),(z),
>0

la conclusion de la proposition précédente devient

s_els fn(z) < supinf limsup (fn)r,.(2).
A>0 #>0
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PROPOSITION 2.6. Supposons que

(i) w—eli g,(z) > supy5o liminf (g,)x(z),
(ii) Pour toute suite z, — z, limsup h,(z,) < inf, ¢ liminf (h,),(z).
Alors

w_eli fp(z) > inf sup liminf (f,) .(z) .
#>0 x>0

Preuve. D’aprés (i) pour toute suite z,, — z et pour tout g > 0

Hminf (£, + o) (2) > sup liming [(£2)2,u(2) + () ()]

A>0
> s;;g liminf (£,),(2) + liminf (ha) (),
(P)
donc en passant a l'inf sur 4 on obtjent
liminf f,(z,)+ limsup h,(z,)
2 inf liminf (hn)u(z) + inf sup liminf (fn)x,.(2),

et d’apres (ii) I'inégalité précedente implique

liminf f,(z,) > inf sup liminf (f,) .(z) .
#>0 x>0

Comme la suite (z,) est arbitraire la preuve est achevée. 1

Comme conséquence des propositions 2.4 et 2.5 on obtient le résultat im-
portant suivant.

THEOREME 2.7. Supposons que

(i) M_elm g, = g;
(i) inf {liminfh,(z,) : ©, = z} > sup,., limsup (h,),.(z);

(iii) Pour toute suite z;, — = limsup (h,)(z,) < inf,, liminf (h,),(z).
Alors M_elm f, = f avec f(z) = inf,5osup,5, iminf (f,), .(z).

Preuve. C’est une conséquence directe des propositions 2.4 et 2.6. Hi
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Remargue 2.8. L’hypothese (ii) du téoréme 2.7 est vérifiée par exemple si
(h,) est Mosco-convergente.

Sous ’hypothese supplémentaire que la suite (h,,),, soit faiblement sequen-
tiellement équi-continue supérieurement (équi-s.c.s) on obtient le résultat sui-
vant. Notons que si X est de dimension finie ’équi-s.c.s. sequentielle faible
n’est autre que I’équi-semi-continuité supérieure.

COROLLAIRE 2.9. Supposons que X est du type C. Si M_elm g, = g et
M_elm h, = h, alors M_elm f, =g — h.

Preuve. D’apres le théoréme 2.2 on a
lim (g,)A(z) = gx(z) et lim(h,),.(z) = h,(z),

et par suite
liminf [(g2)(z) = (hn)u(2)] = gr(z) — hy(z)

et par le théoréme 2.7 on a

M_elm fo(z) = sup inf (g («) — b, (<))

A>0 >0

= sup gx(z) — sup h,(z)
A>0 u>0

= g(z) —h(z). I

L’exemple suivant montre que ’hypothese d’équi s.c.s. de la suite (h,),
dans le théoréme 2.7 est essentielle.

EXEMPLE 2.10. Soient (h), , (9), et (fn) les fonctions numériques définies
sur R par

ha(z) = nlz|; gn(z) = vna® et fo=gn —ha.
Il est facile de voir que

elm h,(0) = elm ¢,(0) =0

alors que elm f,(0) = —oo (ol elm k,(z) désigne ’épi-limite de k, ). Nous
concluons que
elm f,(0) # elm g,(0) — elm h,(0).
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3. CONDITION D’OPTIMALITE DU SECOND ORDRE POUR LES PROBLEMES

DC

Dans cette section, nous nous interessons au probléeme d’optimisation DC
suivant

(P) minimiser f(z), z € X,

ou f est une fonction DC ayant la décomposition (g,h). A cette fin, nous
commengons par 1'étude des Mosco-épi-dérivées (premieére et seconde) de f.
Les quotients différentiels du premier et du second ordre de f sont aussi des
fonctions DC puisque si z est dans le domaine de f on a

(Atf)a(v) = (Arg)s(v) — (Ach)e(v)

et

(A7 f)aer (v) = (AfG)ae; (V) — (Afh)s 05 (v)

pour tous z3, x5 € X* tels que z* = x] — z3.
Comme conséquence directe du théoréme 2.7, nous avons les résultats sui-
b
vants.

THEOREME 3.1. Si g et h sont épi-dérivables en x et si pour toute suite
(tn) \( 0 et pour tout v, — v

(3.1) limsup (A¢, h)4(v,) < hl(v),
alors f est épi-dérivable en x, son épi-dérivée est DC et on a
f2() =g:() = he().

Remarque 3.2. Sih est de classe C! alors la relation (3.1) est vérifiée. En
effet, pour toutes suites (¢,) \, 0 et (v,) = v on a

(B¢, h)o(vn) =< Dh(z),vn > +|vn]le(tnvn)

ou lim,_,o €(u) = 0. En passant & la limite supérieure on a le résultat.
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THEOREME 3.3. Si g et h sont deux fois épi-dérivable respectivement en
(z,z3) et (z,z3), et si pour tous (t,) \,0 et v, — v

(33) limsup (Afn h’)z,z; (Un) < h;{,z; ('U) )

alors f est deux fois épi-dérivable en (z,z} — z}) son épi-dérivée seconde est
DC et on a

Preuve. Montrons tout d’abord que la relation (3.3) entraine (3.1). Pour
toute suite (¢,) N\, 0 et tout v, — v on a

(At h)o(Un) = tn(A7 B)gos(vn) + < 5,00 > .

Comme
limsup t, (A7 h)ga;(vn) =0

et
limsup < z3,v, > = < z3,v > < h (v)

(car h étant convexe et deux fois épi-dérivable en (z,z3) alors z3 est un épi-
gradient (voir [12, 6, 4])), d’apres le théoréme 3.1 f est épi-dérivable au premier
ordre en = et pour terminer la preuve, il suffit d’appliquer le théoreme 2.7 aux
quotients différentiels

(A?f)z,z;—zg(-) = (Agg)m,m}() - (A?h)w,:cg() . |

Remargue 3.4. Si la fonction v — < D?h(z)v,v > est faiblement sequen-
tiellement s.c.s. et si h est de classe C? en x alors la relation (3.3) est satisfaite.
En effet si h est de classe C? en z

(A7 B)ovi(e)(n) = < D*h(Z)Vn, vy > + ||valle(tavn) -

Notons que les problémes de minimisation d’une fonction DC sous contrain-
tes convexes et de maximisation convexe sous contraintes convexes se ramenent
au probléme (P) voir & ce propos [9].

Les conditions d’optimalité utilisant les épi-dérivées ont été obtenues dans
[12, 4]. Pour les problémes DC nous avons les résultats suivants.

THEOREME 3.5. (CONDITIONS NECESSAIRES) Supposons que T est un mi-
nimum local pour f.
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(i) Sig et h sont épi-dérivable en T alors

(a) pour tout v € X, gi(v) > hi(v);
(b) Oh(T) C 8g(T) (de plus Oh(T) # 0).

(ii) Sig et h sont deux fois épi-dérivable en (Z,z*) alors

(a) pour tout v € X
gIEl,a:* ('U) 2 h’%,a:‘ (U) 2 0’

(b) Ezq-(h) C Bz (9)-
Preuve. (i)(a) Par hypothése, pour tout v € X et tout ¢ assez petit on a
fE@+itv) - f(z) =20

et par suite

(Atg)z(v) 2 (Atg)z(v)a

ainsi

9z(v) = hz(v).

(1)(b) L’inclusion est une conséquence directe du (a) et de la définition
d’un épi-gradient. La non vacuité du 0h(ZT) est équivalente & 1’épi-dérivabilité
de h en Z.

(ii)(a) Comme h est deux fois épi-dérivable en (Z,z*) alors z* € Oh(T).
Donc (A2h)z,+(.) > 0. Ainsi la deuxi¢me inégalité est prouvée. La premiére
inégalité se démontre comme au (i)(a).

(ii)(b) C’est une conséquence directe de la définition d’un épi-hessien et

du (ii)(a). 1

THEOREME 3.6. (CONDITIONS SUFFISANTES) Soit T un point donné de
X. Supposons qu’il existe z* € 9g(Z) N Oh(Z) tel que g, h et f soient
respectivement épi-dérivables en (Z,z*), (Z,z*) et (7,0) et que fy,(.) =
9% 5+ () — hg .. (). Si pour tout v # 0

gg,z* (’U) > hg,z* (’U) )

alors T est un minimum local pour f.
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Preuve. Si T n’est pas minimum local alors il existe une suite (z,) = T

telle que

fzn) < [(Z).

Posons v, := (z, — T)/||z, — || et ¢, := ||z, — Z||. De la suite (v,) on

peut extraire une sous suite, notée encore (v,), qui converge faiblement vers
un v € X et comme

(f (@ + tava) — £(2)) /1, <O

on obtient

5,0(6) = gg,z* (E) - h’g,z* (6) < 0

ce qui contredit I’hypothése et la preuve est términée. [
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