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INTRODUCTION

Dans [1], Adams a établi le lien entre le caractére de Chern et les opérations
cohomologiques, ce qui a permi par la suite de comprendre la relation entre
la classe de Wu et les polynémes de Todd. En effet, Atiyah et Hirzebruch ont
donné dans [2], expression de I’automorphisme de cohomologie de Steenrod
P = 2P en fonction des polynémes de Todd réduit modulo un nombre
premier g. Par ailleurs, cette relation a été trés utile pour exprimer le caractére
de Todd modulo ¢, en termes d’opérations de Steenrod (voir [8, Proposition
3.2)).

La lecture de [2] suggere la question suivante: étant donné un anneau sans
torsion R et p une classe exponentielle de H*( —;Z, ® R) avec ¢ un nombre
premier non inversible dans R, peut-on trouver un automorphisme de cohomo-
logie A pour la théorie H*( —; Z,®R), dont la classe de Wu correspondante soit
égale & p. On sera alors en mesure de donner des relations analogues & celles
des polynémes de Todd, dans le cas des polynémes elliptiques E,,(p1, ... ,Dn)
associés au genre elliptique. On pose f = qq+1, g(X) le logarithme d’un genre
0 : MU — R, et §(X) = (1/f*)g(f*X). Nous démontrons alors le résultat
suivant:

THEOREME. Si la réduction modulo q de la série §(X) est de la forme
Sis0ai X7 avec a; € Z, ® R (i.e., elle est g-typique relativement au groupe
formel additif), alors il éxiste un automorphisme de cohomologie A pour
H™(—;Z, ® R), tel que Wu(A) = 3,50 f*"K£(p1,--.,p,) mod (q).

Ce résultat s’applique au cas ou g(X) est le logarithme du genre universel
tdyy : MUx — MUx; de plus par fonctorialité nous retrouvons les résultats
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de [3] dans le cas du genre de Todd, et nous donnons des résultats analogues
dans le cas du genre elliptique.

Comme application, nous démontrons un résultat d’intégralité des poly-
noémes de Hirzebruch universels et du méme coup des résultats similaires dans
le cas des polyndmes de Todd et des polynémes elliptiques.

1. PRELIMINAIRE

Nous commengons par rappeler quelques définitions et préciser quelques
notations de [2]. Dans ce qui suit, ¢ désignera un nombre premier, et les fibrés
vectoriels réels considérés seront supposés orientés dans le cas q # 2.

DEFINITION 1.1. Un automorphisme de cohomologie est un homomor-
phisme d’anneaux, A = 35,50 A : H(X;Z,) — H™(X;Z,), naturel, stable,
qui commute avec I'opérateur cobord et tel que A =id si X = S*.

\; est la i®™® composante de A, Ao = 1. Il n’est pas difficile de voir que
A2ip1 = 0 pour ¢ # 2. Par ailleurs, chaque automorphisme de cohomologie A
est caractérisé par une série formelle g-typique relativement au groupe formel
additif, o5 (X) = 3,50 a: X7 € Z,[[X]], définie par ¢, (u) = A(u), pour toute
classe de cohomologie u de degré 1 ou 2, selon que ¢ est pair ou impair. La
série @, (X) posséde les propiétés suivantes:

(1) @ron = ©aopa,
(i) @ (X) = X.

D’autre part, un automorphisme de cohomologie A donne lieu & une classe
exponentielle A(§) € H*(Bg;Z,), définie pour tout fibré vectoriel réel £ de
base B par

A() = ¢¢ 7 edog (1)

ou ¢; : H*(Bg; Z,) — I:I*(Té‘;Zq) est 'isomorphisme de Thom. La classe A(£)
vérifie A\(€ @ n) = A(€)A(n) et A1) = 1,

Notons que si u(€) est une classe exponentielle, on sait lui associer une suite
multiplicative (appelée aussi m-suite) de Hirzebruch (voir [3]), K = {K,} telle
que: pu(€) = X Ki(wi(€),..,wi(€)) siq = 2 et p(€) = X Ki(pi (), ,pi(6))
si ¢ # 2, ot (w;(£)) sont les classes de Stiefel-Whitney de & et (p;(£)) celles
de Pontrjaguin. En fait c’est la m-suite défine par la série caractéristique
Q,(X) € Z,[[X]] donnée par: Q,,(w;(£)) = u(£) ou Q. (pi(p)) = p(p) selon que
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g = 2 ou non, avec £ un fibré vectoriel en droites réelles et p un fibré vectoriel
orienté en plans réels.
Si maintenant A est un automorphisme de cohomologie, la série associée
©A(X) est lie & la série caractéristique Q) (X) par les formules suivantes [2]:
ex(X)

QA(X)="’*)((X) sig=2,  0(x)=22) sigza ()

PropPOSITION 1.2. Soit A un automorphisme de cohomologie et p une
classe exponentielle alors, Aoy est une classe exponentielle de série caracté-

ristique: Qyo,(X) = Qu(pa (X)) sig =2, Quon(X?) = Qua(X)?) si g # 2.

Démonstration. Si ¢ = 2, on considére un fibré vectoriel réel ¢ de rang 1,
nous avons: Qe (w1(£)) = Aept(€) = M2y (w1(0))) = Lulioa (w1 (8))).

Si q # 2, soient p un fibré vectoriel réel de rang 2, p; sa premiere classe de
Pontryagin et e sa classe d’Euler. Nous avons: Qy.,(€?) = Qyon(p1) = Aou(p)

= A(Qu(pl)) = QM(A(pl)) = QN()\(eZ)) = QN(A(6)2) = Qu(@k(e)z)' 1

En particulier, si on prend pour g la classe exponentielle A associée a
l’automorphisme de cohomologie A, on déinit la classe de Wu de A par Wu(A) =
A7) et nous avons, grace & la proposition 1.2 et & (1):

Qwun (X) = sig=2, Qwu(n) (X?) = siqg#2.

o 1 (X) e H(X)

2. GENRE ET AUTOMORPHISME DE COHOMOLOGIE

Soit MU, lanneau de bordisme complexe, R un anneau unitaire sans
torsion et ¢ : MU, — R un genre (i.e., un homomorphisme d’anneau). Rap-
pelons que MU, ® Q =~ Q[[CP!],[CP?,...]; ainsi, la donnée d’un genre ¢
est équivalente & celle d’une série formelle g,(X) = >, ﬂ%ﬂlX ntl ap-
pelée logarithme du genre . D’autre part, tout genre ¢ s’écrit (cf [3])
o([M]) = (Ko(TM);oy) ot Ko = {K{} est la m-suite caractérisée par
la série formelle P,(X) = K¢(1+ X) et oy la classe fondamentale de M. Les
formules d’inversion de Lagrange permettent de lier g,(X) & la série P,(X),

caractéristique du genre ¢ par: P,(X) = g—_%.

Remarque 2.1. Si p est une classe exponentielle & valeurs dans une Q-
algebre, & la m-suite K = {K;} de pu correspond un genre ¢, dont la sé-

rie caractéristique P,(X) n’est rien d’autre que Q,(X); nous avons donc:
Qu(X) = £

95, (X)"
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Soit ¢ un nombre premier, f = ¢'/(¢~Y) et R un anneau sans torsion dans
lequel g n’est pas inversible. Soit g(X) E R®Q[[X]] avec g(0) =0et ¢'(0) =1,
et telle que la série formelle §(X) = %g(f*X) appartient & R ® Z,)[f][[X]]
pour un entier naturel k. Soit K {f K, } la m-suite de série caractéristique
X/g~'(X). Nous avons alors le résultat suivant:

THEOREME 2.2. Si la réduction modulo g de §(X) est de la forme
Y is0ai X9 avec a; € Z, ® R (i.e., elle est g-typique relativement au groupe
formel additif) alors il existe un automorphisme de cohomologie A pour
H™(~;Z,® R), tel que Wu()) =35, f*"Kn(ps,...,pn) modulo q.

Démonstration. Pour ¢ impair. Notons d’abord qu’un automorphisme de
cohomologie A de H*( —; Z,® R), peut-étre vu comme un élément de A**(q) =
Hom (A.(q); Z,) ou A.(q) est le dual de algebre de Steenrod A*(g). D’apres
[7], A.(q) est le produit tensoriel d’une algébre de Grasmann Z,[7, 7y, ...] et
d’une algebre polynémiale Z,[&1, &, ... ] avec 7; € Aapi_1(q) et & € Asgi_a(q),
de plus, A.(q) est un Z,-module libre de base {TP¢R}, ot E = (e1,¢€9,...),
ei=0o0ul,et R={ry,rs,...}, r; >0, sont deux multi-indices & support fini,
avec 78 = II75" et £F =TI, {p(E, R)} étant le systéme dual de {TF¢R},
on pose p(0,R) = P%; notons que si R = {r,0,0,...}, P* = P est la réme
puissance de Steenrod. D’apres [2] nous avons (A, 7;) = 0, i > 0 et p5(X) =
Siso(AN &)XY, Supposons maintenant que p(X) = Y500 X? avec a; €
Z, ® R, et considérons A = Y ap ® P* élément de A**(¢) ® R, ot la somme
a lieu sur les multi-indices R = {ry,r2,...}, et ou agr = Ilaj*. Alors A :
H"(-;Z,® R) - H"(—;Z, ® R) est un automorphisme de cohomologie.
De plus on a Wu(X) =3 f** K, (p1,ps,...) mod (p) car d’aprés (2) ces deux
classes exponentielles posseédent la méme série caractéristique. |

Remarque 2.3. Le cas ¢ = 2 est vrai aussi, en vertu de [7, appendix 1].

Nous allons maintenant voir que le théoréme 2.2 s’applique au logarithme
d’un genre ¢. Pour cela on va le montrer pour le genre universel; la fonctorielité
assurera la généralisation.

Soit ¢y le genre universel, son logarithme est donné par

[cP]

gU(X)—Z X e MU. @ QIX])

Considérons la série formelle g;(X) = (1/f)gu(fX) nous avons:
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_ n Xn+1 < k(g—1)+r— 1 r—1 k qu D+
= [cPf Zg o

750 ( 1)+r
q—1 X q—1 Xq—1+r
— X+ Z FCPT o 4 [CPTX 4+ YR g
= qg—1+r
Xk(q—1)+r
+ (CPk g—1)+r—17 pr—1 k .
2 ;[ TP

Il est bien évident que pour k& > 2, la plus grande puissance de ¢ qui divise
k(g—1)+r est strictement inférieure & k. Donc la réduction modulo ¢ de gy (X)
est égale & (X + [CP?7']X7). Ainsi, en vertu du théoréme 2.2, il existe un
automorphisme de cohomologie Ay = > p_(r, r,...) ar®P avec ap = I1,,cral’;
or ici a; = [CP?"'] et a; = 0 pour tout ¢ > 1 donc a(ro,...) = (a1)" = [CPI']"
et ap =0si R # (r,0,...), dol:

» = SCPT P ®)
= 3 P Unlery- oy a) m0d (0 (@)

U = {U,} est la m-suite de Hirzebruch de série caractéristique:

1 n2 _ 2
Xy, [Py seP—der,
g9y (X) 2 12

En affectant & chaque ¢; le poids 4 alors U,(cy,...,c,) est un polyndéme en (c;)
de poids n & coefficients dans MU, ® Q. Les premiers termes de U = {U,}
sont donnés par:

i) = E,,
U2(C1,C2 (CP2 (C-Pl ci — S[CP1]2 — 2[CP2] C2,
(c E[CPlF' [CPI][?CP” <[C;;3]> 3 i
1,C2,C3) 2 4 “

(o :

— 2[CPY[CP?] + ?’[C—Ps])cg .
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Soit maintenant ¢ : MU, — R un genre & valeurs dans un anneau sans
torsion, et ¢ un nombre premier non inversible dans R. Si g,(X) est le
logarithme de ¢, nous avons g,(X) = ¢*(gu(X)) (¢* est 'extension de ¢
aux anneaux de séries formelles, ¢* : MU,[[X1, Xo,...]] = R[[X1,Xa,...]]
définie par ©* (3, iy....) Giriz, X1 X2" ) = Xirsian) @(ai, ip,. ) X1 X ).
De plus, si K¥ = {K?} est la m-suite de Hirzebruch de série caractéristique
P,(X) = ;;—%5, alors K?(ci,...,cn) = @*(Un(cy,...,cn)). En remarquant
que la réduction modulo g de la série formelle §,(X) = (1/f)g,(fX) est égale
a4 X + ¢*([CP1]) X4, on déduit lexistence d’un automorphisme de cohomo-
logie de H*(—;Z, ® R),

A=143 (¢ (CP])" 0P (5)
tel que:
Wu(A) =Y f"K¢(ci,...,c,) mod(q) (6)

EXEMPLES 2.4. (1) Genre de Todd: T'd : MU, — Z est donné par le loga-
rithme grq(X) = —Log (1 — X); et nous avons pr4([CP*]) = 1 pour tout k (cf
[3]). D’apres (5), il existe un automorphisme de cohomologie de H**( —;Z,),
A= Y,50P" quin’est rien d’autre que la classe totale de Steenrod. De plus,
si on note {T},(cy,...,cn)} les polynémes de Todd, nous obtenons & partir de

(6): Wu(X,0 ) = Lnzo [ Tulcr, - .-, cn) mod (g).
(2) Genre elliptique: @y : MU, — Z[1/2][6,€] est défini par son loga-
rithme (voir [5]):

X dt
a(X) = /
geu(X) o 1— 20 + et
5 X2n+1 X2n+1
=) P, (—=)e)" =) P,(d,¢)
:é) VE on+1 :L; 2n +1

ot P,(X) est le n'®™¢ polynéme de Legendre. On supposera que § et € sont
algébriquement indépendants. D’aprés [9], sa série caractéristique est Q. (X?)
=1- 350 HyX?" avec Hy, = 5?’0_—2%&1?—'&’ ou G5, est une forme modulaire de
poids 2k pour le sous groupe I'y(2) du groupe modulaire SLy(Z) formé des ma-
trices [2 Y] telles que ¢ est pair. Du fait que Q.;(X) est paire, le calcul direct
de la m-suite de Hirzebruch & partir de sa série caractéristique Q. (X), induit
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une familie de polynémes {K&(ci,...,ca)} tels que K54, (c1,...,¢mt1) =0
et K(cy,...,¢cm) = En(p1,...,pn) ol les p; et les ¢; sont liés par la relation

(Eizo e X ( 2i>0 ci(—=X)Y) = iz pi(—X?), et ol la m-suite de Hirzebruch
E,(p1,...,pn) est donnée par (voir [4]):

n H w
En(pla---apn) = Z(_l)k Z d(;)ﬂ'
k=1 wET(n),|w|=k
w = (i1,49,...,1,) € P(n) étant une partition de n, u* = " plu ... uls avec

pi = 0i(f1, 2y - -y on), Hy, = H; H;, ... H;, et ou d(w) = II_,r(t)! avec r(t)
le nombre d’éléments de w identiques a t.

On peut vérifier que E, (py,...,p,) est un polynéme homogene en § et ¢,
dont les coefficients sont des polynémes homogenes en p,,...,p, de poids n.
Par exemple:

E1(P1) = ‘315
(T, 2 5 (1 1 2>
Ez(P1aP2) = <90P1 45102)5 + 5102 10101 €
1 31, 7 .
E;(p1,p2,p3) = g7Ps ~ @(pl — 3p1p2 — 3p3) A 2_76(1’1172 + 3ps) |6

(p? — 3pip; — 3P3)) de.

1 2
- <‘_(P1P2 + 3ps) + 1890

270
Comme ¢ ([CP?*™]) = P,(d,¢) et e ([CP?>™]) = 0, on a pour tout ¢ premier
impair: @ ([CPI71]) = =1 (6,¢), et d’aprés (5) et (6), nous obtenons un
automorphisme de cohomologie A = 3°,5, Po1 (0,e)" ® P qui vérifie:

Wu() = Z f*E,.(p1,-..,pn) mod(q).

n>0

CAs PARTICULIERS. (a) Sid =& =1, @,y est le L-genre (ou signature de
Hirzebruch). Comme P, (d,¢) est le coefficient de X™ dans le développement
en série formelle de U(X) =1/v/1— 20X +eX?, ona ¥(X) =1//(1 - X)? =
Y0 X™ ce qui donne P,(1,1) = 1. Alors, automorphisme de cohomologie
de H**(—;Z,) associé au L-genre est: Ay =3,5,P" =P, et ona: Wu(P) =
Yons0 [ Ln(cs, - - -, cn) mod (g). ‘
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(b) Sid = —1/8, & = 0, nous obtenons le A-genre (ou signature spinorielle).
L’automorphisme de cohomologie de H**( —;Z,) associé est:

_ k _ n (2n)!
AA_é(Pq_;l(—us,O)) ®P", or P,(-1/8,0) = (-1) yETmIE donc
Pus(-1/8,0) = CDT =Dy g,

G

car
(g - 1) = (-1 (15 mod @),

ainsi A\; = P et Wu(P) = 3,5, frAn(cr, ..., c,) mod(q). Nous retouvons
ainsi les résultats donnés dans [3]:

Wu(P) = Zf"Tn(cl, ey Cn)

n>0

= anLn(cl)""cn) = an*’zln(cla"'acn) mOd(Q)

n>0 n>0

3. THEOREMES D’INTEGRALITE

Notons Wu(Ay), la composante de degré n de Wu(Ay). D’apres (4) nous
avons: Wu(Ay)n = f"Ux(cy, ..., c,) mod (q).

LEMME 3.1. Wu(Ay) =0 mod (0) <= n =0 mod (q—1).

Démonstration. la condition nécessaire est immédiate; il suffit de faire la
division euclidienne de n par (¢ — 1). Pour la condition suffisante on consi-
dére le générateur z de H*(CP>;Z,) et on applique la formule de Riemann-
Roch (cf [2]), on a alors 2*Wu(Ay)ke-1)[CP*] = Ay(z*)[CP*] = (z +
[CP1=]z9)k([CP*]) = [CP?"!]¥, qui est non nul modulo ¢ dans MU, car
Td([CPT1]*) =1. 1§

Nous avons déja fait remarquer plus haut que les polynémes universels
{Un(c1y...,cn)} sont de polynémes homogenes de poids n en c¢i,...,c, &
coefficients dans MU, ® Q, on a:
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THEOREME 3.2. p, = [lycy<n1197T est le dénominateur commun des co-
efficients de U,(cy, ..., ¢Cyn).

Démonstration. Posons p, = II,¢% .

Sig>n+1,alors n =0 mod (g — 1) et d’apres le lemme 3.1, Wy (Ay), =
0 mod (g), c’est & dire, g=1U,(cy,. . .,c,) = 0 mod (g), donc U, (cy, ... ,cn) est
g-entier et on aura o, < ;.

Si ¢ < n+ 1, il suffit pour conclure, de montrer que qa-TU,(cy,...,c,) =
0 mod (g). Pour cela, on fait une récurrence sur le reste de la division eucli-
dienneden parg—1: n=k(g—1)+r,0<r<qg-1.

Le cas r = 0 est immédiat, car ¢*Ugg—1y(c1,...,Chg-1y) = 0 mod(q)
(lemme 3.1). Maintenant, sachant que U, (X) = [%J—llX , on considere la série
Yiso Ci(X)th = (Xis0 ait?) (1 + 2Xt). Nous avons alors:

Un+1(61,...,cn+1): E Ui(Cl,...,Cn)Uj(2X,0,...,0)

i+j=n+1

= Un+1(a1, . ,an+1) + [(CPl]Un(al, e ,an)X + (XQ) .

Upti(cry. .y Cap1) étant un polynéme en X, si ¢*U,(ay,...,a,) est non nul
mod (q), il en sera de méme pour ¢*U,,1(ci,...,Cnt1), ce qui achéve la dé-
monstration. [

La fonctorialité nous permet maintenant de dégager un résultat d’intégrali-
té pour les polynémes {K¢(cy,...,c,)} associés & un genre ¢. En effect, soit
R un anneau sans torsion, ¢ : MU, — R un genre, K¥ = {K¢(c1,...,¢n)} =
{@«Un(c1y. .., cn)} la m-suite associée (les K sont & coefficients dans R® Q).
Notons J I’ensemble des nombres premiers inversibles dans R.

PROPOSITION 3.3. Si ¢([CP?71]*¥) # 0 mod (q) dans R pour tout q ¢ J
et pour tout k € N, alors yu) = I ,z; g7 est le dénominateur commun des
coefficients de K¢(cy,...,c,) dans R® Q.

Démonstration. D’apres le théoréme 3.2, u,U,(cy,. .., c,) est un polynéme
a coefficients dans MU, ® Z[J!]. Soit ¢* : MU, ® Z[J '] - R Z[J ] ~
R Textension de ¢, on a: @*(ulU,(c1,...,¢n)) = pip*(Un(cry...,cn)) =
plK¢(ci,...,cn) € Rler, -..,cn]. De plus, p*([CP?"']¥) # 0 mod (g) pour
tout ¢ € J et pour tout £ € N, donc en vertu de la démostration du lemme
3.1, uJ est le plus petit entier possédant cette propiété. I

Nous retrouvons le résultat d’intégralité des polynémes de Todd donné par
Hirzebruch dans [3]:
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COROLLAIRE 3.4. p! = HQSan_,_qu—Ll est le plus petit entier tel que
Td,(ci,...,c,) soit & coeflicients entiers.

Démonstration. En effet, le genre de Todd envoie [CP?71]* sur 1 pour tout
entier naturel k et tout g, de plus p; = Iycycni1g™" car J =0. 1§

Il y a un résultat analogue dans le cas des polynomes elliptiques E, (p, . . .,
pn) associés au genre elliptique universel (i.e., § et ¢ Q-algébriquement indé-
pendants; voir [6]):

COROLLAIRE 3.5. fiy, = Hssqsznﬂq% est le plus petit entier tel que
tonEr(p1,...,pn) soit & coeflicients dans Z[1/2][0, €].

Démonstration. Ici R = Z[1/2][6,¢], J = {2} et @ey : MU, — Z[1/2][5, €]
est le genre elliptique. Nous avons @ ([CP?7!F) = Py-1(4,¢)F # 0 mod (q)
car ¢ et £ sont Q-algébriquement indépendants. D’aprézs la, proposition 3.3,
pl = H35q5n+1q?h est le plus petit entier tel que plen.(Un(ci,-..,cn))
soit & coefficients dans Z[1/2][d,e], mais comme @y .(Usnsi(ci,. .., Cont1))
=0 et @ell*(U2n(Cla cee ac2n)) = En(pl’ s ,pn)7 on a: Mé]nEn(pla s apn) €
Z[1/2][5, 8][])1) cet apn]' |

Remarque 3.6. Le corollaire 3.5 reste valable méme dans le cas de singu-
larité du genre elliptique (c’est & dire lorsque § = € = 1 ol 'on a le L-genre
et lorsque 6 = —1/8, ¢ = 0 oli 'on a le A-genre) du fait que la condition de la

proposition 3.3 reste vérifiée; ceci confirme les résultats donnés par Hirzebruch
(voir [3]).
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