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LES ALGEBRES SYMETRIQUES A GAUCHE EN DIMENSION DEUX

Saad AHMAD

1. Préliminaires. Une algébre symétrique a gauche (algébre SG, dé-
finition analogue pour algébre SD) sur un corps commutatif K est
un espace vectoriel A sur K, muni d'une multiplication, vérifiant
1'identité (x,y,z) = (y,x,z) ou (x,y,z) = (xy)z - x(yz). Si 1'on
pose Xy = Lx(y) = Ry(x) et [x,y] = xy-yx cette identité est équi-

valente a chacune des deux identités L =f{L ,L.] ou R_-RR =
[x,y] x'"y yz zy

= [Ly’Rz]' On peut vérifier que le crocheé [x,y] est de Lie. Si A
est une algébre SG (ou SD) et si de plus A est flexible, alors A
est alternative a droite (ou & gauche). J. Helmstetter a donné une
classification de ces algébres, en dimension deux, en utilisant 1'al-
gébre de Lie non-abélienne sous-jacente 2 A. Nous la faison sans
cette considération ce qui nous permet d'obtenir toutes les algébres
SG réelles en dimension deux. Ce faisant, nous donnerons quelques

résultats concernant les algébres réelles.

2. Les algébres SG a éléments nilpotents. Soient A une K-algébre

sq

a éléments nilpotents non nuls. Notons N(A) 1l'ensemble des élé-:
ments nilpotents de A, le zéro inclus. Si x # 0 est dans A 1l'ordre
de x, noté O0(x), est le plus petit entier n tel que R:-l(x) = 0.

De plus, 0(0) = 1. On montre facilement la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit A une K-algébre de dimension finie. Si x

est un élément de N(A) d'ordre n, les vecteurs x,Rx(x),Ri(x),...,

R:-Z(x) sont K-linéairement indépendants.

I1 résulte que pour tout x dans N(a), 0(x) & dimK(A)+1, ce

qui nous dit que max O(x) est un nombre entier fini et, par dé-
x6N(A)
finition, l'ordre de A, noté 0(A), est 0(A) = max O(x), si
x€EN(A)
N(A) = 0, on pose O(A) = 1. Soit A est de dimension n, si 0(A) =

= n+l, il existe xEA tel que A = {x», et si O(A) = n et x
un élément nilpotent d'ordre n dans A, alors il existe y dans
A tel que A = ¢x,y). Supposoné maintenant que A est une K-algé-
bre SG, si A contient un idempotent alors, O(A) s.dimK(A).

Proposition 2.2. Pour tout entier p > 1, soit Mp les sous-algébres

de 1'algébre SG A formée par les vecteurs x pour lesquels la quan-

est nulle pour tout y dans A. Si x est dans

tité trRPR = trR
— Ty x Rg(x)
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Mp’ R _est un endomorphisme nilpotent de A. [voir 2].

Il en résulte que pour tout x dans A, RZI on a trR: =
= trR(Rx)pol(x) , de plus, si x est un élément nilpotent d'ordre
P, les deux membres sont nuls, en particulier,.si x est un élément
nilpotent d'ordre deux dans A, :alors on peut démqntrer la proposi-

tion suivante :

Proposition 2.3. Soit A une Kealgébre.SG.. S'il existe un élément-

x dans A tel aue x2 = 0, alors R est nilpotent.

En particulier, toute nilalgébre SG d'ordre deux est une algebre de

Lie 2-nilpotente (quels que soient x,y,z dans A, [[x,y],z]] = 0).

Proposition 2.4. Soit A une K-nilalgébre SG de dimension deux.

Alors A est ou bien une zéro-algébre, ou l'algébre A, dont la table

de multiplication relativement a une base {el,ez} g'écrit e = ey,

e,e) = 0, eje, = oe,, et eg = 0 avec a dans K.

Proposition 2.5. A isomorphisme prés, il existe deux algébre SG de
dimension deux qui contiennent des éléments nilpotents, et qui ne
sont pas des nilalgebres. L'algébre A, dont la table de multiplica-

2
tion relativeme;t a une base {el,ez} s'écrit ei - ue1+8ez, eje, =
= ve,, ejey = e, = 0 et l'algébre A3 dont la table de multiplica-

. 2 N
tion s'écrit e = ue1+Be2, eje, = ve,, e,e; = ae, et e, = 0 ou
a,B,y sont dans K.

3. Les algébres SG réelles sans éléments nilpotents. On considére

la table de multiplication générale d'une R-algébre de dimension deux
(table 1) : e% = aej+Be,, eje, = Ye +be,, e,e; = de tue, et eg =

= ve1+9e2 ou fel,ez} est une base et u,...,? sont dans k. Une ma-
niére possible de simplifier cette table est de considérer les
idempotents. La proposition suivante a été démontrée dans (3] pour
les R-algébres commutatives et dans [1] pour les R-algébres a divi-
sion. En fait, on peut la démontrer en supposant que la R-algébre

est sans éléments nilpotents d'ordre deux.

Proposition 3.1. Si A est une R-algébre de dimension deux, sans élé-
ments nilpotents d'ordre 2, alors A posséde au moins un idempotent.

Ceci nous permet d'écrire toute R-algébre de dimension deux, sans

éléments nilpotents d'ordre 2, sous la forme (table 2) : ei = e,
2

eje, = 7e1+6e2, e,e; = Xe1+ue2 et e, = ve1+0e2. Mais il existe des

R-algébres écrites sous cette forme et qui contiennent des éléments
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nilpotents d'ordre 2. Cependant on a :

Proposition 3.2. Une R-algeébre décrite éous la forme de la table

(2) ne posséde pas d'éléments nilpotents d'ordre 2 si et seulement

si (D e 4 [° Tl(uss) si (0,us8) # (0,00 ou (2) (y+a) - tw<0

si (6,u+6) = (0,0).

Proposition 3.3. Une IR-algébre de dimension deux, sans éléments

nilpotents d'ordre 2, a exactement 1, 2 ou 3 idempotents. (voir (1

La plupart des résultats annoncés en [1] sont valables pour les
algébres réelles sans éléments nilpotents d'ordre 2.

Soit A la IR-algébre SG ou la table de multiplication est don-
née par la (table 1). D'aprés la proposition 3.1, A peut se préser-
ter sous la forme de la (table 2). On cherche toutes les algeébres
SG qui s'écrivent sous la forme de la (table 2), et on choisit ceux
qui vérifient les conditions de la proposition 3.2, puis ou simpli-

fie chaque table selon les nombres des idempotents.

Proposition 3.4. A isomorphisme prés il existe quatre R-algébres . SG

isolées (indépendantes d'un parameétre) de dimension deux, sans élé-

s 2
ments nilpotentszd'ordre 2, a savoir : A& iep=ey, eje, = e%el= o,
ey = e, Ag:e]=e) ee,= %ez, ee; =0, e) = ey, Ag i e] =ey,
ee, = e1+%e2, e)e; = 2e1, e, =€y Ay i C-
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