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1.introduccidn:Una de las nociones mas sorprendentes introducidas en Mateméaticas por
necesidades de las teorfas fisicas de Supersimetrias es la integral de Berezin sobre variables
anticonmutativas ([ 1],[5),2.4.4), que se define como sigue: Sea (X, . . ..X,) un sistema de
coordenades en R™ , (s, .. ..5,) una base de R, y sea =X f,(x)-s, (a=(ee (<. . < etp),

$.=S Sy » 1S&tq, uDSn) la expresion de una /uncion graduéds dk soporle compactc

CIRCTI
feA™"=¢ *(R™)®A (R") como elemento del algebra exterior sobre R". La integral de
Berezin de f respecto del sistema de coordenadas graduade (x;,s;) es

I R (S ST €' B Y S Y
{x;,5) RM
siendo fiy  ,)(x) la componente de f segun Sy -...-sp.

E) propdsito de esta nota es caracterizar la integra/ de Berezin como e/ equivelents graauedd o /&
Integral d Lebesgue, esto es, cOMo /& dnice medide graduads 1nvariante por superlrasiecionss.
Para ello es preciso disponer de una descripcidn global de la integral de Berezin sobre una
variedad graduada (X,A) de dimension (m,n) ([4])Dicha descripcion fue dada en ([3]) del

siguiente modo: Sea QM(A)® 2 "(A) el haz de operadores diferenciales de orden n sobre A con
valores en el modulo de las m-formas diferenciales QM(A) v sea £ el submadulo por la derecha
cuyas secciones en un abierto U de X son aquellos operadores P-A(U»———QM(A(U)) tales que

para toda feA(U) de soporte compacto ,la especializacion P(f)™ de P(f) a X sea la diferencial de
una (m- 1)-forma de soporte compacto. Se define el haz Beraziniano sobre (X A) por:

Ber(A) = Q™AY® L MA)/ K

La formula de cambio de coordenadas de la integral de Berezin ([5],2.4.5) prueba que dicha
integra! evalua secciones del Bereziniano y la integral de Berezin de una seccidn con sgooris
compacto € de Ber(A) viene ahora dada por:

=] P(1)~,
I Bert’ J X () »
siendo P un operador con soporte compacto en laclase €, £=[P).

2.Medidas graduadas: Los espacios topologicos graduados se definen del mismo modo que las
variedades graduadas ([4]). Hablando sin precision, un especio topoldgico graduadb e dimension
Impar n , es una pareja (X,A) donde X es un espacio topoldgico localmente compacto de base

numerable y A es un haz de anillos sobre X dotado de un epimorfismo > f ™~ en el haz £y de
las Zuncianes continuss v tal que Tocalmente sea A(U)=Cy(U)® A (R").

Los anillos A(U), siendo U un abierto de X, tienen una estructura natural de s/gbra dk Frechet
anticonmutativa (ver [2].th.1). Si K es un compacto de X contenido en U, el anillo Ag(U) de los

elementos de A(U) con soporta en K, tiene, andlogamente, una estructura de sjgebrs de Banach

antionmutativa, Y el anillo AV) = lim ind. | Ac(U) de los elementos de A(U) con sqparte
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compacta, puede ser dotado de la topologia del limite inductivo, con l1a que es un &spacio ck
Fréchet Se tiene ahora:

2.1.Definfcién: £/ espacio de las medidas graduadas satre (UA) &s &/ dua/ tapolagico AV)'
ak/ espacio e Fréchet A V),

La relacion entre las medidas graduadas y las ordinarias viene dado por el siguiente,

2.2.Teorema. Sez P"(A(V), Cy(VU)) &/ A(U)- mddulo por Io izquierds de los operadbres
diferencigles de orden n g AV) en Cx(V). Existen moarfismos d& A\)- mdduios por /
dbrechs, ¥:G@ ®,PNA,Cx) —— AV)', $(uBP)=u.-P , que jnducen un isomorfismo db
A- madulos por 16 deréchs,

KO 2P ACy) BA.

Sea (X,A) un espacio topoldgico graduado de dimension impar n . Para cada abierto U de X sea
K(U) el ideal por la derecha del anillo 2 ™(A)(U) de los operadores diferenciales de orden n de
A(U) formado por aquellos operadores tales gue P(f)~=0 para toda seccién f con soporte
compacto de A(U).

2.3.Definicidn. £/ Bereziniano topoldgico b (X A) &5 6/ haz db A- mddlles por le derechs,
BYA) = AN(A) K
2.4.Teorema. £/ Bereziniano topoldgico BYA) es un ha: ok lines ak paridsd n (méd.2). Si

(Sy.....8,) Son coordensces imperes en A(V), se tiene T(U BYA))=[ 3/8s,e. . .03/85] A(U),
aonak [ ) denots s clase de un aperadbr modilo K.

Por argumentos standard de Analisis Funcional, el espacio B‘(A)c( U) de secciones con soporte
compacto del Bereziniano topoldgico puede ser dotado de una Unica estructura de espacio de
Fréchet tal que los morfismos BY(A)o(U)-¥BY(A)(VY) sean homomorfismos topoldgices para

U2V, y que los isomorfismos locales Aq( U)zllt(A)c( U) sean isomorfismaos topologicos.

2.5.Definicién. £/ especio de medidas Berezinianas sabre (XA) es & auws! lapologico
(BYA) (V)" a/ aspaciv db Fréshet BHA) (V).

2.6.Teorema. U-(BYA)(V))' &sunhaz, BUA) , dk A-mddtulas por ls derscha

E1 teorema de estructura de las medidas Berezinianas es similar al de las medidas graduadas,

2.7.Teorema. £xiste un 1somarfismo ak haces de A -madulos por 16 abrechs,
&' ®, P (BYAXV), A(V)) = BYA)
asdb por W®P-IP  an cads sbierta

3.Medida Bereziniana inducida por una medida ordinaria. Caracterizacifn: Sea
(X,A) un espacio topoldgico graduado de dimensién impar n . Cada medida ordinaria pe G(X)'
induce una medida Bereziniana uBa,.:B‘(A)(X) — R que llamaremos la madide Berezinians
asociads 8 ., por una férmula andloga a la que define 1a integral de Berezin,a saber:



pger(§)=n(P(1)™)
siendo P un operador de soporte compactoen laclaset , é=[P].

Sea #/(X) el grupo de los automorfismos homogeneos de Z,,-8lgebras graduadas de A(X) que

conmutan con los epimorfismos de estructura A(X) —— £(X). #(X) opera de modo continuo
en BY(A),(X) por la formula: B-[P}=[B.P.B] vy se tiene:

3.1.Teorema. (s mediize Berezinians veBYA) (X)' s lo medids Berezinians asociats 8 uné
medice ardinaria ue C(V)' ( estags, Y=gg. ) Si, v silosi, v s invariante por /g accidn d.
arupo H(X).

De este modo quedan caracterizedes las medidas Berezinisnas producidas por una medida
ordinaria.

5.6rupos tepoldgicos graduades. La medida de Haar-Berezin: Los grypos lopoldgicos
graausdbs (G A) se definen como en el caso diferenciable ([4]).

S.1.Definicién. (/s traslacion graduada por la izquierda sabre un grupo topoldgico gradusdt
(GA) as un mortismo T (6,A) — (GA) ak espacias lopoldgicas gradusdbs que Induce une

lrasiacion ordinaris por 18 izguierds Lg:G —0, Lg( g)=q-¢.

Elgrupo 2(6) de las traslacionés graduadas. por la izquierda sobre (G,A) opera de modo continuo
por la izquierda en Bt(A)c(G) por la misma formula con que 1o hace ~#(G), resultando

5.2.Teorema (de Haar para las medidas Berezinianss). S&¢ (GA) wr grupo topoldgico
gragusdo. Existe una Unica medide Berezinians ve BL(A)C(G)' , Salvo reclores escalares,

Invariante por &l grupo =(08) a /as lrasiacionss graduadss. Diche medics v es g medida
Bereziniana asac/ads o une medida de Hear ordinaria \ sobre G, ¥={\gep.

Asi pues, la integral de Berezin en la variedad graduada standard (R™, £*(RM®A (R)) es
/e dnice medids salvo factores escalares, que es /Zavarianie por lraslecionss gradusdss
( supertrasieciones) 1o que aclara la importancia de la integral de Berezin en la Geometriay el
Andlisis de las variedades graduadas,
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