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Resolución de Ecuaciones

A man provided with paper, pencil, and rubber, and subject to strict disci-
pline, is in effect a universal machine1.

Alan Turing [Tur69]

Los concursos de problemas matemáticos siempre han estado en el corazón de la
profesión. Desde las colecciones de problemas que se presentan en los libro de texto (y
que ya sufrían los estudiantes babilónicos) a las diversas olimpiadas matemáticas que se
organizan todos los años a nivel mundial.

A nivel profesional quizás el primer referente sean las competiciones entre matemáticos
del siglo xvi y entre ellas quizás la más sonada sea la disputa entre Tartaglia y del Ferro.
En dicha competición se trataba de resolver los problemas propuestos por el contrincante.
Estaba en juego tanto la reputación como los los fondos universitarios que recibirían.
En dicha ocasión los problemas a resolver fueron del tipo: «encuentra las raíces de una
ecuación polinomial de tercer grado». Y no es de extrañar dicha elección pues éste es uno
de los problemas clásicos de la matemática desde la antigüedad e incluso aún en nuestros
días.

En la actualidad seguimos haciendo listas de problemas. Por ejemplo, podemos citar
las listas [Hil02], [Sma00] o [CJW06]. Resolver algún problema de dichas listas conlleva un
premio, bien en metálico bien con altos honores. . . generalmente ambos. Resulta realmente
increíble que el problema anteriormente comentado se encuentre, de una forma u otra, en
todas las listas anteriormente citadas. Lógicamente la pregunta ha ido evolucionando. A
lo largo de esta introducción veremos cómo y por qué lo ha hecho hasta llegar al enunciado
actual: el Problema xvii de Smale.

La presente memoria versará sobre dicha versión del problema. Tras la introducción
histórica explicaremos el programa de Shub y Smale y el estado del arte sobre dicho
programa en el que incluiremos nuestras contribuciones a él. Finalmente introduciremos las
técnicas algorítmicas que hemos usado para su resolución y detallaremos el algoritmo, su
implementación y sus resultados experimentales. Comenzamos, pues, con la introducción
histórica.

1Un hombre provisto de papel, lápiz y goma y sujeto a una estricta disciplina es, en efecto, una
máquina universal.
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El problema de resolver ecuaciones a lo largo del tiempo

Probablemente los primeros en enfrentarse sistemáticamente al problema de resolver
ecuaciones hayan sido los ya mencionados babilónicos. Entre las tablillas de arcilla recu-
peradas se encuentra listas de problemas en los que se demuestra que ya sabían resolver
ecuaciones polinomiales de segundo grado e incluso algunos casos particulares de terce-
ro. Hay que tener en cuenta que lo que entendían como problema solía ser un enunciado
geométrico o aritmético y su solución solía ser una lista de casos con los pasos necesarios
para encontrar la solución al problema que, obviamente, era numérica2.

No es hasta alrededor del siglo ix cuando 3 escribe uno de los tratados mate-
máticos más influyentes de la antigüedad: 4. En dicho tratado introduce
por primera vez un procedimiento sistemático para la resolución sistemática de ecuaciones
cuadráticas y de sistemas de ecuaciones lineales. Nótese que aunque el procedimiento es
sistemático, los enunciados de los problemas siguen siendo bastante literarios. La notación
algebraica moderna no surgiría hasta mucho después.

El siguiente avance no se produciría hasta el renacimiento. Ya hemos hablado de los
retos matemáticos del siglo xvi. En su seno se desarrollaron los algoritmos de resolución de
ecuaciones de tercer y cuarto grado debidos a Tartaglia, del Ferro y Ferrari. La publicación
de estos métodos por Cardano en su Artis Magnæ [Car45] estuvo rodeada de una gran
polémica5. Para entonces surge una de las primeras grandes incógnitas que ha rondado el
problema de resolver ecuaciones polinomiales:

Problema. ¿Pueden resolverse ecuaciones polinomiales de grado mayor que cuatro?

Entiéndase por resolver, en este contexto, dar una fórmula para las raíces de dichas
ecuaciones en la que sólo intervengan las operaciones aritméticas y radicales actuando
sobre los coeficientes de los polinomios.

Nótese la sutil diferencia entre esta forma de resolver el problema y las anteriores.
Ahora se pide una fórmula que relacione los coeficientes de los polinomios con las soluciones
mientras que antes simplemente se daba una lista de operaciones que uno debía ejecutar
para encontrar la solución buscada. A esta forma de resolver una ecuación se la denomina
comúnmente resolución por radicales.

La resolución, negativa, a este problema la dio Abel en [Abe26], sin embargo el re-
sultado revolucionario al respecto lo publicó6 Galois en [GL46]. En dicho artículo Galois
presenta un algoritmo que decide cuando una ecuación puede resolverse mediante radica-
les, en cuyo caso es capaz de calcular dicha fórmula. Lo novedoso del método es el uso
del concepto de grupo que más adelante demostraría ser una noción fundamental en múl-
tiples ramas científicas (no sólo en matemáticas). Sin embargo ya el propio Galois se dio
cuenta de cual era el punto débil de su algoritmo: la cantidad de operaciones necesarias

2En el sentido de número no en el sentido moderno, aunque es posible que ya estubieran familiarizados
con él.

3al-Juarismi.
4Compendio sobre el cálculo por completado y balanceo.
5Véase [Ste08] para conocer más detalles.
6O lo intentó. Véase, otra vez, [Ste08] para una amena narración sobre los trágicos hechos.
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para llevarlo a cabo no está al alcance de una persona. . . ni siquiera usando ordenadores
modernos. En la próxima sección hablaremos más sobre este tema.

Ahora bien, sabemos que no hay una fórmula, inmediatamente se presenta el siguiente
problema:

Problema. Aunque no podamos dar una fórmula, ¿tienen raíces todas las ecuaciones?

Nótese que el problema anterior solicitaba una demostración constructiva y afirmativa
a dicho problema.

Esta vez la respuesta, afirmativa, la dio Gauß en [Gau15]. Para ello se apoyó en los
entonces exóticos números complejos. De hecho, a lo largo de su vida, presentó hasta cuatro
demostraciones distintas para dicho problema. En el contexto actual, la idea detrás de su
primera demostración es la siguiente (véase [Sma81] para más detalles):

Sea f : C −→ C el polinomio del cual queremos buscar una raíz. Es decir, buscamos
un elemento ζ perteneciente a los números complejos tal que f(ζ) = 0. Usando el Teorema
de Morse-Sard (véase por ejemplo [Hir94]) no es difícil encontrar un elemento z0 ∈ C tal
que el segmento [0, f(z0)] ⊂ C no contenga ningún valor crítico de f . Es decir, buscamos
un elemento z0 tal que, para todo z en el conjunto f−1([0, f(z0)]) se cumple que f ′(z) es
distinto de 0.

Usamos ahora f−1 para construir un camino entre los puntos z0 ∈ f−1(f(z0)) y
f−1(0) = ζ. Su existencia y continuidad está garantizada por el Teorema del levanta-
miento de caminos (véase de nuevo [Hir94]). Hemos demostrado la existencia de una raíz
para nuestro polinomio. Sin embargo ni esta, ni ninguna de las demostraciones dadas por
Gauß para este problema son constructivas. Es decir, sabemos que existen dichas raí-
ces pero no sabemos calcularlas. Una idea interesante se presenta en el caso anterior: si
fuéramos capaces de «seguir» la curva tendríamos un algoritmo que calcularía la raíz.
De hecho esta idea ya ha sido desarrollada, como se puede ver en los trabajos de Victor
Pan [Pan97] sobre la resolución de ecuaciones polinomiales univariadas. Profundizaremos
sobre este tema en las próximas secciones.

Resuelto dicho problema el siguiente paso natural es preguntarse por las soluciones de
sistemas de ecuaciones. En el caso de sistemas de ecuaciones lineales, los métodos conoci-
dos por los babilónicos para el caso de dos y tres variables podrían haberse adaptado para
el caso general. Pero no es hasta 1809 que Gauß introduce el método que lleva su nombre,
en el libro [Gau09], que se resuelve completamente el problema. Sorprendentemente, los
matemáticos Chinos ya conocían dicho resultado con casi dos mil año de adelanto. En el
libro 九章算術7 escrito alrededor del siglo ii antes de la Era Común podemos encontrar
un método muy similar al propuesto por Gauß.

En el caso de ecuaciones polinomiales, el procedimiento de seguir una curva se puede
adaptar para demostrar la existencia de soluciones. De hecho se puede aplicar a cualquier
aplicación no lineal diferenciable. Ahora bien, para su correcta aplicación son necesarias
herramientas del siglo xx que no estaban disponibles en las fechas que estamos tratando.
Es en este contexto en el que Bézout publica en su tesis [Béz79] sus dos principales
resultados:

7Los nueve capítulos sobre el arte matemático (Jiǔzhāng Suànshù).
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Teorema (Teorema de Bézout). Un sistema de ecuaciones polinomiales multivariados
con coeficientes complejos tiene tantas soluciones como el producto de los grados de las
ecuaciones que forman el sistema.

Teorema (Identidad de Bézout). Sea {a1, . . . , am} un conjunto de números enteros enton-
ces existen {b1, . . . , bm} otro conjunto de números enteros tales que se cumple la siguiente
igualdad

b1a1 + . . .+ bmam = gcd(a1, . . . , am)

Este último resultado es válido para cualquier conjunto de elementos pertenecientes
a un dominio de ideales principales. En el caso que tomemos como domino de ideales
principales el anillo C[X1, . . . , Xn] el enunciado es el famoso Nullstellensatz 8:

Teorema (Nullstellensatz, versión débil (Hilbert [Hil90])). Sean f1, . . . , fm polinomios
multivariados con coeficientes complejos. Si denotamos por V(f1, . . . , fm) al conjunto de
raíces comunes se tiene que: V(f1, . . . , fm) es el conjunto vacío si y solo si existen m
polinomios g1, . . . , gm tales que:

g1f1 + . . .+ gmfm = 1.

La importancia de estos teoremas consiste en que permiten reducir el problema de
calcular las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado al cálculo
de sucesivos determinantes y a la resolución de ecuaciones polinomiales univariadas.

El proceso se basa en usar la resultante del sistema de ecuaciones para ir eliminando
una por una todas las variables. Al final solo queda un polinomio univariado que podemos
resolver y posteriormente propagar dichas soluciones. A la rama de las matemáticas en-
cargar de estudiar dichas técnicas se la denomina comúnmente Teoría de la Eliminación
(véase [vzGG03] o [CLO97] para una introducción a estos temas).

Nótese que hemos transformado el problema de calcular las raíces de un sistema de
ecuaciones en un problema de calcular determinantes y resolver ecuaciones polinomiales
univariadas, tareas ambas que en este momento ya se sabían resolver. El problema de
dichos algoritmos volvía a residir en el número de operaciones necesario para llevarlo a
cabo. Insistiremos en este problema en las siguientes secciones pues resultará ser clave.

Resueltos dichos problemas, el siguiente paso era intentar encontrar soluciones para las
llamadas ecuaciones diofánticas. Es decir, encontrar soluciones en los números enteros para
sistemas de ecuaciones con coeficientes en los números enteros. Este era el problema x de
los 23 que Hilbert enunció en [Hil02] como los mayores retos a los que debían enfrentarse
los matemáticos durante el siglo xx. De hecho lo fueron, pues dicha lista influyó muy
significativamente en la investigación matemática durante la primera mitad del siglo xx.

La lista fue enunciada en una comunicación durante el Congreso Internacional de
Matemáticos de 1900 celebrado en París. Al principio no tuvo mucha repercusión pero
con el tiempo marcó los esfuerzos matemáticos durante la primera mitad del siglo xx. El
problema que nos interesa es el llamado Problema x de Hilbert :

8Teorema de los ceros de Hilbert.
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Problema. x - Entscheidung der Lösbarkeit einer Diophantischen Gleichung. Eine Diop-
hantisch e Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und mit ganzen rationalen Zahlen-
coefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach welchem sich mittelst
einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden. läßt, ob die Gleichung in ganzen
rationalen Zahlen lösbar ist9.

La resolución de este problema solicitaba idear un algoritmo. Una dificultad añadida
radicaba en que en esa época la noción de algoritmo aún no estaba bien fundamenta-
da. No es descabellado asegurar que la búsqueda de una solución a este y al posterior
Entscheidungsproblem10 (enunciado también por Hilbert en 1928 [Hil30]) fueron deter-
minantes para que, tanto Alonzo Church como Alan Turing presentaran sus modelos de
computación: Cálculo λ en el primer caso [Chu36] y la Máquina de Turing en el segun-
do [Tur37b]. Ambos casos son una fundamentación de la idea de algoritmo y de compu-
tabilidad equivalentes, tal y como enunciarían, de nuevo ambos casi al mismo tiempo, en
la posteriormente llamada Tesis de Church-Turing (véase [Tur37a] por ejemplo).

Más adelante von Neumann presenta en [vN45] su «arquitectura» que condujo final-
mente a la fabricación física de dichas abstracciones matemáticas. Teniendo en cuenta su
origen, no es de extrañar que estas primitivas máquinas se usaran principalmente para la
resolución de problemas de índole matemático como descifrar los protocolos criptográficos
Nazis (código enigma) durante la ii guerra mundial (véase [RMH80] para más información
al respecto). Pronto aparecieron los problemas:

1. Predecir la cantidad de recursos necesarios para resolver un problema.

2. Estudiar la sensibilidad o estabilidad de los resultados frente a las imprecisiones
cometidas.

Para estudiar la primera cuestión se fundamentó el modelo de computación bit. Bási-
camente se trata de estudiar el comportamiento de una Máquina de Turing que resuelve
el problema. Nos interesa saber la relación entre el tamaño, en bits, de la entrada de dicha
máquina y el número de pasos que realiza. El estudio de las cotas superiores e inferiores
de dicha relación es el campo de estudio de la Complejidad Computacional (véase [Pap94]
para una introducción al tema).

La segunda cuestión es el campo de estudio del llamado Análisis Numérico. En este
contexto el modelo bit es un poco irrealista y no produce muy buenos resultados. Es por
ello que Blum, Shub y Smale presentaron en [BSS89] (véase también [BCSS98]) el modelo
de computación alternativo BSS con el que se pretende fundamentar el análisis numérico
de la misma forma que el modelo bit lo hizo con la complejidad computacional.

Dedicaremos las siguientes páginas a analizar sobre ambos modelos el problema de la
resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas.

9Determinación de la resolubilidad de una ecuación diofántica:
Dada una ecuación diofántica con cualquier número de incógnitas y con coeficientes enteros dar un
procedimiento tal que determine, en un número finito de operaciones, si la ecuación es resoluble mediante
números enteros.

10Problema de decisión
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El modelo de computación bit

El modelo bit de computación ha estado ligado históricamente con la corriente de
resolución de ecuaciones de forma simbólica. Dicha corriente es la heredera del discurso
que hemos realizado hasta el momento. De hecho, en estos momentos el principal problema
de esta corriente se puede enunciar de la siguiente forma:

Problema (iii de Smale [Sma00], P vs. NP problem [CJW06]). Given n+ 1 polinomials
in n variables with coefficients in Z2. Decide if there is a common zero ζ ∈ Zn2 .11

La resolución, en cualquiera de los sentidos, da derecho a reclamar un premio de
US$ 1.000.000 concedido por el Clay Mathematics Institute que además provocaría un
impacto muy importante en la sociedad actual (véase [For09] para una amena exposición
sobre los actuales progresos en la resolución del problema y en sus consecuencias). Como
vemos se trata básicamente de una instancia muy particular del Nullstellensatz.

Por supuesto, en este contexto, resolver un sistema de ecuaciones polinomiales f consis-
te en dar un procedimiento algorítmico que a partir de una codificación de los polinomios
que forman el sistema, devuelva cualquier información que se solicite sobre el conjunto
V(f) de los ceros comunes.

Actualmente, la forma típica de resolver el problema Nullstellensatz es mediante bases
de Gröbner (véase [CLO97, BW93, GPW03] para un discurso pormenorizado sobre el
tema). Sin embargo dicho procedimiento presenta un severo inconveniente: su complejidad
es doblemente exponencial. Es decir, la relación entre el tamaño de la entrada (en este caso
sistemas de polinomios dados por sus coeficientes) y el número de pasos que son necesarios
para resolver dicho problema es del orden O(22n) (véase [KM96]). Empíricamente se ha
observado que cualquier algoritmo con una complejidad peor que un polinomio (además
de grado bajo) es altamente probable que tendrá un desempeño muy malo cuando el
tamaño del problema crezca. Aún así, este es el procedimiento implementado en software
matemático tan usado como MapleTM o MathematicaTM.

Para intentar rebajar la complejidad de este problema se intenta afrontar este proble-
ma desde otra perspectiva. Como hemos visto anteriormente, para decidir si un sistema
de ecuaciones f1 . . . , fm tiene una solución común basta con encontrar unos polinomios
g1, . . . , gm tales que:

g1f1 + . . .+ gmfm = 1.

Ahora bien, si somos capaces de acotar los grados de los polinomios gi y el número de bits
que contienen sus coeficiente podremos usar los procedimientos del álgebra lineal para
resolver esta cuestión.

La literatura al respecto es muy extensa. A primera vista una cota inferior para la
complejidad de este problema es la longitud de los polinomios gi pues como mínimo
debemos escribirlos. Las primeras cotas se deben a Hermann en [Her26]. Desgraciadamente
las cotas para los grados de dichos polinomios son del orden O(d2n) donde d es el máximo
de los grados de los polinomios fi. Esta cota implica que no existe ninguna mejora sobre el
método basado en bases de Gröbner anteriormente citado. Sin embargo las mejores cotas

11Dados n+ 1 polinomios in n variables con coeficientes en Z2. Decidir si tienen una raíz común en Zn
2 .
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al respecto son debidas a Krick, Pardo y Sombra (véase [KPS01]) donde presentan cotas
superiores para los grados de orden O(dn) que si presenta una mejora sustancial sobre los
métodos anteriores, aunque sigue sin ser eficientes. Pero es más, dicha cota es bastante
ajustada. D. Masser y P. Philippon mostraron una sucesión de sistemas para los cuales
una cota inferior para el grado de los polinomios gi era del orden Ω(dn − d).

Para conseguir dicha cota Krick, Pardo y Sombra reutilizan una idea introducida por
Ostrowski en [Ost54] cuando estudiaba el problema de la evaluación de polinomios. La
idea general es reemplazar la codificación de los polinomios como lista de coeficientes
por una especie de programas informáticos o, más técnicamente, por una estrategia de
evaluación. En este contexto un polinomio está codificado por un grafo dirigido acíclico
y un conjunto de operaciones (típicamente las aritméticas, pero puede ser cualquier otro
conjunto) formando lo que en la literatura se denomina un Stright-Line Program (slp)12.
La literatura al respecto es amplia y muchos autores han intervenido en el desarrollo de
esta estructura de datos (véase por ejemplo [vzG88], [Par95], [GHM+98] y [Str90]).

Sin embargo los Stright-Line Programs (slp) también puede aplicarse como modelo de
computación en si mismo añadiendo al conjunto de funciones los test de signo y, según
el modelo, la instrucción de repetición. El uso de este modelo de computación estuvo li-
gado en un principio al cálculo de cotas inferiores para los problemas de eliminación. En
[CGH+03], Pardo et ál. (véase también [CPHM01]) propone usarlo tanto como modelo de
computación como estructura de datos para polinomios y coeficientes en el problema de
resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas obteniendo un algoritmo
óptimo (pues se alcanzan las cotas inferiores enunciadas en la literatura) aunque imprac-
ticable, al ser de orden O(dn). Una implementación de este algoritmo para el programa
de cálculo simbólico MagmaTM se puede encontrar en [DL08].

El modelo de computación real

El modelo de computación real es más reciente en su formalismo. Como ya hemos men-
cionado, fue propuesto por Blum, Shub y Smale en [BSS89]. En dicho modelo tratan de
formalizar un campo de las matemáticas que estaba adquiriendo mucha atención pero que
carecía de una fundamentación teórica. Hablamos, por supuesto, del Análisis Numérico.
En esta disciplina, se entiende que hemos resuelto un sistema de ecuaciones polinomia-
les cuando se da un procedimiento que genera una sucesión numérica que converja a la
solución.

Los primeros resultados de esta modelo son mucho más antiguos que los presentados
en la sección anterior, a fin de cuentas el simbolismo es un invento bastante reciente. El
primer caso documentado es posiblemente la tablilla YBC 7289 (véase [Mel]) en la cual se
muestra el llamado método babilónico (o de Herón) para resolver raíces cuadradas. Dicho
procedimiento junto con el conocimiento de la fórmula general posiblemente permitía a
los matemáticos babilónicos resolver completamente todas las ecuaciones polinomiales de
segundo grado.

12En algunos contextos también son conocidos como circuitos aritméticos.
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El método babilónico prácticamente consiste en aplicar el conocido como método de
Newton a la ecuación ax2− b = 0. Dicho método fue introducido por Newton en [New11]
para calcular las raíces de ecuaciones cúbicas. Posteriormente trató de usarlo para resol-
ver el problema general de resolución de ecuaciones polinomiales, con un éxito relativo.
Newton usaba su método desde un punto puramente algebraico (presentaba una sucesión
de polinomios, no una sucesión numérica) y posiblemente esa haya sido la razón de su
escaso éxito.

Tuvieron que pasar 30 años hasta que Thomas Simpson reescribiera el método en
[Sim37] y lo presenta en su formulación actual. De hecho, lo usó con éxito no solo en
ecuaciones polinomiales sino también en contextos analíticos. Es más, descubrió su gene-
ralización a varias variables y su uso como método de optimización. En su formulación
actual dicho método se describe como:

Definición 0.0.1 (Método de Newton). Sea f(x) una aplicación con derivada continua.
El método de Newton consiste en aplicar sucesivamente el siguiente operador a partir de
un punto inicial x0:

Nf (x) := x−Dx(f)−1f(x),

donde Dx(f) denota el Jacobiano de la función f .

Si x0 es escogido «suficientemente cercano» a ζ, una raíz de dicha aplicación f , entonces
el método converge de forma cuadrática. Es decir, el error h en el paso n entre el valor
dado por el método xn y el valor real ζ es de orden O

(
1

22n

)
.

El mayor problema consiste en encontrar buenos candidatos iniciales. Los primeros
resultados en este sentido son debidos a Kantorovič (véase [Kan48] y [Ded06] para un
desarrollo en términos modernos). En dichos trabajos se presentan los primeros resultados
sobre las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la convergencia. Sin embargo,
los resultados distan mucho de ser satisfactorios.

Durante la década de los 60, S. Smale estaba muy interesado en encontrar un meca-
nismo que le permitiera hallar raíces reales de sistemas de ecuaciones polinomiales con
coeficientes reales pues éstos surgían de forma natural en el estudio de los llamados equi-
librios de Nash (véase [FT91]). Pero no es la única aplicación importante que tiene. La
mayor parte de los métodos de optimización «clásicos» requieren resolver, en alguno de
sus pasos, sistemas de ecuaciones polinomiales multivariados. En multitud de ocasiones
dichos sistemas provienen de modelos físicos que poseen coeficientes reales y cuyas solu-
ciones interesantes son las reales. Un ejemplo clásico y ampliamente estudiado es el de
los modelos de redes eléctricas (véase [BB69]). Es por ello que es sumamente interesante
contar con un algoritmo que resuelva dichas sistemas de ecuaciones.

Como ya hemos visto, los algoritmos simbólicos son altamente ineficientes y los nu-
méricos, aunque muy eficientes, presentaban muchos problemas. Para tratar de resolver
estas cuestiones, Smale introdujo una fundamentación teórica del análisis numérico: El
modelo BBS de computación. Grosso modo, el modelo es similar a una máquina de Tu-
ring a la cual se le permite almacenar número reales en vez de bits. Sorprendentemente
el modelo es equivalente al propuesto por Pardo et ál. en [CGH+03] basado en slp′s para
la resolución simbólica de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas (de hecho, el
método de Newton se puede considerar como un slp).
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En la serie de artículos sobre el Teorema de Bézout ([SS93a, SS93b, SS93c, SS94, SS96])
Shub y Smale desarrollan el modelo y presentan un algoritmo no uniforme que calcula
raíces de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas con coeficientes complejos. El
método que presentaban funcionaba, a grande rasgos, de la siguiente manera:

Nos basamos en la demostración de Gauß del Teorema Fundamental del Álgebra co-
mentada en la sección anterior. Recordemos, habíamos construido unas curvas desde unas
raíces conocidas de un sistema de ecuaciones a las raíces desconocidas del sistema de ecua-
ciones que estamos estudiando. La idea es usar el método de Newton para construir una
poligonal muy próxima a dicha curva y cuyos extremos son:

• Una raíz conocida de un sistema de ecuaciones.

• Un punto suficientemente próximo como para que el método de Newton converja a
una raíz del sistema de ecuaciones estudiado.

En la próxima sección analizaremos con más profundidad la construcción de dichas poli-
gonales.

Desgraciadamente los resultados de Shub y Smale al respecto son existenciales, no
constructivos13. Esto se debe a que no conocían un mecanismo para generar los pares
(sistema, raíz) necesarios para comenzar el método. Es por ello que, cuando se le solicita
a Smale que realice una selección de problemas para el siglo xxi, éste lo introduce en
[Sma00] como su problema número xvii:

Problema (xvii de Smale). Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns
be found approximately, on the average, in polynomial time with a uniform algorithm?14

En la serie de artículos [BP07b, BP08a, BP09] (véase también [BP]), Beltrán y Par-
do desarrollan un algoritmo probabilista que es capaz de generar dichos puntos iniciales y
por lo tanto dan una respuesta afirmativa al problema. En esta memoria comenzaremos
los pasos preliminares para resolver el caso real, encontrar soluciones reales de sistemas
de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales, siguiendo el programa de Shub y Sma-
le. Además usaremos algunos de los resultados más importantes para construir diversos
algoritmos bioinspirados que experimentalmente dan muy buenos resultados resolviendo
dicho problema.

En el siguiente capítulo introduciremos en detalle el programa de Shub y Smale (véase
también el Capítulo 1 si no está familiarizado con las notaciones y convenciones de dicho
programa) así como nuestras principales contribuciones a él. Finalmente daremos los de-
talles del algoritmo bioinspirado que proponemos para la resolución del problema xvii de
Smale y nuestras contribuciones a las técnicas usadas para el desarrollo del algoritmo.

13De ahí la denominación de algoritmo no uniforme.
14¿Es posible aproximar una raíz de un sistema de n incógnitas y n ecuaciones polinomiales con coefi-

cientes complejos en tiempo polinomial en media?
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El algoritmo de deformación
homotópica de Shub y Smale: nuestras
contribuciones

If you think it’s simple, then you have misunderstood the problem15.
Bjarne Stroustrup [Str]

En esta capítulo profundizaremos en la construcción de un algoritmos de deformación
homotópica para encontrar soluciones aproximadas de sistemas de ecuaciones polinomiales
multivariadas. Además presentaremos nuestras principales contribuciones al respecto.

Como ya hemos mencionando anteriormente, los algoritmos de deformación homotó-
pica, en su versión actual, fueron introducidos por M. Shub y S. Smale en su serie de
artículos [SS93a, SS93b, SS93c, SS94, SS96] sobre el Teorema de Bézout. En ellos introdu-
cen las cantidades a calcular y como usarlas para desarrollar un algoritmo de deformación
homotópica con el fin de encontrar ceros aproximados de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales multivariadas con coeficientes en los números complejos. Es decir, se trata de
resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.2 (xvii de Smale, caso complejo general). Sea f ∈ P(HC
(d)) un sistema

de ecuaciones polinomiales multivariado y ζ ∈ Cn una raíz de f . Encontrar, en tiempo
polinomial, una sucesión {xi}i∈N ∈ Cn tal que converja cuadráticamente a la raíz ζ. Es
decir,

• ĺım
i→∞

xi = ζ.

• ‖xi − ζ‖ ≤
1

22i
‖x0 − ζ‖.

Como se ha comentado con anterioridad el objetivo de este manuscrito es desarrollar
un algoritmo que resuelva el Problema 0.0.2 en el que los sistemas de ecuaciones presentan
coeficientes reales en vez de complejos. Es decir, tratamos de resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.3 (xvii de Smale, caso real general). Sea f ∈ P(HR
(d)) un sistema de

ecuaciones polinomiales multivariado y ζ ∈ Rn una raíz de f . Encontrar, en tiempo
polinomial, una sucesión {xi}i∈N ∈ Cn tal que converja cuadráticamente a la raíz ζ. Es
decir,

15Si piensas que es simple, entonces no has entendido el problema.
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• ĺım
i→∞

xi = ζ.

• ‖xi − ζ‖ ≤
1

22i
‖x0 − ζ‖.

Por desgracia, gran parte de los resultados del programa comenzado M. Shub y S. Sma-
le y continuado por L.M. Pardo y C. Beltrán no se pueden aplicar directamente al caso
real (Problema 0.0.3) por lo que es necesario reiniciarlo. Siguiendo el mismo esquema, el
primer paso es definir el operador de Newton en nuestro contexto.

Definición 0.0.4. Para todo punto x ∈ Rn definimos el operador de Newton como:

Nf (x) := x−Dx(f)†f(x),

donde Dx(f)† denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz Jacobiana (véase
la Definición 1.4.1). En el caso m = n, esta definición coincide con el operador de Newton
estándar.

Sea ahora un punto proyectivo x ∈ Pn (R). Abusando de la notación, definimos el
operador de Newton proyectivo como:

Nf (x) := π
(
z −Dz(f)†f(z)

)
,

donde π : Rn+1 \ {0} −→ Pn (R) es la proyección canónica, Dz(f)† es la pseudo-inversa
de Moore-Penrose de la matriz Jacobiana y z ∈ Rn+1 \ {0} es un punto tal que π(z) =
x ∈ Pn (R). Por supuesto, en el caso m = n, esta definición coincide con el operador de
Newton proyectivo estándar.

La aplicación iterada del operador de Newton sobre un punto x0, cuando está definida,
genera una sucesión de valores que llamaremos iteración de Newton. Es decir, llamaremos
iteración de Newton a la siguiente sucesión:

xn := Nf (xn−1),

que, como es usual, también se denota por

xn := Nn
f (x0).

Magnitudes puntuales de un sistema de ecuaciones poli-
nomiales

El programa de M. Shub y S. Smale comienza introduciendo las siguientes cantidades:

Definición 0.0.5 (α, β, γ). Sean A y B dos espacio de Banach entonces para toda apli-
cación analítica f : A −→ B y para todo punto x ∈ A definimos:

β(f, x) :=
∥∥Dx(f)−1f(x)

∥∥ ,
γ(f, x) := sup

k>1

∥∥∥∥Dx(f)−1Dk
x(f)

k!

∥∥∥∥ 1
k−1

,

α(f, x) := β(f, x)γ(f, x),
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donde Dx(f) denota la diferencial de f en x. En el caso que Dx(f) no sea suprayectiva
entonces tomaremos:

β(f, x) = γ(f, x) = α(f, x) =∞.

Para nuestro discurso tomaremos o bien A = Rn y B = Rm cuando estemos tratando
el caso afín o bien A = Pn (R) y B = Pm (R) cuando estemos tratando el caso proyec-
tivo. Para este último caso, enunciamos a continuación algunos resultados importantes
relacionados con estas cantidades:

Lema 0.0.6. Usando la notación anterior, a partir de la definición de β se tiene:

β(f, xn) = ‖xn+1 − xn‖.

Definición 0.0.7 (Cero aproximado). Sea x0 un punto tal que la iteración de Newton
iniciada en x0 converge cuadráticamente. Es decir:

‖xk+1 − xk‖ ≤
1

22k−1
‖x1 − x0‖ . (1)

Decimos entonces que x0 es un cero aproximado.

Teorema 0.0.8 (α-Teorema de Smale, [SS93a, SS93b]). Sea x0 ∈ Pn (R) un punto tal que

α(f, x0) < α0,

donde α0 := 13−3
√

17
4

. Entonces x0 es un cero aproximado.

Teorema 0.0.9 (γ-Teorema de Smale, [SS93a, SS93b]). Sea ζ un cero de la aplicación f .
Entonces, para todo punto x0 tal que:

x ∈ B (ζ, r) con r <
3−
√

7

2γ(f, ζ)
,

se tiene que la iteración de Newton converge cuadráticamente. Es decir:

‖xk+1 − ζ‖ ≤
1

22k−1
‖x0 − ζ‖. (2)

Al mejor de los radios r lo llamaremos radio de convergencia y lo denotaremos por
R(f, ζ). Es decir:

R(f, ζ) := sup{r ∈ R+ : ∀x ∈ B (ζ, r) x es un cero aproximado de f}.

Nótese la sutil diferencia entre las ecuaciones (1) y (2). Mientras la primera nos da un
test de parada la segunda da a lugar a la definición del radio de convergencia.

Usando los resultados anteriores se puede calcular inmediatamente el número de pasos
necesarios para aproximar un cero ζ de una aplicación f con precisión ε suponiendo que
tenemos un cero aproximado x0. Es decir:
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Corolario 0.0.10. Usando la notación anterior. La distancia de la k-ésima iteración de
Newton dista de un cero ζ de f menos de ε siempre y cuando k sea mayor que

k ≥ log log
C

γ(f, x0)ε
+ 1,

donde C es una constante universal.

Nota 0.0.11. Nótese que, con las notaciones introducidas anteriormente, el Proble-
ma 0.0.3 se puede enunciar de la siguiente manera:

Problema 0.0.12 (xvii de Smale, caso real versión cero aproximado). Sea f ∈ P(HR
(d))

un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado y ζ ∈ Rn una raíz de f . Encontrar,
en tiempo polinomial, x0 ∈ Rn un cero aproximado de ζ.

El condicionamiento µnorm es la magnitud clave a la hora de obtener estimaciones de
estas cantidades pues sus propiedades geométricas facilitan enormemente su estudio.

El condicionamiento lineal κ2 ha sido estudiado en profundidad (véase [BT97] y sus
referencias). Fruto de este estudio se sabe que está muy relacionado con la pérdida de
precisión a la hora de resolver sistemas de ecuaciones lineales. Es decir, nos mide lo fácil
o difícil que es resolver numéricamente un sistemas de ecuaciones lineales. La extensión a
los sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas (véase la Subsección 1.4 para más
detalles) fue introducido por M. Shub y S. Smale en [SS93a] y generalizada posteriormente
al caso subdeterminado por J. Dégot en [Dég01] y por J.P. Dedieu en [Ded96]. El caso
disperso ha sido estudiado por M. Rojas y G. Malajovic en los artículos [MR04] y [BCL06].
Presenta características similares a las del condicionamiento lineal y resulta ser de extrema
utilidad pues permite estudiar las cantidades anterior gracias al siguiente teorema:

Teorema 0.0.13 (µ-Teorema de Smale, [SS96]). Usando la notación anterior:

γ(f, x) ≤ D
3
2

2
µmnorm(f, x),

donde D = máx{d1, . . . , dm}.

Del cual se deduce un corolario inmediato.

Corolario 0.0.14. Sea ζ un cero de la aplicación f . Entonces, para todo punto x0 tal
que:

x ∈ B (ζ, r) con r <
3−
√

7

D
3
2µmnorm(f, x)

,

se tiene que la iteración de Newton converge cuadráticamente. Es decir:

‖xk+1 − ζ‖ ≤
1

22k−1
‖x0 − ζ‖.

La siguiente proposición que se deduce a partir del µ-Teorema siguiendo un argumento
similar al dado por en los Teoremas 130 y 137 de [Ded06] y [BCSS98, Lema 12, página 269]
(véase también [SS93a]):

xx



Proposición 0.0.15. Existe una constante universal u0 (aproximadamente 0.05992) tal
que si f ∈ P(HR

(d)) es un sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas
con coeficientes reales, ζ ∈ VP(f), x ∈ Pn (R) y

dP(x, ζ) ≤ mı́n

{
2u0

d3/2µmnorm(f, ζ)
,
1

3

}
.

entonces existe un cero proyectivo Mf (x) ∈ VP(f) tal que:

dP(Nk
f (x),Mf (x)) ≤ 23/23

22k−1
dP(x, ζ).

En particular,

mı́n

{
2u0

d3/2µmnorm(f, ζ)
,
1

3

}
≤ R(f, ζ),

donde R(f, ζ) es la cantidad definida anteriormente.

Por todo ello parece esencial el conocimiento de la distribución de probabilidad para
conocer el comportamiento de este tipo de operador. Dedicaremos el Capítulo 4 al estudio
del condicionamiento µnorm en el caso de sistemas de ecuaciones polinomiales multivaria-
das con coeficientes en el cuerpo de los números reales. Nuestras principales contribuciones
al respecto se resumen en los siguientes teoremas:

Teorema 0.0.16 (Borges y Pardo [BP08b]). El valor esperado para el condicionamiento
µnorm está acotado superior e inferiormente por una cantidad polinomial en D y N . Es de-
cir: Para todo número real positivo ε tal que ε > 0 definimos la función V olε : P(HR

(d)) −→
R ∪ {+∞} como: para todo f ∈ P(HR

(d)) \ ΣR tomamos

V olmε (f) := νn−m[ζ ∈ VP(f) : µnorm(f, ζ) > ε−1],

donde µnorm(f, ζ) denota el condicionamiento µnorm de f en ζ ∈ VP(f) y νn−m[·] denota
la medida de Hausdorff n−m dimensional en VP(f).

Sea 2 ≤ m, existen entonces dos constantes universales c, C ∈ R (0.245 ≤ c ≤ 2 y
5.013 ≤ C ≤ 6.414) tales que, para todo número real ε con ε > 0 y ε ≤ 1

n−m+2
, se cumple:

4√
π

(
D

(n+ 1)m− 1

)1/2(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤

≤ E∆ [V olmε (f)] ≤

≤ 2

(
ND
π

)1/2(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

.

En el caso cero dimensional (i.e. m = n) podemos definir también el condicionamiento
µ peor, que denotaremos µworst(f), como el máximo valor que alcanza el condicionamiento
µnorm en el conjunto de los ceros VP(f). Es decir:

µworst(f) := máx
x∈VP(f)

µmnorm(f, x).

A partir del resultado anterior y de la definición del condicionamiento µ peor el si-
guiente resultado:
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Corolario 0.0.17 (Borges y Pardo [BP08b]). La distribución de probabilidad de condi-
cionamiento µ peor y su valor esperado están acotados superiormente por una cantidad
polinomial en D y N . Es decir: si n = m, entonces para todo número real ε con 0 < ε ≤ 1

2

se cumple:

• Prob∆

[
f ∈ P(HR

(d)) : µworst(f) ≥ ε−1
]
≤
(
ND
π

)1/2
(n+ 1)3(Cε)2

2
.

• E∆ [µworst(f)] ≤ 2
√

2

(
ND
π

)1/4

(n+ 1)3/2C.

Corolario 0.0.18 (Borges y Pardo [BP08b]). El valor esperado para el radio de con-
vergencia esta acotado inferiormente por una cantidad inversamente proporcional a un
polinomio en D, D y N . Es decir: Suponemos que n = m, el valor esperado para el radio
de convergencia es al menos:

E∆ [Rworst] ≥
2u0π

1/4

6u0π1/4 + 2
√

2D3/2(ND)1/4(n+ 1)3/2C
,

donde D := max{d1, . . . , dm} es el mayor grado del espacio de sistemas, 5.013 ≤ C ≤
6.414 y u0 ≈ 0.05992 es una constante universal.

Nota 0.0.19. Nótese que el anterior corolario nos provee de una cota inferior de la
distancia entre la raíces del sistema.

Algoritmos de deformación homotópica

Hay que tener en cuenta que las magnitudes anteriores son bastante complejas de
computar en la práctica, como veremos en el Capítulo 12. Además sólo proveen informa-
ción puntual, es decir sólo nos dan información acerca de si un punto es, o no, un cero
aproximado pero no dice nada acerca de como encontrarlo. En el Capítulo 12 presentamos
un algoritmo en el que usando técnicas evolutivas buscamos un cero aproximado usando
dichas cantidades similares como test.

Sin embargo, otra forma de encontrar un cero aproximado es mediante una deforma-
ción homotópica. Dicho método funciona como sigue: Sea ϕ : [0, 1] → P(HC

(d)) una curva
tal que:

• ϕ(0) = g sea un sistema con algunas características apropiadas y ϕ(1) = f el sistema
del cual queremos encontrar un cero aproximado.

• Para todo t ∈ [0, 1], ϕ(t) es un sistema de ecuaciones que posee, al menos, una raíz
de multiplicidad 1.

A partir de esta curva se tiene definida de forma implícita otra curva en la variedad de
incidencia vía el Teorema de levantamiento de caminos.

ϕ′ : [0, 1] −→ P(HC
(d))× Pn (C)

t 7→ (ft, ζt)

tal que:
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• Para todo t en [0, 1], ft(ζt) = 0.

• Existe ζ0 ∈ VC(f0) tal que para todo t en [0, 1], ζt no es una raíz múltiple de ft.

Como consecuencia inmediata del γ-teorema (Teorema 0.0.9) existe un tubo de radio
mayor que:

R∗ = mı́n
t∈[0,1]

{R(ft, ζt)},

en el cual para todo punto xt perteneciente a la bola B (ζt, R
∗), se tiene que xt es un cero

aproximado de ft. Es decir, la iteración de Newton convergerá a ζt. La idea central de
un algoritmo de deformación homotópica se basa en seguir la curva anterior. Para ello
debemos escoger:

• Un número natural k.

• Una partición de [0, 1], t0 = 0 < t1 < . . . < tk = 1 que a su vez genera una sucesión
de sistemas ϕ(ti) := fti con ϕ(0) := g y ϕ(1) := f .

Recordemos que g ∈ P(HC
(d)) es un sistema de ecuaciones del cual conocemos al menos

un cero aproximado x0 y f ∈ P(HC
(d)) es el sistema del cual queremos conocer una (o

varias) de sus raíces. La idea es escoger los valores anteriores de forma que la siguiente
sucesión:

xn := Nftn
(xn−1)

esté contenida dentro de dicho tubo. Más concretamente:

∀n, 1 ≤ n ≤ k : xn−1 ∈ B (ζtn , R
∗) .

Nótese que esto nos permite seguir la curva pues vamos saltando de un cero aproximado
a otro hasta obtener un cero aproximado del sistema deseado. A toda sucesión que cumpla
dicha propiedad la denominaremos sucesión de Newton. Véase la Figura 1 para un ejemplo
esquemático.

La forma más sencilla de homotopía es la llamada homotopía lineal. Ya estaba indicada
en el programa de Shub y Smale [SS93a] y consiste en tomar:

• t0 = 0 < . . . < ti = i/k < . . . < tk = 1.

• ϕ(t) = (1− t)g + tf .

El problema consiste en estimar el número k tal que lo anterior sea una sucesión de
Newton. La primera demostración de que dicho k existía fue dada por Shub y Smale en
[SS94]:

Teorema 0.0.20 (Existencia de sucesiones de Newton). Para todo f ∈ P(HC
(d)) y para

todo número real ε > 0 existe un k que depende polinomialmente de n, N , D y del
condicionamiento µnorm tal que si tomamos la homotopía lineal con k pasos entonces la
sucesión de Newton asociada a dicha partición produce un cero aproximado xk de un cero
ζ de f .
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P(HC
(d))

Pn (C)

x0

ft1

x1

ft2

x2

ft3

x3

ft4

x4

ft5

x5

ft6

x6

ft7

x7

ft8

x8

ft9

x9

x10

ζ0

ζ1

g f

(ζt, ft)

Figura 1: Sucesión de Newton.

El número total de pasos por lo tanto esta acotado por:

k + 1 + log log
C

εγ(f, xk)
.

Otras formas de construir la homotopía se han estudiado en [BS09, BP] que mejoran
enormemente las cotas, haciendo casi lineal el método.

Nota 0.0.21. Nótese que, con los resultados introducidas anteriormente, el Problema 0.0.3
se puede enunciar de la siguiente manera:

Problema 0.0.22 (xvii de Smale, caso real versión homotopía lineal). Sea f ∈ P(HR
(d))

un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado y ζ ∈ Rn una raíz de f . Encontrar,
en tiempo polinomial, un par (g, x0) ∈ V tal que la homotopía lineal asociada genere una
sucesión de Newton.

Se nos presentan ahora varios problemas:

1. Cómo seleccionar un buen candidato inicial (g, x0).

2. Cómo encontrar ceros afines.

Shub y Smale eran conscientes de estos problemas. Para el primero de dichos problemas
ofrecieron la siguiente conjetura en [SS94]:

Conjetura 0.0.23. El siguiente sistema produce siempre una sucesión de Newton cuando
se usa como candidato inicial usando la homotopía lineal.

d
1/2
1 Xd1−1

0 X1 = 0
...

d1/2
n Xdn−1

0 Xn = 0
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En el caso de sistemas de ecuaciones con coeficientes complejos dicha conjetura sigue
siendo un problema abierto a día de hoy. Sin embargo, en el caso de coeficientes reales
la conjetura no es cierta como demostraremos más adelante (para más detalles véase el
Capítulo 5).

Otra forma de afrontar dicho problema fue el trabajo realizado por C. Beltrán y
L.M. Pardo en la serie de artículos [BP07b, BP08a, BP09] que solventa el problema de
encontrar un sistema inicial reusando una idea sorprendente y revolucionaría que da lugar
a un algoritmo probabilista (para ver un resumen con los últimos avances consultar [Bel]).
Esta idea consiste en definir un conjunto cuestor G ⊆ P(HC

(d)) (para más información
acerca de los conjuntos cuestores véase [GH93], [HS80] y [KP94]) que tiene la siguiente
propiedad:

Teorema 0.0.24. Si se escoge al alzar un elemento de G como candidato inicial para la
homotopía lineal entonces con alta probabilidad se genera una sucesión de Newton con un
número de pasos polinomial en n, N y D.

Nota 0.0.25. En particular, la Conjetura 0.0.23 afirma que existe un conjunto cuestor
universal de cardinal 1. Es más, en este contexto el Problema 0.0.3 se puede enunciar de
la siguiente manera:

Problema 0.0.26 (xvii de Smale, caso real versión cuestor). Sea f ∈ P(HR
(d)) un sistema

de ecuaciones polinomiales multivariado y ζ ∈ Rn una raíz de f . Generar, en tiempo poli-
nomial, un conjunto cuestor de puntos iniciales para la la homotopía lineal que comprueba
la propiedad ser una sucesión de Newton.

Dedicaremos los Capítulos 5 y 6 a estudiar las componentes conexas del sistema de
ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coeficientes reales y las posibles
formas de definir caminos en ellas pues debido a sus nefastas particularidades no es factible
a priori que la homotopía lineal funcione. Nuestros principales resultados al respecto son:

Teorema 0.0.27 (Borges y Pardo). Las componentes conexas de la variedad de incidencia
sin el conjunto de soluciones singulares Σ

′R quedan caracterizadas de la siguiente forma:

• Si m < n, entonces β0

(
V R \ Σ

′R
)

= 1.

• Si m = n y n es impar entonces β0

(
V R \ Σ

′R
)

= 1.

• Si m = n y n es par entonce β0

(
V R \ Σ

′R
)

= 2.

Es más, en este último caso las componentes conexas son:

V R+
=
{

(f, x) ∈ V R : det (4xf) > 0
}
,

V R− =
{

(f, x) ∈ V R : det (4xf) < 0
}
,

donde 4xf denota el jacobiano extendido orientado (véase la Definición 5.2.4).

Teorema 0.0.28 (Borges y Pardo). El número de componentes conexas del espacio de sis-
tema de ecuaciones polinomiales multivariadas sin la variedad discriminante está acotado
inferiormente por:
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• D ≤ β0

(
P(HR

(d)) \ Σ
)
.

• D ≤ β0

(
V R,C \ Σ

′).
donde D =

∏n
i=1 deg(fi) denota el número de Bézout.

Nota 0.0.29. A partir del corolario anterior se deduce inmediatamente que la Conjetu-
ra 0.0.23 no es cierta en el caso de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas
con coeficientes reales pues existen casos en los que la variedad de incidencia tiene más
de una componente conexa.

Para el segundo problema, la norma media de las soluciones afines de un sistema
de ecuaciones polinomiales multivariadas se usó en [BP09] para conseguir transformar
una solución proyectiva en una solución afín. El procedimiento se basa en los siguientes
teoremas:

Proposición 0.0.30 (Beltrán y Pardo [BP09]). Sea f ∈ HC
(d) un sistema de ecuaciones

polinomiales homogéneas multivariadas con ζ ∈ VP(f) un cero proyectivo de f tal que
ζ0 6= 0. Sea z := (z0, . . . , zn) ∈ Pn (C) un cero aproximado proyectivo de f con cero
asociado ζ. Sea zk := Nk

f (z) el punto proyectivo obtenido después de k pasos del operador
de Newton con k ∈ N tal que:

k ≥ log log(4(1 + ‖ϕ−1
0 (ζ)‖2)),

entonces ϕ−1
0 (zk) es un cero aproximado de f con cero asociado ϕ−1

0 (ζ).

Teorema 0.0.31 (Beltrán y Pardo [BP09]). Para todo número real ε menor que 1 la
probabilidad de que la norma de los ceros afines de un sistema f ∈ P(PC

(d)) sea mayor que
ε
D
√
πn es menor que ε.

Dedicaremos el Capítulo 3 al comportamiento de la norma de las soluciones afines de
sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas con coeficientes reales (versión real del
Teorema 0.0.30). En particular demostraremos los siguientes resultados:

Teorema 0.0.32 (Borges y Pardo [BP08b]). El valor esperado para la norma de los
ceros de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariados con coeficientes reales es
proporcional a una función hipergeométrica. En otras palabras, sea r un número real tal
que 0 < r < 1. Denotaremos por N r

av(f) a la esperanza de la norma de los ceros afines en
VR

A(f), Es decir,
N r
av := EVR

A(f) [‖·‖r] .

Entonces, se cumple:

E∆ [N r
av(f)] = β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
ν∆[R]

ϑN
.

donde β(x, y) denota la función hipergeométrica de mismo nombre (también llamada in-
tegral de Euler de primera especie, véase Anexo A para más detalles) y ϑk = νk[Pk (R)]
denota el volumen del espacio proyectivo real de dimensión k.
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En particular, si todos los elementos de la lista de grados (d) = (d1, . . . , dm) son
números impares, entonces

E∆ [N r
av(f)] = β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

Teorema 0.0.33 (Borges y Pardo [BP08b]). El valor esperador para la norma media de la
variedad solución de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariados con coeficientes
reales es proporcional a la raíz cuadrada de D por el volumen de un espacio proyectivo.
Es decir, para todo número real r tal que 0 < r < 1 se tiene:

E∆

 ∫
x∈VA(f)

‖x‖r dVA(f)

 = D1/2ϑn−mβ

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

donde β(x, y) denota la función hipergeométrica de mismo nombre y ϑk denota el volumen
del espacio proyectivo real de dimensión k.

Corolario 0.0.34 (Borges y Pardo [BP08b]). Con alta probabilidad todas las raíces de un
sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas están contenidas en una bola de tamaño
polinomial en D. Es decir, si n = m con n ≥ 3 y ε es un número real positivo tal que
ε < 1, entonces la siguiente desigualdad se cumple:

Prob∆

[
máx
ζ∈VR

A(f)
‖ζ‖ ≥ ε−1

]
≤ Γ

(
1

4

)
D1/2ε1/2,

donde Γ(x) denota la función hipergeométrica de mismo nombre (también llamada integral
de Euler de segunda especie, véase Anexo A para más detalles) y D denota el número de
Bézout, es decir, D =

∏m
i=1 di.

Otra cantidad sumamente interesante es el volumen medio que tiene la variedad al-
gebraica de los ceros reales de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas. Esta
cantidad tiene interés por si misma, pero en nuestro caso la necesitaremos a la hora de
estimar muchas de las cantidades anteriores en el caso real. El caso cero dimensional
fue estudiado por M. Shub y S. Smale en [BCSS98] y el siguiente resultado presenta su
generalización al caso subdeterminado.

Teorema 0.0.35 (Kostlan, Prior, Bürguisser ([Kos02],[Pri06])). Sea m,n dos números
naturales tales que m ≤ n. Entonces, el valor esperado para el volumen de la variedad real
del sistema es D1/2νn−m. Es decir:

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

=
1

νN

∫
f∈P(HR

(d)
)

ν∆[VR
P (f)]dν∆ = D1/2νn−m

Dedicaremos la Sección 3.4 a demostrar dicho resultado pues resulta inmediata a partir
de las técnicas desarrolladas en el Capítulo 2.
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Algoritmos evolutivos para la
resolución de problemas de
optimización: nuestras contribuciones

Une théorie, un système, une hypothèse, l’Évolution?. . .Non point: mais,
bien plus que cela, une condition générale à laquelle doivent se plier et sa-
tisfaire désormais, pour être pensables et vrais, toutes les théories, toutes les
hypothèses, tous les systèmes. Une lumière éclairant tous les faits, une cour-
bure que doivent épouser tous les traits: voilà ce qu’est l’Évolution.16

Pierre Teilhard de Chardin [dC56]

Muy relacionados con el problema que hemos estudiado en el capítulo anterior se
encuentran los llamados problemas de optimización. Se trata ahora de encontrar un valor
que maximice o minimice una aplicación suponiendo que cumple algunas restricciones.
En general, resolver un sistema de ecuaciones puede verse como una instancia particular
de un problema de optimización de la siguiente forma: transformamos

Problema. Dado f un sistema de ecuaciones, encontrar x tal que f(x) = 0,

en la siguiente instancia de un problema de optimización:

Problema. Minimizar ‖f‖ suponiendo que x pertenece a todo el espacio de búsqueda.

Esta dicotomía se observa claramente en los llamados Métodos Clásicos en los cuales
transformamos un problema de optimización en uno de resolución de sistemas de ecuacio-
nes. Dentro de esta categoría se engloban métodos con una larga tradición. Los primeros
probablemente datan del siglo xviii como por ejemplo: Descenso de Gradiente, formula-
do por Gauß o los Multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, su auge se produjo durante
la ii Guerra Mundial cuando George Dantzig introdujo en [Dan63] el concepto de Pro-
gramación Matemática en el contexto de programar acciones logísticas o bélicas de forma
óptima.

En general, todos los métodos enunciados anteriormente necesitan (de hecho se basan
en) resolver un sistema de ecuaciones que depende de la aplicación f a optimizar y de las

16¿Es la evolución una teoría, un sistema o una hipótesis? Es mucho más: es una condición general
ante la cual todas las teorías, todas las hipótesis, todos los sistemas deben inclinarse y satisfacer a partir
de ahora si pretender ser razonables y verdaderas. La evolución es la luz que ilumina todas las verdades,
una curva que todas las líneas deben seguir.
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condiciones g que impongamos a las soluciones. En el caso que f y g sean aplicaciones
lineales, existen métodos eficientes para resolver el problema, de la misma forma que exis-
ten métodos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, cuando
las aplicaciones f y g son polinomiales nos encontramos con la necesidad de resolver sis-
temas de ecuaciones polinomiales que, como ya hemos visto en la sección anterior, siguen
sin saberse resolver eficientemente.

Es por este motivo por el que surgen toda una serie de técnicas algorítmicas, gene-
ralmente llamadas heurísticos que, si bien no garantizan su complejidad u optimalidad,
si que presentan en la práctica resultados suficientemente buenos. Es en este grupo en
donde se encuadran los algoritmos bioinspirados. Nuestro interés en los problemas de op-
timización viene motivado por dichos algoritmos bioinspirados pues, como veremos más
adelante, son capaces de resolver en la práctica el problema de optimización que se deriva
del problema xvii de Smale. Es decir, son capaces de resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.36 (xvii de Smale, caso problema optimización). Sea f ∈ P(HR
(d)) un

sistema de ecuaciones polinomiales multivariado, encontrar un punto tan próximo a una
raíz del sistema como se pueda.

En las siguientes secciones estudiaremos los problemas de optimización en general,
nuestras contribuciones al respecto, para finalmente discutir la construcción de varios
algoritmo evolutivo que son capaces de resolver el problema xvii de Smale en el caso real.

Algoritmos Bioinspirados

Los algoritmos bioinspirados son heurísticos que resuelven problemas de optimización.
Se inspiran en procesos naturales que, a fin de cuentas, no son más que estrategias de
optimización que lleva funcionando más de 3.000 millones de años y que consiguen resolver,
de alguna forma, los problemas a los que se enfrenta.

En general, un algoritmo bioinspirado se compone de los siguientes elementos:

Población: Conjunto de candidatos a ser solución que pueden, o no, cumplir las restric-
ciones del problema.

Mecanismo de Evolución: Conjunto de procedimientos por los cuales se modifica la
población.

Mecanismo de calificación: Conjunto de procedimientos por los cuales se asigna una
calificación a cada elemento de la población. Usualmente es la función a optimizar.

Condiciones de Parada: Mecanismo que controla el número de operaciones que puede
ejecutar el algoritmo.

El pseudocódigo típico de un algoritmo de este tipo es muy similar al siguiente:
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Pseudocódigo 1: Pseudocódigo de un método evolutivo.
i n i c i a l i z a r pob l a c i ón
mientras ( no cond i c i ón de parada ) hacer

evo luc i ona r pob l a c i ón
c a l i f i c a r pob l a c i ón
reemplazar pob l a c i ón

f in

Estos mecanismos no son exclusivos de los algoritmos bioinspirados pues muchos de los
métodos considerados clásicos encajan en esta descripción.

De los mecanismos anteriores, usualmente, la condición de parada, la población y el
mecanismo de calificación vienen determinados por el problema a resolver, aunque no
siempre es así. Sin embargo, los mecanismos de evolución son característicos de cada
método. Teniendo en cuenta esto, detallamos los mecanismos de evolución de algunos
de los algoritmos bioinspirados (véase [ES03], [Koz92] y [OZ05] para una descripción
detallada de cada método):

Algoritmos de Escalada: A partir de una solución (o casi solución), se producen pe-
queñas modificaciones que sólo se aceptan si mejoran la calificación. En el caso de
que permitamos también movimientos que empeoren la calificación (asignando pro-
babilidades de aceptar uno u otro caso) el método se suele denominar Enfriamiento
Simulado. Véase [LA87] para una introducción a los algoritmos basados en esta
heurístico.

El pseudocódigo de este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:

Pseudocódigo 2: Pseudocódigo de un algoritmo de escalada.

generar pob l a c i ón i n i c i a l
c a l i f i c a r pob l a c i ón i n i c i a l
mientras ( no cond i c i ón de f i n a l i z a c i ón) hacer

desde i = 1 hasta tamaño de l a pob l a c i ón hacer
generar vec ino
c a l i f i c a r vec ino
s i vec ino t i e n e mejor c a l i f i c a c i ón que e l o r i g i n a l

añad i r a l a nueva pob l a c i ón
en otro caso
Op := va lo r a l e a t o r i o ent re 0 y 1
s i (Op < Probabilidad de Reemplazo)

añad i r a l a nueva pob l a c i ón
f in
s u s t i t u i r l a pob l a c i ón con l a nueva pob l a c i ón

f in

Algoritmos Evolutivos: Parten de una población completamente aleatoria a la cual se
le aplican Operadores Genéticos :

Operador de selección: Selecciona los individuos sobre los que se va a operar.

Operador de reproducción: Selecciona los individuos que sobreviven a una ope-
ración genética.
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Operador de cruce: Crea dos elementos nuevos combinando las características de
dos individuos preexistentes.

Operador de mutación: Crea un individuo modificando otro preexistente.

De este modo se produce una evolución, similar a la de las especies, en la que solo
los mejores calificados pasan a la siguiente generación.

Dentro de este apartado, cabe reseñar que cuando el objeto de evolución son estruc-
turas similares a programas informáticos se suele denominar programación genética.

El pseudocódigo este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:

Pseudocódigo 3: Pseudocódigo de un algoritmo genético.

generar pob l a c i ón i n i c i a l
c a l i f i c a r pob l a c i ón i n i c i a l
mientras ( no cond i c i ón de f i n a l i z a c i ón) hacer

desde i = 1 hasta tamaño de l a pob l a c i ón hacer
Op := va lo r a l e a t o r i o ent re 0 y 1
s i (Op < Probabilidad de cruce) entonces

s e l e c c i o n a r dos i nd iv i duo s
a p l i c a r operador de cruce

en otro caso
s i (Op < Probabilidad de cruce + Probabilidad de mutación)
entonces

s e l e c c i o n a r un ind iv iduo
ap l i c a r operador de mutaci ón

en otro caso
s e l e c c i o n a r un ind iv iduo
ap l i c a r r eproducc i ón

c a l i f i c a r a l o s nuevos i nd iv i duo s
e soge r i nd i v iduo s para l a nueva pob l a c i ón
añad i r a l a nueva pob l a c i ón

f in
s u s t i t u i r l a pob l a c i ón con l a nueva pob l a c i ón

f in

En la Capítulo 8.1 estudiaremos con mucho más detalle este heurístico.

Enjambres de Partículas: Teniendo en cuenta que cada elemento de la población es
una posición en el espacio de posibles estados, la idea es que cada partícula o elemento
se mueva por ese espacio de forma más o menos aleatoria. Las partículas podrán
tener memoria y podrán intercambiar información con el resto de partículas del
enjambre o población.

El concepto de memoria e información suele estar ligado al mecanismo de calificación
mientras que el movimiento (que depende de la memoria y la información de las
partículas vecinas) lo esta con el mecanismo de evolución. Véase [Pol08] para una
introducción a los algoritmos basados en esta heurístico.

El pseudocódigo este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:

xxxii



Pseudocódigo 4: Pseudocódigo de un algoritmo de enjambre de partículas.

generar pob l a c i ón i n i c i a l
c a l i f i c a r pob l a c i ón i n i c i a l
i n i c i a l i z a r p o s i c i o n e s con mejor c a l i f i c a c i ón encontrada

por cada ind iv iduo
i n i c i a l i z a r p o s i c i ón con mejor c a l i f i c a c i ón encontrada

por l a pob l a c i ón
mientras ( no cond i c i ón de f i n a l i z a c i ón) hacer

desde i = 1 hasta tamaño de l pob l a c i ón hacer
mover ind iv iduo
c a l i f i c a r nuevo ind iv iduo
s i c a l i f i c a c i ón nuevo ind iv iduo mejor que o r i g i n a l
entonces

añad i r a l a nueva pob l a c i ón
s i c a l i f i c a c i ón nuevo ind iv iduo mejor que
mejor c a l i f i c a c i ón encontrada por e l i nd iv iduo
entonces

a c t u a l i z a r mejor c a l i f i c a c i ón ind iv iduo
s i c a l i f i c a c i ón nuevo ind iv iduo mejor que
mejor c a l i f i c a c i ón pob l a c i ón
entonces

a c t u a l i z a r mejor c a l i f i c a c i ón pob l a c i ón
f in
s u s t i t u i r e l pob l a c i ón con e l nuevo pob l a c i ón

f in

La gran ventaja de todos estos métodos es su universalidad. Cualquier problema de
optimización que pueda ser finitamente parametrizado es susceptible de ser optimizado
mediante estas técnicas. La única condición es que se pueda dar una función de calificación
que efectivamente recoja la función que se pretende optimizar. Este hecho los hace muy
apropiados para gran número de dominios como se puede ver en [Wik10].

Aunque estemos tratando con técnicas de tipo heurísticos, al menos en el caso de los
algoritmos evolutivos y la programación genética, existe cierta fundamentación teórica.
Antes de enunciarla necesitamos una definición.

Definición 0.0.37 (Esquema). Sea x := (x1, . . . , xn) la parametrización de un individuo
de una población en un algoritmo evolutivo donde para todo i, xi es un elemento del
conjunto de parámetros P.

Llamaremos esquema a toda lista de caracteres sobre el conjunto de parámetros exten-
dido P ∪ {∗} donde el carácter ∗ denota el carácter comodín. Es decir, un esquema e es
una lista de caracteres e := (ε1, . . . , εn) con εi ∈ P ∪ {∗} para todo i, 1 ≤ i ≤ n.

Nota 0.0.38. Nótese que un esquema es la anti-imagen de una proyección y por lo tanto
representa a un conjunto de individuos.

Teorema 0.0.39 (Teorema de los Esquemas de Holland [Hol92]). Bajo la acción de los
operadores genéticos usuales los esquemas más simples, pero con mejor calificación media,
tienden a reproducirse rápidamente.
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Nota 0.0.40. Nótese que este teorema es un resultado asintótico que garantiza la con-
vergencia hacia un extremo local, lo cual no es generalmente el resultado deseado. Este
fenómeno es conocido como convergencia prematura y es uno de los principales proble-
mas de los algoritmos evolutivos y la programación genética. Para mitigar este problema se
suelen proporcionar mecanismos adicionales que garanticen la diversidad de la población.

Ahora bien, dicha fundamentación también nos trae un resultado sorprendente.

Teorema 0.0.41 (No Free Launch Theorem [WM97]). Sean a y b dos algoritmos cuales-
quiera de optimización y F el espacio de funciones sobre los que operan dichos algoritmos.
Entonces para toda función a optimizar fa existe otra fb tal que el rendimiento del algo-
ritmo a en fa es igual al rendimiento de b en fb.

En otras palabras, todas las estrategias de tipo heurístico tienen el mismo rendimiento
cuando se hace el estudio en media sobre el espacio de todos los posibles problemas. Esto
no es equivalente a decir que todos los métodos funcionan igual para cualquier problema.
Lo que afirma es que no existe un método de tipo heurístico cuyo comportamiento en
promedio sobre todas las funciones sea mejor que otro. Es por esto que, ante un problema
en particular, se requiera un estudio exhaustivo con el fin de averiguar con que método
se obtienen los mejores resultados.

El problema de regresión simbólica

Como ya se ha mencionado en el Teorema 0.0.41 en general no existe un método
superior al resto, pero esto no excluye que para problemas particulares unos métodos
sean más indicados que otros. Esto justifica realizar algunas pruebas comparativas entre
distintos métodos. Para ellos consideramos el problema de la regresión simbólica:

Definición 0.0.42. Supongamos que se han obtenido N observaciones de un fenómeno
cualquiera que pueda ser representado como una aplicación f de Rn en Rm. Se pide
encontrar una aplicación g, dentro de un espacio de búsqueda F , que mejor aproxime la
aplicación f .

Nota 0.0.43. Generalmente estos problemas se encuadran dentro de la Teoría del Apren-
dizaje. En este contexto usualmente se denota por f al concepto a aprender, denotaremos
por F al espacio de búsqueda o de modelos y finalmente denotaremos por g al regresor.
Usaremos esta nomenclatura a partir de ahora.

En la Figura 2 podemos ver un ejemplo. La Subfigura (a) representa el concepto f .
A partir de dicho concepto, de algún modo, obtenemos una muestra xi, 0 ≤ i ≤ 5 que
podemos observar en la Subfigura (b). Sobre dicha muestra aplicamos el procedimiento de
aprendizaje y obtenemos un regresor g que la aproxima siguiendo un modelo que hemos
prefijado. En el caso que el procedimiento haya sido exitoso, diremos que el regresor ha
aprendido el concepto original.

En este caso, el procedimiento no ha sido completamente exitoso pero, como podemos
observar en la Subfigura (c), el regresor g se aproxima al concepto f .
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Figura 2: Ejemplo de problema de regresión simbólica.

(a) Concepto

f

(b) Muestra

x0

x1
x2

x3
x4

x5

(c) Regresor

x0

x1
x2

x3
x4

x5
g

Hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

• Las observaciones de que se disponen pueden contener errores.

• El espacio de búsqueda deberá ser finitamente parametrizado.

En el caso que el espacio de búsqueda o modelo sea un espacio vectorial normado los
métodos de interpolación y/o mínimos cuadrados son óptimos, pues dan la mejor solución
y su coste es muy pequeño. Sin embargo, en multitud de ocasiones el modelo puede no ser
un espacio vectorial. En estos casos se puede intentar resolver el problema transformándolo
en uno de optimización no lineal. Desgraciadamente ya hemos mencionado que las técnicas
para resolver dichos problemas distan de ser eficaces. De todas formas el problema, en
general, es mucho más complicado pues se desconoce el modelo por completo. Es aquí
donde intervienen los algoritmos bioinspirados.

Es bien conocido que el mejor algoritmo bioinspirado que se dispone para enfrentarse
a este problema es la programación genética (véase por ejemplo [Koz92]). Recordamos
que para poder usar este método debemos presentar: una población, un mecanismo de
evolución, un mecanismo de calificación y una condición de parada.

El mecanismo de calificación es extremadamente simple en esta problema. Simplemente
basta calcular el error cuadrático medio (MSE) (véase la Sección 8.2 para más detalles) y
en el caso que nuestra muestra contenga ruido, penalizarlo de acuerdo a ciertos parámetros.
Igualmente sencilla es la condición de parada.

Parar cuando alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

• El MSE sea inferior a un cierto valor aceptable.

• El número de operaciones supere un cierto límite.

Veamos ahora la población y los mecanismos de evolución.

Estructura de datos usada para la población

Nuestro objetivo es encontrar una aplicación dentro de un espacio de búsqueda fini-
tamente parametrizado. Clásicamente la estructura de datos usada para realizar dicha
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parametrización son los árboles. Para ello se fija un conjunto de funciones F y un con-
junto de terminales T . Un nodo del árbol estaría compuesto por una función y tantos
subárboles distintos como la aridad de la función. Nótese que también consideramos al
conjunto de terminales como subárboles. Un ejemplo de la función f = x + x2 + x3 + x4

se puede observar en la Figura 3 en forma gráfica y codificada. Nótese que la codificación
usada no es la usual para esta estructura de datos.

Figura 3: Representación de f como árbol.

f ≡



u1 := x ∗ x
u2 := x ∗ x
u3 := u1 ∗ u2

u4 := x ∗ x
u5 := u4 ∗ x
u6 := x ∗ x
u7 := u6 + x
u8 := u5 + u3

u9 := u8 ∗ u7

x

∗

x

∗

x

∗

x

+

x

∗

x

∗

x

+f ≡

x

∗

x

+

x

Los árboles presentan las siguientes características:

• Son muy fáciles de implementar.

• Son muy fáciles de evaluar y además son paralelizables.

• Si el fenómeno observado es una aplicación (es decir, m ≥ 2) es necesario usar un
bosque de árboles.

• Si la función es muy compleja, el número de nodos del árbol crece muy rápidamente.

Mecanismos de evolución

Como hemos visto anteriormente es necesario generar una población inicial de forma
aleatoria. En el caso de los árboles hay muchas formas de hacerlo. En esta memoria
usaremos una variante a la forma vectorial clásica que presenta algunas ventajas. En
[AB00] se puede ver otra forma, alternativa de codificarlos y de generarlos.

Sea F = {f1, . . . , fn} un conjunto de funciones tales que fi tiene aridad ai para todo
1 ≤ i ≤ n con A denotando el máximo de dichas aridades. Sea también T = {t1, . . . , tm}
un conjunto de terminales. Supongamos que queremos generar un árbol de L nodos. Nótese
que mediante la forma vectorial clásica, en general, solo se puede poner una cota superior
a la profundidad, no al número de nodos. El proceso para generar cada árbol será:

Comenzamos seleccionando una función fj1 ∈ F aleatoriamente para la raíz, o sea
para la posición 1 en el vector. Para cada argumento i ∈ {1, . . . aj1} de esta función fj1
escogemos aleatoriamente un elemento αi del conjunto T ∪{u2 . . . , uL}. En el caso que αi
pertenezca al conjunto de terminales introducimos ese elemento como hijo. En otro caso
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tomaremos como hijo el elemento de posición i+ 1 siempre que i+ 1 ≤ L. En este último
caso tomaríamos un elemento del conjunto de terminales de forma aleatoria.

En general, para generar el elemento en la posición k, 2 ≤ k ≤ L tomamos aleato-
riamente una función fjk ∈ F y para cada argumento i ∈ {1, . . . ajk} de esta función fjk
escogemos aleatoriamente un elemento αi del conjunto T ∪ {uj+1 . . . , uL}. Como hemos
hecho previamente, si αi pertenece al conjunto de terminales introducimos ese elemento
como hijo. En otro caso tomaremos como hijo el elemento de posición A(j − 1) + i + 1
siempre y cuando A(j− 1) + i+ 1 ≤ L. En este último caso, como hicimos anteriormente,
tomaríamos un elemento del conjunto de terminales de forma aleatoria.

Nótese que los árboles generados de esta forma pueden contener nodos que nunca
serán computados. De esta forma conseguimos que la longitud de todos los árboles de
la población sea uniforme. En la Sección 8.1 comentaremos más en detalle este aspecto.
Nótese que este tipo de homogeneidad no es posible con poblaciones de árboles siguiendo
las estructuras clásicas.

Además de poder generar una población es necesario definir los operadores genéticos.
Como norma general, los operadores de selección y reproducción no dependen de la es-
tructura de datos usada. En la Sección 8.2.3 entraremos más en detalle sobre ellos. Sin
embargo, los operadores de cruce y mutación si que dependen fuertemente de la estructura
de datos usada. Pasamos a detallar los más usados.

Operador de mutación árbol: Se escoge un nodo al alzar y se modifica la función
asociado a dicho nodo.

Operador de cruce árbol: Se escoge un nodo de cada uno de los elementos a cruzar y
se intercambian las subexpresiones que definen cada uno de los nodos. En la Figura 4
se puede ver un ejemplo de este operador.

Nuestra principal contribución al respecto se encuentra en el Capítulo 8.1 (véase tam-
bién [AMPB09]) donde introduciremos de forma novedosa la estructura de datos slp′s,
vista anteriormente, en este contexto y que representa una gran mejora respecto de los ár-
boles. Además desarrollamos los mecanismos evolutivos adaptados a dicha estructura de
datos y presentamos un estudio empírico entre ambas estructuras de datos de las que se
concluye que los slp′s tiene un rendimiento superior a los árboles para resolver instancias
del problema de regresión simbólica.

La elección del modelo

Ya hemos visto que la programación genética se aplica cuando se desconoce por com-
pleto el modelo. En general, el Álgebra Lineal nos provee de un modelo trivial: el polinomio
interpolador. Sin embargo es bien sabido que en casi ningún caso es el modelo adecua-
do pues Runge mostró en [Run01] que la diferencia entre el polinomio interpolador y el
concepto es muy grande lejos de los puntos de interpolación, sobre todo cuando el grado
del polinomio es alto. Para mitigar este problema se han desarrollado múltiples técni-
cas que intentan disminuir el grado de polinomio. Entre ellas podemos enunciar mínimos
cuadrados e interpolación vía splines.
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En general, este es un fenómeno conocido desde el siglo xiv como navaja de Ockham:
«Siempre se debe preferir un modelo simple a uno complejo». En nuestro problema no es
muy complicado ver que el grado del polinomio interpolador es una buena medida de la
complejidad del modelo.

Ahora bien, los conceptos a aprender pueden llegar a ser realmente complejos sin nece-
sidad de buscar ejemplos «patológicos». Luego es necesario un balance entre la complejidad
del modelo y lo bien que aproxima el concepto.

Entre los métodos propuestos para resolver este problema se encuentran los métodos
basados en propiedades estadísticas de los modelos. Entre ellos cabe destacar el criterio de
información de Akaike (AIC) y el criterio de información Bayesiano (BIC) (véase [Aka74]
y [Sch78]). Por otro lado, otra forma de afrontar el problema es a partir de la capacidad
de clasificación que presenta el modelo que en este contexto se denomina dimensión de
Vapnik-Chervonenkis (VCD). Este enfoque fue desarrollado por Vapnik y Chervonenkis
en sus trabajos [VC74, Vap98, VC71].

Nuestra principal contribución al respecto se encuentra en el Capítulo 9 (véase también
[MABC09]) en el que calculamos la dimensión de Vapnik-Chervonenkis (VCD) de los slp′s
(Teorema 9.0.1) y usamos dicho valor para crear un mecanismo de selección del modelo
adecuado (véase [BAM10]) basado en los principios de minimización del riesgo estructural
(SRM). Además realizamos un estudio empírico en el que demostramos que esta forma de
seleccionar los modelos muestra un comportamiento superior a los basados en propiedades
estadísticas.

Optimización de las constantes del modelo modelo

Una vez obtenido el modelo f es posible que sea necesario ajustar ciertas constantes.
Tradicionalmente el proceso para ajustar las constantes del modelo se basa en encontrar
un estimador de máxima verosimilitud para el parámetro en concreto. Sin embargo esta
aproximación puede llegar a ser muy complicada. Por otro lado, este problema se puede
considerar como otro problema de optimización.

Problema 0.0.44. Dada una muestra, encontrar el vector de constantes c pertenecientes
al conjunto C tal que minimice el error del modelo sobre la muestra (xi, yi), 1 ≤ i ≤ m.
Es decir, buscar las constantes c tales que:

mı́n
c∈C

m∑
i=1

‖fc(xi)− yi‖ ,

donde fc denota el modelo resultante de sustituir el valor numérico de las constantes c en
el modelo f .

Como ya hemos visto podemos afrontar este problema desde un frente clásico usando,
por ejemplo, técnicas de descenso de gradiente o bien con una estrategia evolutiva. En
el Capítulo 10 (véase también [AMB09] y [BAdlP+10]) presentamos diversos algoritmos
co-evolutivos para afrontar dicho problema. La idea es ir ajustando las constantes a la
vez que vamos construyendo el modelo. También presentamos un estudio empírico en el
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que comparamos los distintos métodos en el que no encontramos diferencias significativas
entre los distintos métodos propuestos.

Una solución bioinspirada al problema xvii de Smale

Para finalizar con esta introducción comentaremos la mayor contribución de esta me-
moria: una serie de algoritmos evolutivos que resuelven, en la práctica, el problema xvii
de Smale en el caso real. Estos algoritmos se basan en la búsqueda de ceros aproxima-
dos directamente. Como hemos visto anteriormente, para que un punto x0 sea un cero
aproximado de un sistema de ecuaciones f es necesario que α(f, x0) < α0 (véase el Teore-
ma 0.0.8). Por lo tanto, el problema xvii de Smale quedaría redactado, en este contexto,
de la siguiente manera:

Problema 0.0.45 (xvii de Smale, caso α∗). Sea f ∈ P(HR
(d)) un sistema de ecuaciones

polinomiales multivariado, encontrar un punto x0 tal que α(f, x0) < α0.

Sin embargo, calcular α mediante su definición es una operación muy costosa desde
un punto de vista computacional (véase la discución al respecto en el Capítulo 12). Es
por ello que introducimos la siguiente magnitud:

Definición 0.0.46 (α∗). Usando la notación anterior. Definimos α∗(f, x) como el si-
guiente producto:

α∗(f, x) := β(f, x)µnorm(f, x) =
D3/2

2

∥∥Dx(f)−1f(x)
∥∥ ∥∥‖x‖Dx(f)−1∆((d)1/2)

∥∥ ,
donde β(f, x) fue definida en la Definición 0.0.5 y µnorm(f, x) representa el condiciona-
miento normalizado.

A partir de dicha definición obtenemos un test probabilístico para la propiedad «ser
cero aproximado» que se basa en el siguiente teorema:

Teorema 0.0.47 (Test cero aproximado). Usando la notación anterior. Sea ε un número
real tal que 0 < ε ≤ 1

2
, f ∈ PR

(d) un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas y
x0 ∈ Rn un punto afín con norma acotada por

‖x0‖ ≤
Γ(1/4)2D

ε2
.

Bajo estas hipótesis, x0 es un cero aproximado de f con probabilidad mayor que 1− ε, si
y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. α∗(f, x0) ≤ α0.

2. α∗(f, xk) ≤ α0 donde xk denota una iteración de Newton con

k ∈ O
(

log log

(
(Dn)3/2N1/4D5/4

ε5/2

))
,

donde D denota el máximo de la lista de grados (d), N denota la dimensión como
espacio vectorial de PR

(d), D denota el número de Bézout y α0 es la constante definida
en el Teorema 0.0.8.
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El número de operaciones necesario para aplicar dicho test está acotado polinomial-
mente por lo que podemos construir varios algoritmos evolutivos que encuentran uno o
varios ceros aproximados. La idea es minimizar la función α∗(f, x) con la esperanza de
encontrar un cero aproximado, es decir, un punto x tal que:

α∗(f, x) < α0.

De esta manera, tendremos que fomentar la exploraración de las zonas donde el valor de
α∗(f, x) sea bajo, pero sin descuidar otras zonas. Para esta tarea, los algoritmos evolutivos
se han demostrado estar muy capacitados.

En el Capítulo 12 propondremos varios algoritmos evolutivos siguiendo las siguientes
estrategias:

• Algoritmo evolutivo genético.

• Evolución diferencial.

• Enfriamiento simulado.

• Enjambre de partículas.

Además, en la Sección 12.4, presentaremos resultados empíricos que demuestran que
estos algoritmos son capaces de encontrar ceros aproximados de sistemas de 10 incognitas
con relativa facilidad.
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Figura 4: Árboles hijos mediante el cruce de arboles
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Parte I

La construcción de un algoritmo
numérico de deformación homotópica

1





Capítulo 1

Notaciones generales

Young man, in mathematics you don’t understand things. You just get used to them1.
Atribuido a John von Neumann [Zuk84, pág 208]

Dedicaremos las siguientes páginas a enunciar las propiedades básicas, con sus refe-
rencias, que usaremos a lo largo del manuscrito. Así pues:

Sean n, d ∈ N dos números naturales. Denotamos por PR
d al espacio vectorial de todos

los polinomios f ∈ R[X1, . . . , Xn] con coeficientes en los números reales y grado menor
que d, es decir deg(f) ≤ d. Así mismo, denotamos por HR

d al espacio vectorial de todos
los polinomios homogéneos g ∈ R[X0, . . . , Xn] con coeficientes en los números reales y
de grado d. Para todo número m ∈ N con m ≤ n y para toda lista de grados (d) :=
(d1, . . . , dm) ∈ Nm, denotamos por PR

(d) al espacio vectorial de los sistemas de ecuaciones
polinomiales multivariadas de grados menor que (d) y coeficientes en los números reales.
Es decir,

PR
(d) := PR

d1
× . . .× PR

dm .

Igualmente, denotaremos por HR
(d) al espacio vectorial de los sistema de ecuaciones

polinomiales homogéneas multivariadas de grados (d) y coeficientes en los números reales.
Es decir,

HR
(d) := HR

d1
× . . .× HR

dm .

Nótese que tanto PR
(d) como HR

(d) son dos espacios vectoriales de la misma dimensión (de
hecho son isomorfos):

N := m+
m∑
i=1

(
di + n

n

)
.

Para toda lista f := (f1, . . . , fm) ∈ PR
(d) de polinomios denotamos por VA(f) ⊆ Rn a

la variedad algebraica afín de los ceros comunes de f en Rn. Es decir:

VA(f) := {x ∈ Rn : fi(x) = 0 ∀i, 1 ≤ i ≤ m}.

1Joven, en matemáticas uno no entiende cosas. Simplemente te acostumbras a ellas.
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1. Notaciones generales

Así mismo para toda lista f := (f1, . . . , fm) ∈ HR
(d) de polinomios homogéneos, denotare-

mos por VP(f) ⊆ Pn (R) a la variedad algebraica proyectiva de los ceros comunes de f en
Pn (R), donde Pn (R) denota el espacio proyectivo real de dimensión n. Es decir:

VP(f) := {x ∈ Pn (R) : fi(x) = 0 ∀i, 1 ≤ i ≤ m}.

Así mismo denotaremos por ϕi : Rn −→ Pn (R) a la aplicación afín dada por:

ϕi(x1, . . . , xi, . . . , xn) := (x0 : x1 : . . . : 1 : . . . : xn), ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

donde (x0 : x1 : . . . : xn) denota coordenadas homogéneas. Nótese que:

VA(f) := ϕ−1
0 (VP(f)).

Definimos ahora:

• La variedad de incidencia real

V R ⊆ P(HR
(d))× Pn (R) ,

como la variedad multi-homogénea dada por la siguiente identidad:

V R := {(f, x) ∈ P(HR
(d))× Pn (R) : f(x) = 0}.

• La variedad de incidencia mixta

V R,C ⊆ P(HR
(d))× Pn (C) ,

como la variedad multi-homogénea dada por la siguiente identidad:

V R,C := {(f, x) ∈ P(HR
(d))× Pn (C) : f(x) = 0}.

1.1 Normas

Pasamos ahora a introducir el producto escalar de Bombieri (usado también por Weyl,
Kostlan y otros) en HR

(d). Existe una amplia bibliografía sobre este producto escalar.
Podemos citar, entre otros, [BBEM90], [Kos93], [Ded96], [Dég01], [MR04] o [BCSS98].

Siguiendo el convenio anterior, sea d ∈ N un número natural y sea HR
d ⊆ R[X0, . . . , Xn]

el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos de grado d con coeficientes en
los números reales. La base monomial en HR

d se suele identificar con el conjunto de multi-
indices:

Nn+1
d := {µ = (µ0, µ1, . . . , µn) ∈ Nn+1 : |µ| = µ0 + · · ·+ µn = d}.

Como tradicionalmente se realiza en Álgebra Conmutativa Computacional, podemos es-
coger un orden monomial ≤d en Nn+1

d (para más información consultar [CLO97], [BW93]
o [GPW03] que contienen una introducción a los órdenes monomiales, a las bases de Gröb-
ner y al Álgebra Computacional Conmutativa). Este orden monomial en Nn+1

d nos permite
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ver los elementos de HR
d como vectores dados por sus coordenadas (respecto del orden mo-

nomial). A esta forma de codificar un polinomio se la suele denominar codificación densa
en la literatura clásica de Geometría Algebraica Efectiva.

Para cada µ ∈ Nn+1
d , definimos el coeficiente multinomial como:(

d

µ

)
:=

d!

µ0! · · ·µn!
.

Denotaremos por ∆d ∈ MNd(R), donde Nd :=
(
d+n
n

)
, a la matriz diagonal asociada a HR

d

cuya entrada µ-ésima (con respecto al orden monomial ≤d) en la diagonal es
(
d
µ

)−1/2
. Es

decir, ∆d es la matriz diagonal:

∆d :=
⊕

µ∈Nn+1
d

(
d

µ

)−1/2

.

Sea 〈·, ·〉d : HR
d × HR

d −→ R el producto escalar euclídeo en el espacio HR
d y sea

(d) := (d1, . . . , dm) ∈ Nm una lista de números naturales (que usualmente llamaremos
lista de grados). Podemos extender de forma natural este producto escalar a HR

(d) usando
la siguiente identidad:

〈f, g〉 :=
m∑
i=1

〈fi, gi〉di ∈ R,

donde f = (f1, . . . , fm), g = (g1, . . . , gm) ∈ HR
(d). Luego, denotamos por 〈·, ·〉∆ al producto

escalar de Bombieri en HR
(d) definido por las respectivas matrices ∆di . Es decir:

〈f, g〉∆ :=
m∑
i=1

〈∆difi,∆digi〉di =
m∑
i=1

〈fi, gi〉∆di

donde f := (f1, . . . , fm), g := (g1, . . . , gm) ∈ HR
(d).

Así mismo, denotaremos por ‖·‖∆ a la norma definida en HR
(d) por el producto escalar

de Bombieri 〈·, ·〉∆ y finalmente, llamaremos matriz de Kostlan a la siguiente matriz ∆:

∆ :=
m⊕
i=1

∆di ∈MN(R).

Denotaremos por O(k,R) ⊆ Mk(R) al grupo ortogonal. A lo largo de esta memoria
usaremos la siguiente acción del grupo O(n+ 1,R) sobre HR

(d):

O(n+ 1,R)×HR
(d) −→ HR

(d)

(U, f) 7→ f ◦ U,

donde ◦ denota la composición. Esta acción se extiende de forma natural al espacio proyec-
tivo de sistemas homogéneos P(HR

(d)). Entonces podemos asegurar el siguiente resultado
(cf. [BCSS98]):
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1. Notaciones generales

Proposición 1.1.1 (Invarianza Ortogonal). La aplicación bilineal 〈·, ·〉∆ es invariante
respecto a la acción del grupo ortogonal. Esto es, sea f, g ∈ HR

(d) y U ∈ O(n+ 1,R)
entonces:

〈f ◦ U, g ◦ U〉∆ = 〈f, g〉∆.

El producto escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆ induce una estructura de variedad de Riemann
en el espacio proyectivo de sistemas homogéneos P(HR

(d)). Para cada punto f ∈ P(HR
(d))

denotamos por f⊥ el complemento ortogonal respecto a este producto escalar. Nótese que
el espacio tangente TfP(HR

(d)) se puede identificar con el complemento ortogonal f⊥ con
respecto al producto escalar heredado de P(HR

(d)). Asimismo, la carta afín en f ∈ P(HR
(d))

es la aplicación:
ϕf̃ : f⊥ −→ P(HR

(d)) \ f⊥,
g 7→ f̃ + g,

donde f̃ , g̃ ∈ HR
(d) son representantes de f y g de norma 1. Además, la aplicación tangente

T0ϕf : f⊥ −→ TfP(HR
(d)) es una isometría.

Ahora bien, asumimos que el espacio proyectivo Pn (R) está dotado de la estructura de
variedad de Riemann canónica. A lo largo de esta memoria usaremos la siguiente acción
del del grupo ortogonal O(n,R) sobre Rn:

O(n,R)× Rn −→ Rn

(U, x) 7→ U−1x,

Esta acción se extiende de forma natural a Pn (R). Trivialmente se tiene entonces:

Proposición 1.1.2 (Invarianza Ortogonal). La aplicación bilineal 〈·, ·〉2 es invariante
respecto a la acción del grupo ortogonal. Esto es, sea x, y ∈ Pn (R) y U ∈ O(n+ 1,R)
entonces:

〈U−1x, U−1y〉2 = 〈x, y〉2.

Para cada punto x ∈ Pn (R) denotamos por x⊥ el complemento ortogonal respecto
a este producto escalar. Nótese que el espacio tangente TxPn (R) se puede identificar
con el complemento ortogonal x⊥ con respecto al producto escalar heredado de Pn (R).
Asimismo, la carta afín en x ∈ Pn (R) es la aplicación:

ϕx̃ : x⊥ −→ Pn (R) \ x⊥,
y 7→ x̃+ y

donde x̃, ỹ ∈ Rn son representantes de x y y de norma 1. Además, la aplicación tangente
T0ϕx : x⊥ −→ TxPn (R) es una isometría.

Dado un par (f, x) ∈ P(HR
(d))×Pn (R), denotamos por Txf := (dxf)|x⊥ a la restricción

de la aplicación tangente dxf al espacio tangente x⊥, donde el par (f, x) es cualquier
representación afín tal que ‖f‖∆ = ‖x‖2 = 1. De vez en cuando identificaremos Txf y la
matriz Jacobiana en cualquier base ortogonal de x⊥. En el caso de que x = e0 := (1 : 0 :
. . . : 0), identificaremos:

Te0f ≡


∂f1

∂x1
(e0) . . . ∂f1

∂xn
(e0)

...
...

∂fm

∂x1
(e0) . . . ∂fm

∂xn
(e0)

 ,
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para cualquier representación de f ∈ HR
(d) con ‖f‖∆ = 1.

1.2 La variedad de incidencia, la variedad singular y el
triángulo de proyecciones

Previamente hemos definido la variedad de incidencia real V R ⊆ P(HR
(d))×Pn (R) como

la variedad multi-homogénea dada por la siguiente igualdad

V R := {(f, x) ∈ P(HR
(d))× Pn (R) : f(x) = 0}.

A partir de las dos isometría definidas en la Subsección 1.1 queda definida una acción del
grupo ortogonal O(n+ 1,R) sobre V R tal que para cada U ∈ O(n+ 1,R) la siguiente es
una isometría en V R:

V R −→ V R,
(f, ζ) 7→ (f ◦ U,U−1ζ)

Sean π1 y π2 las proyecciones canónicas desde P(HR
(d))×Pn (R) a P(HR

(d)) y Pn (R) respec-
tivamente. Abusando de la notación, denotaremos por π1 y π2 a sus restricciones sobre
V R obteniendo el siguiente triángulo de proyecciones :

V R

π1

{{

π2

##

P(HR
(d)) Pn (R) .

Se tiene entonce que:

Proposición 1.2.1. La proyección π2 es una submersión para todo punto (f, ζ) ∈ V R.
Es decir, el conjunto de puntos singulares y valores críticos de π2 es vacío. Además, las
fibras de π2 en cualquier punto forman una subvariedad lineal dada por la identidad:

V R
x := π−1

2 (x) ∼= {f ∈ P(HR
(d)) : f(x) = 0}.

Es más, como la codimensión de V R
x en P(HR

(d)) es m, tenemos que su dimensión es

dim(V R
x ) = N −m.

Por último, para cualquier matriz ortogonal U ∈ O(n+ 1,R), dados x, y ∈ Pn (R) tales
que Ux = y, se tiene que la siguiente expresión:

V R
x −→ V R

y

f −→ f ◦ U−1,

es una isometría entre las fibras V R
x y V R

y .
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1. Notaciones generales

La aplicación π1 por lo general no es suprayectiva. Llamaremos sistemas factibles a la
imagen de π1 y lo denotaremos por

R(d) := π1(V ) ⊆ P(HR
(d)).

La siguiente proposición es consecuencia inmediata de diversos resultados de Teoría de la
Eliminación referidos a los los números reales.

Proposición 1.2.2. El conjunto P(HR
(d)) \ R(d) tiene medida nula si y sólo si todos los

grados d1, . . . , dm son números impares.

Denotaremos por Σ
′R ⊆ V al conjunto de los puntos singulares de la proyección π1 y

por ΣR para el conjunto de los valores críticos de π1 que pertenezcan a R(d). Llamaremos
a este último conjunto variedad discriminante.

La siguiente igualdad caracteriza los puntos regulares de π1 en V R:

V \ Σ
′R = {(f, x) ∈ V : Txf tiene rango m}.

Estudiamos ahora en profundidad este conjunto.

Proposición 1.2.3. Usando la notación anterior:

• π1 : V R \ Σ
′R −→ P(HR

(d)) \ ΣR es una submersión en todo punto (f, x) ∈ V R \ Σ
′R.

• Las dimensiones de Σ
′R y ΣR sobre los números reales son:

dim(Σ
′R) ≤ N + n−m− 1

dim(ΣR) = N − 1.

• Si m < n el conjunto abierto P(HR
(d)) \ ΣR tiene una única componente conexa.

• Para todo f ∈ R(d) \ ΣR la fibra π−1
1 (f) es una variedad algebraica proyectiva de

dimensión n−m.

Consideramos ahora la siguiente aplicación continua que surge de la acción del grupo
ortogonal O(n+ 1,R) sobre V R tal que para cada U ∈ O(n+ 1,R) la siguiente aplicación
es una isometría en V R:

Φ : O(n+ 1,R)× V R −→ V R

(U, (f, x)) 7→ (f ◦ U,U−1x),
(1.1)

Lema 1.2.4. Usando la notación anterior. La aplicación continua Φ cumple:

• Φ es sobre.

• Para toda U ∈ O(n+ 1,R), sea y = Ux entonces Φ define un isometría entre V R
x y

V R
y . Es decir, la siguiente aplicación es una isometría entre espacios euclídeos:

U : V R
x −→ V R

y

(f, x) 7→ (f ◦ U,U−1x)
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Nota 1.2.5. El resultado anterior sigue siendo válido si restringimos la acción al grupo
ortogonal especial SO(m,R).

A partir del resultado anterior se deduce inmediatamente:

Corolario 1.2.6. Usando la notación anterior.

SO(m,R))× Φ((V R
e0
\ Σ

′R) = V R \ Σ
′R.

1.3 Algunas fórmulas integrales

En esta subsección introduciremos algunos resultados relevantes de Geometría Inte-
gral que usaremos a lo largo del documento. Para cada variedad de Riemann M de grado
d y para cualquier conjunto medible A ⊆ M denotaremos por νd[A] su medida de Haus-
dorff de dimensión d. Como ya hemos comentado anteriormente, denotaremos por Pk (R)
al espacio proyectivo real de dimensión k y usaremos la notación dνPk para la forma de vo-
lumen canónica asociada como variedad de Riemann. Para cada subconjunto A ⊆ Pk (R),
denotaremos su volumen, como subconjunto de dimensión k, por νk[A]. Finalmente, de-
notaremos como ϑk al volumen de Pk (R). Es decir:

ϑk := νk[Pk (R)] =
π
k
2

Γ
(
k
2

) .
Sea t > 0 un número real positivo. Denotaremos por Stk (R) ⊆ Rk+1 a la esfera de

radio t y centrada en 0. Nótese que el volumen de Stk (R) como subvariedad de Riemann
de Rk+1 es

νk[Stk (R)] := 2tk
π
k
2

Γ
(
k
2

) = 2tkϑk.

Finalmente, denotaremos por Sk (R) a la esfera de radio t = 1.
Como en [SS93b] (cf. también [BCSS98]), consideraremos la estructura de variedad de

Riemann en P(HR
(d)) inducida por el producto escalar euclídeo 〈·, ·〉. Denotaremos por dν∆

la forma de volumen de P(HR
(d)) asociada a esta estructura Riemannian.

Como P(HR
(d)) tiene volumen finito, podemos definir una distribución de probabilidad

en P(HR
(d)). Para toda función integrable f : Pn (R) −→ R definiremos su esperanza E∆ [f ]

como:
E∆ [f ] :=

1

ϑN

∫
P(HR

(d)
)

fdν∆.

Nótese que ϑN = ν∆[P(HR
(d))]. Para cada subconjunto medible A ⊆ P(HR

(d)), defini-
mos la probabilidad del subconjunto como la esperanza de su función característica
χA : P(HR

(d)) −→ {0, 1}. Es decir:

Prob∆ [A] :=
ν∆[A]

ϑN
=

1

ϑN

∫
P(HR

(d)
)

χAdν∆.
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1. Notaciones generales

Para todo subconjunto A de P(HR
(d)) denotaremos por Ã ⊆ HR

(d) al cono asociado a A.
Es decir:

Ã := π−1(A) ∪ {0},
donde π : HR

(d) \ {0} −→ P(HR
(d)) es la proyección canónica sobre el espacio proyectivo.

Como se puede ver en la Proposición 1 del Capítulo 11 de [BCSS98], la distribución de
probabilidad definida por dν∆ sobre P(HR

(d)) coincide con la distribución normal en HR
(d)

respecto a la norma ‖·‖∆. Es decir, para cada subconjunto medible A ⊂ P(HR
(d)) se tiene

que:

Prob∆ [A] =
1

(2π)N/2

∫
HR

(d)

χÃe
−‖f‖2∆

2 dHR
(d)

donde Ã ⊆ HR
(d) es el cono sobre A y χÃ : HR

(d) −→ {0, 1} es la función característica de
Ã.

A lo largo de este manuscrito haremos un uso de forma continuada de la fórmula de
la coárea. La versión más general se debe a Federer (cf. [Fed69]) aunque algunas otras
se pueden consultar en [How93]. Para nuestros propósitos nos podemos conformar con la
versión smooth que se enuncia en [SS93b] (ver también [BCSS98]). Antes de enunciar el
resultados necesitamos algunas definiciones previas:

Definición 1.3.1 (Jacobiano normal). Sean X e Y dos variedades Riemanninas y sea
F : X −→ Y una aplicación suprayectiva y C1. Sea k := dim(Y ) la dimensión real de Y .
Para todo punto regular x ∈ X (i.e. F es una submersión en x), sea vx1 , . . . , vxk una base
ortonormal del subespacio vectorial ker(dxF )⊥. Definimos el jacobiano normal de F en x,
NJxF , como el volumen en TF (x)Y del paralelepípedo que resulta de expandir los vectores
dxF (vx1 ), . . . , dxF (vxk). En el caso de que dxF no sea suprayectiva, tomaremos NJxF := 0.

A partir de esta definición, los siguiente resultado se siguen de forma natural:

Proposición 1.3.2. Sean X e Y dos variedades Riemanninas, F : X −→ Y una aplica-
ción C1 y x1, x2 ∈ X dos puntos. Asumiendo que existan dos isometrías, ϕX : X −→ X
y ϕY : Y −→ Y tales que

ϕX(x1) = x2 y F ◦ ϕX = ϕY ◦ F.

Entonces,
NJx1F = NJx2F.

Es más, si G : Y −→ X el la función inversa de F , entonces:

NJxF =
1

NJF (x)G
.

Teorema 1.3.3 (Fórmula de la coárea). Sean X e Y dos variedades Riemanninas de
dimensiones k1 ≥ k2 respectivamente y sea F : X −→ Y una aplicación C∞. Asumiendo
que F sea una submersión en casi todo punto de X y que ψ : X −→ R sea una función
integrable entonces se cumple:∫

X

ψdX =

∫
y∈Y

∫
x∈F−1(y)

ψ(x)
1

NJxF
dF−1(y)dY,

10



donde NJxF denota el jacobiano normal de F en x.

El siguiente teorema es una adaptación al caso real de una proposición debida a Howard
(cf. [How93]). Nótese que, en los siguientes resultados, el volumen de O(n+ 1,R) ha sido
normalizado de forma que sea igual a 1.

Teorema 1.3.4. Sea V ⊆ Pn (R) una variedad algebráica lisa de dimensión m. Entonces:

νRm[V ] = ϑm

∫
U∈O(n+1,R)

](V ∩ UL)dO(n+ 1,R),

donde L ⊆ Pn (R) es cualquier subespacio proyectivo de Pn (R) de codimensión m.

El siguiente corolario extiende al caso real un resultado clásico de Teoría de Elimina-
ción.

Corolario 1.3.5. Sea f ∈ HR
(d) con f = (f1, . . . , fm) un sistema de polinomios homogé-

neos con coeficientes reales. Si asumimos que (d) = (d1, . . . , dm) es un vector de números
impares y que VP(f) = π−1(f) ⊆ Pn (R) es una variedad algebráica lisa de codimensión
m entonces

ϑn−m ≤ νn−m[VP(f)] ≤ Dϑn−m.

Demostración. A lo largo de la demostración usaremos el Teorema 1.3.4. Sea L ⊆ Pn (R)
un subespacio lineal de codimensión n−m. Entonces existe una matriz A ∈M(n+1)×m(R)
con rank (M) = m tal que:

L =

(xo, . . . , xn) ∈ Pn (R) : A

x0
...
xn

 = 0

 .

Para toda matriz ortogonal U ∈ O(n+ 1,R), tenemos:

UL =

(xo, . . . , xn) ∈ Pn (R) : AU−1

x0
...
xn

 = 0

 .

Para todo f = (f1, . . . , fm) ∈ P(HR
(d)) existe un abierto no vacío de la topología de Zariski

Rf ⊆ O(n+ 1,R) tal que para toda matriz U ∈ Rf :

• La variedad

WU :=

(xo, . . . , xn) ∈ Pn (C) : fi(x) = 0, AU−1

x0
...
xn

 = 0 ∈ Cm

 ,

es una subvariedad proyectiva compleja de dimensión cero (y por lo tanto es un
conjunto finito).
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1. Notaciones generales

• El cardinal de WU es el número de Bézout del sistema. Es decir:

]WU = d1 · . . . · dm · 1 · . . . · 1 = D.

Teniendo en cuenta que WU ∩ Pn (R) = VP(f) ∩ UL se sigue que

](VP(f) ∩ UL) ≤ ]WU = D, ∀U ∈ Rf .

Por otro lado, como D es impar, para todo U ∈ Rf , WU ∩Pn (R) 6= ∅ y podemos concluir:

1 ≤ ](WU ∩ Pn (R)) = ](VP(f) ∩ UL), ∀U ∈ Rf .

Finalmente, como Rf es un abierto denso en la topología de Zariski sobre O(n+ 1,R),
usando el Teorema 1.3.4 concluimos:

ϑn−m ≤

≤ ϑn−m

∫
Rf

](VP(f) ∩ UL)dO(n+ 1,R) = ϑn−m

∫
O(n+1,R)

](VP(f) ∩ UL)dO(n+ 1,R) ≤

≤ Dϑn−m

A lo largo de las siguientes páginas también haremos uso de los siguientes Teoremas
clásicos de Probabilidad. Los enunciamos aquí por completitud.

Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Chebysheff-Markov). Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida
tal que ν [Ω] <∞, f : Ω −→ R una función medible y ε > 0 entonces:

ProbΩ [|f | ≥ ε] ≤ EΩ [|f |]
ε

Teorema 1.3.7 (Desigualdad de Jensen). Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida tal que
ν [Ω] <∞ y X una variable aleatoria real. Entonces:

EΩ

[
1

X

]
≥ 1

EΩ [X]
.

1.4 El número de condicionamiento

El impulsor del estudio del número de condicionamiento lineal en matrices fue A. Tu-
ring en su artículo [Tur48]. Posteriormente, fue desarrollado por von Neumann [vNG47] y
Wilkinson [Wil65]. En los últimos años, autores como Smale [Sma85] y Edelman [Ede88,
Ede92] han profundizado en su estudio, calculando las distribuciones de probabilidad del
condicionamiento lineal lineal tanto sobre el espacio de matrices complejas (ver [Ren94],
[Dem88], [BP07a]) como sobre el espacio de matrices reales (véase [AW05], [BCL06],
[CD05], [CAW03], [DM07]).

Un concepto importante a la hora de definir el condicionamiento lineal es la pseudo-
inversa de Moore-Penrose.

12



Definición 1.4.1 (Pseudo-inversa de Moore-Penrose). Sea A ∈ Mm×n(K) una matriz
sobre el cuerpo K ∈ {R,C}. Llamaremos pseudo-inversa de Moore-Penrose a la única
matriz A† tal que cumple simultáneamente las siguientes cuatro propiedades:

1. AA†A = A 2. A†AA† = A† 3. (AA†)∗ = AA† 4. (A†A)∗ = A†A

donde A∗ denota la matriz transpuesta conjugada.

Una propiedad importante que posee la pseudo-inversa de Moore-Penrose es la siguien-
te. La demostración puede encontrarse en cualquier libro básico de Álgebra Lineal como
por ejemplo [Gre81].

Lema 1.4.2. Sea A ∈Mm×n(K) una matriz sobre el cuerpo K ∈ {R,C} tal que el rango
de A es máximo. Entonces se cumple:

A† =
(
A|ker(A)⊥

)−1

.

En particular, si Dz(f) : Rn+1 −→ Rn es suprayectiva, entonces se tiene que:

Dz(f)† =
(
Dz(f)|ker(f)⊥

)−1

.

Usaremos la siguiente versión del número de condicionamiento lineal para matrices
cuadradas:

κD : P(Mn(R)) −→ R+ ∪ {∞},

donde, para cualquier matriz cuadrada A ∈ P(Mn(R)) definimos el condicionamiento
lineal de A por:

κD (A) := ‖A‖F
∥∥A†∥∥

2
,

donde ‖A‖F = (Tr(AtA))
1/2 es la norma de Frobenius, A† denota la pseudo-inversa de

Moore-Penrose y
∥∥A†∥∥

2
la norma de A† como operador lineal.

Nótese que κD (A) = +∞ si y solo si A : Rn −→ Rm no es una aplicación lineal
suprayectiva. Este número de condicionamiento lineal satisface el Teorema del Número de
Condicionamiento de Eckart y Young (cf. [EY36] y también [BCSS98, BP07a]).

El siguiente resultado es una adaptación del resultado principal de [CD05].

Corolario 1.4.3. Sea m,n ∈ N dos números positivos tales que 2 ≤ m ≤ n y sea
ε ≤ 1

n−m+1
un número real positivo. Entonces

1√
2π

(
ncε

n−m+ 1

)n−m+1

≤ ProbP(Mm×n(R))

[
κD ≥ ε−1

]
≤ 1√

2π

(
n3/2Cε

n−m+ 1

)n−m+1

.

donde 0.245 ≤ c ≤ 2, 5.013 ≤ C ≤ 6.414 y ProbP(Mm×n(R)) denota la distribución de
probabilidad asociada a la estructura Riemannian canónica en P(Mm×n(R)) = Pnm−1 (R).
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1. Notaciones generales

Demostración. Sean Aε, Bε y Cε los siguientes conjuntos:

Bε = {M ∈Mm×n(R) : κD (M) > ε−1},
Cε = {M ∈Mm×n(R) : κD (M) >

√
nε−1},

Aε = {M ∈Mm×n(R) : κ2 (M) > ε−1},

donde κ2 denota el número de condicionamiento tradicional. Es decir:

κ2 (M) = ‖A‖2

∥∥A†∥∥
2
.

A partir de ambas definiciones es claro que: para toda matriz M ,

κD (M)√
n
≤ κ2 (M) ≤ κD (M) .

Inmediatamente concluimos que:

Cε ⊆ Aε ⊆ Bε,

y por lo tanto:
PMm×n(R) (Cε) ⊆ PMm×n(R) (Aε) ⊆ PMm×n(R) (Bε) .

Usando las cotas del teorema principal de [CD05] y ajustando las constantes obtenemos:

1√
2π

(
ncε

n−m+ 1

)n−m+1

≤ ProbP(Mm×n(R))

[
κD ≥ ε−1

]
≤ 1√

2π

(
n3/2Cε

n−m+ 1

)n−m+1

.

Resumimos ahora algunos aspectos relacionados con el número de condicionamiento de
sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas introducido en el artículo
[SS93a] (cf. también [BCSS98] y [Ded06]).

Definición 1.4.4. Sea (f, ζ) ∈ V R un punto en variedad de incidencia. Definimos el
número de condicionamiento normalizado (en adelante condicionamiento µnorm) de f en
ζ como:

µmnorm(f, ζ) := ‖f‖∆

∥∥‖ζ‖2 (Tζf)†∆
(
(d)1/2

)∥∥
2
,

donde ‖·‖∆ denota la norma inducida por el producto escalar de Bombieri, ‖·‖ es la
norma como operador lineal, (Txf)† denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de Txf :
TxPn (R) −→ T0Rn = Rn y ∆

(
(d)1/2

)
∈Mm(R) es la matriz real

∆
(
(d)1/2

)
:=

d
1/2
1

. . .
d

1/2
m

 .

Nótese que en el caso que tomemos representantes de f y ζ de norma 1 la formula queda
simplificada a:

µmnorm(f, ζ) :=
∥∥(Tζf)†∆

(
(d)1/2

)∥∥
2

=
κD
(
(Tζf)†∆

(
(d)1/2

))
‖(Tζf)†∆ ((d)1/2)‖F

,

donde ‖·‖F denota la norma de Frobenius y κD (·) el condicionamiento lineal.
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Nótese que en el caso que m = n, el condicionamiento µnnorm(f, ζ) equivale al número
de condicionamiento habitual µnorm(f, ζ) para sistemas de ecuaciones definido en [SS93a].

Es de notar también que µmnorm(f, ζ) = +∞ si y sólo si ζ ∈ VR
P (f) es un punto singular

de la aplicación f : Rn+1 −→ Rm.
El condicionamiento µnorm es invariante bajo la acción del grupo ortogonalO(m+ 1,R)

sobre la variedad de incidencia V . Es decir, para toda matriz ortogonal U ∈ O(m+ 1,R)
y cada punto (f, ζ) ∈ V R en la variedad de incidencia

µmnorm(f, ζ) = µmnorm(f ◦ U−1, Uζ).

El siguiente teorema se sigue esencialmente de un enunciado similar en [SS93b] (cf.
también [BP07b]).

Teorema 1.4.5. Para cualquier par (f, ζ) ∈ V R la siguiente igualdad se cumple:

µmnorm(f, ζ) =
1

dP((f, ζ),ΣR ∩ Vζ)
,

donde dP(·, ·) es la distancia proyectiva inducida en P(HR
(d)) por el producto escalar de

Bombieri.

Tal y como se muestra en [SS93b] podemos descomponer V R
e0

como la suma ortogonal
de dos subespacios vectoriales

V R
e0

= V ′e0⊥Le0 ,
donde Le0 es el complemento ortogonal de V ′e0 y este a su vez es el subespacio vectorial
de V R

e0
dado por las siguientes igualdades:

V ′e0 := {f ∈ V R
e0

: Te0f = De0f |〈e0〉⊥ ≡ 0}.

Nótese que V ′e0 es el subespacio vectorial de todos los sistemas f = (f1, . . . , fm) tales que
la multiplicidad de e0 en fi es al menos 2.

Otra descripción de los elementos de Le0 es: dado un sistema f = (f1, . . . , fm), f
pertenece a Le0 si y solo si existen aplicaciones lineales l1, . . . , lm : Rn −→ R tales que
para todo número natural i, 1 ≤ i ≤ m se cumple:

fi = xdi−1
0 li.

A partir de esta descripción se sigue que podemos identificar el conjunto de matrices
Mm×n(R) con Le0 mediante la siguiente aplicación: A toda matriz M ∈ Mm×n(R) le
asociamos el sistema ϕ(M) := (f1, . . . , fm) ∈ Le0 dado por la siguiente igualdad:f1

...
fm

 :=

x
d1−1
0

. . .
xdm−1

0

M

x1
...
xn

 .

Nótese que la aplicación ϕ :Mm×n(R) −→ Le0 es una isometría cuando hemos dotado
a Mm×n(R) con la norma de Frobenius y a Le0 con la norma inducida por el producto
escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆ definido sobre HR

(d).
Usando la identificación anterior podemos crear una relación entre el condicionamiento

de un sistema de ecuaciones y el condicionamiento lineal.
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1. Notaciones generales

Proposición 1.4.6. Usando la notación anterior. La siguiente aplicación es una isome-
tría

ρ : B1(Le0) −→ B1(Mm×n(R))
f 7→ ∆

(
(d)−1/2

)
Te0f,

donde B1(Le0) es la bola cerrada de radio 1 en Le0 respecto de la norma inducida por el
producto escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆ en Le0 y B1(Mm×n(R)) es la bola cerrada de radio 1
enMm×n(R) respecto de la norma de Frobenius. Además, se tiene que para todo f ∈ Le0,

µnorm(f, e0) = κ∆ (ρ(f)) .

Demostración. La primera parte se sigue simplemente a partir de las definiciones de la
norma de Frobenius y norma.

Para la segunda parte se sigue inmediatamente de las definiciones del condicionamiento
µnorm y condicionamiento lineal teniendo en cuenta que:

‖f‖∆ =
∥∥∆
(
(d)−1/2

)
Te0f

∥∥
F

y ‖e0‖2 = 1.
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Capítulo 2

Algunos resultados integrales básicos

God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically1.
Albert Einstein [Inf42, pág. 222]

En este capítulo incluiremos algunos resultados básicos relacionados con la variedad
de incidencia que usaremos a lo largo de esta memoria.

Sean x ∈ Pn (R) y f ∈ P(HR
(d)) dos elementos y sean x̃ y f̃ representantes afines

respectivos de x y f tales que ‖x̃‖2 = ‖f̃‖∆ = 1. Consideremos los espacios ortogonales
x⊥ y f⊥. En la introducción, hemos definido las aplicaciones ϕx̃ y ϕf̃ como sigue:

ϕx̃ : x⊥ −→ Pn (R) \ x⊥,
y 7→ x̃+ y

ϕf̃ : f⊥ −→ P(HR
(d))) \ f⊥,

g 7→ f̃ + g,

de las cuales sabemos que son difeomorfismos y además isometría en 0 (esto es, d0ϕx̃ y
d0ϕf̃ son isometría). El siguiente resultado (véase [BCSS98, pág. 193]) resume algunas de
las propiedades de la variedad de incidencia. Incluimos la demostración por completitud
de esta memoria, dado que se trata de un resultado esencial en nuestro esquema.

Proposición 2.0.7. La variedad de incidencia V R es una variedad diferenciable de dimen-
sión real N +n−m. Además, sea (f, ζ) ∈ V R un punto cualquiera y (f̃ , ζ̃) representantes
afines respectivos del par (f, ζ) tales que ‖f̃‖∆ = ‖ζ‖2 = 1. Entonces, el espacio tangente
T(f,ζ)V

R ⊆ f⊥ × ζ⊥ puede identificarse con el espacio vectorial definido a continuación:

T(f,ζ)V
R ≡ {(g, x) ∈ f⊥ × ζ⊥ : g(z̃) + (dζ̃ f̃)x = 0}.

La identificación viene dada por la isometría

d(0,0)(ϕf̃ × ϕζ̃).

1A Dios no le importan las dificultades matemáticas. Él integra de forma empírica.
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2. Algunos resultados integrales básicos

Demostración. Sea (f, ζ) ∈ V R un punto, y sean f̃ , z̃ representantes afines respectivos de
f, ζ, tales que ‖f̃‖∆ = ‖ζ‖2 = 1. Entonces, la siguiente aplicación es un difeomorfismo
sobre su imagen:

ϕf̃ × ϕζ̃ : f⊥ × ζ⊥ −→ P(HR
(d))× Pn (R)

(g, x) 7→ (f̃ + g, ζ̃ + x).

Sea Ṽ R := (ϕf̃ × ϕz̃)−1(V R) la anti-imagen de V R mediante este difeomorfismo. Es decir,

Ṽ R := {(g, x) ∈ f⊥ × ζ⊥ : (f̃ + g)(ζ̃ + x) = 0}.

Entonces, Ṽ R también es la anti-imagen de 0 mediante la aplicación diferenciable

ϕ : f⊥ × ζ⊥ −→ Rn

(g, x) 7→ (f̃ + g)(ζ̃ + x).

Ahora, se comprueba trivialmente que 0 es un valor regular de esta aplicación. Esto es,
para todo punto (g, x) ∈ Ṽ R, d(g,x)ϕ es suprayectiva. Por lo tanto, Ṽ R es una variedad
diferenciable real de dimensión N + n−m. Deducimos que V R es también una variedad
diferenciable real de dimensión N + n−m.

Además, un vector (g, x) ∈ f⊥ × ζ⊥ pertenece a T(0,0)Ṽ R si y sólo si

g(ζ̃) + dζ̃ f̃(x) = 0,

lo que termina la demostración.

Como hemos indicado en la introducción, para cada matriz ortogonal U ∈ O(n+ 1,R),
se definen isometrías en P(HR

(d)) y Pn (R), como sigue:

P(HR
(d)) −→ P(HR

(d))),

f 7→ f ◦ U
Pn (R) −→ Pn (R)
x 7→ U−1x.

A partir de estas dos isometrías queda definida otra isometría en V R:

V R −→ V R,
(f, ζ) 7→ (f ◦ U,U−1ζ)

El siguiente teorema generaliza ampliamente un resultado de Shub y Smale (véase
por ejemplo [BCSS98, Prop. 2, pág. 244] o [SS93a]). Aunque el esquema de la prueba es
similar la mostramos a continuación por completitud.

Teorema 2.0.8. Sea φ : W −→ R una función integrable, tal que para toda matriz
ortogonal U ∈ O(n+ 1,R), se satisface que:

φ(f, ζ) = φ(f ◦ U,U−1ζ).
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Sea J la integral definida a continuación:

J :=

∫
(f,ζ)∈V R

φ(f, ζ)NJ(f,ζ)π1dV
R.

Entonces, las siguientes igualdades satisfacen:

J =

∫
f∈P(HR

(d)
)

∫
ζ∈VR(f)

φ(f, ζ)dVR(f) dP(HR
(d)) = ϑn

∫
f∈V R

e0

φ(f, e0)
NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0
.

Demostración. La primera de las dos igualdades resulta del Teorema 1.3.3 aplicado a π1.
Para la segunda, también el Teorema 1.3.3 nos asegura que:

J =

∫
x∈Pn(R)

∫
f∈V R

x

φ(f, x)
NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x dPn (R) .

Ahora, sea x ∈ Pn (R) un punto proyectivo cualquiera y sea U ∈ O(n+ 1,R) una
matriz ortogonal tal que Ue0 = x. Entonces, la aplicación que manda f a f ◦ U es una
isometría de V R

x en V R
e0
. Por lo tanto,∫

f∈V R
x

φ(f, x)
NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x =

∫
f∈V R

e0

φ(f ◦ U−1, Ue0)
NJ(f◦U−1,Ue0)π1

NJ(f◦U−1,Ue0)π2

dV R
e0
.

Como φ(f ◦U−1, Ue0) = φ(f, x). Además, las aplicaciones definidas a continuación son
isometrías:

V R −→ V R, Pn (R) −→ Pn (R)
(g, x) 7→ (g ◦ U−1, Ux) x 7→ Ux

Por tanto, estamos en las condiciones del Corolario 1.3.2. Deducimos que

NJ(f◦U−1,Ue0)π2 = NJ(f,e0)π2.

Un argumento simétrico con la aplicación P(HR
(d)) −→ P(HR

(d)) dada como f 7→ f ◦U−1

demuestra que
NJ(f◦U−1,Ue0)π1 = NJ(f,e0)π1,

y el teorema queda demostrado.

A continuación calculamos el valor de los jacobianos normales que aparecen en el
Teorema 2.0.8. De nuevo, el resultado que sigue generaliza los cálculos realizados por
Shub y Smale en [SS93a] (véase también Lemas 2 y 3 de [BCSS98, págs. 241–243]).

Lema 2.0.9. Sea f ∈ V R
e0

un sistema tal que rank (Te0f) = m. Entonces, se tiene:

NJ(f,e0)π1 =
1

det ((Idm + (Te0f
†)t(Te0f

†)))1/2
,

NJ(f,e0)π2 =
1

det ((Idm + (Te0f)(Te0f)t))1/2
.
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2. Algunos resultados integrales básicos

Demostración. Como hemos visto en la Proposición 2.0.7,

T(f,e0)V
R ≡ {(g, x) ∈ f⊥ × e⊥0 : g(e0) + (Te0f)x = 0},

donde hemos elegido un representante de norma 1 de f . Sea K1 el núcleo de la matriz
diferencial de π1 en (f, e0). Esto es, K1 := ker

(
d(f,e0)π1

)
. Entonces, K1 = {(0, x) : x ∈

ker (Te0f)} y

NJ(f,e0)π1 = NJ(0,0)(d(f,e0)π1)|
K⊥1

=
1

NJ(0,0)((d(f,e0)π1)|
K⊥1

)−1
=

1

NJ(0,0)(d(f,e0)π1)†
.

Sea β una base ortonormal de f⊥ tal que los primeros m elementos de la base son los
sistemas

β1 := [Xd1
0 , 0, . . . , 0],
...

βm := [0, . . . , 0, Xdm
0 ].

Observamos que las primeras m coordenadas de cualquier sistema g := [g1, . . . , gm] ∈ HR
(d)

en esta bases coinciden exactamente con

g(e0) = (g1(e0), . . . , gm(e0)).

Además, tenemos las siguientes propiedades:

• (d(f,e0)π1)†(βi) = (βi, xi) con xi := −(Te0f)†(ei), para 1 ≤ i ≤ m.

• (d(f,e0)π1)†(v) = (v, 0), para v ∈ β, v 6∈ {β1, . . . , βm}.

Por lo tanto,
NJ(0,0)(d(f,e0)π1)† = det

(
Idm + ((Te0f)†

)t
(Te0f)†).

En cuanto a π2, obsérvese de nuevo que

NJ(f,e0)π2 =
1

NJ(0,0)(d(f,e0)π2)†
.

Obtenemos la siguiente igualdad

ker
(
d(f,e0)π2

)⊥
= {(g, 0) : g(e0) = 0}⊥ = 〈β1, . . . , βm〉 × e⊥0 ,

donde 〈β1, . . . , βm〉 denota simplemente el subespacio generado por esos vectores. Por lo
tanto,

(d(f,e0)π2)†(ei) = (gi, ei), 1 ≤ i ≤ n.

donde las primeras m coordenadas de gi en la base β forman el vector −(Te0f)ei, y el
resto de coordenadas son nulas. Concluimos que

NJ(0,0)(d(f,e0)π2)† = det
(
Idn + (Te0f)t(Te0f)

)1/2
.

20



Finalmente, sea Te0f = U(D 0)V t una descomposición en valores singulares de Te0f .
Entonces, tenemos

det
(
Idn + (Te0f)t(Te0f)

)
= det

(
Idn + V

(
D2 0
0 0

)
V t

)
= det

(
Idm +D2

)
,

y además

det
(
Idm + (Te0f)(Te0f)t

)
= det

(
Idm + UD2U t

)
= det

(
Idm +D2

)
,

luego deducimos que

det
(
Idn + (Te0f)t(Te0f)

)
= det

(
Idm + (Te0f)(Te0f)t

)
,

lo que termina la demostración del lema.

Inmediatamente se sigue el siguiente resultado, que en el caso n = m fue formulado
por Shub y Smale en [SS93a] (véase también el Lema 3 de [BCSS98, págs. 241–243]).
Desarrollamos aquí el caso general.

Lema 2.0.10. Usando la notación anterior. Sea f ∈ V R
e0

un sistema tal que rank (Te0f) =
m entonces:

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

= det
(
(Te0f)(Te0f)t

)1/2
.

Demostración. Por el Lema 2.0.9,

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

=
det (Idm +BBt)

1/2

det (Idm + (B†)t(B†))1/2
,

donde B := Te0f ∈Mm×n(R). Entonces,

1

det (BBt)1/2

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

=
det (Idm +BBt)

1/2

det (BBt +BBt(B†)tB†)1/2
.

Ahora, observamos que BBt(B†)tB† = B(B†B)tB†. Además, por las propiedades ele-
mentales de la pseudoinversa de Moore-Penrose, B†B ∈ Mn(R) es autoadjunta. Esto
es,

B†B = (B†B)t.

Por último, B es suprayectiva, luego BB† = Idm. Por lo tanto,

det
(
BBt +BBt(B†)tB†

)
= det

(
BBt +BB†BB†

)
= det

(
BBt + Idm

)
,

y el lema queda demostrado.

Continuamos con varias fórmulas que nos permitirán realizar las estimaciones en las
siguientes secciones.
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2. Algunos resultados integrales básicos

Proposición 2.0.11. Sea φ : V R −→ R una función positiva e integrable. Si además φ
es invariante respecto a la acción del grupo ortogonal O(n+ 1,R) sobre V R se tiene:∫

f∈P(HR
(d)

)

∫
ζ∈VR

P (f)

φ(f, ζ)dVR
P (f)dν∆ = ϑn

∫
f∈V Re0

φ(f, e0)
∣∣det

(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 dV R
e0

Demostración. Inmediata a partir de las proposiciones 2.0.7 y 2.0.10.

Proposición 2.0.12. Usando la notación anterior. Sea φ : V R −→ R una función inte-
grable tal que para todo f ∈ V R

e0
que cumple

φ(f, e0) = φ(Te0f, e0) = φ(g, e0),

con g ∈ Le0 la componente de f en la descomposición ortogonal V R
e0

= V ′e0⊥Le0. Entonces∫
f∈P(HR

(d)
)

∫
ζ∈VR

P (f)

φ(f, z)dVR
P (f)dν∆ = 2ϑnϑN−(n+1)m−1I(φ,m, n, (d)),

donde N = dim(P(HR
(d))) y

I(φ,m, n, (d)) =

∫
B1(Le0 )

φ(f, e0)
∣∣det

(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 (1− ‖f‖2
∆

)N−(n+1)m−2
2 dB1,

con B1(Le0) es la bola cerrada de radio 1 en Le0 respecto de la norma inducida por el
producto escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆ en Le0.

Demostración. Sea S
(
V R
e0

)
la esfera unitaria respecto de la norma inducida por el producto

escalar de Bombieri en Ṽe0 . Denotamos por p : S
(
V R
e0

)
−→ B1(Le0) la proyección canónica

sobre la bola unitaria respecto de la norma inducida por el producto escalar de Bombieri
en Le0 . Siguiendo el Ejemplo 9 y el Lema 2 del Capítulo 11 de [BCSS98] tenemos:

• Para todo punto g ∈ B1(Le0), la fibra p−1(g) puede identificarse con una esfera en
V R
e0

de dimensión (dim(V R
e0

)− dim(Le0)− 1) y radio (1− ‖g‖2
∆)1/2. Es decir:

p−1(g) ≡ esfera de dimensión (N − (n+ 1)m− 1) y radio (1− ‖g‖2
∆)1/2 en V R

e0
.

• El jacobiano normal de p en cualquier f ∈ S
(
V R
e0

)
satisface:

NJfp =
(
1− ‖p(f)‖2

∆

)1/2
.

Se sigue inmediatamente que∫
f∈S((Le0 ))

φ(f, e0)
∣∣det

(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 dS =

=

∫
g∈B1(Le0 )

∫
x∈p−1(g)

φ(g, e0)
∣∣det

(
(Te0g)(Te0g)t

)∣∣1/2 (1− ‖g‖2
∆

)−1/2
dp−1(g)dB1 =

=

∫
g∈B1(Le0 )

φ(g, e0)
∣∣det

(
(Te0g)(Te0g)t

)∣∣1/2 (1− ‖g‖2
∆

)−1/2
νR[p−1(g)]dB1
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Ahora, como p−1(g) es una esfera real de dimensión (N − (n + 1)m − 1) y radio
(1− ‖g‖2

∆)1/2 tenemos

νR[p−1(g)] = 2(1− ‖g‖2
∆)

N−(n+1)m−1
2 ϑN−(n+1)m−1.

Concluimos entonces:∫
f∈V R

e0

φ(f, e0)
∣∣det

(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 dV R
e0

= 2ϑN−(n+1)m−1I(φ,m, n, (d)),

donde

I(φ,m, n, (d)) =

∫
g∈B1(Le0 )

φ(g, e0)
∣∣det

(
(Te0g)(Te0g)t

)∣∣1/2 (1− ‖g‖2
∆

)N−(n+1)m−2
2 dB1

Proposición 2.0.13. Usando la notación anterior. Sea φ : V R −→ R una función inte-
grable tal que para todo f ∈ V R

e0
:

φ(f, e0) =
φ(g, e0)

‖g‖∆

,

con g ∈ Le0 la componente de f en la descomposición ortogonal V R
e0

= V ′e0⊥Le0. Entonces∫
f∈P(HR

(d)
)

∫
z∈VR

P (f)

φ(f, z)dVR
P (f)dν∆ = 2ϑnϑN−(n+1)m−1J(φ,m, n, (d)),

donde N = dim(P(HR
(d))) y

J(φ,m, n, (d)) =

∫
g∈B1(Le0 )

φ(g, e0)

‖g‖∆

∣∣det
(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 (1− ‖f‖2
∆

)N−(n+1)m−2
2 dB1,

con B1(Le0) es la bola cerrada de radio 1 en Le0 respecto de la norma inducida por el
producto escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆ en Le0.

Demostración. La prueba es esencialmente la misma que la anterior proposición y por
ello la omitimos.

Por último mostramos otra identidad muy útil.

Proposición 2.0.14. Usando la notación anterior.∫
(R(d))e0

1

νn−m[VP(f)]

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dVe0 =
ν∆[R(d)]

ϑn
,

donde R(d) := π1(V ) = {f ∈ P(HR
(d)) : VP(f) 6= ∅} y (R(d))e0 = π1(Ve0).
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2. Algunos resultados integrales básicos

Demostración. Para empezar, se tiene que

I :=

∫
R(d)

1

νn−m[VP(f)]

 ∫
VP(f)

dVP(f)

 dν∆ =

∫
P(HR

(d)
)

χR(d)
dν∆ = ν∆[R(d)].

Por otro lado, teniendo en cuenta que VP(f) = π−1
1 (f) y aplicando la fórmula de la

coárea obtenemos

I =

∫
(f,x)∈V R

NJ(f,x)π1

νn−m[VP(f)]
dV =

∫
x∈Pn(R)

∫
f∈π−1

2 (x)

1

νn−m[VP(f)]

NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dπ−1
2 (x)dνP.

Como νn−m[VP(f)] es invariante bajo la acción del grupo ortogonal O(n+ 1,R), con-
cluimos

I = ϑn

∫
f∈V R

e0

1

νn−m[VP(f)]

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0
.

Nota 2.0.15. Nótese que si (d) = (d1, . . . , dm) es un vector de números naturales impares
entonces ν∆[R(d)] = ν∆[P(HR

(d))] (véase la proposición 1.2.2) y el lema anterior quedaría
en los siguientes términos:∫

V R
e0

1

νn−m[VP(f)]

NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
e0

=
ϑN
ϑn
.
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Capítulo 3

Norma media de los ceros de un
sistema de ecuaciones

Algebra is the offer made by the devil to the mathematician. The devil says:
«I will give you this powerful machine, it will answer any question you like.
All you need to do is give me your soul: give up geometry and you will have
this marvelous machine»1.

Sir Michael Atiyah [Ati02]

En este capítulo estudiaremos el comportamiento de la norma de las soluciones de un
sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas. Es decir, en este capítulo demostrare-
mos los Teoremas 0.0.32, 0.0.33 y 0.0.34

3.1 Notaciones preliminares

Comenzamos introduciendo algunas notaciones necesarias acerca de las cartas afines
del espacio proyectivo Pn (R). Para todo número natural i tal que 0 ≤ i ≤ n, definimos
el conjunto abierto y denso AR

i ⊂ Pn (R) como el conjunto de puntos proyectivos cuyas
coordenadas homogéneas i-ésimas sean distintas de 0. Es decir,

AR
i := {x = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn (R) : xi 6= 0}.

El complementario del conjunto AR
i en Pn (R) es el hiperplano Hi = Pn (R) \AR

i . Para
todo número natural i tal que 0 ≤ i ≤ n tenemos las cartas afines

ϕi : Rn −→ AR
i ⊂ Pn (R)

dadas por las siguientes igualdades: para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

ϕi(x) := (x1 : . . . : xi−1 : 1 : xi : . . . , xn).

1El álgebra es la oferta hecha por el diablo al matemático. El diablo dijo: «Te daré esta potente
máquina que responderá cualquier cuestión. Todo lo que necesitas es darme tu alma: deja la geometría y
te la daré.»
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

Denotamos por ei ∈ AR
i al punto proyectivo dado por ei = ϕi(0) ∈ AR

i donde 0 ∈ Rn

denota el origen. Nótese que para todo número natural i tal que 0 ≤ i ≤ n, ϕi es una
isometría en 0 ∈ Rn. En particular NJ0ϕi = 1 para todo i, 0 ≤ i ≤ n.

El siguiente lema generaliza a coordenadas reales el Lema 21 de [BP07a].

Lema 3.1.1. Usando la notación anterior. Para todo x ∈ Rn y para todo i, 0 ≤ i ≤ n se
tiene:

NJxϕi =
1

(1 + ‖x‖2)
n+1

2

,

donde NJxϕi denota el jacobiano normal de ϕi en x ∈ Rn.

Demostración. Como la prueba es idéntica para todo i, 1 ≤ i ≤ n desarrollaremos solo la
prueba para i = 0. Aprovechando esto, simplificaremos la notación escribiendo ϕ en vez
de ϕ1 y e = e1 = (1 : . . . : 0).

Como ya hemos observado d0ϕ : T0Rn −→ TePn (R) es un isomorfismo lineal y una
isometría y por lo tanto

NJ0ϕ = 1.

Por otro lado, sea O(n+ 1,R) ⊆Mn+1(R) el grupo ortogonal. Como ya hemos deno-
tado anteriormente, tomaremos π : Rn+1 \ {0} −→ Pn (R) como la proyección canónica.
Para toda matriz ortogonal U ∈ O(n+ 1,R) abusando de la notación escribiremos U para
la isometría afín U : Rn+1 −→ Rn+1 dada por:

U(x) := Uxt para todo x ∈ Rn+1,

donde xt denota el vector traspuesto de x. Denotaremos por Ũ a la única isometría
Ũ : Pn (R) −→ Pn (R) que hace al siguiente diagrama conmutativo

Rn+1 \ {0} U //

π

��

Rn+1 \ {0}
π

��

Pn (R)
Ũ

// Pn (R)

.

Para todo x ∈ Rn existe una matriz ortogonal U ∈ O(n+ 1,R) tal que

Ũ(ϕ(x)) = e = (1 : 0 : . . . : 0).

Nótese que es posible escoger dicha matriz U de la siguiente manera:

U

(
1
xt

)
=

(
(1 + ‖x‖2)1/2

0

)
.

Se tiene entonces que Ũ es una isometría en cualquier punto proyectivo x ∈ Pn (R) y
por lo tanto su jacobiano normal cumple

NJxŨ = 1,∀x ∈ Pn (R) .
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Definimos ahora φ : Rn −→ Rn como:

φ := ϕ−1 ◦ Ũ ◦ ϕ.

Nótese que φ(x) = 0 y ϕ ◦ φ = U ◦ ϕ. Usando la regla de la cadena se obtiene

NJ0ϕNJxφ = NJϕ(x)ŨNJxϕ.

Como ϕ es una isometría en el origen 0 ∈ Rn y Ũ es una isometría en cualquier punto,
inmediatamente tenemos:

NJxφ = NJxϕ.

Es más, si g : Rn −→ R es la aplicación

g(x) := 〈U0, (1, x)〉,∀x ∈ Rn,

donde 〈·, ·〉 denota el producto escalar euclídeo en Rn+1, se tiene que

(g · φ)(x) = (〈U1, (1, x)〉, . . . , 〈Un, (1, x)〉),

para todo x ∈ Rn. Dado que φ(x) = 0 concluimos inmediatamente que para todo v ∈
TxRn,

g(x)dxφ(v) = (〈U1, (1, v)〉, . . . , 〈Un, (1, v)〉)
y por lo tanto

dxφ(v) =
1

(1 + ‖x‖2)1/2
(〈U1, (1, v)〉, . . . , 〈Un, (1, v)〉),

para todo v ∈ TxRn.
Introducimos ahora un lema técnico que usaremos a continuación.

Lema 3.1.2. Para todo vector tangente v ∈ TxRn tal que 〈x, v〉R = 0 y para cualquier
otro vector tangente w ∈ TxRn se cumple:

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

〈v, w〉R.

Demostración. Nótese que para todo v, w ∈ TxRn se tiene:

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

n∑
i=1

〈Ui, (0, v)〉R〈Ui, (0, w)〉R.

Ahora bien, como 〈
U

(
1
vt

)
, U

(
1
wt

)〉
R

= 〈v, w〉R,

concluimos inmediatamente:

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

(〈u, v〉R − 〈U0, (0, v)〉〈U0, (0, w)〉) .

Como 〈x, v〉Rn = 0 se tiene que 〈U0, (0, v)〉 = 0 y se sigue el lema.
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

Consideramos ahora una base ortonormal {bi, . . . , bn} de TxRn tal que bn = x
‖x‖ . Te-

nemos entonce que, para todo i, 1 ≤ i ≤ n − 1 y para todo j, 1 ≤ j ≤ n aplicando el
Lema 3.1.2 se cumple:

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

〈bi, bj〉TxRn =

{
1

1+‖x‖22
si i = j

0 en otro caso.

Y para i = n se tiene que:

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

[
1− 1

‖x‖2
2

〈U0, (0, x)〉2
]
.

Obsérvese que

〈U0, (0, x)〉2 =
‖x‖4

2

1 + ‖x‖2
2

,

por lo tanto

〈dxφ(v), dxφ(w)〉T0Rn =
1

1 + ‖x‖2
2

[
1− ‖x‖2

2

1 + ‖x‖2
2

]
=

1

(1 + ‖x‖2
2)2
.

Finalmente

NJxϕNJxφ = | detW (φ, x)|1/2 =

(
1

1 + ‖x‖2
2

)n+1
2

,

donde W (φ, x) es la matriz simétrica dada por

W (φ, x) = (〈dxφ(bi), dxφ(bj)〉)1≤i,j≤n.

Y el enunciado se sigue.

Proposición 3.1.3. Para todo número real r tal que 0 < r < 1 y para todo número
natural i tal que 0 ≤ i ≤ n se cumple:

1

ϑn

∫
Pn(R)

∥∥ϕ−1
i (x)

∥∥r dνP = β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

donde β(x, y) representa la función especial beta (véase Anexo A).

Demostración. Como en el caso anterior sólo desarrollaremos el caso i = 0. También
simplificaremos la notación de la misma manera, es decir denotaremos ϕ := ϕ0.

Como Pn (R) \ AR
0 es un hiperplano y por lo tanto tiene medida nula, podemos usar

la fórmula de la coárea (véase Teorema 1.3.3) para concluir:

I(r) :=

∫
z∈Pn(R)

∥∥ϕ−1(z)
∥∥r dνP =

∫
x∈Rn

∫
z∈ϕ(x)

‖x‖r

NJzϕ−1
dϕ(x)dRn.
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Aplicando los Lemas 3.1.1 y 1.3.2 se sigue que

I(r) =

∫
x∈Rn

‖x‖r

(1 + ‖x‖2)
n+1

2

dRn.

Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas. Para ello definimos la si-
guiente aplicación diferencial:

ρ : (0,+∞)× Sn−1 (R) −→ Rn \ {0}
(t, v) 7→ tv

,

que tiene por inversa:

ρ−1 : Rn \ {0} −→ (0,+∞)× Sn−1 (R)
x 7→ (‖x‖ , x

‖x‖ )
.

Los jacobianos normales de ρ y ρ−1 cumplen:

NJxρ
−1 = 1

‖x‖n−1 ∀x ∈ Rn \ {0}
NJxρ = tn−1 ∀(t, v) ∈ (0,+∞)× Sn−1 (R) .

Aplicando, de nuevo, la fórmula de la coárea obtenemos:

I(r) =

∫
(t,v)∈(0,+∞)×Sn−1(R)

∫
x∈ρ(t,v)

‖x‖r

(1 + ‖x‖2)
n+1

2

1

NJxρ−1
dρ(t, v)d(R× Sn−1 (R)).

Lo cual da a lugar:

I(r) = ν [Sn−1 (R)]

∫ +∞

0

tn+r−1

(1 + t2)
n+1

2

dt.

Usando la siguiente igualdad (véase Anexo A)

β(x, y) = 2

∫ ∞
0

t2x−1

(1 + t2)x+y
dt,

se obtiene

I(r) =
ν [Sn−1 (R)]

2
β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

El resultado se sigue teniendo en cuenta que

ϑn =
ν [Sn−1 (R)]

2
.

Estamos en condiciones de demostrar los teoremas principales de este capítulo.
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

3.2 Demostración del Teorema 0.0.32

Por definición tenemos que:

ϑNE∆ [N r
av(f)] =

∫
R(d)

1

νn−m[VR
P (f)]

 ∫
x∈VR

P (f)

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥r dVR
P (f)

 dν∆.

Como VR
P (f) = π−1

1 (f), usando la fórmula de la coárea obtenemos

ϑNE∆ [N r
av(f)] =

∫
(f,x)∈V R

1

νn−m[VR
P (f)]

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥r NJ(f,x)π1dV =

=

∫
x∈Pn(R)

∫
f∈(R(d))x

1

νn−m[VR
P (f)]

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥r NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x dνn,

donde (R(d))x = R(d) ∩ π−1
2 (x) = Vx. Obsérvese que la siguiente integral no depende de x∫

(f,x)∈Vx

1

νn−m[VR
P (f)]

NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x .

Luego, obtenemos la siguiente igualdad

ϑNE∆ [N r
av(f)] =

 ∫
x∈Pn(R)

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥r dνn

 ∫

(f,e0)∈Ve0

1

νn−m[VR
P (f)]

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0

 .

Ahora, aplicando el Lema 2.0.14 y el Lema 3.1.3, conseguimos

ϑNE∆ [N r
av(f)] = β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
ν∆[R(d)],

tal como queríamos.
A partir de este teorema se pueden obtener los siguientes corolarios:

Corolario 3.2.1. Usando la notación anterior

Prob∆

[
N r
av(f) ≥ ε−1

]
≤
ν∆[R(d)]

ϑN
β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
ε.

En particular, si todos los elementos de la lista de grados (d) = (d1, . . . , dm) son números
impares se tiene

Prob∆

[
N r
av(f) ≥ ε−1

]
≤ β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
ε.

Demostración. Simplemente aplicar la Desigualdad de Markov (véase 1.3.6) al teorema
anterior.
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Corolario 3.2.2. Usando la notación del Teorema 0.0.32 anterior. Para todo ε número
real positivo tal que ε < 1 la siguiente desigualdad se cumple

Prob∆

[
dim(VR

A(f) ∩B(0, ε−2)) < n−m
]
≤ εβ

(
n

2
+

1

4
,
1

4

)
ν∆[R]

ϑN
,

donde dim(·) denota la dimensión como conjunto semialgebraico y B(0, ε−2) denota la
bola cerrada de centro 0 y radio ε−2 en Rn. En particular, si todos los elementos de la
lista de grados (d) = (d1, . . . , dm) son números impares, n ≥ 3 y ε es un número real tal
que ε < 1, entonces

Prob∆

[
dim(VR

A(f) ∩B(0, ε−2)) < n−m
]
≤ εΓ

(
1

4

)
.

Demostración. Para todo número real ε tal que ε > 0, para casi todo f en P(HR
(d)), se

tiene que la dimensión del conjunto

VR
A(f) ∩B

(
0, ε−2

)
,

es menor que n −m si y solo si dicho conjunto tiene medida nula como subconjunto de
VR

A(f).

En el caso que VR
A(f)∩B (0, ε−2) tenga medida nula en VR

A(f), se tiene para casi todo
x en VR

A(f) que:
‖x‖ > ε−2.

De lo que se deduce que para casi todo x en VR
A(f):

‖x‖1/2 > ε−1,

y por lo tanto N1/2
av (f) ≥ ε−1. Finalmente

Prob∆

[
f ∈ P(HR

(d)) : dim(VR
A(f) ∩B

(
0, ε−1

)
) < n−m

]
≤

≤ Prob∆

[
f ∈ P(HR

(d)) : N1/2
av ≥ ε−1

]
.

Aplicando la Desigualdad de Markov (véase 1.3.6) concluimos

Prob∆

[
f ∈ P(HR

(d)) : dim(VR
A(f) ∩B

(
0, ε−1

)
) < n−m

]
≤ εE∆

[
N1/2
av (f)

]
,

y el resultado se sigue aplicando el enunciado del Teorema 0.0.32.

3.3 Demostración del Teorema 0.0.33

Para todo f ∈ P(HR
(d)) definimos VC

A(f) ⊆ Cn el conjunto algebraico de todas las
soluciones afines sobre los números complejos del sistema de ecuaciones definido por f .
Es decir

VC
A(f) := {x ∈ Cn : fi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m},
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

donde f = (f1 . . . , fm). Sea U∞ ⊆ P(HR
(d)) el conjunto de los sistemas f ∈ P(HR

(d)) tales
que VC

A(f) es una variedad algebraica compleja de dimensión menor que n−m. A partir
de resultados clásicos de Teoría de la Eliminación se tiene que U∞ es un subconjunto
propio de una subvariedad algebraica de P(HR

(d)). En particular, la siguiente igualdad se
cumple en P(HR

(d)):
νRN [U∞] = 0.

Ahora, para todo α ∈ {0, 1} consideramos la siguiente integral

Iα(r) =

∫
f∈P(HR

(d)
)

∫
x∈VR

P (f)

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥rα dVR
P (f)dν∆.

Es más, para todo f ∈ HR
(d) \ U∞ se tiene que

EHR
(d)

 ∫
x∈VR

A(f)

‖x‖r dVR
A(f)

 =
I1(r)

ϑN
. (3.1)

Nuestro objetivo es calcular Iα(r) pues el resultado se sigue de forma inmediata.
Usando la fórmula de la coárea (véase 1.3.3) obtenemos:

Iα(r) =

∫
x∈Pn(R)

∫
(f,x)∈V R

x

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥rα NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x dνP.

Claramente se tiene que
NJ(f,x)π1

NJ(f,x)π2

dV R
x ,

es independiente de x, luego

Iα(r) =

∫
x∈Pn(R)

∥∥ϕ−1
0 (x)

∥∥rα dνP ∫
f∈V R

e0

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0
.

Consideramos ahora el caso α = 0. Aplicando el Teorema 0.0.35 obtenemos:

I0(r) =

∫
f∈P(HR

(d)
)

∫
x∈VR

P (f)

dVR
P (f)dν∆ = D1/2ϑn−mϑN .

Por otro lado,

I0(r) = ϑn

∫
f∈V R

e0

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0
.

Juntando ambas igualdades tenemos∫
f∈V R

e0

NJ(f,e0)π1

NJ(f,e0)π2

dV R
e0

= D1/2ϑn−mϑN
ϑn

. (3.2)
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Consideramos ahora el caso α = 1. Usando la Ecuación (3.2) y el Teorema 3.1.3
tenemos

I1(r) = D1/2ϑn−mϑNβ

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

Finalmente, usando la Igualdad (3.1) concluimos

E∆

 ∫
x∈VR

A(f)

‖x‖r dVR
A(f)

 = D1/2ϑn−mβ

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
,

Demostrar un corolario necesario para demostrar la demostración del Corolario 0.0.34.

Corolario 3.3.1. Usando las notaciones del Teorema 0.0.32. Si n = m, n ≥ 3 y para
todo número real r tal que 0 < r < 1 se tiene:

Prob∆

[
máx

x∈VR
A(f)
‖x‖ ≥ ε−1

]
≤ D1/2εrΓ

(
1− r

2

)
,

donde Γ es la función Γ definida por Euler y D denota el número de Bézout, es decir
D =

∏m
i=1 di.

Demostración. De forma trivial tenemos que para todo número real r tal que 0 < r < 1:

Prob∆

[
máx

x∈VR
A(f)
‖x‖ ≥ ε−1

]
= Prob∆

[
máx

x∈VR
A(f)
‖x‖r ≥ ε−r

]
.

La siguiente afirmación también es trivial:

Prob∆

[
máx

x∈VR
A(f)
‖x‖r ≥ ε−r

]
≤ Prob∆

 ∑
x∈VR

A(f)

‖x‖r ≥ ε−r

 .
Finalmente, usando la Desigualdad de Markov (1.3.6) y el Lema 0.0.33 (en el caso

n = m) obteniendo:

Prob∆

 ∑
x∈VR

A(f)

‖x‖r ≥ ε−r

 ≤ D1/2εrβ

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
.

Por otro lado, es fácil probar que si n ≥ 3 y para todo número real r tal que 0 < r < 1
se cumple:

β

(
n+ r

2
,
1− r

2

)
≤ Γ

(
1− r

2

)
.

Y sustituyendo se sigue el resultado.

El demostración del Corolario 0.0.34 es inmediata a partir del resultado anterior.

Nota 3.3.2. Es importante remarcar el significado del Corolario 0.0.34 La bola cerrada
B(0, ε−2) contiene un conjunto denso en la topología Zariski de alguna de las componente
irreducibles de VR

A(f) con alta probabilidad.
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

3.4 Número de soluciones reales de un sistema de ecua-
ciones

El Teorema 0.0.35 extiende al caso subdeterminado el resultado acerca del número de
soluciones reales que presenta un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas en el
caso cero dimensional debido a M. Shub y S. Smale (véase [BCSS98]). Kostlan demostró
en [Kos93] (véase también [Kos02]) el caso en el que todos los grados de los polinomios
sean iguales. La formulación siguiente es debida a Prior y Bürguisser (véase [Pri06]). Se
presenta aquí debido a que es un mero corolario de nuestras técnicas.

Demostración del Teorema 0.0.35. Sea ρ : B1(Le0) −→ B1(Mm×n(R)) la isometría:

ρ(f) := ∆((d)1/2)Te0f ,

donde B1(Mm×n(R)) es la bola cerrada enMm×n(R) respecto de la norma de Frobenius.
Tenemos entonces:

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

= 2
νnνN−(n+1)m

νN
I(n,m, (d)),

donde

I(n,m, (d)) =

∫
f∈B1(Le0 )

∣∣det
(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 (1− ‖f‖2
∆

)N−(n+1)m−1
2 dB1 =

= D1/2

∫
M∈B1(Mm×n(R))

∣∣det
(
MM t

)∣∣1/2 (1− ‖M‖2
F

)N−(n+1)m−1
2 dB1

Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas tal como hicimos en la de-
mostración del Lema 3.1.3 obteniendo:

I(n,m, (d)) = D1/2

∫
S(Mm×n(R))

∫ 1

0

∣∣det
(
(rM)(rM)t

)∣∣1/2 rmn−1
(
1− ‖rM‖2

F

)N−(n+1)m−1
2 dS.

Tenemos entonces que

I(n,m, (d)) = D1/2J(n,m)

∫ 1

0

r(n+1)m−1(1− r2)
N−(n+1)m−1

2 dr,

donde
J(n,m) =

∫
S(Mm×n(R))

det
(
MM t

)
dS.

Por otro lado, tal como también hemos visto en la demostración del Lema 3.1.3,

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= 2

∫ 1

0

t2x−1(1− t2)y−1dt.
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Por lo tanto

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

= D1/2νnνN−(n+1)m

νN
β

(
(n+ 1)m

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
J(m,n).

Como νk = π
k+1

2

Γ( k+1
2 )

concluimos

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

= D1/2π
(n+1)(1−m)

2

Γ
(

(n+1)m
2

)
Γ
(
n+1

2

) J(n,m).

Además, si denotamos por

R(n,m) = π
(n+1)(1−m)

2

Γ
(

(n+1)m
2

)
Γ
(
n+1

2

) J(n,m),

para toda lista de grados (d) = (d1, . . . , dm) se cumple:

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

= D1/2R(n,m).

En particular, si (d) = (1, . . . , 1), VR
P (f) es un espacio proyectivo de codimensión m

excepto en un conjunto de media nula en P(HR
(d)) por lo que:

EP(HR
(d)

)

[
ν∆[VR

P (f)]
]

= νn−m.

Luego se sigue que
R(n,m) = νn−m,

y concluimos
E
[
ν∆[VR

P (f)]
]

= D1/2νn−m.

A partir de la demostración anterior se sigue un corolario que no tiene relación directa
con nuestro discurso pero que tiene interés por si mismo.

Corolario 3.4.1. Usando la notación anterior:∫
S(Mm×n(R))

det
(
MM t

)
dS = νn−mπ

(n+1)(m−1)
2

Γ
(
n+1

2

)
Γ
(

(n+1)m
2

)
Este corolario nos da el valor esperado para el determinante de matrices simétricas

cuyas entradas son todas ellas variables aleatorias normales de media 0 y varianza 1.
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Capítulo 4

Estimación de la distribución de
probabilidad del número de
condicionamiento

. . . je n’aurai rien à y faire que de vous indiquer le moyen de répondre à
votre question, sans vouloir charger ni moi ni personne de le faire. En un mot,
les calculs sont impraticables1.

Évariste Galois [GL46]

Como hemos viso en la introducción es sumamente importante conocer la distribución
de probabilidad del condicionamiento µnorm para conocer la complejidad de un algoritmo
de deformación homotópica basado en el esquema de Shub y Smale. A este respecto
dedicaremos este capítulo a demostrar los Teoremas 0.0.16 y 0.0.17. Pasamos ahora a
demostrar dichos resultados.

4.1 Demostración del Teorema 0.0.16

Definimos χε : V R −→ {0, 1} como la función característica del siguiente conjunto

Aε = {(f, ζ) ∈ V R : µnorm(f, ζ) ≥ ε−1}.

Calcularemos cotas inferiores y superiores de la siguiente cantidad:

I =

∫
f∈P(HR

(d)
)

V olmε (f)ϑ∆ =

∫
f∈P(HR

(d)
)

 ∫
x∈VR

P (f)

χε(f, x)dVR
P (f)

 dν∆.

Como el µmnorm es invariante respecto a la acción del grupo O(n+ 1,R) sobre V R (véase
la Proposición 1.1.1), aplicando la Proposición 2.0.13 concluimos:

I = 2ϑnϑN−(n+1)m−1J(ε, n,m, (d)),

1. . . sólo necesito indicarte el método para responder a tus preguntas, sin esperar que yo u otra persona
pueda llevarlo a cabo. En resumen, los cálculos son imposibles.
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4. Distribución de probabilidad del número de condicionamiento

donde

J(ε, n,m, (d)) =

∫
f∈B1(Le0 )

χε(f, e0)

‖f‖∆

∣∣det
(
(Te0f)(Te0f)t

)∣∣1/2 (1− ‖f‖2
∆

)N−(n+1)m−2
2 dB1

y B1(Le0) es la bola unitaria en Le0 respecto de la norma ‖·‖∆.
Definimos ρ : B1(Le0) −→ B1(Mn×m(R)) a la isometría dada por la siguiente igualdad:

ρ(f) := ∆((d)1/2)Te0f ,

Tenemos entonces

J(ε, n,m, (d)) = D1/2

∫
f∈B1(Mn×m(R))

χ′ε(M)

‖M‖F
| det

(
MM t

)
|1/2
(
1− ‖M‖2

F

)N−(n+1)m−2
2 dB1,

donde χ′ε :Mn×m(R) −→ {0, 1} es la función característica del conjunto:

Bε = {M ∈Mn×m(R) : κD (M) ≥ ε−1}.

Nótese que la función χ′ε es homogénea de grado 0 y por lo tanto una función pro-
yectiva. Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas tal como hicimos en la
demostración del Lema 3.1.3 obteniendo:

J(ε, n,m, (d)) =

= D1/2

∫
M∈S(Mn(R))

∫ 1

0

χ′ε(rM)
∣∣det

(
(rM)(rM)t

)∣∣1/2 rnm−2
(
1− ‖rM‖2

F

)N−(n+1)m−2
2 drdS

O equivalentemente,

J(ε, n,m, (d)) = H(ε, n,m)D1/2

∫ 1

0

r(n+1)m−2(1− r2)
N−(n+1)m−2

2 dr,

donde:

H(ε, n,m) =

∫
M∈S(Mn×m(R))

χ′ε(M)
∣∣det

(
MM t

)∣∣1/2 dS = 2

∫
M∈P(Mn×m(R))

χ′ε(M)
∣∣det

(
MM t

)∣∣1/2 dνP.
Consideramos ahora el espacio proyectivo P(Mm×(n+1)(R)) y la variedad de incidencia

W = {(M,x) ∈ P(Mm×(n+1)(R))× Pn (R) : Mx = 0}.

Nótese que
Mm×(n+1)(R) = HR

(1),

donde (1) = (1, . . . , 1) ∈ Nm. Tenemos entonces que W es una variedad Riemannian y
junto a las proyecciones presentadas en la introducción obtenemos el siguiente triángulo
de proyecciones

W
π

(1)
1

ww

π
(1)
2

##

P(Mm×(n+1)(R)) Pn (R) .
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Téngase en cuenta que π
(1)−1
2 (e0) puede ser identificado con el espacio proyectivo

P(Mm×n(R)). Es decir, π(1)−1
2 (e0) = We0 = P(Mm×n(R)). Es más, para toda matriz

M ∈ π
(1)−1
2 (e0), se tiene que Te0M = M . Luego, usando el Lema 2.0.10 obtenemos la

siguiente igualdad

H(ε, n,m) =
2

ϑn

∫
x∈Pn(R)

 ∫
M∈π(1)−1

2 (x)

χ′′ε(M,x)
NJ(M,x)π

(1)
1

NJ(M,x)π
(1)
2

dπ
(1)−1
2 (x)

 dνP,

donde χ′′ε : W −→ {0, 1} es la función característica del conjunto

Dε = {(M,x) ∈ W : µnorm(M,x) > ε−1}.

Seguidamente obtenemos:

H(ε, n,m) =
2

ϑn

∫
W

χ′′ε(M,x)NJ(M,x)π
(1)
1 dW,

y finalmente:

H(ε, n,m) =
2

ϑn

∫
M∈P(Mm×(n+1)(R))

χ′′′ε (M)dνP,

donde χ′′′ : P(Mm×(n+1)(R)) −→ {0, 1} es la función característica del conjunto π(1)
1 (Dε).

Ahora observamos que existe un subconjunto propio de S ⊆ P(Mm×(n+1)(R)) cerrado
en la topología Zariski tal que, para todo M ∈ P(Mm×(n+1)(R)) \ S la fibra π(1)−1

1 (M) es
un punto proyectivo. Es decir, para todo M ∈ P(Mm×(n+1)(R)) \ S, el núcleo de M es
un subespacio vectorial de Rn+1 de dimensión 1 y además M define una aplicación lineal.
En particular, para todo M ∈ P(Mm×(n+1)(R)) \S, se tiene que µnorm(M,x) = κ∆ (M) y
podemos concluir

H(ε, n,m) =
2

ϑn

∫
M∈P(Mm×(n+1)(R))

χivε (M)dνP,

donde χivε : P(Mm×(n+1)(R)) −→ {0, 1} es la función característica del conjunto

Fε = {M ∈ P(Mm×(n+1)(R)) : κ∆ (M) ≥ ε−1}.

Ahora bien, usando los resultados debidos a Chen-Dongarra (véase también el corola-
rio 1.4.3) concluimos:

2

ϑn

ϑm(n+1)−1√
2π

(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤ H(ε, n,m) ≤ 2

ϑn

ϑm(n+1)−1√
2π

(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

donde 0.245 ≤ c ≤ 2 y 5.013 ≤ C ≤ 6.414.
Por otro lado, tal como hemos visto en la demostración del Lema 3.1.3 (véase Anexo A

para más detalles),

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= 2

∫ 1

0

t2x−1(1− t2)y−1dt,
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4. Distribución de probabilidad del número de condicionamiento

se tiene que:∫ 1

0

r(n+1)m−2(1− r2)
N−(n+1)m−2

2 dr = β

(
(n+ 1)m− 1

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
,

y usando la desigualdad de Gautchi (véase [EGP00] por ejemplo) se obtiene fácilmente:(
2

(n+ 1)m− 1

)1/2

β

(
(n+ 1)m

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
≤

≤ β

(
(n+ 1)m− 1

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
≤

≤
(
N

2

)1/2

β

(
(n+ 1)m

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
,

y por lo tanto:(
(n+ 1)m− 1

2

)−1/2

ϑN ≤

≤ ϑN−(n+1)mϑm(n+1)−1β

(
(n+ 1)m− 1

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
≤

≤
(
N

2

)1/2

ϑN . (4.1)

Juntando todo lo anterior obtenemos:

I = 2ϑnϑN−(n+1)mJ(ε, n,m, (d)) = 2ϑnϑN−(n+1)mD1/2βH(ε, n,m),

donde
β = β

(
(n+ 1)m− 1

2
,
N − (n+ 1)m+ 1

2

)
.

Usando ahora las cotas sobre H(ε, n,m) obtenidas anteriormente se sigue:

2ϑnϑN−(n+1)mD1/2β
2

ϑn

ϑm(n+1)−1√
2π

(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤

≤ I ≤

≤ 2ϑnϑN−(n+1)mD1/2β
2

ϑn

ϑm(n+1)−1√
2π

(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

.

Usamos ahora la Desigualdad (4.1)

4D1/2ϑN√
2π

(
2

(n+ 1)m− 1

)1/2(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤

≤ I ≤

≤ 4D1/2ϑN√
2π

(
N

2

)1/2(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

,
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donde 0.245 ≤ c ≤ 2 y 5.013 ≤ C ≤ 6.414.

Concluimos la demostración recordando que

P = E∆ [V olmε (f)] =
I

ϑN
,

luego

4√
π

(
D

(n+ 1)m− 1

)1/2(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤ P ≤ 2√
π

(ND)1/2

(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

.

El siguiente corolario se sigue inmediatamente del Teorema 0.0.16.

Corolario 4.1.1. Usando la notación anterior. Suponemos que (d) = (d1, . . . , dm) son
números naturales impares. Para todo número real ε con ε ≤ 1

n−m+2
se cumple:

4√
π

1

D1/2ϑn−m

(
1

(n+ 1)m− 1

)1/2(
(n+ 1)cε

n−m+ 2

)n−m+2

≤

≤ E∆ [µavnorm(f)] ≤

≤ 2√
π

(ND)1/2

ϑn−m

(
(n+ 1)3/2Cε

n−m+ 2

)n−m+2

,

donde 0.245 ≤ c ≤ 2 y 5.013 ≤ C ≤ 6.414.

Demostración. Trivial a partir de las cotas sobre νn−m[VP(f)] dadas por el Corolario 1.3.5
y del Teorema 0.0.16.

Nota 4.1.2. Nótese que la cota inferior sigue siendo válida en el caso que la lista de
grados (d) = (d1, . . . , dn) contenga un número par.

Antes de demostrar el Corolario 0.0.17 es necesario introducir el siguiente lema técnico
que usaremos en la demostración.

Lema 4.1.3. Sea X una variable aleatoria real y positiva tal que para todo número real
positivo t > 1,

Prob [X > t] ≤ ct−α,

donde c > 1, α > 1 son dos constantes positivas. Se tiene entonces que:

E [X] ≤ c1/α α

α− 1
.

Demostración. La demostración se puede encontrar en [Bel06].
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4. Distribución de probabilidad del número de condicionamiento

4.2 Demostración del Corolario 0.0.17

Comenzamos por el primer ítem. A partir del Teorema 0.0.16 tenemos:

E∆ [V olnε (f)] =
1

ϑN

∫
f∈P(HR

(d)
)

∑
ζ∈VP(f)

χε(f, ζ)dVP(f)dν∆ ≤
(
ND
π

)1/2
(n+ 1)3(Cε)2

2
,

donde χε : V R −→ {0, 1} es la función característica del conjunto

Aε = {f ∈ P(HR
(d)) : µnorm(f, ζ) ≥ ε−1}.

Por otro lado:
Prob∆

[
µworst()f ≥ ε−1

]
=

1

ϑN

∫
P(HR

(d)
)

χ′εdν∆,

donde χ′ε : P(HR
(d)) −→ {0, 1} es la función característica del conjunto:

Bε = {f ∈ P(HR
(d)) : µworst()f ≥ ε−1}.

La demostración se sigue teniendo en cuenta que:

1

ϑN

∫
P(HR

(d)
)

χ′εdν∆ ≤
1

ϑN

∫
f∈P(HR

(d)
)

∑
ζ∈VP(f)

χε(f, ζ)dVP(f)dν∆.

Para la segunda parte, simplemente aplicar el Teorema 4.1.3.
Definimos ahora el condicionamiento µ medio, que denotaremos µavnorm(f), como el

valor medio que alcanza el condicionamiento µnorm en el conjunto de los ceros VP(f). Es
decir:

µavnorm(f) =
V olε(f)

νn−m[VP(f)]
=

1

νn−m[VP(f)]

∫
VP(f)

χεdVP(f),

suponiendo que νn−m[VP(f)] > 0 y denotando por χε : VP(f) −→ {0, 1} a la función
característica del conjunto Aε(f) = {ζ ∈ VP(f) : µnorm(f, ζ) > ε−1}.

A partir de estas estimaciones se pueden construir procedimientos que calculen puntos
en la variedad solución VA(f) como se describe en [CKMW08].

El siguiente corolario se sigue del Teorema 0.0.16 (véase también la Proposición 0.0.15).

Corolario 4.2.1. Usando la notación anterior. Para todo número real ε con 0 < ε <
mı́n

{
1
3
, 1
n−m+2

}
se cumple

E∆

[
νn−m[ζ ∈ VP(f) : R(f, ζ) < ε]

]
≤ 2

(
ND
π

)1/2(
(n+ 1)3/2C

n−m+ 2

)n−m+2(
2u0

d3/2
ε

)n−m+2

,

donde 5.013 ≤ C ≤ 6.414 y u0 ≈ 0.05992 es una constante universal.
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Demostración. Sea ε < mı́n{1
3
, 1
n−m+2

}, entonces usando el Teorema 0.0.15 se tiene:

mı́n

{
2u0

d3/2µnorm(f, ζ)
,
1

3

}
≤ R(f, ζ).

Ahora, como

νn−m[ζ ∈ VP(f) : R(f, ζ) < ε] ≤ νn−m[ζ ∈ VP(f) :
2u0

d3/2ε
≤ µnorm(f, ζ)],

usando las cotas del Corolario 0.0.16 concluimos:

E∆

[
νn−m[ζ ∈ VP(f) : R(f, ζ) < ε]

]
≤ 2

(
ND
π

)1/2(
(n+ 1)3/2C

n−m+ 2

)n−m+2(
2u0

d3/2
ε

)n−m+2

.

4.3 Demostración del Corolario 0.0.18

A partir del Teorema 0.0.15 se puede obtener la siguiente desigualdad:

mı́n

{
2u0

d3/2µworst(f)
,
1

3

}
≤ Rworst(f).

Por otro lado,

mı́n{a, b} ≥ ab

a+ b
.

Juntando ambas expresiones obtenemos:

Rworst(f) ≥ 2u0

6u0 + d3/2µworst(f)
.

Ahora, usando el Corolario 0.0.17 y y el Teorema 1.3.7 concluimos

E∆ [Rworst] ≥
2u0π

1/4

6u0π1/4 + 2
√

2d3/2(ND)1/4(n+ 1)3/2C
.

43





Capítulo 5

El número de componentes conexas

Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ διπλάσια ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν
1.

Ευκλείδης
2 [EucEC, Libro i, 5o noción común], [Mor70]

A partir de la descripción de un algoritmo de deformación homotópica se concluye rá-
pidamente que éstos sólo puede operar si el candidato inicial y el objetivo pertenecen a la
misma componente conexa del espacio de sistema de ecuaciones polinomiales multivaria-
das a la que hemos sustraído la variedad discriminante. Es por ello que es muy interesante
contar con una caracterización de las componentes conexas de la dicho conjunto.

Para cualquier espacio topológico X denotaremos por β0 (X) el número de compo-
nentes conexas de X que en nuestros casos, este valor coincide con el 0-ésimo número de
Betti.

Nuestros principales resultados al respecto son la caracterización de las componentes
conexas de la variedad de incidencia sin el conjunto de soluciones singulares Σ

′R (Teore-
ma 0.0.27) así como una cota al número de componentes conexas del espacio de sistema
de ecuaciones polinomiales multivariadas sin la variedad discriminante (Teorema 0.0.28).

5.1 Sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes rea-
les

Comenzamos estudiando las componentes conexas del espacio de sistemas de ecua-
ciones lineales. Se sabe que β0 (O(k,K)) = 2 para todo k ∈ N, K ∈ {R,C}. De hecho
contamos con una caracterización de O(k,K):

O(k,K) = SO(k,K)⊕ S−O(k,K),

donde
SO(k,K) = {U ∈ O(k,K) : det (U) = 1},

1El todo es mayor que la parte.
2Euclides de Alejandría.
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5. El número de componentes conexas

es el grupo ortogonal especial (también llamado grupo de rotaciones) y

S−O(k,K) = {U ∈ O(k,K) : det (U) = −1}.

Los siguientes resultados son bien conocidos y por lo tanto obviamos su demostración.
Los incluimos en esta memoria con el fin de fijar las notaciones.

Lema 5.1.1. Los siguientes subconjuntos semi-algebraicos de Rm,

Am := {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xm ≥ 0},

A+
m := {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xm > 0},

son conexos y convexos:

Teorema 5.1.2 (Descomposición en Valores Singulares). Sean n ≥ m dos números na-
turales, x = (x1, . . . , xm) un vector en el conjunto Am y sea D(x) ∈ Mm×n(R) la matriz
dada por

D(x) =

 x1 . . . 0 0 . . . 0
. . . ...

...
0 . . . xm 0 . . . 0

 .

Entonces la siguiente aplicación es continua y suprayectiva:

Ψ : O(m,R)× Am ×O(n,R) −→ Mm×n(R)
(U, x,W ) 7→ UD(x)W t,

donde M t ∈Mn×m(R) denota la matriz transpuesta de M . Es más, si S(m,n) ⊂Mm×n(R)
denota la variedad algebraica de las matrices de rango menor o igual que p − 1, con
p = mı́n{m,n}, la siguiente igualdad se cumple

Ψ(O(m,R)× A+
m ×O(n,R)) =Mm×n(R) \ S(m,n).

El siguiente lema caracteriza las componentes conexas del conjunto de sistemas de
ecuaciones lineales

Lema 5.1.3. Usando la notación anterior.

• Si n > m, entonces β0

(
Mm×n(R) \ S(m,n)

)
= 1.

• Si m = n, entonces β0 (Mn(R) \ Sn) = 2,

dondeMn(R) =Mn×n(R) y Sn = S(n,n).

Demostración. Como Ψ es una aplicación continua, los siguientes subconjuntos del espacio
de matricesMm×n(R) \ S(m,n) son semi-algebraicos y conexos por caminos:

A+ := Ψ(SO(m,R) × A+
m × SO(n,R)).

B−,− := Ψ(S−O(m,R) × A+
m × S−O(n,R)).

A− := Ψ(S−O(m,R) × A+
m × SO(n,R)).

B+,− := Ψ(SO(m,R) × A+
m × S−O(n,R)).
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Se tiene entonces que:

Mm×n(R) \ S(m,n) = A+ ∪B−,− ∪ A− ∪B+,−.

Afirmamos entonces que

A+ = B−,− y A− = B+,−. (5.1)

Para probarlo, obsérvese que, para todo x = (x1, . . . , xm) ∈ A+
m y para todo par de

matrices U ∈ O(m,R),W ∈ O(n,R) se cumple:

UD(x)W t = UD(1∗)D(x)D(1∗)W t, (5.2)

donde 1∗ = (−1, 1, . . . , 1). Denotamos ahora por U− ∈ O(m,R) y W− ∈ O(n,R) a las
siguientes matrices

U− = UD(1∗), W− = WD(1∗).

Se tiene entonces que:

• U ∈ SO(m,R) si y sólo si U− ∈ S−O(m,R).

• W ∈ SO(n,R) si y sólo si W− ∈ S−O(n,R).

En conclusión, la Igualdad (5.2) implica que

Mm×n(R) \ S(m,n) = A+ ∪ A−

y por lo tanto:
β0

(
Mm×n(R) \ S(m,n)

)
≤ 2.

Sea n = m, se tiene entonces que

A+ = {M ∈Mn(R) \ Sn : det (M) > 0}.
A− = {M ∈Mn(R) \ Sn : det (M) < 0}.

En particular A+∩A− = ∅ y además ambos son conjuntos abiertos y cerrados enMn(R)\
Sn. Luego son las dos componentes conexas deMn(R) \ Sn y por lo tanto:

β0 (Mn(R) \ Sn) = 2.

Por otro lado, sea n > m. En este caso se tiene que A+ ∩A− 6= ∅ yMm×n(R) \ S(n,m)

es conexo. Obsérvese que:

(Idm|0) = Idm(Idm|0)Idn = Idm(Idm|0)

(
Idn−1 0

0 −1

)
.

Esto prueba que (Idm|0) ∈ A+ ∩ A− 6= ∅.
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5. El número de componentes conexas

Nota 5.1.4. En el caso que n > m se tiene también que A+ = A− debido a que si H ∈ A+

entonces
H = UD(x)W,

con U ∈ SO(m,R), W ∈ SO(n,R), x ∈ A+
m, se tiene también que

H = UD(x)W

(
Idn−1 0

0 −1

)
= UD(x)W ′,

con U ∈ SO(m,R), W ′ ∈ S−O(n,R), x ∈ A+
m y H ∈ A−. Luego

A+ ⊆ A−

La prueba del otro contenido A− ⊆ A+ es idéntica.

A partir de este lema, inmediatamente podemos conseguir resultados similares tanto
para la esfera como para el espacio proyectivo del conjunto de sistemas lineales.

Corolario 5.1.5. Sea S1 (Mn(R)) la esfera de radio 1 centrada en el origen del espacio
de matrices reales cuadradas con respecto a la norma de Frobenius. Es decir:

S1 (Mn(R)) = {M ∈Mn(R) : ‖M‖F = 1}.

Consideramos ahora el subconjunto abierto de S1 (Mn(R)) dado por

S1 (GL(n,R)) = S1 (Mn(R)) \
{

M

‖M‖F
: M ∈ Sn \ {0}

}
.

Entonces, β0 (S1 (GL(n,R))) = 2 y las componentes conexas de S1 (GL(n,R)) son:

S1 (A+) = {M ∈ S1 (GL(n,R)) : det (M) > 0}.
S1 (A−) = {M ∈ S1 (GL(n,R)) : det (M) < 0}.

Demostración. Consideramos la siguiente aplicación continua:

π : Mn(R) \ {0} −→ S1 (Mn(R))
M 7→ M

‖M‖F
.

Obviamente, se tiene que:

S1 (A+) = π(A+), S1 (A−) = π(A−),

donde A+ y A− son los conjuntos definidos en la demostración del Lema 5.1.3. Tenemos
entonces que

β0

(
S1 (GL(n,R))

)
≤ 2.

Supongamos ahora que U ∈ S1 (A+) ∩ S1 (A−). Entonces, para todo λ > 0, λU ∈
A+ ∩A− que como vimos en la demostración del Lema 5.1.3 es un conjunto vacío. Hemos
llegado a una contradicción, esto prueba que

S1 (A+) ∩ S1 (A−) = ∅

y por lo tanto
β0

(
S1 (GL(n,R))

)
= 2.
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Corolario 5.1.6. Sea P (Mm×n(R)) el espacio proyectivo definido sobre el espacio vec-
torial de las matrices reales de tamaño m × n. Denotamos por π : Mm×n(R) \ {0} −→
P (Mm×n(R)) a la proyección canónica sobre el espacio proyectivo. Tenemos entonces que
π(Sm×n \ {0}) denota al conjunto de puntos proyectivos definidos por las matrices no
singulares distintas de la matriz nula. Con estas notaciones se cumple

• Si m < n entonces β0

(
P (Mm×n(R)) \ π(S(m,n) \ {0})

)
= 1.

• Si n = m y es impar entonces β0 (P (Mn(R)) \ π(Sn \ {0}) = 1.

• Si n = m y es par entonces β0 (P (Mn(R)) \ π(Sn \ {0})) = 2.

Demostración. Sea m < n. Consideramos la aplicación continua dada por la proyección
canónica

π :Mm×n(R) \ {0} −→ P (Mm×n(R)) ,

que envía a cada elemento a su clase. Usando el Lema 5.1.3 se tiene que

π
(
P (Mm×n(R)) \ π(S(m,n) \ {0})

)
,

es conexo y el primer caso queda demostrado.
Sea ahora n = m. Tenemos entonces que π(A+) y π(A−) son conexos y que

P (Mn(R)) = π(A+) ∪ π(A−),

por lo que
β0 (P (Mn(R))) ≤ 2.

Se nos presentan ahora los siguientes casos

• Si n = m es par, π(A+)∩ π(A−) = ∅ y por lo tanto la tercera afirmación se cumple.

• Si n = m es impar, afirmamos que π(A+) = π(A−) = P (Mn(R)) y por lo tanto se
sigue el segundo ítem.

Probemos dicha afirmación. Para ello escogemos una matriz X ∈ P (Mn(R)) \ π(Sn \
{0}) entonces existe una matriz M ∈ Mn(R) tal que para todo λ ∈ R \ {0} se cumple
π(λM) = X.

Supongamos que M ∈ A+ y tomemos dos números reales λ− < 0 < λ+ tenemos
entonces que:

λ+M ∈ A+ y λ−M ∈ A−,
donde A+ y A− son los conjuntos definidos en la demostración del Lema 5.1.3 anterior.
En el caso que M ∈ A− se tiene que:

λ+M ∈ A− y λ−M ∈ A+.

En cualquiera de los casos se tiene que

π(λ+M) = π(λ−M),

y por lo tanto concluimos que X ∈ π(A+) ∩ π(A−) y se sigue la afirmación.
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5. El número de componentes conexas

5.2 Sistemas de ecuaciones polinomiales con coeficien-
tes reales

Tratamos ahora de resolver la caracterización de las componentes conexas en el caso
no lineal. Es decir, en el espacio de los sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas
multivariadas con coeficientes reales. En efecto, esta sección está dedicada a demostrar el
Teorema 0.0.27.

Para ello necesitamos introducir algunas notaciones. Sea Σ̃′R el subconjunto de HR
(d)×

Pn (R) dado por la siguiente igualdad:

Σ̃′R := (π × IdP)−1(Σ
′R),

donde IdP : Pn (R) −→ Pn (R) denota la aplicación identidad, π : HR
(d) −→ P(HR

(d)) la
proyección canónica y π × IdP el producto cartesiano de ambas aplicaciones.

Lema 5.2.1. Usando la notación anterior. Para todo x ∈ Pn (R) se cumple:

• Si m < n entonces β0

(
Ṽ R
x \ Σ̃′R

)
= 1.

• Si m = n entonces β0

(
Ṽ R
x \ Σ̃′R

)
= 2.

Demostración. Como en anteriores ocasiones sólo detallaremos el caso x = e0. Nótese que
para todo f ∈ Ṽ R

e0
, f se puede descomponer de forma única como la suma f = fv + fl

donde fv ∈ V ′e0 y fl ∈ Le0 . Trivialmente se obtiene que:

De0f = De0fv +De0fl = De0fl.

Y por lo tanto:
Te0f = De0fl|〈e0〉⊥ = Te0fl.

Es más, la siguiente aplicación:

ϕ̃ : V ′e0 ×Mm×n(R) −→ Ṽ R
e0

= V ′e0⊥Le0
(h,M) 7→ h+ ϕ(M),

es biyectiva y una isometría por lo que es también un homeomorfismo. Finalmente obsér-
vese que:

ϕ̃(V ′e0 × (Mm×n(R) \ S(m,n))) = Ṽ R
e0
\ Σ̃′R.

Ahora, usando el Lema 5.1.3 y suponiendo que m < n, Ṽ R
e0
\ Σ̃′R es conexo mientras

que si m = n entonces β0

(
Ṽ R
e0
\ Σ̃′R

)
= 2. Es más, en el caso que m = n, las componentes

conexas de Ṽ R
e0
\ Σ̃′R están dadas por las siguientes identidades:

Ṽ R
e0

+
= ϕ̃(V ′e0 × A+) , Ṽ R

e0

−
= ϕ̃(V ′e0 × A−),

donde A+ y A− son las dos componentes conexas de Mm×n(R) \ S(m,n) definidas en la
demostración del Lema 5.1.3.
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Nota 5.2.2. Obsérvese que para todo x ∈ S1 (Rn) y para toda aplicación polinomial
homogénea f ∈ HR

(d) tal que f(x) = 0, el gradiente de f en x, ∇xf , es ortogonal a x. Es
decir:

〈∇xf, x〉 = 0, ∀x ∈ VR
A(f).

Tomamos ahora (f, x) ∈ V R tal que x ∈ VR
A(f). Entonces las filas de la matriz jacobiana

Dxf =


∂f1

∂x0
|x . . . ∂f1

∂xn
|x

...
...

∂fm
∂x0
|x . . . ∂fm

∂xn
|x

 ,

son todas ortogonales a x. En particular, si (f, x) /∈ Σ
′R la siguiente matriz tiene rango

máximo:

4xf =

(
xt

Dxf

)
∈M(m+1)×(n+1)(R) \ S(m+1,n+1).

En el caso que n = m inmediatamente se tiene que las filas de Dxf definen una base
del espacio tangente TxPn (R) = 〈x〉⊥ y 4xf es una matriz regular. Es decir 4xf ∈
GL(n+ 1,R).

Nota 5.2.3. Sea ẽ0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1 un representante del punto proyectivo e0 = (1 :

0 : . . . : 0) ∈ Pn (R). Para todo f ∈ Ṽ R
e0

definimos el jacobiano extendido de f en e0 como
la siguiente matriz.

4e0f :=

(
ẽ0
t

Dẽ0f

)
.

Es más, sea (f, e0) ∈ Ṽ R
e0
, entonces, debido a la Nota 5.2.2, se tiene que para todo

número natural j tal que 1 ≤ j ≤ m se cumple:

〈∇e0fj, e0〉 =
∂fj
∂x0

|e0 = 0.

Y también
De0f(e0) = 0,

Luego, la primera columna de De0f es nula. En particular se tiene que:

4e0f =


1 0 . . . 0
0
... Dẽ0f(e1) . . . Dẽ0f(en)
0

 ,

donde De0f(ei) denota la columna que resulta de multiplicar De0f por el i-ésimo vector
de la base canónica {e0, . . . , en} de Rn+1

Pasamos ahora a introducir el el eje central de nuestro discurso.
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5. El número de componentes conexas

Definición 5.2.4 (Jacobiano extendido orientado). Dado un par (f, x) ∈ V R \ Σ
′R y

U ∈ SO(n+ 1,R) una rotación tal que Ue0 = x. Si x̃ ∈ Rn+1 es el punto afín tal que
x̃ = Uẽ0, entonces, definimos el jacobiano extendido orientado de f en x por la siguiente
matriz

4xf :=

(
x̃t

Dx̃f

)
.

Nótese que en el caso que m = n, el signo del det (4xf) es independiente de la rotación
U ∈ SO(n+ 1,R) escogida.

Corolario 5.2.5. Usando la notación anterior. Si m = n entonces las dos componentes
conexas de Ṽ R

x \ Σ̃′R están dadas por las siguientes igualdades:

Ṽ R
x

+
= {(f, x) ∈ Ṽ R

x : det (4xf) > 0}.

Ṽ R
x

−
= {(f, x) ∈ Ṽ R

x : det (4xf) < 0}.

Corolario 5.2.6. Sea S
(
Ṽ R
x

)
la esfera en el espacio vectorial Ṽ R

x con respecto del pro-
ducto escalar de Bombieri 〈·, ·〉∆. Es decir:

S
(
Ṽ R
x

)
: {(f, x) ∈ Ṽ R

x : ‖f‖∆ = 1}.

Se tiene que

• Si m < n entonces β0

(
S
(
Ṽ R
x

)
\ Σ̃′R

)
= 1.

• Si m = n entonces β0

(
S
(
Ṽ R
x

)
\ Σ̃′R

)
= 2.

Corolario 5.2.7. Usando la notación anterior.

• Si m < n entonces β0

(
V R
x \ Σ

′R
)

= 1.

• Si m = n y n es impar, entonces β0

(
V R
x \ Σ

′R
)

= 1.

• Si m = n y n es par, entonces β0

(
V R
x \ Σ

′R
)

= 2.

Teorema 5.2.8. Sea Ṽ R ⊆ HR
(d) × Pn (R) el siguiente conjunto:

Ṽ R := {(f, x) ∈ HR
(d) × Pn (R) : f(x) = 0 ∈ Rm}.

A partir de esta definición se tiene que:

• Si m < n entonces β0

(
Ṽ R \ Σ̃′R

)
= 1.

• Si m = n entonces β0

(
Ṽ R \ Σ̃′R

)
= 2.
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Es más, en este último caso las componentes conexas son:

Ṽ R
+

=
{

(f, x) ∈ Ṽ R : det (4xf) > 0
}
.

Ṽ R
−

=
{

(f, x) ∈ Ṽ R : det (4xf) < 0
}
.

Demostración. Para empezar extenderemos a Ṽ R
e0

la aplicación definida en (1.1). Es decir,
definimos la siguiente aplicación continua:

Φ̃ : Ṽ R
e0
× SO(n+ 1,R) −→ Ṽ R

((f, e0), U) 7→ (f ◦ U−1, Ue0),

En el caso que m < n, como SO(n+ 1,R) es conexo, a partir del Lema 5.2.1 y del
Corolario 1.2.6 se sigue que Ṽ R \ Σ̃′R es conexo.

Para el caso m = n, el mismo Lema 5.2.1 y el mismo Corolario 1.2.6 implican que
podemos descomponer Ṽ R \ Σ̃′R en dos conjuntos semi-algebráicos. Es decir:

Ṽ R \ Σ̃′R = Ṽ R
+
∪ Ṽ R

−
,

donde Ṽ R
+
, Ṽ R

−
son los conjuntos definidos por las siguientes igualdades:

Ṽ R
+

= Φ̃(Ṽ R
e0

+
× SO(n+ 1,R))

Ṽ R
−

= Φ̃(Ṽ R
e0

−
× S−O(n+ 1,R)).

Por otro lado tenemos que a partir del Corolario 1 del Capítulo 12 de [BCSS98], se
sigue que para todo matriz U ∈ SO(n+ 1,R) la siguiente aplicación es una isometría:

Φ̃U : Ṽ R
e0

−→ Ṽ R

(f, e0) 7→ (f ◦ U−1, Ue0),

Luego, Ṽ R
+
y Ṽ R

−
son dos subconjuntos abiertos y conexos de Ṽ R. Es más, se tiene que:

Ṽ R
+

=
{

(f, x) ∈ Ṽ R : det (4xf) > 0
}

Ṽ R
−

=
{

(f, x) ∈ Ṽ R : det (4xf) < 0
}
.

En particular, son conjuntos disjuntos y por lo tanto las dos componentes conexas de
Ṽ R \ Σ̃′R.
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5. El número de componentes conexas

5.2.1 Demostración del Teorema 0.0.27

En el caso que m < n, como SO(n+ 1,R) es una componente conexa, el Lema 5.2.7
y el Corolario 1.2.6 implican que V R \ Σ

′R es una componente conexa y por lo tanto se
sigue la primera afirmación.

En el caso que m = n con n impar, V R
e0
\Σ

′R es una componente conexa y por lo tanto

Φ((V R
e0
\ Σ

′R)× SO(n+ 1,R)) = V R \ Σ
′R

también lo es. Se sigue por tanto la segunda afirmación.
Finalmente, si m = n con n impar, el mismo Lema 5.2.7 y el mismo Corolario 1.2.6

implican que podemos descomponer V R \Σ
′R en dos conjuntos semi-algebraicos. Es decir:

V R \ Σ
′R = V R+ ∪ V R−,

donde V R+, V R− son los siguientes conjuntos

V R+
= Φ(V R

e0

+ × SO(n+ 1,R))

V R− = Φ(V R
e0

− × S−O(n+ 1,R)).

A partir del Corolario 1 del Capítulo 12 de [BCSS98], se sigue que para toda matriz
U ∈ SO(n+ 1,R) la siguiente aplicación es una isometría:

ΦU : V R
e0

−→ V R

(f, e0) 7→ (f ◦ U−1, Ue0),

luego V R+ y V R− son dos subconjuntos abiertos y conexos de V R. Es más, se tiene que:

V R+
=
{

(f, x) ∈ V R : det (4xf) > 0
}

V R− =
{

(f, x) ∈ V R : det (4xf) < 0
}
.

En particular, son conjuntos disjuntos y por lo tanto las dos componentes conexas de
V R \ Σ

′R. Se cumple entonces la tercera afirmación.

5.3 Sistemas de ecuaciones polinomiales con coeficien-
tes reales y soluciones complejas

Tratamos ahora el caso no lineal cuando consideramos las soluciones reales y complejas.
Es decir, estudiamos el número de componentes conexas del espacio V R,C. Con el objetivo
de simplificar la notación a partir de ahora denotaremos por π1 = πR,C

1 y π2 = πR,C
2 .

Además, denotaremos por Σ = ΣR,C y Σ
′
= Σ

′R,C.
Como es habitual, consideramos la siguiente acción del grupo ortogonal especial sobre

la variedad de incidencia
V R,C × SO(n+ 1,R) −→ V R,C

((f, x), U) 7→ (f ◦ U−1, Ux).

Enunciamos ahora dos lemas técnicos cuya demostración es inmediata.

54



Lema 5.3.1. Dado un par (f, x) ∈ V R,C, y una matriz U ∈ SO(n+ 1,R), entonces
Ux ∈ Pn (C) si y solo si x ∈ Pn (C). En particular, para toda matriz U ∈ SO(n+ 1,R) y
para todo sistema de ecuaciones f ∈ P(HR

(d)) el número de soluciones reales (i.e. soluciones
en Pn (R)) de f y f ◦ U−1 coincide.

Lema 5.3.2. La acción del grupo de rotaciones preserva la variedad singular en todos los
casos. Es decir,

• Para toda matriz U ∈ SO(n+ 1,K) y para todo par (f, x) ∈ Σ
′K se tiene que:

(f ◦ U−1, Ux) ∈ Σ
′K.

• Para toda matriz U ∈ SO(n+ 1,K) y para todo par f ∈ ΣK se tiene que:

(f ◦ U−1) ∈ ΣK.

Como consecuencia inmediata se tiene que:

Corolario 5.3.3. Las componentes conexas de V R,C \ Σ
′ son invariantes respecto de la

acción del grupo SO(n+ 1,R). En particular, para cada componente conexa C de V R,C\Σ′

que interseque V R entonces también interseca a V R,C
e0

, donde e0 = (1 : 0 : . . . : 0) ∈ Pn (R).
Es más, se tiene que:

β0

(
V R,C
e0
\ Σ

′
)
≥ ]

{
C ⊆ V R,C :

C es una componente conexa por caminos
V R,C \ Σ

′ y C ∩ V R 6= ∅

}
.

Demostración. Para la primera afirmación, ya que todas las órbitas son caminos pertene-
cerán a la misma componente conexa de V R,C \Σ

′ . Además, por cada componente conexa
por caminos C de V R,C \ Σ

′ que interseque a V R existe un par (f, x) ∈ C ∩ V R y por
lo tanto un rotación U ∈ SO(n+ 1,R) tal que Ux = e0. Luego, (f ◦ U−1, e0) está en la
órbita de (f, x) y por lo tanto (f ◦ U−1, e0) ∈ C.

Para la segunda afirmación, como toda componente conexa por caminos C de V R,C\Σ′

tal que C ∩ V R 6= ∅ cumple que C ∩ V R,C
e0
6= ∅ inmediatamente podemos concluir que:

β0

(
V R,C
e0
\ Σ

′
)
≥ β0

(
V R,C \ Σ

′
)
.

Esto es debido a que el conjunto C ∩ (V R,C
e0
\ Σ

′
) es abierto y cerrado en V R,C

e0
\ Σ

′ y por
lo tanto se tiene la desigualdad.

Corolario 5.3.4. Las componentes conexas de V R \Σ
′R también son invariantes respecto

de la acción del grupo SO(n+ 1,R). Además, para toda componente conexa C de V R\Σ
′R

se tiene que: C ∩ V R
e0
\ Σ

′R. Es más, se tiene que:

β0

(
V R
e0
\ Σ

′R
)
≥ β0

(
V R \ Σ

′R
)
.

Demostración. Ambas afirmaciones se siguen inmediatamente de los lemas previos.
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5. El número de componentes conexas

Una proposición en el mismo sentido es:

Proposición 5.3.5. Todas las componentes conexas de P(HR
(d)) \ Σ son invariantes res-

pecto de la acción del grupo SO(n+ 1,R). Además, en el caso que n = m, si dos sistemas
f, g ∈ P(HR

(d)) \ Σ perteneces a la misma componente conexa de P(HR
(d)) \ Σ entonces

tienen el mismo número de soluciones reales.

Demostración. La primera afirmación se sigue por los mismos argumentos que los ante-
riores teoremas.

Para la segunda afirmación, supongamos que f, g pertenecen a la misma componente
conexa por caminos de P(HR

(d)) \Σ. Entonces, podemos construir un camino γ : [0, 1] −→
P(HR

(d)) \ Σ tal que γ(0) = f y γ(1) = g (cf. [BCR87] para los detalles). Es más, como
Γ = γ([0, 1]) es compacto, existe un entorno cerrado tubular Γε of Γ tal que Γε ∩ Σ = ∅
y Γε esta contenido en la misma componente conexa por caminos de P(HR

(d)) \ Σ que
contiene a f y a g. Además, a partir del Teorema del Número de Condicionamiento (cf.
[SS93a]) podemos suponer que existe una constante real H > 0 tal que µworst(h) ≤ H para
todos los sistemas h ∈ Γε. Pero, es más, existe un camino regular a trozos C contenido
en Γε tal que une f con g. Entendemos por regular a trozos un conjunto finito de curvas
{γi : [0, 1] −→ Γε}1≤i≤r con las siguientes propiedades:

•
r⋃
i=1

γi([0, 1]) ⊆ Γε.

• γ1(0) = f , γr(1) = g.

• γi(1) = γi+1(0) para todo 1 ≤ i ≤ r − 1.

Usando inducción en r probaremos que el número de soluciones en Pn (R) del sistema
γ1(0) es el mismo que el del sistema γr(1). Usaremos la Proposición 3 del Capítulo 14 de
[BCSS98] (o su formulación original en [SS93a]).

Primero observamos que si una raíz z ∈ Pn (C) de f ∈ P(HR
(d)) tiene como cero

aproximado asociado z̃ ∈ Pn (R) entonces z también pertenece a Pn (R). Esto es debido a
que Pn (R) es un conjunto cerrado en Pn (C).

Probaremos el caso r = 1 y dejamos el paso de inducción para el lector. Como hemos
visto con anterioridad π1 : V R,C \ Σ −→ P(HR

(d)) es una aplicación recubridora. Ahora,
si f = γ1(0) y {z1 . . . , zR} son las R soluciones reales distintas de f , es decir VR

P (f) =
{z1 . . . , zR} y ]VR

P (f) = R se tiene que existen R arcos diferenciables γ′i[0, 1] −→ V R,C \
P(HR

(d)), tales que:

• γ′i(0) = (f, zi), 1 ≤ i ≤ R.

• π1 ◦ γ′i(t) = γi(t) para todo t ∈ [0, 1].

• π1(γ′i(1)) = g ∀i.

• γ′i([0, 1]) ∩ γ′j([0, 1]) = ∅ ∀i 6= j.
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Usando la Proposición 3 del Capítulo 12 de [BCSS98], para todo i, 1 ≤ i ≤ R, existe una
partición del intervalo [0, 1]

0 = s0 < . . . < sk = 1,

tal que la secuencia

z0 = zi

zj+1 = Nfsj+1
(zj), 0 ≤ j ≤ k − 1,

donde fsj = πR
1 (γ′i(sj)), satisface

zj es un cero aproximado de fsj con cero asociado πR
2 (γ′i(sj)).

Como fsj ∈ P(HR
(d)) para todo j y zi ∈ Pn (R) concluimos que:

• zk ∈ Pn (R).

• zk es un cero aproximado de un cero de VR
P (g).

Luego, como g ∈ P(HR
(d)) \ Σ concluimos inmediatamente que ]VR

P (g) ≥ ]VR
P (f). La otra

desigualdad se sigue simplemente intercambiando f y g. Podemos concluir entonces que
]VR

P (g) = ]VR
P (f) y el caso r = 1 se sigue. La hipótesis de inducción se sigue por el mismo

argumento.

5.3.1 Demostración del Teorema 0.0.28

La primera afirmación es una consecuencia directa de la Proposición 5.3.5 anterior.
Para la segunda afirmación, como hemos visto también en la Proposición 5.3.5,

π1 : V R,C \ Σ
′ −→ P(HR

(d)) \ Σ

es una aplicación recubridora, luego π1 es una aplicación suprayectiva y por lo tanto

β0

(
P(HR

(d)) \ Σ
)
≤ β0

(
V R,C \ Σ

′
)

y se sigue la segunda afirmación.
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Capítulo 6

Caminos en la variedad de incidencia

δεν υπαρχει βασιλικος δρομος για τη γεωμετρια
1.

Atribuido a Ευκλείδης2 [Pro50], [Mor70]

Como ya habíamos comentado anteriormente, uno de procesos claves en la construcción
de un algoritmo de deformación homotopía es poder construir caminos en la variedad de
incidencia. Ahora bien, a tenor de lo visto en el Capítulo 5 nos encontramos con diversos
problemas:

• Sim = n es un número par, entonces la variedad de incidencia tiene dos componentes
conexas.

• Las componentes conexas de la variedad de incidencia no son convexas.

Por todo ello es necesario replantearse la forma de escoger los puntos iniciales del
algoritmo de deformación homotópica pues primero es necesario conseguir un punto que
se encuentre en la misma componente conexa y luego habrá que describir un procedimiento
adecuado que garantice no solo que existe el camino, sino que el número de pasos no sea
excesivo. A continuación presentamos una posible idea que en su estado actual no puede
ser utilizada para la creación de un algoritmo de deformación homotópica pues requiere
tener información sobre la raíz que no conocemos.

Comenzaremos introduciendo las curvas isobáricas en el grupo ortogonal especial
SO(n,R). Los lemas son conocidos pero los usaremos para fijar la notación.

Lema 6.0.6. Para toda matriz U ∈ SO(n,R), existe otra matriz L ∈ Mn(R) tal que
iL ∈Mn(C) es una matriz antisimétrica y la siguiente aplicación

γ : [0, 1] −→ Mn(C)
t 7→ eiLt,

cumple:
0Euclides de Alejandría.
1Majestad, no hay camino real hacia la geometría. Nótese que real aquí se refiere a la realeza. Quizás

la traducción inglesa sea más clarificadora: «Sire, there is no royal road to geometry».
2Euclides de Alejandría.
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6. Caminos en la variedad de incidencia

• γ es continua y diferenciable.

• γ([0, 1]) ⊆ SO(n,C).

• γ(0) = Idn, γ(1) = U .

Demostración. Comenzamos con algunas notaciones elementales que describen la aplica-
ción γ.

Dado un número r ∈ N tal que 1 ≤ r ≤ n, y dadas dos matrices A ∈ Mr(C),
B ∈Mn−r(C) denotamos por A⊕B a la suma directa de A y B. Es decir,

A⊕B =

(
A 0
0 B

)
∈Mn(C).

Ahora, para toda θ ∈ (0, π] denotaremos por R(θ) ∈ M2(R) a la matriz que codifica
la rotación plana de ángulo θ. Es decir:

R(θ) =

(
cos θ + sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Denotaremos la Forma Canónica de Jordan de la matriz R(θ) por J (θ) ∈M2(C). Es
decir:

J (θ) =

(
cos θ + i sin θ 0

0 cos θ − i sin θ

)
.

Además, denotaremos por Mθ ∈ GL(2,C) a las matrices regulares tales que

MθR(θ)M−1
θ = J (θ).

Sea ahora U ∈ SO(n,R) una rotación, entonces el Teorema de Descomposición Espec-
tral nos asegura que existe una matriz V ∈ O(n,R), dos número naturales q, r ∈ N y q
números reales θi ∈ (0, π] tales que:

• 2q + r = n

• V UV ∗ = R(θ1)⊕ . . .⊕R(θq)⊕ Idr.

Definimos la matriz Mq,r ∈Mn(R) por la suma diagonal:

Mq,r = Mθ1 ⊕ · · · ⊕Mθq ⊕ Idr ∈Mn(C),

donde Mθi son matrices cuadradas de dimensión 2 tales que:

MθiR(θI)M
t
θi

= J (θi).

Tenemos entonces que

Mq,rV UV
∗M−1

q,r = J (θ1)⊕ . . .⊕ J (θq)⊕ Idr.
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Sea P ∈ GL(n,C) una matriz regular con coeficientes complejos tal que P = Mq,rV .
Finalmente, definimos la matriz

L = D(θ1)⊕ . . .⊕D(θq)⊕ Idr,

donde
D(θj) =

(
θj 0
0 θj

)
,

para todo j, 1 ≤ j ≤ q. La matriz L ∈Mn(R) dada por la siguiente igualdad L = P−1LP
cumple que

eiL = U.

Es más, para todo t ∈ [0, 1], la matriz eiLt es una matriz regular tal que

eiLt = V tM t
q,re

iLtMq,rV,

y por lo tanto
eiLt = V t (R(θ1t)⊕ . . .⊕R(θqt)⊕ Idr)V,

es una matriz ortogonal con det
(
eiLt
)

= 1 tal y como se buscaba.

Corolario 6.0.7. Usando la notación anterior. Dados (f, x), (g, y) dos puntos en V R+

se tiene que el siguiente camino

Γ : [0, 1] −→ V R+

t 7→ (f ◦ γ(t)−1, γ(t)x),

es un camino contenido en V R+ que une (f, x) con (g, y) siempre que:

• γ(1)x = y.

• γ(1) ∈ SO(n,R) y g = f ◦ γ(1)−1.

Es más, el condicionamiento µnorm a lo largo del camino cumple

µnorm(Γ(t)) = µnorm(f, x) ∀t ∈ [0, 1].
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Capítulo 7

Trabajos Futuros

However impenetrable it seems, if you don’t try it, then you can never do it1.
Sir Andrew John Wiles [onl]

En este capítulo introduciremos algunas de las ideas que consideramos interesantes
explorar en un futuro. Entre ellas comentamos los pasos que faltan por dar para terminar
de desarrollar un algoritmo que siga el programa iniciado por M. Shub y S. Smale y
continuado por C. Beltrán y L. M. Pardo. Finalmente daremos algunas alternativas que
nos parecen interesantes y que trataremos de abordar en el futuro.

El mayor problema que se presenta es el excesivo número de componentes conexas que
tiene el espacio de sistemas factibles como vimos en la Proposición 0.0.28. Para solventar
este inconveniente tenemos diversas posibilidades:

• Desarrollar un test que nos indique cuantas raíces reales tiene un sistema de ecua-
ciones polinomiales homogéneas multivariadas. Como hemos visto en el Teorema
5.3.5 esto equivale a saber si dos sistemas están en la misma componente conexa.

Desgraciadamente no parece muy factible encontrar un algoritmo que resuelva es-
te problema en tiempo polinomial pues es ya un problema muy duro en el caso
unidimensional.

• Aun en el caso de tener dicho test debemos de encontrar un camino que una ambos
sistemas sin abandonar la componente conexa. Este problema es relativamente más
sencillo de resolver pues el condicionamiento µnorm nos indica la proximidad a los
sistemas singulares y por lo tanto a las fronteras entre componentes conexas. En
caso de aproximarnos peligrosamente a los sistemas singulares basta con elegir de
forma aleatoria una matriz ortogonal y desviarse en esa dirección.

• Otro problema a afrontar será conseguir que dicho camino sea corto, pues de nada
serviría tenerlo si debemos dar muchos pasos para poder seguirlo. En este sentido en
[BS09] se estudian las geodésicas en la métrica del condicionamiento. Encontrar una
cota inferior al número de pasos de una sucesión de Newton que fuera exponencial
proporcionaría una sentencia de muerte a este programa.

1Por muy impenetrable que parezca, si no lo intentas, nunca lo conseguirás.

63



7. Trabajos Futuros

• Por último sería necesario crear un conjunto cuestor de sistema de ecuaciones poli-
nomiales homogéneas multivariadas que contenga suficientes sistemas en cada una
de las componentes conexas.

En el Capítulo 12 desarrollaremos una alternativa evolutiva para resolver este proble-
ma. Sin embargo no es la única posible solución. El principal resultado de [BP] se puede
expresar como sigue:

Teorema 7.0.8 (Entropía). La entropía de un método de deformación homotópica es
máxima. Es decir, la probabilidad de que seleccionada al azar un sistema inicial un método
de deformación homotópica produzca una raíz particular del sistema es D−1.

A partir de este resultado queda claro que es posible encontrar varias raíces de un
sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas siguiendo varios caminos
simultáneamente, comenzando cada uno desde un sistema distinto, pues con alta probabi-
lidad los caminos llevarán a soluciones distintas. Así, si por alguna razón se quiere conocer
alguna raíz en especial, probando con distintos caminos, en algún momento se encontrará
la raíz deseada.

En el caso de sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coe-
ficientes reales ya hemos visto como el número de raíces es en media

√
D y por lo tanto

el número de intentos se puede acotar superiormente. Desgraciadamente esta cota es del
orden de D y por lo tanto resulta un algoritmo intratable en la práctica.

Gran parte de estos problemas no se presentan en el caso que m < n pues como ya
hemos visto en el Teorema 0.0.27 independientemente de los valores de m y n se tiene que
el número de componentes conexas es uno. Es más, como la codimensión de la variedad
singular Σ

′R es 2 se sigue que la homotopía lineal, con probabilidad 1, no corta la variedad
singular.

Sin embargo, no hemos conseguido encontrar una cota al número de pasos necesarios
para seguir dicha curva. Es decir no conocemos un resultado del estilo:

Conjetura 7.0.9 (Teorema de continuación homotópica). Sea m < n y f, g ∈ P(HR
(d))\ΣR

dos sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coeficientes reales.
Entonces existe un número natural k, polinomial en n,m,N y D, tal que:

x0 := ζ ∈ VR(f0), xi+1 := Nfi
(xi),

es una sucesión de Newton. Es decir, para todo i, 0 ≤ i ≤ k,

xi es un cero aproximado de algún ζi ∈ VR(fi).

Sin este resultado no tiene sentido buscar intentar la construcción de un conjunto
cuestor.
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Capítulo 8

Una vieja estructura de datos para un
nuevo problema

The programmer’s primary weapon in the never-ending battle against slow
system is to change the intramodular structure. Our first response should be
to reorganize the modules’ data structures1.

Fred Brooks [McC04]

Anteriormente hemos definido la programación genética como un algoritmo evolutivo
en el que la estructura de datos a evolucionar son programas informáticos. Generalmente
se suele usar este esquema algorítmico cuando se quiere resolver un proceso de aprendiza-
je inductivo. Típicamente estos programas se representan mediante expresiones en algún
dialecto de LISP o mediante árboles dirigidos (véase [Koz92] para una extensa introduc-
ción).

Recientemente otras variantes han aparecido. Dichas variantes sustituyen las estructu-
ras clásicas a evolucionar por otras como listas de instrucciones en un lenguaje imperativo.
A este nuevo paradigma se le suele conocer como programación genética lineal. En esta
ocasión el término lineal se refiere a que la estructura de datos usada consiste en una lista
de asignaciones, operaciones sobre constantes o sobre variables. Mediante este mecanismo
tan simple es posible obtener expresiones no lineales muy complejas. Los primeros textos
al respecto se deben a Cramer [Cra85], otros desarrollos más modernos se deben a Banz-
haf [Ban93] y Nordin [Nor94]. Una referencia introductoria completa al tema se puede
encontrar en [BB07].

En este capítulo analizamos en detalle una estructura de datos para representar pro-
gramas en el paradigma de la programación genética lineal: los Stright-Line Program
(slp). Esta estructura de datos puede considerarse como representaciones lineales de pro-
gramas, pero también como representaciones en forma de grafos (véase la Sección 8.1 para
más detalles). Su uso como modelo teórico en el contexto de la Álgebra Computacional es
ampliamente conocido, como se ha podido ver en los capítulos de introducción. Nuestra

1La principal arma del programador en su batalla sin final contra los sistemas lentos es cambiar la
estructura intramodular. Nuestra primera respuesta debería ser reorganizar las estructuras de datos de
los módulos.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

principal aportación en este capítulo es su reutilización en un contexto completamente
diferente.

En la Sección 8.2.3 introduciremos los operadores genéticos desarrollados ad-hoc para
esta estructura de datos con el fin de resolver instancias del problema de regresión sim-
bólica. Además en la Sección 8.3 mostraremos una serie de resultados experimentales en
el que demostramos que el desempeño de la programación genética en el problema de re-
gresión simbólica es muy superior al usar slp′s como estructura de datos frente a usar
árboles.

8.1 La estructura de datos slp

Sea F = {f1, . . . , fn} un conjunto de funciones donde para todo i, 1 ≤ i ≤ n, fi tiene
aridad ai. Sea T = {t1, . . . , tm} un conjunto de terminales que se puede descomponer en
dos conjuntos T = V ∪ C con

• V = {x1, . . . , xp} un conjunto finito de variables.

• C = {c1, . . . , cq} un conjunto finito de constantes.

Definición 8.1.1 (slp). Llamaremos slp sobre los conjuntos F y T a toda secuencia finita
de instrucciones Γ = {I1, . . . , Il} tales que:

Ik ≡ uk := fjk

(
α1, . . . , αajk

)
en donde:

• Para todo k, fjk ∈ F .

• Si k = 1 entonces αi ∈ T .

• Para 2 ≤ k ≤ l, αi ∈ T ∪ {u1, . . . , uk−1}.

Decimos que el número de instrucciones l es la longitud de Γ y denotaremos por
SLPl(F , T ) el conjunto de todos los posible slp que se pueden construir sobre el conjunto
de funciones F y el conjunto de terminales T .

Nota 8.1.2. Si consideramos un slp Γ como el código de un programa, en cada instrucción
Ii se introduce una nueva variable que no es un terminal. Así, el número de estas variables
coincide con el número de instrucciones así como con la longitud del slp. Por lo tanto, en
lo siguiente denotaremos un slp Γ = {I1, . . . , Il} como Γ = {u1, . . . , ul}.

Cada uno de los ui se puede considerar como un sub-slp sobre el conjunto de terminales
T construido como una secuencia de llamadas recursivas que evalúan una función de F .

Ejemplo 8.1.3. Sea F el conjunto de las operaciones aritméticas básicas F = {+,−, ∗}
y sea T = {1, x, y} el conjunto de terminales. En esta situación todos los slp Γ ∈
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SLPl(F , T ) que se pueden definir son polinomios en dos variables con coeficientes en-
teros. Consideramos el siguiente slp de longitud 5:

Γ ≡


u1 := x+ 1
u2 := u1 ∗ u1

u3 := y + y
u4 := u2 ∗ u3

u5 := u4 − u3

(8.1)

Entonces, la función que se computa al evaluar u5 es el polinomio:

2y(x+ 1)2 − 2y.

El siguiente resultado calcula el cardinal del conjunto SLPl(F , T ), es decir nos da la
cantidad de slp′s de una longitud dada l. Obviamente esta cantidad depende del cardinal
de los conjuntos F y T de la aridad de las funciones F .

Proposición 8.1.4. Sea F = {f1, . . . , fn} el conjunto de funciones donde fi tiene aridad
ai, i = 1 . . . n y sea T = {t1, . . . , tm} el conjunto de terminales. Entonces, el número de
elementos Γ = {u1, . . . , ul} ∈ SLPl(F , T ) de longitud l es:

l∏
j=1

(
n∑
i=1

(m+ j − 1)ai

)
.

Demostración. Para la primera variable no terminal u1 existen
∑n

i=1m
ai posibilidades.

Para u2 existen
∑n

i=1(m+ 1)ai posibilidades pues u1 puede aparecer como argumento de
la función en u2. En general, hay

∑n
i=1(m + k − 1)ai posibilidades para las variables no

terminales uk, 1 ≤ k ≤ l. Luego, el número de posibles slp sobre F y T de longitud l es:

l∏
j=1

(
n∑
i=1

(m+ j − 1)ai

)
.

Nota 8.1.5. Todo slp Γ = {u1, . . . , ul} sobre los conjuntos F y T se puede representar
como un grafo dirigido GΓ = (V,E). El conjunto de vértices es V = T ′ ∪ {u1, . . . , ul}
donde T ′ contiene todos los terminales involucrados en la computación. El conjunto de
aristas E se construye de la siguiente manera:

Para todo k, 1 ≤ k ≤ l, dibujamos una arista (uk, αi) para cada i ∈ {1, . . . , ajk}.
Nótese que T ′ es el conjunto de hojas del grafo GΓ y es un subconjunto del conjunto de
terminales T . La Figura 8.1 representa el grafo dirigido asociado al slp descrito en la
Ecuación (8.1).

La aplicación semántica asociada a un slp Γ = {u1, . . . , ul} definido sobre el conjunto
de funciones F y el conjunto de terminales T se construye definiendo en Γ el conjunto de
variables de salida O(Γ) = {ui1 , . . . , uit}, entre cualquiera de las variables no terminales de
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Figura 8.1: Grafo dirigido que representa un slp.

1

+

x y

+

∗

∗

−Γ ≡

Γ. Teniendo en cuenta que V = {x1, . . . , xp} ⊂ T es el conjunto de variables, la aplicación
semántica que representa Γ, que denotaremos como ΦΓ : Ip −→ Ot, satisface

ΦΓ(a1, . . . , ap) = (b1, . . . , bt),

donde bj representa los valores de las expresiones de las variables no terminales uij cuando
sustituimos en ellas las variables xk por sus valores ak, 1 ≤ k ≤ p.

Dados dos slp′s Γ1 y Γ2 sobre los conjuntos F y T diremos que son equivalentes si
calculan la misma aplicación semántica. Es decir:

ΦΓ1 ≡ ΦΓ2 .

Sea Γ = {u1, . . . , ul} un slp sobre los conjuntos F y T con conjunto de salida O(Γ) =
{ui1 , . . . , uit}. Asumiendo que 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ l es fácil ver que el slp Γ′ = {u1, . . . , uit}
es equivalente a Γ. Nótese que para el cálculo de la aplicación semántica ΦΓ son necesarios
como mucho las variables no terminales u1, . . . , uit . Luego

ΦΓ ≡ ΦΓ′ .

Es por esto que a partir de ahora supondremos, sin pérdida de generalidad, que el conjunto
de salida de un slp siempre contendrá la última variable no terminal. Es decir,

ul ∈ O(Γ).

Nota 8.1.6. Nótese que, mediante la relación de equivalencia de slp descrita anterior-
mente, podemos identificar el espacio de las aplicaciones semánticas con el conjunto de
slp′s.

8.1.1 Slp’s frente a árboles

En esta sección presentaremos las relaciones que naturalmente aparecen al comparar
los slp con los árboles.

Definición 8.1.7. Sea Γ = {u1, . . . , ul} un slp sobre los conjuntos F y T . Para cada
k ∈ {1, . . . , l} definimos el árbol τk asociado a la variable no terminal uk como:

• Etiquetamos la raíz del árbol τk como fjk .
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• Etiquetamos los subárboles de τk, de izquierda a derecha, como:

τα1 , . . . , ταajk
.

• En el caso que αi sea un terminal, esto es αi ∈ T se tiene entonces que el árbol ταi
tendrá un solo nodo etiquetado como αi.

Como se puede observar, el método para construir el árbol asociado a una variable
no terminal τk es un proceso recursivo que en cada paso calcula los subárboles. Podemos
usar esta propiedad para definir un orden parcial de la siguiente forma:

Definición 8.1.8. Sea Γ = {u1 . . . , ul} un slp sobre los conjuntos F y T . Suponemos que

ui := fji(α1, . . . , αaji ) y uk := fjk(β1, . . . , βajk ),

con i < k. Definimos la relación ≺ en el conjunto {u1, . . . , ul} como

ui ≺ uk si y solo si existe un s con 1 ≤ s ≤ ajk tal que ui = βs.

Abusando de la notación, denotaremos de la misma forma al cierre transitivo de ≺.
De esta forma ≺ es un orden parcial en el conjunto {u1, . . . , ul}.

Introducimos ahora la noción de bosque asociado a un slp.

Definición 8.1.9. Sea Γ = {u1, . . . , ul} un slp sobre los conjuntos F y T . Definimos el
bosque asociado a Γ como el conjunto de árboles

τ(Γ) = {τi1 , . . . , τis}

donde M = {ui1 , . . . , uis} es el conjunto de elementos maximales de Γ respecto del orden
parcial ≺.

Ejemplo 8.1.10. Sea Γ = {u1, . . . , u5} el siguiente slp sobre los conjuntos F = {∗,+} y
T = {x, y}:

Γ ≡


u1 := x ∗ y
u2 := y ∗ u1

u3 := u1 ∗ u1

u4 := u3 + y
u5 := u1 ∗ u3.

y

∗

x

∗

∗Γ ≡

∗

+

Entonces el conjunto de elementos maximales de Γ respecto del orden parcial ≺ es M =
{u2, u4, u5} y el bosque τ(Γ) asociado al slp Γ se puede observar en la Figura 8.2.

La anterior definición asocia a cada slp un bosque de árboles. Por supuesto, la asocia-
ción también se puede realizar en sentido opuesto de la siguiente manera:

Sea τ un árbol con nodos internos etiquetados con elementos del conjunto F y hojas
etiquetadas con elementos del conjunto T . Entonces existe un slp Γ(τ) = {u1, . . . , ul}
asociado al árbol τ que es único salvo permutaciones del conjunto {u1, . . . , ul}.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Figura 8.2: Bosque asociado al slp Γ del Ejemplo 8.1.10.

y

∗

x

∗

y

τ2 ≡

y

∗

x

∗

y

∗

x

+

y

τ4 ≡

y

∗

x

∗

y

∗

x

∗τ5 ≡

y

∗

x

La construcción del slp Γ(τ) se realiza identificando las instrucciones ui, 1 ≤ i ≤ l,
recursivamente a partir de las hojas del árbol τ hasta la raíz. Siguiendo este proceso es
claro que la longitud l del slp Γ(τ) siempre será mayor o igual que la altura del árbol
τ . Por otro lado, claramente se observa que el bosque asociado al slp Γ(τ) es τ . Nótese
que no se asegura nada acerca de la relación entre la cantidad de nodos del árbol τ y la
longitud del slp.

El siguiente es un ejemplo que surge al construir el slp asociado al árbol τ5 de la
Figura 8.2.

Γ ≡


u1 := x ∗ y
u2 := u1 ∗ u1

u3 := u1 ∗ u2

y

∗

x

∗

∗Γ ≡

8.1.2 Código efectivo y no efectivo de un slp

Consideremos el siguiente slp Γ sobre los conjuntos F = {+, ∗,−} y T = {1, x, y},

Γ ≡


u1 := x ∗ 1
u2 := u1 + y
u3 := u2 ∗ u2

u4 := u1 ∗ y 1

∗

x y

+ ≡ Γ1

∗
∗Γ2 ≡

Sea O(Γ) = {u2, u4} el conjunto de salida de Γ. Nótese que si queremos calcular el valor
de la aplicación semántica que define Γ para un valor (a1, a2) ∈ R2 no es necesario calcular
el valor de la variable no terminal u3. Diremos en este caso que la variable no terminal
u3 es código no efectivo en Γ y podría ser eliminado si sólo estuviéramos interesados en la
aplicación semántica que define Γ. Tras eliminar u3 y renombrar el resto de variables no
terminales de Γ, obtenemos el siguiente slp Γ′:

Γ′ ≡


u1 := x ∗ 1
u2 := u1 + y
u3 := u1 ∗ y 1

∗

x y

+ ≡ Γ′1

∗Γ′2 ≡
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Γ′ es equivalente a Γ pues ambos calculan la misma aplicación semántica:

Φ : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ y, xy)

cuando tomamos como conjunto de salida de Γ′ las variables no terminales O(Γ′) =
{u2, u3}.

Ahora bien, si el conjunto de salida del slp Γ fuera el conjunto O(Γ) = {u4}, las
variables no terminales u2 y u3 pasarían a ser código no efectivo y ahora el slp Γ′′ sería
equivalente a Γ:

Γ′′ ≡
{
u1 := x ∗ 1
u2 := u1 ∗ y

1

∗

x y

∗Γ′′ ≡

donde O(Γ′′) = {u2}.

Definición 8.1.11 (Código efectivo). En general, definimos el código efectivo de un slp
Γ = {u1, . . . , ul} con conjunto de salida O(Γ) = {ui1 , . . . , uit = ul} como el conjunto
de variables no terminales que son necesarias para evaluar la aplicación semántica ΦΓ.
Denotaremos a este conjunto como:

S = {uj ∈ Γ : ∃uik ∈ O(Γ) uj ≺ uik} = {uj1 , . . . , ujm},

donde ≺ es la relación de orden parcial de la Definición 8.1.8.
Asumiendo que j1 < . . . < jm, para obtener S construimos una cadena no decreciente

de conjuntos
S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sp = S

donde S0 = O(Γ) y

Sk = Sk−1 ∪ {ui ∈ Γ : ∃uj ∈ Sk−1ui ≺ uj},

donde ≺ es, otra vez, la relación de orden parcial de la Definición 8.1.8.

Es fácil comprobar que la cadena de conjuntos se vuelve estacionaria en un número
finito de pasos. En el peor de los casos Sp es Γ. Además, claramente ujm = ul y siempre es
posible construir un nuevo slp Γ′ = {u′1, . . . , u′m} considerando las variables no terminales
en S y usando la aplicación R sobre S tal que:

R(ujk) = u′k.

Nótese que Γ′ es equivalente a Γ si tomamos como conjunto de salida para Γ′

O(Γ′) = {R(ui1), . . . , R(uit)}.

Además Γ′ satisface
∀i ∈ {1, . . . ,m} ∃u′j ∈ O(Γ′) : u′i ≺ u′j.

Finalmente, si Γ = Γ′ diremos que Γ es un slp efectivo.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

8.1.3 Cálculo de la aplicación semántica

Sea F un conjunto de funciones y T un conjunto de terminales con conjunto de
variables V = {x1, . . . , xn}. La estrategia para calcular la aplicación semántica de un slp
Γ = {u1, . . . , ul} sobre F y T consistente en evaluar las variables no terminales siguiendo
el orden de declaración en Γ, no es óptima cuando Γ no es un slp efectivo. En la práctica,
es mejor obtener el slp efectivo equivalente a Γ y posteriormente evaluar este. El siguiente
algoritmo describe este método:

Algoritmo 8.1.12 (Cálculo de la aplicación semántica).
Input: Γ = {u1, . . . , ul} un slp con conjunto de salida O(Γ) = {ui1 , . . . , uit}.

(a1, . . . , an) donde ai es el valor de la variable xi.
Output: ΦΓ(a1, . . . , an) = (b1, . . . , bt).

1. Computar el conjunto S = {uj1 , . . . , ujm}, j1 < . . . < jm, descrito anteriormente
mediante los conjuntos parciales Sk. Nótese que Γ′ = {R(uj1), . . . , R(ujm)} es un
slp efectivo equivalente a Γ.

2. Para k = 1 hasta m evaluar R(ujk) = u′k reemplazando cada ocurrencia de xi por ai
y cada ocurrencia de u′j, j < k por su valor que ha sido previamente calculado.

3. Devolver el vector de valores (R(ui1), . . . , R(uit)).

8.2 Programación genética con slp en problemas de re-
gresión

El problema de regresión simbólica consiste en, dada una muestra de datos, encontrar
la aplicación simbólica en un espacio de búsqueda determinado que mejor aproxima la
muestra de datos. Más formalmente, consideramos el conjunto de entrada X = Rn y salida
Y = Rl.

Sea z = {(xi, yi), 1 ≤ i ≤ m} un conjunto de m muestras siguiendo una distribución de
probabilidad desconocida ρ en el espacio producto Z = X×Y independientes e igualmente
distribuidas (i.i.d.). El objetivo es encontrar un aplicación f : X → Y que prediga el valor
y ∈ Y dado un valor x ∈ X. El objetivo es disminuir la probabilidad de error por lo que
el criterio para escoger dicha aplicación f se basa en minimizar el MSE:

εz(f) =
1

m

m∑
i=1

‖f(xi)− yi‖2 .

Los problemas de regresión simbólica se puede resolver usando programación genética
de diversas formas. Usualmente se trata de evolucionar estructuras similares a árboles que
de alguna forma codifican aplicaciones. Estas estructuras sufren luego un proceso evolutivo
siguiendo los principios dawinianos de supervivencia y reproducción del más «apto» o
mejor cualificado. Sin embargo en esta memoria se usará como estructura para codificar
estas aplicaciones los slp descritos en la Sección 8.1. La principal ventaja que presentan
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estas estructuras con respecto a los árboles es su capacidad para reusar los resultados de
una subexpresión con el fin de evitar cálculos innecesarios. Esto trae como consecuencia
inmediata que el tamaño necesario para codificar expresiones complejas se reduce. Otra
de las ventajas es el control sobre el tamaño de las estructuras. En efecto, gracias al
código no efectivo, se puede forzar que todas las estructuras tengan el mismo tamaño.
De todas maneras, sin unos operadores genéticos adecuados que exploten correctamente
estas características poco beneficio se puede extraer de esta estructura.

En un lenguaje de muy alto nivel, el proceso evolutivo que propone la programación
genética y que se ha implementado es el descrito en la introducción (véase el Pseudocó-
digo 3).

A lo largo de esta memoria el conjunto de salida de los slp Γ = {u1, . . . , ul} siempre
estará compuesto por un único elemento, es decir, O(Γ) = {ul}. Por lo tanto, los slp′s
siempre computarán funciones reales multivariadas.

8.2.1 La población inicial

Sea F = {f1, . . . , fn} un conjunto de funciones tales que fi tiene aridad ai, para todo i,
1 ≤ i ≤ n y sea T = {t1, . . . , tm} un conjunto de terminales tal como hemos introducido
en la Sección 8.1. A continuación describimos el proceso para generar cada slp de la
población inicial.

Para la primera variable no terminal u1 seleccionamos una función fj1 ∈ F aleatoria-
mente. Para cada argumento i ∈ {1, . . . aj1} de esta función fj1 escogemos aleatoriamente
un elemento αi del conjunto de terminales T .

En general, para la variable no terminal uk, k > 1, empezamos igualmente escogiendo
una función fjk ∈ F . La diferencia se encuentra ahora, para cada argumento i, 1 ≤ i ≤ ajk
escogemos, aleatoriamente, un elemento en el conjunto T ∪ {u1, . . . , uk−1}.

En la práctica, hay que introducir una cóta superior L para la longitud de los slp′s
involucrados en el proceso de programación genética. Por lo tanto, el primer paso para la
generación de cada slp debería consistir en la selección de forma aleatoria de la longitud
l ∈ {1, . . . , L}.

Nótese que los slp′s generados de esta forma pueden ser no efectivos. De todas for-
mas, nuestro objetivo es permitir este comportamiento durante el proceso evolutivo pues
experimentalmente se observa una gran mejoría. Por otro lado, fijaremos la longitud de
cada individuo de forma homogénea. Para ello, la longitud de los individuos pasará a ser
un parámetro más del algoritmo. Nótese que este tipo de homogeneidad no es posible con
poblaciones de árboles tradicionales.

8.2.2 El operador de calificación

En programación genética es necesario calificar de alguna manera cada individuo y a
partir de este parámetro producir una simulación del proceso natural de evolución. La
forma común de proceder es asignar un valor a partir de un operador de calificación, esto
es, definiendo una función en el espacio de de búsqueda. En [Koz92] se presentan algunas
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

alternativas para estas funciones que se han usado en el contexto de la programación
genética. El primer operador de calificación que introduciremos es el error cuadrático
medio (MSE), que consiste en evaluar el valor de la aplicación semántica de un slp a
lo largo de todos los elementos de la muestra y hallar cuanto divergen respecto del valor
esperado. Esto es, dados z = (xi, yi) ∈ Rn×Rl, 1 ≤ i ≤ m, para cualquier slp Γ sobre los
conjuntos F y T definiremos el operador de calificación actuando sobre Γ como:

Fitz(Γ) = εz(ΦΓ) =
1

m

m∑
i=1

‖ΦΓ(xi)− yi‖2 (8.2)

Esto es, la calificación es el error empírico de la aplicación semántica de Γ respecto de la
muestra z.

8.2.3 Operadores genéticos

Operador de cruce

Debido a que codificamos los slp′s como una secuencia finita de operaciones y teniendo
en cuenta que todos los individuos tienen la misma longitud, los métodos clásicos de cruce
tales como: el cruce en un punto, el cruce en dos puntos y el cruce uniforme pueden ser
adaptados a esta estructura de datos fácilmente. A continuación se presentan los detalles:

Definición 8.2.1. Sea Γ1 = {u1, . . . , uL} y Γ2 = {u′1, . . . , u′L} dos slp′s de igual longitud
sobre los conjuntos F y T . Entonces los operadores de cruce anteriormente citados se
comportan sobre estas estructuras de la siguiente forma:

En un punto: Dado un punto de ruptura i ∈ {1, . . . , L} el cruce en un punto operando
sobre los slp′s Γ1 y Γ2 produce

Γ′1 = {u1, . . . , ui, u
′
i+1, . . . , u

′
L}, Γ′2 = {u′1, . . . , u′i, ui+1, . . . , uL}.

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.4.

En dos puntos: Dados dos punto de ruptura i, j ∈ {1, . . . , L} con i < j el cruce en dos
puntos operando sobre los slp′s Γ1 y Γ2 produce

Γ′1 = {u1, . . . , ui, u
′
i+1, . . . , u

′
j, uj+1, . . . , uL},

Γ′2 = {u′1, . . . , u′i, ui+1, . . . , uj, u
′
j+1 . . . , u

′
L}.

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.5.

Uniforme: Dado un vector de booleanos α = (α1, . . . , αL) ∈ {0, 1}L el cruce uniforme
operando sobre los slp′s Γ1 y Γ2 produce

Γ′1 = {v1 . . . , vL}, Γ′2 = {v′1, . . . , v′L}

donde para todo i ∈ {1, . . . , L} se cumple

Si αi = 0 entonces vi = ui y v′i = u′i.
Si αi = 1 entonces vi = u′i y v′i = ui.

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.6.
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Ejemplo 8.2.2. Sea F = {∗,+}, L = 5 y T = {x, y}. Consideramos ahora los siguientes
slp′s Γ1 y Γ2:

Figura 8.3: Slp’s padres.

Γ1 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 ∗ u1

u3 := u1 ∗ x
u4 := u3 + u2

u5 := u3 ∗ u2

y

+

x

∗

+

∗

∗Γ1 ≡

Γ2 ≡


u1 := x ∗ x
u2 := u1 + y
u3 := u1 + x
u4 := u2 ∗ x
u5 := u1 + u4

x y

∗

+ +

∗

+Γ2 ≡

El cruce en un punto entre Γ1 y Γ2 con punto de ruptura i = 2 produce los slp′s:

Figura 8.4: Slp’s hijos mediante el cruce en un punto.

Γ′1 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 ∗ u1

u3 := u1 + x
u4 := u2 ∗ x
u5 := u1 + u4

y

+

x

∗

∗

+

+Γ′1 ≡

Γ′2 ≡


u1 := x ∗ x
u2 := u1 + y
u3 := u1 ∗ x
u4 := u3 + u2

u5 := u3 ∗ u2

x

∗

∗

y

+

+

∗Γ′2 ≡

El cruce en dos puntos entre Γ1 y Γ2 con puntos de ruptura i = 1 y j = 3 produce los
slp′s:

Figura 8.5: Slp’s hijos mediante el cruce en dos puntos.

Γ′′1 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 + y
u3 := u1 + x
u4 := u3 + u2

u5 := u3 ∗ u2

y

+

x

+

+

+

∗Γ′′1 ≡

Γ′′2 ≡


u1 := x ∗ x
u2 := u1 ∗ u1

u3 := u1 ∗ x
u4 := u2 ∗ x
u5 := u1 + u4

x y

∗

∗
∗

∗

+Γ′′2 ≡

Finalmente el cruce uniforme entre Γ1 y Γ2 con vector binario aleatorio α = (10110)
produce los slp′s:
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Figura 8.6: Slp’s hijos mediante el cruce uniforme.

Γu1 ≡


u1 := x ∗ x
u2 := u1 ∗ u1

u3 := u1 + x
u4 := u2 ∗ x
u5 := u3 ∗ u2

x y

∗

∗

+

∗

∗ ≡ Γu1

Γu2 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 + y
u3 := u1 ∗ x
u4 := u3 + u2

u5 := u1 + u4
x

+

y

∗ +

+

+Γu2 ≡

La experimentación con dichos operadores de cruce no produce buenos resultados como
veremos en la Sección 8.3. Esto es debido a que estos cruces destruyen las subexpresiones
que codifican los slp′s padres (esto se puede apreciar claramente en la representación
gráfica de los cruces anteriores). Es por ello que se introduce un nuevo operador de cruce
que trata de mantener e intercambiar, en lo posible, las subexpresiones de los slp′s padres.

Una subexpresión está constituida por una variable no terminal ui y todos las variables
no terminales uj relacionadas con ui. En otras palabras, una subexpresión es el código
efectivo asociado con la variable no terminal ui. Formalmente, este operador de cruce
opera de la siguiente forma.

Definición 8.2.3 (Cruce slp). Sea Γ1 = {u1, . . . , uL} y Γ2 = {u′1, . . . , u′L} dos slp′s sobre
los conjuntos F y T . Sea k, 1 ≤ k ≤ L, un número escogido al azar. Tal y como realizamos
en la Definición 8.1.11 consideramos el conjunto

Suk = {uj ∈ Γ1 : uj ≺ uk} = {uj1 , . . . , ujm}

con j1 < . . . < jm. Tal y como hemos mencionado anteriormente, el conjunto Suk es el
código efectivo de Γ1 necesario para evaluar la variable no terminal uk.

A continuación seleccionamos un número t tal que m ≤ t ≤ L. Este número representa
la posición en Γ2 en donde introduciremos el conjunto de variables no terminales Suk
reemplazando las variables no terminales {u′t−m+1, . . . , u

′
t} de Γ2. Si fuera necesario, se

renombraría los índices mediante la siguiente aplicación

R : Suk −→ {u′t−m+1, . . . , u
′
t}

uji 7−→ u′t−m+i.

Mediante este proceso se obtiene el primer hijo producido a partir de los slp′s Γ1 y Γ2.
Para producir el segundo hijo se aplica el mismo procedimiento simétricamente.

Ejemplo 8.2.4. Consideremos los slp′s Γ1 y Γ2 procedentes del Ejemplo 8.2.2. Si k = 3
entonces Su3 = {u1, u3} y por lo tanto t debe escogerse en el conjunto {2, . . . , 5}. Suponga-
mos que t = 3, entonces el primer slp hijo Γs1 producido por el cruce slp se puede observar
en la Figura 8.7.

Para el segundo hijo, supongamos que hemos seleccionado la posición k′ = 4 en Γ2.
Luego Su4 = {u1, u2, u4} y suponiendo que t = 5, el segundo slp hijo Γs2 se puede observar
en la misma Figura 8.7.
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Figura 8.7: Slp’s hijos mediante el cruce slp.

Γs1 ≡


u1 := x ∗ x
u2 := x+ y
u3 := u2 ∗ x
u4 := u2 ∗ x
u5 := u1 + u4

x

+

y

∗

∗∗

+ ≡ Γs1

Γs2 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 ∗ u1

u3 := x ∗ x
u4 := u3 + y
u5 := u4 ∗ x

x

+

y

∗
∗

+

∗Γs2 ≡

Nota 8.2.5. Obsérvese en la Figura 8.7 como, en este caso, el cruce slp mantiene siempre
las subexpresiones (las flechas gruesas nunca parten de en un nodo blanco). En contrapo-
sición, los cruces en un punto, en dos puntos y uniforme no siempre las conservan, como
se puede observar en las Figuras 8.4, 8.5 y 8.6.

Operadores de mutación, selección y reproducción

El operador de mutación es asexual y por lo tanto actúa sobre un único padre. Esta
operación introduce un pequeño cambio aleatorio en el individuo. La mutación es benefi-
ciosa pues ayuda a mantener la diversidad en la población que de otra manera tendería
a converger prematuramente hacia un óptimo local. En la la Sección 8.3 veremos lo grave
que puede resultar este problema.

El primer paso para aplicar la mutación slp a un slp Γ consiste en seleccionar una
variable no terminal ui ∈ Γ de forma aleatoria. Posteriormente seleccionaremos, también
de forma aleatoria, uno de los argumentos de la función f ∈ F de la variable no terminal
ui. Finalmente, sustituiremos dicho argumento por uno en el conjunto T ∪ {u1, . . . , ui−1}
de forma aleatoria. Formalmente, la operación de mutación slp se describe:

Definición 8.2.6 (Mutación slp). Sea Γ = {u1, . . . , uL} un slp sobre los conjuntos F y
T y sea ui = f(α1, . . . , αn) la variable no terminal seleccionada para ser mutada donde
f ∈ F y αk ∈ T ∪ {u1, . . . , ui−1}. La mutación del slp Γ en el punto i produce:

Γ′ = {u1, . . . , ui−1, u
′
i, ui+1, . . . , uL},

donde u′i = f(α1, . . . , αj−1, α
′
j, αj+1, . . . , αn), αj ∈ T ∪{u1, . . . , ui−1}\{α′j} y tanto j como

α′j han sido seleccionados al azar.

La operación de reproducción consiste simplemente en la copia, sin modificación algu-
na, de un individuo a la siguiente población.

A lo largo de este manuscrito usaremos reemplazamiento entre poblaciones pero en
el proceso de construcción de la nueva población introducimos un nuevo operador (el
operador de reemplazo) que se encarga de seleccionar que individuos, de entre padres e
hijos, pasan a la siguiente población. Este operador actúa de la siguiente manera:

Definición 8.2.7 (Operador de reemplazo). Sean Γ1 y Γ2 dos slp′s con calificaciones g1

y g2. Sean Γ′1 y Γ′2 los slp′s que resultan de haber realizado sobre Γ1 y Γ2 una operación
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

de cruce. Supongamos que Γ′1 y Γ′2 tienen calificaciones g′1 y g′2. Entonces el operador de
reemplazo usará los dos mejores individuos, con calificaciones distintas, para introducirlos
en la nueva población.

Nota 8.2.8. El operador de reemplazo funciona de la misma forma en el caso de una
operación de mutación, sólo que selecciona un individuo de entre los dos posibles (el slp
original y el mutado).

Mediante esta estrategia se intenta mantener la diversidad genética en la población
que, como ya se ha mencionado, puede evitar la convergencia prematura hacia un óptimo
local.

Siguiendo con este espíritu de evitar la convergencia prematura a un óptimo local,
hay que tratar de evitar el uso de operadores de selección de individuos mediante proceso
basados en la calificación como, por ejemplo, la selección ruleta. En vez de ello proponemos
el uso del siguiente método, que es muy similar al método clásico q-torneo (véase [Koz92]
para una descripción pormenorizada de éste y del anterior método de selección).

Definición 8.2.9 (Selección simple). Sea (Γ1, . . . ,ΓN) una población de slp′s. El proceso
de selección simple escoge el elemento Γvi o los elementos Γvi y Γvi+1 dependiendo de
si la operación genética a realizar es una mutación o un cruce y donde vi representa la
siguiente sucesión:

v0 = k, donde k es escogido al azar al comienzo de la generación.

vi =

{
vi−1 + 1 si la operación a realizar es una mutación.
vi−1 + 2 si la operación a realizar es un cruce.

Nótese que tomamos los elementos vi en el grupo cíclico Z/NZ donde N representa el
número de individuos en la población.

En la Sección 8.3 realizaremos una comparativa entre el rendimiento de la programa-
ción genética basado en slp′s frente a la programación genética basada en árboles (otros
resultados similares se pueden encontrar en [AMPB09]).

8.3 Resultados experimentales

En las siguientes páginas realizaremos un estudio empírico en el que mostraremos que,
para el problema de regresión simbólica, la estructura de datos slp usando los operadores
genéticos especialmente adaptados expuestos en la Sección 8.2.3 produce resultados esta-
dísticamente significativos a su favor cuando se lo compara con los árboles. Para llevar
a cabo dicho estudio seguiremos el protocolo propuesto en el Anexo B. Pasamos ahora a
detallar los parámetros particulares de este experimento.

En primer lugar queremos comprobar que operador de cruce tiene mejor rendimiento
al usar como estructura de datos los slp′s. Para ello realizaremos la experimentación
comparando los cruces: en un punto, en dos puntos, uniforme y, por último, el cruce
slp. Posteriormente usaremos dicho cruce para comprar que estructura de datos produce
mejores resultados.
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8.3.1 Operador de cruce para la estructura de datos slp

Los parámetros específicos de este experimento son:

Cuadro 8.1: Parámetros específicos: cruces para slp.

Tipo de estrategia: Sólo programación genética
Estructura de datos: slp

Operador de calificación: MSE
Operador de cruce: {en un punto, en dos puntos, uniforme, slp}

Operador de mutación: slp

En la Tabla 8.2 podemos observar que tanto la tasa de error (te) como la tasa de éxi-
to (ts) son muy similares entre todos los cruces con ambas muestras. Aunque es bastante
evidente que los resultados son peores en el caso de muestras generadas sobre slp′s alea-
torios. La explicación para este fenómeno es que las muestras que se obtienen mediante
este método son mucho más complejas y menos regulares y por lo tanto susceptibles de
cometer errores al seleccionar el modelo.

Cuadro 8.2: Tasas de error y de solución: cruces para slp.

PR
n [X] te ts

1 Punto 7,33% 100%
2 Puntos 8,67% 99,67%
Uniforme 8% 100%

slp 7% 100%

SLPl(F , T ) te ts

1 Punto 13,67% 90,33%
2 Puntos 16,33% 91,33%
Uniforme 17,67% 93,67%

slp 15,33% 96,33%

Sin embargo cuando observamos los diagramas de cajas sobre ambas muestras (Fi-
gura 8.8) podemos observar una diferencia bastante significativa entre las medianas del
cruce slp y el resto.

Figura 8.8: Diagramas de Cajas y Bigotes: cruces para slp.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Este hecho también se observa en las Tablas 8.3 y 8.4 pues todos los estadísticos
son inferiores en el caso del cruce slp. Un hecho significativo lo observamos en la columna
referida al mínimo en las muestras generadas mediante slp′s aleatorios. En alguna ocasión
el procedimiento ha conseguido dar con el modelo exacto.

Cuadro 8.3: Resumen estadístico i: cruces para slp.

PR
n [X] µ σ

1 Punto 4,23 · 10−2 3,12 · 10−2

2 Puntos 4,05 · 10−2 2,94 · 10−2

Uniforme 3,47 · 10−2 2,55 · 10−2

slp 2,62 · 10−2 2,27 · 10−2

SLPl(F , T ) µ σ

1 Punto 9,64 · 10−2 0,15
2 Puntos 7 · 10−2 9,65 · 10−2

Uniforme 5,39 · 10−2 8,68 · 10−2

slp 3,26 · 10−2 5,08 · 10−2

Cuadro 8.4: Resumen estadístico ii: cruces para slp.

PR
n [X] mı́n q1 q2 q3 máx

1 Punto 2,28 · 10−3 1,83 · 10−2 3,32 · 10−2 5,87 · 10−2 0,14
2 Puntos 1,94 · 10−3 1,76 · 10−2 3,38 · 10−2 5,46 · 10−2 0,13
Uniforme 2,14 · 10−3 1,4 · 10−2 2,88 · 10−2 5,06 · 10−2 0,11

slp 1,15 · 10−3 9,34 · 10−3 1,91 · 10−2 3,76 · 10−2 0,1

SLPl(F , T ) mı́n q1 q2 q3 máx

1 Punto 0 3,29 · 10−3 2,97 · 10−2 0,1 0,66
2 Puntos 0 1,85 · 10−3 2,83 · 10−2 0,1 0,46
Uniforme 0 9,3 · 10−4 1,82 · 10−2 6,76 · 10−2 0,44

slp 0 4,19 · 10−5 9,61 · 10−3 4,09 · 10−2 0,23

Pero es más, los contrastes de hipótesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor
razonable de la significancia α el cruce slp se muestra significativamente superior al resto.

Cuadro 8.5: Contraste de Hipótesis: cruces para slp.

PR
n [X] 1 Punto 2 Puntos Uniforme slp

1 Punto 1 0,85 1 1
2 Puntos 0,43 1 1 1
Uniforme 4,23 · 10−2 0,11 1 1

slp 2,26 · 10−9 1,07 · 10−8 2,15 · 10−5 1

SLPl(F , T ) 1 Punto 2 Puntos Uniforme slp
1 Punto 1 0,91 1 1
2 Puntos 0,12 1 1 1
Uniforme 2,19 · 10−2 7,14 · 10−2 1 1

slp 3,81 · 10−6 7,99 · 10−5 1,34 · 10−2 1

Ya hemos aventurado a lo largo de la Sección 8.2.3 la causa que explica este comporta-
miento pero en la Figura 8.9 se observa con claridad. En la siguiente figura representamos
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como evoluciona la calificación media del mejor elemento con respecto a la generación en
la que se encuentra.

Figura 8.9: Evolución de la Calificación: cruces para slp.
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Como se puede observar claramente, las calificaciones medias disminuyen rápidamente
al principio para luego «estancarse». En los cruces en un punto, en dos puntos y uniforme
la disminución es muy pronunciada al principio pero el estancamiento sucede muchas
generaciones antes que en el cruce slp. Este fenómeno se suele denominar convergencia
prematura y es uno de los fenómeno a evitar. Generalmente se da porque la población
pierde diversidad puesto que alcanza un mínimo local que rápidamente se propaga por
toda la población en virtud del Teorema de los Esquemas (véase Teorema 0.0.39).

8.3.2 Árboles frente a slp′s

Los parámetros específicos de este experimento son:

Cuadro 8.6: Parámetros específicos: slp frente a arbol.

Tipo de estrategia: Sólo programación genética
Estructura de datos: {slp, árbol}

Operador de calificación: MSE
Operador de cruce: {slp, árbol}

Operador de mutación: {slp, árbol}

En la Tabla 8.7 volvemos a observar el mismo patrón para la tasa de error como
para la tasa de éxito: son muy similares entre ambas estructuras de datos y en el caso
de las muestras generadas sobre slp′s aleatorios peores que sobre las muestras generadas
mediante polinomios.
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Cuadro 8.7: Tasas de error y de solución: slp frente a arbol.

PR
n [X] te ts

slp 8,33% 100%
arbol 5,67% 100%

SLPl(F , T ) te ts

slp 15,67% 97,67%
arbol 14,33% 98,33%

De la misma forma, observamos en los los diagramas de cajas de la Figura 8.10 di-
ferencias significativas entre usar slp′s a usar árboles. Esto último se observa sobre todo
en las muestras generadas sobre slp′s aleatorios, nótese que aunque la caja es más ancha
en los resultados sobre las muestras generadas con polinomios aleatorios, la mediana esta
sensiblemente más abajo.

Figura 8.10: Diagramas de Cajas y Bigotes: slp frente a arbol.
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Las Tablas 8.8 y 8.9 no introducen ninguna diferencia significativa respecto a lo ante-
riormente mostrado.

Cuadro 8.8: Resumen estadístico i: slp frente a arbol.

PR
n [X] µ σ

slp 2,55 · 10−2 2,3 · 10−2

arbol 2,69 · 10−2 2,07 · 10−2

SLPl(F , T ) µ σ

slp 2,05 · 10−2 3,22 · 10−2

arbol 3,17 · 10−2 4,96 · 10−2

Cuadro 8.9: Resumen estadístico ii: slp frente a arbol.

PR
n [X] mı́n q1 q2 q3 máx

slp 1,79 · 10−3 8,27 · 10−3 1,8 · 10−2 3,62 · 10−2 0,1
arbol 1,1 · 10−3 1,02 · 10−2 2,18 · 10−2 3,74 · 10−2 9,16 · 10−2

SLPl(F , T ) mı́n q1 q2 q3 máx

slp 0 3,08 · 10−33 4,13 · 10−3 2,76 · 10−2 0,14
arbol 0 6,54 · 10−4 9,52 · 10−3 3,57 · 10−2 0,22
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Los contrastes de hipótesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor razonable
de la significancia α, usar la estructura de datos slp es significativamente superior a la
estructura de datos árbol.

Cuadro 8.10: Contraste de Hipótesis: slp frente a arbol.

PR
n [X] slp arbol
slp 1 8,07 · 10−2

arbol 0,79 1

SLPl(F , T ) slp arbol
slp 1 7,16 · 10−3

arbol 1 1
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Capítulo 9

La dimensión de Vapnik-Chervonenkis
de un slp

Pluralitas non est ponenda sine necessitate1.
William of Ockham [oO95, i, dist. 27, qu. 2, K]

A lo largo de estas páginas presentaremos un estudio teórico de las propiedades de
los slp′s. En particular, nos centraremos en calcular una cota superior de la dimensión de
Vapnik-Chervonenkis (VCD) de ciertas clases de slp′s (véase [MABC09]).

Teorema 9.0.1. Sea SLPn,L(F , T ) el conjunto de todos los slp′s sobre el conjunto de
terminales T = {t1, . . . , tn} y el conjunto de funciones F = {+,−, ∗, /, sgn, f1, . . . , fq}
donde {+,−, ∗, /} denotan las funciones aritméticas estándar, sgn (x) es la función:

sgn : R −→ R

x 7−→ sgn (x) =

{
0 si x ≤ 0.

1 si x > 0.

y f1, . . . , fq es una cadena de Pfaffian de grado D (véase la Definición 9.1.4). Además,
los slp′s de dicho conjunto cumplen las siguientes restricciones:

• El número de operaciones no escalares (i.e. operaciones en {∗, /, sgn, f1, . . . , fq} esta
acotado por L.

• El número de operaciones escalares (i.e. operaciones en {+,−}) no está restringido.

• El número total de parámetros es k.

Sea ahora Cn,L la clase de conceptos definidos por los subconjuntos de Rn que son
aceptados por un slp (véase la Definición 9.1.2) en el conjunto SLPn,L(F , T ). Entonces,
se tiene que:

V Cdim (Cn,L) ≤
≤ O

(
(q(N + k)(L+ 1))2 + q(N + k)(L+ 1) log2 ((N + k)(L+ 1)(4 +D))

)
donde N = O (L2A+ LA(n+ k) + Lq).

1La pluralidad no se debe postular sin necesidad.
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Posteriormente, a partir de dicha cota, construiremos un operador de calificación que
permitirá realizar minimización del riesgo estructural (SRM) cuando se evolucionan slp′s.

Finalmente, realizaremos un estudio empírico, siguiendo el protocolo del Anexo B, en
el que compararemos el comportamiento de este nuevo procedimiento calificador con otros
procedimientos SRM clásicos adaptados a la programación genética en el que se observa
que el procedimiento calificador basado en la VCD es superior de forma estadísticamente
significativa (véase [MABC09] y [BAM10] para otros resultados en este sentido).

9.1 Estimación de la VCD de familias de slp′s parame-
trizadas por números reales

En la década de los setenta, los trabajos de Vapnik y Chervonenkis (véase [VC74,
Vap98, VC71]) proporcionaron una familia muy importante de cotas relacionadas con
la capacidad de clasificación de una máquina de aprendizaje automático (véase [Lug02]
para una discusión en términos modernos de la teoría). La VCD mide la capacidad de
una familia de funciones (o máquinas de aprendizaje automático) como clasificadores. Ya
que la VCD depende de la clase de clasificadores no tiene sentido calcular la VCD de
la programación genética en general aunque si es interesante realizar el estudio para el
conjunto particulares como, por ejemplo, el de los slp′s.

La siguiente es la definición formal de VCD. Véase [Vap98] para seguir los detalles.

Definición 9.1.1 (VCD). Sea C una clase de subconjuntos de un conjunto X. Se dice que
C ajusta el conjunto A ⊂ X si para todo subconjunto E ⊂ A existe un elemento S ∈ C
tal que E = S ∩A. La VCD del conjunto C será el cardinal del mayor conjunto A que es
ajustado por C.

A lo largo de este capítulo usaremos la notación Ck,n para referirse a un conjunto de
conceptos representados por k números reales, w = (w1, . . . , wk), las muestras estarán
representadas por n números reales, x = (x1, . . . , xn), y el test de pertenencia a Ck,n es
expresado mediante una fórmula Φk,n(w, x) que tiene como parámetros de entrada pares
(w, x) donde w representa un concepto y x una muestra. Esta fórmula devuelve un valor
1 en el caso que «x pertenezca al concepto representado por w» y 0 en otro caso. De esta
forma, podemos pensar en Φk,n como en una aplicación de Rk+n al conjunto {0, 1}.

Definición 9.1.2. Diremos que un subconjunto C ⊂ Rn es aceptado por un slp Γ si la
aplicación semántica ΦΓ expresa la función de pertenencia de C.

Para cada concepto w se define por Cw el conjunto de todos las instancias aceptadas
por el concepto w. Es decir,

Cw := {x ∈ Rn : Φk,n(w, x) = 1}.

El objetivo es calcular una cota superior para la VCD del conjunto

Ck,n = {Cw : w ∈ Rk}
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asumiendo que la fórmula Φk,n es una combinación booleana de s fórmulas atómicas de
la forma:

τi(w, x) > 0 o bien τi(w, x) = 0,

donde {τi(w, x)}1≤i≤s son funciones infinitamente diferenciables de Rk+n a R.
Sea α1, . . . , αv ∈ Rn un conjunto de muestras. De entre las s · v funciones τi(w, αj) de

Rk a R tomamos r, Θ1, . . . ,Θr, y definimos

Θ : Rk −→ Rr

w 7−→ (Θ1(w), . . . ,Θr(w)).

El siguiente resultado es debido a Karpinski ([KM97]) y permite acotar la VCD a
partir de invariantes geométricos de los test de pertenencia:

Teorema 9.1.3. Usando la notación anterior. Sea (ε1, . . . , εr) ∈ Rr un punto tal que
Θ−1(ε1, . . . , εr) es un subvariedad real C∞ de dimensión (k−r). Si existe una cota superior
B al número de componentes conexas de Θ−1(ε1, . . . , εr) que: ni dependa del número r ni
de la muestra αi escogida se tiene que, la VCD de una familia de conceptos Ck,n cuya
función de pertenencia se puede expresar mediante una fórmula Φk,n que satisface las
condiciones anteriores cumple:

V Cdim (Ck,n) ≤ 2 log2B + 2k log2(2es).

Pasamos a demostrar el Teorema Principal de este capítulo. Antes debemos introducir
algunas nociones sobre las cadenas de Pfaffian y sobre sus propiedades geométricas. En
particular introducimos un lema de J. Milnor (véase [Mil64]) ampliado posteriormente
por Gabrielov y Vorobjov (véase [GV04]).

Definición 9.1.4 (Cadena de Pfaffian). Sea U ⊂ Rn un dominio abierto. Una cadena
de Pfaffian de longitud q ≥ 0 y grado D ≥ 1 en U es una secuencia de funciones reales
analíticas f1, . . . , fq que satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

∂fi
∂xj

= Pi,j(x, f1(x), . . . , fi(x)),

con 1 ≤ i ≤ q y donde Pi,j ∈ R[x1 . . . , xn, y1, . . . , yi] son polinomios de grado menor o
igual que D.

Una función f definida en U se dice de Pfaffian de orden q y grados (d,D) si

f(x) := P (x, f1(x), . . . , fq(x))

con P ∈ R[x1 . . . , xn, y1, . . . , yi] de grado menor que d y f1(x), . . . , fq(x) forman una
cadena de Pfaffian de grado D.

Entre los ejemplos de estas funciones podríamos citar:

• Todas las funciones algebraicas en sus respectivos dominios.
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• log x y ex así como las funciones hiperbólicas igualmente en los dominios en los que
están definidas.

• Las funciones trigonométricas en intervalos acotados.

• En general todas las llamadas funciones elementales en sus respectivos dominios son
Pfaffian.

Lema 9.1.5 (Milnor [Mil64], Gabrielov y Vorobjov [GV04]). Usando la notación anterior
y asumiendo que Θ1(w), . . . ,Θr(w) son polinomios con k variables y grado acotado por d.
Entonces, si ε = (ε1, . . . , εr) es un valor regular de Θ(w) := (Θ1(w), . . . ,Θr(w)), se tiene
que el número de componentes conexas B está acotado por:

B ≤ (2d)k. (9.1)

En el caso que Θ1(w), . . . ,Θr(w) sean polinomios en el anillo R[y1, . . . , yk, f1, . . . , fq]
de grado acotado por d donde f1, . . . , fq forman una cadena de Pfaffian de longitud q y
grado D la anterior cota se transforma en:

B ≤ 2q(q−1)/2dk(k(d+D))k(k2(d+D))q. (9.2)

Nota 9.1.6. Nótese que la anterior cota quedaría

B ≤ 2kq(kq−1)/2dk(k(d+D))k(k2(d+D))kq

al sustituir x por αi, 1 ≤ i ≤ r en la cadena de Pfaffian inicial f1, . . . , fq. Por lo tanto
tenemos como únicas variables y1, . . . , yk y una cadena de Pfaffian de longitud rq ≤ kq.

Antes de afrontar la demostración del teorema principal de esta sección necesitamos
introducir un lema en el que determinaremos el número de parámetros necesarios para
construir una parametrización del conjunto de las aplicaciones semánticas pertenecien-
tes a la familia de slp′s definidos sobre los conjuntos F y T . Denominaremos a dicha
parametrización slp universal.

Lema 9.1.7. Sea T := {t1, . . . , tn} un conjunto de terminales y F := {+,−, ∗, /, sgn}⋃
{f1, . . . , fq} el conjunto de funciones donde los elementos {f1, . . . , fq} forman una

cadena de Pfaffian de longitud q y grado D. Además supondremos que la aridad de dichas
funciones está acotada por A. Entonces, el número de parámetros del slp universal Γu
para la familia de slp′s SLPn,L(F , T ) es:

L

(
3 + q + A

(
n+

L− 1

2

)
+ 1

)
+ n.

Demostración. Introduciremos un conjunto de parámetros que denotaremos con los sím-
bolos α, β y γ pertenecientes a Za para un determinado a. El objetivo es encontrar una
expresión ΓU(α,β,γ) de forma que para todo slp del conjunto SLPn,L(F , T ) su aplicación
semántica queda determinada por por unos valores particulares de α, β y γ. Para sim-
plificar la notación, renombramos los elementos del conjunto de terminales u−n+m = tm,
para todo 1 ≤ m ≤ n.

90



Sea Γ un slp perteneciente a la familia de slp′s SLPn,L(F , T ). Claramente se observa
que toda variable no terminal con operación no escalar ui, con i ≤ i ≤ L, de Γ es una
función que se puede parametrizar de la siguiente forma:

ui := Ui(α,β,γ)(t) = γi−n

[
αi−n

(∑i−1
j=−n+1 α

i1
j uj

)(∑i−1
j=−n+1 α

i2
j uj

)
+

+ (1− αi−n)

[
βi−n

∑i−1
j=−n+1 α

i1
j uj∑i−1

j=−n+1 α
i2
j uj

+ (1− β−n)sgn
(∑i−1

j=−n+1 α
i1
j uj

)]
+

+ (1− γi−n)
∑q

k=1 γ
i
kfk

(∑i−1
j=−n+1 α

i1
j uj, . . . ,

∑i−1
j=−n+1 α

iA
j uj

)]
.

Para terminar consideramos, sin pérdida de generalidad, que la última variable no
terminal se puede parametrizar de la siguiente manera:

U =
L∑

j=−n+1

αjuj,

donde uj representa las L variables no terminales con operaciones no escalares. Esto se
debe a que tras la última operación no escalar puede existir un número arbitrario de
operaciones escalares.

Nótese que los parámetros αi−n, βi−n y γi−n, toman valores en el conjunto {0, 1}mientras
que el resto lo hace en Z. Esto se debe a que en cada variable no terminal solo se realiza
una de las operaciones no escalares. De esta forma obtenemos una estructura universal

ΓU = {U1(α,β,γ), . . . , UL(α,β,γ), U(α,β,γ)}

que parametriza cualquier aplicación semántica de la familia de slp′s. La ecuación del
enunciado se obtiene inmediatamente contando el número de parámetros α,β y γ.

Procedemos ahora a la demostración del teorema principal de este capítulo:

9.1.1 Demostración del Teorema 9.0.1

Sea SLPn+k,L(F , T ) la familia de slp′s definidos sobre los conjuntos T = V ∪C donde
V = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yk} representa el par (instancia, concepto) y F = {+,−, ∗, /, sgn}⋃
{f1, . . . , fq} con f1, . . . , fq denotando una cadena de Pfaffian de longitud q y grado

D. Además suponemos que los slp′s pretenecientes a dicha familia tendrá a lo sumo L
operaciones no escalares y un número finito, pero arbitrario, de operaciones escalares.

Aplicando el Lema 9.1.7 sabemos que existe un slp universal

ΓU = {U1(α,β,γ), . . . , UL(α,β,γ), U(α,β,γ)}

que parametriza todas las aplicaciones semánticas de todos los elementos de la familia. De
esta forma podemos reemplazar la familia de conceptos Ck,n por la familia de subconjuntos
de Rn+k

C := {Cα,β,γ}
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donde para cada (α,β,γ) el conjunto Cα,β,γ esta definido como:

Cα,β,γ := {(x,y) ∈ Rn+k : (x,y) es aceptado por ΓUα,β,γ
}.

Denotaremos por N := N(L, k + n, q, A) al número de parámetros que posee. Incor-
poramos al conjunto de variables dichos parámetros. De esta manera tenemos n+ k +N
variables. Como anteriormente hemos hecho, renombramos el conjunto de terminales T
para facilitar la demostración. De esta forma, tomamos

T = {u−m+1, . . . , u0},

donde m = k + n. De esta forma las operaciones que se pueden dar en ΓU pueden ser de
alguna de las siguientes formas:

1. ui :=
(∑i−1

j=−m+1 α
i1
j uj

)
op
(∑i−1

j=−m+1 α
i2
j uj

)
con op ∈ {∗, /}.

2. ui :=
∑q

k=1 γ
i
kfk

(∑i−1
j=−m+1 α

i1
j uj, . . . ,

∑i−1
j=−m+1 α

iA
j uj

)
.

3. ui := sgn
(∑i−1

j=−m+1 α
i1
j uj

)
.

Claramente se tiene que ΓU tiene a lo sumo L operaciones sgn. Para cada una de ellas
definimos

Ui := {ui1 , . . . , uik}

como el conjunto de operaciones sgn computadas antes que ui. Luego, en la computación
de la variable no terminal ui, las variables en el conjunto Ui toman valores fijos en el
conjunto {0, 1} por lo que podemos considerarla como una fórmula

Θi(u−m+1, . . . , ui−1) = Θi(α,β,γ,x,y, u−m+1, . . . , ui−1),

donde las instrucciones signo anteriores verifican que

uis = δs ∈ {0, 1} con uis ∈ Ui.

Tenemos entonces que Θi es un predicado atómico τ(α,β,γ,x,y) para cada (δ1, . . . , δki) ∈
{0, 1}ki . Definimos ahora para cada instrucción de signo ui el siguiente predicado W (ui):

W (ui) := {τ(α,β,γ,x,y) : (δ1, . . . , δki) ∈ {0, 1}ki}. (9.3)

Los predicados W (ui) pertenecen a un lenguaje de primer orden L sobre los números
reales con símbolos +,−, ∗, /, f1, . . . , fq y el orden < donde f1, . . . , fq es una cadena de
Pfaffian. Como ki < i se tiene que W (ui) contiene a lo sumo 2 · 2i−1 = 2i predicados. Por
lo tanto, la fórmula que evalúa el test de pertenencia ΓUα,β,γ

consiste en a lo sumo L · 2L
predicados.

Sea W :=
⋃L
i=1 W (ui). De acuerdo con el Teorema 9.1.3 debemos acotar el número de

componentes conexas de la variedad (k +N − r)-dimensional definida por:

ταi(α,β,γ,y)− εi = 0,
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donde 1 ≤ i ≤ r ≤ k +N , αi ∈ Rn y ταi := τ(α,β,γ,αi,y) pertenece a W .
Asumamos que ταi pertenece al conjunto W (ui) y sea (δ1, . . . , δki) ∈ {0, 1}ki los va-

lores asociados de acuerdo a la Ecuación (9.3). Usamos ahora las cotas ofrecidas por la
Ecuación (9.2) del Lema 9.1.5. Crearemos una variedad con las siguientes ecuaciones:

Para cada variable no terminal uk ∈ ΓU , con 1 ≤ k ≤ i− 1 introducimos en el sistema
las ecuaciones:

1. Si uk :=
(∑i−1

j=−m+1 α
i1
j uj

)(∑i−1
j=−m+1 α

i2
j uj

)
, entonces introducimos la variable vk

junto con la ecuación:

vk −

(
i−1∑

j=−m+1

αi1j vj

)(
i−1∑

j=−m+1

αi2j vj

)
= 0. (9.4)

2. Si uk :=
∑i−1
j=−m+1 α

i1
j uj∑i−1

j=−m+1 α
i2
j uj

, entonces introducimos la variable vk junto con la ecuación:

vk

(
i−1∑

j=−m+1

αi1j vj

)
−

(
i−1∑

j=−m+1

αi2j vj

)
= 0. (9.5)

3. Si uk :=
∑q

l=1 γ
i
lfl

(∑i−1
j=−m+1 α

i1
j uj, . . . ,

∑i−1
j=−m+1 α

iA
j uj

)
, entonces introducimos la

variable vk junto con la ecuación:

vk −
q∑
l=1

γilfl

(
i−1∑

j=−m+1

αi1j vj, . . . ,
i−1∑

j=−m+1

αiAj vj

)
= 0. (9.6)

4. Si uk := sgn
(∑i−1

j=−m+1 α
i1
j uj

)
, entonces introducimos la variable vk junto con la

ecuación:
vk − δk = 0, donde δk ∈ {0, 1}. (9.7)

Finalmente añadimos la ecuación
vi − εi = 0. (9.8)

Sea S(α,β,γ,y, ε1, . . . , εr,v) el sistema obtenido a partir del conjunto de Ecuacio-
nes (9.4), (9.5), (9.6), (9.7) y (9.8) para todo i tal que 1 ≤ i ≤ r, donde hemos denotado
por v las nuevas variables. Tenemos entonces que:

1. S(α,β,γ,y, ε1, . . . , εr,v)⇒ ταi(α,β,γ,y) = εi para todo i en {1, . . . , r}.

2. Si ταi(α,β,γ,y) = εi para todo i en {1, . . . , r} entonces existen unos únicos v tales
que se cumple el sistema de ecuaciones S(α,β,γ,y, ε1, . . . , εr,v).

3. El conjunto definido por las variables y mediante las ecuaciones ταi(α,β,γ,y) = εi
para todo i en {1, . . . , r} es homeomorfo al conjunto definido mediante las variables
α, β, γ, y y v en el sistema S(α,β,γ,y, ε1, . . . , εr,v). Luego o ambos son una
variedad o ninguno lo es.
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Hemos construido un sistema S que contiene a lo sumo r(L + 1) ≤ (k + N)(L + 1)
ecuaciones. Dichas ecuaciones son polinomios de grado acotado por 4 en el anillo de
polinomios R[α,β,γ,y,v,f ] donde f es una cadena de Pfaffian de longitud rq ≤ (k+N)q
por la misma razón que la descrita en la Nota 9.1.6. El número de variables esta acotado
por N + k + rL ≤ (k + N)(1 + L). Asumiendo que el sistema S define una variedad y
usando las cotas dadas por la Ecuación (9.2) del Lema 9.1.5 obtenemos que el número de
componente conexa B está acotado por:

B ≤ 2q(N+k)(L+1)(q(N+k)(L+1)−1)/24(N+k)(L+1)

((k +N)(L+ 1)(4 +D))(k+N)(L+1)((N + k)2(L+ 1)2(4 +D))q(N+k)(L+1)

donde
N = L

(
3 + q + A

(
n+ k +

L− 1

2

)
+ 1

)
+ n+ k.

El resultado final se obtiene usando la anterior cota en el Teorema 9.0.1 y tomando
s = L · 2L como cota del número de predicados.

Nota 9.1.8. Si el conjunto de funciones de nuestro slp solo contiene las operaciones
aritméticas elementales, es decir F = {+,−, ∗} entonces podemos usar la cota dada por
la Ecuación (9.1) del Lema 9.1.5 y la cota para la VCD quedaría:

V Cdim (Cn,L) ≤ 2(n+ 1)(n+ L)L(2L+ log2 L+ 9).

9.2 Calificación basada en la VCD de un slp

A lo largo de esta sección introduciremos diversas formas de escoger una calificación
para estimar el error medio cometido respecto de la distribución de probabilidad (que
recordemos es desconocida) desde la cual se presentan las muestras.

Comenzaremos proponiendo el uso de las herramientas que nos ofrece la Teoría del
Aprendizaje Estadístico (véase [Vap98, VC71, VC74],[CY03]). Este punto de vista no es
nuevo y ya ha sido ensayado en [TGBS05]. Presentaremos dos enfoques para atacar este
problema. Por un lado adaptaremos algunos métodos estadísticos clásicos como criterio de
información de Akaike (AIC) y criterio de información Bayesiano (BIC) al contexto de
la programación genética mientras que por otro lado usaremos el método de minimización
del riesgo estructural (SRM). El objetivo es, recordemos, estimar una función g tal que:

y = g(x) + ε (9.9)

donde ε denota una fuente aleatoria de errores con media 0 e i.i.d. (comúnmente se deno-
mina a esta fuente de errores como ruido), x es el vector de entrada e y el valor de salida.
Para realizar la estimación contamos con una muestra basada en un número finito n de
muestras que denominaremos muestra de aprendizaje. Esta muestra de aprendizaje esta-
rá formada por pares (xi, yi)1≤i≤n i.i.d. generados de acuerdo a una función de densidad
conjunta desconocida:

ρ(x, y) = ρ(x)ρ(y|x).
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Es bien conocido que el mejor estimador fbest para la función g en la Ecuación (9.9)
que se puede obtener a partir de la muestra de aprendizaje es la media respecto de la
distribución de probabilidad condicionada. Es decir:

fbest(x) =

∫
yρ(y|x).

Desgraciadamente, como ya hemos mencionado, ρ suele ser desconocida y por lo tanto
dicha integral es imposible de calcular (ni siquiera aproximadamente).

Una máquina de aprendizaje automático tratará de seleccionar el mejor modelo f ∈ H,
donde H es una clase de conceptos. En general, el error del estimador f , se denota por
ε(f) y cumple:

ε(f) =

∫
Q(f, x, y)dρ, (9.10)

donde Q mide la pérdida de información de usar el modelo f(x) respecto del concepto g
y ρ es la distribución respecto de la que la muestra de aprendizaje (x, y) ha sido creada.
Para problemas de clasificación, el error de clasificación Q que se suele usar es el número
de muestras mal clasificadas. Esto es:

Q(f, x, y) = |y − f(x)|.

Mientras que, para problemas de regresión simbólica, se suele usar el llamado MSE. Es
decir:

Q(f, x, y) = (y − f(x))2.

Puesto que ρ es desconocido, los errores anteriormente descritos no son posibles de
calcular. En el caso de que la clase de modelos H tenga complejidad finita (en nuestro
caso, cuando acotamos la longitud de los slp′s o la altura de los árboles), podemos usar
como error del modelo el error empírico (también llamado riesgo empírico) en vez del
error teórico definido en la Ecuación (9.10):

εn(f) =
1

n

n∑
i=1

Q(f, xi, yi) (9.11)

El problema de la selección del modelo (también llamada control de la complejidad)
aparece cuando los modelos presentan distinta complejidad, como es nuestro caso. Cuando
se trata de problemas de regresión simbólica se trata de escoger el modelo de menor
complejidad que minimice el riesgo, es decir, minimiza el valor de la función definida
en la Ecuación (9.11). Para ello, usualmente, se estima el error teórico (Ecuación (9.10))
mediante una función del error empírico (Ecuación (9.11)) añadiéndole cierta penalización
relacionada de alguna manera con la complejidad del modelo. Es esta función la que luego
se usa para estimar el mejor modelo en la clase H. A esta forma de seleccionar el modelo
se la conoce comúnmente como minimización del riesgo estructural (SRM).

La SRM da buenos resultados suponiendo que los modelos cumplen una serie de pro-
piedades (véase [CY03] y referencias): principalmente linealidad y exactitud en el cálculo
de la capacidad de clasificación de la clase de conceptos H. Como en el caso de la progra-
mación genética ninguna de las dos condiciones se cumple, es necesario realizar un estudio
empírico para comprobar si los resultados teóricos siguen siendo válidos en este contexto.
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9.3 Criterios para la selección del modelo

Como mencionamos anteriormente, en general, para estimar el error teórico (Ecua-
ción (9.10)) se suele penalizar el error empírico (Ecuación (9.11)) de alguna de las si-
guientes formas:

ε(f) = εn(f) · pen(h, n),

ε(f) = εn(f) + pen(h, n, σ2),

donde f representa el modelo, pen es el factor de penalización, h es la complejidad del
modelo, n es el tamaño de la muestra de aprendizaje y finalmente σ denota la desviación
típica del ruido (véase la Ecuación (9.9)).

Los dos métodos estadísticos que usaremos en este trabajo son bien conocidos:

• AIC (véase [Aka70]):

ε(f) = εn(f) +
2h

n
σ2.

• BIC (véase [BS94]):

ε(f) = εn(f) + (lnn)
h

n
σ2.

Como se describe en [CY03], cuando se usa un estimador lineal f , primero se estima
la varianza del ruido que presenta la muestra (xi, yi) como:

σ2 =
n

n− h
1

n

∑
1≤i≤n

(yi − f(xi))
2 (9.12)

donde f(xi) es el valor que el estimador lineal f propone para el valor yi. Posteriormente
se usa la Ecuación (9.12) junto con AIC o BIC para estimar la complejidad del modelo.
En ambos casos se usará como estimador de la complejidad del modelo f el número de
parámetros libres del estimador f .

El tercer mecanismo de selección del modelo que usaremos se basa en el método SRM
(véase [Vap98])

ε(f) ≤ εn(f) +

√
h(log(2n/h) + 1)− log(η/4)

n
, (9.13)

donde h debe ser sustituida por una cota superior de la VCD como la conseguida en el
Teorema 9.0.1. Por otro lado, la constante η representa la probabilidad de que esta cota
sea violada.

Bajo las hipótesis de SRM un conjunto de posibles modelos C forman una estructura
anidada

C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ CL ⊂ . . . ⊂ C,

donde CL representa el el conjunto de modelos de complejidad L con L un parámetro
que depende del problema. Se requiere que la VCD de los modelos V Cdim (CL) sea una
función creciente sobre L.
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En este caso particular, C es la clase de slp′s de longitud acotada por l sobre el conjunto
de terminales T = {t1, . . . , tn} y el conjunto de funciones F = {+,−, ∗, /, sgn, f1, . . . , fq}
y CL es la clase de slp′s en C que usan como mucho L operaciones no escalares. Bajo estas
hipótesis, siguiendo el principio de la navaja de Ockham, se trata de escoger el modelo
que minimice la parte derecha de la Ecuación (9.13).

En la práctica se suele escoger la siguiente fórmula en vez de la provista por la Ecua-
ción (9.13) ajustando convenientemente los valores (véase [CY03] si se está interesado en
los detalles de cómo se deriva esta fórmula):

ε(f) = εn(f)

(
1−

√
h

n

[
1− ln

(
h

n

)]
+

lnn

2n

)−1

,

donde h denota la VCD del modelo. Nótese que bajo esta aproximación no es necesario
estimar la varianza del ruido pero si es necesario contar con una estimación de la VCD.

En la Sección 9.4 presentamos un estudio empírico del desempeño de estos procedi-
mientos calificadores en el que se observa como el método basado en la SRM es superior
de forma estadísticamente significativa (véase [MABC09] y [BAM10] para otros resultados
en este sentido).

9.4 Resultados experimentales

En las siguientes páginas realizaremos un estudio empírico en el que mostraremos
que en problemas de regresión simbólica con muestras que contienen ruido la calificación
basada en SRM produce resultados estadísticamente significativos a su favor cuando se la
compara con los métodos estadísticos AIC y BIC y, por supuesto, cuando se la compara
con la calificación basada en el MSE. Para llevar a cabo dicho estudio seguiremos el
protocolo propuesto en el Anexo B. Pasamos ahora a detallar los parámetros particulares
de este experimento.

Los parámetros específicos de este experimento son:

Cuadro 9.1: Parámetros específicos: métodos de calificación con ruido.

Tipo de estrategia: Sólo programación genética
Estructura de datos: slp

Operador de calificación: {MSE, AIC, BIC, SRM}
Operador de cruce: slp

Operador de mutación: slp
Varianza del ruido: 1

En la Tabla 9.2 podemos observar como la tasa de error (te) y tasa de éxito (ts)
asociada a los métodos de calificación AIC y BIC son similares con ambas muestras
lo cual contradice los resultados obtenidos en [CY03]. Sin embargo las diferencias se
encuentran en los métodos basados en MSE y SRM . En los experimentos basados en
muestras polinomiales la tasa de solución es similar (y muy baja) pues es muy complicado
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9. La dimensión de Vapnik-Chervonenkis de un slp

ajustar los coeficientes si además hay ruido. Sin embargo, claramente se observa como el
procedimiento de calificación basado enMSE se sobre-ajusta de manera desproporcionada
a la muestra y de ahí la tasa de error tan pronunciada.

Sin embargo la cosa cambia cuando observamos los resultados de los experimentos
basados en muestras provenientes de slp′s aleatorios. En este caso es algo más sencillo
encontrar el modelo correcto principalmente debido a que el modelo se encuentra en el
espacio de búsqueda y porque hay pocas constantes que ajustar. Esto produce que la
calificación basada en MSE no se sobre-ajuste (porque no puede) y presente resultados
similares al resto o incluso mejores. De todas formas se puede ver como la calificación
basada en SRM produce mejores resultados que el resto.

Cuadro 9.2: Tasas de error y de solución: métodos de calificación con ruido.

PR
n [X] te ts

MSE 12% 0,33%
AIC 4,33% 0,33%
BIC 4% 0,33%
SRM 6,33% 0,33%

SLPl(F , T ) te ts

MSE 6% 9,33%
AIC 8,67% 4,33%
BIC 7,33% 4,33%
SRM 5,67% 8%

Los diagramas de cajas de la Figura 9.1 y las Tablas 9.3 y 9.4 confirman lo anterior-
mente expuesto.

Figura 9.1: Diagramas de Cajas y Bigotes: métodos de calificación con ruido.
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Como en la experimentación anterior, observamos en la columna referida al mínimo
en las muestras generadas mediante slp′s que el los métodos de calificación basados en
métodos estadísticos así como el basado en SRM han encontrado el modelo exacto.
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Cuadro 9.3: Resumen estadístico i: métodos de calificación con ruido.

PR
n [X] µ σ

MSE 0,17 0,12
AIC 0,15 0,11
BIC 0,15 0,11
SRM 0,13 8,62 · 10−2

SLPl(F , T ) µ σ

MSE 0,24 0,18
AIC 0,35 0,36
BIC 0,43 0,47
SRM 0,22 0,21

Cuadro 9.4: Resumen estadístico ii: métodos de calificación con ruido.

PR
n [X] mı́n q1 q2 q3 máx

MSE 6,97 · 10−3 9,05 · 10−2 0,13 0,22 0,57
AIC 4,39 · 10−3 6,65 · 10−2 0,12 0,22 0,47
BIC 4,37 · 10−3 6,71 · 10−2 0,13 0,22 0,47
SRM 4,4 · 10−3 6,92 · 10−2 0,12 0,18 0,39

SLPl(F , T ) mı́n q1 q2 q3 máx

MSE 4,31 · 10−3 9,99 · 10−2 0,19 0,33 0,77
AIC 0 7,15 · 10−2 0,25 0,5 1,53
BIC 0 7,28 · 10−2 0,24 0,63 1,81
SRM 0 7,02 · 10−2 0,15 0,34 0,86

Para finalizar, los contrastes de hipótesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor
razonable de la significancia α los métodos de calificación basados en métodos estadísticos
así como el basado en SRM son significativamente mejores que el basado en MSE.
Además, como comentamos anteriormente, el método de calificación basado en SRM es
superior a los métodos estadísticos.

Cuadro 9.5: Contraste de Hipótesis: métodos de calificación con ruido.

PR
n [X] MSE AIC BIC SRM
MSE 1 0,94 0,93 1
AIC 8,81 · 10−3 1 0,73 0,8
BIC 5,82 · 10−3 0,91 1 0,94
SRM 3,44 · 10−3 7,02 · 10−2 7,16 · 10−2 1

SLPl(F , T ) MSE AIC BIC SRM
MSE 1 4,67 · 10−5 1,67 · 10−5 0,81
AIC 1,51 · 10−2 1 0,11 0,77
BIC 5 · 10−3 0,75 1 0,63
SRM 8,72 · 10−3 2,53 · 10−4 2,19 · 10−5 1

Sin embargo hay un resultado cuanto menos curioso y que requiere una explicación.
Observando la tabla con los resultados del contraste de hipótesis en el caso de muestras
generadas mediante slp aleatorios se observa que, tanto el método de calificación AIC
como el método BIC, tiene resultados significativamente mejores que el método basado
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9. La dimensión de Vapnik-Chervonenkis de un slp

en el MSE. A su vez, el método basado en MSE tiene resultados significativamente
mejores que los basados en propiedades esadísticas. ¿Cómo puede ser esto posible?

Observando la gráfica de las funciones de distribución empíricas (ecdf) (Figura 9.2) se
puede ver como la ecdf asociada al método MSE es inferior a los basados en propiedades
estadísticas en la región de la izquierda, la cual corresponde con calificaciones próximas
a cero. Sin embargo la tendencia cambia hacia la mitad de la gráfica y en la región de
la derecha son los métodos de calificación basados en propiedades estadísticas los que
tiene peores resultados. Esto significa que dichos métodos presentan mayor probabilidad

Figura 9.2: Función de densidad empírica: métodos de calificación con ruido.
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de tener mejores resultados mientras que el método de calificación basado en MSE tiene
menor probabilidad de tener peores resultados. Esta última afirmación se observa con
claridad en la Figura 9.3 donde se representa la función de probabilidad empírica obtenida
por todos los métodos. Como, a la vista del problema que estamos estudiando, es preferible
tener más resultados en la parte izquierda de la gráfica consideramos justificada nuestra
anterior conclusión.
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Figura 9.3: Función de densidad empírica: métodos de calificación con ruido.
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Capítulo 10

Co-evolución

Première Loi.
Dans tout animal qui n’a point dépassé le terme de ses développemens,

l’emploi plus fréquent et soutenu d’un organe quelconque, fortifie peu à peu
cet organe, le développe, l’agrandit, et lui donne une puissance proportionnée
a la durée de cet emploi; tandis que le défaut constant d’usage de tel organe,
l’affoiblit insensiblement, le détériore, diminue progressivement ses facultés, et
finit par le faire disparoître 1.

Jean-Baptiste Lamarck [Lam09, Vol. 1, pág 235]

En el anterior capítulo introducimos la noción de VCD y la usamos para modificar
el método de calificación con el fin de no sobre-ajustarnos a la muestra. Como se puede
observar en las conclusiones del Teorema 9.0.1 el parámetro relevante a la hora de calcular
la VCD de los slp′s resulta ser el número de operaciones no escalares. Esto sugiere que,
en algún sentido, las operaciones escalares son gratis. Es por lo que tratamos de fomentar
el uso de dichas operaciones en nuestro modelo. Para ello aumentamos el conjunto de
terminales T e introducimos en él un tercer conjunto de terminales que denominaremos
paramétricas. De esta forma el conjunto de terminales quedaría:

T = V ∪ C ∪ P,

donde V := {x1, . . . , xn} denota el conjunto de variables, C := {c1, . . . , cl} denota el
conjunto de constantes numéricas y finalmente P := {p1, . . . , pq} denota el conjunto de
parámetros. Dichos parámetros son, a todos los efectos, constantes numéricas que toman
valores en un cierto conjunto, sobre las que usaremos algún mecanismo para optimizar
el desempeño del modelo. Para ver otra visión distinta pero con el mismo espíritu véase
[PMCC09].

En este capítulo mostraremos un algoritmo evolutivo para optimizar los valores de
dichos parámetros. Recordemos que nuestra máquina de aprendizaje automático estaba

1Primera Ley:
En cada animal que no ha superado los límites de su desarrollo, el uso frecuente de un órgano lo fortalece,
lo desarrolla y lo amplía dándole una potencia proporcional a la cantidad de tiempo que ha sido usado,
mientras que el desuso de cualquier órgano lo debilita y lo deteriora progresivamente hasta que pierde su
capacidad funcional y desaparece.
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10. Co-evolución

basada en un método de programación genética. En nuestro caso, evolucionábamos una
población

PobΓ = {Γ1, . . . ,ΓN}
constituída por N slp′s sobre los conjuntos F y T = V ∪ C ∪ P .

Paralelamente al proceso evolutivo mediante programación genética de los slp′s rea-
lizaremos un algoritmo evolutivo en el que las constantes serán optimizadas. Para ello
contamos también con una población de parámetros

PobP = {p1, . . . ,pN}

en la que cada pi es un vector de q componentes con pi ∈ [a, b]q para todo i, 1 ≤ i ≤ N .
Además, en la Sección 10.3 presentamos un estudio empírico del desempeño entre

varias formas de entrelazar ambos procesos evolutivos.

10.1 Programación Genética con slp′s paramétricos

Como ya hemos visto anteriormente ahora contamos con una población de parámetros
PobP a optimizar. Pasamos ahora a enunciar las principales características que presenta
el algoritmo evolutivo con el que optimizaremos los parámetros de los slp′s. Inicialmente
generaremos dicha población con elementos distribuidos uniformemente en [a, b]q.

Parece razonable que la definición del operador de calificación de un elemento p ∈
PobP esté relacionada de alguna forma con la calificación de los slp′s que están siendo
evolucionados. De esta forma, dada una muestra

z = (xi, yi) ∈ Rn × R, 1 ≤ i ≤ m,

una primera forma de calificación para un vector de parámetros p podría ser:

FitPz (p) = mı́n
1≤i≤N

{Fitz(Γpi )},

donde Γpi es el slp Γi en el que se han sustituido los parámetros P por sus valores nu-
méricos p y Fitz(Γpi ) representa el operador de calificación para slp′s que fue definido
previamente en la Ecuación (8.2). A este método de calificación de constantes lo denomi-
naremos normal.

Rápidamente se observa que para calificar elementos p es necesario calificar toda la
población de slp′s que está siendo evolucionada. Esto puede ser (y de hecho lo es, como se
verá más adelante en los sección de resultados experimentales) un derroche de recursos. Es
por ello que introducimos una nueva forma de calificación que en cierto sentido aproxima
la anterior. De hecho lo que sugerimos es usar solamente un subconjunto de la población
PobΓ a la hora de realizar la calificación de los parámetros. Trabajos anteriores (véase
[WLJ01]) sugieren dos métodos para elegir dicho subconjunto:

• Seleccionar el mejor elemento de la actual población de slp′s (que en lo siguiente
denominaremos élite). Esto es:

Fitez(p) = Fitz(Γpélite),
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donde Γpélite representa el mejor slp de la actual población en el que se han sustituido
los parámetros por sus valores p. A este método de calificación de constantes lo
denominaremos élite.

• Seleccionar dos elementos en la actual población de slp′s, la élite y otro elemento
elegido al azar y usar como calificación la media o el mejor valor entre ellos. Es
decir, uno de los siguientes:

Fitez(p) = mı́n {Fitz (Γpélite) ,Fitz (Γpr )} ,

Fitez(p) =
1

2
(Fitz (Γpélite) + Fitz (Γpr )) ,

donde Γpélite representa el mejor slp de la actual población y Γpr otro elemento distinto
en los que se han sustituido los parámetros por sus valores p. Al primero de los
métodos de calificación de constantes enunciado lo denominaremos mínimo mientras
que al segundo lo denominaremos media.

En la Sección 10.3 realizaremos un estudio empírico entre los tres procedimientos.
Para el operador de cruce usaremos el llamado cruce aritmético (véase [Sch81]). Este

operador de cruce funciona de la siguiente forma: dados p1,p2 ∈ [a, b]q, el cruce aritmético
produce dos hijos p′1 y p′2 que son una combinación convexa de sus padres. Es decir:

p′1 = λ · p1 + (1− λ) · p2 p′2 = λ · p2 + (1− λ) · p1,

donde λ es un número real escogido de forma aleatoria en el intervalo [0, 1] en cada
operación de cruce.

Debido a que nuestro espacio de búsqueda [a, b]q es convexo, definimos un operador
de mutación no uniforme (véase [MLS94]). En nuestro caso, el operador de mutación
generará el hijo p′ a partir del padre p escogiendo uniformemente una de las siguientes
posibilidades:

p′k = pk + ∆(t, b− pk), p′k = pk −∆(t,pk − a),

para k = 1, . . . , q, t el número de generación actual y la función ∆ definida de la siguiente
manera:

∆(t, y) := yr

(
1− t

T

)
,

con r un número elegido al azar en [0, 1] y T representando el máximo número de gene-
raciones.

Nótese que la función ∆(t, y) devuelve un valor en aleatorio en [0, y] de tal forma que
la probabilidad de que ∆(t, y) está cerca de 0 aumenta con el número de generaciones
t. Esta propiedad permite explorar libremente el espacio de búsqueda en las primeras
generaciones transformándose, con el paso de las generaciones, en una búsqueda local. En
los experimentos realizados por Michalewicz, et al. (véase [MLS94]), fue usada la función:

∆(t, y) := yr

(
1− t

T

)b
,

donde b es un parámetro que determina el grado de no uniformidad del operador.
El operador de selección elegido en este caso el método q-torneo mientras que el ope-

rador de reemplazo es el mismo definido en la Definición 8.2.7.
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10.2 Algoritmos de co-evolución cooperativa

En contraposición con la co-evolución competitiva, en la que los individuos de las
distintas poblaciones tienen calificaciones independientes y compiten por los recursos, en
la co-evolución cooperativa elementos de ambas poblaciones son necesarios a la hora de
dar una calificación. Así, ambas poblaciones evolucionan libremente y llegado el momento
de obtener la calificación de un elemento de una de las poblaciones ya hemos visto los
mecanismos que usaremos para escoger los colaboradores de la otra población.

En un lenguaje de muy alto nivel, el proceso evolutivo que proponemos y que se ha
implementado es el siguiente:

Pseudocódigo 10.1: Pseudocódigo del proceso co-evolutivo.
PopΓ := generar pob l a c i ón i n i c i a l de slp′s
PopP := generar pob l a c i ón i n i c i a l de par ámetros
e s coge r a l ea to r i amente slpélite
e s coge r a l ea to r i amente pélite
c a l i f i c a r pob l a c i ón i n i c i a l de slp′s
mientras ( no cond i c i ón de f i n a l i z a c i ón) hacer

r e a l i z a r un turno de GP
s e l e c c i o n a r slpélite
r e a l i z a r un turno de AE
s e l e c c i o n a r pélite

f in

En donde entendemos por realizar un turno de GP o AE la realización de ininterrumpida
de una o varias generaciones evolutivas como las descritas en el Pseudo-código 3 bien sobre
la población de slp′s (programación genética) o bien sobre la población de parámetros
(algoritmo evolutivo).

Distinguiremos dos procesos co-evolutivos distintos en función de como se alternen los
turnos de programación genética y algoritmo evolutivo:

Rondas: Se realizan un número fijo de generaciones a de programación genética seguido
de otro número fijo (que no tiene que ser idéntico) de generaciones b de algoritmo
evolutivo hasta finalizar las generaciones. Este método lo denotaremos por Ga−Eb.

Separadas: Se separa la ejecución en dos turnos. En un primer turno se realiza toda
las generaciones de programación genética asignadas (generalmente un porcentaje
c del total) y posteriormente se realiza el resto de las generaciones hasta el final de
algoritmo evolutivo. Este método lo denotaremos por S − c.

En la Sección 10.3 realizaremos un estudio empírico entre ambos procedimientos. En
[AMB09] presentamos otros resultados similares.
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10.3 Resultados experimentales

En las siguientes páginas realizaremos un estudio empírico sobre los mecanismos de
calificación adecuados para el algoritmo evolutivo. Demostraremos que no hay diferen-
cias significativas entre ellos y por lo tanto usaremos el más simple y fácil de calcular (el
anteriormente llamado élite). Seguidamente comprobaremos como hay ligeras evidencias
de que los procedimientos basados en la evolución de slp′s más el ajuste de constan-
tes produce resultados significativamente mejores que solamente realizando la parte de
programación genética.

Para llevar a cabo dicho estudio seguiremos el protocolo propuesto en el Anexo B.
Pasamos ahora a detallar los parámetros particulares de cada uno de los experimentos.

10.3.1 Calificación de constantes

Los parámetros específicos de este experimento son:

Cuadro 10.1: Parámetros específicos: calificación de constantes.

Tipo de estrategia: S-90
Estructura de datos: slp

Operador de calificación: MSE y {normal, élite, media, mínimo}
Operador de cruce: slp y aritmético

Operador de mutación: slp y no uniforme

En la Tabla 10.2 volvemos a observar el mismo patrón que observamos en la Sección 8.3:
la tasa de error y la tasa de éxito son muy similares entre todos los procesos de calificación
y en el caso de las muestras generadas sobre slp′s aleatorios peores que sobre las muestras
generadas mediante polinomios.

Cuadro 10.2: Tasas de error y de solución: calificación de constantes.

PR
n [X] te ts

normal 9,67% 99,67%
elite 9% 100%

minimo 7% 100%
media 9% 99,67%

SLPl(F , T ) te ts

normal 18,67% 98%
elite 16,67% 96%

minimo 16% 97%
media 15% 96%

Sin embargo en los diagramas de cajas de la Figura 10.1 se aprecia una ligera diferencia
a favor de los métodos normal y élite frente a los otros dos. Esto último se observa, sobre
todo, en las muestras generadas sobre slp′s aleatorios.
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Figura 10.1: Diagramas de Cajas y Bigotes: calificación de constantes.

normal elite minimo media

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

Pn
R [X]

normal elite minimo media

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

SLPl(F, T)

Las Tablas 10.3 y 10.4 no introducen ninguna diferencia significativa respecto a lo
anteriormente mostrado.

Cuadro 10.3: Resumen estadístico i: calificación de constantes.

PR
n [X] µ σ

normal 1,98 · 10−2 1,69 · 10−2

elite 2,28 · 10−2 2,01 · 10−2

minimo 2,67 · 10−2 2,36 · 10−2

media 2,41 · 10−2 2,09 · 10−2

SLPl(F , T ) µ σ

normal 1,74 · 10−2 2,79 · 10−2

elite 1,91 · 10−2 2,93 · 10−2

minimo 2,26 · 10−2 3,72 · 10−2

media 2,99 · 10−2 4,99 · 10−2

Cuadro 10.4: Resumen estadístico ii: calificación de constantes.

PR
n [X] mı́n q1 q2 q3 máx

normal 5,42 · 10−4 6,91 · 10−3 1,44 · 10−2 2,83 · 10−2 7,67 · 10−2

elite 5,42 · 10−4 8,07 · 10−3 1,71 · 10−2 3,13 · 10−2 8,76 · 10−2

minimo 4,13 · 10−4 8,4 · 10−3 1,85 · 10−2 3,93 · 10−2 9,79 · 10−2

media 5,44 · 10−4 8,13 · 10−3 1,69 · 10−2 3,49 · 10−2 8,9 · 10−2

SLPl(F , T ) mı́n q1 q2 q3 máx

normal 0 4,58 · 10−33 3,99 · 10−3 2,52 · 10−2 0,15
elite 0 3,55 · 10−33 3,93 · 10−3 3 · 10−2 0,14

minimo 0 4,06 · 10−33 4,57 · 10−3 2,51 · 10−2 0,18
media 0 1,94 · 10−27 6,14 · 10−3 3,56 · 10−2 0,22

En esta ocasión los contrastes de hipótesis no nos despejan mucho las incógnitas.
Solamente para en algunos casos obtenemos diferencias significativa como para realizar
alguna afirmación.
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Cuadro 10.5: Contraste de Hipótesis: calificación de constantes.

PR
n [X] normal elite minimo media

normal 1 0,2 8,72 · 10−3 0,14
elite 0,97 1 8,49 · 10−2 0,49

minimo 0,97 0,97 1 0,87
media 0,99 0,94 0,31 1

SLPl(F , T ) normal elite minimo media
normal 1 0,63 0,3 7,54 · 10−2

elite 0,86 1 0,52 0,17
minimo 0,93 0,85 1 0,27
media 0,75 0,95 0,78 1

En el caso de las muestras generadas por polinomios aleatorios observamos que la
calificación normal y élite son superiores a calificación mínimo mientras que en el caso de
muestras generadas por slp′s aleatorios es la calificación normal la que es superior a la
calificación media.

A tenor de estos resultados queda claro que es preferible usar el mecanismos de califi-
cación élite pues a tenor de nuestros datos no es significativamente peor al mecanismo de
calificación normal y sin embargo es computacionalmente menos intensivo.

10.3.2 Algoritmos de co-evolución

Los parámetros específicos de este experimento son:

Cuadro 10.6: Parámetros específicos: algoritmos de co-evolución.

Tipo de estrategia: {GP ,S-90,S-75,G20-E5,G30-E}
Estructura de datos: slp

Operador de calificación: MSE y élite
Operador de cruce: slp y aritmético

Operador de mutación: slp y no uniforme

En la Tabla 10.7 podemos observar que tanto la tasa de error como la tasa de éxito son
muy similares a las obtenidos en anteriores problemas y no nos dan ninguna información.

Cuadro 10.7: Tasas de error y de solución: algoritmos de co-evolución.

PR
n [X] te ts

S-90 6,67% 100%
S-75 5,67% 100%

G20-E5 8,67% 100%
G30-E2 8,33% 100%
GP 7,67% 100%

SLPl(F , T ) te ts

S-90 16,67% 98,33%
S-75 14,67% 99%

G20-E5 16% 97,67%
G30-E2 16% 98%
GP 14% 96,67%
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10. Co-evolución

Ni los diagramas de cajas ni las tablas de estadísticos revelan ninguna diferencia en
comportamiento en ninguna de las muestras (Figura 10.2 y Tablas 10.8 y 10.9).

Figura 10.2: Diagramas de Cajas y Bigotes: algoritmos de co-evolución.

S−90 S−75 G20−E5 G30−E2 GP

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

Pn
R [X]

S−90 S−75 G20−E5 G30−E2 GP

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

SLPl(F, T)

Cuadro 10.8: Resumen estadístico i: algoritmos de co-evolución.

PR
n [X] µ σ

S-90 2,43 · 10−2 2,01 · 10−2

S-75 2,69 · 10−2 2,24 · 10−2

G20-E5 2,27 · 10−2 1,8 · 10−2

G30-E2 2,38 · 10−2 2 · 10−2

GP 2,83 · 10−2 2,34 · 10−2

SLPl(F , T ) µ σ

S-90 1,79 · 10−2 2,69 · 10−2

S-75 2,79 · 10−2 4,53 · 10−2

G20-E5 2,44 · 10−2 3,86 · 10−2

G30-E2 2,52 · 10−2 4,27 · 10−2

GP 2,75 · 10−2 4,35 · 10−2

Cuadro 10.9: Resumen estadístico ii: algoritmos de co-evolución.

PR
n [X] mı́n q1 q2 q3 máx

S-90 5,98 · 10−4 8,68 · 10−3 1,81 · 10−2 3,39 · 10−2 8,62 · 10−2

S-75 9,92 · 10−4 8,38 · 10−3 2 · 10−2 3,97 · 10−2 9,74 · 10−2

G20-E5 8,87 · 10−4 7,97 · 10−3 1,77 · 10−2 3,47 · 10−2 8,3 · 10−2

G30-E2 2,59 · 10−4 8,12 · 10−3 1,59 · 10−2 3,56 · 10−2 8,37 · 10−2

GP 1,31 · 10−3 1,04 · 10−2 2,14 · 10−2 4,02 · 10−2 0,1

SLPl(F , T ) mı́n q1 q2 q3 máx

S-90 0 1,56 · 10−21 3,67 · 10−3 2,77 · 10−2 0,13
S-75 0 2,44 · 10−30 5,45 · 10−3 3,32 · 10−2 0,21

G20-E5 0 3,26 · 10−5 6,39 · 10−3 3,07 · 10−2 0,19
G30-E2 0 4,22 · 10−10 5,38 · 10−3 2,64 · 10−2 0,21
GP 0 4,79 · 10−5 6,04 · 10−3 3,5 · 10−2 0,21
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Los contraste de hipótesis tampoco arrojan mucha luz. En el caso de polinomios alea-
torios si que aparecen varios métodos con un rendimiento superior al clásico de programa-
ción genética pero en el caso de muestras generadas mediante slp′s aleatorios no aparecen
diferencias significativas. Esto último es normal pues en el caso de las muestras genera-
das por polinomios aleatorios hay muchos más constantes a ajustar que en el caso de las
muestras generadas mediante slp′s.

Cuadro 10.10: Contraste de Hipótesis: algoritmos de co-evolución.

PR
n [X] S-90 S-75 G20-E5 G30-E2 GP
S-90 1 0,13 0,89 0,83 0,11
S-75 0,68 1 0,87 0,98 0,3

G20-E5 0,48 4,88 · 10−2 1 0,4 1,86 · 10−2

G30-E2 0,5 0,16 0,65 1 2,58 · 10−2

GP 0,96 0,91 1 1 1

SLPl(F , T ) S-90 S-75 G20-E5 G30-E2 GP
S-90 1 0,1 0,15 0,24 0,13
S-75 1 1 0,73 0,94 0,65

G20-E5 1 0,59 1 0,78 0,55
G30-E2 0,89 0,45 0,51 1 0,4
GP 1 0,82 0,75 0,98 1

Cabe resaltar que es probable que en estos experimentos las constantes no sean muy
relevantes y por lo tanto no haya diferencias significativas. O bien, es posible que el con-
junto de parámetros escogido no sea adecuado para estas muestras en particular. En
[AMB09, BAdlP+10] presentamos otro conjunto de resultados en los que obtenemos con-
clusiones similares excepto en un experimento en el cual, las constantes si que eran muy
relevantes. Emplazamos al lector a dicho artículo para conocer los detalles.
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Capítulo 11

Trabajos Futuros

I can’t be as confident about computer science as I can about biology. Bio-
logy easily has 500 years of exciting problems to work on. It’s at that level1.

Donald Knuth [Knu93]

En las anteriores capítulos hemos introducido una nueva estructura de datos, los slp′s
que codifican las instrucciones a evolucionar usadas en una máquina de aprendizaje au-
tomático basada en la programación genética para resolver un problema de regresión
simbólica. Así mismo hemos desarrollado los mecanismos evolutivos adaptados a esta es-
tructura de datos y hemos comprobado experimentalmente que dicha estructura de datos
es superior a la que tradicionalmente usada en programación genética, los árboles.

Posteriormente hemos estudiado la VCD de los slp′s y a partir de ella hemos desarro-
llado un operador de calificación que experimentalmente se muestra muy superior a los
operadores de calificación AIC y BIC que son los usados generalmente cuando la muestra
de aprendizaje contiene ruido.

Finalmente hemos ampliado la estructura de datos slp para introducir parámetros nu-
méricos que actúan de constantes. A continuación hemos desarrollado varios mecanismos
de optimización de dichos parámetros numéricos y hemos realizado un estudio experimen-
tal.

Sin embargo queda bastante trabajo por hacer. Uno de las principales problemas que
padecen los algoritmo evolutivo y la programación genética es la gran cantidad de pará-
metros relacionados con el propio esquema algorítmico que deben ser ajustados «a mano».
En este sentido creemos que al menos los siguientes parámetros:

• la probabilidad de cruce,

• la probabilidad de mutación y

• el tamaño de la población,

1No puedo tener tanta confianza en las ciencias de la computación como en la biología. La biología
tiene fácilmente 500 años de problemas excitantes en los que trabajar. Es a ese nivel.
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11. Trabajos Futuros

podrían ajustarse automáticamente a partir de unos ciertos parámetros iniciales suficien-
temente buenos. En este espíritu creemos que los trabajos de Ting Hu y Wolfgang Banzhaf
(véase, por ejemplo, [HB09]) podrían servir de base para realizar un estudio empírico sobre
este tema.

En este sentido también nos gustaría eliminar la necesidad de fijar a priori la longitud
de los slp′s a evolucionar. Para ello creemos que es necesario introducir un operador
de cruce que permita el cambio de longitud así como un mecanismo de calificación que
penalice el código no efectivo (aparte de las operaciones no escalares como vimos en
la Sección 9.3). En este sentido ya hemos creado dicho operador de cruce (que hemos
denominado slp extendido) y que opera de forma similar al slp salvo que en este caso
sustituimos sub-expresiones en los padres aunque no tengan la misma longitud.

Definición 11.0.1 (Cruce slp extendido). Sea Γ1 = {u1, . . . , uL} y Γ2 = {v1, . . . , vM}
dos slp′s sobre los conjuntos F y T . Sean k y l dos número natural escogidos al azar tales
que 1 ≤ k ≤ L y 1 ≤ l ≤M . Tal y como realizamos en la Definición 8.1.11 consideramos
los conjuntos

Suk = {uj ∈ Γ1 : uj ≺ uk} = {uj1 , . . . , ujm},
Svl = {vh ∈ Γ2 : vh ≺ vl} = {vh1 , . . . , vhn},

con j1 < . . . < jm y h1 < . . . < hn. Tal y como hemos mencionado anteriormente, el
conjunto Suk es el código efectivo de Γ1 necesario para evaluar la variable no terminal uk
así como Svl es el código efectivo de Γ2 necesario para evaluar la variable no terminal vl.

Sea K = n−m = |Svl |− |Suk |. A continuación sustituimos las variables no terminales
del conjunto Suk en Γ1 por las variables no terminales del conjunto Svl renombrando los
índices mediante la siguiente aplicación:

R : {u1, . . . , uL} \ Suk ∪ Svl −→ {u′1, . . . , u′L+K} ∪ T

ui 7−→


u′i si i < k y ui 6∈ Suk
u′i+K si i > k y ui 6∈ Suk
w en otro caso

vhi 7−→ u′k+i

donde w denota una variable no terminal escogida al azar entre los terminales y las
variables no terminales con índice menor que i.

Mediante este proceso se obtiene el primer hijo producido a partir de los slp′s Γ1 y Γ2.
Para producir el segundo hijo se aplica el mismo procedimiento simétricamente.

Ejemplo 11.0.2. Consideremos los slp′s Γ1 y Γ2 procedentes del Ejemplo 8.2.2. Si k = 3
y l = 4 entonces tenemos que Su3 = {u1, u3} y Sv4 = {v1, v2, v4}.

Nótese que ya que las variables no terminales u4 y u5 de Γ1 contienen como uno de
sus parámetros la variable no terminal u3 que está en Su3 por lo que será necesario crear
dos parámetros de forma aleatoria para generar Γx1. En este caso supongamos que han
sido seleccionados u3 y u2 según la nueva numeración. Lo mismo sucede para la variable
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no terminal v5 de Γ2 que tiene como parámetro la variable no terminal v2 que pertenece
a Sv4. En este caso supongamos que hemos escogido el terminal y.

Por lo tanto los slp′s hijos Γx1 y Γx2 producido por el cruce slp extendido se pueden
observar en la Figura 11.1.

Figura 11.1: Slp’s hijos mediante el cruce slp extendido.

Γx1 ≡



u1 := x ∗ x
u2 := u1 + y
u3 := u2 ∗ x
u4 := u1 ∗ u1

u5 := u3 + u4

u6 := u2 ∗ u4

x

∗

y

∗
+

∗

+

∗ ≡ Γx1

Γx2 ≡


u1 := x+ y
u2 := u1 ∗ x
u3 := u1 + x
u4 := u1 + y x

+

y

∗+ + ≡ Γx2

Sin embargo no tenemos tan claro como debe ser la penalización que debemos intro-
ducir en el operador de calificación. Una penalización muy fuerte sobre el tamaño hace
irrelevante el valor del error empírico y produce slp′s con una sola variable no terminal
mientras que una muy débil produce slp′s de longitud desproporcionada aunque su código
efectivo sea de tamaño «razonable» para el problema a resolver.

Otro campo que parece razonable ampliar es el del ajuste de constantes. La idea es
generalizar de nuevo el modelo a fin de introducir operaciones escalares en cada variable
no terminal pues recordemos que éstas no afectaban a la capacidad de clasificación de un
slp. El problema de dicho enfoque radica en que el número de parámetros sería excesivo
para optimizar mediante un enfoque evolutivo como el propuesto en el Capítulo 10. No
está claro que un enfoque de optimización basado en técnicas de descenso de gradiente
sea capaz tampoco de resolverlo pero creemos que sería interesante de abordarlo.

Un primer paso sería realizar un estudio comparativo entre el modelo actual de ajuste
de constantes mediante el algoritmo evolutivo y otro nuevo basado en técnicas de descenso
de gradiente. Posteriormente pasaríamos a ampliar el modelo el esquema de evaluación de
los slp′s eliminando las operaciones {+,−} del conjunto de funciones y pasando a estar
en cada variable no terminal. De esta forma un slp sobre los conjuntos F := {f1, . . . , fm}
con aridades {ai, . . . , am} y el conjunto de terminales T := {x1, . . . , xn} tendría, en su
representación como lista de operaciones, con la siguiente estructura:

Γ ≡



u1 := f1

(
n∑
j=1

1c
1
jxj + 1b

1
j , . . . ,

n∑
j=1

1c
a1
j xj + 1b

a1
j

)
...

uk := fk

(
n∑
j=1

kc
1
jxj + kb

1
j , . . . ,

n∑
j=1

kc
ak
j xj + kb

ak
j

)

donde ic
l
j, iblj, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n y 1 ≤ l ≤ ai son constantes numéricas.

115
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Otro punto relacionado con este tema es desarrollar estrategias de cooperación compe-
titiva entre poblaciones. Para ello sugerimos la ejecución en paralelo de distintas instancias
con poblaciones distintas pero que comparte la misma cota de recursos a usar.

La idea es desarrollar un operador de migración que controle varios de los siguientes
aspectos:

• El tamaño de las poblaciones.

• Qué individuos mueren y cuales sobreviven en cada población.

• Qué individuos emigran a otras poblaciones.

• Qué poblaciones están comunicadas entre sí.

• Cuantos recursos puede usar cada población.

Como se puede observar, este tema está muy relacionado con el anteriormente descrito
acerca de la automatización del ajuste de ciertos parámetros. Consideramos que una «hoja
de ruta» adecuada podría ser:

1. Implementar con éxito las ideas de Ting Hu y Wolfgang Banzhaf en nuestro modelo.

2. Desarrollar una implementación cliente-servidor que nos permita dividir la pobla-
ción. Este paso sería esencialmente equivalente a lo que ya tenemos pero simplemente
tendríamos la oportunidad de ejecutar nuestra implementación en ordenadores de
tipo cluster.

3. Diseñar e implementar un operador de migración basado en conexiones fijas entre
poblaciones, es decir fijando la topología.

4. Diseñar e implementar un operador de migración que evolucione la topología de las
conexiones entre las poblaciones reforzando las más prometedoras y eliminando las
menos.

Finalmente consideramos interesante probar si esta forma de realizar programación
genética se adapta bien a otros problemas como:

• Problemas de clasificación.

• Problemas de predicción de sucesiones.

• Problemas de clústering.

Además sería interesante usar estas técnicas a problemas de escala «real» y no sólo a
problemas «académicos».
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Capítulo 12

Un algoritmo bioinspirado para el
problema xvii de Smale

Nothing in Biology Makes Sense Except in the Light of Evolution1.
Теодосiй Григорович Добжанський2 [Dob73]

Presentamos ahora varias alternativas con el fin de dar una solución al problema xvii
de Smale en el caso real. Todas ellas presenta una complejidad exponencial en el caso
peor y desconocida en el caso medio. Cuatro de ellas se basan en distintos algoritmo
evolutivo mientras la otra usa una estrategia de «búsqueda exhaustiva». Para justificar
su planteamiento necesitaremos demostrar el Teorema 0.0.47. Pero antes comenzaremos
discutiendo otras aproximaciones algorítmicas.

Una primera idea podría consistir en un algoritmos evolutivos que tratara de minimi-
zar el valor del sistema de ecuaciones visto como una aplicación, tal como vimos en la
introducción. Para ello necesitamos introducir ciertos mecanismos con el fin de construir
un algoritmo evolutivo. Básicamente: una forma de representar individuos, un mecanismo
de evolución, uno de calificación y una condición de parada.

Para la población se podría usar simples vectores que codificarán los puntos candidatos
a solución. Como mecanismo de calificación se puede usar simplemente la norma de la
evaluación del sistema en el individuo. La condición de parada en este contexto sería
encontrar un punto cuya evaluación sea inferior a cierto valor ε o alguna condición que
acote el tiempo de ejecución (ya sea en número de generaciones o en polinomios evaluados).
Nótese que esto no garantiza que un individuo que cumpla dicha condición sea una raíz.
De todas formas mediante este enfoque no es posible hacerlo mejor, téngase en cuenta
que la condición f(x) = 0 es muy inestable desde un punto de vista numérico (véase por
ejemplo [DDH06]).

Para los mecanismos de evolución podría optarse por los vistos anteriormente en el
Capítulo 10. Sin embargo el operador de mutación podría ser sustituido por la aplicación
del operador de Newton sucesivas veces.

1Nada tiene sentido en biología excepto a la luz de la evolución.
2Theodosius Dobzhansky.
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema xvii de Smale

Figura 12.1: Ejemplo de sistema con mal comportamiento.
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El principal problema de esta aproximación se encuentra en que no se puede garantizar
siquiera que las soluciones obtenidas mediante el algoritmo estén próximas a una raíz. A
modo de ejemplo, sistemas como

f(x) := x(x− 1)(x+ 1) + 0.375 + ε,

podrían presentar falsos positivos cerca del punto 0.5. Además la concentración de indi-
viduos de la población alrededor de dicho va a ser elevada al contener un entorno muy
grande donde la función de calificación es mínima (véase la Figura 12.1, zona roja). En
cierto sentido estamos ante un punto «estable» (o de atracción) en el que NO se en-
cuentra una solución. Esta es una muestra clara de los problemas que puede acarrear
la convergencia prematura, pues dicha zona es un mínimo local que no lleva a ninguna
solución.

12.1 α∗ de un sistema de ecuaciones

Una alternativa para evitar dicho problema es buscar ceros aproximados (véase Defini-
ción 0.0.7) usando el Teorema 0.0.8. Para ello tomamos (d) := (d1, . . . , dm) ∈ Nm una lista
de grados y f como un sistema de ecuaciones perteneciente al espacio PR

(d). Sea x0 ∈ Rn,
el test que se extrae del Teorema 0.0.8 implica calcular el valor α(f, x0) y chequear la
condición

α(f, x0) < α0

donde α0 toma el valor 13−3
√

17
4

.
Sin embargo, nos encontramos con la dificultad intrínseca de calcular dicho valor pa-

ra cada punto que queramos comprobar. Recordemos que para realizar dicho cálculo es
necesario evaluar:

• β(f, x0) = ‖Dx0(f)−1f(x0)‖.

• γ(f, x0) = supk>1

∥∥∥∥Dx0(f)−1Dk
x0

(f)
k!

∥∥∥∥
1

k−1

,
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El cálculo de β(f, x0) es directo, pues solo es necesario calcular la matriz Jacobiana del
sistema y la norma de un vector. Sin embargo el cálculo de γ(f, x0) es computacionalmente
costoso. Para empezar, es necesario calcular las matrices de D tensores, donde D es el
máximo de los grados del sistema. Luego debemos evaluar su norma. Solamente la escritura
de dichas matrices conlleva O

(
(nm)D

)
operaciones y recordemos que luego es necesario

calcular su norma.

Para solventar este problema proponemos calcular el siguiente cantidad:

Definición 12.1.1. Usando la notación anterior. Definimos α∗(f, x) como el siguiente
producto:

α∗(f, x) := β(f, x)µnorm(f, x) =
D3/2

2

∥∥Dx(f)−1f(x)
∥∥ ∥∥‖x‖Dx(f)−1∆((d)1/2)

∥∥ ,
donde β(f, x) es la cantidad definida anteriormente y µnorm(f, x) representa el condicio-
namiento normalizado descrito en la introducción.

Para evaluar esta magnitud solo son necesarios procedimientos básicos de álgebra li-
neal para matrices y vectores de dimensiones bajas por lo que su evaluación es inmediata.
Su principal propiedad ha quedado recogida en el Teorema 0.0.47 enunciado en la intro-
ducción. Pasamos pues directamente a demostrar dicho teorema:

12.1.1 Demostración del Teorema 0.0.47

A partir de la definición de cero aproximado (Definición 0.0.7) es evidente que basta
con comprobar:

α(f, x0) ≤ α0.

Supongamos que se cumple la primera condición. Es decir se cumple que:

α∗(f, x0) ≤ α0.

Entonces, usando las cotas del µ-Teorema (Teorema 0.0.13) se tiene automáticamente que
α(f, x0) ≤ α0 y por lo tanto x0 es un cero aproximado.

Supongamos ahora que nos encontramos en el caso

α∗(f, x0) ≥ α0 pero α(f, x0) ≤ α0.

Se tiene entonces que x0 es en realidad un cero aproximado y por lo tanto la iteración de
Newton Nk

f (x0) (véase la Definición 0.0.4) converge cuadráticamente. Es decir,

α∗(f, xk) ≤
D3/2

2

1

22k−1
‖x0 − ζ‖ µnorm(f, x0).

Sea ahora 0 < ε ≤ 1
2
, usando las cotas provenientes de los Corolarios 0.0.17 y 0.0.34

tenemos que:
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• µnorm(f, x0) esta acotado, con probabilidad 1− ε, por:

µnorm(f, x0) ≤ C(n+ 1)3/2

(
ND
4π

)1/4

,

donde C es la constante del Corolario 0.0.17.

• ‖x0 − ζ‖ esta acotado, con probabilidad 1− ε, por:

‖x0 − ζ‖ ≤
Γ
(

1
4

)2D
ε2

,

donde ζ denota la raíz a la que converge la iteración de Newton y Γ es la función
hipergeométrica de mismo nombre.

Tras realizar k iteraciones del operador de Newton con

k ≥ log log
(
L(D(n+ 1))3/2N1/4D5/4ε−5/2

)
,

donde D denota el máximo de la lista de grados (d), N denota la dimensión como espacio
vectorial de PR

(d), D denota el número de Bézout y L es la constante

L :=
α0Γ

(
1
4

)2
C

(4π)1/4
,

se tiene el resultado esperado.

Nota 12.1.2. Nótese que este teorema nos permite realizar técnicas de predicción-correción
que tan buenos reaultados han dado en problemas de resolución de sistemas de ecuaciones
diferenciales (véase [PFTV92]) y en problemas de optimización lineal (véase [Meh92]). En
la Sección 12.4 veremos que dicha técnica también produce muy buenos resultados para la
búsqueda de ceros aproximados.

En este sentido, usamos como predicción del valor de α(f, x) el valor de α∗(f, x).
En el caso que esta aproximación no sea satisfactoria (i.e. α∗(f, x) < α0) la corregimos
aplicando sucesivas veces el operador de Newton.

12.2 Algoritmos de búsqueda exhaustiva para la reso-
lución del problema xvii de Smale

A partir del Corolario 0.0.17 se tiene que, con probabilidad 1− ε, todas las raíces de
un sistema se encuentra en un hipercubo de tamaño

Γ(1
4
)2D
ε2

.

Por lo tanto, usando el teorema anterior obtenemos un «test» probabilista que realiza a
lo sumo

O
(

log log

(
(Dn)3/2N1/4D5/4

ε5/2

))
operaciones para comprobar si el punto x0 de Rn es un cero aproximado de un sistema f .
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Teorema 12.2.1. Usando la notación anterior. Sea G el siguiente retículo

G := Z
[

1

2
√
nR

]⋂
H

[
Γ(1

4
)2D
ε2

]
donde R es de orden O

(
(D(n+ 1))3/2(ND)1/4

)
y H[a] denota el hipercubo de longitud a.

Entonce G tiene, con probabilidad 1− ε, un cero aproximado para cada una de las raíces
reales de f .

Demostración. Trivialmente se tiene que la distancia entre dos raíces está acotada por el
radio de convergencia dado en el Corolario 0.0.18. Es decir, la distancia media R′ entre
raíces es

R′ ≥ K

(D(n+ 1))3/2(ND)1/4
,

donde

K :=
2u0π

1/4

(6u0π1/4 + 2
√

2)C
,

con u0 es la constante del Teorema 4.2.1 y C la contante del Teorema 0.0.16. Luego es
necesario un retículo con distancia entre elementos inferior a 1

2
√
nR

, con R = 1
R′

si queremos
asegurarnos que algún punto del retículo se encuentra dentro de cada uno de las regiones
de convergencia de cada raíz.

Inmediatamente obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 12.2.2 (Búsqueda exhaustiva).
Input: Un sistema de ecuaciones f perteneciente a PR

(d).
Output: Una lista de ceros aproximados.

1. Para cada elemento x0 del retículo G hacer:

• Si (α∗(f, x0) < α0) o (α∗(f, xk) < α0) guardar x0 en Z.

2. Devolver Z.

El número de elementos del retículo es de

O
(
D5/4N1/4D3/2n2

ε2

)
.

y por lo tanto el número de operaciones esta acotado por

O
(
D5/4N1/4D3/2n2

ε2
log log

(
(Dn)3/2N1/4D5/4

ε5/2

))
.

Como era de esperar, sufrimos la llamada maldición de la dimensión (véase [Pow07])
por lo que el tiempo de ejecución del algoritmo es esencialmente exponencial. Resultados
similares ha sido obtenidos por Cucker et ál. en la serie de artículos [CKMW08, CKMW09].

Para conseguir un algoritmo aplicable en la práctica siguiendo el esquema «exhausti-
vo» no es buena idea probar sistemáticamente todos los puntos del retículo G de forma
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema xvii de Smale

ordenada pues las cotas presentadas son inferiores (y además muy burdas) con lo cual
es altamente probable que si en una región un punto no es un cero aproximado ninguno
de sus vecinos lo será. Por ello es preferible realizar una búsqueda adaptativa refinando
el retículo en cada iteración. La literatura sobre métodos adaptativos es extensa pues es
usada sistemáticamente en todos los algoritmos de resolución numérica de ecuaciones di-
ferenciales e integrales. Véase [FMM77] o [PLW05], por ejemplo, para una introducción a
los métodos adaptativos.

Usando este tipo de técnicas exploramos todo el espacio de búsqueda sin centrarnos
demasiado en ninguna parte en concreto y vamos refinando el retículo si a un determinado
«zoom» no encontramos los ceros aproximados.

El pseudocódigo de dicho algoritmo sería:

Algoritmo 12.2.3 (Búsqueda exhaustiva con refinamiento del retículo).
Input: Un sistema de ecuaciones f perteneciente a PR

(d).
Output: Una lista de ceros aproximados.

1. Mientras 1
2n

sea mayor que 1
2
√
nR

donde R es la constante definida en el Teore-
ma 12.2.1, definimos G0 como el retículo

G0 := Z
[

1

2n

]⋂
H

[
Γ(1

4
)2D
ε2

]
2. Para cada elemento x0 del retículo G0 hacer:

• Si (α∗(f, x0) < α0) o (α∗(f, xk) < α0) guardar x0 en Z.

3. Si ]Z 6= 0 devolver Z en otro caso hacer n = n+ 1 y voler al paso 1.

Pero aún con estas mejoras, en la práctica, el tiempo de ejecución sigue siendo de-
masiado elevado. Es necesario disminuir aún más el número de puntos a testar. Es aquí
donde entran de nuevo los algoritmos evolutivos.

12.3 Algoritmos evolutivos para la resolución del pro-
blema xvii de Smale

Presentamos ahora cuatro alternativas evolutivas basadas en las técnicas vistas en
anteriores capítulos de la memoria. Consideramos evolucionar una población de puntos
en el retículo para tratar de minimizar la función α∗(f, x0). Sin embargo, es mucho más
fácil usar simplemente puntos en el hipercubo de diámetro Γ(1

4
)2Dε−2 donde, en virtud del

Corolario 0.0.17, sabemos que con alta probabilidad se encuentran las raíces del sistema.

Para la primera alternativa usaremos un algoritmo evolutivo genético basado en el
Pseudocódigo 3, por lo que debemos definir los siguientes mecanismos para este problema
en concreto: una forma de representar individuos, un mecanismo de evolución, uno de
calificación y una condición de parada.
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Para codificar los elementos de la población usaremos simplemente vectores de nú-
meros reales. Nótese que dichos puntos ahora no codifican candidatos a raíz sino a cero
aproximado.

Por otro lado, los mecanismos de evolución serán:

• Como operador de cruce usaremos el cruce aritmético anteriormente descrito.

• Como operador de mutación usaremos la mutación no uniforme también descrita
anteriormente.

Como mecanismo de calificación presentamos dos opciones:

• Usar como calificación el valor de α∗(f, x) a partir de su definición. A esta estrategia
de calificación la denominaremos α∗.

• Usar como calificación el valor de α∗(f, xk) donde xk denota aplicar k iteraciones
del método de Newton sobre el punto x y k es la constante definida en el Teore-
ma 0.0.47. A esta estrategia de calificación la denominaremos α∗ corregida (véase la
Nota 12.1.2) que usualmente denotaremos por α∗c .

En función del objetivo deseado podemos guardar todos los individuos cuya califica-
ción sea inferior a α0 (en este sentido el algoritmo evolutivo será elitista) o simplemente
usaremos como condición haber encontrado un cero aproximado. En nuestras pruebas
usaremos esta última.

Nota 12.3.1. La principal ventaja de este algoritmo respecto al anterior algoritmo evolu-
tivo se encuentra en que este último si que garantiza la correctitud de las soluciones. Sin
embargo, tampoco podemos dar una cota sobre el número de operaciones, salvo la trivial
que se deriva del Algoritmo 12.2.2.

Actualmente ha surgido una variante de los algoritmos de escalada llamada evolución
diferencial que presenta resultados sorprendentes para la resolución de problemas de op-
timización. Véase por ejemplo [Cha08] y [PSL05] para una introducción a los algoritmos
basados en evolución diferencial y a los problemas en los que mejores resultados con-
siguen. Nosotros consideraremos una adaptación/hibridación del Pseudocódigo 2 con el
Pseudocódigo 3.

La principal diferencia de este algoritmo respecto al algoritmo evolutivo genético pre-
sentado anteriormente se encuentra en el mecanismo de evolución usado. Mientras que en
el anterior ejemplo usábamos el cruce aritmético en este caso usaremos un el siguiente cru-
ce (que denominaremos cruce diferencial): Dados p1,p2,p3 ∈ [a, b]q, el cruce diferencial
produce un hijo h que es una combinación lineal de sus padres. Es decir:

h = p1 + λ(p2 − p3),

donde λ es un número real escogido de forma aleatoria en el intervalo [0, 1] en cada
operación de cruce.

Esta pequeña modificación veremos en la Sección 12.4 que provoca un comportamiento
completamente distinto al de los algoritmos evolutivos genéticos.
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Por otro lado, otra técnica que también ha presentado muy buenos resultados en pro-
blemas de optimización es la conocida como enfriamiento simulado (véase [LA87] para una
introducción teórica y práctica a este tipo de algoritmos). Igualmente, como en el caso
anterior consideraremos una adaptación/hibridación del Pseudocódigo 2 con el Pseudo-
código 3.

En este caso, la principal diferencia es el método de reemplazo usado. Hemos deno-
minado a dicho método de reemplazo enfriamiento simulado. En esencia, este método
permite que los hijos reemplacen a los padres en la siguiente generación siempre que sean
mejores pero, en el caso que sean peores, lo harán con una cierta probabilidad que deno-
minaremos probabilidad de reemplazo.

Al igual que en el caso anterior, esta pequeña modificación hace que los resultados
experimentales cambien muy significativamente, como veremos en la Sección 12.4.

Para terminar, otra técnica que está dando muy buenos resultados es la llamada en-
jambre de partículas (véase [Pol08] para una revisión sobre el estado del arte). Igualmente,
como en los casos anteriores, consideraremos una adaptación/hibridación del Pseudocó-
digo 4 con el Pseudocódigo 3.

En esta ocasión, la principal diferencia estriba en el método de cruce usado, que
hemos denominado cruce enjambre. Este método opera de la siguiente manera: Para cada
partícula pi del enjambre denotaremos por pei al vector con la mejor calificación que ha
visitado dicha partícula. Además, denotaremos por pe al mejor vector que ha conocido el
enjambre en su totalidad. Entonces el resultado del cruce enjambre es:

h = λ1pi + λ2(pei − pi) + λ3(pe − pi)

donde λ1, λ2 y λ3 son números reales escogidos de forma aleatoria en el intervalo [0, 1] en
cada operación de cruce.

Además, el otro cambio significativo tiene que ver con el mantenimiento de los ele-
mentos pe y pei . En este sentido, esta estrategia obligatoriamente es elitista, no solo para
guardar la mejor partícula del enjambre pe, sino para conservar las mejores posiciones
por las que ha pasado una partícula.

Nota 12.3.2. Nótese que en este contexto cada partícula no es mas que un individuo de
la población que a su vez es llamada enjambre.

En la Sección 12.4 presentaremos los resultados experimentales en los que comparamos
las cuatro estrategias con los diferentes métodos de calificación que hemos enunciado a lo
largo del capítulo.

12.4 Resultados experimentales

En esta sección presentaremos los detalles de los resultados obtenidos empíricamente
al comparar los distintos tipos de algoritmos evolutivos propuestos en la sección anterior.
Puesto que en esta ocasión no estamos resolviendo un problema de regresión simbólica sino
uno de resolución numérica de ecuaciones polinomiales multivariadas, no tiene sentido el
uso del protocolo de experimentación descrito en el Anexo B como en anteriores ocasiones.
Como sustituto proponemos el siguiente:
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12.4.1 Protocolo de experimentación

Con el fin de obtener resultados estadísticamente significativos generaremos 300 siste-
mas f de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales dados por slp′s sobre el conjunto
de funciones F = {+,−, ∗} y de terminales T = {x1, . . . , xn, c1, c2} donde x1, . . . , xn
denotan las variables y c1, c2 denotan dos parámetros reales generados siguiendo una dis-
tribución uniforme en el intervalo [−1, 1] cuyo valor fijaremos al generar el slp. Estos
parámetros actuarán a modo de coeficientes. Además, la longitud de los slp′s estará aco-
tada por 5n, donde n es el número de variables.

Nos aseguraremos que el grado del polinomio resultante sea al menos 2 y que no sea
un sistema degenerado. Para ello usaremos un heurístico basado en la comprobación de la
existencia de la matriz inversa de la aplicación lineal Dx(f) en varios puntos x tomados
al azar. Dicho heurístico se muestra efectivo empíricamente para generar sistemas válidos
hasta polinomios en 10 variables1.

Para crear dichos slp′s reutilizaremos el mecanismo usado para la generación de la
población inicial descrito en la Subsección 8.2.1. Posteriormente aplicaremos todos los
algoritmos sobre el mismo sistema.

A continuación presentamos los parámetros usados en cada uno de los algoritmos
evolutivos:

Cuadro 12.1: Parámetros algoritmo evolutivo genético para la resolución del problema xvii de
Smale.

Probabilidad de Cruce: 0.9
Probabilidad de Mutación: 0.05
Tamaño de la Población: 100
Número de Generaciones: 100

Operador de Cruce: Aritmético
Operador de Mutación: No uniforme
Operador de Selección: Simple

Operador de Reemplazo: Por ranqueo
Generador de números aleatorios: Propio del Sistema Operativo

1En las pruebas usando más de 10 variables hemos tenido que relajar dicho heurístico así como realizar
las pruebas generando solo 100 sistemas. Aún así, las pruebas con este número de variables, se alargaron
durante varios días.
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Cuadro 12.2: Parámetros algoritmo evolutivo diferencial para la resolución del problema xvii
de Smale.

Probabilidad de Cruce: 0.9
Probabilidad de Mutación: 0.05
Tamaño de la Población: 100
Número de Generaciones: 100

Operador de Cruce: Diferencial
Operador de Mutación: No uniforme
Operador de Selección: Simple

Operador de Reemplazo: Por ranqueo
Generador de números aleatorios: Propio del Sistema Operativo

Cuadro 12.3: Parámetros algoritmo evolutivo basado en enfriamiento simulado para la resolu-
ción del problema xvii de Smale.

Probabilidad de Cruce: 0.05
Probabilidad de Mutación: 0.9
Tamaño de la Población: 100
Número de Generaciones: 100

Operador de Cruce: Aritmético
Operador de Mutación: No uniforme
Operador de Selección: Simple

Operador de Reemplazo: Enfriamiento simulado
Probabilidad de Reemplazo: 0.9

Generador de números aleatorios: Propio del Sistema Operativo

Cuadro 12.4: Parámetros algoritmo evolutivo basado en enjambres de partículas para la reso-
lución del problema xvii de Smale.

Probabilidad de Cruce: 0.9
Probabilidad de Mutación: 0.05
Tamaño de la Población: 100
Número de Generaciones: 100

Operador de Cruce: Enjambre
Operador de Mutación: No uniforme
Operador de Selección: Simple

Operador de Reemplazo: Por ranqueo
Probabilidad de Reemplazo: 0.9

Generador de números aleatorios: Propio del Sistema Operativo

Los resultados que mostraremos serán:

Número de Bézout (D): Media de los números de Bézout de los sistemas.
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Longitud del hipercubo (H): Media de la longitud del hipercubo donde es altamente
probable que se encuentren las raíces (véase Corolario 0.0.34).

Distancia entre raíces (h): Media de la distancia mínima entre raíces de los sistemas
(véase la Nota 0.0.19).

Tiempo de ejecución (t): Duración media, en segundos, de la prueba.

Tasa de éxito (te): Porcentaje de sistemas en los que finalmente se ha encontrado una
solución.

Nótese que los tres primeros son comunes a todos los métodos propuestos pues son pro-
piedades de los sistemas de ecuaciones polinomiales test mientras que los dos últimos
dependen del algoritmo usado. Mostraremos los resultados agrupados por algoritmo y
método de calificación usado.

12.4.2 Resultados experimentales

Detallamos a continuación los resultados experimentares obtenidos al ejecutar el ex-
perimento anterior.

Cuadro 12.5: Parámetros descriptivos de los sistemas de ecuaciones.

n D H h

3 18.78 987.46 4.18 · 10−6

5 328.02 17,247.4 1.07 · 10−7

7 6,066.85 3.19 · 105 7.31 · 10−9

10 3.21 · 105 1.69 · 107 2.1 · 10−9

11 4.69 · 105 2.46 · 107 1.79 · 10−9

12 2.42 · 106 1.27 · 108 1.45 · 10−9

Cuadro 12.6: Resultados algoritmos evolutivos genéticos.

(a) Calificación α∗.

n t (s) te

3 0.33 60.33%
5 0.68 13.33%
7 0.96 2%
10 1.74 0.67%
11 1.88 0%
12 1.99 2%

(b) Calificación α∗c .

n t (s) te

3 0.98 82.33%
5 3.14 49.67%
7 13.55 20.67%
10 49.86 4.67%
11 56.92 6%
12 66.67 7%
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Cuadro 12.7: Resultados algoritmos evolutivos diferenciales.

(a) Calificación α∗.

n t (s) te

3 0.32 60.67%
5 0.65 13.33%
7 0.89 1.67%
10 1.55 1%
11 1.64 0%
12 1.84 2%

(b) Calificación α∗c .

n t (s) te

3 0.94 87.67%
5 3.07 87.33%
7 12.59 70.33%
10 47.05 25.33%
11 50.81 29%
12 59.84 28%

Cuadro 12.8: Resultados algoritmos de enfriamiento simulado.

(a) Calificación α∗.

n t (s) te

3 0.32 59.33%
5 0.66 15.67%
7 0.92 0.67%
10 1.66 1%
11 1.78 0%
12 1.91 2%

(b) Calificación α∗c .

n t (s) te

3 0.95 86.67%
5 2.78 82.33%
7 10.98 71.67%
10 45.14 27.67%
11 50.02 32%
12 60.33 30%

Cuadro 12.9: Resultados algoritmos de enjambre de partículas.

(a) Calificación α∗.

n t (s) te

3 0.2 77.67%
5 0.58 67.33%
7 0.98 63.33%
10 1.75 39.67%
11 1.89 43%
12 2.14 42%

(b) Calificación α∗c .

n t (s) te

3 0.9 88%
5 1.43 94%
7 3.88 94.67%
10 19.93 85.33%
11 20.4 91%
12 30.51 84%

A partir de los resultados podemos inferir algunos conclusiones lógicas:

• El tiempo de ejecución aumenta con el aumento del número de variables. Cuando
usamos la calificación α∗ aproximadamente de forma lineal mientras que cuando
usamos la calificación α∗c aproximadamente de forma cuadrática.

• Por el contrario, la tasa de éxito disminuye con el aumento del número de variables.
Muy rápidamente en el caso de usar la calificación α∗ y más lentamente cuando
usamos la calificación α∗c . La exepción a este comportamiento la encontramos en el
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algoritmo basado en enjambre de partículas pues en ambos casos disminuye lenta-
mente, de hecho en el caso de usar la calificación α∗c aumenta ligeramente para 5 y
7 variables.

Nótese que los resultados para más de 10 variables se refieren a 100 repeticiones,
con lo cual el margen de incertidumbre aumenta.

• La tasa de éxito es muy superior en el caso de usar el mecanismo de calificación α∗c
en todos los casos y algoritmos.

• El algoritmo basado en enjambre de partículas es muy superior al resto en ambos
casos. No solo su tasa de éxito es mayor, sino que desciende mucho más lentamente
y además es mucho más rápido.

Nota 12.4.1. Nótese que los tamaños de los retículos que empíricamente hemos obtenido
es de orden O(10n+6) aproximadamente. Si quisiéramos ejecutar el algoritmo exhaustivo,
suponiendo que tenemos un ordenador capaz de ejecutar 104 comprobaciones por segun-
do, tardaríamos un día en resolver el problema para 3 variables. Para el de 7 variables
tardaríamos alrededor de 31 años.

El uso del algoritmo exhaustivo con refinamiento de retículo, en el mejor de los casos,
nos evitaría el cálculo de la mitad de los test. Por consiguiente, el algoritmo sigue siendo
impracticable.

Nota 12.4.2. Por completitud comentamos brevemente los resultados de ejecutar los
métodos implementados para resolver este tipo de problemas en el software comercial
MAPLETM tanto simbólicos (basados en bases de Gröbner) como numéricos (basados
en algoritmos de deformación homotópica similares a los explicados en la introducción,
salvo que en este caso los puntos iniciales son tomados siguiendo estrategias heurísticos
híbridas simbólico-numéricas):

Para el ejemplo de 7 ecuaciones con 7 incógnitas, el algoritmo simbólico no pudo
ser ejecutado pues excedía la capacidad de cálculo del ordenador usado. Sin embargo, el
algoritmo numérico tardó alrededor de un segundo en obtener una solución, con lo cual
estamos en el mismo rango de tiempos.

Téngase en cuenta que dichos algoritmos esta fuertemente optimizados para la utili-
zación de varios procesadores. Los algoritmos presentados en esta memoria también son
susceptibles de optimizar en ese mismo sentido, pero actualmente no han sido programa-
dos de dicha forma.
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Apéndice A

Las funciones Gamma y Beta

Lisez Euler, lisez Euler, c’est notre maître à tous1.
Pierre-Simon Laplace [Lib46, pág 51]

En este anexo introduciremos las propiedades fundamentales de las funciones Γ y β que
se han usado en múltiples ocasiones a lo largo de la memoria. Ambas funciones pertenecen
al difuso conjunto de las funciones especiales y fueron estudiadas principalmente por
Euler y Legendre durante el siglo xviii y posteriormente por Gauß y Weierstraß. La idea
principal era extender las nociones de factorial de un número natural y de coeficiente
binomial de dos números naturales a argumentos complejos.

A.1 Historia de las funciones Γ y β

La historia de estas dos funciones comienza en el siglo xviii cuando Daniel Bernoulli
y Christian Goldbach plantean el problema de extender el factorial a valores no enteros.
La primera extensión la presenta Euler en 1720:

n! =
∞∏
k=1

(
1 + 1

k

)n
1 + 1

k

.

10 años después comunica a Goldbach la siguiente igualdad

n! =

∫ 1

0

(− log s)nds,

válida para n > 0, que mediante el cambio de variable t = − log s obtenemos la actual
definición:

Definición A.1.1 (Función Γ o integral de Euler de segunda especie). Definimos la fun-
ción Γ como el resultado de la siguiente integral:

Γ(z) :=

∫ ∞
0

tz−1e−tdt,

válida en todo número complejo z tal que su parte real R(z) sea mayor que 0.
1Leed a Euler, leed a Euler, él es nuestro maestro en todo.
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A. Las funciones Gamma y Beta

Esta función se puede extender analíticamente a todo el plano complejo excepto los
números enteros negativos, en donde la función Γ presenta polos simples.

A lo largo del siglo xix se suceden los descubrimientos alrededor de esta función. Gauß
proporciona la siguiente igualdad:

Γ(z) = ĺım
m→∞

mzm!

z(z + 1)(z + 2) · · · (z +m)
,

válida para todo número complejo excepto los números enteros negativos. Posteriormente
Karl Weierstraß introduce la siguiente igualdad:

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)−1

e
z
k ,

a partir de la cual derivó el conocido Teorema de Factorización de Weierstraß y por
consiguiente el Teorema Fundamental del Álgebra.

Finalmente, ya en el siglo xx se consigue dar una caracterización de la función Γ.

Teorema A.1.2 (Teorema de Bohr-Mollerup). La función Γ es la única función, en el
intervalo x > 0, que simultáneamente cumple:

• Γ(1) = 1,

• Γ(x+ 1) = xΓ(x) para todo x > 0 y

• log Γ es una función logarítmicamente convexa.

Sin embargo, para el caso del coeficiente binomial, la historia es bastante más sencilla.
De forma prácticamente trivial podemos extender su definición a todo el plano complejo
para el primer parámetro usando la siguiente definición:(

z

n

)
:=

z(z − 1)(z − 2) · · · (z − n+ 1)

n(n− 1)(n− 2) · · · 1
.

Dicha función está bien definida para todo valor z perteneciente a los números complejos
y para todo valor n perteneciente a los números naturales. Además, claramente se ob-
serva que en el caso que z sea un número natural recuperamos la definición estándar del
coeficiente binomial.

Esta generalización permite generalizar la fórmula binomial, fijando una de las varia-
bles a 1. Es decir

(1 +X)z =
∞∑
n=0

(
z

n

)
Xn

es válida para todos los números complejos z y X con |X| < 1 y sigue cumpliendo las
buenas propiedades. Principalmente:

(1 +X)z(1 +X)t = (1 +X)z+t y ((1 +X)z)t = (1 +X)zt.
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Ahora bien, la generalización sobre sus dos argumentos como números complejos es
más complicada y fue estudiada por Euler y Legendre. Una posible idea es partir de la
fórmula factorial del número combinatorio sustituyendo las factoriales por la función Γ
vista anteriormente. Es decir:(

x

y

)
=

Γ(x+ 1)

Γ(y + 1)Γ(x− y + 1)
. (A.1)

De esta forma habremos extendido la noción de número combinatorio a todos los
valores en los que está definido la función Γ ya que dicha función nunca toma el valor 0.
Sin embargo dicha generalización presenta diversos problemas:

• No está muy bien estudiada.

• Algunas identidades que cumplen los coeficiente binomiales dejan de ser válidas en
esta generalización.

• El comportamiento de dicha función es bastante errático.

Sin embargo, existe otra generalización que tiene mejores propiedades, es la llamada
función β.

Definición A.1.3 (Función β o integral de Euler de primera especie.). Definimos la
función β como el resultado de la siguiente integral:

β(x, y) :=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

la cual es válida para todos los números complejos x e y tales que su parte real R(x) y
R(y) sea mayor que 0.

Su principal propiedad es su relación íntima con la función Γ según la siguiente fórmula.

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (A.2)

A partir de la cual es inmediato encontrar una mejor generalización de los coeficiente
binomiales usando las Ecuaciones (A.1) y (A.2):(

x

y

)
=

1

(x+ 1)β(x− y + 1, y + 1)
.

En la actualidad ambas funciones aparecen principalmente como distribuciones de
probabilidad y combinatoria aunque sorprendentemente aparece en algunos invariantes
de tipo geométrico como ya hemos visto a lo largo de la memoria.
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A. Las funciones Gamma y Beta

A.2 Propiedades de las funciones Γ y β

La principal propiedad que posee la función Γ es la llamada fórmula recursiva:

Γ(z + 1) = zΓ(z)

válida en todo el dominio de la función. A partir de dicha propiedad se deduce que para
todo número natural n se tiene:

Γ(n) = (n− 1)!

Otras propiedades interesantes son:

Fórmula de reflexión de Euler:

Γ(z)Γ(z − 1) =
π

sin(πz)
.

Fórmula de la duplicación de Legendre:

Γ(2z) = π−
1
2 22z−1Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
para valores de z tales que 2z /∈ {0,−1,−2, . . .}.

Fórmula de multiplicativa de Gauß:

Γ(nz) = (2π)
1−n

2 nnz−
1
2

n−1∏
k=0

Γ

(
z +

k

n

)
para valores de z tales que nz /∈ {0,−1,−2, . . .}.

A partir de dichas propiedades se demuestra fácilmente la siguiente proposición.

Proposición A.2.1. Conociendo los valores de la función Γ en el intervalo [0, 1] se
obtienen los valores de toda la recta real.

Demostración. Para todo número real x. Supongamos que x > 0, entonces existe un
número natural n y ε en el intervalo [0, 1] tal que x = n+ ε. Usando la fórmula recursiva
se tiene:

Γ(n+ ε) = (n− 1 + ε)Γ(n− 1 + ε) = · · · = (n− 1 + ε)(n− 2 + ε) · · · εΓ(ε).

En el caso que x < 0 tenemos que existe un número natural n y ε en el intervalo [0, 1] tal
que x = −n+ ε. Usando la fórmula de reflexión de Euler obtenemos:

Γ(−n+ ε)Γ(n+ 1− ε) =
π

sin(π(1 + n− ε))

que podemos calcular Γ(n + 1 − ε) como el caso anterior y despejando completamos la
demostración.
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Finalmente, posiblemente el valor más usado de la función Γ sea el dado por la igualdad

Γ

(
1

2

)
=
√
π

que se puede obtener directamente de la definición simplemente realizando el cambio de
variable u =

√
t.

En el caso de la función β su principal propiedad, aparte de la ya mencionada en la
(A.2), es ser simétrica. También son interesantes las siguientes definiciones alternativas
de dicha función:

β(x, y) = 2

∫ π
2

0

(sin t)2x−1(cos t)2y−1dt,

β(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+y
dt.

Así como la identidad:

β(x, y)β(x+ y, 1− y) =
π

x sin(πy)
.

Las mejores aproximaciones a ambas funciones se consiguen mediante la llamada fór-
mula de Stirling.

Γ(z) ≈
√

2π

z

(z
e

)z
.

β(x, y) ≈
√

2π
xx−

1
2yy−

1
2

(x+ y)x+y− 1
2

.

Asimismo, una forma eficiente de calcular valores es mediante cuadraturas obtenidas di-
rectamente sobre la definición.
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Apéndice B

Protocolo de experimentación

To call in the statistician after the experiment is done may be no more
than asking him to perform a postmortem examination: he may be able to say
what the experiment died of 1.

Sir Ronald Fisher [Fis38]

A lo largo de las siguientes páginas detallaremos el protocolo que hemos seguido para
la realización de las pruebas experimentales. Para la realización de dichas pruebas hemos
usado un software propio, escrito en C++, en el que hemos implementado tanto los
algoritmos evolutivos y de programación genética como las estructuras de datos slp y
árbol, así como los operadores genéticos asociados a dichas estructuras.

Este software se ha ejecutado en una estación de trabajo Dell Precision T5500 que
cuenta con 12 GB de memoria RAM y un procesador Intel Xeon E5520 de cuádruple
núcleo, todo ello gestionado por un entorno Gentoo Linux.

B.1 Selección del concepto a aprender

El primer paso del protocolo es la generación de una muestra aleatoria simple de
conceptos. Para ello es necesario fijar una distribución de probabilidad en el espacio de
conceptos que en una primera aproximación podríamos tomar como el espacio de todas
las funciones infinitamente diferenciables. Ahora bien, dicho espacio de funciones tiene
dimensión infinita (además no numerable) y por lo tanto es extremadamente complejo
tomar una distribución de probabilidad en dicho espacio que además sea susceptible de
ser usada a efectos prácticos. Es por ello que decidimos realizar dos reducciones distintas
del problema.

Tomaremos como espacio de conceptos:

• El espacio PR
n [X] de polinomios univariados de grado acotado por n.

1Llamar al estadístico después de que el experimento haya finalizado es lo más o menos lo mismo que
solicitarle que realice un examen post-mortem: en el mejor de los casos es capaz de explicar de que murió
el experimento.
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B. Protocolo de experimentación

• El espacio SLPl(F , T ) de slp′s longitud acotada por l con conjunto de funciones
F := {+,−, ∗,√ , sin, cos, ln, exp} y conjunto de terminales T := {x, c}.

Nótese que en un sentido estricto las únicas funciones computables son precisamente las
que se pueden expresar como un elemento en alguno de los espacios anteriormente citados.

Otra forma de encarar el anterior problema hubiera sido usando un proroceso de Gauß
tal y como se explica en [Ras06] (véase también [Cre93]).

Pasamos a detallar el proceso de generación de las muestras en ambos casos.

B.1.1 Polinomios de grado acotado

En este caso tenemos que el espacio de conceptos es un espacio vectorial de dimensión
finita, por lo que, no solo el modelo es conocido sino que, además, es lineal. En este
caso utilizar la programación genética para resolver un problema de regresión simbólica
es ciertamente ineficiente pues cualquier variante de la llamada regresión lineal produce
resultados óptimos en mucho menor tiempo. Aún así consideramos que es un buen ejercicio
comprobar el desempeño de nuestros métodos en un entorno predecible y controlable.

La literatura acerca de este tema es extensa (véase por ejemplo los trabajos de Kostlan
[Kos93, EK95]) y está íntimamente relacionada con el estudio de las matrices aleatorias.
Como estamos tratando con un espacio vectorial de dimensión finita y, por lo tanto, no
compacto no es posible tomar la distribución uniforme. En su defecto usaremos la clásica
normal N (0, 1) centrada en 0 y con varianza 1. Esta elección no es arbitraria pues dicha
distribución de probabilidad es equiprobable a la distribución de probabilidad uniforme en
el espacio proyectivo de polinomios HR

n [X] que es la compactificación natural del espacio
PR
n [X].

Ahora bien, en este espacio es bien sencillo general una muestra aleatoria simple. Una
vez fijado el grado máximo n solamente es necesario general los n + 1 coeficientes del
polinomio siguiendo cada uno de ellos uno de ellos una distribución normal N (0, 1).

B.1.2 Slp′s de longitud acotada

En este caso tenemos que el modelo es completamente desconocido por lo que es
procedente usar la programación genética. Ahora bien, es cierto que el modelo es «repre-
sentable» en el espacio de búsqueda lo cual no tiene que ser cierto en general.

Otro problema que existe con esta forma de general el concepto es el desconocimiento
general en la relación que hay entre la distribución de probabilidad en el espacio de pará-
metros de un slp y la distribución de probabilidad en el espacio de aplicación semántica
que produce. Aún con este inconveniente usaremos este procedimiento.

En una primera aproximación parece razonable usar la distribución uniforme en el
espacio de parámetros para la generación del concepto, es decir, usar el mismo procedi-
miento que hemos usado en la Subsección 8.2.1. Sin embargo, este procedimiento produce
un gran número de slp′s de longitud efectiva muy baja y por lo tanto en multitud de oca-
siones constantes o lineales. Es por ello que preferimos usar la distribución de probabilidad
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inducida por el procedimiento usado para generar los árboles mostrada en la introduc-
ción. Nótese que los árboles así generados son un subconjunto del conjunto SLPl(F , T )
y por lo tanto la distribución de probabilidad se extiende de forma natural al conjunto
SLPl(F , T ).

B.2 Generación de una muestra aleatoria simple

Una vez escogido el concepto f a aprender es necesario generar dos muestras:

• Una muestra de aprendizaje de 30 elementos, que puede contener ruido Gausiano.

• Una muestra de validación de 200 elementos, que nunca contendrá ruido.

En ambos casos la muestra se generará mediante puntos xi uniformemente distribuidos
en un intervalo de longitud finita fijado de antemano. Una vez escogido dichos puntos
almacenamos los valores (xi, yi = f(xi)). Salvo que se diga lo contrario, ninguna de las
muestras contendrá ruido.

La muestra de aprendizaje será usada para evolucionar nuestra población de slp′s
mientras que la muestra de validación solo su usará para comprobar el desempeño de
nuestro algoritmo.

B.3 Ejecución de las pruebas

Una vez generada las muestras ejecutamos el programa tantas veces como valores del
parámetro sujeto de estudio se tenga. A esto lo llamaremos una ronda de aprendizaje. Las
muestras no se modifican entre las ejecuciones del programa dentro de una ronda aunque
si que se modifica la semilla aleatoria.

Con el fin de obtener resultados estadísticamente válidos realizaremos 300 rondas.
Ahora bien, en cada ronda se generarán nuevas muestras. A este procedimiento lo llama-
remos experimento. Así un experimento esta compuesto de 300 rondas, todas ellas con
muestras independientes.

Una vez finalizada la ejecución procederemos a la validación. Para ello se extrae el
mejor elemento, que denominaremos élite, de la última población y se calcula su MSE
sobre la muestra de validación que, recordemos, es una muestra de 200 puntos que no
contiene errores y que no se ha usado en la fase de aprendizaje (véase por ejemplo [CR09]
para una discusión en este sentido).

Detallamos ahora los parámetros comunes a todos los experimentos que se han reali-
zado:
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B. Protocolo de experimentación

Cuadro B.1: Parámetros comunes.

Longitud de los slp′s: 16
Probabilidad de Cruce: 0.9

Probabilidad de Mutación: 0.05
Tamaño de la Población: 200

Número máximo de operaciones: 107

Operador de Selección en la programación genética: Simple
Operador de Selección en el algoritmo evolutivo: 2-Torneo

Operador de Reemplazo: Por ranqueo
Generador de números aleatorios: Propio del Sistema Operativo

Nótese que en este contexto el número de operaciones es el número de variables no
terminales que han sido evaluadas.

Así mismo los parámetros comunes en los experimentos usando las muestras polinó-
micas serán:

Cuadro B.2: Parámetros comunes muestras polinómicas.

Conjunto de terminales: T := {x, c1, c2, 1} donde x, c1, c2 ∈ [−1, 1].
Conjunto de funciones: F := {+,−, ∗, /,√}.

Grado máximo del polinomio generador: 5.

Donde x denota la variable y c1, c2 son dos parámetros que se generan aleatoriamente al
generar la muestra. En los experimentos realizados en el Capítulo 10 son dichos parámetros
los que serán optimizados.

Finalmente el resto de parámetros comunes en los experimentos usando las muestras
que proceden de los slp′s aleatorios serán:

Cuadro B.3: Parámetros comunes muestras slp′s.

Conjunto de terminales: T := {x, c} con x ∈ [−1, 1] y c ∈ [−1, 1].
Conjunto de funciones: F := {+,−, ∗,√, sin, cos, ln, exp}.

Longitud máxima del slp generador: 16.
Conjunto de terminales slp generador: T := {x, c} con x ∈ [−1, 1] y c ∈ [−1, 1].
Conjunto de funciones slp generador: F := {+,−, ∗,√, sin, cos, ln, exp}.

Donde x denota la variable y c denota un parámetro como comentamos en el párrafo
anterior.

Hay que puntualizar que en todas las ejecuciones se ha activado el elitismo. Esto
significa que al finalizar cada generación se guarda el mejor elemento y éste reemplaza al
peor elemento de la siguiente generación, siempre y cuando el valor guardado sea mejor.
De esta forma nos aseguramos que al finalizar cada generación la calificación del mejor
elemento de la población no empeora.
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B.4 Resultados que se muestran

Para cada experimento y tipo de prueba mostramos los siguientes resultados:

Tabla con la tasa de éxito y la tasa de error: Diremos que una ejecución ha sido
errónea si la validación del modelo es superior al 150 % del rango intercuartílico. Es
decir, si la validación cumple:

Val (Γ) ≥ 1.5|Q3 −Q1|

donde Q1, Q3 representa el valor del primer y tercer cuartil respectivamente de
la prueba con dicho parámetro. Extraeremos dichos elementos de la muestra pues
distorsionan enormemente los resultados.

Diremos que una ejecución ha sido exitosa si la validación del modelo es inferior al
10 % del rango de la muestra. Es decir si la validación cumple:

Val (Γ) ≤ 0.1

∣∣∣∣ máx
1≤i≤30

yi − mı́n
1≤i≤30

yi

∣∣∣∣
donde Γ representa el modelo escogido por el algoritmo y yi es la muestra de apren-
dizaje. Nótese que los cálculos sobre la tasa de éxito están referidos a la muestra sin
los resultados erróneos.

Como curiosidad, el autor de esta memoria ha visto resultados en los cuales sólo
existía un valor erróneo que era 4 órdenes de magnitud superior al siguiente peor
resultado. Obviamente todos los estadísticos estaban dominados por ese único re-
sultado erróneo lo cual no parece muy razonable. Téngase en cuenta que estamos
tratando con un algoritmo probabilista cuya probabilidad de error no está acotada,
o por lo menos el autor no conoce ningún resultado en este sentido. La tasa de error
podría servir como una aproximación a dicha probabilidad.

Tablas con un resumen estadístico descriptivo: En la primera tabla se presentan
la media y varianza de los resultados de validación. En la segunda, se muestran los
valores máximo y mínimo, la mediana así como los cuartiles primero y tercero de la
validación. En todos los casos, estos estadísticos se refieren a la muestra en la que se
han extraído previamente las elementos considerados erróneos en la anterior tabla.

Diagrama de cajas y bigotes: Forma gráfica en el que se representan los valores nu-
méricos de la anterior tabla.

En este diagrama se muestra una caja y dos asas (bigotes). El extremo inferior de la
caja representa el valor del primer cuartil (q1 en la tabla anterior) de las calificaciones
de validación mientras que el extremo superior de la caja representa el tercer cuartil
(q3). La raya gruesa dentro de la caja representa la mediana (q2). Si las muescas que
tiene una caja no se solapan con las de otra indica que, con alta probabilidad, las
medianas de las distribuciones de probabilidad son distintas (véase [CCKT83] para
más detalles).

Los dos bigotes representan los valores mínimos y máximos de la muestra a la que
previamente se le han extraído los errores.
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B. Protocolo de experimentación

Nótese que un conjunto de parámetros es mejor cuanto más estrecha sea la caja
(menos varianza presenta) y más abajo se encuentre (mejores individuos produce).

Tabla con los resultado de los contrastes de hipótesis cruzados: En la columna
(i, j) se muestra el p-valor asociado a un contraste de hipótesis no paramétrico
mediante el test para dos muestras de Kolmogorov-Smirnov. Nuestra hipótesis nula
H0 será que, la función de distribución empírica (ecdf) de la validación para el valor
del parámetro sujeto de estudio en la fila i no es mayor que la ecdf para el valor del
parámetro en la columna j.

De esta forma, si el valor de la casilla (i, j) es menor que el valor de la significancia
α escogido, podemos rechazar la hipótesis nula. Es decir la ecdf es estrictamente
mayor y por lo tanto dicho valor del parámetro ofrece un mejor rendimiento sobre
dicha muestra pues obtendrá, con mayor probabilidad, modelos con una calificación
de validación inferior. Por norma general tomaremos como valor de la significancia
α = 0.1. Nótese que los valores superiores a 0.1 del p-valor deben tomarse como
> 0.1, no como su valor numérico (tal y como indica el manual del programa usado
para realizar los cálculos estadísticos [Tea]).

Así mismo, nótese que los resultados pueden ser aproximados en algunos casos (so-
bre todo en el caso de las muestras generadas mediante slp′s aleatorios) pues la
distribución de probabilidad debe (y de hecho tiene) al menos un punto con proba-
bilidad, el 0. Por lo que la distribución de probabilidad asociada a la validación no
es continua. Es decir, la probabilidad de que el algoritmo obtenga la función exac-
ta con la que se generó la muestra es distinta de cero, tal como se podría esperar si
el algoritmo funciona correctamente.

Nótese que, como hemos hecho previamente, consideramos sólo la muestra sin erro-
res.
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