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Resolucion de Ecuaciones

A man provided with paper, pencil, and rubber, and subject to strict disci-
pline, is in effect a universal machine®.

Alan Turing [Tur69|

Los concursos de problemas matematicos siempre han estado en el corazon de la
profesion. Desde las colecciones de problemas que se presentan en los libro de texto (y
que ya sufrian los estudiantes babilonicos) a las diversas olimpiadas matemdticas que se
organizan todos los anos a nivel mundial.

A nivel profesional quizés el primer referente sean las competiciones entre matematicos
del siglo XVI y entre ellas quizés la més sonada sea la disputa entre Tartaglia y del Ferro.
En dicha competicion se trataba de resolver los problemas propuestos por el contrincante.
Estaba en juego tanto la reputacion como los los fondos universitarios que recibirian.
En dicha ocasion los problemas a resolver fueron del tipo: «encuentra las raices de una
ecuacion polinomial de tercer grado». Y no es de extranar dicha elecciéon pues éste es uno
de los problemas clasicos de la matemética desde la antigiiedad e incluso atin en nuestros
dias.

En la actualidad seguimos haciendo listas de problemas. Por ejemplo, podemos citar
las listas [Hil02], [Sma00] o [CJW06]. Resolver algin problema de dichas listas conlleva un
premio, bien en metélico bien con altos honores. . . generalmente ambos. Resulta realmente
increible que el problema anteriormente comentado se encuentre, de una forma u otra, en
todas las listas anteriormente citadas. Logicamente la pregunta ha ido evolucionando. A
lo largo de esta introducciéon veremos cémo y por qué lo ha hecho hasta llegar al enunciado
actual: el Problema XVII de Smale.

La presente memoria versara sobre dicha version del problema. Tras la introduccion
historica explicaremos el programa de Shub y Smale y el estado del arte sobre dicho
programa en el que incluiremos nuestras contribuciones a él. Finalmente introduciremos las
técnicas algoritmicas que hemos usado para su resoluciéon y detallaremos el algoritmo, su
implementacion y sus resultados experimentales. Comenzamos, pues, con la introduccion
historica.

1'Un hombre provisto de papel, lapiz y goma y sujeto a una estricta disciplina es, en efecto, una
mdquina universal.
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El problema de resolver ecuaciones a lo largo del tiempo

Probablemente los primeros en enfrentarse sistematicamente al problema de resolver
ecuaciones hayan sido los ya mencionados babilénicos. Entre las tablillas de arcilla recu-
peradas se encuentra listas de problemas en los que se demuestra que ya sabian resolver
ecuaciones polinomiales de segundo grado e incluso algunos casos particulares de terce-
ro. Hay que tener en cuenta que lo que entendian como problema solia ser un enunciado
geométrico o aritmético y su solucion solia ser una lista de casos con los pasos necesarios
para encontrar la solucién al problema que, obviamente, era numérica?.

No es hasta alrededor del siglo 1X cuando #32%¢%-d3 escribe uno de los tratados mate-

P

maticos mas influyentes de la antigiiedad: #2c#-d-9 »4&-d =23 4 Ly dicho tratado introduce
por primera vez un procedimiento sistematico para la resolucion sistematica de ecuaciones
cuadraticas y de sistemas de ecuaciones lineales. Notese que aunque el procedimiento es
sistematico, los enunciados de los problemas siguen siendo bastante literarios. La notacion
algebraica moderna no surgirfa hasta mucho después.

El siguiente avance no se produciria hasta el renacimiento. Ya hemos hablado de los
retos matematicos del siglo XVI. En su seno se desarrollaron los algoritmos de resolucion de
ecuaciones de tercer y cuarto grado debidos a Tartaglia, del Ferro y Ferrari. La publicacion
de estos métodos por Cardano en su Artis Magne [Card5| estuvo rodeada de una gran
polémica’. Para entonces surge una de las primeras grandes incégnitas que ha rondado el
problema de resolver ecuaciones polinomiales:

Problema. ;Pueden resolverse ecuaciones polinomiales de grado mayor que cuatro?

Entiéndase por resolver, en este contexto, dar una féormula para las raices de dichas
ecuaciones en la que sélo intervengan las operaciones aritméticas y radicales actuando
sobre los coeficientes de los polinomios.

Notese la sutil diferencia entre esta forma de resolver el problema y las anteriores.
Ahora se pide una férmula que relacione los coeficientes de los polinomios con las soluciones
mientras que antes simplemente se daba una lista de operaciones que uno debia ejecutar
para encontrar la solucién buscada. A esta forma de resolver una ecuacion se la denomina
comunmente resolucion por radicales.

La resolucion, negativa, a este problema la dio Abel en [Abe26]|, sin embargo el re-
sultado revolucionario al respecto lo public6® Galois en [GL46]. En dicho articulo Galois
presenta un algoritmo que decide cuando una ecuaciéon puede resolverse mediante radica-
les, en cuyo caso es capaz de calcular dicha férmula. Lo novedoso del método es el uso
del concepto de grupo que méas adelante demostraria ser una nociéon fundamental en mil-
tiples ramas cientificas (no s6lo en matemaéticas). Sin embargo ya el propio Galois se dio
cuenta de cual era el punto débil de su algoritmo: la cantidad de operaciones necesarias

2En el sentido de ndmero no en el sentido moderno, aunque es posible que ya estubieran familiarizados
con él.

3al-Juarismi.

4Compendio sobre el cilculo por completado y balanceo.

®Véase [Ste08] para conocer més detalles.

60 lo intent6. Véase, otra vez, [Ste08| para una amena narraciéon sobre los tragicos hechos.
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para llevarlo a cabo no esta al alcance de una persona. .. ni siquiera usando ordenadores
modernos. En la proxima secciéon hablaremos més sobre este tema.

Ahora bien, sabemos que no hay una féormula, inmediatamente se presenta el siguiente
problema:

Problema. Aunque no podamos dar una formula, jtienen raices todas las ecuaciones?

Notese que el problema anterior solicitaba una demostracion constructiva y afirmativa
a dicho problema.

Esta vez la respuesta, afirmativa, la dio Gaufs en [Gaul5|. Para ello se apoy6 en los
entonces exoticos niimeros complejos. De hecho, a lo largo de su vida, present6 hasta cuatro
demostraciones distintas para dicho problema. En el contexto actual, la idea detras de su
primera demostracion es la siguiente (véase [Sma81| para mas detalles):

Sea f : C — C el polinomio del cual queremos buscar una raiz. Es decir, buscamos
un elemento ¢ perteneciente a los ntimeros complejos tal que f(¢) = 0. Usando el Teorema
de Morse-Sard (véase por ejemplo [Hir94|) no es dificil encontrar un elemento z, € C tal
que el segmento [0, f(29)] C C no contenga ningun valor critico de f. Es decir, buscamos
un elemento zq tal que, para todo z en el conjunto f~'([0, f(20)]) se cumple que f'(z) es
distinto de 0.

Usamos ahora f~! para construir un camino entre los puntos 2o € f~'(f(20)) ¥
f710) = (. Su existencia y continuidad estd garantizada por el Teorema del levanta-
miento de caminos (véase de nuevo |[Hir94]). Hemos demostrado la existencia de una raiz
para nuestro polinomio. Sin embargo ni esta, ni ninguna de las demostraciones dadas por
Gault para este problema son constructivas. Es decir, sabemos que existen dichas rai-
ces pero no sabemos calcularlas. Una idea interesante se presenta en el caso anterior: si
fuéramos capaces de «seguiry» la curva tendriamos un algoritmo que calcularia la raiz.
De hecho esta idea ya ha sido desarrollada, como se puede ver en los trabajos de Victor
Pan [Pan97| sobre la resolucion de ecuaciones polinomiales univariadas. Profundizaremos
sobre este tema en las proximas secciones.

Resuelto dicho problema el siguiente paso natural es preguntarse por las soluciones de
sistemas de ecuaciones. En el caso de sistemas de ecuaciones lineales, los métodos conoci-
dos por los babilénicos para el caso de dos y tres variables podrian haberse adaptado para
el caso general. Pero no es hasta 1809 que Gauf introduce el método que lleva su nombre,
en el libro [Gau09|, que se resuelve completamente el problema. Sorprendentemente, los
matematicos Chinos ya conocian dicho resultado con casi dos mil ano de adelanto. En el
libro FL3E F A7 escrito alrededor del siglo 11 antes de la Era Comun podemos encontrar
un método muy similar al propuesto por Gaufs.

En el caso de ecuaciones polinomiales, el procedimiento de sequir una curva se puede
adaptar para demostrar la existencia de soluciones. De hecho se puede aplicar a cualquier
aplicacion no lineal diferenciable. Ahora bien, para su correcta aplicaciéon son necesarias
herramientas del siglo XX que no estaban disponibles en las fechas que estamos tratando.
Es en este contexto en el que Bézout publica en su tesis [Béz79] sus dos principales
resultados:

"Los nueve capitulos sobre el arte matemético (Jitizhang Suanshi).
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Teorema (Teorema de Bézout). Un sistema de ecuaciones polinomiales multivariados
con coeficientes complejos tiene tantas soluciones como el producto de los grados de las
ecuaciones que forman el sistema.

Teorema (Identidad de Bézout). Sea {a1,...,ay,} un conjunto de nimeros enteros enton-
ces existen {by, ..., by} otro conjunto de nimeros enteros tales que se cumple la siguiente
1qualdad

biay + ...+ bpay, = ged(aq, ..., an)

Este ultimo resultado es valido para cualquier conjunto de elementos pertenecientes
a un dominio de ideales principales. En el caso que tomemos como domino de ideales
principales el anillo C[X7, ..., X,] el enunciado es el famoso Nullstellensatz®:

Teorema (Nullstellensatz, version débil (Hilbert [Hil90])). Sean fi,..., fm polinomios

multivariados con coeficientes complejos. Si denotamos por V(fi,..., fm) al conjunto de
raices comunes se tiene que: V(f1,..., fm) €s el conjunto vacio si y solo si existen m
polinomios gy, ..., gm tales que:

afi+.. ..+ gnfm=1

La importancia de estos teoremas consiste en que permiten reducir el problema de
calcular las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado al calculo
de sucesivos determinantes y a la resoluciéon de ecuaciones polinomiales univariadas.

El proceso se basa en usar la resultante del sistema de ecuaciones para ir eliminando
una por una todas las variables. Al final solo queda un polinomio univariado que podemos
resolver y posteriormente propagar dichas soluciones. A la rama de las matematicas en-
cargar de estudiar dichas técnicas se la denomina cominmente Teoria de la Eliminacion
(véase [vzGGO3| o [CLO97| para una introduccion a estos temas).

Notese que hemos transformado el problema de calcular las raices de un sistema de
ecuaciones en un problema de calcular determinantes y resolver ecuaciones polinomiales
univariadas, tareas ambas que en este momento ya se sabian resolver. El problema de
dichos algoritmos volvia a residir en el ntimero de operaciones necesario para llevarlo a
cabo. Insistiremos en este problema en las siguientes secciones pues resultara ser clave.

Resueltos dichos problemas, el siguiente paso era intentar encontrar soluciones para las
llamadas ecuaciones diofanticas. Es decir, encontrar soluciones en los niimeros enteros para
sistemas de ecuaciones con coeficientes en los niimeros enteros. Este era el problema X de
los 23 que Hilbert enuncié en [Hil02] como los mayores retos a los que debian enfrentarse
los matematicos durante el siglo XX. De hecho lo fueron, pues dicha lista influyé6 muy
significativamente en la investigacion matematica durante la primera mitad del siglo XX.

La lista fue enunciada en una comunicaciéon durante el Congreso Internacional de
Matemadticos de 1900 celebrado en Paris. Al principio no tuvo mucha repercusién pero
con el tiempo marco los esfuerzos matematicos durante la primera mitad del siglo XX. El
problema que nos interesa es el llamado Problema X de Hilbert:

8Teorema de los ceros de Hilbert.



Problema. X - Entscheidung der Losbarkeit einer Diophantischen Gleichung. Eine Diop-
hantisch e Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und mit ganzen rationalen Zahlen-
coefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach welchem sich mittelst
einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden. ldf$t, ob die Gleichung in ganzen
rationalen Zahlen lésbar ist’.

La resolucion de este problema solicitaba idear un algoritmo. Una dificultad anadida
radicaba en que en esa época la nocién de algoritmo ain no estaba bien fundamenta-
da. No es descabellado asegurar que la biisqueda de una solucién a este y al posterior
Entscheidungsproblem'® (enunciado también por Hilbert en 1928 [Hil30]) fueron deter-
minantes para que, tanto Alonzo Church como Alan Turing presentaran sus modelos de
computacion: Cdlculo A en el primer caso [Chu36| y la Mdaquina de Turing en el segun-
do [Tur37b]. Ambos casos son una fundamentacion de la idea de algoritmo y de compu-
tabilidad equivalentes, tal y como enunciarian, de nuevo ambos casi al mismo tiempo, en
la posteriormente llamada Tesis de Church-Turing (véase [Tur37al por ejemplo).

Mas adelante von Neumann presenta en [vN45| su «arquitecturay que condujo final-
mente a la fabricacion fisica de dichas abstracciones matematicas. Teniendo en cuenta su
origen, no es de extranar que estas primitivas maquinas se usaran principalmente para la
resolucion de problemas de indole matematico como descifrar los protocolos criptograficos
Nazis (cddigo enigma) durante la 1T guerra mundial (véase [RMHS80] para mas informacion
al respecto). Pronto aparecieron los problemas:

1. Predecir la cantidad de recursos necesarios para resolver un problema.

2. Estudiar la sensibilidad o estabilidad de los resultados frente a las imprecisiones
cometidas.

Para estudiar la primera cuestion se fundamento6 el modelo de computacion bit. Basi-
camente se trata de estudiar el comportamiento de una Mdquina de Turing que resuelve
el problema. Nos interesa saber la relacion entre el tamano, en bits, de la entrada de dicha
méquina y el nimero de pasos que realiza. El estudio de las cotas superiores e inferiores
de dicha relacion es el campo de estudio de la Complejidad Computacional (véase [Pap94|
para una introduccion al tema).

La segunda cuestion es el campo de estudio del llamado Andlisis Numérico. En este
contexto el modelo bit es un poco irrealista y no produce muy buenos resultados. Es por
ello que Blum, Shub y Smale presentaron en [BSS89| (véase también [BCSS98|) el modelo
de computacion alternativo BSS con el que se pretende fundamentar el anélisis numérico
de la misma forma que el modelo bit lo hizo con la complejidad computacional.

Dedicaremos las siguientes paginas a analizar sobre ambos modelos el problema de la
resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas.

9Determinacién de la resolubilidad de una ecuacién diofantica:
Dada una ecuacion diofdntica con cualquier nimero de incdgnitas y con coeficientes enteros dar un
procedimiento tal que determine, en un numero finito de operaciones, si la ecuacion es resoluble mediante
numeros enteros.

10Problema de decision
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El modelo de computaciéon bit

El modelo bit de computacién ha estado ligado histéricamente con la corriente de
resolucion de ecuaciones de forma simbolica. Dicha corriente es la heredera del discurso
que hemos realizado hasta el momento. De hecho, en estos momentos el principal problema
de esta corriente se puede enunciar de la siguiente forma:

Problema (111 de Smale [Sma00], P vs. NP problem [CIJWO06]). Given n+1 polinomials
in n variables with coefficients in Zy. Decide if there is a common zero ¢ € Z3.M

La resolucion, en cualquiera de los sentidos, da derecho a reclamar un premio de
US$ 1.000.000 concedido por el Clay Mathematics Institute que ademés provocaria un
impacto muy importante en la sociedad actual (véase [For09| para una amena exposicion
sobre los actuales progresos en la resolucion del problema y en sus consecuencias). Como
vemos se trata basicamente de una instancia muy particular del Nullstellensatz.

Por supuesto, en este contexto, resolver un sistema de ecuaciones polinomiales f consis-
te en dar un procedimiento algoritmico que a partir de una codificaciéon de los polinomios
que forman el sistema, devuelva cualquier informaciéon que se solicite sobre el conjunto
V(f) de los ceros comunes.

Actualmente, la forma tipica de resolver el problema Nullstellensatz es mediante bases
de Grobner (véase |[CLO97, BW93, GPWO03| para un discurso pormenorizado sobre el
tema). Sin embargo dicho procedimiento presenta un severo inconveniente: su complejidad
es doblemente exponencial. Es decir, la relacion entre el tamano de la entrada (en este caso
sistemas de polinomios dados por sus coeficientes) y el ntimero de pasos que son necesarios
para resolver dicho problema es del orden O(2%") (véase [KM96]). Empiricamente se ha
observado que cualquier algoritmo con una complejidad peor que un polinomio (ademas
de grado bajo) es altamente probable que tendrd un desempefio muy malo cuando el
tamano del problema crezca. Ain asi, este es el procedimiento implementado en software
mateméatico tan usado como Maple™ o Mathematica™.

Para intentar rebajar la complejidad de este problema se intenta afrontar este proble-
ma desde otra perspectiva. Como hemos visto anteriormente, para decidir si un sistema
de ecuaciones fj ..., f,, tiene una solucién comin basta con encontrar unos polinomios
g1, - - -, gm tales que:

it At gmfm =1

Ahora bien, si somos capaces de acotar los grados de los polinomios g; y el nimero de bits
que contienen sus coeficiente podremos usar los procedimientos del élgebra lineal para
resolver esta cuestion.

La literatura al respecto es muy extensa. A primera vista una cota inferior para la
complejidad de este problema es la longitud de los polinomios ¢; pues como minimo
debemos escribirlos. Las primeras cotas se deben a Hermann en [Her26]. Desgraciadamente
las cotas para los grados de dichos polinomios son del orden O(d*") donde d es el méximo
de los grados de los polinomios f;. Esta cota implica que no existe ninguna mejora sobre el
método basado en bases de Grébner anteriormente citado. Sin embargo las mejores cotas

"Dados n+ 1 polinomios in n variables con coeficientes en Zy. Decidir si tienen una raiz comtn en Z%.
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al respecto son debidas a Krick, Pardo y Sombra (véase [KPS01]) donde presentan cotas
superiores para los grados de orden O(d™) que si presenta una mejora sustancial sobre los
métodos anteriores, aunque sigue sin ser eficientes. Pero es més, dicha cota es bastante
ajustada. D. Masser y P. Philippon mostraron una sucesion de sistemas para los cuales
una cota inferior para el grado de los polinomios g; era del orden Q(d" — d).

Para conseguir dicha cota Krick, Pardo y Sombra reutilizan una idea introducida por
Ostrowski en [Ost54| cuando estudiaba el problema de la evaluacion de polinomios. La
idea general es reemplazar la codificacion de los polinomios como lista de coeficientes
por una especie de programas informaticos o, mas técnicamente, por una estrategia de
evaluacion. En este contexto un polinomio esta codificado por un grafo dirigido aciclico
y un conjunto de operaciones (tipicamente las aritméticas, pero puede ser cualquier otro
conjunto) formando lo que en la literatura se denomina un Stright-Line Program (slp)'2.
La literatura al respecto es amplia y muchos autores han intervenido en el desarrollo de
esta estructura de datos (véase por ejemplo [vzG88|, [Par95], [GHM™98| y [Str90]).

Sin embargo los Stright-Line Programs (slp) también puede aplicarse como modelo de
computacion en si mismo anadiendo al conjunto de funciones los test de signo y, segin
el modelo, la instruccion de repeticion. El uso de este modelo de computacion estuvo li-
gado en un principio al calculo de cotas inferiores para los problemas de eliminacién. En
[CGH™ 03], Pardo et &l. (véase también [CPHMO1]) propone usarlo tanto como modelo de
computacién como estructura de datos para polinomios y coeficientes en el problema de
resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas obteniendo un algoritmo
Optimo (pues se alcanzan las cotas inferiores enunciadas en la literatura) aunque imprac-
ticable, al ser de orden O(d™). Una implementacion de este algoritmo para el programa
de célculo simbolico Magma™ se puede encontrar en [DLOS|.

El modelo de computaciéon real

El modelo de computacion real es mas reciente en su formalismo. Como ya hemos men-
cionado, fue propuesto por Blum, Shub y Smale en [BSS89|. En dicho modelo tratan de
formalizar un campo de las matemaéticas que estaba adquiriendo mucha atenciéon pero que
carecia de una fundamentacion teérica. Hablamos, por supuesto, del Analisis Numérico.
En esta disciplina, se entiende que hemos resuelto un sistema de ecuaciones polinomia-
les cuando se da un procedimiento que genera una sucesién numérica que converja a la
solucion.

Los primeros resultados de esta modelo son mucho mas antiguos que los presentados
en la seccion anterior, a fin de cuentas el simbolismo es un invento bastante reciente. El
primer caso documentado es posiblemente la tablilla YBC 7289 (véase [Mel]) en la cual se
muestra el llamado método babilénico (o de Herén) para resolver raices cuadradas. Dicho
procedimiento junto con el conocimiento de la férmula general posiblemente permitia a
los matematicos babilénicos resolver completamente todas las ecuaciones polinomiales de
segundo grado.

12En algunos contextos también son conocidos como circuitos aritméticos.
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El método babilénico practicamente consiste en aplicar el conocido como método de
Newton a la ecuacion az? — b = 0. Dicho método fue introducido por Newton en [New11]
para calcular las raices de ecuaciones ciibicas. Posteriormente trat6é de usarlo para resol-
ver el problema general de resolucién de ecuaciones polinomiales, con un éxito relativo.
Newton usaba su método desde un punto puramente algebraico (presentaba una sucesion
de polinomios, no una sucesiéon numérica) y posiblemente esa haya sido la razon de su
escaso éxito.

Tuvieron que pasar 30 anos hasta que Thomas Simpson reescribiera el método en
[Sim37] y lo presenta en su formulacion actual. De hecho, lo usé con éxito no solo en
ecuaciones polinomiales sino también en contextos analiticos. Es més, descubrié su gene-
ralizacion a varias variables y su uso como método de optimizacion. En su formulacion
actual dicho método se describe como:

Definicién 0.0.1 (Método de Newton). Sea f(x) una aplicacion con derivada continua.
El método de Newton consiste en aplicar sucesivamente el siguiente operador a partir de
un punto iicial xq:

Ny(x) ==z — Do (f)~ f(a),
donde D,(f) denota el Jacobiano de la funcion f.

Si zq es escogido «suficientemente cercano» a (, una raiz de dicha aplicacion f, entonces
el método converge de forma cuadratica. Es decir, el error h en el paso n entre el valor
dado por el método z,, y el valor real ¢ es de orden O (22%)

El mayor problema consiste en encontrar buenos candidatos iniciales. Los primeros
resultados en este sentido son debidos a Kantorovi¢ (véase [Kand8| y [Ded06] para un
desarrollo en términos modernos). En dichos trabajos se presentan los primeros resultados
sobre las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la convergencia. Sin embargo,
los resultados distan mucho de ser satisfactorios.

Durante la década de los 60, S. Smale estaba muy interesado en encontrar un meca-
nismo que le permitiera hallar raices reales de sistemas de ecuaciones polinomiales con
coeficientes reales pues éstos surgian de forma natural en el estudio de los llamados equi-
librios de Nash (véase [FT91]). Pero no es la tnica aplicacién importante que tiene. La
mayor parte de los métodos de optimizacion «clasicosy» requieren resolver, en alguno de
sus pasos, sistemas de ecuaciones polinomiales multivariados. En multitud de ocasiones
dichos sistemas provienen de modelos fisicos que poseen coeficientes reales y cuyas solu-
ciones interesantes son las reales. Un ejemplo clasico y ampliamente estudiado es el de
los modelos de redes eléctricas (véase [BB69|). Es por ello que es sumamente interesante
contar con un algoritmo que resuelva dichas sistemas de ecuaciones.

Como ya hemos visto, los algoritmos simbélicos son altamente ineficientes y los nu-
méricos, aunque muy eficientes, presentaban muchos problemas. Para tratar de resolver
estas cuestiones, Smale introdujo una fundamentacion teoérica del anélisis numérico: El
modelo BBS de computacion. Grosso modo, el modelo es similar a una méaquina de Tu-
ring a la cual se le permite almacenar nimero reales en vez de bits. Sorprendentemente
el modelo es equivalente al propuesto por Pardo et al. en [CGH'03] basado en sip’s para
la resolucion simbolica de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas (de hecho, el
método de Newton se puede considerar como un sip).
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En la serie de articulos sobre el Teorema de Bézout (|SS93a, SS93b, SS93¢, SS94, SS96])
Shub y Smale desarrollan el modelo y presentan un algoritmo no uniforme que calcula
raices de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas con coeficientes complejos. El
método que presentaban funcionaba, a grande rasgos, de la siguiente manera:

Nos basamos en la demostracion de Gauf del Teorema Fundamental del Algebra co-
mentada en la seccidon anterior. Recordemos, habiamos construido unas curvas desde unas
raices conocidas de un sistema de ecuaciones a las raices desconocidas del sistema de ecua-
ciones que estamos estudiando. La idea es usar el método de Newton para construir una
poligonal muy proxima a dicha curva y cuyos extremos son:

e Una raiz conocida de un sistema de ecuaciones.

e Un punto suficientemente proximo como para que el método de Newton converja a
una raiz del sistema de ecuaciones estudiado.

En la proxima seccion analizaremos con mas profundidad la construcciéon de dichas poli-
gonales.

Desgraciadamente los resultados de Shub y Smale al respecto son existenciales, no
constructivos'®. Esto se debe a que no conocian un mecanismo para generar los pares
(sistema, raiz) necesarios para comenzar el método. Es por ello que, cuando se le solicita
a Smale que realice una seleccién de problemas para el siglo XXI, éste lo introduce en
[Sma00]| como su problema nimero XVII:

Problema (xVviI de Smale). Can a zero of n complez polynomial equations in n unknowns
be found approximately, on the average, in polynomial time with a uniform algorithm 74

En la serie de articulos [BPO7b, BP08a, BP09| (véase también [BP]), Beltran y Par-
do desarrollan un algoritmo probabilista que es capaz de generar dichos puntos iniciales y
por lo tanto dan una respuesta afirmativa al problema. En esta memoria comenzaremos
los pasos preliminares para resolver el caso real, encontrar soluciones reales de sistemas
de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales, siguiendo el programa de Shub y Sma-
le. Ademas usaremos algunos de los resultados mas importantes para construir diversos
algoritmos bioinspirados que experimentalmente dan muy buenos resultados resolviendo
dicho problema.

En el siguiente capitulo introduciremos en detalle el programa de Shub y Smale (véase
también el Capitulo 1 si no esta familiarizado con las notaciones y convenciones de dicho
programa) asi como nuestras principales contribuciones a él. Finalmente daremos los de-
talles del algoritmo bioinspirado que proponemos para la resoluciéon del problema XVII de
Smale y nuestras contribuciones a las técnicas usadas para el desarrollo del algoritmo.

3De ahi la, denominacién de algoritmo no uniforme.
14, Es posible aproximar una raiz de un sistema de n incégnitas y n ecuaciones polinomiales con coefi-
cientes complejos en tiempo polinomial en media?
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El algoritmo de deformaciéon
homotoépica de Shub y Smale: nuestras
contribuciones

If you think it’s simple, then you have misunderstood the problem*.

Bjarne Stroustrup [Str|

En esta capitulo profundizaremos en la construccion de un algoritmos de deformacion
homotopica para encontrar soluciones aproximadas de sistemas de ecuaciones polinomiales
multivariadas. Ademés presentaremos nuestras principales contribuciones al respecto.

Como ya hemos mencionando anteriormente, los algoritmos de deformaciéon homoto-
pica, en su versiéon actual, fueron introducidos por M. Shub y S. Smale en su serie de
articulos [SS93a, SS93b, SS93c, SS94, SS96| sobre el Teorema de Bézout. En ellos introdu-
cen las cantidades a calcular y como usarlas para desarrollar un algoritmo de deformacion
homotoépica con el fin de encontrar ceros aproximados de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales multivariadas con coeficientes en los numeros complejos. Es decir, se trata de
resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.2 (xviI de Smale, caso complejo general). Sea f € ]P’(’H((Cd)) un sistema
de ecuaciones polinomiales multivariado y ( € C" una raiz de f. Encontrar, en tiempo
polinomial, una sucesion {z;};en € C" tal que converja cuadrdticamente a la raiz (. Es
decir,

o limx; =(.
1—+00

1
o [[z;— (] < 7 zo — (-
Como se ha comentado con anterioridad el objetivo de este manuscrito es desarrollar
un algoritmo que resuelva el Problema 0.0.2 en el que los sistemas de ecuaciones presentan
coeficientes reales en vez de complejos. Es decir, tratamos de resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.3 (XvII de Smale, caso real general). Sea f € P(Hg)) un sistema de
ecuaciones polinomiales multivariado y ¢ € R"™ wuna raiz de f. Encontrar, en tiempo
polinomial, una sucesion {x;}ien € C" tal que converja cuadrdticamente a la raiz (. Es
decir,

15Gi piensas que es simple, entonces no has entendido el problema.
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e limz; = (.
i—00

1

o o=l < 55

IEO—CH-

Por desgracia, gran parte de los resultados del programa comenzado M. Shub y S. Sma-
le y continuado por L.M. Pardo y C. Beltran no se pueden aplicar directamente al caso
real (Problema 0.0.3) por lo que es necesario reiniciarlo. Siguiendo el mismo esquema, el
primer paso es definir el operador de Newton en nuestro contexto.

Definiciéon 0.0.4. Para todo punto x € R™ definimos el operador de Newton como:

Ni(z) =2 — Do(f)" f(x),

donde D,(f)! denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz Jacobiana (véase
la Definicion 1.4.1). En el caso m = n, esta definicion coincide con el operador de Newton
estandar.

Sea ahora un punto proyectivo x € P, (R). Abusando de la notacion, definimos el
operador de Newton proyectivo como:

Ny(z) =7 (2 — D.(f) f(2)),

donde m : R\ {0} — P, (R) es la proyeccion candnica, D,(f)! es la pseudo-inversa
de Moore-Penrose de la matriz Jacobiana y z € R"™\ {0} es un punto tal que 7(z) =
z € P, (R). Por supuesto, en el caso m = n, esta definicion coincide con el operador de
Newton proyectivo estdndar.

La aplicacion iterada del operador de Newton sobre un punto xo, cuando estd definida,
genera una sucesion de valores que llamaremos iteracion de Newton. Es decir, llamaremos
iteracion de Newton a la siguiente sucesion:

Ty = Nf<xn71)7
que, como es usual, también se denota por

T = N{(20).

Magnitudes puntuales de un sistema de ecuaciones poli-
nomiales

El programa de M. Shub y S. Smale comienza introduciendo las siguientes cantidades:

Definicién 0.0.5 (a, 8,7). Sean A y B dos espacio de Banach entonces para toda apli-
cacion analitica f: A — B y para todo punto x € A definimos:

11k

a(f,z) = Bf,x)v(f ),

I

1
k=1

Y
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donde D,(f) denota la diferencial de f en x. En el caso que D,(f) no sea suprayectiva
entonces tomaremos:

B(f,z) =~(f,z) = a(f,z) = co.

Para nuestro discurso tomaremos o bien A = R" y B = R™ cuando estemos tratando
el caso afin o bien A = P, (R) y B = P, (R) cuando estemos tratando el caso proyec-
tivo. Para este tltimo caso, enunciamos a continuaciéon algunos resultados importantes
relacionados con estas cantidades:

Lema 0.0.6. Usando la notacion anterior, a partir de la definicion de [ se tiene:

B(f: xn) = ||xn+1 - 5(771”

Definicién 0.0.7 (Cero aproximado). Sea z¢ un punto tal que la iteracion de Newton
nictada en xog converge cuadrdticamente. Es decir:

1
|21 — 2]l < 5 llzn — @ol| - (1)
2

Decimos entonces que xg es un cero aprorimado.

Teorema 0.0.8 (a-Teorema de Smale, [SS93a, SS93b]). Sea xy € P, (R) un punto tal que
a(f,xo) < ao,

donde aq = % VIT - Entonces xo es un cero aproximado.

Teorema 0.0.9 (y-Teorema de Smale, [SS93a, SS93b|). Sea ¢ un cero de la aplicacion f.
Entonces, para todo punto xq tal que:

x € B((r) con7‘<3_—\/7

2v(£,¢)’

se tiene que la iteracion de Newton converge cuadrdticamente. Es decir:
1
|zk41 — €l < %on — (|- (2)

Al mejor de los radios r lo llamaremos radio de convergencia y lo denotaremos por
R(f,¢). Es decir:

R(f,¢) :=sup{r e R" : Vz € B((,r) = es un cero aproximado de f}.

Notese la sutil diferencia entre las ecuaciones (1) y (2). Mientras la primera nos da un
test de parada la segunda da a lugar a la definicion del radio de convergencia.

Usando los resultados anteriores se puede calcular inmediatamente el nimero de pasos
necesarios para aproximar un cero ( de una aplicacién f con precisiéon € suponiendo que
tenemos un cero aproximado xgy. Es decir:
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Corolario 0.0.10. Usando la notacion anterior. La distancia de la k-ésima iteracion de
Newton dista de un cero ¢ de f menos de € siempre y cuando k sea mayor que

k > loglog +1,

’Y(fv 1‘0)5

donde C es una constante universal.

Nota 0.0.11. Ndtese que, con las notaciones introducidas anteriormente, el Proble-
ma 0.0.3 se puede enunciar de la siguiente manera:

Problema 0.0.12 (xviI de Smale, caso real version cero aproximado). Sea f € IP)(’H]&)
un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado y ¢ € R™ una raiz de f. Encontrar,
en tiempo polinomial, xo € R™ un cero aprorimado de C.

El condicionamiento fi,.-» €s la magnitud clave a la hora de obtener estimaciones de
estas cantidades pues sus propiedades geométricas facilitan enormemente su estudio.

El condicionamiento lineal xo ha sido estudiado en profundidad (véase |BT97| y sus
referencias). Fruto de este estudio se sabe que estd muy relacionado con la pérdida de
precision a la hora de resolver sistemas de ecuaciones lineales. Es decir, nos mide lo facil
o dificil que es resolver numéricamente un sistemas de ecuaciones lineales. La extension a
los sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas (véase la Subseccion 1.4 para més
detalles) fue introducido por M. Shub y S. Smale en [SS93a] y generalizada posteriormente
al caso subdeterminado por J. Dégot en [Dég01] y por J.P. Dedieu en [Ded96]. El caso
disperso ha sido estudiado por M. Rojas y G. Malajovic en los articulos [MR04| y [BCLO06|.
Presenta caracteristicas similares a las del condicionamiento lineal y resulta ser de extrema
utilidad pues permite estudiar las cantidades anterior gracias al siguiente teorema:

Teorema 0.0.13 (u-Teorema de Smale, [SS96|). Usando la notacion anterior:

D2
’y(fa $) S TMZorm(fa {L‘),

donde D = max{dy,...,dny}.
Del cual se deduce un corolario inmediato.
Corolario 0.0.14. Sea ¢ un cero de la aplicacion f. Entonces, para todo punto xq tal
que:
37

3 )
Dz it ()
se tiene que la iteracion de Newton converge cuadrdticamente. Es decir:

r e B((,r) conr <

1
[2r1 — ¢l < WH% — -
La siguiente proposicion que se deduce a partir del pu-Teorema siguiendo un argumento
similar al dado por en los Teoremas 130 y 137 de [Ded06] y [BCSS98, Lema 12, pagina 269|
(véase también [SS93a]):
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Proposicion 0.0.15. Eziste una constante universal uy (aprozimadamente 0.05992) tal
que si f € P(H]Fd)) es un sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas
con coeficientes reales, ¢ € Vp(f), v € P, (R) y

i 2u 1
dp(,() < min {d?’/zﬂnmori(fa O’ §} .

entonces existe un cero proyectivo My(x) € Vp(f) tal que:

25/23
dP(NJ’f(-’f)va(x)) < de»(x,o-

En particular,

2 1
oin {dz”/"’u%it:@(f, 3} 5} < &(5.0)

donde R(f,() es la cantidad definida anteriormente.

Por todo ello parece esencial el conocimiento de la distribuciéon de probabilidad para
conocer el comportamiento de este tipo de operador. Dedicaremos el Capitulo 4 al estudio
del condicionamiento fi,,-» €n el caso de sistemas de ecuaciones polinomiales multivaria-
das con coeficientes en el cuerpo de los nimeros reales. Nuestras principales contribuciones
al respecto se resumen en los siguientes teoremas:

Teorema 0.0.16 (Borges y Pardo [BP08b|). El valor esperado para el condicionamiento
Lnorm €Std acotado superior e inferiormente por una cantidad polinomial en D y N. Es de-
cir: Para todo niimero real positivo € tal que € > 0 definimos la funcion Vol. : ]P)<H]%§z)) —

R U {400} como: para todo f € ]P’(HI(R;)) \ 3% tomamos

VOl?(f) = anmK € VIP(f) : Mnorm(fa C) > 8_1]7

donde (i, (f,C) denota el condicionamiento finorm de f en ¢ € Vp(f) yv,_,.[-] denota
la medida de Hausdorff n —m dimensional en Vp(f).

Sea 2 < m, existen entonces dos constantes universales ¢,C € R (0.245 < ¢ < 2 y
5.013 < C < 6.414) tales que, para todo nimero real e cone >0 ye < se cumple:

% (ﬁ)w (757%_+—7nl)+062>nm+2 _
< Ea [Vol™(f)] <
=2 <@>1/Q (M)”"“ﬂ.

T n—m-+2

1
n—m+2’

En el caso cero dimensional (i.e. m = n) podemos definir también el condicionamiento
 peor, que denotaremos fi,orst(f), como el maximo valor que alcanza el condicionamiento
Lnorm €N €l conjunto de los ceros Vp(f). Es decir:

wors ‘= méx nmorm y L)
Hworst (f) X 1 (f,z)

A partir del resultado anterior y de la definicién del condicionamiento p peor el si-
guiente resultado:
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Corolario 0.0.17 (Borges y Pardo [BP08b|). La distribucion de probabilidad de condi-
cionamiento p peor y su valor esperado estan acotados superiormente por una cantidad
polinomial en D y N. Es decir: st n = m, entonces para todo numero real € con 0 < e < %
se cumple:

T 2

1/2 9
e Proba [f € P(HE)) : ptuora(f) > 1] < (ND) (n+1)*(Ce)*

1/4
 Ba 1] < 2V2 (52) (a4 1%

Corolario 0.0.18 (Borges y Pardo [BP08b|). El valor esperado para el radio de con-
vergencia esta acotado inferiormente por una cantidad inversamente proporcional a un
polinomio en D, D y N. Es decir: Suponemos que n = m, el valor esperado para el radio
de convergencia es al menos:

2U07T1/4
E R’LUOTS Z Y
al ! Guml/4 4 24/2D3/2(ND)V4(n + 1)3/2C
donde D = max{dy,...,dy,} es el mayor grado del espacio de sistemas, 5.013 < C' <
6.414 y ug =~ 0.05992 es una constante universal.

Nota 0.0.19. Ndtese que el anterior corolario mos provee de una cota inferior de la
distancia entre la raices del sistema.

Algoritmos de deformacién homotoépica

Hay que tener en cuenta que las magnitudes anteriores son bastante complejas de
computar en la practica, como veremos en el Capitulo 12. Ademas sbélo proveen informa-
cion puntual, es decir s6lo nos dan informacion acerca de si un punto es, o no, un cero
aproximado pero no dice nada acerca de como encontrarlo. En el Capitulo 12 presentamos
un algoritmo en el que usando técnicas evolutivas buscamos un cero aproximado usando
dichas cantidades similares como test.

Sin embargo, otra forma de encontrar un cero aproximado es mediante una deforma-
cion homotdpica. Dicho método funciona como sigue: Sea ¢ : [0, 1] — IP’(H((Cd)) una curva
tal que:

e ©(0) = g sea un sistema con algunas caracteristicas apropiadas y ¢(1) = f el sistema
del cual queremos encontrar un cero aproximado.

e Para todo t € [0, 1], ¢(?) es un sistema de ecuaciones que posee, al menos, una raiz
de multiplicidad 1.

A partir de esta curva se tiene definida de forma implicita otra curva en la variedad de
incidencia via el Teorema de levantamiento de caminos.

¢ [0,1] — P(H{) x Pn(C)
13 = (ft: &)

tal que:
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e Para todo ¢ en [0,1], f:(¢;) = 0.

e Existe ¢y € Vi (fo) tal que para todo ¢ en [0, 1], {; no es una raiz multiple de f;.

Como consecuencia inmediata del y-teorema (Teorema 0.0.9) existe un tubo de radio
mayor que:

R = mfn}{R(ft, G},

te(0,1

en el cual para todo punto x; perteneciente a la bola B ((;, R*), se tiene que x; es un cero
aproximado de f;. Es decir, la iteracion de Newton convergera a (;. La idea central de
un algoritmo de deformaciéon homotdpica se basa en sequir la curva anterior. Para ello
debemos escoger:

e Un ntmero natural k.

e Una particion de [0,1], o =0 < t; < ... <t =1 que a su vez genera una sucesion
de sistemas @(t;) :== f;, con p(0) :=gy p(1) = f.

Recordemos que g € P(H((Cd)) es un sistema de ecuaciones del cual conocemos al menos
un cero aproximado xg y f € IP’(’H((Cd)) es el sistema del cual queremos conocer una (o
varias) de sus raices. La idea es escoger los valores anteriores de forma que la siguiente
sucesion:
Ty = thn (xn—l)

esté contenida dentro de dicho tubo. Méas concretamente:

vna1§n§k3$n—163(<tnaR*)-

Notese que esto nos permite sequir la curva pues vamos saltando de un cero aproximado
a otro hasta obtener un cero aproximado del sistema deseado. A toda sucesién que cumpla
dicha propiedad la denominaremos sucesion de Newton. Véase la Figura 1 para un ejemplo
esquematico.

La forma més sencilla de homotopia es la llamada homotopia lineal. Ya estaba indicada
en el programa de Shub y Smale [SS93a| y consiste en tomar:

e lp=0<...<ti=i/k<...<tp=1
o p(t) =(1—-t)g+tf.

El problema consiste en estimar el niimero k tal que lo anterior sea una sucesién de
Newton. La primera demostraciéon de que dicho k existia fue dada por Shub y Smale en

[SS94]:

Teorema 0.0.20 (Existencia de sucesiones de Newton). Para todo f € IP(H((Cd)) y para
todo numero real € > 0 existe un k que depende polinomialmente de n, N, D y del
condictonamiento fnorm tal que st tomamos la homotopia lineal con k pasos entonces la
sucesion de Newton asociada a dicha particion produce un cero aproximado xj de un cero

¢ de f.
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Figura 1: Sucesion de Newton.

El nimero total de pasos por lo tanto esta acotado por:

C
k41 +loglog ———
Ev(fa ..'L'k;)

Otras formas de construir la homotopia se han estudiado en [BS09, BP| que mejoran
enormemente las cotas, haciendo casi lineal el método.

Nota 0.0.21. Notese que, con los resultados introducidas anteriormente, el Problema 0.0.3
se puede enunciar de la siguiente manera:

Problema 0.0.22 (XVII de Smale, caso real version homotopia lineal). Sea f € ]P’(’H](Rd))
un sistema de ecuaciones polinomiales multivariado y ¢ € R™ una raiz de f. Encontrar,

en tiempo polinomial, un par (g,xo) € V tal que la homotopia lineal asociada genere una
sucesion de Newton.

Se nos presentan ahora varios problemas:

1. Como seleccionar un buen candidato inicial (g, x).

2. Coémo encontrar ceros afines.

Shub y Smale eran conscientes de estos problemas. Para el primero de dichos problemas
ofrecieron la siguiente conjetura en [SS94]:

Conjetura 0.0.23. El siguiente sistema produce siempre una sucesion de Newton cuando
se usa como candidato inicial usando la homotopia lineal.

dPXIIX, = 0

dX¢'X, = 0

XX1V



En el caso de sistemas de ecuaciones con coeficientes complejos dicha conjetura sigue
siendo un problema abierto a dia de hoy. Sin embargo, en el caso de coeficientes reales
la conjetura no es cierta como demostraremos més adelante (para méas detalles véase el
Capitulo 5).

Otra forma de afrontar dicho problema fue el trabajo realizado por C. Beltran y
L.M. Pardo en la serie de articulos [BPO7b, BP08a, BP09| que solventa el problema de
encontrar un sistema inicial reusando una idea sorprendente y revolucionaria que da lugar
a un algoritmo probabilista (para ver un resumen con los tltimos avances consultar [Bel|).
Esta idea consiste en definir un conjunto cuestor G C ]P’(”H((Cd)) (para mas informacion
acerca de los conjuntos cuestores véase |[GH93|, [HS80] y [KP94]) que tiene la siguiente
propiedad:

Teorema 0.0.24. Si se escoge al alzar un elemento de G como candidato inicial para la
homotopia lineal entonces con alta probabilidad se genera una sucesion de Newton con un
numero de pasos polinomial enn, N y D.

Nota 0.0.25. En particular, la Conjetura 0.0.23 afirma que existe un conjunto cuestor
universal de cardinal 1. Fs mds, en este contexto el Problema 0.0.3 se puede enunciar de
la siguiente manera:

Problema 0.0.26 (XVII de Smale, caso real version cuestor). Sea f € IP’(’H]&)) un sistema
de ecuaciones polinomiales multivariado y ¢ € R™ una raiz de f. Generar, en tiempo poli-
nomial, un conjunto cuestor de puntos iniciales para la la homotopia lineal que comprueba
la propiedad ser una sucesién de Newton.

Dedicaremos los Capitulos 5 y 6 a estudiar las componentes conexas del sistema de
ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coeficientes reales y las posibles
formas de definir caminos en ellas pues debido a sus nefastas particularidades no es factible
a priori que la homotopia lineal funcione. Nuestros principales resultados al respecto son:

Teorema 0.0.27 (Borges y Pardo). Las componentes conezas de la variedad de incidencia
sin el conjunto de soluciones singulares ¥’} quedan caracterizadas de la siquiente forma:

e Sim < n, entonces f3 (VR \ Z/R) =1.
e Sim =mn yn es impar entonces [3 (V]R \ Z'R) = 1.
e Sim=mn yn es par entonce [ (VR \ E/R) = 2.
Es mds, en este iltimo caso las componentes conexas son:
VET = [(f,2) € VR i det (A, f) > 0},

VE = {(f,z) € V¥ :det (A, f) <0},
donde A, f denota el jacobiano extendido orientado (véase la Definicion 5.2.4).

Teorema 0.0.28 (Borges y Pardo). El nimero de componentes conezas del espacio de sis-
tema de ecuaciones polinomiales multivariadas sin la variedad discriminante estd acotado
inferiormente por:
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o D < b (PHE)\T).
o D< B (VEC\X).

donde D = [];_, deg(fi) denota el nimero de Bézout.

Nota 0.0.29. A partir del corolario anterior se deduce inmediatamente que la Conjetu-
ra 0.0.23 no es cierta en el caso de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas
con coeficientes reales pues existen casos en los que la variedad de incidencia tiene mds
de una componente conexa.

Para el segundo problema, la norma media de las soluciones afines de un sistema
de ecuaciones polinomiales multivariadas se us6 en |[BP09| para conseguir transformar
una solucién proyectiva en una soluciéon afin. El procedimiento se basa en los siguientes
teoremas:

Proposicion 0.0.30 (Beltran y Pardo [BP09]). Sea f € H((Cd) un sistema de ecuaciones
polinomiales homogéneas multivariadas con ( € Vp(f) un cero proyectivo de f tal que
Co # 0. Sea z = (20,...,2n) € P, (C) un cero aproximado proyectivo de f con cero
asociado (. Sea 2F := Nj’f(z) el punto proyectivo obtenido después de k pasos del operador
de Newton con k € N tal que:

k > loglog(4(1 + [l¢g ' (O)I*)),

entonces @y (2¥) es un cero aprozimado de f con cero asociado @y ().

Teorema 0.0.31 (Beltran y Pardo [BP09]|). Para todo nimero real ¢ menor que 1 la
probabilidad de que la norma de los ceros afines de un sistema f € P(PE%)) sea mayor que

£

D ™ es menor que €.

Dedicaremos el Capitulo 3 al comportamiento de la norma de las soluciones afines de
sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas con coeficientes reales (version real del
Teorema 0.0.30). En particular demostraremos los siguientes resultados:

Teorema 0.0.32 (Borges y Pardo [BP08b|). El walor esperado para la norma de los
ceros de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariados con coeficientes reales es
proporcional a una funcion hipergeométrica. En otras palabras, sea r un nimero real tal
que 0 < r < 1. Denotaremos por NI (f) a la esperanza de la norma de los ceros afines en
VER(f), Es decir,

N2, = Bz [IH1].

Entonces, se cumple:

n+r 1—r\ v [R]

Ea [N = .
s =s (S50 4

donde (z,y) denota la funcion hipergeométrica de mismo nombre (también llamada in-

tegral de Euler de primera especie, véase Anexo A para mds detalles) y Uy, = v, [Py (R)]

denota el volumen del espacio proyectivo real de dimension k.
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En particular, si todos los elementos de la lista de grados (d) = (di,...,dy) son
nidmeros impares, entonces

EAW&UHZﬁ(n;ﬂ1;r>‘

Teorema 0.0.33 (Borges y Pardo [BP08b|). El valor esperador para la norma media de la
variedad solucion de un sistema de ecuactones polinomiales multivariados con coeficientes

reales es proporcional a la raiz cuadrada de D por el volumen de un espacio proyectivo.
Es decir, para todo nimero real r tal que 0 < r < 1 se tiene:

n+r 1—7")

By | [ el avi)| =208 (555
A ()

donde ((x,y) denota la funcidn hipergeométrica de mismo nombre y 9y denota el volumen
del espacio proyectivo real de dimension k.

Corolario 0.0.34 (Borges y Pardo |[BP08b|). Con alta probabilidad todas las raices de un
sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas estdn contenidas en una bola de tamano
polinomial en D. Es decir, sin = m conn > 3 y € es un numero real positivo tal que
e < 1, entonces la siguiente desigualdad se cumple:

1
Proba { méx ]| > 51} <T (Z) D212
)

CeEVL(S

donde I'(z) denota la funcion hipergeométrica de mismo nombre (también llamada integral
de Euler de segunda especie, véase Anexo A para mds detalles) y D denota el nimero de
Bézout, es decir, D =[]~ d;.

Otra cantidad sumamente interesante es el volumen medio que tiene la variedad al-
gebraica de los ceros reales de un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas. Esta
cantidad tiene interés por si misma, pero en nuestro caso la necesitaremos a la hora de
estimar muchas de las cantidades anteriores en el caso real. El caso cero dimensional
fue estudiado por M. Shub y S. Smale en [BCSS98| y el siguiente resultado presenta su
generalizacion al caso subdeterminado.

Teorema 0.0.35 (Kostlan, Prior, Biirguisser ([Kos02],[Pri06])). Sea m,n dos nimeros
naturales tales que m < n. Entonces, el valor esperado para el volumen de la variedad real
del sistema es DY?v,,_,,. Es decir:

1
Erguy) VB = 5 [ valVE(Dldva =D
FEP(Hy)

Dedicaremos la Seccion 3.4 a demostrar dicho resultado pues resulta inmediata a partir
de las técnicas desarrolladas en el Capitulo 2.
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Algoritmos evolutivos para la
resolucion de problemas de
optimizacion: nuestras contribuciones

Une théorie, un systéme, une hypothése, I’Evolution?. .. Non point: mais,
bien plus que cela, une condition générale a laquelle doiwent se plier et sa-
tisfaire désormais, pour étre pensables et vrais, toutes les théories, toutes les
hypothéses, tous les systémes. Une lumiére éclairant tous les faits, une cour-
bure que doivent épouser tous les traits: voild ce qu’est I’Evolution.'®

Pierre Teilhard de Chardin [dC56]

Muy relacionados con el problema que hemos estudiado en el capitulo anterior se
encuentran los llamados problemas de optimizacion. Se trata ahora de encontrar un valor
que maximice o minimice una aplicaciéon suponiendo que cumple algunas restricciones.
En general, resolver un sistema de ecuaciones puede verse como una instancia particular
de un problema de optimizaciéon de la siguiente forma: transformamos

Problema. Dado f un sistema de ecuaciones, encontrar x tal que f(x) =0,

en la siguiente instancia de un problema de optimizacion:

Problema. Minimizar || f|| suponiendo que x pertenece a todo el espacio de busqueda.

Esta dicotomia se observa claramente en los llamados Métodos Cldsicos en los cuales
transformamos un problema de optimizaciéon en uno de resolucién de sistemas de ecuacio-
nes. Dentro de esta categoria se engloban métodos con una larga tradiciéon. Los primeros
probablemente datan del siglo XVIII como por ejemplo: Descenso de Gradiente, formula-
do por Gauls o los Multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, su auge se produjo durante
la 11 Guerra Mundial cuando George Dantzig introdujo en [Dan63] el concepto de Pro-
gramacion Matemdtica en el contexto de programar acciones logisticas o bélicas de forma
optima.

En general, todos los métodos enunciados anteriormente necesitan (de hecho se basan
en) resolver un sistema de ecuaciones que depende de la aplicacion f a optimizar y de las

16, Es la evolucién una teoria, un sistema o una hipétesis? Es mucho mas: es una condicién general
ante la cual todas las teorias, todas las hipoétesis, todos los sistemas deben inclinarse y satisfacer a partir
de ahora si pretender ser razonables y verdaderas. La evolucién es la luz que ilumina todas las verdades,
una curva que todas las lineas deben seguir.
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condiciones g que impongamos a las soluciones. En el caso que f y g sean aplicaciones
lineales, existen métodos eficientes para resolver el problema, de la misma forma que exis-
ten métodos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, cuando
las aplicaciones f y g son polinomiales nos encontramos con la necesidad de resolver sis-
temas de ecuaciones polinomiales que, como ya hemos visto en la seccién anterior, siguen
sin saberse resolver eficientemente.

Es por este motivo por el que surgen toda una serie de técnicas algoritmicas, gene-
ralmente llamadas heuristicos que, si bien no garantizan su complejidad u optimalidad,
si que presentan en la practica resultados suficientemente buenos. Es en este grupo en
donde se encuadran los algoritmos bioinspirados. Nuestro interés en los problemas de op-
timizacion viene motivado por dichos algoritmos bioinspirados pues, como veremos més
adelante, son capaces de resolver en la practica el problema de optimizaciéon que se deriva
del problema XVII de Smale. Es decir, son capaces de resolver el siguiente problema:

Problema 0.0.36 (xviI de Smale, caso problema optimizacion). Sea f € P(Hg)) un
sistema de ecuaciones polinomiales multivariado, encontrar un punto tan proximo a una
raiz del sistema como se pueda.

En las siguientes secciones estudiaremos los problemas de optimizaciéon en general,
nuestras contribuciones al respecto, para finalmente discutir la construccién de varios
algoritmo evolutivo que son capaces de resolver el problema XVII de Smale en el caso real.

Algoritmos Bioinspirados

Los algoritmos bioinspirados son heuristicos que resuelven problemas de optimizacion.
Se inspiran en procesos naturales que, a fin de cuentas, no son mas que estrategias de
optimizaciéon que lleva funcionando mas de 3.000 millones de anos y que consiguen resolver,
de alguna forma, los problemas a los que se enfrenta.

En general, un algoritmo bioinspirado se compone de los siguientes elementos:

Poblacién: Conjunto de candidatos a ser soluciéon que pueden, o no, cumplir las restric-
ciones del problema.

Mecanismo de Evolucién: Conjunto de procedimientos por los cuales se modifica la
poblacion.

Mecanismo de calificaciéon: Conjunto de procedimientos por los cuales se asigna una
calificacion a cada elemento de la poblacion. Usualmente es la funciéon a optimizar.

Condiciones de Parada: Mecanismo que controla el nimero de operaciones que puede
ejecutar el algoritmo.

El pseudocodigo tipico de un algoritmo de este tipo es muy similar al siguiente:
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Pseudocédigo 1: Pseudocdodigo de un método evolutivo.

inicializar poblacion

mientras (no condicién de parada) hacer
evolucionar poblacién
calificar poblacién
reemplazar poblacién

fin

Estos mecanismos no son exclusivos de los algoritmos bioinspirados pues muchos de los
métodos considerados clésicos encajan en esta descripcion.

De los mecanismos anteriores, usualmente, la condiciéon de parada, la poblacion y el
mecanismo de calificaciéon vienen determinados por el problema a resolver, aunque no
siempre es asi. Sin embargo, los mecanismos de evolucién son caracteristicos de cada
método. Teniendo en cuenta esto, detallamos los mecanismos de evolucién de algunos
de los algoritmos bioinspirados (véase [ES03|, [Koz92| y [OZ05| para una descripcion
detallada de cada método):

Algoritmos de Escalada: A partir de una solucién (o casi solucion), se producen pe-
quenas modificaciones que sbélo se aceptan si mejoran la calificacion. En el caso de
que permitamos también movimientos que empeoren la calificacién (asignando pro-
babilidades de aceptar uno u otro caso) el método se suele denominar Enfriamiento
Simulado. Véase |[LA8T7| para una introduccion a los algoritmos basados en esta
heuristico.

El pseudocédigo de este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:

Pseudocédigo 2: Pseudocddigo de un algoritmo de escalada.

generar poblacién inicial
calificar poblacién inicial
mientras (no condicién de finalizacién) hacer
desde i =1 hasta tamano de la poblacién hacer
generar vecino
calificar vecino
si vecino tiene mejor calificacién que el original
anadir a la nueva poblacién
en otro caso
Op := valor aleatorio entre 0 y 1
si (Op < Probabilidad de Reemplazo)
anadir a la nueva poblacién
fin
sustituir la poblacién con la nueva poblacién
fin

Algoritmos Evolutivos: Parten de una poblacion completamente aleatoria a la cual se

le aplican Operadores Genéticos:

Operador de seleccion: Selecciona los individuos sobre los que se va a operar.

Operador de reproduccion: Selecciona los individuos que sobreviven a una ope-
racion genética.
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Operador de cruce: Crea dos elementos nuevos combinando las caracteristicas de
dos individuos preexistentes.

Operador de mutaciéon: Crea un individuo modificando otro preexistente.

De este modo se produce una evolucién, similar a la de las especies, en la que solo
los mejores calificados pasan a la siguiente generacion.

Dentro de este apartado, cabe resenar que cuando el objeto de evolucién son estruc-
turas similares a programas informadticos se suele denominar programacion genética.

El pseudocodigo este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:

Pseudocédigo 3: Pseudocodigo de un algoritmo genético.

generar poblacién inicial
calificar poblacién inicial
mientras (no condicién de finalizacién) hacer
desde i =1 hasta tamano de la poblacién hacer
Op = valor aleatorio entre 0 y 1
si (Op < Probabilidad de cruce) entonces
seleccionar dos individuos
aplicar operador de cruce
en otro caso
si (Op < Probabilidad de cruce + Probabilidad de mutacién)
entonces
seleccionar un individuo
aplicar operador de mutaciéon
en otro caso
seleccionar un individuo
aplicar reproduccion
calificar a los nuevos individuos
esoger individuos para la nueva poblacién
anadir a la nueva poblacién
fin
sustituir la poblacién con la nueva poblacién
fin

En la Capitulo 8.1 estudiaremos con mucho més detalle este heuristico.

Enjambres de Particulas: Teniendo en cuenta que cada elemento de la poblacion es
una posicion en el espacio de posibles estados, la idea es que cada particula o elemento
se mueva por ese espacio de forma méas o menos aleatoria. Las particulas podran
tener memoria y podran intercambiar informacion con el resto de particulas del
enjambre o poblacién.

El concepto de memoria e informacion suele estar ligado al mecanismo de calificacion
mientras que el movimiento (que depende de la memoria y la informacion de las
particulas vecinas) lo esta con el mecanismo de evolucion. Véase [Pol08| para una
introduccion a los algoritmos basados en esta heuristico.

El pseudocodigo este tipo de algoritmos es muy similar al siguiente:
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Pseudocédigo 4: Pseudocddigo de un algoritmo de enjambre de particulas.

generar poblacién inicial
calificar poblacién inicial
inicializar posiciones con mejor calificacién encontrada
por cada individuo
inicializar posicién con mejor calificacidén encontrada
por la poblacién
mientras (no condicién de finalizacién) hacer
desde i=1 hasta tamano del poblacién hacer
mover individuo
calificar nuevo individuo
si calificacidén nuevo individuo mejor que original
entonces
anadir a la nueva poblacidn
si calificacidon nuevo individuo mejor que
mejor calificacion encontrada por el individuo
entonces
actualizar mejor calificacién individuo
si calificacion nuevo individuo mejor que
mejor calificacién poblacién
entonces
actualizar mejor calificacién poblacién
fin
sustituir el poblacién con el nuevo poblacién
fin

La gran ventaja de todos estos métodos es su universalidad. Cualquier problema de
optimizacién que pueda ser finitamente parametrizado es susceptible de ser optimizado
mediante estas técnicas. La tinica condicion es que se pueda dar una funcién de calificacion
que efectivamente recoja la funcién que se pretende optimizar. Este hecho los hace muy
apropiados para gran nimero de dominios como se puede ver en [Wik10].

Aunque estemos tratando con técnicas de tipo heuristicos, al menos en el caso de los
algoritmos evolutivos y la programacion genética, existe cierta fundamentacion teorica.
Antes de enunciarla necesitamos una definicion.

Definiciéon 0.0.37 (Esquema). Sea x 1= (z1,...,x,) la parametrizacion de un individuo
de una poblacion en un algoritmo evolutivo donde para todo i, x; es un elemento del
conjunto de pardmetros P.

Llamaremos esquema a toda lista de caracteres sobre el conjunto de parametros exten-
dido P U {x} donde el cardcter x denota el cardcter comodin. Es decir, un esquema e es
una lista de caracteres e := (e1,...,&,) con g; € PU{x} para todo i, 1 <i <n.

Nota 0.0.38. Notese que un esquema es la anti-imagen de una proyeccion y por lo tanto
representa a un conjunto de individuos.

Teorema 0.0.39 (Teorema de los Esquemas de Holland [Hol92|). Bajo la accion de los
operadores genéticos usuales los esquemas mas simples, pero con mejor calificacion media,
tienden a reproducirse rdapidamente.
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Nota 0.0.40. Ndtese que este teorema es un resultado asintotico que garantiza la con-
vergencia hacia un extremo local, lo cual no es generalmente el resultado deseado. Este
fenomeno es conocido como convergencia prematura y es uno de los principales proble-
mas de los algoritmos evolutivos y la programacion genética. Para mitigar este problema se
suelen proporcionar mecanismos adicionales que garanticen la diversidad de la poblacion.

Ahora bien, dicha fundamentacién también nos trae un resultado sorprendente.

Teorema 0.0.41 (No Free Launch Theorem [WM97]). Sean a y b dos algoritmos cuales-
quiera de optimizacion y F el espacio de funciones sobre los que operan dichos algoritmos.
Entonces para toda funcion a optimizar f, existe otra fy tal que el rendimiento del algo-
ritmo a en f, es igual al rendimiento de b en f.

En otras palabras, todas las estrategias de tipo heuristico tienen el mismo rendimiento
cuando se hace el estudio en media sobre el espacio de todos los posibles problemas. Esto
no es equivalente a decir que todos los métodos funcionan igual para cualquier problema.
Lo que afirma es que no existe un método de tipo heuristico cuyo comportamiento en
promedio sobre todas las funciones sea mejor que otro. Es por esto que, ante un problema
en particular, se requiera un estudio exhaustivo con el fin de averiguar con que método
se obtienen los mejores resultados.

El problema de regresion simboélica

Como ya se ha mencionado en el Teorema 0.0.41 en general no existe un método
superior al resto, pero esto no excluye que para problemas particulares unos métodos
sean mas indicados que otros. Esto justifica realizar algunas pruebas comparativas entre
distintos métodos. Para ellos consideramos el problema de la regresiéon simbodlica:

Definicion 0.0.42. Supongamos que se han obtenido N observaciones de un fenomeno
cualquiera que pueda ser representado como una aplicacion f de R™ en R™. Se pide
encontrar una aplicacion g, dentro de un espacio de biusqueda F, que mejor aproxime [a
aplicacion f.

Nota 0.0.43. Generalmente estos problemas se encuadran dentro de la Teoria del Apren-
dizaje. En este contexto usualmente se denota por f al concepto a aprender, denotaremos
por F al espacio de bisqueda o de modelos y finalmente denotaremos por g al regresor.
Usaremos esta nomenclatura a partir de ahora.

En la Figura 2 podemos ver un ejemplo. La Subfigura (a) representa el concepto f.
A partir de dicho concepto, de algin modo, obtenemos una muestra z;, 0 < i < 5 que
podemos observar en la Subfigura (b). Sobre dicha muestra aplicamos el procedimiento de
aprendizaje y obtenemos un regresor g que la aproxima siguiendo un modelo que hemos
prefijado. En el caso que el procedimiento haya sido exitoso, diremos que el regresor ha
aprendido el concepto original.

En este caso, el procedimiento no ha sido completamente exitoso pero, como podemos
observar en la Subfigura (c), el regresor g se aproxima al concepto f.
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Figura 2: Ejemplo de problema de regresion simbdlica.

(a) Concepto (b) Muestra (c) Regresor

Hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

e Las observaciones de que se disponen pueden contener errores.

e El espacio de busqueda debera ser finitamente parametrizado.

En el caso que el espacio de busqueda o modelo sea un espacio vectorial normado los
métodos de interpolacion y/o minimos cuadrados son 6ptimos, pues dan la mejor solucion
y su coste es muy pequeno. Sin embargo, en multitud de ocasiones el modelo puede no ser
un espacio vectorial. En estos casos se puede intentar resolver el problema transformandolo
en uno de optimizacion no lineal. Desgraciadamente ya hemos mencionado que las técnicas
para resolver dichos problemas distan de ser eficaces. De todas formas el problema, en
general, es mucho més complicado pues se desconoce el modelo por completo. Es aqui
donde intervienen los algoritmos bioinspirados.

Es bien conocido que el mejor algoritmo bioinspirado que se dispone para enfrentarse
a este problema es la programacion genética (véase por ejemplo [Koz92|). Recordamos
que para poder usar este método debemos presentar: una poblaciéon, un mecanismo de
evolucion, un mecanismo de calificacién y una condicién de parada.

El mecanismo de calificacion es extremadamente simple en esta problema. Simplemente
basta calcular el error cuadratico medio (M SFE) (véase la Seccion 8.2 para mas detalles) y
en el caso que nuestra muestra contenga ruido, penalizarlo de acuerdo a ciertos parametros.
[gualmente sencilla es la condicién de parada.

Parar cuando alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

e El MSFE sea inferior a un cierto valor aceptable.

e El ntimero de operaciones supere un cierto limite.

Veamos ahora la poblacién y los mecanismos de evolucion.

Estructura de datos usada para la poblacién

Nuestro objetivo es encontrar una aplicacién dentro de un espacio de busqueda fini-
tamente parametrizado. Clasicamente la estructura de datos usada para realizar dicha
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parametrizaciéon son los arboles. Para ello se fija un conjunto de funciones F y un con-
junto de terminales 7. Un nodo del arbol estaria compuesto por una funciéon y tantos
subarboles distintos como la aridad de la funciéon. Noétese que también consideramos al
conjunto de terminales como subarboles. Un ejemplo de la funcion f = z + 22 + 23 + 24
se puede observar en la Figura 3 en forma gréfica y codificada. Notese que la codificacion
usada no es la usual para esta estructura de datos.

Figura 3: Representacion de f como drbol.
U =T *T

Uy ‘=T *T
U3 ‘= U * U

Uy ‘=T *T
f=4Q us i =uy*xx
Ug ‘=T *x T
U7 = Ug + T
Ug = Us + Us

Ug = U * U7

Los arboles presentan las siguientes caracteristicas:

Son muy faciles de implementar.

Son muy faciles de evaluar y ademas son paralelizables.

Si el fenomeno observado es una aplicacion (es decir, m > 2) es necesario usar un
bosque de arboles.

Si la funcién es muy compleja, el nimero de nodos del arbol crece muy rapidamente.

Mecanismos de evolucion

Como hemos visto anteriormente es necesario generar una poblacion inicial de forma
aleatoria. En el caso de los arboles hay muchas formas de hacerlo. En esta memoria
usaremos una variante a la forma vectorial clasica que presenta algunas ventajas. En
[ABOO] se puede ver otra forma, alternativa de codificarlos y de generarlos.

Sea F = {fi1,..., fn} un conjunto de funciones tales que f; tiene aridad a; para todo
1 <i<ncon A denotando el maximo de dichas aridades. Sea también T = {t1,...,t,}
un conjunto de terminales. Supongamos que queremos generar un arbol de L nodos. Notese
que mediante la forma vectorial clasica, en general, solo se puede poner una cota superior
a la profundidad, no al ntiimero de nodos. El proceso para generar cada arbol seré:

Comenzamos seleccionando una funcion f;, € F aleatoriamente para la raiz, o sea
para la posicién 1 en el vector. Para cada argumento i € {1,...qa;, } de esta funcion f;,
escogemos aleatoriamente un elemento «; del conjunto 7 U{us ..., ur}. En el caso que o;
pertenezca al conjunto de terminales introducimos ese elemento como hijo. En otro caso
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tomaremos como hijo el elemento de posicion ¢ + 1 siempre que ¢ + 1 < L. En este tltimo
caso tomariamos un elemento del conjunto de terminales de forma aleatoria.

En general, para generar el elemento en la posicién k, 2 < k < L tomamos aleato-
riamente una funcion f;, € F y para cada argumento i € {1,...a;, } de esta funcion f;,
escogemos aleatoriamente un elemento «; del conjunto 7 U {u;41...,ur}. Como hemos
hecho previamente, si «; pertenece al conjunto de terminales introducimos ese elemento
como hijo. En otro caso tomaremos como hijo el elemento de posicion A(j — 1) + i+ 1
siempre y cuando A(j —1)+i+1 < L. En este tltimo caso, como hicimos anteriormente,
tomariamos un elemento del conjunto de terminales de forma aleatoria.

Notese que los arboles generados de esta forma pueden contener nodos que nunca
serdn computados. De esta forma conseguimos que la longitud de todos los arboles de
la poblacion sea uniforme. En la Seccion 8.1 comentaremos mas en detalle este aspecto.
Notese que este tipo de homogeneidad no es posible con poblaciones de arboles siguiendo
las estructuras clésicas.

Ademés de poder generar una poblacion es necesario definir los operadores genéticos.
Como norma general, los operadores de selecciéon y reproducciéon no dependen de la es-
tructura de datos usada. En la Seccion 8.2.3 entraremos mas en detalle sobre ellos. Sin
embargo, los operadores de cruce y mutacion si que dependen fuertemente de la estructura
de datos usada. Pasamos a detallar los més usados.

Operador de mutacién arbol: Se escoge un nodo al alzar y se modifica la funciéon
asociado a dicho nodo.

Operador de cruce arbol: Se escoge un nodo de cada uno de los elementos a cruzar y
se intercambian las subexpresiones que definen cada uno de los nodos. En la Figura 4
se puede ver un ejemplo de este operador.

Nuestra principal contribucion al respecto se encuentra en el Capitulo 8.1 (véase tam-
bién [AMPB09]) donde introduciremos de forma novedosa la estructura de datos slp's,
vista anteriormente, en este contexto y que representa una gran mejora respecto de los ar-
boles. Ademas desarrollamos los mecanismos evolutivos adaptados a dicha estructura de
datos y presentamos un estudio empirico entre ambas estructuras de datos de las que se
concluye que los slp’s tiene un rendimiento superior a los arboles para resolver instancias
del problema de regresion simbdlica.

La eleccion del modelo

Ya hemos visto que la programacion genética se aplica cuando se desconoce por com-
pleto el modelo. En general, el Algebra Lineal nos provee de un modelo trivial: el polinomio
interpolador. Sin embargo es bien sabido que en casi ningin caso es el modelo adecua-
do pues Runge mostré en [Run01| que la diferencia entre el polinomio interpolador y el
concepto es muy grande lejos de los puntos de interpolacion, sobre todo cuando el grado
del polinomio es alto. Para mitigar este problema se han desarrollado miltiples técni-
cas que intentan disminuir el grado de polinomio. Entre ellas podemos enunciar minimos
cuadrados e interpolacion via splines.
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En general, este es un fenémeno conocido desde el siglo X1V como navaja de Ockham:
«Siempre se debe preferir un modelo simple a uno complejo». En nuestro problema no es
muy complicado ver que el grado del polinomio interpolador es una buena medida de la
complejidad del modelo.

Ahora bien, los conceptos a aprender pueden llegar a ser realmente complejos sin nece-
sidad de buscar ejemplos «patoldgicos». Luego es necesario un balance entre la complejidad
del modelo y lo bien que aproxima el concepto.

Entre los métodos propuestos para resolver este problema se encuentran los métodos
basados en propiedades estadisticas de los modelos. Entre ellos cabe destacar el criterio de
informacion de Akaike (AIC) y el criterio de informacion Bayesiano (BIC') (véase |[Aka74|
y [Sch78|). Por otro lado, otra forma de afrontar el problema es a partir de la capacidad
de clasificacion que presenta el modelo que en este contexto se denomina dimension de
Vapnik-Chervonenkis (VCD). Este enfoque fue desarrollado por Vapnik y Chervonenkis
en sus trabajos [VC74, Vap98, VCT71].

Nuestra principal contribucion al respecto se encuentra en el Capitulo 9 (véase también
[MABCO09]) en el que calculamos la dimension de Vapnik-Chervonenkis (VCD) de los sip's
(Teorema 9.0.1) y usamos dicho valor para crear un mecanismo de seleccion del modelo
adecuado (véase [BAM10]) basado en los principios de minimizacion del riesgo estructural
(SRM). Ademas realizamos un estudio empirico en el que demostramos que esta forma de
seleccionar los modelos muestra un comportamiento superior a los basados en propiedades
estadisticas.

Optimizacién de las constantes del modelo modelo

Una vez obtenido el modelo f es posible que sea necesario ajustar ciertas constantes.
Tradicionalmente el proceso para ajustar las constantes del modelo se basa en encontrar
un estimador de mdzima verosimilitud para el parametro en concreto. Sin embargo esta
aproximacion puede llegar a ser muy complicada. Por otro lado, este problema se puede
considerar como otro problema de optimizacion.

Problema 0.0.44. Dada una muestra, encontrar el vector de constantes c pertenecientes
al congunto C' tal que minimice el error del modelo sobre la muestra (z;,y;), 1 < i < m.
Es decir, buscar las constantes c tales que:

m
P

donde f. denota el modelo resultante de sustituir el valor numérico de las constantes ¢ en
el modelo f.

Como ya hemos visto podemos afrontar este problema desde un frente clasico usando,
por ejemplo, técnicas de descenso de gradiente o bien con una estrategia evolutiva. En
el Capitulo 10 (véase también [AMB09] y [BAdIP*10]) presentamos diversos algoritmos
co-evolutivos para afrontar dicho problema. La idea es ir ajustando las constantes a la
vez que vamos construyendo el modelo. También presentamos un estudio empirico en el
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que comparamos los distintos métodos en el que no encontramos diferencias significativas
entre los distintos métodos propuestos.

Una soluciéon bioinspirada al problema XVII de Smale

Para finalizar con esta introducciéon comentaremos la mayor contribucion de esta me-
moria: una serie de algoritmos evolutivos que resuelven, en la préctica, el problema XVII
de Smale en el caso real. Estos algoritmos se basan en la bisqueda de ceros aproxima-
dos directamente. Como hemos visto anteriormente, para que un punto xy sea un cero
aproximado de un sistema de ecuaciones f es necesario que a(f, xy) < ag (véase el Teore-
ma 0.0.8). Por lo tanto, el problema XVII de Smale quedaria redactado, en este contexto,
de la siguiente manera:

Problema 0.0.45 (XVIiI de Smale, caso a*). Sea f € IP’(?-[I(%)) un sistema de ecuaciones
polinomiales multivariado, encontrar un punto xy tal que a(f, x¢) < .

Sin embargo, calcular o mediante su definicién es una operaciéon muy costosa desde
un punto de vista computacional (véase la discuciéon al respecto en el Capitulo 12). Es
por ello que introducimos la siguiente magnitud:

Definiciéon 0.0.46 (a*). Usando la notacion anterior. Definimos o*(f,x) como el si-
gquiente producto:

. D?? _ -
a (f? J]) = B(fﬂ ‘r):unorm<f7 I) - T ||Dr<f) lf(x)H HHIH Dz(f) IA((d)1/2)|| )
donde B(f,x) fue definida en la Definicion 0.0.5 y p,,,..(f,x) representa el condiciona-
miento normalizado.

A partir de dicha definicién obtenemos un test probabilistico para la propiedad «ser
cero aproximado» que se basa en el siguiente teorema:

Teorema 0.0.47 (Test cero aproximado). Usando la notacion anterior. Sea € un nimero

real tal que 0 < ¢ < %, fe 77%%) un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas y
xo € R™ un punto afin con norma acotada por

I'(1/4)*D

[0l < — =

Bajo estas hipotesis, xq es un cero aproximado de f con probabilidad mayor que 1 — g, si
y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. Oé*(f,ilio) < Q.

2. o (f,xr) < ap donde xy denota una iteracion de Newton con

D 3/2N1/4D5/4
ke(’)(loglog<( n) = )),
£5/2

donde D denota el mdzimo de la lista de grados (d), N denota la dimensidn como
espacio vectorial de 73%13), D denota el nimero de Bézout y ag es la constante definida
en el Teorema 0.0.8.

XXXIX



El nimero de operaciones necesario para aplicar dicho test esta acotado polinomial-
mente por lo que podemos construir varios algoritmos evolutivos que encuentran uno o
varios ceros aproximados. La idea es minimizar la funcién o*(f,x) con la esperanza de
encontrar un cero aproximado, es decir, un punto x tal que:

o (f, ) < ap.

De esta manera, tendremos que fomentar la exploraracion de las zonas donde el valor de
a*(f, ) sea bajo, pero sin descuidar otras zonas. Para esta tarea, los algoritmos evolutivos
se han demostrado estar muy capacitados.

En el Capitulo 12 propondremos varios algoritmos evolutivos siguiendo las siguientes
estrategias:

e Algoritmo evolutivo genético.
e Evolucién diferencial.
e Enfriamiento simulado.

e Enjambre de particulas.
Ademés, en la Seccion 12.4, presentaremos resultados empiricos que demuestran que

estos algoritmos son capaces de encontrar ceros aproximados de sistemas de 10 incognitas
con relativa facilidad.
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Figura 4: Arboles hijos mediante el cruce de arboles
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Parte 1

La construccion de un algoritmo
numérico de deformaciéon homotépica






Capitulo 1

Notaciones generales

Young man, in mathematics you don’t understand things. You just get used to them!.
Atribuido a John von Neumann |Zuk84, pag 208]

Dedicaremos las siguientes péaginas a enunciar las propiedades béasicas, con sus refe-
rencias, que usaremos a lo largo del manuscrito. Asi pues:

Sean n,d € N dos ntimeros naturales. Denotamos por P¥ al espacio vectorial de todos
los polinomios f € R[X7,...,X,] con coeficientes en los nimeros reales y grado menor
que d, es decir deg(f) < d. Asf mismo, denotamos por HY al espacio vectorial de todos
los polinomios homogéneos g € R[Xj,...,X,] con coeficientes en los numeros reales y
de grado d. Para todo nimero m € N con m < n y para toda lista de grados (d) :=
(dy,...,d,) € N™ denotamos por 732%) al espacio vectorial de los sistemas de ecuaciones
polinomiales multivariadas de grados menor que (d) y coeficientes en los nimeros reales.
Es decir,

Pl = Pg, x ... x Py .

[gualmente, denotaremos por ’H]Ei) al espacio vectorial de los sistema de ecuaciones

polinomiales homogéneas multivariadas de grados (d) y coeficientes en los ntimeros reales.
Es decir,

Hy = Hg, x ... x Hg .

Notese que tanto 7351) como ’H]Fd) son dos espacios vectoriales de la misma dimension (de
hecho son isomorfos):
N :=m+ .

Para toda lista f := (f1,..., fm) € 73%%) de polinomios denotamos por V,(f) C R" a
la variedad algebraica afin de los ceros comunes de f en R". Es decir:

Vu(f) i={z eR": fi(x) =0Vi,1 <i<m}.

1Joven, en mateméaticas uno no entiende cosas. Simplemente te acostumbras a ellas.



1. Notaciones generales

Asi mismo para toda lista f 1= (f1,..., fm) € ’H]Fd) de polinomios homogéneos, denotare-
mos por Vp(f) C P, (R) a la variedad algebraica proyectiva de los ceros comunes de f en
P, (R), donde P, (R) denota el espacio proyectivo real de dimension n. Es decir:

Vp(f) i={z €P, (R): fi(x) =0 Vi1 <i<m}.
Asi mismo denotaremos por ¢; : R — P, (R) a la aplicacion afin dada por:
Oi(xy, ooy Ty y) = (o iy .t Lot ay), V(.. x,) €RY

donde (zg : xy :...: x,) denota coordenadas homogéneas. Notese que:

Definimos ahora:

e La variedad de incidencia real
VECP(H ) x Pn(R),
como la variedad multi-homogénea dada por la siguiente identidad:
VE = {(f,2) € P(Hy) x P (R) : f(z) = 0}.
e La variedad de incidencia mixta
VEE CP(H) x P, (C),
como la variedad multi-homogénea dada por la siguiente identidad:

VES = {(f,2) € B(Hp) x Pa (C) - f(2) = 0}.

1.1 Normas

Pasamos ahora a introducir el producto escalar de Bombieri (usado también por Weyl,
Kostlan y otros) en 7-[]51). Existe una amplia bibliografia sobre este producto escalar.
Podemos citar, entre otros, [BBEM90], [Kos93|, [Ded96], [Dég01], [MR04] o [BCSS98.

Siguiendo el convenio anterior, sea d € N un ntimero natural y sea Hy C R[Xj, ..., X,)]
el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos de grado d con coeficientes en
los ntimeros reales. La base monomial en HY se suele identificar con el conjunto de multi-
indices:

NG i={p = oy pias - pn) € N |l = g + -+ + i = d}.

Como tradicionalmente se realiza en Algebra Conmutativa Computacional, podemos es-
coger un orden monomial <, en NJ*! (para mas informacién consultar [CLO97], [BW93]
o [GPWO03] que contienen una introduccion a los drdenes monomiales, a las bases de Grib-
nery al Algebra Computacional Conmutativa). Este orden monomial en N1 nos permite
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ver los elementos de HY como vectores dados por sus coordenadas (respecto del orden mo-
nomial). A esta forma de codificar un polinomio se la suele denominar codificacion densa
en la literatura clasica de Geometria Algebraica Efectiva.

Para cada p € N definimos el coeficiente multinomial como:

<d> o
i) ol !

Denotaremos por Ay € My, (R), donde Ny := (d:”), a la matriz diagonal asociada a HY

cuya entrada p-ésima (con respecto al orden monomial <;) en la diagonal es (Z)il/Q. Es

decir, A4 es la matriz diagonal:
2\ L2
A= (u) '

+1
peENy

Sea (-,-)q : HY x HY — R el producto escalar euclideo en el espacio HY y sea
(d) := (dy,...,dy) € N™ una lista de ntumeros naturales (que usualmente llamaremos
lista de grados). Podemos extender de forma natural este producto escalar a 7-[]&) usando

la siguiente identidad:

(f,9) = Z(fiagi>di € R,

i=1
donde f = (f1,..-,fm), 9= (91,---,9m) € ’H,]&). Luego, denotamos por (-, -)a al producto
escalar de Bombieri en 7—[]51) definido por las respectivas matrices Ay,. Es decir:

m m

(fo9)a = (D fi Dagi)a, =D (fir i),

i=1 =1

donde f:=(f1,..., fm), 9:=(g1,---,9m) € HI(R;)'

Asi mismo, denotaremos por ||-||, a la norma definida en 7-[]57[) por el producto escalar
de Bombieri (-, -)a y finalmente, llamaremos matriz de Kostlan a la siguiente matriz A:

A =P Ay, € My(R).

=1

Denotaremos por O(k,R) C My(R) al grupo ortogonal. A lo largo de esta memoria
usaremos la siguiente accion del grupo O(n + 1,R) sobre ’Hg):

O(n+LR) x 1y — MY
(U, f) = fol,

donde o denota la composicion. Esta accion se extiende de forma natural al espacio proyec-
tivo de sistemas homogéneos ]P’(Hlfd)). Entonces podemos asegurar el siguiente resultado

(cf. [BCSS98)):



1. Notaciones generales

Proposicion 1.1.1 (Invarianza Ortogonal). La aplicacion bilineal (-,-)a es invariante
respecto a la accion del grupo ortogonal. Esto es, sea f,g € 7-[]%%) yU € O(n+1,R)
entonces:

<fOU7gOU>A: <f7g>A

El producto escalar de Bombieri (-, -) o induce una estructura de variedad de Riemann
en el espacio proyectivo de sistemas homogéneos IP’(?’-[]%%)). Para cada punto f € P(’HI&))
denotamos por f* el complemento ortogonal respecto a este producto escalar. Notese que
el espacio tangente TfP(H]é{d)) se puede identificar con el complemento ortogonal f+ con
respecto al producto escalar heredado de ]P’(H]ER;)). Asimismo, la carta afin en f € ]P’(?-[I(Rd))
es la aplicacion:

R A= PGQ%))\f%
g = f+y,

donde f, g€ H]ﬁl) son representantes de f y g de norma 1. Ademés, la aplicaciéon tangente
Tows : f+ — TyP(H(,) es una isometria.

Ahora bien, asumimos que el espacio proyectivo P, (R) esta dotado de la estructura de
variedad de Riemann canénica. A lo largo de esta memoria usaremos la siguiente accion
del del grupo ortogonal O(n,R) sobre R™:

On,R)xR* — R"
(U, x) — U 'z,

Esta accion se extiende de forma natural a P, (R). Trivialmente se tiene entonces:

Proposicion 1.1.2 (Invarianza Ortogonal). La aplicacion bilineal (-,-)o es invariante
respecto a la accion del grupo ortogonal. Esto es, sea x,y € P, (R) y U € O(n+ 1,R)
entonces:

<U_1I, U_1y>2 = <.T, y>2

Para cada punto x € P, (R) denotamos por zt el complemento ortogonal respecto
a este producto escalar. Notese que el espacio tangente T,P, (R) se puede identificar
con el complemento ortogonal 1 con respecto al producto escalar heredado de P, (R).
Asimismo, la carta afin en x € P, (R) es la aplicacion:

vz zt — P, (R)\zt,
y T+y
donde 7,y € R™ son representantes de x y y de norma 1. Ademas, la aplicacion tangente
Tops : v+ — T,P, (R) es una isometria.
Dado un par (f,z) € IP’(HI(Rd)) x P, (R), denotamos por T, f := (d,f)|.+ a la restriccion
de la aplicacion tangente d,f al espacio tangente z*, donde el par (f,z) es cualquier
representacion afin tal que || f||, = ||z|l, = 1. De vez en cuando identificaremos T, f y la

matriz Jacobiana en cualquier base ortogonal de z+. En el caso de que z = ¢y := (1:0:
.1 0), identificaremos:

Oft Of!
8—];1(60) .. 8%”(60)
Teof = : : ,
afm afm
BLM(Q)) e B{Un (60)
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para cualquier representacion de f € 7—[]&) con || flj, =1

1.2 La variedad de incidencia, la variedad singular y el
triAngulo de proyecciones

Previamente hemos definido la variedad de incidencia real V® C IP’(H]&)) x P, (R) como
la variedad multi-homogénea dada por la siguiente igualdad

VR = {(f,z) € IP’(’H](%)) x P, (R): f(x) =0}.

A partir de las dos isometria definidas en la Subseccion 1.1 queda definida una accion del
grupo ortogonal O(n + 1,R) sobre VE tal que para cada U € O(n + 1,R) la siguiente es
una isometria en VE:

VR VR

(£.0) = (foU,UC)

Sean 7 y 7y las proyecciones canénicas desde P(H ) x P, (R) a IP’(’H]&)) y P, (R) respec-
tivamente. Abusando de la notacion, denotaremos por 7 y 7y a sus restricciones sobre
VE obteniendo el siguiente tridngulo de proyecciones:

VR
VRN
) P (R).

R

Se tiene entonce que:

Proposicién 1.2.1. La proyeccion m, es una submersion para todo punto (f,() € VE.
Es decir, el conjunto de puntos singulares y valores criticos de my es vacio. Ademds, las
fibras de wy en cualquier punto forman una subvariedad lineal dada por la identidad:

V= (w) = {f € P(Hg) « f(z) =0}
Es mds, como la codimension de VX en IP’(H]Fd)) es m, tenemos que su dimension es
dim(V¥) = N — m.

Por dltimo, para cualquier matriz ortogonal U € O(n+ 1,R), dados z,y € P, (R) tales
que Ux =y, se tiene que la siguiente expresion:

‘/:ER N ‘/;;R

fo— foUT,

es una isometria entre las fibras VX y VyR.



1. Notaciones generales

La aplicacion m; por lo general no es suprayectiva. Llamaremos sistemas factibles a la
imagen de 7; y lo denotaremos por

R =m(V) S P(Hy).

La siguiente proposiciéon es consecuencia inmediata de diversos resultados de Teoria de la
Eliminacion referidos a los los niimeros reales.

Proposicién 1.2.2. El conjunto P(’H]Fd)) \ R(a) tiene medida nula si y solo si todos los
grados dy, . ..,d, son nimeros impares.

Denotaremos por '8 C V al conjunto de los puntos singulares de la proyeccion my y
por X® para el conjunto de los valores criticos de 7, que pertenezcan a R(qy- Llamaremos
a este dltimo conjunto variedad discriminante.

La siguiente igualdad caracteriza los puntos regulares de m; en V¥:
VA\XE = {(f,2) € V : T,f tiene rango m}.
Estudiamos ahora en profundidad este conjunto.

Proposicion 1.2.3. Usando la notacion anterior:
o VE\XR — P(Hy) \ X% es una submersion en todo punto (f,x) € VF\ »'R,
e Las dimensiones de ¥'® y ¥R sobre los nimeros reales son:
dim(Z®) < N4+n—-m-—1
dim(2®*) = N -1
e Sim < n el conjunto abierto ]P’(’H[(Rd)) \ S¥ tiene una tinica componente conezxa.

e Para todo f € Ry \ B* la fibra 77 (f) es una variedad algebraica proyectiva de
dimension n — m.

Consideramos ahora la siguiente aplicacion continua que surge de la acciéon del grupo
ortogonal O(n + 1,R) sobre VE tal que para cada U € O(n + 1,R) la siguiente aplicacion
es una isometria en VE:

o: On+1LR)xVE — VE

C.(L0) o (felU M), (11)

Lema 1.2.4. Usando la notacion anterior. La aplicacion continua ® cumple:

o & es sobre.

e Para toda U € O(n+ 1,R), sea y = Ux entonces ® define un isometria entre VE y
VyR. Es decir, la siguiente aplicacion es una isometria entre espacios euclideos:

uv: VEB —— vy
(f,z) w— (foU U tx)



Nota 1.2.5. FEl resultado anterior sigue siendo vdlido si restringimos la accion al grupo
ortogonal especial SO(m, R).

A partir del resultado anterior se deduce inmediatamente:

Corolario 1.2.6. Usando la notacion anterior.

SO(m,R)) x &((VE\SF) = VE\ &,

1.3 Algunas férmulas integrales

En esta subseccion introduciremos algunos resultados relevantes de Geometria Inte-
gral que usaremos a lo largo del documento. Para cada variedad de Riemann M de grado
d y para cualquier conjunto medible A C M denotaremos por v,[A] su medida de Haus-
dorff de dimension d. Como ya hemos comentado anteriormente, denotaremos por Py (R)
al espacio proyectivo real de dimensién k y usaremos la notacion dvf para la forma de vo-
lumen canoénica asociada como variedad de Riemann. Para cada subconjunto A C P, (R),
denotaremos su volumen, como subconjunto de dimension k, por v,[A]. Finalmente, de-
notaremos como ¥y, al volumen de Py (R). Es decir:

Ur 1= 1 [Pe (R)] =

Sea t > 0 un nimero real positivo. Denotaremos por St (R) C R¥! a la esfera de
radio ¢ y centrada en 0. Notese que el volumen de St (R) como subvariedad de Riemann
de R¥*! es

VIS (R)] == 2t ———~ = 2t*,,.

Finalmente, denotaremos por S, (R) a la esfera de radio t = 1.

Como en [SS93b] (cf. también [BCSS98|), consideraremos la estructura de variedad de
Riemann en IP’(H]&)) inducida por el producto escalar euclideo (-, -). Denotaremos por dva
la forma de volumen de IP’(’H]%%)) asociada a esta estructura Riemannian.

Como ]P’(H]Fd)) tiene volumen finito, podemos definir una distribucién de probabilidad

en IF’(H](Rd)). Para toda funcion integrable f : P, (R) — R definiremos su esperanza Ex [f]
como:

1
EA [f] = 19— /deA-
N
()
Notese que dy = VA[IP’(HI&))]. Para cada subconjunto medible A C IP’(H]&)), defini-

mos la probabilidad del subconjunto como la esperanza de su funcién caracteristica
XA IP’(H]Fd)) — {0, 1}. Es decir:

vAlA 1
Proba [4] == 1A9Ev] = 9 /XAdI/A.
P(H{y))



1. Notaciones generales

Para todo subconjunto A de P(H%gd)) denotaremos por A C H]Fd) al cono asociado a A.
Es decir: B
A:=n"1(A)u{0},

donde 7 : H[(R;l) \ {0} — IP’(H]&)) es la proyeccion candnica sobre el espacio proyectivo.

Como se puede ver en la Proposicion 1 del Capitulo 11 de [BCSS98|, la distribucion de
probabilidad definida por dva sobre IP)(H]%E)) coincide con la distribucion normal en H]&)
respecto a la norma ||-|| .. Es decir, para cada subconjunto medible A C P(’H]Fd)) se tiene
que:

1 “IAR R
PI"ObA [A] = W /Xge 2 d%(d)

R
Hiay

donde A C ’HI(Kd) es el cono sobre Ay x7: 7-[]5[) — {0,1} es la funcion caracteristica de
A

A lo largo de este manuscrito haremos un uso de forma continuada de la formula de
la codrea. La version mas general se debe a Federer (cf. [Fed69]) aunque algunas otras
se pueden consultar en [How93|. Para nuestros propoésitos nos podemos conformar con la
version smooth que se enuncia en [SS93b| (ver también [BCSS98]). Antes de enunciar el
resultados necesitamos algunas definiciones previas:

Definicion 1.3.1 (Jacobiano normal). Sean X e Y dos variedades Riemanninas y sea
F: X — Y una aplicacion suprayectiva y C*. Sea k := dim(Y") la dimension real de Y .
Para todo punto regular x € X (i.e. F' es una submersion en x), sea v{,...,v{ una base
ortonormal del subespacio vectorial ker(d,F)*. Definimos el jacobiano normal de F en x,
NJ.F, como el volumen en Tr)Y del paralelepipedo que resulta de expandir los vectores
d.F(v7),...,d.F(v}). En el caso de que d,F' no sea suprayectiva, tomaremos NJ, F' := 0.

A partir de esta definicion, los siguiente resultado se siguen de forma natural:

Proposicion 1.3.2. Sean X e Y dos variedades Riemanninas, F : X — Y una aplica-
cion C' y x1,79 € X dos puntos. Asumiendo que existan dos isometrias, ox : X — X
y ey Y — Y tales que

ox(x1) =2y y Fopx=pyoF.

Entonces,

NJ,, F =NJ,,F.
Es mds, st G:Y — X el la funcion inversa de F', entonces:

1
NJ,F = ———.
NJF(Q)G
Teorema 1.3.3 (Formula de la coarea). Sean X e Y dos variedades Riemanninas de
dimensiones ki1 > ko respectivamente y sea F': X — Y una aplicacion C*>*. Asumiendo
que I’ sea una submersion en casi todo punto de X y que ¢ : X — R sea una funcion
integrable entonces se cumple:

Joax= [ [ parway

X yeY zeF~1(y)
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donde NJ,F' denota el jacobiano normal de F' en z.

El siguiente teorema es una adaptacion al caso real de una proposicion debida a Howard
(cf. [How93|). Notese que, en los siguientes resultados, el volumen de O(n + 1, R) ha sido
normalizado de forma que sea igual a 1.

Teorema 1.3.4. Sea V C P, (R) una variedad algebrdica lisa de dimension m. Entonces:

vEV] = U /ﬁ(V NUL)dO(n + 1,R),

UeO(n+1,R)

donde L C P, (R) es cualquier subespacio proyectivo de P, (R) de codimension m.

El siguiente corolario extiende al caso real un resultado clasico de Teoria de Elimina-
cion.

Corolario 1.3.5. Sea f € H]Ei) con f=(f1,...,fm) un sistema de polinomios homogé-
neos con coeficientes reales. Si asumimos que (d) = (dy, ..., d,,) es un vector de nimeros
impares y que Vp(f) = 77 1(f) C P, (R) es una variedad algebrdica lisa de codimension

m entonces
ﬁn*m S anm[VIP’(fﬂ S Dﬂn*m

Demostracion. A lo largo de la demostracion usaremos el Teorema 1.3.4. Sea L C P, (R)
un subespacio lineal de codimensioén n —m. Entonces existe una matriz A € M 41)xm(R)
con rank (M) = m tal que:

Lo
L=< (2g,...,0,) €EP,(R):A| ¢ | =0
Tn
Para toda matriz ortogonal U € O(n + 1,R), tenemos:
Lo
UL=1{ (74,...,7,) €EP,(R): AU [ : | =0
Tn

Para todo f = (f1,..., fm) € IP’(H]&) existe un abierto no vacio de la topologia de Zariski
Ry C O(n+ 1,R) tal que para toda matriz U € Ry:

e La variedad

Zo
Wy = (To, -, 20) €P, (C) 1 fi(2) =0,AU [ 1 | =0€C™ ),

Tn

es una subvariedad proyectiva compleja de dimension cero (y por lo tanto es un
conjunto finito).

11



1. Notaciones generales

e El cardinal de Wy es el niimero de Bézout del sistema. Es decir:

Wy =dy-...-dp-1-...-1=D.

Teniendo en cuenta que Wiy NP, (R) = Vu(f) N UL se sigue que
8(Ve(f)NUL) < Wy =D, YU € Ry.
Por otro lado, como D es impar, para todo U € Ry, Wy NP, (R) # () y podemos concluir:
1 <g(Wy NP, (R)) =4(Ve(f)NUL), VU € Ry.

Finalmente, como R es un abierto denso en la topologia de Zariski sobre O(n + 1,R),
usando el Teorema 1.3.4 concluimos:

ﬂnmg

<19nm/ﬁvp ) AUL)AOM + 1,R) nm/jj fNUL)OMm + 1,R) <
f O(n+1,R)
< Dﬁnfm
]

A lo largo de las siguientes paginas también haremos uso de los siguientes Teoremas
clasicos de Probabilidad. Los enunciamos aqui por completitud.

Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Chebysheff-Markov). Sea (€2, X, 1) un espacio de medida

tal que v[Q] < oo, f:Q — R una funcion medible y € > 0 entonces:

Probg [|f| > ¢] < w

Teorema 1.3.7 (Desigualdad de Jensen). Sea (2,%,u) un espacio de medida tal que
v[Q] < oo y X una variable aleatoria real. Entonces:

o la = Egl[X] ‘

1.4 El nimero de condicionamiento

El impulsor del estudio del nimero de condicionamiento lineal en matrices fue A. Tu-
ring en su articulo [Tur48|. Posteriormente, fue desarrollado por von Neumann [vNG47| y
Wilkinson [Wil65|. En los dltimos afios, autores como Smale [Sma85| y Edelman [Ede88,
Ede92| han profundizado en su estudio, calculando las distribuciones de probabilidad del
condicionamiento lineal lineal tanto sobre el espacio de matrices complejas (ver [Ren94],
[Dem88|, [BP07a|) como sobre el espacio de matrices reales (véase [AWO05|, [BCLO6],
[CDO05|, [CAWO03|, [DMOT]).

Un concepto importante a la hora de definir el condicionamiento lineal es la pseudo-
inversa de Moore-Penrose.
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Definicion 1.4.1 (Pseudo-inversa de Moore-Penrose). Sea A € M5, (K) una matriz
sobre el cuerpo K € {R,C}. Llamaremos pseudo-inversa de Moore-Penrose a la unica
matriz AT tal que cumple simultdneamente las siguientes cuatro propiedades:

1. AATA=A 2. ATAAT = AT 3. (AAT)* = AAT 4. (ATA)* = ATA
donde A* denota la matriz transpuesta conjugada.

Una propiedad importante que posee la pseudo-inversa de Moore-Penrose es la siguien-
te. La demostracion puede encontrarse en cualquier libro basico de Algebra Lineal como
por ejemplo |Gre81].

Lema 1.4.2. Sea A € M, (K) una matriz sobre el cuerpo K € {R, C} tal que el rango
de A es mdzrimo. Entonces se cumple:

~1
AT — <A‘ker(A)J_> .
En particular, si D,(f) : R"™ — R" es suprayectiva, entonces se tiene que:

DN = (D) -

Usaremos la siguiente versiéon del ntumero de condicionamiento lineal para matrices
cuadradas:

kp : P(M,(R)) — R U {oo},

donde, para cualquier matriz cuadrada A € P(M,,(R)) definimos el condicionamiento
lineal de A por:
kp (A) = Al g [| AT,

donde ||All, = (Tr(AtA))l/ ? es la norma de Frobenius, A" denota la pseudo-inversa de
Moore-Penrose y ||AT||2 la norma de AT como operador lineal.

Notese que kp (A) = 400 si y solo si A : R" — R™ no es una aplicacion lineal
suprayectiva. Este niimero de condicionamiento lineal satisface el Teorema del Niumero de
Condicionamiento de Eckart y Young (cf. [EY36] y también [BCSS98, BP07a]).

El siguiente resultado es una adaptacion del resultado principal de [CDO5].

Corolario 1.4.3. Sea m,n € N dos nimeros positivos tales que 2 < m < n y sea
1

e < g un numero real positivo. Entonces
1 nece ol 1 320 "
< Prob > < .
\/ﬂ(n—m—{—l) > PTODP(Mpn xn (R)) [“D— ]_\/ﬂ(n—m+1>

donde 0.245 < ¢ < 2, 5.013 < C < 6.414 y Probp,, () denota la distribucion de
probabilidad asociada a la estructura Riemannian canonica en P(My,xn(R)) = Ppp—1 (R).

13



1. Notaciones generales

Demostracion. Sean A., B. y C. los siguientes conjuntos:

B. = {M &€ Mpn(R): kp (M) >e 1},
C. = {MeMpn@®):kp(M)>/ne '},
A, = {M e Mpn(R) : kg (M) > e},

donde ky denota el nimero de condicionamiento tradicional. Es decir:

iz (M) = || Al [| AT

I,
A partir de ambas definiciones es claro que: para toda matriz M,
kp (M)
vn

Inmediatamente concluimos que:

SKZQ(M) SK,D<M)

C: C A. C B,

y por lo tanto:

Usando las cotas del teorema principal de [CD05| y ajustando las constantes obtenemos:

1 nce noml 1 n32ce \""H
< Prob > < )
/27T (n - m _|_ 1) — ro ]P)(men(R)) |:K:D =€ j| - /27T (n -m + 1)

]

Resumimos ahora algunos aspectos relacionados con el nimero de condicionamiento de
sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas introducido en el articulo

[SS93a] (cf. también [BCSS98| y [Ded06]).

Definicion 1.4.4. Sea (f,() € V® un punto en variedad de incidencia. Definimos el
nimero de condicionamiento normalizado (en adelante condicionamiento fnorm) de f en
¢ como:

Hrorm (£ C) = [ Flla [ICHy (Tef)TA ((d)'72)]

donde ||-||5 denota la norma inducida por el producto escalar de Bombieri, ||-|| es la

norma como operador lineal, (T, f)! denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de T, f
T,P, (R) — ToR" =R" y A ((d)'/?) € M,n(R) es la matriz real

1/2
v

27

A ((d)l/Q) =
di?

Ndtese que en el caso que tomemos representantes de f y ¢ de norma 1 la formula queda
simplificada a:

ki (Tef)'A ((d)?))
(T HTA (D) )]p

donde ||-||» denota la norma de Frobenius y kp (-) el condicionamiento lineal.

o (,0) = T (@), =

14



Notese que en el caso que m = n, el condicionamiento u', . (f,() equivale al nimero
de condicionamiento habitual y,,,.,,,(f, () para sistemas de ecuaciones definido en [SS93al.

Es de notar también que p . (f, () = +oo siy solo si ¢ € VE(f) es un punto singular
de la aplicacion f : Rt —3 R™,

El condicionamiento fi,,eqm, €s invariante bajo la accion del grupo ortogonal O(m + 1, R)
sobre la variedad de incidencia V. Es decir, para toda matriz ortogonal U € O(m + 1,R)
y cada punto (f,¢) € V¥ en la variedad de incidencia

ILL:anTm<f7 C) = ILLZZT?’TL(fO U_17Ug)'

El siguiente teorema se sigue esencialmente de un enunciado similar en [SS93b| (cf.
también [BPO7h]).

Teorema 1.4.5. Para cualquier par (f,() € V® la siguiente igualdad se cumple:

m B 1
lu“norm(f’ C) - dIP((fa C)? ER N V'C)?

donde dp(-,-) es la distancia proyectiva inducida en }P’(H]Fd)) por el producto escalar de
Bombieri.

Tal y como se muestra en [SS93b| podemos descomponer V% como la suma ortogonal
de dos subespacios vectoriales

VE=V!1L
donde L., es el complemento ortogonal de V/ y este a su vez es el subespacio vectorial
de Veﬂf dado por las siguientes igualdades:

Ve’o ={f¢c Veﬂs T f = Deof|<eo>¢ =0}.

eor

Noétese que V. es el subespacio vectorial de todos los sistemas f = (f1,..., fm) tales que
la multiplicidad de eg en f; es al menos 2.

Otra descripcion de los elementos de L, es: dado un sistema f = (fi1,..., fm), f
pertenece a L., si y solo si existen aplicaciones lineales [y, ...,[, : R — R tales que
para todo ntmero natural 7,1 <7 < m se cumple:

fi = .Igiilli.

A partir de esta descripcion se sigue que podemos identificar el conjunto de matrices
Msn(R) con L., mediante la siguiente aplicacion: A toda matriz M € M,,x,(R) le
asociamos el sistema (M) := (f1,..., fm) € Le, dado por la siguiente igualdad:

di—1
J1 Ty L1
: = . M
dm—1
f m T L
Notese que la aplicacion ¢ : M,,«n(R) — L, es una isometria cuando hemos dotado

a M,xn(R) con la norma de Frobenius y a L., con la norma inducida por el producto
escalar de Bombieri (-, -)a definido sobre ”H]%Rd).

Usando la identificacién anterior podemos crear una relacion entre el condicionamiento
de un sistema de ecuaciones y el condicionamiento lineal.
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1. Notaciones generales

Proposicion 1.4.6. Usando la notacion anterior. La siguiente aplicacion es una isome-
tria

p: B'(Le,) — B Mpxn(R))
f = A((d)7V) T f,

donde B'(Le,) es la bola cerrada de radio 1 en L., respecto de la norma inducida por el
producto escalar de Bombieri (-, -)a en Lo, y BY (M yxn(R)) es la bola cerrada de radio 1
en My, xn(R) respecto de la norma de Frobenius. Ademds, se tiene que para todo f € Le,,

Fnorm([ €0) = ra (p(f)) -

Demostracion. La primera parte se sigue simplemente a partir de las definiciones de la
norma de Frobenius y norma.

Para la segunda parte se sigue inmediatamente de las definiciones del condicionamiento
Inorm Y condicionamiento lineal teniendo en cuenta que:

1fla=[|A (D)) T fll v leoll, = 1.
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Capitulo 2

Algunos resultados integrales basicos

God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically’.
Albert Einstein [Inf42, pag. 222]

En este capitulo incluiremos algunos resultados basicos relacionados con la variedad
de incidencia que usaremos a lo largo de esta memoria.

Sean x € P, (R) y f € ]P’(H]Fd)) dos elementos y sean T y f representantes afines

respectivos de x y f tales que ||z||, = flla = 1. Consideremos los espacios ortogonales
xt y f*. En la introduccion, hemos definido las aplicaciones ¢z y ¢ 7 como sigue:

vz ot — P, (R)\ a2,

y T+y
prt fH — P(Hﬂé)))\fﬁ
g = [+g,

de las cuales sabemos que son difeomorfismos y ademéas isometria en 0 (esto es, dopz vy
dog son isometria). El siguiente resultado (véase [BCSS98, pég. 193]) resume algunas de
las propiedades de la variedad de incidencia. Incluimos la demostracién por completitud
de esta memoria, dado que se trata de un resultado esencial en nuestro esquema.

Proposicién 2.0.7. La variedad de incidencia V¥ es una variedad diferenciable de dimen-
sion real N +n —m. Ademds, sea (f,¢) € V® un punto cualquiera y (]7, QN“) representantes
afines respectivos del par (f,¢) tales que || f]|la = ICll, = 1. Entonces, el espacio tangente
T(f,C)VR C f+ x ¢+ puede identificarse con el espacio vectorial definido a continuacion:

TyoVE ={(g,2) € fX x (*: g(3) + (dzf)z = 0}.
La identificacion viene dada por la isometria

do,0)(P7 X ©7)-

1A Dios no le importan las dificultades matematicas. El integra de forma empirica.
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2. Algunos resultados integrales basicos

Demostracion. Sea (f,¢) € VE un punto, y sean ]7, Z representantes afines respectivos de
f, ¢, tales que [|f||a = ||¢|l, = 1. Entonces, la siguiente aplicacién es un difeomorfismo

sobre su imagen:
Xzt frxct — P(H{) x P (R)

(9.0) =  (f+g.Cta).
Sea VE := (i 7% z) 1 (VF) la anti-imagen de V* mediante este difeomorfismo. Es decir,

VE:={(g,z) € f* x (" (f+9)(C+x) =0},
Entonces, VR también es la anti-imagen de 0 mediante la aplicaciéon diferenciable

Q: J“-x(’l — R’L
(g,2) = (f+9)(+x).

Ahora, se comprueba trivialmente que 0 es un valor regular de esta aplicacion. Esto es,

para todo punto (g,x) € VE, d(, . ¢ es suprayectiva. Por lo tanto, VE es una variedad
diferenciable real de dimensién N + n — m. Deducimos que V¥ es también una variedad
diferenciable real de dimension N + n — m.

Ademas, un vector (g,z) € f+ x ¢+ pertenece a T((m)f/\ﬂ/g si y solo si

9(0) + d:f(x) =0,

lo que termina la demostracion. O

Como hemos indicado en la introduccion, para cada matriz ortogonal U € O(n + 1,R),
se definen isometrias en IP’(’H]%E)) y P, (R), como sigue:

P(H]Fd)) — P(H]ﬁl))),
> foU
P, (R) — P, (R)
x = U 'z

A partir de estas dos isometrias queda definida otra isometria en V¥:

VR VR

(£.0) = (folU™)

El siguiente teorema generaliza ampliamente un resultado de Shub y Smale (véase
por ejemplo [BCSS98, Prop. 2, pag. 244] o [SS93a|). Aunque el esquema de la prueba es
similar la mostramos a continuaciéon por completitud.

Teorema 2.0.8. Sea ¢ : W — R wuna funcion integrable, tal que para toda matriz
ortogonal U € O(n + 1,R), se satisface que:

o(f,¢) = ¢(f o U,UTQ).
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Sea J la integral definida a continuacion:

/ o(f, NIy oymdV™.
(f,¢)eVER

Entonces, las siguientes igualdades satisfacen:

NJire
J = / /¢f, O)dVE(f) dP(H /¢f,eo <f07“dvR.
NerOﬂ'Q
fep(

P(HE,) CEVE(S) fevik

Demostracion. La primera de las dos igualdades resulta del Teorema 1.3.3 aplicado a 7.
Para la segunda, también el Teorema 1.3.3 nos asegura que:

Jrom™ . ow
7 / /¢ Nfomdv dP, (R).

2€P,(R) feVE

Ahora, sea x € P, (R) un punto proyectivo cualquiera y sea U € O(n + 1,R) una
matriz ortogonal tal que Ueg = x. Entonces, la aplicacion que manda f a f o U es una
isometria de V¥ en VeR. Por lo tanto,

fif)ﬂ_l R _ NJ (foU—1,Ueo)T1 R
dV Ut ,Ueg dV>.
/¢ R /¢ fo R v

fevk feVR

Como ¢(folU 1, Uey) = ¢(f, x). Ademés, las aplicaciones definidas a continuacion son

1sometrias:
| V£ VR, P, (R) — P, (R)
(g,x) +— (goU™1 Ux) T — Uz

Por tanto, estamos en las condiciones del Corolario 1.3.2. Deducimos que

NJ(forr-1,0e0)T2 = NJ(f,¢9)T2

Un argumento simétrico con la aplicacién ]P’(’H( 0) — ]P’(’H]&) dada como f + foU™?
demuestra que
NJ(for-1,0e0)™1 = N (f,e0)71,

y el teorema queda demostrado. O]

A continuacion calculamos el valor de los jacobianos normales que aparecen en el
Teorema 2.0.8. De nuevo, el resultado que sigue generaliza los calculos realizados por
Shub y Smale en [SS93a| (véase también Lemas 2 y 3 de [BCSS98, péags. 241-243)).

Lema 2.0.9. Sea f € V un sistema tal que rank (T, f) = m. Entonces, se tiene:

1

det ((Tdy + (Too /1) (Tep /1))
1

det ((Idu + (Tey f)(Te f)1) 2

NJ(f,eo)ﬂ'l =

NJ(f’eo)ﬂ'g =
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2. Algunos resultados integrales basicos

Demostracion. Como hemos visto en la Proposicion 2.0.7,

Tire)VE = {(g,2) € [+ x ey = g(eo) + (To )z = 0},

donde hemos elegido un representante de norma 1 de f. Sea K el nicleo de la matriz
diferencial de 7 en (f,eg). Esto es, K; := ker (d(f,eo)m). Entonces, K; = {(0,x) : = €
ker (Te, f)} v

1 1
NJire =NJ dite = = .
(f.e0)T1 (0,0)( (f, 0)7T1)|K1¢ NJ(O,O)((d(f,eO)Wl) )71 NJ(O,O)(d(f,eo)Wl)T

|K1L

Sea 3 una base ortonormal de f* tal que los primeros m elementos de la base son los
sistemas

ﬁl = [Xglao7"'70]7

B :=10,...,0, X&].

Observamos que las primeras m coordenadas de cualquier sistema g := [g1, ..., gm] € ’HI(Rd)
en esta bases coinciden exactamente con

g(eo) = (g1(e0), - - -, gm(eo))-

Ademés, tenemos las siguientes propiedades:

° (d(f760)7r1)T(ﬂi) = (Bi, ;) con x; := —(To, f)T(e;), para 1 < i < m.

° (d(f,eo)m)T(v) = (v,0), parav € B,v € {P1,.-.,Bm}

Por lo tanto,
t
NJ(O,O)(d(ﬁEO)ﬂ—l)T = det (]dm + ((Teof)T) (Teof)T)'

En cuanto a sy, obsérvese de nuevo que

1
~ NJo,o)(d(fenm)t

NJ(f.e0) 2

Obtenemos la siguiente igualdad

ker (d(fveo)m)L ={(g,0) : g(eg) =0} = (B, ..., Bm) X €7,

donde (f, ..., ) denota simplemente el subespacio generado por esos vectores. Por lo
tanto,

(dfeoym)i(e) = (giyes), 1 <i <.

donde las primeras m coordenadas de g¢; en la base  forman el vector —(T,,f)e;, v el
resto de coordenadas son nulas. Concluimos que

1/2

NJ(O,O)(d(f7€O)7T2)T = det ([dn + (Teo f)t<Teof>)
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Finalmente, sea T, f = U(D 0)V"* una descomposicion en valores singulares de T, f.
Entonces, tenemos

det (Id, + (., ) (T f)) = det (Idn +V (%2 8) Vt) = det (Id,, + D?),

y ademas
det (Idm + (Teof)(TeOf)t) = det (Idm + UDzUt) = det (Idm + D2) ,
luego deducimos que

det (Id, + (Too ) (Teo f)) = det (Idm + (Too f)(Teo f)')

lo que termina la demostracion del lema. O

Inmediatamente se sigue el siguiente resultado, que en el caso n = m fue formulado
por Shub y Smale en [SS93a| (véase también el Lema 3 de [BCSS98, pags. 241-243|).
Desarrollamos aqui el caso general.

Lema 2.0.10. Usando la notacion anterior. Sea f € Ve% un sistema tal que rank (T, f) =
m entonces:

NJ(fe0) 1 N
———— =det ((T¢ T, .
NJ(ﬁeO)ﬂ-Q € (( Of)< Of) )
Demostracion. Por el Lema 2.0.9,
t\1/2
NJ(f,eo)ﬂ'l . det ([dm + BB )

NJ(repm2  det (Id,, + (BNHBH)Y?
donde B :=T,,f € Mp,xn(R). Entonces,

L Nlyeym _ det(Idy + BB)"”
det (BBt)l/Q NJ(f,eo)ﬂ-Q det (BBt + BBt(BT)tBT)1/2 .

Ahora, observamos que BB!(B")!B = B(B'B)!B'. Ademas, por las propiedades ele-
mentales de la pseudoinversa de Moore-Penrose, BIB € M, (R) es autoadjunta. Esto
es,

B'B = (B'B).

Por ultimo, B es suprayectiva, luego BB' = Id,,. Por lo tanto,
det (BB' + BB'(B")'B') = det (BB' + BB'BB') = det (BB" + Id,,)
y el lema queda demostrado. O]

Continuamos con varias formulas que nos permitiran realizar las estimaciones en las
siguientes secciones.
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2. Algunos resultados integrales basicos

Proposicién 2.0.11. Sea ¢ : VR — R una funcion positiva e integrable. Si ademds ¢
es invariante respecto a la accion del grupo ortogonal O(n + 1,R) sobre VE se tiene:

1/2
/¢ﬁ VE (s =0, [ 9(F.c0) det (T2 )T )|V
fEP(H (d) ) CEVR(f fevEk
Demostracion. Inmediata a partir de las proposiciones 2.0.7 y 2.0.10. O

Proposicién 2.0.12. Usando la notacion anterior. Sea ¢ : VR — R una funcion inte-
grable tal que para todo f € Veﬂi que cumple

¢(f> 60) = (b(Teof? 60) = ¢(ga 60),

con g € L., la componente de f en la descomposicion ortogonal V]R V. LLe,. Entonces

/ /¢(f7 Z)dV§(f)dVA = 2797119N—(n—|—1)m—1[(¢a m,n, (d))>
FEB(HE,) CEVE(S)

donde N = dim(P(H,)) y

Iomon, (@) = [ olf.e0)det (T N(Tf) (L= IFI3) * dB,

BY(Le,)

con BY(L.,) es la bola cerrada de radio 1 en L., respecto de la morma inducida por el
producto escalar de Bombieri (-,-)a en L,

Demostracion. Sea S (Vf{f) la esfera unitaria respecto de la norma inducida por el producto

escalar de Bombieri en V,,. Denotamos por p : S (Veﬂs) — BY(L,,) la proyecciéon canénica
sobre la bola unitaria respecto de la norma inducida por el producto escalar de Bombieri
en Le,. Siguiendo el Ejemplo 9 y el Lema 2 del Capitulo 11 de [BCSS98] tenemos:

e Para todo punto g € B'(L,,), la fibra p~'(g) puede identificarse con una esfera en
V2 de dimension (dim(V) — dim(Le,) — 1) y radio (1 — lgll%)"2. Bs decir:

p~'(g) = esfera de dimension (N — (n + 1)m — 1) y radio (1 — [|g||3)"/? en Ve
e Kl jacobiano normal de p en cualquier f € S (Veﬂf) satisface:
1/2

NIgp = (1= lp(HIR) "

Se sigue inmediatamente que
1/2

/¢f760 |det f Teof))’/dS:
£e8((Leg))

[ [swenldet ()T (1= o) o (g)aB" =
(9)

gEBY(Ley) zep~?

/ 6(g, €0) |det (T g)(Tog)) [ (1 = l]2) ™% v% 0~ (9))dB"

geBl(Lﬁo)
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Ahora, como p~!(g) es una esfera real de dimensiéon (N — (n + 1)m — 1) y radio
(1= Igl2)"? tenemos

N—(n+1)m—1

Sl =200—gla) 7 In—(nrmot-
Concluimos entonces:
/ 6(f. e0) |det (T f)(Teo £)) | AVE = 20— (s ymr I(6,m, 1, (),
fevl

donde

1(g,m.n. (d)) = /¢(9760) det (Toog) (Tog)) |2 (1= Nlg2) 2 dB?

gEBl(LEO)
]

Proposicién 2.0.13. Usando la notacion anterior. Sea ¢ : VR — R una funcion inte-
grable tal que para todo f € Veﬂs :

¢(9760)
gl ’

¢(f7 60) =

con g € Le, la componente de f en la descomposicion ortogonal Vi = V! 1 L.,. Entonces

/ / O(f, 2)AVE(F)dva = 2009y merym1J (6 mm, (d),

FEP(HE,) 2eVE(S)

donde N = dim(P(H,)) y

N—(n+1)m—2

N9-0) | ot (1, 1) (T V)2 (L= IFIZ) 2 dB,

191l a

J(¢,m,n, (d)) =

gEB (Ley)

con BY(Le,) es la bola cerrada de radio 1 en L., respecto de la norma inducida por el
producto escalar de Bombieri (-,-)a en Le,.

Demostracion. La prueba es esencialmente la misma que la anterior proposiciéon y por
ello la omitimos. O

Por ultimo mostramos otra identidad muy util.

Proposicion 2.0.14. Usando la notacion anterior.

1 NJ(f,e0)T1 _ VAR
dV, = ——=,
Vn—m[VP<f)] NJ(f,eo)ﬂ—Q ﬁn

(R(ay)eg

donde Regy = m1(V) = {] € P(H%) : Vo(f) # 0} ¥ (Rea))ey = (V).
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2. Algunos resultados integrales basicos

Demostracion. Para empezar, se tiene que

. /m /dvpm dva — /X%dVA — va[Rea).

R(d) V]P’(f) ( (d))

Por otro lado, teniendo en cuenta que Vp(f) = 77 '(f) v aplicando la férmula de la
coarea obtenemos

NJ NJ(fxTI'l 1
I = .
/ A / / TN, (@)

(f,x)eVE 2€Pn(R) femy?

Como v,_,,[Vp(f)] es invariante bajo la accion del grupo ortogonal O(n + 1,R), con-

cluimos . NJ
I= 19”/ (eo)TL gy,
Vire [V (F)] N (1.00) 2
fevg%
[
Nota 2.0.15. Ndtese que si (d) = (dy,...,dn) es un vector de nimeros naturales impares

entonces v R = V.A[IF’(’H]%%))] (véase la proposicion 1.2.2) y el lema anterior quedaria
en los siguientes términos:

/ L Nlgom e Ux
anm[v[P’(f)] NJ(f,m)/]TQ 0 'Lgn

R
Veo
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Capitulo 3

Norma media de los ceros de un
sistema de ecuaciones

Algebra is the offer made by the devil to the mathematician. The devil says:
«I will give you this powerful machine, it will answer any question you like.
All you need to do is give me your soul: give up geometry and you will have
this marvelous machine»!.

Sir Michael Atiyah [Ati02]

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de la norma de las soluciones de un
sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas. Es decir, en este capitulo demostrare-
mos los Teoremas 0.0.32, 0.0.33 y 0.0.34

3.1 Notaciones preliminares

Comenzamos introduciendo algunas notaciones necesarias acerca de las cartas afines
del espacio proyectivo P, (R). Para todo ntimero natural i tal que 0 < ¢ < n, definimos
el conjunto abierto y denso A® C P, (R) como el conjunto de puntos proyectivos cuyas
coordenadas homogéneas i-ésimas sean distintas de 0. Es decir,

A ={z=(v0:...:2,) €P, (R) : z; # 0}.

El complementario del conjunto A¥ en I, (R) es el hiperplano H; = P, (R) \ A}. Para
todo namero natural 7 tal que 0 < ¢ < n tenemos las cartas afines

0 : R" — AR C P, (R)
dadas por las siguientes igualdades: para todo x = (z1,...,z,) € R"

wi(x) = (ry .t Limg o xy).

IEl algebra es la oferta hecha por el diablo al matemético. El diablo dijo: «Te daré esta potente
maquina que respondera cualquier cuestiéon. Todo lo que necesitas es darme tu alma: deja la geometria y
te la daré.»
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

Denotamos por e; € A¥ al punto proyectivo dado por ¢; = ¢;(0) € AR donde 0 € R
denota el origen. Notese que para todo nimero natural ¢ tal que 0 < i < n, ¢; es una
isometria en 0 € R"”. En particular NJyp; = 1 para todo 7,0 <7 < n.

El siguiente lema generaliza a coordenadas reales el Lema 21 de [BP07al.

Lema 3.1.1. Usando la notacion anterior. Para todo x € R™ y para todo 1,0 < i < n se
tiene:

1
NJzp; = P N
(14 [l[[) =

donde NJ,p; denota el jacobiano normal de p; en v € R™.

Demostracion. Como la prueba es idéntica para todo 7, 1 < i < n desarrollaremos solo la
prueba para i = 0. Aprovechando esto, simplificaremos la notaciéon escribiendo ¢ en vez
degpyye=e =(1:...:0).

Como ya hemos observado dop : ToR" — T.PP,, (R) es un isomorfismo lineal y una
isometria y por lo tanto

Por otro lado, sea O(n + 1,R) C M,,+1(R) el grupo ortogonal. Como ya hemos deno-
tado anteriormente, tomaremos 7 : R"*\ {0} — P, (R) como la proyecciéon canénica.
Para toda matriz ortogonal U € O(n + 1,R) abusando de la notacién escribiremos U para
la isometria afin U : R"™! — R"*! dada por:

U(x) := Ux' para todo x € R"™,

donde ' denota el vector traspuesto de x. Denotaremos por U a la tnica isometria
U:P,(R) — P, (R) que hace al siguiente diagrama conmutativo

R\ {0}~ R\ {0}

P, (R) ——— P, (R)

S

Para todo x € R" existe una matriz ortogonal U € O(n + 1,R) tal que
Ulp(x))=e=(1:0:...:0).

Notese que es posible escoger dicha matriz U de la siguiente manera:

U (;t) _ ((1 + |!§|\2)1/2> .

Se tiene entonces que U es una isometria en cualquier punto proyectivo =z € P, (R) y
por lo tanto su jacobiano normal cumple

NJ,U = 1,Vz € P, (R).
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Definimos ahora ¢ : R” — R™ como:
p=¢ " olUop.
Notese que ¢(z) =0y @ o ¢ = U o p. Usando la regla de la cadena se obtiene

NJopNJ ¢ = NJ () UNJT 0.

Como ¢ es una isometria en el origen 0 € R™ y U es una isometria en cualquier punto,
inmediatamente tenemos:
NJ,op = NJ, .

Es mas, si g : R® — R es la aplicacion
g(x) :== (Uy, (1,2)),Vz € R",
donde (-, -) denota el producto escalar euclideo en R"*!, se tiene que

(g : ¢)($) = ((Ulv (1’ $)>, R <Un7 (1,ZE)>),
para todo z € R™. Dado que ¢(z) = 0 concluimos inmediatamente que para todo v €
T,R",
g(w)dxcﬁ(v) = (<U17 (1,U)>, SRR <Un7 (170»)
y por lo tanto
1

dyp(v) = ———5—1
)= ey

(<Ul’ (17U)>7 ) <Un7 (177})))’

para todo v € T,R™.

Introducimos ahora un lema técnico que usaremos a continuacion.

Lema 3.1.2. Para todo vector tangente v € T,R" tal que (z,v)g = 0 y para cualquier
otro vector tangente w € T,R"™ se cumple:

(de(v), dop(w))Tymr =

1
PEETTAGKOIES
L+ =l
Demostracion. Notese que para todo v, w € T,R" se tiene:

n

Z(Uw (07 v)>R<Ui7 (07 w)>R'

=1

1

da: (% ,dx W))ToR™ S E—
(d26(0) ded )z =

Ahora bien, como

concluimos inmediatamente:

(a6 (0), du (1) e = —

Tz (e = (Ui (0.00) W 0.10)).

Como (x,v)rn = 0 se tiene que (U, (0,v)) = 0y se sigue el lema. O
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

Consideramos ahora una base ortonormal {b;,...,b,} de T,R™ tal que b, = Tl ” Te-
nemos entonce que, para todo i,1 <7 < n — 1y para todo j,1 < 7 < n aplicando el
Lema 3.1.2 se cumple:

1

(dp(v), dep(w)) Tymn = 1 < b)) e — {1+|Ix||§ Sit =]

+ ||z HQ 0 en otro caso.

Y para ¢ = n se tiene que:

Obsérvese que

[l
<U07 (O’I)>2 = T . 2
1+ |||

por lo tanto

1 [EdlE 1
(Ao (0), dud(0)) 1y = ——— [1 SN ) I U S
’ 1+ [|[13 L+l ] (U [lz)3)?
Finalmente atl
1 =N
NJxSONJ:v(b = | det W(‘b? x)‘l/Q = <—2> )
1+ [l
donde W (¢, x) es la matriz simétrica dada por
W(g, ) = ({(ded(bi), dzp(bj)))1<i j<n-
Y el enunciado se sigue. O

Proposicion 3.1.3. Para todo nimero real r tal que 0 < r < 1 y para todo nimero
natural © tal que 0 < i < n se cumple:

1 1 r B n+r 1—r
= [l w52 150,
Pn(R)

donde ((z,y) representa la funcion especial beta (véase Anexo A).

Demostracion. Como en el caso anterior sélo desarrollaremos el caso ¢ = (0. También
simplificaremos la notacion de la misma manera, es decir denotaremos ¢ = .

Como P, (R) \ A¥ es un hiperplano y por lo tanto tiene medida nula, podemos usar
la formula de la coérea (véase Teorema 1.3.3) para concluir:

/Hs@ )Hrdupz/ /N!firldgo(x)d]l%”.

z€P, (R z€ER™ zep(x)
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Aplicando los Lemas 3.1.1 y 1.3.2 se sigue que
I(r) = /—||9’||2 ___dR".
@ e

Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas. Para ello definimos la si-
guiente aplicacion diferencial:

pi (0,400) X8, (R) — R*\ {0}
(t,v) — tv 7’

que tiene por inversa:

p~t s RP\{0} — (0,+00) xS, (R)
x = (Nl 727)

"l

Los jacobianos normales de p y p~! cumplen:

Npr_l = ”x‘l% Vo € R” \ {0}
NI.p = "1 VY(tv) € (0,+0) xS,_; (R).

Aplicando, de nuevo, la formula de la coarea obtenemos:

_ [ S —
- | o R VR S )

(tw)e(0,+00)xS,_;(R) z€p(tv)

Lo cual da a lugar:
tn+r71

+o0
(") =v[S, , (R / LA
1 =vBa®) [
Usando la siguiente igualdad (véase Anexo A)

t2$—1

B(z,y) =2/0 et

I(r) = v[S,_, (R)]B (n +r 1- r) |

se obtiene

2 72
El resultado se sigue teniendo en cuenta que

IS, (R)]

¥y =
2

Estamos en condiciones de demostrar los teoremas principales de este capitulo.

29



3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

3.2 Demostracion del Teorema 0.0.32

Por definiciéon tenemos que:

INE [N, (f)] = / / s @) avE(f) | dua.

R(a) eVE(f

Como VE(f) = 7,1 (f), usando la formula de la coarea obtenemos

1 .
INEa [N (f)] = / o5 (@) || NI (faymdV =
" Vgn—m[vg(f)] H 0 H (f,x)71
,Z‘E
1 oy Mua ™ ow
= — et (@)|| =L v R gy,
| i e el

z€Pr(R) fe (R(d) ) B}

donde (Ra))z = R N7 (x) = V,. Obsérvese que la siguiente integral no depende de x

1 NJgaom o
DL GVE,
/ Ve[ VE (/)] NI (.0) 72
(f,x)eV,

Luego, obtenemos la siguiente igualdad

r 1 NJ(fe T
INEA NI (f / o ()| dvp / 0) alV]R
e @)l o VR NI 2
zeP, (R (f730)6V60

Ahora, aplicando el Lema 2.0.14 y el Lema 3.1.3, conseguimos

eSO =6 (5015 ) Rl

tal como queriamos. O

A partir de este teorema se pueden obtener los siguientes corolarios:

Corolario 3.2.1. Usando la notacion anterior

3 VAR () n+r 1—r
Proba [N7 (f) > e71] < 221X .
roba [N7,(f) = e7'] < o l—5——5 )¢

En particular, si todos los elementos de la lista de grados (d) = (dy, ..., d,,) son nimeros
impares se tiene

Proba [N, (f) > e'] < 8 (”” 1?) €.

Demostracion. Simplemente aplicar la Desigualdad de Markov (véase 1.3.6) al teorema
anterior. O
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Corolario 3.2.2. Usando la notacion del Teorema 0.0.32 anterior. Para todo € niumero
real positivo tal que € < 1 la siguiente desigualdad se cumple

Proby [dim(VE(f) N B(0,7) < n—m] < (g 1 i) sk,
N

donde dim(-) denota la dimension como conjunto semialgebraico y B(0,e72) denota la
bola cerrada de centro 0 y radio €2 en R™. En particular, si todos los elementos de la
lista de grados (d) = (di,...,dy) son nimeros impares, n > 3 y € es un numero real tal
que € < 1, entonces

Proba [dim(Vy(f) N B(0,e7%)) <n—m] <el <i> :

Demostracion. Para todo ntimero real € tal que € > 0, para casi todo f en IP’(’H]%%)), se
tiene que la dimension del conjunto

VE(/)NB(0,e7?),

es menor que n — m si y solo si dicho conjunto tiene medida nula como subconjunto de
Vi(f)-
En el caso que VE(f) N B (0,e7%) tenga medida nula en VE(f), se tiene para casi todo

z en VR(f) que:
2

|lz|| > e~
De lo que se deduce que para casi todo z en VE(f):

)" > &7,

y por lo tanto Nai>(f) > e~'. Finalmente

Proba [f € IP’(’H](%)) dim(Vi(f)NB(0,e7Y)) <n—m] <
< Proba [f € ]P’(H]&)) N2> e '].

Aplicando la Desigualdad de Markov (véase 1.3.6) concluimos
Proba [f € P(H(y) - dim(VE(f) N B (0,e7")) <n—m] <eEa [NJJ2(f)]

y el resultado se sigue aplicando el enunciado del Teorema 0.0.32. n

3.3 Demostracion del Teorema 0.0.33

Para todo f € IP’(’H]&)) definimos V§(f) € C" el conjunto algebraico de todas las
soluciones afines sobre los ntimeros complejos del sistema de ecuaciones definido por f.
Es decir

VE(f) ={zeC": filx) =0,1 <i<m},
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

donde f = (f1..., fm). Sea Uy C P(H]Fd)) el conjunto de los sistemas f € ]P’(H( )) tales
que V§(f) es una variedad algebraica compleja de dimensién menor que n —m. A partir
de resultados clasicos de Teoria de la Eliminacion se tiene que U, es un subconjunto
propio de una subvariedad algebraica de P(H]&))- En particular, la siguiente igualdad se

cumple en P(H ) ):
vulUs] = 0.

Ahora, para todo « € {0, 1} consideramos la siguiente integral

-/ / o3 (@) |7 AVE(f)dva.

fep H(d)) zeVE(

Es més, para todo f € 7—[]51) \ Uw se tiene que

E.r
Hiay

/ lelm avi() | = 2. (3.1)

Nuestro objetivo es calcular I%(r) pues el resultado se sigue de forma inmediata.
Usando la formula de la coarea (véase 1.3.3) obtenemos:

@ ro NJ (f,)T1
1%(r) / / 00" ()] —Wd‘/;RdVP-
:BEIPTL fI EVR x

Claramente se tiene que

NJ(r2

(f: )7T1 d‘/’xR’

NJ(f,x)'/TQ

es independiente de x, luego
ro NJ (f,e0)T1
d —OdVR
/Hw @l ave [ 3
z€P, (R fev]R

Consideramos ahora el caso @ = 0. Aplicando el Teorema 0.0.35 obtenemos:

/ / dVE(f)dva = DY?9,_, 0.

feIF"(H(d> zeVE(

Por otro lado,

— 9, /N‘]f” Ty,
NJ(feo o

feVR

Juntando ambas igualdades tenemos

NJ e n—m

/ )T R p/2Un-mVn (3.2)
RNJ(f €o) 71'2 ﬁn

fGV
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Consideramos ahora el caso a = 1. Usando la Ecuacion (3.2) y el Teorema 3.1.3
tenemos

I'(r) = DY20,_inf <” trl- T) .

2 72

Finalmente, usando la Igualdad (3.1) concluimos

- n+r 1—r
Ea / el aVE() :Dl/?ﬁn_mﬁ( )

2 72

]

Demostrar un corolario necesario para demostrar la demostraciéon del Corolario 0.0.34.

Corolario 3.3.1. Usando las notaciones del Teorema 0.0.32. Sin = m, n > 3 y para
todo nimero real r tal que O < r < 1 se tiene:

1—
Proba [ max ||z| > 5_1} < D1/25TF< r) ,
zeVE(S) 2

donde T es la funcion I definida por Euler y D denota el nimero de Bézout, es decir

D= H:il d;.
Demostracion. De forma trivial tenemos que para todo niimero real r tal que 0 < r < 1:

Proba { max ||z| > 5_1] = Proba [ max |z|" > 5_’1 :
2eVE(f) z€VE(f)

La siguiente afirmacién también es trivial:

Proba [ méx |[z]|” > gr} <Proba | > [zl =&
zeVE(f) =
z€V,(f)

Finalmente, usando la Desigualdad de Markov (1.3.6) y el Lema 0.0.33 (en el caso
n = m) obteniendo:

1—
Proba Z |z||" > e | <DY%"p (nT—l—?” 5 r) .
zeVE(f)

Por otro lado, es facil probar que si n > 3 y para todo niimero real r tal que 0 <r < 1

se cumple:
5 n+r 1—r T 1—r
2 72 - 2 '

Y sustituyendo se sigue el resultado. O

El demostracion del Corolario 0.0.34 es inmediata a partir del resultado anterior.

Nota 3.3.2. Es importante remarcar el significado del Corolario 0.0.34 La bola cerrada
B(0,e72) contiene un conjunto denso en la topologia Zariski de alguna de las componente
irreducibles de Vi (f) con alta probabilidad.
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3. Norma media de los ceros de un sistema de ecuaciones

3.4 Numero de soluciones reales de un sistema de ecua-
ciones

El Teorema 0.0.35 extiende al caso subdeterminado el resultado acerca del nimero de
soluciones reales que presenta un sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas en el
caso cero dimensional debido a M. Shub y S. Smale (véase [BCSS98]). Kostlan demostro
en |Kos93| (véase también [Kos02]) el caso en el que todos los grados de los polinomios
sean iguales. La formulacion siguiente es debida a Prior y Biirguisser (véase [Pri06]). Se
presenta aqui debido a que es un mero corolario de nuestras técnicas.

Demostracion del Teorema 0.0.35. Sea p : BY(Le,) — BY(Mxn(R)) la isometria:

p(f) = A((d)l/z)Teoﬁ

donde B'(M,,x,(R)) es la bola cerrada en M,,x,,(R) respecto de la norma de Frobenius.
Tenemos entonces:

UnVN—(n+1)m
Ergiz,) [valVE()]] = 27— 1 (n,m, (d)),
N

donde

Mo, (@) = [ et ()T (= 1AR) 2 b =

feB(Leg)

N—(n+1)m—1

:D1/2/|det (MMt)|1/2 (1—||M|2) 7 4B
MeBY (M xn(R))

Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas tal como hicimos en la de-
mostracion del Lema 3.1.3 obteniendo:

N—(n+1)m-—1

1
I(n,m, (d)) :DI/Q/ / |det((rM)(rM)t)\”2rm"—1 (1—|rM|3) 2 dS.
S (Mumocn (R))
Tenemos entonces que

n+1l)m—1

1
I(n,m,(d)) = Dl/QJ(n,m)/ Pt m=1(1 _ 7’2)%%,
0

donde
J(n,m) = /det (MM?")ds.
S(Mmxn(R))
Por otro lado, tal como también hemos visto en la demostraciéon del Lema 3.1.3,

B(x,y) = —i((i)i(s)) =2 /0 #2511 — )y dt.
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Por lo tanto

R 1/2 YnVN—(n+1)m
Epgez,) [valVe(N] =D / . B

ki1
Como v, = F?’“Ql) concluimos

»

T < n+l)m)
(n+1)(1—m) 2
ey [ V] = DV —fers 2 m)
2

Ademés, si denotamos por

(n+1)m
(n+1)2(1—m) F < 2 ) J(

T ()

R(n,m)=m n,m),

para toda lista de grados (d) = (di, ..., d,,) se cumple:
EP(H]&)) [VA[V?;(J?)H = Dl/2R(n7m)-

En particular, si (d) = (1,...,1), VE(f) es un espacio proyectivo de codimensiéon m
excepto en un conjunto de media nula en IP’(’HI(R;)) por lo que:

Erut, ) [valVE()]] = v

Luego se sigue que
R(n,m) = vp_m,

y concluimos

E [valVE()]] = D2,
O

A partir de la demostracion anterior se sigue un corolario que no tiene relaciéon directa
con nuestro discurso pero que tiene interés por si mismo.

Corolario 3.4.1. Usando la notacion anterior:

det (MMt) S =v,_ W% - <nT+1)

(n+1)m
S(Mmxn(R)) F( 2 )

Este corolario nos da el valor esperado para el determinante de matrices simétricas
cuyas entradas son todas ellas variables aleatorias normales de media 0 y varianza 1.
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Capitulo 4

Estimacion de la distribucion de
probabilidad del ntimero de
condicionamiento

...je n'aurai rien a y faire que de vous indiquer le moyen de répondre a
votre question, sans vouloir charger ni moi ni personne de le faire. En un mot,
les calculs sont impraticables?.

Evariste Galois [GL46]

Como hemos viso en la introduccion es sumamente importante conocer la distribucion
de probabilidad del condicionamiento ft,.,n para conocer la complejidad de un algoritmo
de deformacion homotopica basado en el esquema de Shub y Smale. A este respecto
dedicaremos este capitulo a demostrar los Teoremas 0.0.16 y 0.0.17. Pasamos ahora a
demostrar dichos resultados.

4.1 Demostracion del Teorema 0.0.16

Definimos x. : V® — {0, 1} como la funcién caracteristica del siguiente conjunto

AE = {(f? C) e V]R : Mnorm(f? C) Z 5_1}'

Calcularemos cotas inferiores y superiores de la siguiente cantidad:

1= [vargws= [ | [xetroni) | an

FEP(H(y) FEP(Hy) \ze€VE(S)

Como el ™ es invariante respecto a la accion del grupo O(n + 1, R) sobre VE (véase
la Proposicion 1.1.1), aplicando la Proposicion 2.0.13 concluimos:

I = 219n79N7(n+1)m71J(57 n,m, (d))a

1. ..so6lo necesito indicarte el método para responder a tus preguntas, sin esperar que yo u otra persona

pueda llevarlo a cabo. En resumen, los calculos son imposibles.
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4. Distribucion de probabilidad del nimero de condicionamiento

donde

1/2 N—(n+1)m—2 .
semm @)= Xelloo) qor (1, £y (T V)2 (L= 1) 2 dB

1f1la
JFEB(Ley)

y B'(L.,) es la bola unitaria en L., respecto de la norma ||-|| .

Definimos p : BY(L.,) — B (M,,xm(R)) ala isometria dada por la siguiente igualdad:
p(f) = A(d)'*) Ty,

Tenemos entonces

/ M N—(n+1)m—2
Heamam, (@) =0 [ 3D der (o) 12 (1 )
FEB (Muxm(®)

donde %L : Mpxm(R) — {0,1} es la funcion caracteristica del conjunto:
B.={M € Mxm(R) : kp (M) > e}

Notese que la funcion y. es homogénea de grado 0 y por lo tanto una funcién pro-
yectiva. Transformamos ahora la integral a coordenadas esféricas tal como hicimos en la
demostracion del Lema 3.1.3 obteniendo:

J(g,n,m,(d)) =
N—(n+1)m—2

1
_ pi/2 / / (M) [det (M) (r D)) [V2 =2 (1= M 2) 7 drdS
MGS(Mn(R)())
O equivalentemente,

N—(n+1)m—2

1
‘](57 n,m, (d>) - H(EJ, n, m)'Dl/Q / T(n+1)m—2(1 - 7,2>de’
0

donde:

H(z,n,m) = / XL(M) |det (M M1 [? dS = 2 / XL(M) |det (MM [ dv.

MeS(Mnxm(R)) MeP(Munxm(R))
Consideramos ahora el espacio proyectivo P(me(nﬂ)(R)) y la variedad de incidencia
W ={(M,z) € PMyxmin(R)) x P, (R) : Mx = 0}.
Notese que
M) (R) = Hy,

donde (1) = (1,...,1) € N™. Tenemos entonces que W es una variedad Riemannian y
junto a las proyecciones presentadas en la introduccién obtenemos el siguiente triangulo
de proyecciones
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Téngase en cuenta que Wél)fl(eo) puede ser identificado con el espacio proyectivo

P(Mnxn(R)). Es decir, Wél)fl(eo) = W = P(Myxn(R)). Es més, para toda matriz
M € 7877 (ey), se tiene que T,,M = M. Luego, usando el Lema 2.0.10 obtenemos la
siguiente igualdad

2 NJ vz
H(e,n,m)zﬂ—/ /X’E'(M,x)(M—Wld (1) ( ) | dvp,

NJ sz
z€Py(R) MEWél)il(ac) (M, )ﬂ-Q

donde x” : W — {0,1} es la funcion caracteristica del conjunto

DE = {<M7 IE) eWw: :unorm(M7 33) > 571}'
Seguidamente obtenemos:

2
Hien,m) = - / (M, 2)NT gy Dy,
" W

y finalmente:
H(e,n,m)= — / ' (M)dvg,

MEP(MW X (n+1)

donde X" : P(Mpx(nt1)(R)) — {0, 1} es la funcioén caracteristica del conjunto W%l)(DE).

Ahora observamos que existe un subconjunto propio de S C P(M,,x(n+1)(R)) cerrado
en la topologia Zariski tal que, para todo M € P(Mp,xn+1)(R)) \ S la fibra 7T§1)_1(M) es
un punto proyectivo. Es decir, para todo M € P(M,xm+1)(R)) \ S, el nicleo de M es
un subespacio vectorial de R"*! de dimension 1 y ademés M define una aplicacion lineal.
En particular, para todo M € P(M,,x(n11)(R)) \ S, se tiene que ft,,,,,,, (M, ) = ka (M) y
podemos concluir

H(g,n,m) = 0 / M)dve,

MEP mX(n+1) R)

donde X% : P(me(n+l)(R)) — {0, 1} es la funcion caracteristica del conjunto
={M € PMxnin(R)) s ka (M) > e}

Ahora bien, usando los resultados debidos a Chen-Dongarra (véase también el corola-
rio 1.4.3) concluimos:

2 Ummin-1 [ (n+1)ce
Py V271 n—m-+2
donde 0.245 < ¢ <2y 5.013 < C < 6.414.

Por otro lado, tal como hemos visto en la demostracion del Lema 3.1.3 (véase Anexo A
para més detalles),

n—m-+2 n—m-+2
19m n _ 1 3/2
) < H(e,n,m) < — D1 (("+ ) Cs)

2
19_71 2T n—m-+2

1
Blav) = Trop =2 [ e e
0
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4. Distribucion de probabilidad del nimero de condicionamiento

se tiene que:

/1 e 712)N*(n+21)m72 dr— 5 ((n + 1gm - 1, N —(n —g 1)m + 1) |
0

y usando la desigualdad de Gautchi (véase [EGP00| por ejemplo) se obtiene facilmente:

( 2 1)1/25<(n+1)m N—(n+1)m+1)S

(n+1)m — 2 7 2
<3 (n+1)m—17N—(n—|—1)m—|—1 <
2 2
< N UQB m+1)m N—(n+1)m+1
—\ 2 2 ’ 2 ’
y por lo tanto:
N -2
(M) Iy <
2
<IN~ (Ot 15(("+1;m_1,N_(”+21>m+1)§

Juntando todo lo anterior obtenemos:
I= 219n79N—(n+1)mJ(€7 n,m, (d)) = 219n19N—(n+1)mD1/2BH<€7 n, m>7
donde

B=p

((n—l—lgm—l,N—(nj;l)m%—l).

Usando ahora las cotas sobre H(e,n,m) obtenidas anteriormente se sigue:

Iy ( (04 Dee \"F
\ 27 n—m-+2 -

<I<

2
2z9nq9N_<n+1>mD”2619—

9 ﬂm(n+l ((n+ 1)3/205>n_m+2

< 2 19N () DI/QB \/2_ n m—+ 2
'n, m -

Usamos ahora la Desigualdad (4.1)

4DV 2 V2 g e\
V2 (n+1)m—1 n—m+2

<I<
_ 4Dy (N Y24 1320\
- Vor 2 n—m+2
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donde 0.245 < ¢ <2y 5.013 < C <£6.414.

Concluimos la demostracion recordando que

P = Ea [Vol™(f)] = %

luego
4 D V2 /(04 1)ee \"2 2 e [((n+1)¥2Ce o
— | — - <P < —(ND) R — )
Vo \(n+1)m-—1 n—m-+2 Vi3 n—m-+2
]
El siguiente corolario se sigue inmediatamente del Teorema 0.0.16.
Corolario 4.1.1. Usando la notacion anterior. Suponemos que (d) = (dy,...,dn) son

numeros naturales impares. Para todo nimero real € con € < # se cumple:

m—+2
4 1 1 V2 e\ -
VT DY29, o \(n+1)m —1 n—m+2 -

< Ea [ ()] <
_ 2 (ND)'? ((n+1)*2Ce nomt
VT Vam n—m+2 ’

donde 0.245 < ¢ <2 y 5.013 < C <£6.414.

Demostracion. Trivial a partir de las cotas sobre v, _, [Vp(f)] dadas por el Corolario 1.3.5
y del Teorema 0.0.16. O

Nota 4.1.2. Ndtese que la cota inferior sigue siendo vdlida en el caso que la lista de
grados (d) = (dy, .. .,d,) contenga un nimero par.

Antes de demostrar el Corolario 0.0.17 es necesario introducir el siguiente lema técnico
que usaremos en la demostracion.

Lema 4.1.3. Sea X una variable aleatoria real y positiva tal que para todo nimero real
positivo t > 1,

Prob [X > t] < ct™¢,
donde ¢ > 1, > 1 son dos constantes positivas. Se tiene entonces que:

«

E[X] < ¢!/ .
[X] <c P

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [Bel06). O
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4. Distribucion de probabilidad del nimero de condicionamiento

4.2 Demostracion del Corolario 0.0.17

Comenzamos por el primer item. A partir del Teorema 0.0.16 tenemos:

ND\"? (n 4 1)3(Ce)?
EaVol(fl =5~ [ > Aol < (X)) e,
Y e ) Vel
donde y. : V® — {0, 1} es la funcién caracteristica del conjunto
A - {f € ]P)( ) :unorm(fa C) - _1}'
Por otro lado: )
PrObA [Mworst()f Z 5_1} 19 /ngVAy
N
P(H(y)
donde x. : IP’(H]%%)) — {0, 1} es la funcién caracteristica del conjunto:
B - {f S ]P)( ) /'LworstOf > e 1}'
La demostracion se sigue teniendo en cuenta que:
1
o [xam<g [ oavipns.
B(HE, ) Y per (2,)) Vel
Para la segunda parte, simplemente aplicar el Teorema 4.1.3. O

Definimos ahora el condicionamiento p medio, que denotaremos u?® . (f), como el
valor medio que alcanza el condicionamiento fine-m en el conjunto de los ceros Vi (f). Es
decir:

Vol.(f) 1

() = e = o [ xeavi(h).
Ve(f)

suponiendo que v, . .[Vp(f)] > 0 y denotando por x. : Vp(f) — {0,1} a la funcion
caracteristica del conjunto A.(f) = {¢ € Vp(f) : tyorm (f>¢) > 71}

A partir de estas estimaciones se pueden construir procedimientos que calculen puntos
en la variedad solucion V, (f) como se describe en [CKMWO0S].

El siguiente corolario se sigue del Teorema 0.0.16 (véase también la Proposicion 0.0.15).

Corolario 4.2.1. Usando la notacion anterior. Para todo nimero real € con 0 < € <
;of1 1
min {5, m} se cumple

T n—m-+2

donde 5.013 < C' <6.414 y ug =~ 0.05992 es una constante universal.
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Demostracion. Sea € < min{%, m}, entonces usando el Teorema 0.0.15 se tiene:

2 1
in {d?’%:i(f, ) 5} < B(5.0)

Ahora, como

anm[c S VP(f) : R(f7 C) < 8] S anm[é- S V[P’(f) : dQTugog S Mnorm(f7 C)]?

usando las cotas del Corolario 0.0.16 concluimos:

Ea [, ol € Ve(f) : R(f,C) < €] <2 (?) v (M)n_m” (%g) e

n—m-+2
m
4.3 Demostraciéon del Corolario 0.0.18
A partir del Teorema 0.0.15 se puede obtener la siguiente desigualdad:
2u0 1
{ T2 /0 /) o < Rwors .
min { B o (f) 3} = o(f)
Por otro lado,
n{a,b} > ab
min{a .
T a+b
Juntando ambas expresiones obtenemos:
2U0
RIUOT’S Z .
t(f) 6U0 + d3/2#worst(f)
Ahora, usando el Corolario 0.0.17 y y el Teorema 1.3.7 concluimos
9 1/4
EA [Rworst] Z Yo .
Buoml/4 + 2¢/2d3/2(ND)V4(n 4 1)3/2C
]
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Capitulo 5
El nimero de componentes conexas

Kai td tot adod imddoia ioa dAAALoig éotiv'.

EuxAeidne? [EucEC, Libro 1, 5° nocién comin|, [Mor70]

A partir de la descripcion de un algoritmo de deformacién homotopica se concluye ra-
pidamente que éstos sélo puede operar si el candidato inicial y el objetivo pertenecen a la
misma componente conexa del espacio de sistema de ecuaciones polinomiales multivaria-
das a la que hemos sustraido la variedad discriminante. Es por ello que es muy interesante
contar con una caracterizacion de las componentes conexas de la dicho conjunto.

Para cualquier espacio topolégico X denotaremos por [y (X) el namero de compo-
nentes conexas de X que en nuestros casos, este valor coincide con el 0-ésimo niimero de
Betti.

Nuestros principales resultados al respecto son la caracterizacion de las componentes
conexas de la variedad de incidencia sin el conjunto de soluciones singulares 3'® (Teore-
ma 0.0.27) asi como una cota al nimero de componentes conexas del espacio de sistema
de ecuaciones polinomiales multivariadas sin la variedad discriminante (Teorema 0.0.28).

5.1 Sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes rea-
les

Comenzamos estudiando las componentes conexas del espacio de sistemas de ecua-
ciones lineales. Se sabe que [y (O(k,K)) = 2 para todo k € N, K € {R,C}. De hecho

contamos con una caracterizacion de O(k, K):
O(k,K) =SO(k,K) & STO(k,K),

donde
SO(k,K) ={U € O(k,K) : det (U) = 1},

IE] todo es mayor que la parte.
2Euclides de Alejandria.
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5. El nimero de componentes conexas

es el grupo ortogonal especial (también llamado grupo de rotaciones) y
STO(k,K) ={U € O(k,K) : det (U) = —1}.
Los siguientes resultados son bien conocidos y por lo tanto obviamos su demostracion.
Los incluimos en esta memoria con el fin de fijar las notaciones.

Lema 5.1.1. Los siguientes subconjuntos semi-algebraicos de R™,

Ay ={(x1,...,00) ER™ 1y > 29 > ... > 1, > 0},
At ={(2,.. . xm) ER™ iy > 29 > ... > 1, > 0},
50N CONETO0S 1 CONVETOS:

Teorema 5.1.2 (Descomposicion en Valores Singulares). Sean n > m dos nimeros na-

turales, x = (x1,...,%y) un vector en el conjunto A, y sea D(x) € Mpyxn(R) la matriz
dada por
zy ... 010 ... 0
D(x) = . : f
0 ... 2,0 ... O

Entonces la siguiente aplicacion es continua y suprayectiva:

U: OmR)x A, xOnR) — M,u(R)
(U, z, W) —  UD(z)W*,

donde M' € M,xn(R) denota la matriz transpuesta de M. Es mds, si Sunn) C Minxn(R)
denota la variedad algebraica de las matrices de rango menor o igual que p — 1, con
p =min{m,n}, la siguiente igualdad se cumple

\I/((’)(m,]R) X A:;L X O(H,R)) = Man(R) \ S(mm)‘

El siguiente lema caracteriza las componentes conexas del conjunto de sistemas de
ecuaciones lineales

Lema 5.1.3. Usando la notacion anterior.
e Sin >m, entonces By (men(R) \ S(mm)) = 1.
e Sim =n, entonces fy (M,(R)\ S,) =2,
donde My (R) = My xn(R) v Sp = Sinn)-

Demostracion. Como V¥ es una aplicaciéon continua, los siguientes subconjuntos del espacio
de matrices M, (R) \ Sim.n) son semi-algebraicos y conexos por caminos:

A, = ¥SOm,R) x Al x SO(n,R)).
B__ = ¥ O0mR) x AL x STO(n,R)).
A = IS OmR) x AL x SO(n,R)).
By_ = ¥(SOmR) x AL x S O(n,R)).
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Se tiene entonces que:

Mipxn(R)\ Sy = AL UB_ _UA_UB, _.

Afirmamos entonces que
A+ = B_7_ y A_ = B+7_. (51)

Para probarlo, obsérvese que, para todo = = (z1,...,2,) € Al y para todo par de
matrices U € O(m,R), W € O(n,R) se cumple:

UD(x)W* = UD(1*)D(z) D(1*)W?, (5.2)

donde 1* = (—1,1,...,1). Denotamos ahora por U_ € O(m,R) y W_ € O(n,R) a las
siguientes matrices

U_=UD(1%), W_=WD(1").
Se tiene entonces que:
o U cSO(m,R) siysolosi U- € S"O(m,R).
e W e SO(n,R) siysolosi W_ €S~ O(n,R).
En conclusion, la Igualdad (5.2) implica que
Mpsn(R) \ Sy = Ay U A

y por lo tanto:

Bo (Man(R) \ S(m,n)) <2.

Sea n = m, se tiene entonces que

Ay = {Me M,(R)\ S, : det (M) > 0}.
A. = {Me Mu(R)\ S, : det (M) < 0}.

En particular A, NA_ = () y ademés ambos son conjuntos abiertos y cerrados en M,,(R)\
Sy Luego son las dos componentes conexas de M,,(R) \ S,, y por lo tanto:

Bo (Mn(R)\ Sy,) = 2.

Por otro lado, sea n > m. En este caso se tiene que Ay NA_ # 0y M (R)\ Spm)
es conexo. Obsérvese que:

Esto prueba que (Id,,|0) € AL NA_ # (. O
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5. El nimero de componentes conexas

Nota 5.1.4. En el caso que n > m se tiene también que Ay = A_ debido a que si H € A
entonces

H=UD(x)W,
con U € SO(m,R), W € SO(n,R), z € A se tiene también que
H=UD(z)W ( Idgl _01 ) = UD(x)W',
con U € SO(m,R), W' €S~ O(n,R), x € A} y H € A_. Luego
A CA_

La prueba del otro contenido A_ C A, es idéntica.

A partir de este lema, inmediatamente podemos conseguir resultados similares tanto
para la esfera como para el espacio proyectivo del conjunto de sistemas lineales.

Corolario 5.1.5. Sea S' (M,,(R)) la esfera de radio 1 centrada en el origen del espacio
de matrices reales cuadradas con respecto a la norma de Frobenius. Es decir:

S'(Mn(R)) = {M € Mu(R) : [|M]|p = 1}.

Consideramos ahora el subconjunto abierto de S* (M, (R)) dado por

S' (GL(n, R)) = S! (M (R)) \ {ﬁ M e S\ {0}} |

Entonces, By (S' (GL(n,R))) = 2 y las componentes conexas de S' (GL(n,R)) son:

S'(A,) = {M e€S'(GL(n,R)): det (M) > 0}.
S'(A.) = {M €S (GL(n,R)): det (M) < 0}.

Demostracion. Consideramos la siguiente aplicacion continua:

ri MR} — S (M (R))
M — M

M|
Obviamente, se tiene que:
S'(Ay) = m(Ay), S'(AL)=m(A),

donde A, y A_ son los conjuntos definidos en la demostracion del Lema 5.1.3. Tenemos
entonces que

Bo (S" (GL(n,R))) < 2.

Supongamos ahora que U € S!'(A,) NS'(A_). Entonces, para todo A > 0, A\U €
AL N A_ que como vimos en la demostracion del Lema 5.1.3 es un conjunto vacio. Hemos
llegado a una contradiccion, esto prueba que

S (A NS H(A) =0

y por lo tanto

Bo (S' (GL(n, R))) = 2.
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Corolario 5.1.6. Sea P (M,,»(R)) el espacio proyectivo definido sobre el espacio vec-
torial de las matrices reales de tamano m x n. Denotamos por m : M,xn(R) \ {0} —
P (Mnsn(R)) a la proyeccion candnica sobre el espacio proyectivo. Tenemos entonces que
T(Smxn \ {0}) denota al conjunto de puntos proyectivos definidos por las matrices no
singulares distintas de la matriz nula. Con estas notaciones se cumple

o Sim <n entonces By (P (Mpxn(R)) \ 7(Senm \ {0})) = 1.
e Sin=m y es impar entonces o (P (M,(R))\ 7(S, \ {0}) = 1.
e Sin=m y es par entonces By (P (M,(R))\ 7(S, \ {0})) = 2.

Demostracion. Sea m < n. Consideramos la aplicaciéon continua dada por la proyeccion
canoénica

T i Musn(R) \ {0} — P (M (R))
que envia a cada elemento a su clase. Usando el Lema 5.1.3 se tiene que
T (]P) (Manscn(R)) \ 7(Simmy \ {0})) ’

es conexo y el primer caso queda demostrado.

Sea ahora n = m. Tenemos entonces que m(A;) y m(A_) son conexos y que
P (Mo(R)) = m(4,) Un(A),

por lo que

Po (P (Mn(R))) < 2.
Se nos presentan ahora los siguientes casos

e Sin=mespar, 7(A)N7(A_) =0y por lo tanto la tercera afirmacion se cumple.

e Sin = m es impar, afirmamos que 7(A,) = 1(A_) =P (M,(R)) y por lo tanto se
sigue el segundo ftem.

Probemos dicha afirmacion. Para ello escogemos una matriz X € P (M, (R)) \ 7(S, \
{0}) entonces existe una matriz M € M, (R) tal que para todo A € R\ {0} se cumple
T(AM) = X.

Supongamos que M € A, y tomemos dos numeros reales A_ < 0 < A, tenemos
entonces que:

)\+M c A+ y )\_M c A_,

donde A, y A_ son los conjuntos definidos en la demostraciéon del Lema 5.1.3 anterior.
En el caso que M € A_ se tiene que:

AMMeA y A MeA,.

En cualquiera de los casos se tiene que
T(A M) =m(A_M),

y por lo tanto concluimos que X € w(A,) N7(A_) y se sigue la afirmacion. O
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5. El nimero de componentes conexas

5.2 Sistemas de ecuaciones polinomiales con coeficien-
tes reales

Tratamos ahora de resolver la caracterizacion de las componentes conexas en el caso
no lineal. Es decir, en el espacio de los sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas
multivariadas con coeficientes reales. En efecto, esta seccion esté dedicada a demostrar el
Teorema 0.0.27.

Para ello necesitamos introducir algunas notaciones. Sea YR ol subconjunto de H]&) X
P, (R) dado por la siguiente igualdad:

—

YR = (1 x Idp)"Y(2®),

donde Idp : P, (R) — P, (R) denota la aplicacion identidad, 7 : ’H]Ej) — IP’(’H]&)) la
proyeccion candnica y w X Idp el producto cartesiano de ambas aplicaciones.

Lema 5.2.1. Usando la notacion anterior. Para todo x € P, (R) se cumple:
e Sim < n entonces 3 (@\g’ﬁ) =1.
o Sim =n entonces B (@ \ﬁ) =2.

Demostracion. Como en anteriores ocasiones solo detallaremos el caso x = ey. Notese que

para todo f € VR, f se puede descomponer de forma tnica como la suma f = f, + f;
donde f, € V] v fi € Le,. Trivialmente se obtiene que:

Deof = Deofv + Deofl = Deofl'

Y por lo tanto:
Teof - Deoﬁl(eoﬂ- - Teofl'

Es mas, la siguiente aplicacion:
o Vi X Mpxn(R) — VE=V! 1L,
(h, M) = b+ (M),

es biyectiva y una isometria por lo que es también un homeomorfismo. Finalmente obsér-
vese que:

P(Voy X M (R) \ Simmy)) = Vi \ ZF.
Ahora, usando el Lema 5.1.3 y suponiendo que m < n, {/;Es \ 'R o5 conexo mientras
que si m = n entonces [y (Veﬂﬁ \ Z'R) = 2. Es mas, en el caso que m = n, las componentes

conexas de VE\ ¥'F estan dadas por las siguientes identidades:

‘/_/;-H;{+ = &(‘/ZO X A+) ) ‘f/\ki = 6(‘/:2/0 X A_)7

€0

donde Ay y A_ son las dos componentes conexas de M,,xn(R) \ S(n.n) definidas en la
demostracion del Lema 5.1.3. ]
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Nota 5.2.2. Obsérvese que para todo v € S'(R™) y para toda aplicacién polinomial
homogénea f € H]ﬁ) tal que f(x) =0, el gradiente de f en x, V. f, es ortogonal a x. Es
decir:

(Vof,z) =0, Vo€ Vi(f).

Tomamos ahora (f,z) € VE tal que v € VX(f). Entonces las filas de la matriz jacobiana

%| %‘
Oxp!T "7 Oz, 1T
D:L‘f: . )
%| %,
Oxp 1T """ Oxp 1T

son todas ortogonales a x. En particular, si (f,x) ¢ YR la siguiente matriz tiene rango
maxrimo:

xt
Aacf = (sz) S M(m+1)><(n+1) (R) \ S(m+1,n+1).

En el caso que n = m inmediatamente se tiene que las filas de D, f definen una base
del espacio tangente T, P, (R) = (z)t y A.f es una matriz reqular. Es decir N, f €
GL(n + 1, R).

Nota 5.2.3. Sea ¢y = (1,0,...,0) € R"™ un representante del punto proyectivo eg = (1 :
0:...:0) € P, (R). Para todo f € VE definimos el jacobiano extendido de f en ey como

la siguiente matriz.
~t
€o
N, [ = .
Of (DEO f)

Es mds, sea (f,eg) € ‘//gf, entonces, debido a la Nota 5.2.2, se tiene que para todo
numero natural j tal que 1 < 7 < m se cumple:

of;
<V€ofj’60> = 8_:1;)’% =0.
Y también
D60f<€0) = 07

Luego, la primera columna de D.,f es nula. En particular se tiene que:

1 0 0
Do f = "
eod — .| Dgfler) ... Dgflen) ’
0

donde D, f(e;) denota la columna que resulta de multiplicar D, f por el i-ésimo vector
de la base candnica {eq, ..., e,} de R"

Pasamos ahora a introducir el el eje central de nuestro discurso.
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5. El nimero de componentes conexas

Definicién 5.2.4 (Jacobiano extendido orientado). Dado un par (f,z) € VR \ YR y
U € SO(n+ 1,R) una rotacion tal que Uey = z. Si & € R"™! es el punto afin tal que
x = Uey, entonces, definimos el jacobiano extendido orientado de f en x por la siguiente

matriz -,
T
st ().

Ndtese que en el caso que m = n, el signo del det (A, f) es independiente de la rotacion
U € SO(n+ 1,R) escogida.

Corolario 5.2.5. Usando la notacion anterior. Si m = n entonces las dos componentes

conezas de @iﬁ \ X'R estan dadas por las siguientes igualdades:

VE' = {(f.2) € VF : det (A,f) > 0},

VE = {(f.z) € VE:det (A, f) < 0}.

Corolario 5.2.6. Sea S (@) la esfera en el espacio vectorial ‘ZE/R con respecto del pro-

ducto escalar de Bombieri (-, )a. Es decir:
S (VE) : {(f,2) € VR Il =1}

Se tiene que

e Sim < n entonces [y (S (@) \ﬂ) =1.

o Sim =n entonces B (S <@> \ﬂ) =2.
Corolario 5.2.7. Usando la notacion anterior.

e Sim < n entonces By (VE\TF) = 1.

e Sim=mn yn es impar, entonces Py (VxR \ E/R) = 1.

e Sim=mn yn es par, entonces [ (Vm]R \ E/R) =2.

Teorema 5.2.8. Sea VE - ’H]ﬁl) x P, (R) el siguiente conjunto:

VR:={(f,x) € Hg) x P, (R): f(z) =0€R™}.

A partir de esta definicion se tiene que:
o Sim < n entonces B (ffi \ﬁ) =1.
e Sim =n entonces B (173{ \ﬁ) = 2.
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Es mas, en este tltimo caso las componentes conexas son:

pr {(f ) € VR : det (A, f)>o}

VR — {(f,x) € VR det (A, f) <o}.

Demostracion. Para empezar extenderemos a V¥ la aplicacion definida en (1.1). Es decir,
definimos la siguiente aplicacién continua:

D ‘Z%xSO(nle,R) — VE
<<f7 60)7U) = (fo U_17U60)>

En el caso que m < n, como SO(n + 1,R) es conexo, a partir del Lema 5.2.1 y del

Corolario 1.2.6 se sigue que VE \ X YR e conexo.

Para el caso m = n, el mismo Lema 5.2.1 y el mismo Corolario 1.2.6 implican que
podemos descomponer VE \ ¥R en dos conjuntos semi-algebraicos. Es decir:

VE\SR= VR VR
donde VR | VE  son los conjuntos definidos por las siguientes igualdades:

VR = $(VE xSO(n+1,R))
VE = ®(VE xS O(n+1,R)).

Por otro lado tenemos que a partir del Corolario 1 del Capitulo 12 de [BCSS98|, se
sigue que para todo matriz U € SO(n + 1, R) la siguiente aplicacion es una isometria:

@U: VR — VR
(f, 60) = (foU ! Ue),

—~ + —~ — o~
Luego, VR vy VR gson dos subconjuntos abiertos y conexos de VR. Es mas, se tiene que:

pr {(f 7)€ VR : det (A, f)>o}

VR = {(f,x) Eﬁ:det(&xf) <0}.

En particular, son conjuntos disjuntos y por lo tanto las dos componentes conexas de
VR 3R, u
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5. El nimero de componentes conexas

5.2.1 Demostracion del Teorema 0.0.27

En el caso que m < n, como SO(n + 1,R) es una componente conexa, el Lema 5.2.7
y el Corolario 1.2.6 implican que VE\ ©'® es una componente conexa y por lo tanto se
sigue la primera afirmacion.

En el caso que m = n con n impar, Veﬂf \ Y'® es una componente conexa y por lo tanto
O((VE\S®) x SO(n + 1,R)) = VE\ oF

también lo es. Se sigue por tanto la segunda afirmacion.

Finalmente, si m = n con n impar, el mismo Lema 5.2.7 y el mismo Corolario 1.2.6
implican que podemos descomponer VE\ 2R en dos conjuntos semi-algebraicos. Es decir:

VE\ SR = yET VR
donde VE" VE™ gon los siguientes conjuntos

VET = o(VE" xSO(n+1,R))
VET = ®(VE xS O(n+1,R)).

A partir del Corolario 1 del Capitulo 12 de [BCSS98|, se sigue que para toda matriz
U € SO(n + 1,R) la siguiente aplicacion es una isometria:

(I)U : ‘/EIE — VR
(fa 60) = (f © U_17 U€0)7

luego VE" v VE™ son dos subconjuntos abiertos y conexos de VE. Es mas, se tiene que:
VET = {(f,x) € VB det (A, f) > 0}
VET = {(f,z) e V¥ :det (A, f) <0} .

En particular, son conjuntos disjuntos y por lo tanto las dos componentes conexas de
VE\ 2R, Se cumple entonces la tercera afirmacion. ]

5.3 Sistemas de ecuaciones polinomiales con coeficien-
tes reales y soluciones complejas

Tratamos ahora el caso no lineal cuando consideramos las soluciones reales y complejas.
Es decir, estudiamos el niimero de componentes conexas del espacio VEC. Con el objetivo
. . . R,C R,C
de simplificar la notaciéon a partir de ahora denotaremos por m = 7" y Ty = Ty .

Ademas, denotaremos por ¥ = LRC y ¥ = ¥'RC,

Como es habitual, consideramos la siguiente acciéon del grupo ortogonal especial sobre
la variedad de incidencia

VEC xSO(n+1,R) — VRC
((f,l'),U) — (fOU_l,U.T).

Enunciamos ahora dos lemas técnicos cuya demostracion es inmediata.
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Lema 5.3.1. Dado un par (f,z) € V®C, y una matriz U € SO(n + 1,R), entonces
Uz € P, (C) siysolo si z € P, (C). En particular, para toda matriz U € SO(n + 1,R) y
para todo sistema de ecuaciones f € ]P)(H%Rd)) el nimero de soluciones reales (i.e. soluciones
enP, (R)) de f y foU™! coincide.

Lema 5.3.2. La accion del grupo de rotaciones preserva la variedad singular en todos los
casos. Es decir,

e Para toda matriz U € SO(n + 1,K) y para todo par (f,z) € YK se tiene que:

(foU™,Uz) e ¥'%.

e Para toda matriz U € SO(n + 1,K) y para todo par f € ¥ se tiene que:

(foU_l) e XX,

Como consecuencia inmediata se tiene que:

Corolario 5.3.3. Las componentes conexas de V®C \ > son invariantes respecto de la
accion del grupo SO(n + 1,R). En particular, para cada componente conexa C' de VR’C\Z'
que interseque V® entonces también interseca a Ve]f’(c, dondeey=(1:0:...:0) € P, (R).
Es mds, se tiene que:
) C' es una componente conexa por caminos
R,C R,C
’ > ) > C [ ’ .
60(‘/;0 \ —ﬂ{c—v VR’(C\EyCHVR%® }

Demostracion. Para la primera afirmacion, ya que todas las érbitas son caminos pertene-
ceran a la misma componente conexa de V%€ \ Y. Ademaés, por cada componente conexa
por caminos C' de VR®C\ ¥ que interseque a V® existe un par (f,z) € C N VR y por

lo tanto un rotacion U € SO(n + 1,R) tal que Uz = ey. Luego, (f o U™, ¢g) esta en la
orbita de (f,x) y por lo tanto (f o U™, ¢g) € C.

Para la segunda afirmacion, como toda componente conexa por caminos C' de VR’(C\Z'
tal que C N VE #£ () cumple que C'N fo’c # () inmediatamente podemos concluir que:

o (VES\S) 2 gy (VEeL ).

Esto es debido a que el conjunto C' N (VEC\ ') es abierto y cerrado en V€ \ X" y por
lo tanto se tiene la desigualdad. O]

Corolario 5.3.4. Las componentes conexas de VE\ YR también son invariantes respecto
de la accion del grupo SO(n + 1,R). Ademds, para toda componente coneza C de VE\ L'F
se tiene que: C'N Veﬂf \ YR, Es mds, se tiene que:

R\ yR R\ yR
o (VENS™) 2 6y (VE\ £F).
Demostracion. Ambas afirmaciones se siguen inmediatamente de los lemas previos. [
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5. El nimero de componentes conexas

Una proposicion en el mismo sentido es:

Proposicion 5.3.5. Todas las componentes conezas de P(H]%Qd)) \ X son invariantes res-
pecto de la accion del grupo SO(n + 1,R). Ademds, en el caso que n = m, si dos sistemas
f,9 € ]P’(H]Fd)) \ X perteneces a la misma componente conexa de ]P’(H]Fd)) \ X entonces
tienen el mismo nimero de soluciones reales.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue por los mismos argumentos que los ante-
riores teoremas.

Para la segunda afirmacion, supongamos que f, g pertenecen a la misma componente
conexa por caminos de IP’(”H](%) \ . Entonces, podemos construir un camino ~ : [0, 1] —
IF’(H]%%)) \ ¥ tal que v(0) = f y (1) = g (cf. [BCR87| para los detalles). Es méas, como
' = ~([0,1]) es compacto, existe un entorno cerrado tubular I'; of T tal que T. NX =0
y I'. esta contenido en la misma componente conexa por caminos de IP’(HI(%)) \ ¥ que
contiene a f y a g. Ademaés, a partir del Teorema del Numero de Condicionamiento (cf.
[SS93a]) podemos suponer que existe una constante real H > 0 tal que fi,orse(h) < H para
todos los sistemas h € I'.. Pero, es mas, existe un camino regular a trozos C contenido
en I'. tal que une f con g. Entendemos por regular a trozos un conjunto finito de curvas
{7 :10,1] — T'}1<i<, con las siguientes propiedades:

. U%([o, 1]) C T..

e 1(0)=f,»(1)=g

e (1) =711(0) para todo 1 <i <r—1.

Usando induccion en r probaremos que el nimero de soluciones en P, (R) del sistema
~1(0) es el mismo que el del sistema ~,.(1). Usaremos la Proposicion 3 del Capitulo 14 de
[BCSS98| (o su formulacion original en [SS93al).

Primero observamos que si una raiz z € P, (C) de f € ]P’(’Hfz)) tiene como cero
aproximado asociado z € P, (R) entonces z también pertenece a P, (R). Esto es debido a
que P, (R) es un conjunto cerrado en P, (C).

Probaremos el caso r = 1 y dejamos el paso de induccién para el lector. Como hemos
visto con anterioridad m : VEC\ ¥ — IP’(H]%%)) es una aplicacion recubridora. Ahora,

si f=(0)y {21...,2r} son las R soluciones reales distintas de f, es decir VE(f) =
{21...,2r} v $VE(f) = R se tiene que existen R arcos diferenciables /[0, 1] — VEE\
P(H%{d)), tales que:

e %(0)=(fz), 1<i<R

e 1 o.(t) = vi(t) para todo t € [0, 1].
o m(7i(1)) =g Vi.

o 7i([0,1]) N y;([0,1]) = 0 Vi # j.
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Usando la Proposicion 3 del Capitulo 12 de [BCSS98|, para todo i,1 < i < R, existe una
particién del intervalo [0, 1]
0=s50<...<sp=1,

tal que la secuencia
20 = %
Zigr = Ny, (%), 0<j<k—1
donde f,, = 71 (7](s;)), satisface
z; es un cero aproximado de f;, con cero asociado 75 (vi(s;)).
Como f,; € ]P’(H%Rd)) para todo j y z; € P, (R) concluimos que:
o 2, € P, (R).

e 2;, es un cero aproximado de un cero de VE(g).

Luego, como g € IED("HI(RZ)) \ ¥ concluimos inmediatamente que #Vi(g) > #VE(f). La otra
desigualdad se sigue simplemente intercambiando f y g. Podemos concluir entonces que
1VE(g) = tVE(f) y el caso r = 1 se sigue. La hipotesis de induccion se sigue por el mismo
argumento. 0

5.3.1 Demostraciéon del Teorema 0.0.28

La primera afirmacién es una consecuencia directa de la Proposicion 5.3.5 anterior.
Para la segunda afirmacion, como hemos visto también en la Proposicion 5.3.5,

T - VR’(C \ E/ — P(HI(RCI)) \ by
es una aplicacion recubridora, luego 7; es una aplicacién suprayectiva y por lo tanto
o (P(HE) \ B) < o (VEE\Y)

y se sigue la segunda afirmacion. O
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Capitulo 6

Caminos en la variedad de incidencia

dev vmapyer faoikikog dpopog ya T yewuetpiat.
Atribuido a EuxAeidng? [Pro50], [Mor70]

Como ya habiamos comentado anteriormente, uno de procesos claves en la construccion
de un algoritmo de deformaciéon homotopia es poder construir caminos en la variedad de
incidencia. Ahora bien, a tenor de lo visto en el Capitulo 5 nos encontramos con diversos
problemas:

e Sim = n es un numero par, entonces la variedad de incidencia tiene dos componentes
conexas.

e Las componentes conexas de la variedad de incidencia no son convexas.

Por todo ello es necesario replantearse la forma de escoger los puntos iniciales del
algoritmo de deformacién homotoépica pues primero es necesario conseguir un punto que
se encuentre en la misma componente conexa y luego habra que describir un procedimiento
adecuado que garantice no solo que existe el camino, sino que el niimero de pasos no sea
excesivo. A continuacién presentamos una posible idea que en su estado actual no puede
ser utilizada para la creacién de un algoritmo de deformaciéon homotopica pues requiere
tener informacion sobre la raiz que no conocemos.

Comenzaremos introduciendo las curvas isobaricas en el grupo ortogonal especial
SO(n,R). Los lemas son conocidos pero los usaremos para fijar la notacion.

Lema 6.0.6. Para toda matriz U € SO(n,R), existe otra matriz L € M, (R) tal que
iL € M, (C) es una matriz antisimétrica y la siguiente aplicacion

v: [0,1] — M,(C)
t — ettt

cumple:

YEuclides de Alejandria.

I'Majestad, no hay camino real hacia la geometria. Notese que real aqui se refiere a la realeza. Quizas
la traduccién inglesa sea més clarificadora: «Sire, there is no royal road to geometry».

2Euclides de Alejandria.
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6. Caminos en la variedad de incidencia

e 7 es continua y diferenciable.
7(0,1]) € 80(n,C).

o 1(0) = Id,, 7(1) = U.

Demostracion. Comenzamos con algunas notaciones elementales que describen la aplica-
cion 7.

Dado un ntmero r € N tal que 1 < r < n, y dadas dos matrices A € M,(C),
B € M,,_,(C) denotamos por A @ B a la suma directa de A y B. Es decir,

Ao B-= (’3 g) € M, (C).

Ahora, para toda 6 € (0, 7] denotaremos por R(#) € Ms(R) a la matriz que codifica
la rotacion plana de angulo 6. Es decir:

—sinf cos6

R(0) = < cos ) +sin9> .

Denotaremos la Forma Candnica de Jordan de la matriz R(0) por J(6) € My(C). Es

decir:
cosf + isinf 0 )

J(0) = < 0 cosf —isinf

Ademas, denotaremos por My € GL(2,C) a las matrices regulares tales que
MpyR(O)M, ' = T (9).

Sea ahora U € SO(n,R) una rotacion, entonces el Teorema de Descomposicion Espec-
tral nos asegura que existe una matriz V' € O(n,R), dos nimero naturales ¢q,r € Ny ¢
nameros reales §; € (0, 7] tales que:

e 2q+r=n

o VUV*=TR(0,)®... R0, ® Id,.

Definimos la matriz M,, € M, (R) por la suma diagonal:
Mg, = My, @ ---® My, @ Id, € M,(C),
donde My, son matrices cuadradas de dimension 2 tales que:
Mo, R(0:) M = T (6).
Tenemos entonces que

My, VUV*M, ' = J(0)®...® T (0, ® 1d,.
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Sea P € GL(n,C) una matriz regular con coeficientes complejos tal que P = M, , V.
Finalmente, definimos la matriz

L=D®)&...® Db, s Id,,

D(6;) = (GOJ 90])7

para todo j,1 < j < q. La matriz L € M, (R) dada por la siguiente igualdad L = P~'LP
cumple que

donde

et = U.

Es maés, para todo t € [0,1], la matriz e'®

 es una matriz regular tal que

iLt t t Lt
¢ = VM GFM,,V,

y por lo tanto .
e =V (R(O1t) D ... D R(O,4) D Id,)V,

es una matriz ortogonal con det (ei“) =1 tal y como se buscaba. O

Corolario 6.0.7. Usando la notacion anterior. Dados (f,x), (g.y) dos puntos en VE®
se tiene que el siguiente camino

r: [0,1] — VR
t = (for(t) (b)),

. . =+ .
es un camino contenido en VR que une (f,x) con (g,y) siempre que:

e Y1)z =1y.

* (1) €SO(,R) yg= fory(1)™"
Es mds, el condicitonamiento fiuorm @ lo largo del camino cumple

Fnorm(L(£)) = fhyoryn (f, ) VT € [0, 1].
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Capitulo 7

Trabajos Futuros

However impenetrable it seems, if you don’t try it, then you can never do it'.
Sir Andrew John Wiles [onl|

En este capitulo introduciremos algunas de las ideas que consideramos interesantes
explorar en un futuro. Entre ellas comentamos los pasos que faltan por dar para terminar
de desarrollar un algoritmo que siga el programa iniciado por M. Shub y S. Smale y
continuado por C. Beltran y L. M. Pardo. Finalmente daremos algunas alternativas que
nos parecen interesantes y que trataremos de abordar en el futuro.

El mayor problema que se presenta es el excesivo niimero de componentes conexas que
tiene el espacio de sistemas factibles como vimos en la Proposicion 0.0.28. Para solventar
este inconveniente tenemos diversas posibilidades:

e Desarrollar un test que nos indique cuantas raices reales tiene un sistema de ecua-
ciones polinomiales homogéneas multivariadas. Como hemos visto en el Teorema
5.3.5 esto equivale a saber si dos sistemas estan en la misma componente conexa.

Desgraciadamente no parece muy factible encontrar un algoritmo que resuelva es-
te problema en tiempo polinomial pues es ya un problema muy duro en el caso
unidimensional.

e Aun en el caso de tener dicho test debemos de encontrar un camino que una ambos
sistemas sin abandonar la componente conexa. Este problema es relativamente mas
sencillo de resolver pues el condicionamiento iy, nos indica la proximidad a los
sistemas singulares y por lo tanto a las fronteras entre componentes conexas. En
caso de aproximarnos peligrosamente a los sistemas singulares basta con elegir de
forma aleatoria una matriz ortogonal y desviarse en esa direccion.

e Otro problema a afrontar sera conseguir que dicho camino sea corto, pues de nada
serviria tenerlo si debemos dar muchos pasos para poder seguirlo. En este sentido en
[BS09] se estudian las geodésicas en la métrica del condicionamiento. Encontrar una
cota inferior al namero de pasos de una sucesion de Newton que fuera exponencial
proporcionaria una sentencia de muerte a este programa.

Por muy impenetrable que parezca, si no lo intentas, nunca lo conseguiras.
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7. Trabajos Futuros

e Por ultimo seria necesario crear un conjunto cuestor de sistema de ecuaciones poli-
nomiales homogéneas multivariadas que contenga suficientes sistemas en cada una
de las componentes conexas.

En el Capitulo 12 desarrollaremos una alternativa evolutiva para resolver este proble-
ma. Sin embargo no es la tnica posible solucion. El principal resultado de [BP] se puede
expresar como sigue:

Teorema 7.0.8 (Entropia). La entropia de un método de deformacion homotdpica es
maxima. Es decir, la probabilidad de que seleccionada al azar un sistema inicial un método
de deformacion homotdpica produzca una raiz particular del sistema es D1,

A partir de este resultado queda claro que es posible encontrar varias raices de un
sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas siguiendo varios caminos
simultaneamente, comenzando cada uno desde un sistema distinto, pues con alta probabi-
lidad los caminos llevaran a soluciones distintas. Asi, si por alguna razon se quiere conocer
alguna raiz en especial, probando con distintos caminos, en algtin momento se encontrara
la raiz deseada.

En el caso de sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coe-
ficientes reales ya hemos visto como el nimero de raices es en media D y por lo tanto
el nimero de intentos se puede acotar superiormente. Desgraciadamente esta cota es del
orden de D y por lo tanto resulta un algoritmo intratable en la practica.

Gran parte de estos problemas no se presentan en el caso que m < n pues como ya
hemos visto en el Teorema 0.0.27 independientemente de los valores de m y n se tiene que
el nimero de componentes conexas es uno. Es méas, como la codimension de la variedad
singular ©'F es 2 se sigue que la homotopia lineal, con probabilidad 1, no corta la variedad
singular.

Sin embargo, no hemos conseguido encontrar una cota al nimero de pasos necesarios
para seguir dicha curva. Es decir no conocemos un resultado del estilo:

Conjetura 7.0.9 (Teorema de continuacion homotopica). Seam <ny f,g € ]P)(HI(RC[))\ZR
dos sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con coeficientes reales.
Entonces existe un numero natural k, polinomial en n,m, N y D, tal que:

o = ¢ € VE(fo), wip1 = Ny, (),
es una sucesion de Newton. Es decir, para todo v, 0 < i < k,

x; es un cero aprozvimado de algin §; € VE(f;).

Sin este resultado no tiene sentido buscar intentar la construcciéon de un conjunto
cuestor.

64



Parte 11
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Capitulo 8

Una wvieja estructura de datos para un
nuevo problema

The programmer’s primary weapon in the never-ending battle against slow
system is to change the intramodular structure. Our first response should be

to reorganize the modules’ data structures!.

Fred Brooks [McC04]

Anteriormente hemos definido la programacion genética como un algoritmo evolutivo
en el que la estructura de datos a evolucionar son programas informaticos. Generalmente
se suele usar este esquema algoritmico cuando se quiere resolver un proceso de aprendiza-
je inductivo. Tipicamente estos programas se representan mediante expresiones en algtin
dialecto de LISP o mediante arboles dirigidos (véase [Koz92| para una extensa introduc-
cién).

Recientemente otras variantes han aparecido. Dichas variantes sustituyen las estructu-
ras clasicas a evolucionar por otras como listas de instrucciones en un lenguaje imperativo.
A este nuevo paradigma se le suele conocer como programacion genética lineal. En esta
ocasion el término lineal se refiere a que la estructura de datos usada consiste en una lista
de asignaciones, operaciones sobre constantes o sobre variables. Mediante este mecanismo
tan simple es posible obtener expresiones no lineales muy complejas. Los primeros textos
al respecto se deben a Cramer [Cra85], otros desarrollos méas modernos se deben a Banz-
haf [Ban93| y Nordin [Nor94|. Una referencia introductoria completa al tema se puede
encontrar en [BB07].

En este capitulo analizamos en detalle una estructura de datos para representar pro-
gramas en el paradigma de la programaciéon genética lineal: los Stright-Line Program
(slp). Esta estructura de datos puede considerarse como representaciones lineales de pro-
gramas, pero también como representaciones en forma de grafos (véase la Seccion 8.1 para
mas detalles). Su uso como modelo teérico en el contexto de la Algebra Computacional es
ampliamente conocido, como se ha podido ver en los capitulos de introducciéon. Nuestra

ILa principal arma del programador en su batalla sin final contra los sistemas lentos es cambiar la
estructura intramodular. Nuestra primera respuesta deberia ser reorganizar las estructuras de datos de
los moédulos.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

principal aportaciéon en este capitulo es su reutilizaciéon en un contexto completamente
diferente.

En la Seccion 8.2.3 introduciremos los operadores genéticos desarrollados ad-hoc para
esta estructura de datos con el fin de resolver instancias del problema de regresiéon sim-
bolica. Ademés en la Seccion 8.3 mostraremos una serie de resultados experimentales en
el que demostramos que el desempeno de la programacion genética en el problema de re-
gresion simbolica es muy superior al usar slp’s como estructura de datos frente a usar
arboles.

8.1 La estructura de datos sip

Sea F ={f1,..., fn} un conjunto de funciones donde para todo i, 1 <i < mn, f; tiene
aridad a;. Sea T = {t1,...,t,} un conjunto de terminales que se puede descomponer en
dos conjuntos 7 =V U C con

o V ={x1,...,2,} un conjunto finito de variables.
o C ={c1,...,¢,} un conjunto finito de constantes.

Definicion 8.1.1 (slp). Llamaremos slp sobre los conjuntos F y T a toda secuencia finita
de instrucciones I' = {I, ..., I;} tales que:

Ik = U ‘= fjk (Oél, c ,Oéajk>

en donde:

e Para todo k, f;, € F.
o Si k=1 entonces a;; € T.

e Para2 <k <Il,a; €TU{uy,...,up_1}.

Decimos que el nimero de instrucciones [ es la longitud de I' y denotaremos por
SLP,(F,T) el conjunto de todos los posible slp que se pueden construir sobre el conjunto
de funciones F y el conjunto de terminales 7.

Nota 8.1.2. Si consideramos un slp I' como el codigo de un programa, en cada instruccion
I; se introduce una nueva variable que no es un terminal. Ast, el numero de estas variables
coincide con el nimero de instrucciones asi como con la longitud del slp. Por lo tanto, en
lo siguiente denotaremos un slp T'={Iy,...,I;} como ' = {uy,...,u}.

Cada uno de los u; se puede considerar como un sub-slp sobre el conjunto de terminales
T construido como una secuencia de llamadas recursivas que evalian una funcion de F.

Ejemplo 8.1.3. Sea F el conjunto de las operaciones aritméticas bdsicas F = {+, —, *}
y sea T = {1,z,y} el conjunto de terminales. En esta situacion todos los slp T' €
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SLP(F,T) que se pueden definir son polinomios en dos variables con coeficientes en-
teros. Consideramos el siguiente slp de longitud 5:

u i=x+1
Ug = U1 * U1
=< ug=y+y (8.1)

Ug = U * U3
Uy ‘= Ug — U3

Entonces, la funcion que se computa al evaluar us es el polinomio:

2y(x + 1)% — 2y.

El siguiente resultado calcula el cardinal del conjunto SLP;(F,7T), es decir nos da la
cantidad de slp’s de una longitud dada [. Obviamente esta cantidad depende del cardinal
de los conjuntos F y 7T de la aridad de las funciones F.

Proposicion 8.1.4. Sea F = {f1,..., fu} el conjunto de funciones donde f; tiene aridad
a, i=1...nyseaT = {t1,...,tm} el conjunto de terminales. Entonces, el nimero de
elementos I' = {uy,...,w} € SLP|(F,T) de longitud [ es:

Demostracion. Para la primera variable no terminal u; existen Y., m® posibilidades.
Para us existen Y ", (m + 1)% posibilidades pues u; puede aparecer como argumento de
la funcion en uy. En general, hay Y ,(m + k — 1)* posibilidades para las variables no
terminales uy, 1 < k < [. Luego, el nimero de posibles slp sobre F y T de longitud [ es:

]

Nota 8.1.5. Todo slp T' = {uy,...,w} sobre los conjuntos F y T se puede representar
como un grafo dirigido Gr = (V, E). El conjunto de vértices es V.= T' U {uy,...,u}
donde T' contiene todos los terminales involucrados en la computacion. El conjunto de
aristas E se construye de la siguiente manera:

Para todo k, 1 < k < I, dibujamos una arista (uy, ;) para cada i € {1,...,a;,}.
Ndtese que T es el conjunto de hojas del grafo Gr y es un subconjunto del conjunto de
terminales T. La Figura 8.1 representa el grafo dirigido asociado al slp descrito en la
Ecuacion (8.1).

La aplicacion seméntica asociada a un slp I' = {uy, ..., u} definido sobre el conjunto
de funciones F y el conjunto de terminales 7 se construye definiendo en I' el conjunto de

variables de salida O(I") = {u;,, ..., u; }, entre cualquiera de las variables no terminales de
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Figura 8.1: Grafo dirigido que representa un slp.

I'. Teniendo en cuenta que V' = {x1,...,x,} C T es el conjunto de variables, la aplicacion
semantica que representa I', que denotaremos como @ : I? —3 O, satisface

(I)F(Cbl, . ,ap) = (bl, e ,bt>,

donde b; representa los valores de las expresiones de las variables no terminales u;; cuando
sustituimos en ellas las variables x, por sus valores ay, 1 < k < p.

Dados dos slp's I'y y 'y sobre los conjuntos F y T diremos que son equivalentes si
calculan la misma aplicaciéon seméntica. Es decir:

(I)Fl = (bI‘g .

Sea I = {uy, ..., } un slp sobre los conjuntos F y 7 con conjunto de salida O(T") =
{wi,,...,u; }. Asumiendo que 1 < iy < ... < iy <lesfacil ver queel sip IV = {uy,...,u;}
es equivalente a I'. Notese que para el calculo de la aplicaciéon seméntica ®r son necesarios
como mucho las variables no terminales uy, ..., u;. Luego

q)r = (DF’-

Es por esto que a partir de ahora supondremos, sin pérdida de generalidad, que el conjunto
de salida de un slp siempre contendra la tultima variable no terminal. Es decir,

u; € O(F)

Nota 8.1.6. Notese que, mediante la relacion de equivalencia de slp descrita anterior-
mente, podemos identificar el espacio de las aplicaciones semdnticas con el conjunto de
slp's.

8.1.1 Slp’s frente a arboles

En esta seccion presentaremos las relaciones que naturalmente aparecen al comparar
los slp con los arboles.

Definicién 8.1.7. Sea I' = {uy,...,w} un slp sobre los conjuntos F y T. Para cada
ke {1,...,1} definimos el drbol T, asociado a la variable no terminal uy como:

o Etiquetamos la raiz del drbol 7, como fj, .
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e Ftiquetamos los subdrboles de 1y, de izquierda a derecha, como:

T ey T
aio ) aa]k

e En el caso que «; sea un terminal, esto es a; € T se tiene entonces que el drbol 1,
tendrd un solo nodo etiquetado como «;.

Como se puede observar, el método para construir el drbol asociado a una variable
no terminal 75 es un proceso recursivo que en cada paso calcula los subarboles. Podemos
usar esta propiedad para definir un orden parcial de la siguiente forma:

Definicion 8.1.8. Sea I' = {u; ..., w} un slp sobre los conjuntos F y T . Suponemos que
U = fji(alv <o 7aaji) Y up = fjk(ﬁla cee 7ﬁajk)7
con i < k. Definimos la relacion < en el conjunto {uy,...,u} como

u; < uy sty solo si existe un s con 1 < s < aj, tal que u; = f3s.

Abusando de la notacion, denotaremos de la misma forma al cierre transitivo de <.
De esta forma < es un orden parcial en el conjunto {uy, ..., u}.

Introducimos ahora la nocién de bosque asociado a un sip.

Definicion 8.1.9. Sea I' = {uy,...,w} un slp sobre los conjuntos F y T. Definimos el
bosque asociado a I' como el conjunto de drboles

™) =A{r,..., 7.}

donde M = {u;,,...,u;,} es el conjunto de elementos maximales de T respecto del orden
parcial <.

Ejemplo 8.1.10. Sea T' = {uy,...,us} el siguiente slp sobre los conjuntos F = {x,+} y

T =A{z,y}:
ey r=(-) ()

Ug 1= Y * Uy

U3 ‘= U1 * Up .
o

—
Il

Us ‘= U7 * U3.

Entonces el conjunto de elementos maximales de I' respecto del orden parcial < es M =
{ug, uq,us} y el bosque 7(I") asociado al slp T se puede observar en la Figura 8.2.

La anterior definicién asocia a cada slp un bosque de arboles. Por supuesto, la asocia-
cion también se puede realizar en sentido opuesto de la siguiente manera:

Sea 7 un arbol con nodos internos etiquetados con elementos del conjunto F y hojas
etiquetadas con elementos del conjunto 7. Entonces existe un sip I'(1) = {uq,...,u}
asociado al arbol 7 que es tnico salvo permutaciones del conjunto {uy, ..., u;}.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Figura 8.2: Bosque asociado al slp I' del Ejemplo 8.1.10.

La construccion del slp T'(7) se realiza identificando las instrucciones w;, 1 < i < [,
recursivamente a partir de las hojas del drbol 7 hasta la raiz. Siguiendo este proceso es
claro que la longitud [ del slp I'(7) siempre serd mayor o igual que la altura del arbol
7. Por otro lado, claramente se observa que el bosque asociado al slp I'(7) es 7. Notese
que no se asegura nada acerca de la relaciéon entre la cantidad de nodos del arbol 7 y la
longitud del sip.

El siguiente es un ejemplo que surge al construir el slp asociado al arbol 75 de la

Figura 8.2.
r= ()

Uy =T *Y ‘
I'=< wup:i=u*xuy o

Us i= Uy * U e

8.1.2 Cobdigo efectivo y no efectivo de un sip

Consideremos el siguiente slp I" sobre los conjuntos F = {+,*, —} y T = {1, z,y},

up =1

u +y
Uz ‘= Uz * U9
Uy = U *Y

)1

Il
<
(V]
Il

Sea O(T") = {ug, us} el conjunto de salida de I'. Notese que si queremos calcular el valor
de la aplicacién semantica que define I' para un valor (ay, as) € R? no es necesario calcular
el valor de la variable no terminal u3. Diremos en este caso que la variable no terminal
us es codigo no efectivo en I' y podria ser eliminado si s6lo estuviéramos interesados en la
aplicacion semantica que define I'. Tras eliminar uz y renombrar el resto de variables no
terminales de I', obtenemos el siguiente sip I":

Uy = x k1
I'=< uy:=u; +y
Uz ‘= Uy *Y
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IV es equivalente a I pues ambos calculan la misma aplicacién seméantica:

d: R —» R?
(z,y) —— (z+y,2y)

cuando tomamos como conjunto de salida de I' las variables no terminales O(I") =
{ug, us}.
Ahora bien, si el conjunto de salida del sip T" fuera el conjunto O(I') = {u4}, las

variables no terminales uy y us3 pasarian a ser codigo no efectivo y ahora el sip I seria
equivalente a I':

"_ upi=ax 1
d _{ Ug = Uy *Y

donde O(I') = {ua}.

Definiciéon 8.1.11 (Codigo efectivo). En general, definimos el cidigo efectivo de un slp
I' = {uy,...,u} con conjunto de salida O(I') = {u;,...,u;, = w} como el conjunto
de variables no terminales que son necesarias para evaluar la aplicacion semdntica Pr.
Denotaremos a este conjunto como:

S={u; €l':Ju, € OF) u; <w} ={uj,...,uj,}

donde < es la relacion de orden parcial de la Definicion 8.1.8.

Asumiendo que j1 < ... < jm, para obtener S construimos una cadena no decreciente
de conjuntos
SoCS5C---C5 =5

donde Sy = O(T") y
S =S,_1U {UZ el: E|Uj € Sp_qju; < Uj},
donde < es, otra vez, la relacion de orden parcial de la Definicion 8.1.8.

Es facil comprobar que la cadena de conjuntos se vuelve estacionaria en un ntmero
finito de pasos. En el peor de los casos S, es I'. Ademas, claramente u;,, = u; y siempre es
posible construir un nuevo slip I = {w}, ..., u! } considerando las variables no terminales
en S y usando la aplicacion R sobre S tal que:

R(“Jk) = u;c
Notese que IV es equivalente a I' si tomamos como conjunto de salida para I
O(F/) = {R(Ull), c. ,R(u”)}

Ademas I satisface
Vie{l,...,m} Ju; € OI") : u; < uj.

Finalmente, si I' = IV diremos que I" es un sip efectivo.
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

8.1.3 Calculo de la aplicaciéon semantica

Sea F un conjunto de funciones y 7 un conjunto de terminales con conjunto de
variables V' = {x1,...,x,}. La estrategia para calcular la aplicacién semantica de un sip
I' ={uy,...,u} sobre F y T consistente en evaluar las variables no terminales siguiendo
el orden de declaracion en I', no es 6ptima cuando I' no es un slp efectivo. En la practica,
es mejor obtener el slp efectivo equivalente a I' y posteriormente evaluar este. El siguiente
algoritmo describe este método:

Algoritmo 8.1.12 (Calculo de la aplicacion semantica).
Input: T = {uy,...,u} un slp con conjunto de salida O(T') = {w;,, ..., u;}.
(ay,...,a,) donde a; es el valor de la variable x;.
Output: Pr(ay,...,a,) = (by, ..., b).

1. Computar el conjunto S = {uj,,...,u;,}, j1 < ... < Jm, descrito anteriormente
mediante los conjuntos parciales Sy. Notese que I'" = {R(u;,), ..., R(u;,,)} es un
slp efectivo equivalente a T'.

2. Para k =1 hasta m evaluar R(uj,) = u), reemplazando cada ocurrencia de x; por a;
y cada ocurrencia de u’;, j < k por su valor que ha sido previamente calculado.

3. Devolver el vector de valores (R(u;,), ..., R(u;,)).

8.2 Programacién genética con slp en problemas de re-
gresion

El problema de regresion simbélica consiste en, dada una muestra de datos, encontrar
la aplicaciéon simbodlica en un espacio de busqueda determinado que mejor aproxima la
muestra de datos. Mas formalmente, consideramos el conjunto de entrada X = R"” y salida
Y =R

Sea z = {(z4,¥;),1 <1i < m} un conjunto de m muestras siguiendo una distribucion de
probabilidad desconocida p en el espacio producto Z = X xY independientes e igualmente
distribuidas (i.i.d.). El objetivo es encontrar un aplicacion f : X — Y que prediga el valor
y € Y dado un valor x € X. El objetivo es disminuir la probabilidad de error por lo que
el criterio para escoger dicha aplicacion f se basa en minimizar el MSFE:

S0 = =Yl ) - ul?

Los problemas de regresion simbolica se puede resolver usando programacion genética
de diversas formas. Usualmente se trata de evolucionar estructuras similares a arboles que
de alguna forma codifican aplicaciones. Estas estructuras sufren luego un proceso evolutivo
siguiendo los principios dawinianos de supervivencia y reproducciéon del méas «apto» o
mejor cualificado. Sin embargo en esta memoria se usarad como estructura para codificar
estas aplicaciones los slp descritos en la Seccion 8.1. La principal ventaja que presentan
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estas estructuras con respecto a los arboles es su capacidad para reusar los resultados de
una subexpresion con el fin de evitar calculos innecesarios. Esto trae como consecuencia
inmediata que el tamano necesario para codificar expresiones complejas se reduce. Otra
de las ventajas es el control sobre el tamano de las estructuras. En efecto, gracias al
c6digo no efectivo, se puede forzar que todas las estructuras tengan el mismo tamano.
De todas maneras, sin unos operadores genéticos adecuados que exploten correctamente
estas caracteristicas poco beneficio se puede extraer de esta estructura.

En un lenguaje de muy alto nivel, el proceso evolutivo que propone la programacion
genética y que se ha implementado es el descrito en la introduccion (véase el Pseudoco-
digo 3).

A lo largo de esta memoria el conjunto de salida de los sip I' = {uy,...,w} siempre
estard compuesto por un unico elemento, es decir, O(I') = {u;}. Por lo tanto, los sip’s
siempre computaran funciones reales multivariadas.

8.2.1 La poblacién inicial

Sea F = {fi,..., f»} un conjunto de funciones tales que f; tiene aridad a;, para todo i,
1<i<nyseaT ={t,...,tn} un conjunto de terminales tal como hemos introducido
en la Seccion 8.1. A continuacion describimos el proceso para generar cada slp de la
poblacién inicial.

Para la primera variable no terminal u; seleccionamos una funcién f; € F aleatoria-
mente. Para cada argumento i € {1,...qa; } de esta funciéon f;, escogemos aleatoriamente
un elemento «; del conjunto de terminales 7.

En general, para la variable no terminal uy, k > 1, empezamos igualmente escogiendo
una funciéon f;, € F. La diferencia se encuentra ahora, para cada argumento 7, 1 <1 < a;,
escogemos, aleatoriamente, un elemento en el conjunto 7 U {uy, ..., ur_1}.

En la practica, hay que introducir una cota superior L para la longitud de los slp’s
involucrados en el proceso de programacion genética. Por lo tanto, el primer paso para la
generacion de cada slp deberia consistir en la seleccion de forma aleatoria de la longitud

le{l,...,L}.

Notese que los slp’s generados de esta forma pueden ser no efectivos. De todas for-
mas, nuestro objetivo es permitir este comportamiento durante el proceso evolutivo pues
experimentalmente se observa una gran mejoria. Por otro lado, fijaremos la longitud de
cada individuo de forma homogénea. Para ello, la longitud de los individuos pasara a ser
un parametro més del algoritmo. Notese que este tipo de homogeneidad no es posible con
poblaciones de arboles tradicionales.

8.2.2 El operador de calificacion
En programacion genética es necesario calificar de alguna manera cada individuo y a
partir de este parametro producir una simulacién del proceso natural de evolucion. La

forma comun de proceder es asignar un valor a partir de un operador de calificacion, esto
es, definiendo una funcion en el espacio de de busqueda. En [Ko0z92| se presentan algunas
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

alternativas para estas funciones que se han usado en el contexto de la programacion
genética. El primer operador de calificaciéon que introduciremos es el error cuadratico
medio (MSE), que consiste en evaluar el valor de la aplicacion semantica de un slp a
lo largo de todos los elementos de la muestra y hallar cuanto divergen respecto del valor
esperado. Esto es, dados z = (7, 5;) € R x R\, 1 < i < m, para cualquier slp I' sobre los
conjuntos F y T definiremos el operador de calificacién actuando sobre I' como:

Fit. () = () = = 3 [@e(a) il (8.2)

Esto es, la calificacion es el error empirico de la aplicacion seméntica de I' respecto de la
muestra z.

8.2.3 Operadores genéticos
Operador de cruce

Debido a que codificamos los slp’s como una secuencia finita de operaciones y teniendo
en cuenta que todos los individuos tienen la misma longitud, los métodos clasicos de cruce
tales como: el cruce en un punto, el cruce en dos puntos y el cruce uniforme pueden ser
adaptados a esta estructura de datos facilmente. A continuaciéon se presentan los detalles:

Definicion 8.2.1. Sea I'y = {uy,...,ur} y o ={u),...,u}} dos slp's de igual longitud
sobre los conjuntos F y T. Entonces los operadores de cruce anteriormente citados se
comportan sobre estas estructuras de la siguiente forma:

En un punto: Dado un punto de ruptura i € {1,..., L} el cruce en un punto operando
sobre los slp’'s T’y y 'y produce

/ !/ / / / !/
I=Aur, . upugyg,.oug ), Ty ={u), .o ug, wig, .. un}

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.4.

En dos puntos: Dados dos punto de ruptura i,j € {1,...,L} coni < j el cruce en dos
puntos operando sobre los slp’s Ty y I'y produce
/ / /
Uy = {un, o ui, Wy, oo W Uy, - ULy,
/ / / !/ /
F2 — {ul,...,ui,Ui+17...7Uj,Uj+1...,'U/L}.

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.5.

Uniforme: Dado un vector de booleanos o = (avy, ..., ar) € {0, 1} el cruce uniforme
operando sobre los slp’s I'y y 'y produce

Iy =A{vr...,vr}, Ty={vj,....0v}}
donde para todo i € {1,...,L} se cumple

St a; = 0 entonces v; = u; y v, !

/
4 == 'U/Z

) / /
St a; =1 entonces v; = u, y v, = u,.

Un ejemplo se puede encontrar en la Figura 8.6.
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Ejemplo 8.2.2. Sea F = {x,+}, L=5y T = {z,y}. Consideramos ahora los siguientes

slp's Ty y Ty

U =2 +y
Ug = U7 * Up
U3 ‘= UL *T
Uy = Uz + U2
Us ‘= U3 * Ug

I'y

Figura 8.3: Slp’s padres.

U =T %2
Ug = Ul + Y

wi=umtr () ()
Uy = U * T ‘
Us = U + Uy ()

El cruce en un punto entre I'y y I's con punto de ruptura i = 2 produce los slp's:

Figura 8.4: Slp’s hijos mediante el cruce en un punto.

U = +Yy

Ug = Up * Uy
Uz ‘= u; +x
Uy = Ug * I
Us ‘= U1 + Uy

el
I

El cruce en dos puntos entre I'y y I'y con puntos de ruptura i+ =1y 7 = 3 produce los

Figura 8.5: Slp’s hijos mediante el cruce en dos puntos.

slp's:
U =T +y
Uz = u1 +y
IM=< uzg:=us+x

Ug *= U3 + U2
Us ‘= U3 * U

UL ‘=T *x é)
U2 ‘= U7 * U7

Uz :=— U * T °°
Ug = Ug * T

Us = UL + Ug ‘0

Finalmente el cruce uniforme entre I'y y I's con vector binario aleatorio o = (10110)

produce los slp's:
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8. Una vieja estructura de datos para un nuevo problema

Figura 8.6: Slp’s hijos mediante el cruce uniforme.
U —
© 5= ()
UL =T * T ZF“ U :=x+vy ‘e
U ‘= U7 * Uy . -1 u2::u1+y
U — «— u Py—
Flz u3._u1+:13 G e F2 Uz = U1 * T e‘ e
Uy 1= Us * T "’ Uy = U3 + Uy e
Us ‘= U3 * Us e @ Us = U1 + Uy

La experimentacion con dichos operadores de cruce no produce buenos resultados como
veremos en la Secciéon 8.3. Esto es debido a que estos cruces destruyen las subexpresiones
que codifican los slp’s padres (esto se puede apreciar claramente en la representacion
grafica de los cruces anteriores). Es por ello que se introduce un nuevo operador de cruce
que trata de mantener e intercambiar, en lo posible, las subexpresiones de los slp’s padres.

Una subexpresion esté constituida por una variable no terminal u; y todos las variables
no terminales u; relacionadas con u;. En otras palabras, una subexpresion es el cédigo
efectivo asociado con la variable no terminal u;. Formalmente, este operador de cruce
opera de la siguiente forma.

Definiciéon 8.2.3 (Cruce slp). Sea I'y = {uy,...,ur} y Ty = {u],...,u}} dos slp's sobre
los conjuntos F yT. Sea k, 1 < k < L, un nimero escogido al azar. Tal y como realizamos
en la Definicion 8.1.11 consideramos el conjunto

Su, ={u; € Ty ruy <upy = {ujy, ... v, }

con j1 < ... < Jm. Tal y como hemos mencionado anteriormente, el conjunto S,, es el
codigo efectivo de I'y necesario para evaluar la variable no terminal uy,.

A continuacion seleccionamos un numero t tal que m <t < L. Este nimero representa
la posicion en I's en donde introduciremos el conjunto de variables no terminales S,,
reemplazando las variables no terminales {u;_,, . ,...,u;} de I's. Si fuera necesario, se
renombraria los indices mediante la siguiente aplicacion

R: Sy, — {uj_ i1, - uy}
uji — u;—m—&—i'
Mediante este proceso se obtiene el primer hijo producido a partir de los slp’s T'y y I's.
Para producir el sequndo hijo se aplica el mismo procedimiento simétricamente.

Ejemplo 8.2.4. Consideremos los slp's 'y y I'y procedentes del Ejemplo 8.2.2. St k =3
entonces Sy, = {uy,us} y por lo tanto t debe escogerse en el conjunto {2,...,5}. Suponga-
mos que t = 3, entonces el primer slp hijo I'] producido por el cruce slp se puede observar
en la Figura 8.7.

Para el sequndo hijo, supongamos que hemos seleccionado la posicion k' = 4 en T's.
Luego S, = {u1,us,us} y suponiendo que t =5, el sequndo slp hijo I'§ se puede observar
en la misma Figura 8.7.
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Figura 8.7: Slp’s hijos mediante el cruce slp.

Nota 8.2.5. Obsérvese en la Figura 8.7 como, en este caso, el cruce slp mantiene siempre
las subexpresiones (las flechas gruesas nunca parten de en un nodo blanco). En contrapo-
sicion, los cruces en un punto, en dos puntos y uniforme no siempre las conservan, como
se puede observar en las Figuras 8.4, 8.5 y 8.6.

Operadores de mutacién, seleccién y reproduccion

El operador de mutacion es asexual y por lo tanto actia sobre un tnico padre. Esta
operacion introduce un pequeno cambio aleatorio en el individuo. La mutacién es benefi-
ciosa pues ayuda a mantener la diversidad en la poblacion que de otra manera tenderia
a converger prematuramente hacia un dptimo local. En la la Secciéon 8.3 veremos lo grave
que puede resultar este problema.

El primer paso para aplicar la mutacion slp a un slp I' consiste en seleccionar una
variable no terminal u; € I' de forma aleatoria. Posteriormente seleccionaremos, también
de forma aleatoria, uno de los argumentos de la funciéon f € I’ de la variable no terminal
u;. Finalmente, sustituiremos dicho argumento por uno en el conjunto 7 U {uy, ..., u;—1}
de forma aleatoria. Formalmente, la operacion de mutacion slp se describe:

Definicion 8.2.6 (Mutacion slp). Sea I' = {uy,...,ur} un slp sobre los conjuntos F y
T y sea u; = f(aq,...,qa,) la variable no terminal seleccionada para ser mutada donde
feFyareTU{u,...,ui1}. La mutacion del slp T' en el punto i produce:

/ /
F == {uh .. aui—lvuiaui—‘rl) o 7uL}7

/ / / .
donde u; = f(an, ..., qj 1,0}, 0511, ), a € TU{ug, ..., ui 1 f\{} y tanto j como
a; han sido seleccionados al azar.

La operacion de reproduccion consiste simplemente en la copia, sin modificacion algu-
na, de un individuo a la siguiente poblacion.

A lo largo de este manuscrito usaremos reemplazamiento entre poblaciones pero en
el proceso de construccion de la nueva poblacion introducimos un nuevo operador (el
operador de reemplazo) que se encarga de seleccionar que individuos, de entre padres e
hijos, pasan a la siguiente poblacion. Este operador acttua de la siguiente manera:

Definiciéon 8.2.7 (Operador de reemplazo). Sean I'y y I'y dos slp's con calificaciones ¢
y go. Sean I} y I' los slp's que resultan de haber realizado sobre 'y y I's una operacion
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de cruce. Supongamos que I} y I'y tienen calificaciones gy y g4. Entonces el operador de
reemplazo usard los dos mejores individuos, con calificaciones distintas, para introducirlos
en la nueva poblacion.

Nota 8.2.8. El operador de reemplazo funciona de la misma forma en el caso de una
operacion de mutacion, solo que selecciona un individuo de entre los dos posibles (el slp
original y el mutado).

Mediante esta estrategia se intenta mantener la diversidad genética en la poblacion
que, como ya se ha mencionado, puede evitar la convergencia prematura hacia un 6ptimo
local.

Siguiendo con este espiritu de evitar la convergencia prematura a un 6ptimo local,
hay que tratar de evitar el uso de operadores de seleccion de individuos mediante proceso
basados en la calificacién como, por ejemplo, la seleccion ruleta. En vez de ello proponemos
el uso del siguiente método, que es muy similar al método clasico g-torneo (véase [Koz92|
para una descripcion pormenorizada de éste y del anterior método de seleccion).

Definicion 8.2.9 (Seleccion simple). Sea (I'y,...,T'y) una poblacion de slp's. El proceso
de seleccion simple escoge el elemento I'y, o los elementos I',, y I'y, 11 dependiendo de
st la operacion genética a realizar es una mutacion o un cruce y donde v; representa la
stguiente Sucesion:

vg = k, donde k es escogido al azar al comienzo de la generacion.
vi_1+ 1 sila operacion a realizar es una mutacion.

vy = . . .
vi_1+ 2 i la operacion a realizar es un cruce.

Notese que tomamos los elementos v; en el grupo ciclico Z/NZ donde N representa el
numero de individuos en la poblacion.

En la Seccién 8.3 realizaremos una comparativa entre el rendimiento de la programa-
cion genética basado en slp's frente a la programacion genética basada en arboles (otros
resultados similares se pueden encontrar en [AMPB09]).

8.3 Resultados experimentales

En las siguientes paginas realizaremos un estudio empirico en el que mostraremos que,
para el problema de regresion simbolica, la estructura de datos slp usando los operadores
genéticos especialmente adaptados expuestos en la Seccion 8.2.3 produce resultados esta-
disticamente significativos a su favor cuando se lo compara con los arboles. Para llevar
a cabo dicho estudio seguiremos el protocolo propuesto en el Anexo B. Pasamos ahora a
detallar los parametros particulares de este experimento.

En primer lugar queremos comprobar que operador de cruce tiene mejor rendimiento
al usar como estructura de datos los slp’s. Para ello realizaremos la experimentacion
comparando los cruces: en un punto, en dos puntos, uniforme y, por ultimo, el cruce
slp. Posteriormente usaremos dicho cruce para comprar que estructura de datos produce
mejores resultados.
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8.3.1 Operador de cruce para la estructura de datos sip

Los pardmetros especificos de este experimento son:

Cuadro 8.1: Parametros especificos: cruces para slp.

Tipo de estrategia:
Estructura de datos:
Operador de calificacion:
Operador de cruce:
Operador de mutacion:

Solo programacion genética

slp

MSE

{en un punto, en dos puntos, uniforme, slp}

slp

En la Tabla 8.2 podemos observar que tanto la tasa de error (t.) como la tasa de éxi-
to (ts) son muy similares entre todos los cruces con ambas muestras. Aunque es bastante
evidente que los resultados son peores en el caso de muestras generadas sobre slp’s alea-
torios. La explicacion para este fendmeno es que las muestras que se obtienen mediante
este método son mucho mas complejas y menos regulares y por lo tanto susceptibles de
cometer errores al seleccionar el modelo.

Cuadro 8.2: Tasas de error y de soluciéon: cruces para slp.

[ PRIX] te te |[SLP(F,T)| t ts |
1 Punto | 7,33% 100% 1 Punto 13,67% 90,33 %
2 Puntos | 8,67% 99,67 % 2 Puntos | 16,33% 91,33%
Uniforme | 8% 100 % Uniforme | 17,67% 93,67%
slp 7% 100 % slp 15,33% 96,33 %

Sin embargo cuando observamos los diagramas de cajas sobre ambas muestras (Fi-
gura 8.8) podemos observar una diferencia bastante significativa entre las medianas del

cruce slp y el resto.

Figura 8.8: Diagramas de Cajas y Bigotes: cruces para slp.

Ph[X]

0.08 0.12
| |

0.04
|

0.00
|

_
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Uniforme
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0.2
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Este hecho también se observa en las Tablas 8.3 y 8.4 pues todos los estadisticos
son inferiores en el caso del cruce slp. Un hecho significativo lo observamos en la columna
referida al minimo en las muestras generadas mediante slp’s aleatorios. En alguna ocasion
el procedimiento ha conseguido dar con el modelo ezacto.

Cuadro 8.3: Resumen estadistico I: cruces para slp.

’ PE[X] ‘ 1 o H SLP(F,T) ‘ 1 o
1 Punto | 4,23-107%2 3,12-1072 1 Punto 9,64 - 1072 0,15
2 Puntos | 4,05-1072 2,94-1072 2 Puntos 7-1072 9,65 - 1072
Uniforme | 3,47-10"2 2,55-1072 Uniforme | 5,39-1072 8,68 -1072
slp 2,62-107%2 2,27-1072 slp 3,26-1072 5,08-1072
Cuadro 8.4: Resumen estadistico 1I: cruces para slp.
’ PR[X] ‘ min 1 o q3 max ‘
1 Punto |2,28-107% 1,83-107% 3,32-107%2 587-10=2 0,14
2 Puntos | 1,94-107% 1,76-1072 3,38-10"%2 546-10"2 0,13
Uniforme | 2,14-1073% 14-1072 2.88-10"2 5,06-1072 0,11
slp 1,15-107* 9,34-10"% 1,91-1072 3,76-10"2 0,1
’ SLP(F,T) \ min Q1 0o g3 max ‘
1 Punto 0 329-107% 2,97-1072 0,1 0,66
2 Puntos 0 1,85-10* 2,83-1072 0,1 0,46
Uniforme 0 9,3-107* 1,82-107% 6,76-1072 0,44
slp 0 4,19-107° 9,61-10~% 4,09-10"2 0,23

Pero es més, los contrastes de hipdtesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor
razonable de la significancia « el cruce slp se muestra significativamente superior al resto.

Cuadro 8.5: Contraste de Hipotesis: cruces para slp.

| PFX] | 1Punto 2 Puntos Uniforme slp |

1 Punto 1 0.85 1 1

2 Puntos 0,43 1 1 1

Uniforme | 4,23 - 1072 0,11 1 1
slp 2,26-1079 1,07-10"% 2,15-107° 1

| SLP(F,7)| 1Punto 2 Puntos Uniforme slp |

1 Punto 1 0,91 1 1

2 Puntos 0,12 1 1 1

Uniforme | 2,19-1072 7,14 -1072 1 1
slp 3,81-107% 7,99-107° 134-1072 1

Ya hemos aventurado a lo largo de la Secciéon 8.2.3 la causa que explica este comporta-
miento pero en la Figura 8.9 se observa con claridad. En la siguiente figura representamos
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como evoluciona la calificaciéon media del mejor elemento con respecto a la generaciéon en
la que se encuentra.

Figura 8.9: Evolucion de la Calificacion: cruces para slp.

PE[X] SLP(F,T)
T T T
- = i Punto‘ = 3r —— 1 Punto ||
g 0.1¢ — 2 Puntos || g —2 Puntos
% Uniforme || = Unlflorme
g 8107 — b | §of —
= 6- 1072 1 £
S 91 |
8 4-107%) 1<
= - —
2.1072} | | | E oF ‘ | | i
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Generaciones Generaciones

Como se puede observar claramente, las calificaciones medias disminuyen rapidamente
al principio para luego «estancarse». En los cruces en un punto, en dos puntos y uniforme
la disminucién es muy pronunciada al principio pero el estancamiento sucede muchas
generaciones antes que en el cruce slp. Este fenémeno se suele denominar convergencia
prematura v es uno de los fendémeno a evitar. Generalmente se da porque la poblacion
pierde diversidad puesto que alcanza un minimo local que rapidamente se propaga por
toda la poblacion en virtud del Teorema de los Esquemas (véase Teorema 0.0.39).

8.3.2 Arboles frente a slp's
Los parametros especificos de este experimento son:

Cuadro 8.6: Parametros especificos: slp frente a arbol.

Tipo de estrategia: Solo programacion genética
Estructura de datos: {slp, arbol}
Operador de calificacion: MSE
Operador de cruce: {slp, arbol}
Operador de mutacion: {slp, arbol}

En la Tabla 8.7 volvemos a observar el mismo patréon para la tasa de error como
para la tasa de éxito: son muy similares entre ambas estructuras de datos y en el caso
de las muestras generadas sobre slp’s aleatorios peores que sobre las muestras generadas
mediante polinomios.
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Cuadro 8.7: Tasas de error y de solucion: slp frente a arbol.

[PEIX]] ¢ ts || SLP(F.T)| ts |
slp 833% 100% slp 15,67% 97,67%
arbol | 5,67% 100% arbol 14,33% 98,33 %

De la misma forma, observamos en los los diagramas de cajas de la Figura 8.10 di-
ferencias significativas entre usar slp’s a usar arboles. Esto tltimo se observa sobre todo
en las muestras generadas sobre slp’s aleatorios, notese que aunque la caja es més ancha
en los resultados sobre las muestras generadas con polinomios aleatorios, la mediana esta
sensiblemente mas abajo.

Figura 8.10: Diagramas de Cajas y Bigotes: slp frente a arbol.

PR [X] SLP(F, T)

+
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|

0.10
|

0.00
|
0.00

Las Tablas 8.8 y 8.9 no introducen ninguna diferencia significativa respecto a lo ante-
riormente mostrado.

Cuadro 8.8: Resumen estadistico I: slp frente a arbol.

PXT] m o |[SIB(FT)| o
slp | 255-102 23-102 sp [2,05-102 3,22-10°2
arbol | 2,69-102 207-1072 || arbol | 317102 4,96-10~2

Cuadro 8.9: Resumen estadistico 1I: slp frente a arbol.

’ P [X] ‘ min 4 42 43 max ‘
slp | 1,79-107% 827-107% 18-1072 3,62-1072 0,1
arbol | 1,1-107% 1,02-102 2,18-10"% 3,74-107%2 9,16-1072

| SLP(F,T) | min G Qo 03 méx |
slp 0 3,08-107% 4,13-107% 2,76-107% 0,14
arbol 0 654-104 952-103 357-102 0,22
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Los contrastes de hipotesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor razonable
de la significancia «, usar la estructura de datos slp es significativamente superior a la
estructura de datos arbol.

Cuadro 8.10: Contraste de Hipotesis: slp frente a arbol.

[PR[X][ slp  arbol |[SLP(F,T)[slp  arbol |
slp [ 1 8,07-1072 slp 1 716-107°
arbol | 0,79 1 arbol 1 1
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Capitulo 9

La dimensiéon de Vapnik-Chervonenkis
de un sip

Pluralitas non est ponenda sine necessitate?.
William of Ockham [0095, i, dist. 27, qu. 2, K]

A lo largo de estas paginas presentaremos un estudio tedrico de las propiedades de
los slp’s. En particular, nos centraremos en calcular una cota superior de la dimension de
Vapnik-Chervonenkis (VCD) de ciertas clases de sip’s (véase [MABCO09]).

Teorema 9.0.1. Sea SLP,, (F,T) el conjunto de todos los slp's sobre el conjunto de
terminales T = {t1,...,t,} y el conjunto de funciones F = {+,—,*,/,sgn, f1,..., fo}
donde {+, —,*, /} denotan las funciones aritméticas estindar, sgn (z) es la funcion:

sen: R —» R

x > sgn(z) :{

0 siz<O0.
1 six>0.

y fi,..., f, es una cadena de Pfaffian de grado D (véase la Definicion 9.1.4). Ademds,
los slp's de dicho conjunto cumplen las siguientes restricciones:

e El numero de operaciones no escalares (i.e. operaciones en {*, /,sgn, f1,..., f,} esta
acotado por L.

e Elnumero de operaciones escalares (i.e. operaciones en {+, —}) no estd restringido.

e Kl numero total de pardmetros es k.

Sea ahora C, 1, la clase de conceptos definidos por los subconjuntos de R" que son
aceptados por un slp (véase la Definicion 9.1.2) en el conjunto SLP, (F,T). Entonces,
se tiene que:

VCoim (Cnr) <
<O ((g(N + k)L +1))% + g(N + k)(L + 1) logy (N + k)(L + 1)(4 + D)))
donde N = O (L*A+ LA(n+ k) + Lq).

1La pluralidad no se debe postular sin necesidad.
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Posteriormente, a partir de dicha cota, construiremos un operador de calificacién que
permitira realizar minimizacion del riesgo estructural (SRM) cuando se evolucionan slp’s.

Finalmente, realizaremos un estudio empirico, siguiendo el protocolo del Anexo B, en
el que compararemos el comportamiento de este nuevo procedimiento calificador con otros
procedimientos SRM cléasicos adaptados a la programacion genética en el que se observa
que el procedimiento calificador basado en la VCD es superior de forma estadisticamente
significativa (véase [MABCO09] y [BAM10| para otros resultados en este sentido).

9.1 Estimacion de la VCD de familias de sip’s parame-
trizadas por niimeros reales

En la década de los setenta, los trabajos de Vapnik y Chervonenkis (véase [VCT74,
Vap98, VCT71]) proporcionaron una familia muy importante de cotas relacionadas con
la capacidad de clasificacion de una mdquina de aprendizaje automdtico (véase [Lug02]
para una discusion en términos modernos de la teoria). La VCD mide la capacidad de
una familia de funciones (o maquinas de aprendizaje automatico) como clasificadores. Ya
que la VCD depende de la clase de clasificadores no tiene sentido calcular la VCD de
la programacion genética en general aunque si es interesante realizar el estudio para el
conjunto particulares como, por ejemplo, el de los sip’s.

La siguiente es la definicion formal de VCD. Véase [Vap98| para seguir los detalles.

Definicién 9.1.1 (VCD). Sea C una clase de subconjuntos de un conjunto X . Se dice que
C ajusta el conjunto A C X si para todo subconjunto E C A existe un elemento S € C
tal que E = SN A. La VCD del conjunto C serd el cardinal del mayor conjunto A que es
ajustado por C.

A lo largo de este capitulo usaremos la notacion Cy, para referirse a un conjunto de
conceptos representados por k ntmeros reales, w = (wy,...,wy), las muestras estaran
representadas por n nameros reales, r = (z1,...,2,), v el test de pertenencia a Cy,, es
expresado mediante una férmula @ ,(w, ) que tiene como parametros de entrada pares
(w, z) donde w representa un concepto y x una muestra. Esta formula devuelve un valor
1 en el caso que «x pertenezca al concepto representado por w» y 0 en otro caso. De esta
forma, podemos pensar en ®;,,, como en una aplicacion de R**™ al conjunto {0, 1}.

Definicion 9.1.2. Diremos que un subconjunto C' C R™ es aceptado por un slp T si la
aplicacion semdntica ®r expresa la funcion de pertenencia de C.

Para cada concepto w se define por C, el conjunto de todos las instancias aceptadas
por el concepto w. Es decir,

Cpi={zeR": &, (w,z) =1}.
El objetivo es calcular una cota superior para la VCD del conjunto
Ck,n = {Cw IS Rk}
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asumiendo que la formula @, es una combinacion booleana de s féormulas atémicas de
la forma:
7;(w,x) > 0 o bien 7;(w,z) =0,

donde {7;(w, x)}1<i<s son funciones infinitamente diferenciables de R*™™ a R.

Sea aj,...,q, € R" un conjunto de muestras. De entre las s - v funciones 7;(w, a;) de
R* a R tomamos r, O4,...,0,, y definimos
O: RF — R"

w — (O1(w),...,0.(w)).

El siguiente resultado es debido a Karpinski ([KM97]) y permite acotar la VCD a
partir de invariantes geométricos de los test de pertenencia:

Teorema 9.1.3. Usando la notacion anterior. Sea (e1,...,€.) € R" un punto tal que
O~ (e, .., €) es un subvariedad real C* de dimension (k—r). Si existe una cota superior
B al mimero de componentes conexas de © (e1, ..., €.) que: ni dependa del nimero r ni

de la muestra o; escogida se tiene que, la VOCD de una familia de conceptos Cy,, cuya
funcion de pertenencia se puede expresar mediante una formula Py, que satisface las
condiciones anteriores cumple:

VCim (Crn) < 2logy B + 2k logy(2es).

Pasamos a demostrar el Teorema Principal de este capitulo. Antes debemos introducir
algunas nociones sobre las cadenas de Pfaffian y sobre sus propiedades geométricas. En
particular introducimos un lema de J. Milnor (véase |[Mil64|) ampliado posteriormente
por Gabrielov y Vorobjov (véase [GV04]).

Definicion 9.1.4 (Cadena de Pfaffian). Sea U C R"™ un dominio abierto. Una cadena
de Pfaffian de longitud ¢ > 0 y grado D > 1 en U es una secuencia de funciones reales

analiticas fi, ..., fq que satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:
afi
8_:L’j = P;(z, fi(z),..., fi(z)),
con 1 < i< gqydonde P,; € Rlxy...,2n,%1,...,y] son polinomios de grado menor o

wgual que D.
Una funcion f definida en U se dice de Pfaffian de orden q y grados (d, D) si

f(x) = P(x, fu(x), ..., fy(x))

con P € Rlzy...,zn,y1,...,y) de grado menor que d y fi(z),..., f,(x) forman una
cadena de Pfaffian de grado D.

Entre los ejemplos de estas funciones podriamos citar:

e Todas las funciones algebraicas en sus respectivos dominios.
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9. La dimension de Vapnik-Chervonenkis de un slp

e logx y e” asi como las funciones hiperbodlicas igualmente en los dominios en los que
estdn definidas.

e Las funciones trigonométricas en intervalos acotados.

e En general todas las llamadas funciones elementales en sus respectivos dominios son

Pfaffian.

Lema 9.1.5 (Milnor [Mil64], Gabrielov y Vorobjov [GV04]). Usando la notacion anterior
y asumiendo que O1(w), ..., 0, (w) son polinomios con k variables y grado acotado por d.
Entonces, si € = (€1,...,€.) es un valor reqular de O(w) := (01(w),...,0,(w)), se tiene
que el numero de componentes conexas B estd acotado por:

B < (2d)F. (9.1)

En el caso que ©1(w),...,0,(w) sean polinomios en el anillo Ry, ..., Yk, f1, ..., f4
de grado acotado por d donde fi,..., f; forman una cadena de Pfaffian de longitud q y
grado D la anterior cota se transforma en:

B < 2947 V2g%(k(d + D))*(k*(d + D))" (9.2)
Nota 9.1.6. Notese que la anterior cota quedaria
B < 2ktka=D2gk (1(d 4 D))" (k*(d 4 D))"

al sustituir x por oy, 1 < i < r en la cadena de Pfaffian inicial fi,..., fq. Por lo tanto
tenemos como unicas variables yq, ..., yr y una cadena de Pfaffian de longitud rq < kq.

Antes de afrontar la demostracién del teorema principal de esta seccidon necesitamos
introducir un lema en el que determinaremos el nimero de parametros necesarios para
construir una parametrizaciéon del conjunto de las aplicaciones seméanticas pertenecien-
tes a la familia de slp’s definidos sobre los conjuntos F y 7. Denominaremos a dicha
parametrizacion slp universal.

Lema 9.1.7. Sea T := {t1,...,t,} un conjunto de terminales y F = {+,—, %, /,sgn}
U {fi,..., f,} el conjunto de funciones donde los elementos {f,..., f,} forman una
cadena de Pfaffian de longitud q y grado D. Ademds supondremos que la aridad de dichas
funciones estd acotada por A. Entonces, el numero de pardmetros del slp universal T,
para la familia de slp's SLP, (F,T) es:

L—1
L(3+q+A(n+T)+1)+n.

Demostracion. Introduciremos un conjunto de pardmetros que denotaremos con los sim-
bolos a, 3 y 7 pertenecientes a Z* para un determinado a. El objetivo es encontrar una
expresion I'y (e, B, 7y) de forma que para todo slp del conjunto SLP,, ,(F,T) su aplicacion
seméantica queda determinada por por unos valores particulares de ¢, 3 y ~. Para sim-
plificar la notaciéon, renombramos los elementos del conjunto de terminales u_,,, = t,,,
para todo 1 < m < n.
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Sea I' un slp perteneciente a la familia de slp’s SLP,, 1, (F,T). Claramente se observa
que toda variable no terminal con operaciéon no escalar u;, con ¢+ < i < L, de ' es una
funcién que se puede parametrizar de la siguiente forma:

U; = Ul(aaﬁ>7>(t) = 71—n [al—n <Z;";lfn+1 Oé;'luj> <Z;;lfn+l Oé?uj) +

. ‘ Z’;l_n oy i )
+(1—a) lﬂgn =l I (1 - Boy,)sen (Zj;nﬂ@?uj) +

19,
Zj:—n—‘rl QU

i i i—1 ) i—1 %
+ (1= Sl e (S o g 0 o )|

Para terminar consideramos, sin pérdida de generalidad, que la tltima variable no
terminal se puede parametrizar de la siguiente manera:

L
U == E OéjUj,

j=—-n+1

donde u; representa las L variables no terminales con operaciones no escalares. Esto se
debe a que tras la ultima operacién no escalar puede existir un nimero arbitrario de
operaciones escalares.

Notese que los parametros o, 3° y~*, , toman valores en el conjunto {0, 1} mientras
que el resto lo hace en Z. Esto se debe a que en cada variable no terminal solo se realiza
una de las operaciones no escalares. De esta forma obtenemos una estructura universal

FU = {Ul(a7/877>7 . .7UL(CX7,6,’Y),U(CX,/8,’7>}

que parametriza cualquier aplicaciéon seméntica de la familia de slp’s. La ecuacion del
enunciado se obtiene inmediatamente contando el nimero de parametros o, 3 y ~. O

Procedemos ahora a la demostracion del teorema principal de este capitulo:

9.1.1 Demostracion del Teorema 9.0.1

Sea SLP, 4 .(F,T) la familia de slp’s definidos sobre los conjuntos 7 = V UC donde
V =A{z1,...,2,,v1,...,Yr} representa el par (instancia, concepto) y F = {+, —, %, /,sgn}
U {fi,..-, fg} con fi,..., f, denotando una cadena de Pfaffian de longitud ¢ y grado
D. Ademés suponemos que los slp’s pretenecientes a dicha familia tendra a lo sumo L
operaciones no escalares y un ntmero finito, pero arbitrario, de operaciones escalares.

Aplicando el Lema 9.1.7 sabemos que existe un slp universal

FU - {U1<a7/677>7 .- _’UL<OC,/6,")’),U(Q,,67’7)}

que parametriza todas las aplicaciones semanticas de todos los elementos de la familia. De
esta forma podemos reemplazar la familia de conceptos Cy, ,, por la familia de subconjuntos

de Rn+k
C={Capn~}
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9. La dimension de Vapnik-Chervonenkis de un slp

donde para cada (o, 8,7) el conjunto Cq g~ esta definido como:

Capr = {(x,y) € R"™ : (x,y) es aceptado por I'y, ,_}.

Denotaremos por N := N(L,k + n,q, A) al nimero de parametros que posee. Incor-
poramos al conjunto de variables dichos parametros. De esta manera tenemos n + k + N
variables. Como anteriormente hemos hecho, renombramos el conjunto de terminales T
para facilitar la demostracion. De esta forma, tomamos

T - {u—m—l-la s 7u0}7

donde m = k 4+ n. De esta forma las operaciones que se pueden dar en I';; pueden ser de
alguna de las siguientes formas:

(it i i—1 iz
Lo = (S afs) op (X020 afu;) conop € {x, /}.
R q 7 i—1 i1 . i—1 A )
2. up = le (Zj:_m+1 O Usy - oy Zj:—m—l—l Q; u])'
_ i1 i,
3. u; ==sgn (ijfmﬂ ; uj).

Claramente se tiene que 'y tiene a lo sumo L operaciones sgn. Para cada una de ellas
definimos

Ui = {uil,...,uik}

como el conjunto de operaciones sgn computadas antes que u;. Luego, en la computacion
de la variable no terminal u;, las variables en el conjunto U; toman valores fijos en el
conjunto {0, 1} por lo que podemos considerarla como una férmula

@i(u—m+17 s aui—l) = @’L(a7 /37 YT, Y, Ut 1, - - 7u’i—1)7
donde las instrucciones signo anteriores verifican que
u;, = 05 € {0,1} con u;, € Uj.

Tenemos entonces que O); es un predicado atéomico (e, 3,7, x,y) para cada (d1, . . ., 0x,)
{0, 1}*. Definimos ahora para cada instruccion de signo u; el siguiente predicado W (u;

W(u) = {r(c, B,v,2,y) : (61,...,0,) € {0,1}*}. 9.3)

Los predicados W (u;) pertenecen a un lenguaje de primer orden L sobre los ntimeros
reales con simbolos +, —,*, /, f1,..., f; y el orden < donde fi,..., f, es una cadena de
Pfaffian. Como k; < ¢ se tiene que W (u;) contiene a lo sumo 2 - 21 = 2% predicados. Por
lo tanto, la formula que evalia el test de pertenencia I'y,, ,_ consiste en a lo sumo L - 2L
predicados.

€
E

Sea W = UiLzl W (u;). De acuerdo con el Teorema 9.1.3 debemos acotar el nimero de
componentes conexas de la variedad (k + N — r)-dimensional definida por:

Tai(a7ﬁ777y) — € = 07
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donde 1 <i<r<k+N,o € R"y 7, =7(a, 3,7, a;,y) pertenece a W.

Asumamos que 7,, pertenece al conjunto W (u;) y sea (01,...,0,) € {0,1}% los va-
lores asociados de acuerdo a la Ecuacion (9.3). Usamos ahora las cotas ofrecidas por la
Ecuacion (9.2) del Lema 9.1.5. Crearemos una variedad con las siguientes ecuaciones:

Para cada variable no terminal u; € I';;, con 1 < k < i — 1 introducimos en el sistema
las ecuaciones:

. L i—1 i, i—1 i, . . .
1. Siug = <Zj:_m+1 a; u]) <Zj:—m+1 a; u]>, entonces introducimos la variable vy

junto con la ecuacion:

vk—< i: aé-lvj>< i: aj?vj) = 0. (9.4)

Jj=—m+1 Jj=—m+1

i—1 i1
Yimmi1 ¥ Y

2. Siuy === I entonces introducimos la variable v, junto con la ecuacion:
2 mt1 O U
i—1 i—1
’i1 Z'2 —
Uk E sty | — E afv; | =0. (9.5)
Jj=—m+1 Jj=—m+1
3 .- q 1 i—1 i1 ) 1—1 iA ) . .

3. Stw = h (Zj:_mH Uy Y O uj), entonces introducimos la

variable vy junto con la ecuacion:

q i—1 i1
U — nyfl ( Z ozj-lvj, e Z oz;-Avj> = 0. (9.6)
=1

j=—m+1 j=—m+1
4. Si ug = sgn (Z;{m 1 Oz;luj), entonces introducimos la variable v, junto con la
ecuacion:
v — 0 = 0, donde &, € {0,1}. (9.7)
Finalmente anadimos la ecuaciéon
Sea S(a, 3,7,9Y,€1,...,6,v) el sistema obtenido a partir del conjunto de Ecuacio-

nes (9.4), (9.5), (9.6), (9.7) y (9.8) para todo i tal que 1 < i < r, donde hemos denotado
por v las nuevas variables. Tenemos entonces que:

1. S(o, B,v,y,€1, ..., 6,0) = 7o, (0, B,7,y) = ¢; para todo i en {1,...,r}.

2. Si 1y, (a,B,7,y) =€ para todo i en {1,...,r} entonces existen unos tnicos v tales
que se cumple el sistema de ecuaciones S(a, 8,7, ¥y, €1, ..., €, ).

3. El conjunto definido por las variables y mediante las ecuaciones 7,, (e, 3,7,y) = €;
para todo i en {1,...,7} es homeomorfo al conjunto definido mediante las variables
o, B, v, y vy v en el sistema S(a,B,7,y,€1,...,6,v). Luego o ambos son una
variedad o ninguno lo es.
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9. La dimension de Vapnik-Chervonenkis de un slp

Hemos construido un sistema S que contiene a lo sumo r(L + 1) < (k+ N)(L + 1)
ecuaciones. Dichas ecuaciones son polinomios de grado acotado por 4 en el anillo de
polinomios R|ex, 3,7, y, v, f] donde f es una cadena de Pfaffian de longitud rq < (k+N)q
por la misma razoén que la descrita en la Nota 9.1.6. El ntimero de variables esta acotado
por N +k+rL < (k+ N)(1+ L). Asumiendo que el sistema S define una variedad y
usando las cotas dadas por la Ecuacion (9.2) del Lema 9.1.5 obtenemos que el nimero de
componente conexa B estd acotado por:

B < 90N+HR) L+ (@(N+R)(LA+1)=1)/2 4 (N+R)(L+1)

((k+ N)(L+ 1)(4+ D)FNESD (N + k)2 (L 4 1)*(4 + D)) N HREHD

donde

L—1
N=1L <3—|—q+A(n+/€+T) +1> +n+ k.
El resultado final se obtiene usando la anterior cota en el Teorema 9.0.1 y tomando
s = L - 2% como cota del ntimero de predicados. O

Nota 9.1.8. Si el conjunto de funciones de nuestro slp solo contiene las operaciones
aritméticas elementales, es decir F = {+, —,*} entonces podemos usar la cota dada por
la Ecuacion (9.1) del Lema 9.1.5 y la cota para la VCD quedaria:

VCim (Cnr) <2(n+1)(n+ L)L(2L + log, L + 9).

9.2 C(Calificaciéon basada en la VCD de un sip

A lo largo de esta seccion introduciremos diversas formas de escoger una calificacion
para estimar el error medio cometido respecto de la distribucion de probabilidad (que
recordemos es desconocida) desde la cual se presentan las muestras.

Comenzaremos proponiendo el uso de las herramientas que nos ofrece la Teoria del
Aprendizaje Estadistico (véase [Vap98, VCT71, VCT74],|CY03]). Este punto de vista no es
nuevo y ya ha sido ensayado en [TGBSO05|. Presentaremos dos enfoques para atacar este
problema. Por un lado adaptaremos algunos métodos estadisticos clasicos como criterio de
informacion de Akaike (AIC') y criterio de informacion Bayesiano (BIC') al contexto de
la programacion genética mientras que por otro lado usaremos el método de minimizacion
del riesgo estructural (SRM). El objetivo es, recordemos, estimar una funcion g tal que:

y=g(z)+e (9.9)

donde € denota una fuente aleatoria de errores con media 0 e i.i.d. (cominmente se deno-
mina a esta fuente de errores como ruido), x es el vector de entrada e y el valor de salida.
Para realizar la estimacion contamos con una muestra basada en un nimero finito n de
muestras que denominaremos muestra de aprendizaje. Esta muestra de aprendizaje esta-
ra formada por pares (z;,y;)1<i<n 1.1.d. generados de acuerdo a una funcion de densidad
conjunta desconocida:

p(z,y) = p(x)p(ylz).
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Es bien conocido que el mejor estimador fy.s; para la funcion g en la Ecuacion (9.9)
que se puede obtener a partir de la muestra de aprendizaje es la media respecto de la
distribuciéon de probabilidad condicionada. Es decir:

Frest() = / uolyle).

Desgraciadamente, como ya hemos mencionado, p suele ser desconocida y por lo tanto
dicha integral es imposible de calcular (ni siquiera aproximadamente).

Una maquina de aprendizaje automatico tratara de seleccionar el mejor modelo f € H,
donde H es una clase de conceptos. En general, el error del estimador f, se denota por

e(f) y cumple:
(1) = [ QUa)dp (9.10)

donde @ mide la pérdida de informacion de usar el modelo f(z) respecto del concepto g
y p es la distribucion respecto de la que la muestra de aprendizaje (z,y) ha sido creada.
Para problemas de clasificacion, el error de clasificacion () que se suele usar es el ntimero
de muestras mal clasificadas. Esto es:

Mientras que, para problemas de regresion simbolica, se suele usar el llamado MSFE. Es
decir:

Puesto que p es desconocido, los errores anteriormente descritos no son posibles de
calcular. En el caso de que la clase de modelos H tenga complejidad finita (en nuestro
caso, cuando acotamos la longitud de los slp’s o la altura de los arboles), podemos usar
como error del modelo el error empirico (también llamado riesgo empirico) en vez del
error tedrico definido en la Ecuacion (9.10):

) = QUi (0.11)

El problema de la seleccion del modelo (también llamada control de la complejidad)
aparece cuando los modelos presentan distinta complejidad, como es nuestro caso. Cuando
se trata de problemas de regresion simboélica se trata de escoger el modelo de menor
complejidad que minimice el riesgo, es decir, minimiza el valor de la funciéon definida
en la Ecuacion (9.11). Para ello, usualmente, se estima el error teérico (Ecuacion (9.10))
mediante una funcién del error empirico (Ecuacion (9.11)) anadiéndole cierta penalizacion
relacionada de alguna manera con la complejidad del modelo. Es esta funcion la que luego
se usa para estimar el mejor modelo en la clase H. A esta forma de seleccionar el modelo
se la conoce comtnmente como minimizacion del riesgo estructural (SRM).

La SRM da buenos resultados suponiendo que los modelos cumplen una serie de pro-
piedades (véase [CYO03| y referencias): principalmente linealidad y exactitud en el calculo
de la capacidad de clasificacion de la clase de conceptos H. Como en el caso de la progra-
macién genética ninguna de las dos condiciones se cumple, es necesario realizar un estudio
empirico para comprobar si los resultados teodricos siguen siendo validos en este contexto.
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9.3 Criterios para la seleccién del modelo

Como mencionamos anteriormente, en general, para estimar el error teorico (Ecua-
cion (9.10)) se suele penalizar el error empirico (Ecuacion (9.11)) de alguna de las si-
guientes formas:

e(f) = eu(f) - pen(h,n),
e(f) = enl(f)+pen(h,n,o%),

donde f representa el modelo, pen es el factor de penalizacion, h es la complejidad del
modelo, n es el tamano de la muestra de aprendizaje y finalmente o denota la desviacion
tipica del ruido (véase la Ecuacion (9.9)).

Los dos métodos estadisticos que usaremos en este trabajo son bien conocidos:

o AIC (véase [Aka70]):
o) = ealf) + 2o

e BIC (véase |[BS94]):

() = () + ()0

Como se describe en [CYO03], cuando se usa un estimador lineal f, primero se estima
la varianza del ruido que presenta la muestra (z;, ;) como:

0" = = > (= fl@)? (9.12)

donde f(z;) es el valor que el estimador lineal f propone para el valor ;. Posteriormente
se usa la Ecuacion (9.12) junto con AIC' o BIC para estimar la complejidad del modelo.
En ambos casos se usara como estimador de la complejidad del modelo f el namero de
parametros libres del estimador f.

El tercer mecanismo de seleccion del modelo que usaremos se basa en el método SRM
(véase [Vap98|)

c(f) < enl(f) + \/h(log(Zn/h) +1)— log(7]/4)7 (9.13)

n

donde h debe ser sustituida por una cota superior de la VCD como la conseguida en el
Teorema 9.0.1. Por otro lado, la constante 7 representa la probabilidad de que esta cota
sea violada.

Bajo las hipoétesis de SRM un conjunto de posibles modelos C' forman una estructura
anidada
CicCycCc---cCpcC...Cc(C,

donde C7, representa el el conjunto de modelos de complejidad L con L un parametro
que depende del problema. Se requiere que la VCD de los modelos VCy;,, (Cr) sea una
funcion creciente sobre L.
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En este caso particular, C' es la clase de slp's de longitud acotada por [ sobre el conjunto
de terminales 7 = {t1,...,t,} y el conjunto de funciones F = {+, —,*, /,sgn, fi1,..., f,}
y Cp, es la clase de slp’s en C que usan como mucho L operaciones no escalares. Bajo estas
hipotesis, siguiendo el principio de la navaja de Ockham, se trata de escoger el modelo
que minimice la parte derecha de la Ecuacion (9.13).

En la préctica se suele escoger la siguiente formula en vez de la provista por la Ecua-
cion (9.13) ajustando convenientemente los valores (véase [CY03] si se esta interesado en
los detalles de como se deriva esta formula):

() = enl) (1 - \/g om ()] f—f) ,

donde h denota la VCD del modelo. Nétese que bajo esta aproximacion no es necesario
estimar la varianza del ruido pero si es necesario contar con una estimaciéon de la VCD.

En la Seccién 9.4 presentamos un estudio empirico del desempeno de estos procedi-
mientos calificadores en el que se observa como el método basado en la SRM es superior
de forma estadisticamente significativa (véase [MABC09] y [BAM10] para otros resultados
en este sentido).

9.4 Resultados experimentales

En las siguientes paginas realizaremos un estudio empirico en el que mostraremos
que en problemas de regresion simboélica con muestras que contienen ruido la calificacion
basada en S RM produce resultados estadisticamente significativos a su favor cuando se la
compara con los métodos estadisticos AIC'y BIC'y, por supuesto, cuando se la compara
con la calificacion basada en el MSE. Para llevar a cabo dicho estudio seguiremos el
protocolo propuesto en el Anexo B. Pasamos ahora a detallar los parametros particulares
de este experimento.

Los parametros especificos de este experimento son:

Cuadro 9.1: Parametros especificos: métodos de calificacion con ruido.

Tipo de estrategia: Solo programacion genética
Estructura de datos: sip
Operador de calificacion: {MSE, AIC, BIC, SRM}
Operador de cruce: slp
Operador de mutacion: slp
Varianza del ruido: 1

En la Tabla 9.2 podemos observar como la tasa de error (t.) y tasa de éxito (i)
asociada a los métodos de calificacion AIC' y BIC' son similares con ambas muestras
lo cual contradice los resultados obtenidos en [CY03|. Sin embargo las diferencias se
encuentran en los métodos basados en MSE y SRM. En los experimentos basados en
muestras polinomiales la tasa de solucion es similar (y muy baja) pues es muy complicado
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9. La dimension de Vapnik-Chervonenkis de un slp

ajustar los coeficientes si ademés hay ruido. Sin embargo, claramente se observa como el
procedimiento de calificacion basado en M S E se sobre-ajusta de manera desproporcionada

a la muestra y de ahi la tasa de error tan pronunciada.

Sin embargo la cosa cambia cuando observamos los resultados de los experimentos
basados en muestras provenientes de slp’s aleatorios. En este caso es algo mas sencillo
encontrar el modelo correcto principalmente debido a que el modelo se encuentra en el
espacio de busqueda y porque hay pocas constantes que ajustar. Esto produce que la
calificacion basada en M SE no se sobre-ajuste (porque no puede) y presente resultados
similares al resto o incluso mejores. De todas formas se puede ver como la calificacion
basada en SRM produce mejores resultados que el resto.

Cuadro 9.2: Tasas de error y de solucién: métodos de calificacion con ruido.

[PEIXT] ¢ t, |J[SLPU(F,T)] t t, |
MSE [ 12% 0,33% MSE 6% 933%
AIC | 4,33% 0,33% AIC 8,67% 4,33%
BIC | 4% 0,33% BIC 733% 4,33%
SRM | 6,33% 0,33% SRM 567% 8%

Los diagramas de cajas de la Figura 9.1 y las Tablas 9.3 y 9.4 confirman lo anterior-
mente expuesto.

Figura 9.1: Diagramas de Cajas y Bigotes: métodos de calificacion con ruido.
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Como en la experimentacién anterior, observamos en la columna referida al minimo
en las muestras generadas mediante slp’s que el los métodos de calificacién basados en
métodos estadisticos asi como el basado en SRM han encontrado el modelo exacto.

98



Cuadro 9.3: Resumen estadistico I: métodos de calificacion con ruido.

[PEIXT] & o [ SLPW(F, T) | & o
MSE [ 0,17 0,12 MSE 0,24 0,18
AIC | 0,15 0,11 AIC 0,35 0,36
BIC | 0,15 0,11 BIC 0,43 0,47
SRM | 0,13 8,62-102 SRM 0,22 0,21

Cuadro 9.4: Resumen estadistico 1I: métodos de calificacion con ruido.

’ PE[X] ‘ min Q1 Qo g3  max ‘
MSE | 6,97-107% 9,05-10"2 0,13 0,22 0,57
AIC [439-107% 6,65-1072 0,12 0,22 0,47
BIC |4,37-107% 6,71-10"2 0,13 0,22 0,47
SRM | 44-107% 6,92-1072 0,12 0,18 0,39

| SLP(F,7)| min ¢ Qo g3  méx |
MSE 431-107% 9,99-10"%2 0,19 0,33 0,77
AIC 0 715-1072 025 05 1,53
BIC 0 728-1072 0,24 0,63 1,81
SRM 0 7,02-1072 0,15 0,34 0,86

Para finalizar, los contrastes de hipétesis no dejan lugar a dudas. Para cualquier valor
razonable de la significancia « los métodos de calificacion basados en métodos estadisticos
asi como el basado en SRM son significativamente mejores que el basado en MSFE.
Ademas, como comentamos anteriormente, el método de calificacion basado en SRM es
superior a los métodos estadisticos.

Cuadro 9.5: Contraste de Hipotesis: métodos de calificacion con ruido.

| PRIX][ MSE AIC BIC  SRM |
MSE 1 0,94 0,93 1
AIC |881-107° 1 0,73 0.8
BIC |582-107% 091 1 0,94
SRM |344-107% 7,02-107* 7,16-1072 1

| SLP((F,T)| MSE AIC BIC  SRM |

MSE 1 4,67-107° 1,67-107° 0,81
AIC 1,51-1072 1 0,11 0,77
BIC 5-107° 0,75 1 0,63
SRM  |872-107% 253-107* 219-107° 1

Sin embargo hay un resultado cuanto menos curioso y que requiere una explicacion.
Observando la tabla con los resultados del contraste de hipotesis en el caso de muestras
generadas mediante slp aleatorios se observa que, tanto el método de calificacion AIC
como el método BIC, tiene resultados significativamente mejores que el método basado
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9. La dimension de Vapnik-Chervonenkis de un slp

en el MSE. A su vez, el método basado en MSE tiene resultados significativamente
mejores que los basados en propiedades esadisticas. ;Cémo puede ser esto posible?

Observando la grafica de las funciones de distribucion empiricas (ecdf) (Figura 9.2) se
puede ver como la ecdf asociada al método M SE es inferior a los basados en propiedades
estadisticas en la region de la izquierda, la cual corresponde con calificaciones proximas
a cero. Sin embargo la tendencia cambia hacia la mitad de la grafica y en la region de
la derecha son los métodos de calificacion basados en propiedades estadisticas los que
tiene peores resultados. Esto significa que dichos métodos presentan mayor probabilidad

Figura 9.2: Funcién de densidad empirica: métodos de calificacion con ruido.

Py [X] SLP(F, T)

Probabilidad
Probabilidad

Error Error

de tener mejores resultados mientras que el método de calificacion basado en MSFE tiene
menor probabilidad de tener peores resultados. Esta ultima afirmaciéon se observa con
claridad en la Figura 9.3 donde se representa la funciéon de probabilidad empirica obtenida
por todos los métodos. Como, a la vista del problema que estamos estudiando, es preferible

tener més resultados en la parte izquierda de la grafica consideramos justificada nuestra
anterior conclusion.
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Capitulo 10

Co-evolucion

Premaere Loi.

Dans tout animal qui n’a point dépassé le terme de ses développemens,
l’emploi plus fréquent et soutenu d’un organe quelconque, fortifie peu a peu
cet organe, le développe, 'agrandit, et lui donne une puissance proportionnée
a la durée de cet emploi; tandis que le défaut constant d’usage de tel organe,
laffoiblit insensiblement, le détériore, diminue progressivement ses facultés, et
finit par le faire disparoitre 1.

Jean-Baptiste Lamarck [Lam09, Vol. 1, pag 235|

En el anterior capitulo introducimos la nocién de VCD y la usamos para modificar
el método de calificacion con el fin de no sobre-ajustarnos a la muestra. Como se puede
observar en las conclusiones del Teorema 9.0.1 el pardmetro relevante a la hora de calcular
la VCD de los slp’s resulta ser el nimero de operaciones no escalares. Esto sugiere que,
en algiin sentido, las operaciones escalares son gratis. Es por lo que tratamos de fomentar
el uso de dichas operaciones en nuestro modelo. Para ello aumentamos el conjunto de
terminales 7 e introducimos en él un tercer conjunto de terminales que denominaremos
paramétricas. De esta forma el conjunto de terminales quedaria:

T=VUCUP,
donde V' := {x1,...,2,} denota el conjunto de variables, C' := {c;,...,¢} denota el
conjunto de constantes numéricas y finalmente P := {py,...,p,} denota el conjunto de

parametros. Dichos parametros son, a todos los efectos, constantes numéricas que toman
valores en un cierto conjunto, sobre las que usaremos algin mecanismo para optimizar
el desempeno del modelo. Para ver otra visiéon distinta pero con el mismo espiritu véase

[PMCC09].

En este capitulo mostraremos un algoritmo evolutivo para optimizar los valores de
dichos parametros. Recordemos que nuestra maquina de aprendizaje automatico estaba

!Primera Ley:
En cada animal que no ha superado los limites de su desarrollo, el uso frecuente de un 6rgano lo fortalece,
lo desarrolla y lo amplia ddndole una potencia proporcional a la cantidad de tiempo que ha sido usado,
mientras que el desuso de cualquier érgano lo debilita y lo deteriora progresivamente hasta que pierde su
capacidad funcional y desaparece.
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10. Co-evolucién

basada en un método de programacion genética. En nuestro caso, evolucionabamos una
poblacion

PObF:{Fl,...,FN}
constituida por N slp’s sobre los conjuntos F y 7T =V UC U P.

Paralelamente al proceso evolutivo mediante programacion genética de los slp's rea-
lizaremos un algoritmo evolutivo en el que las constantes seran optimizadas. Para ello
contamos también con una poblacién de parametros

Pobp = {p1>"'7pN}

en la que cada p; es un vector de ¢ componentes con p; € [a, b]? para todo i, 1 <i < N.

Ademés, en la Seccion 10.3 presentamos un estudio empirico del desempeno entre
varias formas de entrelazar ambos procesos evolutivos.

10.1 Programacion Genética con slp’s paramétricos

Como ya hemos visto anteriormente ahora contamos con una poblaciéon de parametros
Pobp a optimizar. Pasamos ahora a enunciar las principales caracteristicas que presenta
el algoritmo evolutivo con el que optimizaremos los parametros de los slp’s. Inicialmente
generaremos dicha poblacion con elementos distribuidos uniformemente en [a, b]9.

Parece razonable que la definicion del operador de calificaciéon de un elemento p €
Pobp esté relacionada de alguna forma con la calificacion de los slp’s que estan siendo
evolucionados. De esta forma, dada una muestra

z=(z,y) ER" xR, 1 <i<m,
una primera forma de calificaciéon para un vector de pardmetros p podria ser:

P o ; . P
Fit, (p) = min {Fit.(I7)},

donde T'? es el sip T'; en el que se han sustituido los pardametros P por sus valores nu-
méricos p y Fit,(I'?) representa el operador de calificacion para slp’s que fue definido
previamente en la Ecuacion (8.2). A este método de calificacion de constantes lo denomi-
naremos normal.

Rapidamente se observa que para calificar elementos p es necesario calificar toda la
poblacion de slp's que esta siendo evolucionada. Esto puede ser (y de hecho lo es, como se
vera mas adelante en los seccion de resultados experimentales) un derroche de recursos. Es
por ello que introducimos una nueva forma de calificacién que en cierto sentido aprozima
la anterior. De hecho lo que sugerimos es usar solamente un subconjunto de la poblacion
Pobr a la hora de realizar la calificacion de los parametros. Trabajos anteriores (véase
[WLJ01]) sugieren dos métodos para elegir dicho subconjunto:

e Seleccionar el mejor elemento de la actual poblacion de slp's (que en lo siguiente
denominaremos élite). Esto es:

FitZ(p) = Fit2 (D),
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donde T'Y,,_ representa el mejor sip de la actual poblacion en el que se han sustituido
los parametros por sus valores p. A este método de calificacion de constantes lo
denominaremos élite.

e Seleccionar dos elementos en la actual poblacion de slp’s, la élite y otro elemento
elegido al azar y usar como calificacion la media o el mejor valor entre ellos. Es
decir, uno de los siguientes:

Fity(p) = min{Fit. (I'g,,), Fit. (I7)},
1
]:th (p) = 5 (‘FZtZ (Pglite) + ‘FZtZ (Ff)) )

donde I'Y,,_ representa el mejor slp de la actual poblacion y I'? otro elemento distinto
en los que se han sustituido los parametros por sus valores p. Al primero de los
métodos de calificacion de constantes enunciado lo denominaremos minimo mientras
que al segundo lo denominaremos media.

En la Seccién 10.3 realizaremos un estudio empirico entre los tres procedimientos.

Para el operador de cruce usaremos el llamado cruce aritmético (véase [Sch81]). Este
operador de cruce funciona de la siguiente forma: dados py, p2 € [a, b]?, el cruce aritmético
produce dos hijos p] y p5 que son una combinaciéon convexa de sus padres. Es decir:

pPi=Ap1+(1-)) p2 py=A-p2+(1=A) pi,
donde A es un namero real escogido de forma aleatoria en el intervalo [0,1] en cada
operacion de cruce.

Debido a que nuestro espacio de busqueda [a, b]? es convexo, definimos un operador
de mutacion no uniforme (véase [MLS94|). En nuestro caso, el operador de mutacion
generara el hijo p’ a partir del padre p escogiendo uniformemente una de las siguientes
posibilidades:

P = Pr + AL, b — i), Pl = P — Alt,pr — a),
para k =1,...,q, t el nimero de generacion actual y la funciéon A definida de la siguiente

manera.:
t
Alt = 1——
(t,y) :==yr ( T) :

con r un numero elegido al azar en [0, 1] y T representando el maximo nimero de gene-
raciones.

Notese que la funcion A(t, y) devuelve un valor en aleatorio en [0, y| de tal forma que
la probabilidad de que A(t,y) esta cerca de 0 aumenta con el nimero de generaciones
t. Esta propiedad permite explorar libremente el espacio de busqueda en las primeras
generaciones transforméndose, con el paso de las generaciones, en una busqueda local. En
los experimentos realizados por Michalewicz, et al. (véase [MLS94]), fue usada la funcion:

sty = (1-%)

donde b es un parametro que determina el grado de no uniformidad del operador.

El operador de seleccion elegido en este caso el método g-torneo mientras que el ope-
rador de reemplazo es el mismo definido en la Definicion 8.2.7.
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10. Co-evolucién

10.2 Algoritmos de co-evolucién cooperativa

En contraposicion con la co-evolucién competitiva, en la que los individuos de las
distintas poblaciones tienen calificaciones independientes y compiten por los recursos, en
la co-evolucion cooperativa elementos de ambas poblaciones son necesarios a la hora de
dar una calificaciéon. Asi, ambas poblaciones evolucionan libremente y llegado el momento
de obtener la calificacion de un elemento de una de las poblaciones ya hemos visto los
mecanismos que usaremos para escoger los colaboradores de la otra poblacion.

En un lenguaje de muy alto nivel, el proceso evolutivo que proponemos y que se ha
implementado es el siguiente:

Pseudocédigo 10.1: Pseudocodigo del proceso co-evolutivo.

Popr := generar poblacién inicial de slp's
Popp := generar poblaciéon inicial de pardametros
escoger aleatoriamente slpgite
escoger aleatoriamente pgite
calificar poblacién inicial de slp's
mientras (no condicién de finalizacién) hacer
realizar un turno de GP
seleccionar slpgite
realizar un turno de AFE
seleccionar pgite
fin

En donde entendemos por realizar un turno de GP o AE la realizaciéon de ininterrumpida
de una o varias generaciones evolutivas como las descritas en el Pseudo-co6digo 3 bien sobre
la poblacion de slp’s (programacion genética) o bien sobre la poblacion de pardametros
(algoritmo evolutivo).

Distinguiremos dos procesos co-evolutivos distintos en funcién de como se alternen los
turnos de programacion genética y algoritmo evolutivo:

Rondas: Se realizan un namero fijo de generaciones a de programacion genética seguido
de otro namero fijo (que no tiene que ser idéntico) de generaciones b de algoritmo
evolutivo hasta finalizar las generaciones. Este método lo denotaremos por Ga — Eb.

Separadas: Se separa la ejecucion en dos turnos. En un primer turno se realiza toda
las generaciones de programacion genética asignadas (generalmente un porcentaje
¢ del total) y posteriormente se realiza el resto de las generaciones hasta el final de
algoritmo evolutivo. Este método lo denotaremos por S — c.

En la Seccion 10.3 realizaremos un estudio empirico entre ambos procedimientos. En
[AMBO09] presentamos otros resultados similares.
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10.3 Resultados experimentales

En las siguientes paginas realizaremos un estudio empirico sobre los mecanismos de
calificacion adecuados para el algoritmo evolutivo. Demostraremos que no hay diferen-
cias significativas entre ellos y por lo tanto usaremos el mas simple y facil de calcular (el
anteriormente llamado élite). Seguidamente comprobaremos como hay ligeras evidencias
de que los procedimientos basados en la evolucion de slp’s mas el ajuste de constan-
tes produce resultados significativamente mejores que solamente realizando la parte de
programacion genética.

Para llevar a cabo dicho estudio seguiremos el protocolo propuesto en el Anexo B.
Pasamos ahora a detallar los pardmetros particulares de cada uno de los experimentos.

10.3.1 Calificacién de constantes

Los parametros especificos de este experimento son:

Cuadro 10.1: Parametros especificos: calificacion de constantes.

Tipo de estrategia: S-90
Estructura de datos: sip
Operador de calificacion: M SE y {normal, élite, media, minimo}
Operador de cruce: slp y aritmético
Operador de mutacién: slp y no uniforme

En la Tabla 10.2 volvemos a observar el mismo patron que observamos en la Seccion 8.3:
la tasa de error y la tasa de éxito son muy similares entre todos los procesos de calificacion
y en el caso de las muestras generadas sobre slp’s aleatorios peores que sobre las muestras
generadas mediante polinomios.

Cuadro 10.2: Tasas de error y de solucion: calificacion de constantes.

[ PRIX] | & ts J[SLP(F,T)] te ts |
normal | 9,67% 99,67% normal 18,67% 98%
elite 9% 100 % elite 16,67% 96 %
minimo | 7% 100 % minimo 16 % 97 %
media 9%  99,67% media 5%  96%

Sin embargo en los diagramas de cajas de la Figura 10.1 se aprecia una ligera diferencia
a favor de los métodos normal y élite frente a los otros dos. Esto ultimo se observa, sobre
todo, en las muestras generadas sobre slp’s aleatorios.

107



10. Co-evolucién

Figura 10.1: Diagramas de Cajas y Bigotes: calificacion de constantes.
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Las Tablas 10.3 y 10.4 no introducen ninguna diferencia significativa respecto a lo
anteriormente mostrado.

Cuadro 10.3: Resumen estadistico I: calificacion de constantes.

| Pr[X] | ,u o || SLP(F, T) | i o |
normal | 1,98-10 2 1,69-10 2 || normal | 1,74-10 2 27910 2
elite | 2281072 2,01- 102 elite 1,91-102 2931072
minimo | 2,67-10~2 2,36-1072 || minimo | 2,26 - 10~ 3,72 102
media | 241-102 2,09-102 ||  media | 2,99-10°2 4,99 - 102

Cuadro 10.4: Resumen estadistico I11: calificacion de constantes.

’ PX[X] ‘ min 7 Qo g3 max ‘
normal | 5,42-107* 6,91-107° 1,44-1072 283-107% 7,67-1072
elite 5,42-107* 8,07-107* 1,71-10"% 3,13-1072 8,76 - 102
minimo | 4,13-1074  84-107% 1,.85-10"2 3.93-102 979102
media | 5,44-10"* 813-107% 1,69-1072 3,49-1072 8,9-1072
’ SLP(F,T) ‘ min 7 G2 q3 max ‘

normal | 0 458 10 % 399-10° 252-102 0,15

elite 0 355-1073% 393-1073% 3.-1072 0,14

minimo 0 4,06-1073 457-107% 2,51-107% 0,18

media 0 194-1072" 6,14-1072 3,56-10"%2 0,22

En esta ocasion los contrastes de hipotesis no nos despejan mucho las incognitas.
Solamente para en algunos casos obtenemos diferencias significativa como para realizar

alguna afirmacion.
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Cuadro 10.5: Contraste de Hipotesis: calificacion de constantes.

| Pr[X] | normal elite minimo  media |

normal 1 0,2 872-10% 0,14
elite 0,97 1 849-1072 0,49
minimo | 0,97 0,97 1 0,87
media | 0,99 0,94 0,31 1
| SLP,(F,T) | normal elite minimo  media |

normal 1 0,63 0,3 7,54 - 1072
elite 0,86 1 0,52 0,17

minimo 0,93 0,85 1 0,27
media 0,75 0,95 0,78 1

En el caso de las muestras generadas por polinomios aleatorios observamos que la
calificaciéon normal y élite son superiores a calificaciéon minimo mientras que en el caso de
muestras generadas por slp’s aleatorios es la calificacion normal la que es superior a la
calificacion media.

A tenor de estos resultados queda claro que es preferible usar el mecanismos de califi-
cacion élite pues a tenor de nuestros datos no es significativamente peor al mecanismo de
calificaciéon normal y sin embargo es computacionalmente menos intensivo.

10.3.2 Algoritmos de co-evoluciéon
Los parametros especificos de este experimento son:

Cuadro 10.6: Parametros especificos: algoritmos de co-evolucion.

{GP,S-90,5-75,G20-E5,G30-E}
slp

MSE vy élite

slp y aritmético

slp y no uniforme

Tipo de estrategia:
Estructura de datos:
Operador de calificacion:
Operador de cruce:
Operador de mutacion:

En la Tabla 10.7 podemos observar que tanto la tasa de error como la tasa de éxito son
muy similares a las obtenidos en anteriores problemas y no nos dan ninguna informacion.

Cuadro 10.7: Tasas de error y de solucion: algoritmos de co-evolucion.

[PEX] [ ¢ t, |[SLP(F.T)] t. ts |
S90 [6,67% 100% S-90 16,67% 98,33%
S-75 | 5,67% 100% S-75 1467%  99%

G20-E5 | 8,67% 100% || G20-E5 16%  97,67%
G30-E2 | 8,33% 100% || G30-E2 16 % 98 %
GP | 7.67% 100% GP 14%  96,67%
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10. Co-evolucién

Ni los diagramas de cajas ni las tablas de estadisticos revelan ninguna diferencia en
comportamiento en ninguna de las muestras (Figura 10.2 y Tablas 10.8 y 10.9).
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Figura 10.2: Diagramas de Cajas y Bigotes: algoritmos de co-evolucion.
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Cuadro 10.8: Resumen estadistico 1: algoritmos de co-evolucion.

’ PE[X] ‘ 1 o H SLP(F,T) ‘ 1 o
S-90 2,43-1072 2,01-1072 S-90 1,79-1072 2,69-1072
S-75 2,69-1072 2,24-1072 S-75 2,79-1072 4,53-1072

G20-E5 | 2,27-1072  1,8-1072 G20-E5 2,44-107% 3,86-1072
G30-E2 | 2,38-10°2  2.1072 G30-E2 | 252-1072 4,27-102
GP 283-107%2 2,34-1072 GP 2,75-107%2 4,35-1072

Cuadro 10.9: Resumen estadistico 1I: algoritmos de co-evolucion.

’ PR[X] ‘ min q g2 g3 max ‘
S-90 |5,98-107% 8,68-107% 1,81-107% 3,39-1072 8,62-1072
S-75 19,92-107* 8,38-107% 2-1072 3,97-1072 9,74-1072
G20-E5 | 8,87-107* 7,97-107% 1,77-107% 3,47-1072 831072
G30-E2 | 2,59-107* 8,12-1073 1,59-10"%2 3,56-10"2 8,37-1072
GP |1,31-107% 1,04-1072 2,14-10"%2 4,02-1072 0,1
’ SLP,(F,T) \ min Q1 Qo g3 max ‘

S-90 0 156-1072 3,67-107% 2,77-107% 0,13
S-75 0 244-107%0 545.1073% 3,32-107% 0,21
G20-E5 0 326-10"° 6,39-107* 3,07-10"%2 0,19
G30-E2 0 422-107'% 538-107% 2,64-107%2 0,21
GP 0 4,79-107° 6,04-107 3,5-1072 0,21
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Los contraste de hipotesis tampoco arrojan mucha luz. En el caso de polinomios alea-
torios si que aparecen varios métodos con un rendimiento superior al clasico de programa-
cioén genética pero en el caso de muestras generadas mediante slp’s aleatorios no aparecen
diferencias significativas. Esto tltimo es normal pues en el caso de las muestras genera-
das por polinomios aleatorios hay muchos mas constantes a ajustar que en el caso de las
muestras generadas mediante slp’s.

Cuadro 10.10: Contraste de Hipoétesis: algoritmos de co-evolucidn.

| PA[X] [S-90  S-75  G20-E5  G30-E2 GP |
S-90 1 0,13 0,89 0,83 0,11
S-75 | 0,68 1 0,87 0,98 0,3
G20-E5 | 0,48 4,88-1072 1 04  1,86-1072
G30-E2 | 05 0,16 0,65 1 2,58 - 1072
GP 09 091 1 1 1
| SLP(F,T) [S-90 S-756 G20-E5 G30-E2 GP |
S-90 1 01 015 024 0,13
S-75 1 1 0,73 0,94 0,65
G20-E5 1 059 1 0,78 0,55
G30-E2 | 0,89 045 0,51 1 0,4
GP 1082 075 0,98 1

Cabe resaltar que es probable que en estos experimentos las constantes no sean muy
relevantes y por lo tanto no haya diferencias significativas. O bien, es posible que el con-
junto de parametros escogido no sea adecuado para estas muestras en particular. En
[AMBO09, BAdIP*10] presentamos otro conjunto de resultados en los que obtenemos con-
clusiones similares excepto en un experimento en el cual, las constantes si que eran muy
relevantes. Emplazamos al lector a dicho articulo para conocer los detalles.
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Capitulo 11

Trabajos Futuros

I can’t be as confident about computer science as I can about biology. Bio-
logy easily has 500 years of exciting problems to work on. It’s at that level®.

Donald Knuth [Knu93|

En las anteriores capitulos hemos introducido una nueva estructura de datos, los slp’s
que codifican las instrucciones a evolucionar usadas en una maquina de aprendizaje au-
tomatico basada en la programacion genética para resolver un problema de regresion
simbolica. Asi mismo hemos desarrollado los mecanismos evolutivos adaptados a esta es-
tructura de datos y hemos comprobado experimentalmente que dicha estructura de datos
es superior a la que tradicionalmente usada en programaciéon genética, los arboles.

Posteriormente hemos estudiado la VCD de los slp’s y a partir de ella hemos desarro-
llado un operador de calificacién que experimentalmente se muestra muy superior a los
operadores de calificacion AIC'y BIC que son los usados generalmente cuando la muestra
de aprendizaje contiene ruido.

Finalmente hemos ampliado la estructura de datos slp para introducir pardmetros nu-
méricos que actian de constantes. A continuaciéon hemos desarrollado varios mecanismos
de optimizacion de dichos pardmetros numéricos y hemos realizado un estudio experimen-
tal.

Sin embargo queda bastante trabajo por hacer. Uno de las principales problemas que
padecen los algoritmo evolutivo y la programacion genética es la gran cantidad de para-
metros relacionados con el propio esquema algoritmico que deben ser ajustados «a mano».
En este sentido creemos que al menos los siguientes parametros:

e la probabilidad de cruce,
e la probabilidad de mutacion y

e cl tamano de la poblacion,

INo puedo tener tanta confianza en las ciencias de la computacién como en la biologia. La biologia
tiene facilmente 500 afios de problemas excitantes en los que trabajar. Es a ese nivel.
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11. Trabajos Futuros

podrian ajustarse autométicamente a partir de unos ciertos parametros iniciales suficien-
temente buenos. En este espiritu creemos que los trabajos de Ting Hu y Wolfgang Banzhaf
(véase, por ejemplo, [HB09]) podrian servir de base para realizar un estudio empirico sobre
este tema.

En este sentido también nos gustaria eliminar la necesidad de fijar a priori la longitud
de los slp’s a evolucionar. Para ello creemos que es necesario introducir un operador
de cruce que permita el cambio de longitud asi como un mecanismo de calificacién que
penalice el codigo no efectivo (aparte de las operaciones no escalares como vimos en
la Seccion 9.3). En este sentido ya hemos creado dicho operador de cruce (que hemos
denominado slp extendido) y que opera de forma similar al slp salvo que en este caso
sustituimos sub-expresiones en los padres aunque no tengan la misma longitud.

Definicion 11.0.1 (Cruce slp extendido). Sea I'y = {uy,...,ur} y Ty = {v1,..., v}
dos slp's sobre los conjuntos F y T. Sean k y | dos niimero natural escogidos al azar tales
que l < k< Lyl<IlI<M. Taly como realizamos en la Definicion 8.1.11 consideramos
los conjuntos

Su, = {u; €l vy <w} ={uyy,...,u;,},
Sy = {n €Ty vy < v} ={vp, .., on,},
con j1 < ... < Jm y hy < ... < h,. Tal y como hemos mencionado anteriormente, el

conjunto Sy, es el codigo efectivo de I'y necesario para evaluar la variable no terminal uy,
ast como Sy, es el codigo efectivo de I'y necesario para evaluar la variable no terminal v;.

Sea K =n—m = |Sy,| —|Su.|- A continuacion sustituimos las variables no terminales
del conjunto S,, en I'y por las variables no terminales del conjunto S,, renombrando los
indices mediante la siguiente aplicacion:

R: {ur,...,upp\ Sy, USy, — {uj,... v }UT

u s11 <k yu; &Sy,
w; — QUL Sii >k yu €Sy,
w en otro caso
Up, — U,

donde w denota una variable no terminal escogida al azar entre los terminales y las
variables no terminales con indice menor que 1.

Mediante este proceso se obtiene el primer hijo producido a partir de los slp’s T'y y T's.
Para producir el sequndo hijo se aplica el mismo procedimiento simétricamente.

Ejemplo 11.0.2. Consideremos los slp's I'y y I'y procedentes del Ejemplo 8.2.2. Si k =3
y l =4 entonces tenemos que Sy, = {ui,us}t y Sy, = {v1,v9,v4}.

Notese que ya que las variables no terminales ug y us de I'y contienen como uno de
sus parametros la variable no terminal us que estd en S,, por lo que serd necesario crear
dos parametros de forma aleatoria para generar I'Y. En este caso supongamos que han
sido seleccionados us y ug segun la nueva numeracion. Lo mismo sucede para la variable
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no terminal vy de I'y que tiene como pardmetro la variable no terminal vy que pertenece
a Sy,,. En este caso supongamos que hemos escogido el terminal y.

Por lo tanto los slp's hijos T'Y y 'S producido por el cruce slp extendido se pueden
observar en la Figura 11.1.

Figura 11.1: Silp’s hijos mediante el cruce slp extendido.

UL =T *XT
Ug i=u1+ Y
U3z := U * T
Ug ‘= U XU
Us = Ug + Uy
Ug “— U * Uy

Sin embargo no tenemos tan claro como debe ser la penalizaciéon que debemos intro-
ducir en el operador de calificacion. Una penalizaciéon muy fuerte sobre el tamano hace
irrelevante el valor del error empirico y produce slp’s con una sola variable no terminal
mientras que una muy débil produce sip’s de longitud desproporcionada aunque su codigo
efectivo sea de tamano «razonable» para el problema a resolver.

Otro campo que parece razonable ampliar es el del ajuste de constantes. La idea es
generalizar de nuevo el modelo a fin de introducir operaciones escalares en cada variable
no terminal pues recordemos que éstas no afectaban a la capacidad de clasificacién de un
slp. El problema de dicho enfoque radica en que el ntimero de parametros seria excesivo
para optimizar mediante un enfoque evolutivo como el propuesto en el Capitulo 10. No
esta claro que un enfoque de optimizaciéon basado en técnicas de descenso de gradiente
sea capaz tampoco de resolverlo pero creemos que seria interesante de abordarlo.

Un primer paso seria realizar un estudio comparativo entre el modelo actual de ajuste
de constantes mediante el algoritmo evolutivo y otro nuevo basado en técnicas de descenso
de gradiente. Posteriormente pasariamos a ampliar el modelo el esquema de evaluacion de
los slp’s eliminando las operaciones {4, —} del conjunto de funciones y pasando a estar
en cada variable no terminal. De esta forma un slp sobre los conjuntos F := {fi, ..., f}
con aridades {a;,...,a,} y el conjunto de terminales 7 := {z1,...,z,} tendria, en su
representacion como lista de operaciones, con la siguiente estructura:

( n n

. 1. 1 ai .. al
up = fi g 1Cj$g+1bja-~a§ 165 g+ 405

J=1 Jj=1

}1
Il

<
>
I

n n
1 1 ak af
fr E k,cj:vj+kbj,..., E kCj sz+kbj
j=1 Jj=1

donde iCjs Z-bj, 1<i1 <k 1<

IA

ny 1 <1< a; son constantes numéricas.
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11. Trabajos Futuros

Otro punto relacionado con este tema es desarrollar estrategias de cooperacion compe-
titiva entre poblaciones. Para ello sugerimos la ejecucion en paralelo de distintas instancias
con poblaciones distintas pero que comparte la misma cota de recursos a usar.

La idea es desarrollar un operador de migraciéon que controle varios de los siguientes
aspectos:

e Kl tamano de las poblaciones.

Qué individuos mueren y cuales sobreviven en cada poblacion.

Qué individuos emigran a otras poblaciones.

Qué poblaciones estan comunicadas entre si.

Cuantos recursos puede usar cada poblacion.

Como se puede observar, este tema esta muy relacionado con el anteriormente descrito
acerca de la automatizacion del ajuste de ciertos parametros. Consideramos que una «hoja
de rutay» adecuada podria ser:

1. Implementar con éxito las ideas de Ting Hu y Wolfgang Banzhaf en nuestro modelo.

2. Desarrollar una implementacion cliente-servidor que nos permita dividir la pobla-
cion. Este paso seria esencialmente equivalente a lo que ya tenemos pero simplemente
tendriamos la oportunidad de ejecutar nuestra implementaciéon en ordenadores de
tipo cluster.

3. Disenar e implementar un operador de migraciéon basado en conexiones fijas entre
poblaciones, es decir fijando la topologia.

4. Disenar e implementar un operador de migraciéon que evolucione la topologia de las
conexiones entre las poblaciones reforzando las més prometedoras y eliminando las
1Menos.

Finalmente consideramos interesante probar si esta forma de realizar programacion
genética se adapta bien a otros problemas como:

e Problemas de clasificacion.
e Problemas de prediccion de sucesiones.

e Problemas de clustering.

Ademas seria interesante usar estas técnicas a problemas de escala «real» y no sélo a
problemas «académicos».
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Capitulo 12

Un algoritmo bioinspirado para el
problema XVII de Smale

Nothing in Biology Makes Sense Except in the Light of Evolution'.
Teopnociit 'puroposuy o6xancbkuii’ [Dob73]

Presentamos ahora varias alternativas con el fin de dar una solucién al problema XVII
de Smale en el caso real. Todas ellas presenta una complejidad exponencial en el caso
peor y desconocida en el caso medio. Cuatro de ellas se basan en distintos algoritmo
evolutivo mientras la otra usa una estrategia de «busqueda exhaustivay. Para justificar
su planteamiento necesitaremos demostrar el Teorema 0.0.47. Pero antes comenzaremos
discutiendo otras aproximaciones algoritmicas.

Una primera idea podria consistir en un algoritmos evolutivos que tratara de minimi-
zar el valor del sistema de ecuaciones visto como una aplicacién, tal como vimos en la
introduccién. Para ello necesitamos introducir ciertos mecanismos con el fin de construir
un algoritmo evolutivo. Basicamente: una forma de representar individuos, un mecanismo
de evolucion, uno de calificacién y una condicién de parada.

Para la poblacion se podria usar simples vectores que codificaran los puntos candidatos
a solucion. Como mecanismo de calificacion se puede usar simplemente la norma de la
evaluacion del sistema en el individuo. La condicién de parada en este contexto seria
encontrar un punto cuya evaluacion sea inferior a cierto valor € o alguna condicién que
acote el tiempo de ejecucion (ya sea en nimero de generaciones o en polinomios evaluados).
Notese que esto no garantiza que un individuo que cumpla dicha condicién sea una raiz.
De todas formas mediante este enfoque no es posible hacerlo mejor, téngase en cuenta
que la condicion f(z) = 0 es muy inestable desde un punto de vista numérico (véase por
ejemplo [DDHO6]).

Para los mecanismos de evolucién podria optarse por los vistos anteriormente en el
Capitulo 10. Sin embargo el operador de mutaciéon podria ser sustituido por la aplicacion
del operador de Newton sucesivas veces.

INada tiene sentido en biologia excepto a la luz de la evolucion.
2Theodosius Dobzhansky.
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

Figura 12.1: Ejemplo de sistema con mal comportamiento.

15/ -1 —05 05 1 L5

El principal problema de esta aproximacion se encuentra en que no se puede garantizar
siquiera que las soluciones obtenidas mediante el algoritmo estén proximas a una raiz. A
modo de ejemplo, sistemas como

f(z) =z(x—1)(z+ 1)+ 0.375 + ¢,

podrian presentar falsos positivos cerca del punto 0.5. Ademés la concentracion de indi-
viduos de la poblaciéon alrededor de dicho va a ser elevada al contener un entorno muy
grande donde la funcion de calificaciéon es minima (véase la Figura 12.1, zona roja). En
cierto sentido estamos ante un punto «estable» (o de atraccion) en el que NO se en-
cuentra una soluciéon. Esta es una muestra clara de los problemas que puede acarrear
la convergencia prematura, pues dicha zona es un minimo local que no lleva a ninguna
solucion.

12.1 «* de un sistema de ecuaciones

Una alternativa para evitar dicho problema es buscar ceros aproximados (véase Defini-
cion 0.0.7) usando el Teorema 0.0.8. Para ello tomamos (d) := (dy, ..., d,,) € N™ una lista
de grados y f como un sistema de ecuaciones perteneciente al espacio 77?2). Sea zy € R”,
el test que se extrae del Teorema 0.0.8 implica calcular el valor a(f,zg) y chequear la
condiciéon

alf,zy) < ag

donde a toma el valor 13=3v1T,

Sin embargo, nos encontramos con la dificultad intrinseca de calcular dicho valor pa-
ra cada punto que queramos comprobar. Recordemos que para realizar dicho calculo es
necesario evaluar:

o B(f.w0) = [|Day ()~ f (o)l

Do (f) "' D3, (f)
A

1
k—1

Y

. 7(]67 -7:0) = SUPg~1

118



El calculo de B(f, zg) es directo, pues solo es necesario calcular la matriz Jacobiana del
sistema y la norma de un vector. Sin embargo el célculo de v(f, xo) es computacionalmente
costoso. Para empezar, es necesario calcular las matrices de D tensores, donde D es el
maximo de los grados del sistema. Luego debemos evaluar su norma. Solamente la escritura
de dichas matrices conlleva O ((nm)D ) operaciones y recordemos que luego es necesario
calcular su norma.

Para solventar este problema proponemos calcular el siguiente cantidad:

Definicién 12.1.1. Usando la notacion anterior. Definimos o*(f,x) como el siguiente
producto:

D3/2

o (f,2) = B, @) tnorm (F,2) = =5 | Da(H) £ @] |[Il2l] D () AU

donde 5(f,x) es la cantidad definida anteriormente y ... (f, ) representa el condicio-
namiento normalizado descrito en la introduccion.

Para evaluar esta magnitud solo son necesarios procedimientos basicos de algebra li-
neal para matrices y vectores de dimensiones bajas por lo que su evaluacion es inmediata.
Su principal propiedad ha quedado recogida en el Teorema 0.0.47 enunciado en la intro-
ducciéon. Pasamos pues directamente a demostrar dicho teorema:

12.1.1 Demostracion del Teorema 0.0.47

A partir de la definicion de cero aproximado (Definicion 0.0.7) es evidente que basta
con comprobar:

Oé(f, .To) S Qq.
Supongamos que se cumple la primera condiciéon. Es decir se cumple que:
a*(f7 xO) S Qq.

Entonces, usando las cotas del p-Teorema (Teorema 0.0.13) se tiene automaticamente que
a(f,zo) < ap y por lo tanto xy es un cero aproximado.

Supongamos ahora que nos encontramos en el caso
*
a*(f, o) > ap pero a(f, xy) < ay.

Se tiene entonces que xg es en realidad un cero aproximado y por lo tanto la iteracion de
Newton Nj(zo) (véase la Definicion 0.0.4) converge cuadraticamente. Es decir,

. D% 1
o (f,xzr) < 5 or1 |20 = Cll Hnorm (f; 0)-

Sea ahora 0 < ¢ < %, usando las cotas provenientes de los Corolarios 0.0.17 y 0.0.34
tenemos que:
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

® Li...m(f,Zo) esta acotado, con probabilidad 1 — ¢, por:

ND

1/4
< 32 (17
unorm(f? 1:0) = C(TL + 1) ( An ) )

donde C es la constante del Corolario 0.0.17.

e ||z — (|| esta acotado, con probabilidad 1 — ¢, por:

r(4)’o
o < TOL 2,

donde ( denota la raiz a la que converge la iteracion de Newton y I' es la funcion
hipergeométrica de mismo nombre.

Tras realizar k iteraciones del operador de Newton con
k > loglog (L(D(n + 1))*2NVAD/4c=5/2) |

donde D denota el maximo de la lista de grados (d), N denota la dimensién como espacio
vectorial de 77?3), D denota el nimero de Bézout y L es la constante

2

_ ol (3) ¢

'_ (47r)1/4 ’
se tiene el resultado esperado. O
Nota 12.1.2. Notese que este teorema nos permite realizar técnicas de prediccidén-correcion
que tan buenos reaultados han dado en problemas de resolucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales (véase [PFTV92]) y en problemas de optimizacion lineal (véase [Meh92]). En

la Seccion 12.4 veremos que dicha técnica también produce muy buenos resultados para la
biusqueda de ceros aproximados.

En este sentido, usamos como prediccion del valor de a(f,x) el valor de o*(f,x).
En el caso que esta aprozimacion no sea satisfactoria (i.e. o*(f,x) < ap) la corregimos
aplicando sucesivas veces el operador de Newton.

12.2 Algoritmos de biisqueda exhaustiva para la reso-
lucion del problema XVII de Smale

A partir del Corolario 0.0.17 se tiene que, con probabilidad 1 — €, todas las raices de
un sistema se encuentra en un hipercubo de tamano

L(;)*D

2

Por lo tanto, usando el teorema anterior obtenemos un «test» probabilista que realiza a

lo sumo 52 714
D N/*D
@) (10g log (( n) = )>
g5/2

operaciones para comprobar si el punto xy de R es un cero aproximado de un sistema f.
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Teorema 12.2.1. Usando la notacion anterior. Sea G el siguiente reticulo

o= [ N7 7]

donde R es de orden O ((D(n+1))¥?(ND)"*) y H[a] denota el hipercubo de longitud a.
Entonce G tiene, con probabilidad 1 — ¢, un cero aproximado para cada una de las raices
reales de f.

Demostracion. Trivialmente se tiene que la distancia entre dos raices esta acotada por el
radio de convergencia dado en el Corolario 0.0.18. Es decir, la distancia media R’ entre
raices es

, K
R > )

(D(n+1))¥2(ND)V/*
donde

- 2UO7T1/4

(6umt/4 + 24/2)C"

con ug es la constante del Teorema 4.2.1 y C' la contante del Teorema 0.0.16. Luego es
necesario un reticulo con distancia entre elementos inferior a Mﬁ?’ con R = % si queremos
asegurarnos que algin punto del reticulo se encuentra dentro de cada uno de las regiones
de convergencia de cada raiz. O

Inmediatamente obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 12.2.2 (Busqueda exhaustiva).
Input: Un sistema de ecuaciones [ perteneciente a 73%%).
Output: Una lista de ceros aproximados.

1. Para cada elemento xq del reticulo G hacer:
o Si(a*(f,z0) < ap) o (a*(f,xr) < ap) guardar x¢ en Z.

2. Devolver Z.

El ntimero de elementos del reticulo es de

o (D5/4N1/4D3/2n2)

22
y por lo tanto el nimero de operaciones esta acotado por

D5/4N1/4D3/2n2 (Dn)3/2N1/4D5/4
@ ( = log log < E )) .

Como era de esperar, sufrimos la llamada maldicion de la dimension (véase |[Pow07|)

por lo que el tiempo de ejecucion del algoritmo es esencialmente exponencial. Resultados
similares ha sido obtenidos por Cucker et dl. en la serie de articulos [CKMWO08, CKMW09|.

Para conseguir un algoritmo aplicable en la préactica siguiendo el esquema «exhausti-
vo» no es buena idea probar sisteméticamente todos los puntos del reticulo G de forma
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

ordenada pues las cotas presentadas son inferiores (y ademéas muy burdas) con lo cual
es altamente probable que si en una regiéon un punto no es un cero aproximado ninguno
de sus wvecinos lo sera. Por ello es preferible realizar una bisqueda adaptativa refinando
el reticulo en cada iteracion. La literatura sobre métodos adaptativos es extensa pues es
usada sistematicamente en todos los algoritmos de resolucién numérica de ecuaciones di-
ferenciales e integrales. Véase [FMM77]| o [PLWO05], por ejemplo, para una introduccion a
los métodos adaptativos.

Usando este tipo de técnicas exploramos todo el espacio de busqueda sin centrarnos
demasiado en ninguna parte en concreto y vamos refinando el reticulo si a un determinado
«zoomy» no encontramos los ceros aproximados.

El pseudocédigo de dicho algoritmo seria:

Algoritmo 12.2.3 (Busqueda exhaustiva con refinamiento del reticulo).
Input: Un sistema de ecuaciones [ perteneciente a 73%%).
Output: Una lista de ceros aproximados.

1. Mientras % sea mayor que Mﬁ donde R es la constante definida en el Teore-

ma 12.2.1, definimos Gy como el reticulo
. 1 I'(3)*D
ool

2. Para cada elemento xq del reticulo Gy hacer:

o Si(a*(f,mo) < ap) o (a*(f,x) < ) guardar xo en Z.

3. Si 87 # 0 devolver Z en otro caso hacer n =n+ 1 y voler al paso 1.

Pero atn con estas mejoras, en la practica, el tiempo de ejecucion sigue siendo de-
masiado elevado. Es necesario disminuir aun mds el nimero de puntos a testar. Es aqui
donde entran de nuevo los algoritmos evolutivos.

12.3 Algoritmos evolutivos para la resoluciéon del pro-
blema XVII de Smale

Presentamos ahora cuatro alternativas evolutivas basadas en las técnicas vistas en
anteriores capitulos de la memoria. Consideramos evolucionar una poblacién de puntos
en el reticulo para tratar de minimizar la funcion o*(f, z¢). Sin embargo, es mucho més
facil usar simplemente puntos en el hipercubo de diametro F(i)2D€_2 donde, en virtud del
Corolario 0.0.17, sabemos que con alta probabilidad se encuentran las raices del sistema.

Para la primera alternativa usaremos un algoritmo evolutivo genético basado en el
Pseudocodigo 3, por lo que debemos definir los siguientes mecanismos para este problema
en concreto: una forma de representar individuos, un mecanismo de evolucién, uno de
calificaciéon y una condicién de parada.
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Para codificar los elementos de la poblaciéon usaremos simplemente vectores de ni-
meros reales. Notese que dichos puntos ahora no codifican candidatos a raiz sino a cero
aproximado.

Por otro lado, los mecanismos de evolucion seran:

e Como operador de cruce usaremos el cruce aritmético anteriormente descrito.

e Como operador de mutacién usaremos la mutacion no uniforme también descrita
anteriormente.

Como mecanismo de calificaciéon presentamos dos opciones:

e Usar como calificacion el valor de o*(f, z) a partir de su definicién. A esta estrategia
de calificacion la denominaremos a*.

e Usar como calificacion el valor de o*(f,z;) donde ) denota aplicar k iteraciones
del método de Newton sobre el punto x y k es la constante definida en el Teore-
ma 0.0.47. A esta estrategia de calificacion la denominaremos a* corregida (véase la
Nota 12.1.2) que usualmente denotaremos por «.

En funcién del objetivo deseado podemos guardar todos los individuos cuya califica-
cion sea inferior a « (en este sentido el algoritmo evolutivo sera elitista) o simplemente
usaremos como condicién haber encontrado un cero aproximado. En nuestras pruebas
usaremos esta tltima.

Nota 12.3.1. La principal ventaja de este algoritmo respecto al anterior algoritmo evolu-
tivo se encuentra en que este ultimo si que garantiza la correctitud de las soluciones. Sin
embargo, tampoco podemos dar una cota sobre el numero de operaciones, salvo la trivial
que se deriva del Algoritmo 12.2.2.

Actualmente ha surgido una variante de los algoritmos de escalada llamada evolucion
diferencial que presenta resultados sorprendentes para la resoluciéon de problemas de op-
timizacion. Véase por ejemplo [Cha08| y [PSL0O5| para una introduccion a los algoritmos
basados en evolucion diferencial y a los problemas en los que mejores resultados con-
siguen. Nosotros consideraremos una adaptacion/hibridacion del Pseudocodigo 2 con el
Pseudocodigo 3.

La principal diferencia de este algoritmo respecto al algoritmo evolutivo genético pre-
sentado anteriormente se encuentra en el mecanismo de evolucion usado. Mientras que en
el anterior ejemplo usdbamos el cruce aritmético en este caso usaremos un el siguiente cru-
ce (que denominaremos cruce diferencial): Dados p;, pa, ps € [a,b]?, el cruce diferencial
produce un hijo h que es una combinacion lineal de sus padres. Es decir:

h = pi + A(p2 — p3),

donde A es un ntmero real escogido de forma aleatoria en el intervalo [0,1] en cada
operacion de cruce.

Esta pequena modificacion veremos en la Seccion 12.4 que provoca un comportamiento
completamente distinto al de los algoritmos evolutivos genéticos.
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

Por otro lado, otra técnica que también ha presentado muy buenos resultados en pro-
blemas de optimizacion es la conocida como enfriamiento simulado (véase [LA87| para una
introduccion teorica y préactica a este tipo de algoritmos). Igualmente, como en el caso
anterior consideraremos una adaptacion/hibridacion del Pseudocodigo 2 con el Pseudo-
codigo 3.

En este caso, la principal diferencia es el método de reemplazo usado. Hemos deno-
minado a dicho método de reemplazo enfriamiento simulado. En esencia, este método
permite que los hijos reemplacen a los padres en la siguiente generacion siempre que sean
mejores pero, en el caso que sean peores, lo haran con una cierta probabilidad que deno-
minaremos probabilidad de reemplazo.

Al igual que en el caso anterior, esta pequena modificaciéon hace que los resultados
experimentales cambien muy significativamente, como veremos en la Seccion 12.4.

Para terminar, otra técnica que estd dando muy buenos resultados es la llamada en-
jambre de particulas (véase [Pol08] para una revision sobre el estado del arte). Igualmente,
como en los casos anteriores, consideraremos una adaptacion/hibridacion del Pseudoco-
digo 4 con el Pseudocodigo 3.

En esta ocasion, la principal diferencia estriba en el método de cruce usado, que
hemos denominado cruce enjambre. Este método opera de la siguiente manera: Para cada
particula p; del enjambre denotaremos por p§ al vector con la mejor calificacion que ha
visitado dicha particula. Ademés, denotaremos por p¢ al mejor vector que ha conocido el
enjambre en su totalidad. Entonces el resultado del cruce enjambre es:

h = \ip; + A (P§ — pi) + A3(P° — pi)

donde A1, Ay y A3 son nimeros reales escogidos de forma aleatoria en el intervalo [0, 1] en
cada operacion de cruce.

Ademas, el otro cambio significativo tiene que ver con el mantenimiento de los ele-
mentos p® y p;. En este sentido, esta estrategia obligatoriamente es elitista, no solo para
guardar la mejor particula del enjambre p®, sino para conservar las mejores posiciones
por las que ha pasado una particula.

Nota 12.3.2. Ndtese que en este contexto cada particula no es mas que un individuo de
la poblacion que a su vez es llamada enjambre.

En la Seccion 12.4 presentaremos los resultados experimentales en los que comparamos
las cuatro estrategias con los diferentes métodos de calificacion que hemos enunciado a lo
largo del capitulo.

12.4 Resultados experimentales

En esta seccion presentaremos los detalles de los resultados obtenidos empiricamente
al comparar los distintos tipos de algoritmos evolutivos propuestos en la seccion anterior.
Puesto que en esta ocasion no estamos resolviendo un problema de regresion simbélica sino
uno de resoluciéon numérica de ecuaciones polinomiales multivariadas, no tiene sentido el
uso del protocolo de experimentacion descrito en el Anexo B como en anteriores ocasiones.
Como sustituto proponemos el siguiente:
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12.4.1 Protocolo de experimentaciéon

Con el fin de obtener resultados estadisticamente significativos generaremos 300 siste-
mas [ de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales dados por sip’s sobre el conjunto
de funciones F = {+,—,*} y de terminales 7 = {x1,...,2,,¢1,c2} donde zq,..., 2,
denotan las variables y ¢1, co denotan dos pardmetros reales generados siguiendo una dis-
tribucion uniforme en el intervalo [—1, 1] cuyo valor fijaremos al generar el sip. Estos
parametros actuaran a modo de coeficientes. Ademas, la longitud de los slp’s estara aco-
tada por 5n, donde n es el nimero de variables.

Nos aseguraremos que el grado del polinomio resultante sea al menos 2 y que no sea
un sistema degenerado. Para ello usaremos un heuristico basado en la comprobacion de la
existencia de la matriz inversa de la aplicacion lineal D, (f) en varios puntos z tomados
al azar. Dicho heuristico se muestra efectivo empiricamente para generar sistemas validos
hasta polinomios en 10 variables!.

Para crear dichos slp’s reutilizaremos el mecanismo usado para la generacion de la
poblacién inicial descrito en la Subseccion 8.2.1. Posteriormente aplicaremos todos los
algoritmos sobre el mismo sistema.

A continuacién presentamos los pardmetros usados en cada uno de los algoritmos
evolutivos:

Cuadro 12.1: Pardmetros algoritmo evolutivo genético para la resolucion del problema XVII de
Smale.

Probabilidad de Cruce: 0.9
Probabilidad de Mutacion:  0.05
Tamano de la Poblacion: 100
Numero de Generaciones: 100
Operador de Cruce: Aritmético

Operador de Mutaciéon: No uniforme
Operador de Seleccion:  Simple

Operador de Reemplazo: Por ranqueo

Generador de niimeros aleatorios: Propio del Sistema Operativo

!En las pruebas usando mas de 10 variables hemos tenido que relajar dicho heuristico asi como realizar
las pruebas generando solo 100 sistemas. Atn asi, las pruebas con este niumero de variables, se alargaron
durante varios dias.
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

Cuadro 12.2: Pardmetros algoritmo evolutivo diferencial para la resolucidn del problema XVII

de Smale.

Probabilidad de Cruce:
Probabilidad de Mutacién:
Tamano de la Poblacion:
Numero de Generaciones:
Operador de Cruce:

Operador de Mutacion:
Operador de Seleccion:

Operador de Reemplazo:
Generador de niimeros aleatorios:

0.9

0.05

100

100

Diferencial

No uniforme

Simple

Por ranqueo

Propio del Sistema Operativo

Cuadro 12.3: Pardmetros algoritmo evolutivo basado en enfriamiento simulado para la resolu-

cion del problema XVII de Smale.

Probabilidad de Cruce:
Probabilidad de Mutacién:
Tamano de la Poblacion:
Numero de Generaciones:
Operador de Cruce:

Operador de Mutacion:
Operador de Seleccion:

Operador de Reemplazo:
Probabilidad de Reemplazo:
Generador de numeros aleatorios:

0.05

0.9

100

100

Aritmético

No uniforme

Simple

Enfriamiento simulado

0.9

Propio del Sistema Operativo

Cuadro 12.4: Pardmetros algoritmo evolutivo basado en enjambres de particulas para la reso-

lucion del problema XVII de Smale.

Probabilidad de Cruce:
Probabilidad de Mutacién:
Tamano de la Poblacion:
Numero de Generaciones:
Operador de Cruce:

Operador de Mutacion:
Operador de Seleccién:

Operador de Reemplazo:
Probabilidad de Reemplazo:
Generador de ntmeros aleatorios:

Los resultados que mostraremos seran:

0.9

0.05

100

100

Enjambre

No uniforme

Simple

Por ranqueo

0.9

Propio del Sistema Operativo

Nuamero de Bézout (D): Media de los numeros de Bézout de los sistemas.
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Longitud del hipercubo (H): Media de la longitud del hipercubo donde es altamente
probable que se encuentren las raices (véase Corolario 0.0.34).

Distancia entre raices (h): Media de la distancia minima entre raices de los sistemas
(véase la Nota 0.0.19).

Tiempo de ejecucion (¢): Duracion media, en segundos, de la prueba.

Tasa de éxito (t.): Porcentaje de sistemas en los que finalmente se ha encontrado una
solucion.

Notese que los tres primeros son comunes a todos los métodos propuestos pues son pro-
piedades de los sistemas de ecuaciones polinomiales test mientras que los dos tltimos
dependen del algoritmo usado. Mostraremos los resultados agrupados por algoritmo y
método de calificacion usado.

12.4.2 Resultados experimentales

Detallamos a continuacion los resultados experimentares obtenidos al ejecutar el ex-
perimento anterior.

Cuadro 12.5: Pardmetros descriptivos de los sistemas de ecuaciones.

n][ D H ]
3 18.78 987.46  4.18-10°°
) 328.02 17,2474 1.07-1077
7 | 6,066.85 3.19-10° 7.31-107°
10 | 3.21-10° 1.69-107 2.1-107°
11| 4.69-10° 2.46-107 1.79-107°
12 | 2.42-10% 1.27-10% 1.45-107°

Cuadro 12.6: Resultados algoritmos evolutivos genéticos.

(a) Calificacion o*. (b) Calificacion o.

[ n[t(s) te | L n | t(s) te |
3 1033 60.33% 3 | 098 82.33%
5 10.68 13.33% 5 | 3.14 49.67%
7 | 0.96 2% 7 | 13.55 20.67%
10| 1.74  0.67% 10 | 49.86 4.67%
11 | 1.88 0% 11 | 56.92 6 %

12 | 1.99 2% 12 | 66.67 7%
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12. Un algoritmo bioinspirado para el problema XVII de Smale

Cuadro 12.7: Resultados algoritmos evolutivos diferenciales.

(a) Calificacion o*. (b) Calificacion oc.

[ n[t(s) te | | n | t(s) te |
3 1032 60.67% 31094 87.67%
51 0.65 13.33% 5| 3.07 87.33%
71089 1.67% 7 112,59 70.33%
10 | 1.55 1% 10 | 47.05 25.33%
11 ] 1.64 0% 11 | 50.81 29 %
12 | 1.84 2% 12 1 59.84  28%

Cuadro 12.8: Resultados algoritmos de enfriamiento simulado.

(a) Calificacion o*. (b) Calificacion oz.

[ n[t(s) te | | n | t(s) te |
31032 59.33% 31095 86.67%
51 0.66 15.67% 5| 278 82.33%
71092 067% 7 11098 71.67%
10 | 1.66 1% 10 | 45.14 27.67%
11| 1.78 0% 11 150.02 32%
121 1.91 2% 12 1 60.33  30%

Cuadro 12.9: Resultados algoritmos de enjambre de particulas.

(a) Calificacion o*. (b) Calificacion o.

[ n[t(s) te | L n | t(s) te |
3102 77.67T% 3 0.9 88 %
51058 67.33% o | 143 94 %

7 1098 63.33% 7 | 3.88 94.67%
10 | 1.75 39.67% 10 | 19.93 85.33%
11 ] 1.89 43 % 11| 20.4 91 %
12214 42% 12 1 30.51 84 %

A partir de los resultados podemos inferir algunos conclusiones logicas:

e El tiempo de ejecuciéon aumenta con el aumento del ntimero de variables. Cuando
usamos la calificacién o aproximadamente de forma lineal mientras que cuando

usamos la calificacion o aproximadamente de forma cuadratica.

e Por el contrario, la tasa de éxito disminuye con el aumento del nimero de variables.
Muy rapidamente en el caso de usar la calificacion o* y méas lentamente cuando
usamos la calificacion o. La exepcion a este comportamiento la encontramos en el
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algoritmo basado en enjambre de particulas pues en ambos casos disminuye lenta-
mente, de hecho en el caso de usar la calificacién ) aumenta ligeramente para 5 y
7 variables.

Notese que los resultados para mas de 10 variables se refieren a 100 repeticiones,
con lo cual el margen de incertidumbre aumenta.

e La tasa de éxito es muy superior en el caso de usar el mecanismo de calificaciéon o,
en todos los casos y algoritmos.

e El algoritmo basado en enjambre de particulas es muy superior al resto en ambos
casos. No solo su tasa de éxito es mayor, sino que desciende mucho més lentamente
y ademas es mucho més rapido.

Nota 12.4.1. Notese que los tamanos de los reticulos que empiricamente hemos obtenido
es de orden O(10™°) aproximadamente. Si quisiéramos ejecutar el algoritmo exhaustivo,
suponiendo que tenemos un ordenador capaz de ejecutar 10* comprobaciones por sequn-
do, tardariamos un dia en resolver el problema para 3 variables. Para el de 7 variables
tardariamos alrededor de 31 anos.

El uso del algoritmo exhaustivo con refinamiento de reticulo, en el mejor de los casos,
nos evitaria el cdlculo de la mitad de los test. Por consiguiente, el algoritmo sigue siendo
mmpracticable.

Nota 12.4.2. Por completitud comentamos brevemente los resultados de ejecutar los
métodos implementados para resolver este tipo de problemas en el software comercial
MAPLE™ tanto simbélicos (basados en bases de Grobner) como numéricos (basados
en algoritmos de deformacion homotdpica similares a los explicados en la introduccion,
salvo que en este caso los puntos iniciales son tomados siguiendo estrategias heuristicos
hibridas simbdlico-numéricas):

Para el ejemplo de 7 ecuaciones con 7 inciognitas, el algoritmo simbdlico no pudo
ser ejecutado pues excedia la capacidad de cdlculo del ordenador usado. Sin embargo, el
algoritmo numérico tardo alrededor de un sequndo en obtener una solucion, con lo cual
estamos en el mismo rango de tiempos.

Téngase en cuenta que dichos algoritmos esta fuertemente optimizados para la utili-
zacion de varios procesadores. Los algoritmos presentados en esta memoria también son
susceptibles de optimizar en ese mismo sentido, pero actualmente no han sido programa-
dos de dicha forma.
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Apéndice A
Las funciones Gamma y Beta

Lisez Euler, lisez Euler, c’est notre maitre ¢ tous'.
Pierre-Simon Laplace [Lib46, pag 51|

En este anexo introduciremos las propiedades fundamentales de las funciones I' y 5 que
se han usado en multiples ocasiones a lo largo de la memoria. Ambas funciones pertenecen
al difuso conjunto de las funciones especiales y fueron estudiadas principalmente por
Euler y Legendre durante el siglo XVIII y posteriormente por Gaufs y Weierstralt. La idea
principal era extender las nociones de factorial de un nimero natural y de coeficiente
binomial de dos nimeros naturales a argumentos complejos.

A.1 Historia de las funciones ' y

La historia de estas dos funciones comienza en el siglo XVIII cuando Daniel Bernoulli
y Christian Goldbach plantean el problema de extender el factorial a valores no enteros.
La primera extension la presenta Euler en 1720:

S, i
! L
e 1T

10 anos después comunica a Goldbach la siguiente igualdad

1
n!:/ (—log s)"ds,
0

valida para n > 0, que mediante el cambio de variable ¢ = —log s obtenemos la actual
definicion:

Definicién A.1.1 (Funcion I' o integral de Euler de sequnda especie). Definimos la fun-
cion I' como el resultado de la siguiente integral:

['(z) ::/ t*te~tdt,
0

vdlida en todo nimero complejo z tal que su parte real R(z) sea mayor que 0.

ILeed a Euler, leed a Euler, él es nuestro maestro en todo.
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A. Las funciones Gamma y Beta

Esta funciéon se puede extender analiticamente a todo el plano complejo excepto los
numeros enteros negativos, en donde la funciéon I' presenta polos simples.

A lo largo del siglo X1X se suceden los descubrimientos alrededor de esta funcion. Gaufs
proporciona la siguiente igualdad:

m*m)
I = 1i
L E T P ey e

véalida para todo niimero complejo excepto los ntimeros enteros negativos. Posteriormente
Karl Weierstraft introduce la siguiente igualdad:

1 1+E _16%
z H k ’

k=1

a partir de la cual derivo el conocido Teorema de Factorizacion de Weierstraff y por
consiguiente el Teorema Fundamental del Algebra.

Finalmente, ya en el siglo XX se consigue dar una caracterizacion de la funcion T'.

Teorema A.1.2 (Teorema de Bohr-Mollerup). La funcion T es la unica funcion, en el
intervalo x > 0, que simultaneamente cumple:

e I'(1) =1,
o I'(z+1) =2'(x) para todo x>0 y

e logI' es una funcion logaritmicamente convexa.

Sin embargo, para el caso del coeficiente binomial, la historia es bastante més sencilla.
De forma précticamente trivial podemos extender su definiciéon a todo el plano complejo
para el primer pardmetro usando la siguiente definicion:

e = P

Dicha funcién esta bien definida para todo valor z perteneciente a los ntimeros complejos
y para todo valor n perteneciente a los niimeros naturales. Ademés, claramente se ob-
serva que en el caso que z sea un nimero natural recuperamos la definiciéon estandar del
coeficiente binomial.

Esta generalizacion permite generalizar la formula binomial, fijando una de las varia-

bles a 1. Es decir
z
14+ X)) = X"
aexr =3 (3

n=0

es valida para todos los nimeros complejos z y X con |X| < 1y sigue cumpliendo las
buenas propiedades. Principalmente:

A+ X)) A+X)=0+X) "y (1+ X)) = (1+X)".

132



Ahora bien, la generalizaciéon sobre sus dos argumentos como niimeros complejos es
méas complicada y fue estudiada por Euler y Legendre. Una posible idea es partir de la
formula factorial del nimero combinatorio sustituyendo las factoriales por la funciéon I"
vista anteriormente. Es decir:

T\ _ F(z+1)
(?/) S Ty+ DIz —y+1) (A.1)

De esta forma habremos extendido la nocién de nimero combinatorio a todos los
valores en los que esta definido la funcion I' ya que dicha funcién nunca toma el valor 0.
Sin embargo dicha generalizacion presenta diversos problemas:

e No estd muy bien estudiada.

e Algunas identidades que cumplen los coeficiente binomiales dejan de ser validas en
esta generalizacion.

e El comportamiento de dicha funcién es bastante erratico.

Sin embargo, existe otra generalizaciéon que tiene mejores propiedades, es la llamada
funcion 5.

Definicion A.1.3 (Funcién g o integral de Fuler de primera especie.). Definimos la
funcion B como el resultado de la siguiente integral:

1
Bz, 4) = / = g,

la cual es vdlida para todos los nimeros complejos x e y tales que su parte real R(z) y
R(y) sea mayor que 0.

Su principal propiedad es su relacion intima con la funcion I' segtin la siguiente férmula.

L)l (y)

D =TTy

(A.2)

A partir de la cual es inmediato encontrar una mejor generalizacién de los coeficiente
binomiales usando las Ecuaciones (A.1) y (A.2):

@) T @+ DA —1y+ Ly+1)

En la actualidad ambas funciones aparecen principalmente como distribuciones de
probabilidad y combinatoria aunque sorprendentemente aparece en algunos invariantes
de tipo geométrico como ya hemos visto a lo largo de la memoria.
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A. Las funciones Gamma y Beta

A.2 Propiedades de las funciones I' y

La principal propiedad que posee la funcion I' es la llamada formula recursiva:
[(z+1) =2I'(2)

valida en todo el dominio de la funciéon. A partir de dicha propiedad se deduce que para
todo niimero natural n se tiene:

['(n)=(n-1)!
Otras propiedades interesantes son:

Formula de reflexién de Euler:

T

Fz)lz—-1) =

sin(7z)’

Férmula de la duplicacién de Legendre:

[(22) = 73227 10(2)T ( . ;)

para valores de z tales que 2z ¢ {0, —1,—2,...}.

Foérmula de multiplicativa de Gaulfs:
n—1 k
1—n 1
['(nz) = (2n) 2 n™ 2 H r (z + —)

para valores de z tales que nz ¢ {0,—1,-2,...}.

A partir de dichas propiedades se demuestra facilmente la siguiente proposicion.

Proposicion A.2.1. Conociendo los valores de la funcion T’ en el intervalo [0,1] se
obtienen los valores de toda la recta real.

Demostracion. Para todo nimero real x. Supongamos que x > 0, entonces existe un
niamero natural n y ¢ en el intervalo [0, 1] tal que z = n + ¢. Usando la férmula recursiva
se tiene:

'n+e)=n—14+e)(n—14¢)=---=Mn—-14¢)(n—2+¢)---cl'(e).
En el caso que x < 0 tenemos que existe un namero natural n y € en el intervalo [0, 1] tal

que x = —n + €. Usando la formula de reflexion de Euler obtenemos:

™

I(—n+e)l(n+1-¢)= sin(m(1+n — ¢))

que podemos calcular I'(n + 1 — &) como el caso anterior y despejando completamos la
demostracion. O
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Finalmente, posiblemente el valor més usado de la funcion I' sea el dado por la igualdad

1
R
2
que se puede obtener directamente de la definicién simplemente realizando el cambio de
variable u = v/t.

En el caso de la funcién § su principal propiedad, aparte de la ya mencionada en la
(A.2), es ser simétrica. También son interesantes las siguientes definiciones alternativas
de dicha funcion:

jus

Bz, y) = 2/02 (sint)?*~*(cost)®dt,

o] tz—l
B(x,y) _/0 mdt

Asi como la identidad:
T

Las mejores aproximaciones a ambas funciones se consiguen mediante la llamada for-

mula de Stirling.
2w [2\*?
I'(z) =4/ — <—) .
() z \e

Bl y) ~ Var—

1 1
¥ zyv T2
1
(z +y)r 2
Asimismo, una forma eficiente de calcular valores es mediante cuadraturas obtenidas di-
rectamente sobre la definicion.
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Apéndice B
Protocolo de experimentaciéon

To call in the statistician after the experiment is done may be no more
than asking him to perform a postmortem examination: he may be able to say
what the experiment died of*.

Sir Ronald Fisher |Fis3§|

A lo largo de las siguientes paginas detallaremos el protocolo que hemos seguido para
la realizacion de las pruebas experimentales. Para la realizacion de dichas pruebas hemos
usado un software propio, escrito en C++, en el que hemos implementado tanto los
algoritmos evolutivos y de programaciéon genética como las estructuras de datos sip y
arbol, asi como los operadores genéticos asociados a dichas estructuras.

Este software se ha ejecutado en una estacion de trabajo Dell Precision T5500 que
cuenta con 12 GB de memoria RAM y un procesador Intel Xeon E5520 de cuadruple
nucleo, todo ello gestionado por un entorno Gentoo Linux.

B.1 Selecciéon del concepto a aprender

El primer paso del protocolo es la generacion de una muestra aleatoria simple de
conceptos. Para ello es necesario fijar una distribuciéon de probabilidad en el espacio de
conceptos que en una primera aproximacion podriamos tomar como el espacio de todas
las funciones infinitamente diferenciables. Ahora bien, dicho espacio de funciones tiene
dimension infinita (ademéas no numerable) y por lo tanto es extremadamente complejo
tomar una distribucién de probabilidad en dicho espacio que ademas sea susceptible de
ser usada a efectos practicos. Es por ello que decidimos realizar dos reducciones distintas
del problema.

Tomaremos como espacio de conceptos:

e El espacio PX[X] de polinomios univariados de grado acotado por n.

ILlamar al estadistico después de que el experimento haya finalizado es lo méas o menos lo mismo que
solicitarle que realice un examen post-mortem: en el mejor de los casos es capaz de explicar de que murid
el experimento.
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B. Protocolo de experimentacion

e El espacio SLP;(F,T) de slp's longitud acotada por [ con conjunto de funciones
F =1+, —, %, / +sin, cos, In, exp} y conjunto de terminales T := {z, c}.

Notese que en un sentido estricto las tnicas funciones computables son precisamente las
que se pueden expresar como un elemento en alguno de los espacios anteriormente citados.

Otra forma de encarar el anterior problema hubiera sido usando un proroceso de Gaufs
tal y como se explica en [Ras06] (véase también [Cre93]).

Pasamos a detallar el proceso de generaciéon de las muestras en ambos casos.

B.1.1 Polinomios de grado acotado

En este caso tenemos que el espacio de conceptos es un espacio vectorial de dimensién
finita, por lo que, no solo el modelo es conocido sino que, ademas, es lineal. En este
caso utilizar la programacion genética para resolver un problema de regresiéon simbolica
es ciertamente ineficiente pues cualquier variante de la llamada regresion lineal produce
resultados 6ptimos en mucho menor tiempo. Atn asi consideramos que es un buen ejercicio
comprobar el desempeno de nuestros métodos en un entorno predecible y controlable.

La literatura acerca de este tema es extensa (véase por ejemplo los trabajos de Kostlan
[Kos93, EK95]) y esta intimamente relacionada con el estudio de las matrices aleatorias.
Como estamos tratando con un espacio vectorial de dimension finita y, por lo tanto, no
compacto no es posible tomar la distribucion uniforme. En su defecto usaremos la clasica
normal N (0, 1) centrada en 0 y con varianza 1. Esta eleccion no es arbitraria pues dicha
distribucion de probabilidad es equiprobable a la distribuciéon de probabilidad uniforme en
el espacio proyectivo de polinomios HX[X] que es la compactificacion natural del espacio
PEX].

Ahora bien, en este espacio es bien sencillo general una muestra aleatoria simple. Una
vez fijado el grado maximo n solamente es necesario general los n + 1 coeficientes del
polinomio siguiendo cada uno de ellos uno de ellos una distribucion normal A/ (0, 1).

B.1.2 Sip's de longitud acotada

En este caso tenemos que el modelo es completamente desconocido por lo que es
procedente usar la programacion genética. Ahora bien, es cierto que el modelo es «repre-
sentable» en el espacio de bisqueda lo cual no tiene que ser cierto en general.

Otro problema que existe con esta forma de general el concepto es el desconocimiento
general en la relacion que hay entre la distribucion de probabilidad en el espacio de para-
metros de un slp y la distribuciéon de probabilidad en el espacio de aplicaciéon semantica
que produce. Aun con este inconveniente usaremos este procedimiento.

En una primera aproximacion parece razonable usar la distribucién uniforme en el
espacio de pardmetros para la generacion del concepto, es decir, usar el mismo procedi-
miento que hemos usado en la Subseccion 8.2.1. Sin embargo, este procedimiento produce
un gran namero de slp’s de longitud efectiva muy baja y por lo tanto en multitud de oca-
siones constantes o lineales. Es por ello que preferimos usar la distribucién de probabilidad

138



inducida por el procedimiento usado para generar los édrboles mostrada en la introduc-
cion. Notese que los arboles asi generados son un subconjunto del conjunto SLP;(F,T)
y por lo tanto la distribucion de probabilidad se extiende de forma natural al conjunto

SLP(F, T).

B.2 Generacion de una muestra aleatoria simple

Una vez escogido el concepto f a aprender es necesario generar dos muestras:

e Una muestra de aprendizaje de 30 elementos, que puede contener ruido Gausiano.

e Una muestra de validacion de 200 elementos, que nunca contendra ruido.

En ambos casos la muestra se generarda mediante puntos z; uniformemente distribuidos
en un intervalo de longitud finita fijado de antemano. Una vez escogido dichos puntos
almacenamos los valores (z;,y; = f(z;)). Salvo que se diga lo contrario, ninguna de las
muestras contendra ruido.

La muestra de aprendizaje serda usada para evolucionar nuestra poblacion de slp's
mientras que la muestra de validaciéon solo su usard para comprobar el desempeno de
nuestro algoritmo.

B.3 Ejecuciéon de las pruebas

Una vez generada las muestras ejecutamos el programa tantas veces como valores del
pardmetro sujeto de estudio se tenga. A esto lo llamaremos una ronda de aprendizaje. Las
muestras no se modifican entre las ejecuciones del programa dentro de una ronda aunque
si que se modifica la semilla aleatoria.

Con el fin de obtener resultados estadisticamente validos realizaremos 300 rondas.
Ahora bien, en cada ronda se generaran nuevas muestras. A este procedimiento lo llama-
remos experimento. Asi un experimento esta compuesto de 300 rondas, todas ellas con
muestras independientes.

Una vez finalizada la ejecuciéon procederemos a la validacion. Para ello se extrae el
mejor elemento, que denominaremos élite, de la tultima poblacion y se calcula su MSFE
sobre la muestra de validacion que, recordemos, es una muestra de 200 puntos que no
contiene errores y que no se ha usado en la fase de aprendizaje (véase por ejemplo [CR09|
para una discusion en este sentido).

Detallamos ahora los parametros comunes a todos los experimentos que se han reali-
zado:
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B. Protocolo de experimentacion

Cuadro B.1: Pardmetros comunes.

Longitud de los sip's: 16
Probabilidad de Cruce: 0.9
Probabilidad de Mutaciéon: 0.05
Tamano de la Poblacion: 200
Nimero maximo de operaciones: 107
Operador de Selecciéon en la programacion genética:  Simple
Operador de Selecciéon en el algoritmo evolutivo: 2-Torneo
Operador de Reemplazo: Por ranqueo
Generador de ntimeros aleatorios: Propio del Sistema Operativo

Notese que en este contexto el niimero de operaciones es el niimero de variables no
terminales que han sido evaluadas.

Asi mismo los parametros comunes en los experimentos usando las muestras polino-
micas seran:

Cuadro B.2: Pardmetros comunes muestras polindmicas.

Conjunto de terminales: 7 := {z, ¢y, ¢, 1} donde x, ¢y, ¢ € [—1, 1].
Conjunto de funciones: F := {+, —,*,/, /}.
Grado méximo del polinomio generador: 5.

Donde x denota la variable y ¢;, ¢ son dos pardmetros que se generan aleatoriamente al
generar la muestra. En los experimentos realizados en el Capitulo 10 son dichos parametros
los que seran optimizados.

Finalmente el resto de pardmetros comunes en los experimentos usando las muestras
que proceden de los slp’s aleatorios seréan:

Cuadro B.3: Pardmetros comunes muestras slp's.

Conjunto de terminales: 7 :={z,c} conz € [-1,1] y ¢ € [-1,1].
Conjunto de funciones: F := {+, —, , \/> i, cos, In, exp}.
Longitud maxima del slp generador: 16.
Conjunto de terminales slp generador: 7 := {x,c} con x € [-1,1] y c € [-1,1].
Conjunto de funciones slp generador: F := {+, —, %, \/» 8in, cos, In, exp}.

Donde x denota la variable y ¢ denota un parametro como comentamos en el parrafo
anterior.

Hay que puntualizar que en todas las ejecuciones se ha activado el elitismo. Esto
significa que al finalizar cada generacion se guarda el mejor elemento y éste reemplaza al
peor elemento de la siguiente generacion, siempre y cuando el valor guardado sea mejor.
De esta forma nos aseguramos que al finalizar cada generacion la calificacion del mejor
elemento de la poblaciéon no empeora.
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B.4 Resultados que se muestran

Para cada experimento y tipo de prueba mostramos los siguientes resultados:

Tabla con la tasa de éxito y la tasa de error: Diremos que una ejecucion ha sido
erronea si la validacion del modelo es superior al 150 % del rango intercuartilico. Es
decir, si la validaciéon cumple:

Val (I') > 1.5|Qs — Q1|

donde (1,3 representa el valor del primer y tercer cuartil respectivamente de
la prueba con dicho parametro. Extraeremos dichos elementos de la muestra pues
distorsionan enormemente los resultados.

Diremos que una ejecucion ha sido ezitosa si la validacion del modelo es inferior al
10 % del rango de la muestra. Es decir si la validacion cumple:

' <0.1 X 1; — mi

Val(I) < 0.1 méx v: = min, v

donde I' representa el modelo escogido por el algoritmo y y; es la muestra de apren-
dizaje. Notese que los calculos sobre la tasa de éxito estan referidos a la muestra sin
los resultados erréneos.

Como curiosidad, el autor de esta memoria ha visto resultados en los cuales sblo
existia un valor erréneo que era 4 6rdenes de magnitud superior al siguiente peor
resultado. Obviamente todos los estadisticos estaban dominados por ese tnico re-
sultado erréneo lo cual no parece muy razonable. Téngase en cuenta que estamos
tratando con un algoritmo probabilista cuya probabilidad de error no esta acotada,
o por lo menos el autor no conoce ningtn resultado en este sentido. La tasa de error
podria servir como una aproximaciéon a dicha probabilidad.

Tablas con un resumen estadistico descriptivo: En la primera tabla se presentan
la media y varianza de los resultados de validacion. En la segunda, se muestran los
valores maximo y minimo, la mediana asi como los cuartiles primero y tercero de la
validacion. En todos los casos, estos estadisticos se refieren a la muestra en la que se
han extraido previamente las elementos considerados erréneos en la anterior tabla.

Diagrama de cajas y bigotes: Forma grafica en el que se representan los valores nu-
méricos de la anterior tabla.

En este diagrama se muestra una caja y dos asas (bigotes). El extremo inferior de la
caja representa el valor del primer cuartil (¢; en la tabla anterior) de las calificaciones
de validacién mientras que el extremo superior de la caja representa el tercer cuartil
(g3). La raya gruesa dentro de la caja representa la mediana (g2). Si las muescas que
tiene una caja no se solapan con las de otra indica que, con alta probabilidad, las
medianas de las distribuciones de probabilidad son distintas (véase [CCKT83] para
mas detalles).

Los dos bigotes representan los valores minimos y maximos de la muestra a la que
previamente se le han extraido los errores.
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B. Protocolo de experimentacion

Notese que un conjunto de parametros es mejor cuanto mas estrecha sea la caja
(menos varianza presenta) y mas abajo se encuentre (mejores individuos produce).

Tabla con los resultado de los contrastes de hipétesis cruzados: En la columna
(7,7) se muestra el p-valor asociado a un contraste de hipdtesis no paramétrico
mediante el test para dos muestras de Kolmogorov-Smirnov. Nuestra hipotesis nula
Hyj seré que, la funcion de distribucion empirica (ecdf) de la validacion para el valor
del parametro sujeto de estudio en la fila ¢ no es mayor que la ecdf para el valor del
parédmetro en la columna j.

De esta forma, si el valor de la casilla (7, j) es menor que el valor de la significancia
a escogido, podemos rechazar la hipotesis nula. Es decir la ecdf es estrictamente
mayor y por lo tanto dicho valor del parametro ofrece un mejor rendimiento sobre
dicha muestra pues obtendra, con mayor probabilidad, modelos con una calificacién
de validacion inferior. Por norma general tomaremos como valor de la significancia
a = 0.1. Notese que los valores superiores a 0.1 del p-valor deben tomarse como
> (.1, no como su valor numérico (tal y como indica el manual del programa usado
para realizar los calculos estadisticos [Teal).

Asi mismo, nétese que los resultados pueden ser aproximados en algunos casos (so-
bre todo en el caso de las muestras generadas mediante slp’s aleatorios) pues la
distribucion de probabilidad debe (y de hecho tiene) al menos un punto con proba-
bilidad, el 0. Por lo que la distribucién de probabilidad asociada a la validaciéon no
es continua. Es decir, la probabilidad de que el algoritmo obtenga la funciéon exac-
ta con la que se generd la muestra es distinta de cero, tal como se podria esperar si
el algoritmo funciona correctamente.

Notese que, como hemos hecho previamente, consideramos sélo la muestra sin erro-
res.
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codificaciéon densa Codiciacion de un polinomio como el vector de sus coeficientes. 5
coeficiente multinomial (/i) = ﬁ
complemento ortogonal (z') Complemento ortogonal del punto z. 6, 15
componente conexa xxv, xxvi, 8, 45—48, 50, 52-56, 59, 63, 64, 89, 90, 94
concepto xxxiv
condicionamiento
condicionamiento lineal (k (A)) Condicionamiento lineal de la matriz A. xx, 12-16
condicionamiento p medio (% . (f)) p normalizado medio del sistema f. 42
condicionamiento (iorm (f4,0rm (f5 ) p normalizado del sistema f en el punto x. xx,
xxi, xxiii, 14-16, 37, 42, 61, 63
condicionamiento y peor (fi,ors¢(f)) Peor p normalizado del sistema f. xxi, xxii
conexo 49, 50, 53
conjunto cuestor (G) xxv, 64
cono (A) Cono del subconjunto A. 10
convexo 46

curva isobarica Curva sobre la cual una funcién es constante. 59
D

nimero de Bézout (D) Nuamero de soluciones en la clausura algebraica de un sistema
de ecuaciones polinomiales. Su valor es [}, d;. xxvi, xxvii, xxxix, 12, 33, 120
deformacion homotdépica xvii, xxiii, 45, 59, 64

denso 25

descenso de gradiente xxxviii, 115

diferencial (D, f) Diferencial de la funcién f en el punto z. xix

dimension (dim(V')) Dimension de una variedad diferenciable V. 7, 11, 31

E

error empirico Error cuadratico medio sobre la muestra de aprendizaje. 76, 95, 96, 115
error tedrico Error que tiene en cuenta tanto el error empirico como una penalizacion
que tenga en cuenta la complejidad del modelo. 95, 96
espacio de Banach Espacio de Banach. xviii
espacio de medida 12
espacio tangente (7,.V) Espacio tangente de la variedad diferenciable V' en el punto x.
6
espacio topolégico 45
espacio vectorial
esfera (S, (K)) Esfera de dimension d y radio r sobre el cuerpo K. 48
matriz (M,,.,(K)) Espacio de las matrices de dimensiones n x m sobre el cuerpo K.
15
matriz cuadrada (M, (K)) Espacio de las matrices cuadradas de dimension n sobre
el cuerpo K. 13

162



Glosario

matriz ortogonal (O(d, K)) Espacio de las matrices ortogonales de dimension d sobre
el cuerpo K. 7, 11
espacio proyectivo (P, (K)) Espacio proyectivo de dimension d sobre el cuerpo K. 4,
6, 48
espacio proyectivo 9, 10
espacio proyectivo de sistemas homogéneos (IP(’H]%E))) Espacio proyectivo de
sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas homogéneas con lista de grados (d)
y con coeficientes en el cuerpo K. 5, 6
polinomios (PX) Espacio vectorial de los polinomios multivariados de grado menor que
d y con coeficientes en el cuerpo K. 3
polinomios homogéneos (HYX) Espacio vectorial de polinomios homogéneos multiva-
riados de grado d y con coeficientes en el cuerpo K. 3, 4
sistema de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas (H]%fl)) Espacio
vectorial de los sistemas de ecuaciones polinomiales homogéneas multivariadas con lista
de grados (d) y con coeficientes en el cuerpo K. xxi, xxv, xxvi, 3, 14, 50, 63, 64
sistema de ecuaciones polinomiales multivariadas (P?fl)) Espacio vectorial de
los sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas con lista de grados (d) y con
coeficientes en el cuerpo K. xvii, xx, xxi, xxv—xxvii, xxxix, 3, 25, 34, 45
sistemas de ecuaciones lineales Espacio vectorial de los sistemas de ecuaciones li-
neales con coeficientes en el cuerpo K. xx, 46

esperanza (Ey [f]) Esperanza de la funcion f en el Espacio V. xxvi, 9
esquema xxxiii

F

fibra (V,R) Fibra del punto x por la proyeccion ms. 7, 8

férmula de la coarea 10, 24, 28-30, 32

funcion (F) Conjunto de operadores que pueden aparecer en un arbol o slp. xxxvi, xxxvii,
68, 69, 74, 75, 79, 87, 90, 94, 97, 115, 125, 138, 140

funcioén caracteristica (x ) Funcion caracteristica del subconjunto A. 9, 10, 42
funcion de pertenencia (®) Funcién que comprueba si una muestra pertenece al con-
cepto. 88, 89

G

grado (deg(p)) Grado del polinomio p. xxii, 3, 8, 9
grupo

grupo ortogonal Grupo de las matrices ortogonales. 5-8, 15, 22, 24
grupo ortogonal especial (STO(d, K)) Grupo ortogonal especial de dimension d sobre
el cuerpo K. 9, 46, 54, 59

H

heuristico xxx—xxxiv, 125, 129
hiperplano 25

I
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invariante Una funciéon f es invariante en el conjunto C' por la accion del grupo G si f
tiene el mismo valor en las 6rbitas de G.. 6, 22, 24, 55, 56
isometria Aplicacién que conserva las propiedades métricas. 6-8, 10, 15-18, 26

J

jacobiano extendido orientado (A, f) Jacobiano extendido orientado de la funcion f
en el punto x. xxv, 52

jacobiano normal (NJ,f) Jacobiano normal de la funciéon f en el punto z. 10, 11, 19,
92, 26, 29

M

maquina de aprendizaje automatico Algoritmo que automéaticamente aprende a ex-
traer conocimientos en distintos contextos. 88, 95, 103, 113
matriz antisimétrica 59
matriz de Kostlan (A;) 5
matriz Jacobiana (D,(f)) Matriz Jacobiana de la funciéon f en el punto x. xviii, 6, 119
medida de Hausdorff (v,[A]) Medida de Hausdorff del conjunto A.. xxi, 9
medida nula Conjunto que tiene dimensién inferior a la variedad que lo contiene. 8
método de Newton
cero aproximado Punto x € P, (R) tal que la iteracion de Newton asociada converge
cuadraticamente hacia una raiz. xvii, xix, xx, xxii, xxiii, xxvi, xxxix, xl, 118-123
iteracion de Newton Sucesion de puntos que surge de iterar el operador de Newton
sobre un punto. xviii—xx, xxiii, xxxix, 119, 120
operador de Newton (N} (z)) Operador de Newton de la aplicacion f sobre el punto
x k veces. xviii, xxvi, 117, 120
radio de convergencia Radio maximo de bola que contiene ceros aproximados. xix,
xxii
sucesion de Newton Sucesion de puntos que surge de seguir una curva con el operador
de Newton. xxiii-—xxv, 63, 64
modelo xxxiv, Xxxxv
muestra aleatoria simple Muestra i.i.d. de elementos en una poblacion. 137, 138
muestra de aprendizaje Muestra sobre la que se entrenara una méquina de aprendizaje
automatico. 94-96

N

nimero de Betti (5, (V)) Namero de componentes conexas por caminos del conjunto
V. 45
navaja de Ockham Principio filoséfico segin el cual han de preferirse las teorias més
simples a las més complejas. 97
norma

norma (||v||) Norma del vector v. 16

norma de Frobenius (||A|;) Norma de Frobenius de la matriz A. 13-16, 48

o

operador genético
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calificaciéon xxx—xxxiii, 75, 76, 81, 83, 88, 94, 97-100, 103-105, 107, 109, 113-115, 117,
118, 122124, 127-129, 142
a* Calificacion de constantes que toma como valor el resultado de o*(f, x). 128
o Calificacion de constantes que toma como valor el resultado de a*(f,z) corregido
mediante la iteracion del operador de Newton. 128, 129
élite Calificacion de constantes que toma el valor de la calificacion de la élite de la
poblacion de slp's al sustituir los parametros. 105, 107, 109
media Calificacién de constantes que toma el valor medio entre la calificacion de la
élite de la poblacion de slp's y otro sip elegido al azar al sustituir los parametros. 105,
107, 109
minimo Calificacién de constantes que toma el valor minimo entre la calificacion de
la élite de la poblacién de slp’s y otro slp elegido al azar al sustituir los parametros.
105, 107, 109
normal Calificaciéon de constantes que toma el minimo de la calificacion de la pobla-
cion de slp's al sustituir los parametros. 104, 107, 109
cruce xxxii, xxxvii, 78, 80, 81, 83, 97, 105, 107, 109, 114, 123-126
arbol Cruce que traslada subexpresiones entre dos arboles manteniendo la longitud
constante. xxxvii, 83
aritmético Cruce que realiza una combinacion convexa entre las constantes. 105, 107,
109, 123, 125, 126
diferencial Cruce que realiza una combinacion lineal entre tres individuos. 123, 126
en dos puntos Cruce que intercambia las posiciones entre dos puntos de un sip al
otro (y viceversa). 76, 77, 79-81, 83
en un punto Cruce que intercambia las posiciones desde un punto al final de un sip
al otro (y viceversa). 76, 77, 79-81, 83
enjambre Cruce que realiza una combinacion lineal entre el individuo actual, el mejor
individuo de la poblaciéon y el mejor individuo por le que ha pasado. 124, 126
slp Cruce que traslada subexpresiones entre dos slp’s manteniendo la longitud cons-
tante. 78-83, 97, 107, 109, 114
slp extendido Cruce que traslada subexpresiones entre dos slp’s sin mantener la
longitud constante. 114, 115
uniforme Cruce que intercambia de forma aleatoria los elementos de la misma posi-
cion entre dos slp’s. 76, 77, 79-81, 83
enfriamiento simulado Si el nuevo individuo es mejor lo selecciona. Si es peor, lo
selecciona con cierta probabilidad. 124, 126
migracién 116
mutacion xxxii, xxxvii, 79-81, 83, 97, 105, 107, 109, 123, 125, 126
arbol Mutacion que sustituye un funcién de un arbol por otro. xxxvii, 83
no uniforme Mutacién de constantes que explora el espacio global en las primeras
generaciones mientras que en las iltimas lo hace localmente. 105, 107, 109, 123, 125,
126
slp Mutacion que sustituye una subexpresion de un sip por otra. 79, 81, 83, 97, 107,
109
por ranqueo Selecciona a los mejores individuos,todos ellos distintos, entre padres e
hijos. 125, 126, 140
reemplazo 79, 80, 105, 124-126, 140
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reproducciéon xxxi, xxxvii, 79

seleccion xxxi, xxxvii, 80, 105, 125, 126, 140
g-torneo Escoge los mejores individuos de entre un grupos de ¢ individuos escogidos
al azar. 80, 105
ruleta Escoge los individuos para realizar un operador genético con probabilidad
proporcional a su calificaciéon. 80
simple Escoge los individuos secuencialmente. 80, 125, 126, 140

orden monomial (<;) Ordenacion del conjunto de monomios de un polinomio. 4, 5

P

probabilidad (Proby [C]) Probabilidad suceso C' en el espacio V. 9

producto escalar
producto escalar de Bombieri ((x,y)a) Producto escalar de Bombieri entre los
vectores X e y. 4-6, 14-16, 22, 23, 52
producto escalar euclideo ((z,y)) Producto escalar euclideo entre los vectores x e
y. 5,9

proyeccion canoénica (7) Proyeccion candnica. xviii, 7, 10

pseudo-inversa de Moore-Penrose (M) Pseudo-inversa de Moore-Penrose de la ma-

triz M. xviii, 12-14

punto regular Puntos regulares de una submersion. 8, 10

punto singular Puntos singulares de una submersion. 7, 8, 15

R

rango (rank (M)) Rango de una matriz M. 8

regresion simbolica xxxiv, xxxvii, 68, 74, 80, 95, 97, 113, 124, 138
regresor XxXiv

resultante x

reticulo 121, 122, 129

S

sistema factible (R () Conjunto de sistemas de ecuaciones polinomiales de grados (d)
sin raices singulares. 8, 63
sistemas numéricos
nimero complejo (C) Conjunto de los ntimeros complejos. ix, xvii, 31, 131-133
nimero natural (N) Conjunto de los nimeros naturales. xxiii, xxvii, 3-5, 15, 24-26,
28, 41, 46, 51, 64, 114, 131, 132, 134
namero real (R) Conjunto de los niimeros reales. xxi—xxiii, xxvi, xxvii, xxxix, 3, 4, 8,
9, 28, 31, 33, 41, 42, 88, 92, 105, 123, 124, 134
nimero entero (Z) Conjunto de los nimeros enteros. x, 132
submersiéon 7, 8, 10
suma ortogonal (@) Suma ortogonal de dos subespacios vectoriales. 15

T

tasa de éxito (¢;) Porcentaje de ejecuciones de en las que la calificacion de validacion
del modelo es inferior al 10 % del rango de la muestra. 81, 83, 97, 107, 109, 141
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tasa de error (t.) Porcentaje de ejecuciones de en las que la calificacion de validacion
del modelo es superior al 150 % del rango intercuartilico. 81, 83, 97, 107, 109, 141
terminal (7)) Conjunto de terminales que pueden un arbol o slp. xxxvi, xxxvii, 68, 69,
71, 74, 75, 87, 90, 97, 103, 114, 115, 125, 138, 140

topologia de Zariski 11, 12

v

valor critico Valores criticos de una submersion. ix, 7, 8
valor regular Valores regulares de una submersion. 90
variable aleatoria 12, 41
variable no terminal Instrucciones que constituyen un sip I'. 69-75, 78, 79, 91-93, 114,
115, 140
variedad
subvariedad de Riemann 9
variedad algebraica afin (V¥ (f)) variedad algebraica afin de los ceros comunes, per-
tenecientes al cuerpo K, del sistema de polinomios f € 7721((}). 3
variedad algebraica lisa Variedad algebraica que no contiene punto singular. 11
variedad de incidencia (V¥) Variedad de incidencia sobre el cuerpo K. xxii, xxv, 4,
7, 14, 15, 17, 45, 54, 59
variedad de incidencia mixta (V®®) Variedad de incidencia de las soluciones com-
plejas de sistemas pertenecientes a IP’(’H[(%)). 4
variedad de Riemann 6, 9, 10
variedad discriminante (X¥) Variedad de los sistemas de ecuaciones que poseen al-
guna raiz singular en el cuerpo K. xxv, 8, 45
variedad multi-homogénea 4, 7
variedad algebraica proyectiva (Vi (f)) Variedad algebraica proyectiva de los ceros
comunes, pertenecientes al cuerpo K, del sistema de polinomios f € 7-[]51). 4,8
volumen
forma de volumen (dvX) Forma de volumen de dimensién n sobre el cuerpo K. 9

167






Siglas

C

criterio de informacién Bayesiano (BIC) 94, 96, 97, 99, 113
criterio de informacién de Akaike (AIC) 94, 96, 97, 99, 113

E

error cuadratico medio (M SFE) Error cuadratico medio. xxxv, 74, 76, 81, 83, 95, 97—
100, 107, 109, 139

F

funcion de distribucién empirica (ecdf) Es una funciéon de distribucion de probabi-
lidad que acumula una probabilidad constante (e igual a 1/n) para cada uno de los n
valores de la muestra. 100, 142

I

independientes e igualmente distribuidas (i.i.d.) Variables aleatorias independientes
e igualmente distribuidas. 74, 94

M
minimizaciéon del riesgo estructural (SRM) 88, 94-99

S

stright-line program (slp) Grafo dirigido aciclico. xiii, xiv, xxxvii, xxxviii, 67-85, 87,
88, 90, 91, 94, 95, 97-99, 103107, 109, 111, 113 115, 125, 137140, 142

v

dimension de Vapnik-Chervonenkis (VCy;,,) Dimension de Vapnik-Chervonenkis.
xxxviii, 87-89, 94, 96, 97, 103, 113
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