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Introduccion

Desde la aparicién a comienzos del siglo pasado del concepto de punto ex-
tremo de un subconjunto convexo de R"”, el interés por tales elementos, y
sobre todo por la posibilidad de reconstruir el convexo a partir de ellos, ha
ido en aumento y se ha materializado en una gran diversidad de resultados,
algunos de los cuales se han convertido en auténticos cldsicos del Analisis
Funcional. Los primeros trabajos que podemos encontrar en la literatura
contenfan ya informacién relevante aunque con severas restricciones sobre el
espacio ambiente. Mostraban en particular que todo subconjunto convexo
y compacto K del espacio euclideo real n-dimensional es la envolvente con-
vexa de sus puntos extremos. Un resultado muy conocido que debemos a
Minkowski y que admite un interesante refinamiento a la luz de las aporta-
ciones de Carathéodory. Concretamente, es posible controlar la longitud de
las combinaciones convexas que expresan a los elementos de K en funcién
de sus puntos extremos. De forma ma&s precisa, pueden conseguirse repre-
sentaciones con longitud menor o igual que n + 1, siendo n la dimensién del

espacio que contiene a K.

El resultado mds importante en relacién con la estructura extremal de
los conjuntos convexos es debido a Krein y Milman que, en 1940, logran

extender el Teorema de Minkowski a espacios infinito-dimensionales (véase

X
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[35]). La extensién no puede ser literal pues, como parecen sugerir las ideas
de Carathéodory, no es razonable esperar que las combinaciones convexas
finitas de puntos extremos regeneren por si mismas a un conjunto convexo
y compacto que ahora dispone de infinitas dimensiones. El Teorema de
Krein-Milman afirma en definitiva que todo subconjunto convexo y compacto
de cualquier espacio localmente convexo separado es la envolvente convexo-
cerrada del conjunto de sus puntos extremos. La versién original contenia
ya la esencia de tal afirmacién aunque el espacio ambiente era el dual de un

espacio de Banach con su topologia débil-*.

Una de las consecuencias mds significativas de este teorema es el principio
de optimizacion de Bauer que permite localizar entre los puntos extremos de
todo conjunto convexo, compacto y no vacio K de un espacio localmente
convexo real los extremos absolutos de una importante clase de funciones

reales definidas en K.

No obstante, las hipétesis de estos teoremas impiden su aplicacién, por
ejemplo, a la bola unidad de los espacios de Banach infinito-dimensionales,
pues la compacidad de tal conjunto, para la topologia de la norma, es carac-
teristica de los espacios de dimensién finita. A pesar de ello, en virtud del
Teorema de Banach-Alaogli, la topologia débil-* de un espacio de Banach
dual constituye un marco adecuado para extraer consecuencias importantes y
bien conocidas de los resultados mencionados. De hecho, ya hemos indicado
que éste era precisamente el escenario que habian elegido Krein y Milman en

su influyente trabajo.

Pero un dual no deja de ser un caso especial entre los espacios de Banach.
Por otra parte, ain en las situaciones que contempla el Teorema de Krein-
Milman, es interesante considerar otras formas més eficientes de generacion

de la bola unidad. De hecho, ademas de las reconstrucciones mediante envol-
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ventes convexo-cerradas de puntos extremos, han sido objeto de estudio, en
multitud de trabajos posteriores, reconstrucciones mas perfectas (mediante
envolventes convexas, secuencialmente convexas o representaciones en térmi-

nos de integrales vectoriales).

Por otra parte, atin en ausencia de compacidad, existen importantes clases
de espacios de Banach cuya bola unidad posee una rica estructura extremal.
Naturalmente, éste es el caso de los espacios estrictamente convexos, pero
también de importantes dlgebras de funciones continuas y de operadores.
Digamos, sin ir més lejos, que la bola unidad de C'(K), el dlgebra compleja
de las funciones continuas definidas en un espacio compacto de Hausdorff
K, coincide con la envolvente convexo-cerrada de sus puntos extremos. Un
hecho probado por Phelps en [52]. Para una tal dlgebra los puntos extremos
de la bola unidad y los elementos unitarios son exactamente los mismos. Pos-
teriormente, Russo y Dye demostraron en [57] que el grupo de los elemen-
tos unitarios de cualquier C*-dlgebra (compleja y unital) verifica también la

igualdad que habia descubierto Phelps en el caso especial de C'(K).

La gran variedad de aplicaciones del Teorema de Krein-Milman y de los
resultados que acabamos de citar justifican ampliamente el interés de la ob-
tencién de teoremas de este tipo para subconjuntos convexos no necesaria-
mente compactos de un espacio normado. La bola unidad es sin duda el
mds representativo de tales conjuntos y sobre ella concentraremos nuestra
atencién en esta memoria. El primer paso suele ser la descripcion de los
puntos extremos para, a continuacién, determinar si generan la bola me-
diante alguno de los procedimientos ya mencionados (envolventes convexas,

secuencialmente convexas o convexo-cerradas).

Aunque no se encuentra entre los objetivos de este trabajo, es obligado

mencionar que la investigacién de puntos extremos estd conectada con un
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problema de gran relevancia en la teoria de espacios de Banach. En concreto,
nos referimos a la posible equivalencia entre las propiedades de Krein-Milman
y Radon-Nikodym. La produccién cientifica en relacién con tal problema es
incesante y ha propiciado la aparicién de numerosos conceptos y resultados

de cardcter geométrico.

A lo largo de esta memoria nos centraremos en el estudio de la estructura
extremal de la bola unidad de los espacios de funciones continuas vectorial-
mente valuadas. No se exigird la compacidad del espacio de salida (pero si
la acotacién de las funciones) y por tanto cabe también la consideracién de
espacios de funciones uniformemente continuas que, de hecho, conformarin
el ambiente en el que se desarrollard la mayor parte del trabajo. Hemos in-
corporado ademds un capitulo en el que se sustituye la norma uniforme por
el didmetro de la imagen de las funciones. Una seminorma que ha motivado
diversos y muy recientes trabajos en la linea del Teorema de Banach-Stone.
En nuestro caso concreto, analizaremos su comportamiento en relacién con
los teoremas de tipo Krein-Milman. Se trata de una primera y, sin duda,
modesta incursién en un terreno practicamente inexplorado. Esto aumenta
a nuestro juicio su interés, aun siendo conscientes de las dificultades de gran
calado inherentes a este nuevo funcional. Estudiaremos también la conexién
de la estructura extremal de los espacios de funciones uniformemente conti-
nuas con ciertos problemas de topologia infinito-dimensional y, en particular,

con la teorfa de retracciones en espacios de Banach.

Con objeto de entrar cuanto antes en el contenido y objetivos concretos
de esta tesis, hemos de referirnos brevemente a la notacién y terminologia

que usaremeos.

A partir de este momento X denotard un espacio normado no trivial

del que, salvo mencién en contra, sélo se empleard su estructura real. Los
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simbolos By y Sx denotardn la bola unidad cerrada y la esfera unidad de
X, respectivamente. Siguiendo la notacién cldsica pondremos S!, en lugar
de Sx, si X es el espacio euclideo real de dimensién dos. Por otra parte,
Ex representard el conjunto de los puntos extremos (eventualmente vacio)
de Bx. Ademds co(Ex) y ¢o(Ex) serdn, como es habitual, las envolventes
convexa y convexo-cerrada de Ex, respectivamente. Cada vez que hagamos
referencia a la dimensién de un espacio normado X nos referiremos, ain
cuando posea estructura compleja, a su dimensién como espacio vectorial real
y la denotaremos por dim X. Un espacio topolégico arbitrario serd designado
por Ty mediante el simbolo C'(T, X') denotaremos el espacio de las funciones
continuas y acotadas de T" en X, provisto, como es costumbre, de su norma

uniforme:
£l = sup{|[f(¢)| : t € T}, para todo f € C(T, X).

El espacio de Banach dual de un espacio normado X serd representado por
X* y si A es un subconjunto de X escribiremos lin A para referirnos al
subespacio real de X engendrado por A. Dados z,y € X el simbolo [x,y]

designara el segmento lineal cerrado determinado por tales puntos:
[z,y ={(1—-t)r+ty:teR, 0<t <1}

El significado de [z, y[ y |z, y| resulta igualmente obvio.

En espacios del tipo C(T, X), el problema de la descripcién de los puntos
extremos de la bola unidad no estd resuelto a plena generalidad. Sin embargo,
para X estrictamente convexo (un espacio de Hilbert en particular) tales
puntos son las funciones continuas de T" en la esfera unidad de X.

Una breve semblanza de los precedentes relacionados con la memoria nos
servird para comprender el estado actual de esta linea y motivar, al mismo

tiempo, los problemas que abordaremos.
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De forma muy concisa podemos resumir los hechos ya conocidos sobre la
estructura extremal de los espacios C(T, X) en los siguientes términos:

Si T' es un espacio topolégico completamente regular y X es un espacio
normado estrictamente convexo de dimensiéon mayor o igual que dos, la bola
unidad del espacio Y = C(T, X) es la envolvente convexa de sus puntos ex-
tremos si, y soélo si, X es infinito dimensional o dim 7" < dim X, donde dim T’
denota la dimensién recubridora de T' (la definicién precisa de esta dimen-
sién topolégica puede verse por ejemplo en [14]). Ademds, en caso afirmativo,
todo elemento de By se expresa como combinacién convexa de ocho puntos
extremos ([39]). En este contexto hemos de mencionar las aportaciones de
Cantwell y Peck (véase [7] y [50]) que habian conseguido versiones previas de
este hecho bajo condiciones sustancialmente mas restrictivas (X un espacio de
Hilbert y 7' compacto). Existen situaciones muy diversas en las que el valor
mencionado para la longitud de las combinaciones convexas puede reducirse
a tres. Concretamente, esto ocurre si se cumple alguna de las condiciones

que siguen:
i) X es de dimensién infinita ([44])

ii) X es de dimension finita, T es compacto y contréctil y dim 7" < dim X

([29])
iii) X es de dimensié6n finita par y dim 7' < dim X ([44])
iv) X es de dimension finita y dim 7" < dim X — 1. ([29])

En el caso X = R no cabe esperar la igualdad By = co(Ey) (salvo en
situaciones triviales). Sin embargo, Bade y Peck (véase [2] y [50]) probaron
independientemente que la bola unidad de C'(T,R) es la envolvente convexo-

cerrada de sus puntos extremos si, y sélo si, T' es totalmente disconexo.
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Atn se puede afinar més en lo referente al rango o longitud de las repre-
sentaciones convexas por medio de puntos extremos. Centremos ahora nues-
tra atencion en las combinaciones convexas mas sencillas que, evidentemente,
son aquellas en las que los escalares coinciden. Dado un natural n, diremos
que el rango extremal de un espacio normado Y es menor o igual que n si
todo elemento de la bola unidad cerrada de Y puede expresarse como media
de no mas de n puntos extremos de By. Si no existe ningin natural n que
cumpla lo anterior se dice que el rango extremal de Y es infinito (lo que en
particular ocurre si Ey = ()). En otro caso, el rango extremal de Y es el mi-
nimo natural n que satisface la condicién citada. Es obvio que R tiene rango
infinito y que cualquier espacio estrictamente convexo de dimensién mayor
que uno tiene rango dos. Es igualmente evidente que no existen espacios
normados con rango extremal uno (si sélo consideramos, como indicdbamos
anteriormente, espacios normados no triviales). Robertson caracterizé en
[54] los espacios compactos de Hausdorff T' tales que el rango extremal de
C(T,C) es igual a dos. Kadison, Olsen, Pedersen y Rordam, entre otros,
han estudiado una nocién similar, para unitarios en lugar de extremos, en el
marco de las C*-dlgebras (complejas y unitales). Véase a este respecto [32],
[49] v [55].

Concluimos la exposicién de preliminares con algunos comentarios sobre
la interaccion de la estructura extremal de los espacios de funciones continuas

con la teorfa de retracciones en espacios de Banach.

Si X es un espacio normado de dimensién infinita y 7' = Bx (con la
topologia de la norma) los resultados que describen la estructura extremal
de C(T, X) originan de forma natural interesantes cuestiones acerca de re-

tracciones de Bx sobre Sx.

Hemos de senalar en primer lugar que la existencia de retracciones con-



XVl Introduccién

tinuas de la bola unidad sobre la esfera unidad de cualquier espacio nor-
mado infinito-dimensional X fue probada por Dugundji en [12]. Posterior-
mente, Benyamini y Sternfeld ([4]) mejoraron sustancialmente este resultado

probando que, de hecho, Sx es un retracto de Lipschitz de Bx.

Los primeros resultados que muestran la conexién de tal tipo de retraccio-
nes con la geometria de C(T, X)) aparecen en [6] y [44]. Es conocido a partir
de tales trabajos que la identidad en la bola unidad de un espacio normado
infinito-dimensional y estrictamente convexo X puede expresarse como media
de un nimero finito de retracciones continuas de la bola en la esfera unidad
de X. Posteriormente, como puede verse en [27], se consigue demostrar que
dicha representacion de la identidad es factible mediante retracciones uni-
formemente continuas si X admite estructura compleja y, en tal caso, no
se requiere su convexidad estricta. En cambio, la representacién por medio
de retracciones lipschitzianas parece estar vedada aunque, de momento, sélo

tenemos constancia de tal hecho en el caso de los espacios de Hilbert.
Pasamos ya a describir el contenido de la memoria:

En el primer capitulo analizamos la posibilidad de que el rango extremal
de un espacio del tipo C(T, X), con X estrictamente convexo, sea igual a dos.
Esta propiedad nos dice, como hemos visto anteriormente, que cada elemento
de la bola unidad de C(T, X) puede expresarse como media de dos puntos
extremos. Se asumird en toda la discusién que la dimensién de X es mayor o
igual que dos, pues el rango extremal de C(T',R) es infinito (piénsese que si n

es un natural y ey, ..., e, son puntos extremos de la bola unidad de C(T,R),

los valores de la funcién el+'7'1'+e"

son todos racionales. En consecuencia, si «
es un irracional del intervalo |—1,1[, la funcién constantemente igual a @ no
coincide con ninguna funcién del tipo SF=+en),

La propiedad sobre el espacio Y = C(T, X) que estudiamos en este capi-
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tulo implica, como a continuacién observaremos, una cierta condicién que,

por su contenido geométrico, denominamos triangulabilidad. Concretamente,

Decimos que Ey es triangulable si dado e € Ey existe u € Fy tal que
—e(t) # u(t) # e(t), para todot € T.

Mostramos después que la triangulabilidad de Ey no es suficiente para
garantizar que el rango extremal del espacio Y sea dos, ni siquiera en presen-
cia de la igualdad By = co(FEy). A través de tales consideraciones llegaremos
de forma natural al concepto de F-espacio que, a su vez, puede entenderse

en los siguientes términos:

Un espacio topolégico T recibe el nombre de F-espacio si cada funcién
continua y acotada definida en un co-cero de T' y con valores en R admite

una extensioén continua a todo 7.

Los espacios topolégicos que acabamos de considerar son conocidos tam-
bién en la literatura como espacios subestonianos.

Por otra parte, la nocién de F-espacio estd conectada con una propiedad
extraordinariamente 1til en nuestro estudio del minimo rango extremal en

C(T,X):

Dado un espacio topolégico T' y un espacio normado X, se dice que
C(T, X) tiene descomposicién polar si para cada f € C(T, X) existe una

funcién continua e de T en Sy tal que
f&) =1f(t)||e(t), para todo t € T.

Disponemos ya de todos los elementos necesarios para enunciar el resul-

tado principal de este capitulo (Teorema 1.7):
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Sea T un espacio topoldégico y X un espacio normado estrictamente
convexo. Supongamos que Fe(r x) es triangulable y que C(T, X) tiene des-

composicién polar. Entonces el rango extremal de C(T, X) es igual a dos.

Las hipétesis del resultado anterior se cumplen, por ejemplo, si 7" es un F-
espacio y se verifica una, al menos, de las condiciones ii), iii) y iv) previamente
enunciadas (véase la pagina xiv).

Finalmente, dado un espacio estrictamente convexo bidimensional X, con-
seguimos caracterizar los espacios compactos de Hausdorff 7' para los que

C(T, X)) tiene rango extremal igual a dos (Teorema 1.10):

Sea X un espacio normado estrictamente convexo de dimensién 2 y T un

espacio topolégico compacto de Hausdorff. Son equivalentes:

i) T es un F-espacio y dim7T < 1.
ii) C(T,X) tiene descomposicién polar.

iii) Todo punto de la bola unidad de C(7T,X) es media de dos puntos

extremos.

Ya hemos comentado que la identidad en cualquier espacio normado es-
trictamente convexo de dimensién infinita X puede expresarse como media de
retracciones continuas de By sobre Sx. El resultado de Benyamini y Sternfeld
que citdbamos anteriormente pone al descubierto la posibilidad de mejorar
la calidad de tal representacion exigiendo algo més que continuidad a las re-
tracciones que intervienen. Somos conscientes de que no podemos pedir una
condicién de Lipschitz y, al mismo tiempo, sabemos que si X admite estruc-
tura compleja es posible una representacion con retracciones uniformemente

continuas. En este escenario es obligado preguntarse por la situacion que
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corresponde al caso real. La relacion existente entre la estructura extremal
de los espacios de funciones continuas vectorialmente valuadas y la teorfa
de retracciones nos lleva, de este modo, a estudiar los espacios de funciones
uniformemente continuas. Este andlisis ocupard los siguientes tres capitulos
de la memoria y proporcionara sus frutos en la teorfa de retracciones. Pero
antes tendremos ocasion de conocer con cierto detalle la estructura extremal
de los espacios de funciones uniformemente continuas, lo que goza de un
interés propio e independiente de la teorfa citada.

El trénsito de los espacios de funciones continuas a los espacios de fun-
ciones uniformemente continuas vectorialmente valuadas entrana la superacién
de severas dificultades que se pondrdn de manifiesto en los comentarios si-
guientes.

El segundo capitulo de la memoria estd dedicado integramente al estu-
dio de una nueva desigualdad que es valida en cualquier espacio normado

bidimensional (Teorema 2.6):

Sea Xy un espacio normado de dimensién dos y a € X,\{0}. Entonces

existe un nimero real p > 0 (que sélo depende de ||a||) tal que
[y = all =[]z — al | > p(1 — L=52), (0.1)

para cualesquiera =,y € S, tales que f(x)f(y) > 0, donde f es un elemento

de X{ con ker f =lin {a}.

El vector a o, mds exactamente, el subespacio que engendra, divide la
esfera unidad de X, en dos “semicircunferencias”. Ademds, la condicién
f(z)f(y) > 0 nos dice precisamente que x e y deben pertenecer a una de
ellas. La denominacién que usamos para la desigualdad anterior estd basada

en este hecho.
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La desigualdad de la semicircunferencia serd crucial para obtener, en los
siguientes capitulos, resultados sobre la estructura extremal de la bola unidad
en espacios de funciones uniformemente continuas y sobre retracciones en

espacios normados de dimensién infinita.

Es fécil intuir, en vista del segundo miembro de (0.1), que la hipétesis
de convexidad uniforme aportard un ambiente especialmente propicio para
aplicar con éxito la desigualdad. Pero, como veremos mds adelante, serd de

hecho aplicable en situaciones considerablemente mas generales.

Siempre hemos considerado la desigualdad como una herramienta ma&s
para alcanzar nuestros objetivos y, por tanto, hemos prestado poca atencion
a la buisqueda del valor éptimo de la constante p. No obstante, en la parte
final del capitulo probamos que, en el caso hilbertizable, p = 2min{1, ||al|}
(Teorema 2.12).

En el tercer capitulo estudiamos aplicaciones entre esferas sin puntos fijos
ni antipodas. La existencia de tal tipo de aplicaciones en las condiciones que
detallaremos a continuacién serd decisiva para la obtencion de los resultados
principales de la memoria.

Puesto que la esfera unidad de R se reduce al conjunto {—1,1} es claro
que cualquier aplicacién que parta de un subconjunto no vacio de dicha esfera
y tome sus valores en {—1,1} fija algin punto o transforma un punto en su
antfpoda. Por tanto, sélo se considerardn espacios normados de dimensién
mayor o igual que dos (sobre R).

Por otra parte, es bien conocido que toda aplicacién continua de la es-
fera unidad del espacio euclideo R?"~! en sf misma tiene algin punto fijo
o transforma algin punto en su opuesto. Un resultado que se extiende in-
mediatamente a cualquier espacio normado de dimensién impar. Asi pues,

con cardcter general, no cabe esperar que existan aplicaciones uniformemente
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continuas (ni siquiera continuas, como se acaba de indicar) definidas en la
esfera unidad de un espacio normado y con valores en dicha esfera. Sin em-
bargo, podemos restringirnos a subconjuntos convenientes de la esfera unidad
para obtener un resultado positivo en la linea que acabamos de exponer.
Ademsds, en tal caso, podemos conseguir aplicaciones que son, de hecho, lip-
chitzianas. Exponemos ya, sin mds predmbulos, el resultado fundamental

(Teorema 3.4):

Sea X un espacio normado de dimensién mayor o igual que dos, xg € Sx
y p € Rcon 0 < p < 2. Entonces existe una aplicacién lipschitziana v, de

Sx\B(xg, p) en Sx, tal que
inf {||v(z) £ z|| : € Sx\B(zo,p)} > 0.

Una vez probado este enunciado dedicaremos cierta atencién a las mejoras
que pueden conseguirse en dimensién par o infinita y, posteriormente, abor-
daremos una cuestién que nos parece sumamente interesante, sobre todo,
por los problemas que deja abiertos para el futuro. Se trata, en concreto,
de analizar la posible existencia de aplicaciones entre esferas, sin puntos fi-
jos ni antipodas aproximados, que sean de hecho restriccién de aplicaciones
lineales. Esto ocurre evidentemente en cualquier espacio normado complejo
(basta considerar la aplicacién z +— iz). Sin embargo, como veremos en la
iltima seccion del capitulo, todo espacio normado real y suave puede renor-
marse de modo que cada isometria lineal posea un punto fijo o transforme
un punto en su antipoda (Teorema 3.11).

La desigualdad de la semicircunferencia y las aplicaciones sin puntos fijos
ni antipodas constituyen la base sobre la que abordar de manera eficiente
nuestro estudio de la estructura extremal de los espacios de funciones uni-

formemente continuas vectorialmente valuadas.
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En lo que sigue M serd un espacio métrico (no necesariamente compacto)
y, si X es un espacio normado, U(M, X) denotard el espacio de las fun-
ciones uniformemente continuas y acotadas de M en X provisto de su norma
uniforme.

Si M es compacto, U(M, X) coincide con el espacio de las funciones
continuas de M en X. Este hecho y la costumbre, ampliamente extendida, de
estudiar los espacios de funciones continuas bajo la hipé6tesis de compacidad
de M, explica la escasez de precedentes relativos a U(M, X) (para M no
compacto).

El cuarto capitulo de la memoria contiene un anédlisis de la geometria de
la bola unidad de U(M, X) siendo X un espacio normado uniformemente
convexo de dimensiéon mayor o igual que dos. Si la dimensién de X es in-
finita abordaremos también la interaccién de tal estudio con la teorfa de
retracciones de By sobre Sx. Como veremos mé&s adelante, los resultados
sobre retracciones pueden conseguirse en realidad con una condicién mucho
mas débil que la convexidad uniforme de X que puede motivarse con las
técnicas que hemos desarrollado.

Comenzamos el capitulo con algunos hechos, mas o menos elementales,
que se refieren a la descripcién de los puntos extremos de la bola unidad en
los espacios funcionales ya presentados. En el transcurso de esta discusion
hemos detectado una propiedad que nos parece muy 1til y que exponemos
a continuacién (la terminologia que hemos empleado para designarla es muy

vaga pero cumple su papel):

Dado un espacio topoldgico T' y un espacio normado X, decimos que
un subespacio Y de C(T, X) tiene suficientes funciones no nulas si se
verifica la siguiente condicién: para cada f € Y y cada ty € T, existe una

aplicacién (no necesariamente continua) g : 7' — Bx de modo que g(ty) # 0
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y la funcién t — (1 — || f(¢)]|)g(t), de T' en X, pertenece a Y.

Es inmediato que el propio espacio C(T, X) tiene suficientes funciones
no nulas y lo mismo ocurre con U(M, X) (un subespacio de C(M, X)). Por
otra parte, si L es un espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff,
Co(L, X) (un subespacio de C(L, X)) tiene también suficientes funciones no
nulas.

El interés de la propiedad que acabamos de introducir se pone de mani-

fiesto en la Proposicion 4.1:

Dado un subespacio Y de C(T, X) con suficientes funciones no nulas y

e € Ey se tiene que ||e(t)|| = 1 para todo t € T.

Senalemos ademds que si X es estrictamente convexo la afirmacién reci-
proca es también cierta, lo que nos proporciona, simultdneamente, una carac-
terizacion de los puntos extremos de la bola unidad de los espacios C(T, X)
y U(M, X). La correspondiente al primero de ellos habia sido comentada
anteriormente.

Digamos, para hacer énfasis en la utilidad de la nocién introducida, que
la Proposicién 4.1 nos da como corolario inmediato el siguiente hecho bien

conocido:

Sea L un espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff tal que

Ecyn,x) # (). Entonces L es compacto.

Dado un espacio normado X es claro que Ex # 0 si, y s6lo si, Ec(r,x) # 0
para todo espacio topolégico T. Cabe también preguntarse si la condicién
Ex = () es equivalente a afirmar que E¢(r,x) = () para cada espacio topolégico
T'. Se trata de una cuestién natural que estudiamos muy de pasada pues, de
acuerdo con los objetivos de la memoria y en particular con nuestra pre-

tensién de obtener teoremas de tipo Krein-Milman, es l6gico trabajar bajo
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condiciones (como, por ejemplo, la convexidad estricta de X) que garanticen
la no vaciedad del conjunto Ex. No obstante, hemos observado que la bola
unidad de C(K, ¢y) carece de puntos extremos para todo espacio topolégico
compacto de Hausdorff K. Aunque este hecho constituye una evidencia a
favor de la equivalencia anteriormente cuestionada no nos atrevemos a con-
jeturar que sea cierta con cardcter general.

En la segunda seccién del capitulo se ponen a punto algunos resultados
muy bésicos que facilitan el manejo de las funciones uniformemente continuas.
Tras estos preparativos, llegamos al nticleo de la teorfa, cuyos resultados
fundamentales resumimos a continuacién.

En la tercera seccién probamos que la bola abierta unidad de U(M, X)
estd contenida en la envolvente convexa de Fy, siendo M un espacio métrico
arbitrario y X un espacio normado uniformemente convexo de dimension

mayor o igual que dos (finita o infinita). Como consecuencia,

Buu,xy = (Euu,x))-

Este resultado aparece explicitamente en el Teorema 4.16 que, a su vez, se
apoya en varios resultados previos, obtenidos en el transcurso de la seccién,
en los que intervendran de manera decisiva la desigualdad de la semicircun-
ferencia y las aplicaciones uniformemente continuas entre esferas sin puntos
fijos ni antfpodas aproximados.

Es interesante precisar que la estructura métrica de M sélo se ha usado
para dar sentido a la consideracién del espacio U(M,X). De hecho, un
rapido andlisis de la argumentacién que ha conducido al resultado princi-
pal (Teorema 4.16) muestra que su validez no se ve afectada si sustituimos
M por un espacio uniforme.

En la dltima seccién del capitulo aplicaremos nuevamente la desigualdad
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de la semicircunferencia para demostrar que la identidad en la bola unidad
de un espacio de Banach infinito dimensional y uniformemente convexo X es
media de n retracciones uniformemente continuas de By sobre Sy, para todo
natural n > 3. De hecho, si A\y,..., A\, € }0,%[ y A +--+ X\ =1 (siendo
n > 3), existen n retracciones uniformemente continuas 7, ..., 7,, de Bx

sobre Sy, tales que
r = Mri(x)+ -+ A\ry(z), para todo x € By. (0.2)

Este resultado permite derivar informacién relevante sobre la estructura
extremal de los espacios de funciones uniformemente continuas vectorial-

mente valuadas:

Sean M un espacio métrico arbitrario y X un espacio normado uniforme-
mente convexo e infinito-dimensional. Consideremos un natural n > 3 y

A1, ..., A, como antes. Entonces

Buouxy = MEumax) + -+ MBuorx)-

El resultado sobre retracciones uniformemente continuas que hemos citado
antes (0.2) es valido bajo una condicién sobre el espacio infinito-dimensional
X mucho més débil que su convexidad uniforme. Si analizamos con dete-
nimiento las técnicas que nos han conducido a tal afirmacién observamos
que, en realidad, es suficiente suponer que existe una aplicacién uniforme-

mente continua v : Sx — Sx tal que
inf {||v(z) £ z||:x € Sx} >0 (0.3)
y, para cada 6 € R, existe § €]0, 1] tal que,

z € Sx, z,w € Sy Nlin{z,v(z)}, ||z —w|| > 6= [|ZL|| <1-5. (04)
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La existencia de aplicaciones uniformemente continuas v : Sx — Sx
que cumplan (0.3) estd garantizada en todo espacio normado de dimen-
sién infinita X. Si X es uniformemente convexo la condicién (0.4) es au-
tomaética. Por otra parte, si X es un espacio normado complejo, la aplicacién
v:Sx — Sx dada por v(z) = ix satisface evidentemente (0.3) y (0.4). Tén-
gase en cuenta que lin {z,v(z)} denota el subespacio real de X engendrado
por z y v(z). Los precedentes relativos al caso complejo son por tanto una
consecuencia inmediata de los obtenidos en este capitulo.

Pasamos ya a describir el quinto capitulo de la memoria. Se produce
aqui una ruptura importante con respecto al contenido de los anteriores pues
concentraremos nuestra atencion en los espacios de funciones con valores en
R y, ademads, sustituiremos la norma uniforme por el didmetro de la imagen
de las funciones. A su vez, tales funciones se supondrén definidas en un
espacio topolégico compacto de Hausdorft K.

Dada una funcién continua f : K — R, p(f) denotard el didmetro de
f(K). Obtenemos de este modo una seminorma en el espacio C'(K) de las
funciones continuas de K en R. Fijemos un punto to € K y sea X el subespa-
cio de C'(K) constituido por las funciones que se anulan en ;. El funcional p
convierte a X en un espacio de Banach cuya estructura extremal estudiamos
en este capitulo.

Una vez descritos los puntos extremos de By (Lema 5.1) probaremos la

equivalencia entre las siguientes afirmaciones (Teorema 5.3):

i) Para cada x € Bx existe una sucesién {\,} de elementos del intervalo
[0,1] con > >° A, = 1y una sucesién {e,} de puntos extremos de la

bola unidad de X tales que z =3 2 A\uey, .

n=1""

ii) By =@0(Ey).
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Como consecuencia inmediata obtenemos (Corolario 5.4) que tales afirma-
ciones son equivalentes en el caso X = Cy(L), siendo L un espacio localmente
compacto (no compacto) y Co(L) el espacio de las funciones reales continuas
que se anulan en el infinito provisto de la norma del didmetro.

Obsérvese en particular que en ¢y, con la norma del didmetro, se cumplen
las afirmaciones i) y ii).

Antes de finalizar esta introduccién hemos de senalar que la mayor parte
del contenido de la tesis ha sido ya publicado en varios articulos (véanse [31],
[46], [47] y [48]).

A continuacién quiero mostrar mi agradecimiento en primer lugar a los
matematicos pioneros en el estudio de puntos extremos y a los que nos han
sugerido posibles caminos para seguir trabajando en la misma linea. FEn
particular, a Juan Francisco Mena, de la Universidad de Granada, por su
enorme calidad humana y por tantos pequenos ratos que ha dedicado a mi
formacién en investigacion.
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de la Universidad de Granada por permitirme participar como investigador
en los Proyectos de I+D+I que indico a continuacién: PB98-1335/1999,
P05-FQM-1215/2006, MTM2006-04837, P06-FQM-1438/2007 y P08-FQM-
03737/20009.

A la Junta de Andalucia y al Ministerio de Educacién, por las ayu-
das recibidas a través de las distintas convocatorias y por su financiacion
econdmica.

A la Universidad de Almerfa, en particular a los companeros del departa-
mento al que pertenezco por brindarme la oportunidad de integrarme como
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dido tan sélo conversando con ella. A Juan Carlos Navarro, director de esta
memoria, por su gran dedicacién, continuas sugerencias y brillantes ideas que
han hecho posible el desarrollo de este trabajo, porque hace facil lo que no
lo es y contagia su entusiasmo por el estudio y disfrute de las matematicas.

A mis maestros, quienes me motivaron desde muy pequena para que de-
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Capitulo 1

Rango extremal en espacios de

funciones continuas

Nuestro grupo cuenta ya con una cierta trayectoria en el estudio de la
geometria de los espacios de funciones vectorialmente valuadas. La mayoria
de los resultados previamente obtenidos se refieren a espacios de funciones
continuas y su conexioén con ciertos hechos de topologfa infinito-dimensional,
fundamentalmente referidos a la teorfa de retracciones continuas en espacios
de Banach. Uno de los objetivos principales de la memoria pretende una
profundizacién en dicha teoria y, en particular, aspira a considerar mejores
propiedades sobre las retracciones que la mera continuidad. La que més
nos interesa es la continuidad uniforme y, sobre todo, su interaccién con
los teoremas de tipo Krein-Milman en espacios de funciones uniformemente

continuas.

No obstante, antes de iniciar este recorrido, incorporamos en este primer
capitulo algunos resultados que todavia se hallan en el &mbito original de los

espacios de funciones continuas.
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1.1 Presentacién y preliminares

En primer lugar recordaremos algunas definiciones y concretaremos la no-
tacién bésica que utilizaremos a lo largo de la memoria.

La nocién de punto extremo que precisamos a continuacién, aparece por
vez primera en un trabajo de H. Minkowski publicado en 1911 (véase [41]).
Se trata de un concepto bésico y muy conocido, pero dado que seré el centro
de atencién de esta memoria es conveniente fijarlo desde el principio.

Sea C' un subconjunto convexo de un espacio normado X. Se dice que
e € C es un punto extremo de C' si dados A € ]0,1] y x,y € C tales que
e = Az + (1 — \)y se verifica que e = = = y.

Intuitivamente e € C' es un punto extremo si e no pertenece al interior de
ningun segmento contenido en C' o, equivalentemente, si C'\{e} es convexo.

Como ya hemos comentado en la introduccion, el estudio que aqui hare-
mos sobre puntos extremos estard referido a un subconjunto muy concreto y
caracteristico de los espacios normados, su bola unidad cerrada. En lo suce-
sivo, Fx representard el conjunto de los puntos extremos (eventualmente
vacio) de By, la bola unidad cerrada de X. Ademds, mediante Sx expre-
saremos la esfera unidad de X. Por otra parte co(Ex) y @(Ey) serdn, como
de costumbre, las envolventes convexa y convexo-cerrada de Ex, respectiva-
mente.

Recordemos que un espacio normado X es estrictamente convexo si

para cualesquiera dos elementos distintos =,y de By, se tiene que
[z +yl| < 2.

Equivalentemente X es estrictamente convexo si Fx = Sx.
Dado un espacio topolégico T, el espacio de las funciones continuas y

acotadas de T en X con su correspondiente norma uniforme serd denotado
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por C(T,X). Es claro que la bola unidad del espacio Y = C(T, X) estd
constituida por las funciones continuas de 1" en By.

Aunque lo justificaremos més adelante en ambiente mds general, véase la
Proposicién 4.2 y el comentario que le precede, conviene mencionar aqui que
si X es estrictamente convexo, Fy es el conjunto de las funciones continuas
de T en Sx.

A continuacién trataremos de motivar el contenido del capitulo.

La estructura extremal de la bola unidad de un espacio normado puede
encontrarse en situaciones muy diversas, comprendidas entre la ausencia de
tales puntos, que es el caso mds desfavorable, como ocurre en ¢ 0 L;([0, 1]),
y la convexidad estricta del espacio, que representa la mayor abundancia
posible de puntos extremos. En este tltimo caso, exceptuando a R, todo
elemento de la bola unidad es media de dos puntos extremos y desde luego, no
cabe esperar una reconstruccién méas perfecta. Sin embargo, esta propiedad
no es exclusiva de los espacios estrictamente convexos. De hecho, si H es
un espacio de Hilbert complejo, el dlgebra L(H) de los operadores lineales y

continuos en H la verifica.

Los resultados que presentamos en la siguiente seccién ofrecen un andlisis
de los espacios C(T, X) cuyo rango extremal alcanza el valor minimo. Se
trata pues de espacios que comparten con los estrictamente convexos o con
L(H) la propiedad geométrica que acabamos de mencionar.

Dado que, evidentemente, C(T,R) carece de tal propiedad (de hecho, sélo
en casos triviales, la bola unidad de este espacio es la envolvente convexa
de sus puntos extremos) supondremos, a lo largo de este capitulo, que la
dimensién de X es mayor o igual que 2. Debe quedar claro, como ya hemos
comentado en la introduccién, que cualquier referencia a la dimensién de un

espacio normado en el desarrollo de la memoria, habra de interpretarsese en
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el sentido de su estructura real. Asi pues, si se trata de un espacio normado
complejo, se estard hablando de la dimensién del espacio real subyacente.

Para que aparezcan de forma natural las condiciones y conceptos que
vienen impuestos o se relacionan directamente con nuestra propiedad, debe-
mos comentar previamente algunos resultados obtenidos por nuestro grupo.
En lugar de ir detallando las referencias concretas para cada una de las afir-
maciones que siguen, optamos por una exposicién resumida de los hechos que
consideramos mds relevantes de cara a clarificar el contenido del capitulo. In-
formacién que hemos recogido de [6, 28, 29, 30, 39, 44], especialmente [29] y
[39].

Teorema 1.1 Sea X un espacio normado estrictamente convexo de dimen-

sion mayor o iqual que 2, T un espacio topoldgico completamente reqular e

Y = C(T, X).

i) Si X es de dimension finita entonces By = co(Ey) si, y sdlo si,

dim7T < dim X, donde dimT" denota la dimension recubridora de T
ii) Si X es infinito-dimensional entonces By = co(Ey).

La nocién de dimension topoldgica que acabamos de mencionar puede
consultarse en [14]. Baste decir en este momento que se trata de una ge-
neralizacién, que se desarrolla en el ambiente de los espacios completamente
regulares, de la dimensién de los espacios euclideos. De hecho, la dimension
recubridora de un subconjunto de R™ es n si, y sélo si, su interior es no vacio.
Aprovechemos para decir que la condicién impuesta a T en el enunciado ante-
rior se debe precisamente a la presencia de la dimensién recubridora y hemos
de senalar que, en realidad, las propiedades de un espacio del tipo C(T', X),

como espacio de Banach, no permiten distinguir si 7" es o no completamente
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regular, pues, cualquiera que sea el espacio topolégico T, existe un espacio
completamente regular T# tal que C(T, X) es isométricamente isomorfo a
C(T#,X) (véase a este respecto [64]). Notese, por tanto, que la segunda
afirmacion del teorema anterior se verifica para cualquier espacio topolégico

T.

1.2 Teoremas de representacion por medias

de longitud dos

El rango extremal de los espacios del tipo C(T', X') depende de las cualidades
de T', de las de X, e incluso de la buena avenencia entre ambos espacios. Para
ser mds concretos, supongamos que estamos ante el minimo rango posible (a
fin de cuentas, ésta es la propiedad que estudiamos). Entonces todo elemento
de la bola unidad de Y = C(T, X) es media de dos puntos extremos y, en
particular, dado e € Ey, existen u,v € Ey tales que e = u + v (apliquese la

hipétesis a %e). Es claro pues que
—e(t) # u(t) # e(t), para todot € T.

Decimos en tal caso que Ey es triangulable (dado cualquier elemento de Ey
existe otro elemento en Fy que no coincide con el anterior ni con su opuesto
en ningun punto). La triangulabilidad de Ey es automatica si 7" es compacto
de Hausdorff y contractil (cualquiera que sea el espacio estrictamente convexo
X de dimensién mayor o igual que 2). También lo es si X es un espacio de
dimensién par o infinita (cualquiera que sea el espacio topolégico T'), pues en
ambas situaciones existen aplicaciones continuas v de Sy en Sx sin puntos
fijos ni antipodas (—z # v(z) # x, Vo € Sx). Finalmente, la condicién
dimT < dim X — 1 también garantiza que FEy es triangulable. Aunque,
como hemos visto, la triangulabilidad es una condicién necesaria para que
las medias de longitud dos generen la bola, no es, por sf sola una condicién

suficiente. Pero, en cualquier caso, permite precisar el contenido del Teorema
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1.1. En concreto, bajo la hipétesis de triangulabilidad, la condicién de que
By = co(Ey) equivale a que todo punto de la bola unidad de C(T, X) sea
media de tres puntos extremos (piénsese ahora en todas las situaciones antes
descritas en las que esto ocurre). Sin embargo, en ausencia de dicha hipétesis,
todo lo que sabemos es que los puntos de la bola unidad pueden expresarse
como media de ocho puntos extremos.

Cantwell [7] probé una versién del primer apartado del Teorema 1.1 para
X igual al espacio euclideo real n-dimensional (n > 2) y planteé como pro-
blema abierto la determinacién de la longitud minima de las combinaciones
convexas que permiten generar la bola. La media de tres es, en el caso
triangulable y al nivel de generalidad en el que se sitian los resultados que
estamos comentando, la respuesta al problema. En efecto, es fécil probar que,
cualquiera que sea el espacio normado X, la identidad en Bx no es media
de dos funciones continuas de Bx en Sx. Este hecho muestra que las hipdte-
sis correspondientes a la segunda afirmacién del teorema no son suficientes
para garantizar la representacién de cada punto de la bola de C(7', X') como
media de dos puntos extremos (dado un espacio estrictamente convexo de di-
mension infinita X basta considerar T'= By). Las condiciones de la primera
afirmacién tampoco son suficientes como se deduce del siguiente resultado
que constituye nuestra primera aportacién. Recordemos previamente que un
subconjunto V' de un espacio topoldgico T" se dice funcionalmente abierto
si existe una funcién continua f : T — R tal que V = {t € T : f(t) # 0}.
También se dice en tal caso que el conjunto V' es un co-cero de 7. Eviden-
temente, V' es funcionalmente abierto si, y sélo si, para cada par de nimeros

reales a y [ tales que o < 3, existe una aplicacién continua f : T — [«, (]
tal que V = f~(Ja, 8]).

Proposicion 1.2 Sea T un espacio topoldgico y X el espacio euclideo R™,
con n > 2. Supongamos que todo elemento de la bola unidad de C(T, X) es
media de dos puntos extremos. Entonces para cualesquiera n subconjuntos
funcionalmente abiertos de T, Vi, ..., V,, dos a dos disjuntos, se verifica que
Vin...nV, =0.
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Demostracion:
Sean Vi,...,V, subconjuntos funcionalmente abiertos de T" dos a dos
disjuntos. Entonces, para cada j € {1,...,n} existe una funcién continua

fi: T —10,%] tal que V; = f;(]0, 2]). La funcién f : T — X dada por
f(t) = (), .-, fu(t)), paratodoteT

es obviamente un elemento de la bola unidad de Y = C(T, X) y por tanto

f= %(u + v), para convenientes u,v € Fy. Sean uy,...,u, y v1,...,0, las
coordenadas de u y v, respectivamente. Si t € V;, entonces t € T'\ U?:Q Viy
por tanto

fi(t) =0, para cada j € {2,...,n}.
Luego

At = lme) +nl0),

1
0 = §(u](t) +v;(t)), para todo j € {2,...,n}.

Se sigue que u3(t) = v3(t), para todo j € {2,...,n} y como

lu(t)]* = Ziﬁ(t) =1= Zv?(t) = [lo()II*,

también se tiene u?(t) = vi(t). Puesto que f;(¢) # 0, necesariamente

(51 (t) =V (t) = fl(t>

La continuidad de las funciones que intervienen en las dos igualdades anterio-
res muestra que éstas son vélidas en realidad para cualquier ¢ € V. Andloga-

mente, no debemos olvidar que para ¢ € V; también se tiene fi(t) =0,

(cualquiera que sea j € {2,...,n}). Razonando con cada uno de los con-
juntos V5, ..., V, tal como hemos hecho con V;, obtenemos que para todo
ked{l,...,n},

up(t) = vi(t) = fu(t), Vt € V.
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fi(t)=0, Vt € Vi, Vje{1,..., n}\{k}

Si existiese t € VN ...NV,, entonces

u(t) = (ua(t), .., un(t)) = (fr(t), ..., fult)) = f(t) = O

lo que nos llevarfa a una contradiccion. [ ]

Sin =2y T es normal (en particular, si 7" es compacto de Hausdorff),
la tesis del resultado anterior es una de las caracterizaciones de los llamados
F-espacios (como puede deducirse de [64, Theorem 1.60]). La definicién que
se adopta en esta iltima referencia para tales espacios es, tal vez, la méds

interesante en nuestro contexto:

Definicién 1.3 Se dice que un espacio topoldgico T es un F-espacio si para
todo subconjunto funcionalmente abierto V de T, se verifica que cada funcion

continua y acotada de V' en R admite una extension continua a todo T.

Ni que decir tiene que si la imagen de la funcién a extender estd contenida
en un intervalo [a, b], la correspondiente extensién puede elegirse con imagen
contenida en el mismo intervalo (ya que obviamente [a,b] es un retracto de
R).

La nocién de F-espacio es muy restrictiva (piénsese por ejemplo que cada
F-espacio metrizable es discreto [20, 14.M.3]). Sin embargo, tales espacios
aparecen con cierta frecuencia en la literatura y han sido objeto de un estudio
sistemdtico por parte de Grove y Pedersen [21] bajo el nombre de espacios
subestonianos (pues son, de hecho, una generalizacién de los espacios esto-
nianos). Existen numerosos trabajos, cuyas referencias pueden encontrarse
en [21], de autores tales como Gillman y Henriksen, Bade, Choquet, Seever
y otros en los que se muestran sus propiedades bdsicas y su relacién con
diversos problemas del Analisis Funcional (diagonalizacién de matrices so-
bre espacios de funciones continuas escalarmente valuadas, medidas sobre
F-espacios, teoremas de densidad de tipo Stone-Weierstrass, etc). Senale-
mos finalmente que las dlgebras de Von Neumann conmutativas son todas

del tipo C(T,@') con T un F-espacio compacto de Hausdorff.
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En [20, Theorem 14.25] se prueba que un espacio topolégico T es un F-
espacio si, y sélo si, dada una funcién continua f : T" — R existe una funcién

continua g : T"— R tal que
f&)=1f()|g(t), para todo t € T.

Es claro que |g(t)| = 1, para todo ¢t tal que f(t) # 0. Si exigimos |g(t)| = 1,
para todo t € T, aparece la denominada descomposicién polar de f. En
general, dado un espacio topolégico T' y un espacio normado X, se dice que
C(T, X) tiene descomposicién polar si para cada f € C(T,X) existe una

funcién continua e, de T en Sy, tal que
f(@t)=|f()|le(t), para todo t € T.
La siguiente observacién nos serd de utilidad més adelante:

Lema 1.4 Sea T un espacio topoldgico y X un espacio normado tales que

C(T, X) tiene descomposicion polar. Entonces T es un F-espacio.

Demostracién:
Sea f : T'— R una funcién continua y fijemos un punto z € Sx. Consi-

deremos la aplicacién h : T'— X definida por

0
T+ )

Evidentemente h € C(T, X) y por hipétesis existe e : T' — Sy continua tal

h(t) x, para todot € T.

que
h(t) = ||h(t)||le(t), para todo t € T.

Sea x* € Sx« tal que z*(z) = 1. Entonces
x*(h(t)) = ||h(t)||x*(e(t)), para todo t € T,

es decir,

ORI 0]
T 1@ T+ 1700

x*(e(t)), para todo t € T.
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Se sigue que f(t) = |f(t)|g(t), para todo t € T y una conveniente funcién
continua g : T' — R. De acuerdo con los comentarios anteriores, 7" es un

F-espacio. [ ]
Si X es de dimensién finita disponemos de una informaciéon més precisa:

Teorema 1.5 [30, Theorem 2.16] Sea T un espacio topoldgico completa-
mente reqular y X un espacio normado de dimension finita. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
i) T es un F-espacio y dimT < dim X.
i) C(T,X) tiene descomposicion polar.
Finalmente, necesitaremos el siguiente resultado:

Lema 1.6 [}4, Lemma 1]Sea M un espacio normado estrictamente convezxo
de dimension 2, a € M \ {0} y ® € M* tales que ker ® = lin{a}. Dados
x,y € Sy tales que ®(x) > 0, P(y) >0 y ||z — al| = ||y — al|, se verifica que
r=y.

Estamos ya en condiciones de probar el resultado principal:

Teorema 1.7 Sea T un espacio topoldgico, X un espacio normado estricta-
mente convezo y notemos Y = C(T, X). Supongamos que Ey es triangulable
y que Y tiene descomposicion polar. Entonces todo punto de la bola unidad

de'Y es media de dos elementos de Ey .

Demostracion:
Supondremos, puesto que no se pierde generalidad, que X es real y sea
h € By. Por hipétesis, existe f € Fy tal que

h(t) = ||h(t)||f(t), para todot €T

y al ser Fy triangulable, existe e € Ey tal que

f(t) #e(t) # —f(t), para todo t € T.
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Definimos ¢ : [0,2] x T'— X por

(1 —s)f(t) + se(t) si 0<s<1

g(S,t) =
(2= s)e(t) — (s— 1)f(t) si 1<s<2

Claramente ¢ es continua y omite el origen. Podemos pues considerar la

funcién continua I'; de [0,2] x T en Sy, definida por

9(s,t)
r = 2| x T.
(s,1) 9GO para todo (s,t) € [0,2] x

Sea A= {t €T :||h(t)|]| # 0} y fijemos t en A. Teniendo en cuenta que
h(t) = [Ih@If () y [f ()] =1, se tiene

||2h

|2h

t)=TO,0)] = [12h@) = fOI = 2[Ih@)I -1 <1y
t) =Tl = [12h@) + fOI = 2[[2@O)] +1 = 1.

o~ o~

En consecuencia, existe s en [0, 2] tal que
|[2(t) = T'(s,¢)|| = 1.

Para probar que s es tnico, sea s’ € [0,2] tal que |[2h(t) — ['(s',t)|] = 1.
Consideremos a = 2h(t), M = lin{a,e(t)} y & € M* tal que

ker® =lin{a} y ®(e(t)) > 0.

Es claro que
®(T'(s,t)) >0, paratodo s e [0,2].

Aplicando el Lema 1.6 se tiene que I'(s,t) = I'(s, ). De donde se sigue que
s = &', teniendo en cuenta que la aplicacion I'(-, t), de [0,2] en X, es inyectiva
como facilmente se comprueba.

Denotemos por s(t) el inico elemento de [0, 2] con ||2h(t)—T'(s(t),t)|| = 1.
Veamos ahora que la aplicacién ¢ — s(t), de A en [0, 2], es continua. Sino lo
fuese, existirfa un punto ¢ en A, una red {¢;} de elementos de A y un punto

s en [0, 2] tal que
{tiy =ty A{s(t)} — s #s(b)
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Usando la continuidad de I' se tiene que
{l12h(t:) — D(s(t:), t:)|[} — [12h(t) — T'(s,1)]|

y entonces
[12h(t) — (s, )| = 1

en contra de la unicidad de s(t).

Puesto que T es un F-espacio (Lema 1.4) y evidentemente A es fun-
cionalmente abierto, la funcién anterior admite una extensién continua de T’
en [0, 2] que también denotaremos por s.

Finalmente sean ey y e, de T' en X, las funciones definidas por
e1(t) =T'(s(t),t), es(t) = 2h(t) — T'(s(t),t), para todo t € T.
Evidentemente e1,e5 € By vy h = %(61 + e3). n

En el caso de que el espacio X sea de dimensién 2, conseguimos carac-
terizar la propiedad que estamos estudiando. En primer lugar necesitamos

la siguiente consecuencia del Lema 1.6:

Lema 1.8 Sea X un espacio normado estrictamente convero de dimension
2. Entonces, cada elemento no nulo de la bola unidad de X se expresa de

forma nica como media de dos puntos de la esfera unidad.

Demostracién:
S6lo la unicidad precisa cierta atencién. Sean a € Bx\{0} y x1, y1, 2, y2

en Sy tales que
0 — Ti+y1 T2+ Yo

2 2
Sea z* € X* tal que kerz* = lin{a}. Claramente, z*(z1) = —2*(y1) y

r*(z2) = —x*(y2), luego, podemos suponer que z*(x1) > 0y x*(z2) > 0. El
]

Lema 1.6 nos da que 1 = x5 € y; = yo.

También necesitaremos el siguiente resultado de claro contenido geométrico:
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Lema 1.9 Sea X un espacio normado estrictamente convexo de dimension

2 yv:[0,1] — X wuna aplicacion continua tal que
Y([0,1]) =S5x,  2(0) =~(1), Al es inyectiva y

1 1
v(s + 5) = —v(s), para todo s € [0, 5]

Consideremos x* € X* tal que ||z*|| = *(7(0)) =1 (un funcional de soporte
de Bx en el punto v(0)). Entonces, para cada s € [0,3] existe un tnico
p(s) € [3,1] tal que v(s) —v(p(s)) € kerz*. Ademds:

i) La aplicacion s — p(s), de [0,1] en [1,1], es continua.

it) Existe un tnico sy € [0,3] tal que v(so) € ker z*.

ii) so €0, 5[ y p(s0) = S0 + 3.

Demostracion:
Puesto que
* * * 1 *
" (1(0) =2"(v(1) =1, 2"(1(3)) = —2"(7(0)) = -1
se tiene

2 (100, 51) = [-1,1] = 2*(2([5, 1)

y de ello se sigue claramente que dado s € [0, 2 1

)9 29
7(s) — 7(s') € kerz*. Con objeto de probar la unicidad sea s” € [1,1] con

|, existe s’ € [5,1] tal que

v(s) —v(s") € ker z*. Entonces los vectores y(s") —v(s") y v(s”) — v(s) son
linealmente dependientes y por tanto existe A € R tal que

Y(8") = (s") = A (") —7(s)).

Si A =0, v(s") = v(s') y como |j,1 es inyectiva, s” = 5. Si0 < A < 1, la
igualdad

(T=X)(s") + Xv(s) =~(s)
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/

nos permite deducir que v(s”) = v(s) = y(¢') y por tanto, s” = §. Si
A = 1 entonces v(s") = 7(s). Luego, teniendo en cuenta que también 7| 1] es
inyectiva como se deduce de la condicién (0) = (1) y del cardcter inyectivo
de V0,1, se tiene que s = 0y s =1o0s = s = % En el primer caso
z*(v(s")) = 2*(7(0)) = 1, luego v(s”)) = 7(0) y en consecuencia s” =1 = ¢'.
En el segundo caso z*(y(s”)) = z*(7(3)) = —1, de donde y(s”)) = v(3) y ast

s’ = % =s.Si A > 1, laigualdad

1 1
38 = (1= D) + 37
implica y(s”) = v(s') y nuevamente s” = s'. Finalmente si A < 0, basta

observar que
1
n _ - -~
1(s") = 752 + T2 ()

para concluir como antes que s” = .

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que la aplicacion s — p(s),
de [0, %] en [3,1], que acabamos de construir no es continua. Entonces, existe
un punto s € [0, 3] y una sucesion {s,} de elementos de [0, 3] convergente a
s, tal que {p(s,)} converge a un punto § (del intervalo [3,1]), con 3 # p(s).
Como 7(s,) — v(p(s,)) € kerz*, para todo n € N, la continuidad de « nos
da que y(s) — y(05) € kerz*, lo que contradice la unicidad de p(s).

Es obvio que ¥([0, £]) U (—v([0, 3])) = Sx, luego ([0, 3]) Nker z* # (). Ast
pues, existe sy € [0, 3] tal que ¥(sp) € ker z*. Evidentemente

1
=) =2v(sg) € kerz*,

Y(s0) — (50 + 7

luego p(so) = so + 3. Para mostrar que s es tnico, sea s € [0, 3] tal que
v(s) € kerz*. Puesto que v(sg) — y(s + 3) € kerz* también se tiene que

p(s0) = s+ 3, de donde s = sy. Como

(0) = 2" (y) =1y 7 (rlse)) =0,

necesariamente so €]0, 1 . n
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Finalizamos el capitulo con la caracterizacién prometida de la propiedad

de representacion por medias de longitud dos.

Teorema 1.10 Sea X un espacio normado estrictamente convexo de dimen-

sion 2 y T un espacio topoldgico compacto de Hausdorff. Son equivalentes:
i) T es un F-espacio y dimT < 1.
ii) C(T, X) tiene descomposicion polar.

iii) Todo punto de la bola unidad de C(T,X) es media de dos puntos ex-
tremos.

Demostracion:

En vista de los resultados anteriormente expuestos sélo resta probar que
la tercera afirmacién implica la primera.

Denotemos por S!, como es habitual, la esfera unidad del espacio euclideo

R2. Si H : R?> — X es un isomorfismo entonces la aplicacién h : S — Sx

dada por
_H(z)
h(z) = , para todo z € S*
[[H(=)]]
es un homeomorfismo tal que h(—z) = —h(z), para todo z € S. Es pues

inmediato que las aplicaciones 1, 7s : [0, 1] — X definidas por
11(8) = h(cos(27s),sen(27ms)) , 72(s) = h(cos(2ws + g), sen(27ms + g))

cumplen las condiciones del Lema 1.9. Para cada j € {1,2}, sea T un
funcional de soporte de Bx en el punto v;(0) y consideremos la funcién

continua p;, de [0, 1] en [1, 1], que garantiza el citado lema. Notemos por s;

)
el 1inico elemento del intervalo [0, 5] tal que 7;(s;) € ker z}. Sabemos que, de
hecho, s; €]0, 5[ v p;(s;) = s; + 3. Sea ademds ¢; : [0, 1] — X, la aplicacién

continua dada por

v5(8) +75(p;(s))
2

1
wi(s) = , para todo s € [0, 5]
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Claramente,

o5(s5) = 75(55) +;j(ﬂj(5j)) _ 2(s5) +;j(5j +3) _

La continuidad de cada ¢; en s;, nos proporciona un nimero real 6 > 0 tal
que [s; — 6,5, + 6] C[0,4] ¥

s € [s; = 6,85 + 8] = [lp;(s)]] <

(7 €{1,2}).

N —

Observemos, para su uso posterior, que los funcionales x] y x5 son li-
nealmente independientes. En efecto, el tinico punto de la bola unidad de
X en el que z7 alcanza el valor 1 es 71(0). Si 23 = x5 o 27 = —x} entonces
también alcanzarfa dicho valor en el punto 12(0) = 71(3) # 71(0) o en el
punto —72(0) = 12(3) = n(3) # n(0).

Sean V; y Vs subconjuntos funcionalmente abiertos y disjuntos de 7.
Entonces, para j € {1,2}, existe una funcién continua f; : T — [s;, s; + 0]
tal que

Vi = f; ' (Isj, 85 + 8)).

Sea f:T — X la aplicacién definida por

f(t) = @1(f1(t)) + ¢2(f2(t)), para todot € T.

Evidentemente, f pertenece a la bola unidad de C(7,X) y por hipdtesis
existen u y v puntos extremos de dicha bola, tales que f = %(u + ).

Sit € Vi, entonces t ¢ Vs y por tanto fo(t) = so. Luego

Pa(f2(t)) = pa(s2) =0,

de donde

_ (i) +n(pi(fi(2)))
) = 1 (A(0) - 2 .

Observemos que ¢1(f1(t)) # 0 pues, en caso contrario,

N (fi(#) = —7(p1(f1(2)))
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yen consecuencia

271 (f1(t) = (1) — n(pr(f2(2))),

por lo que v (f1(t)) € ker x7 y necesariamente f(t) = s, lo que no es posible
yva que t € V1. En virtud del Lema 1.8,

u(t) =7(fi(t)) o ut)=mn(p(fi(t)))

Por tanto

min{][u(t) = n(fr@O)I], [[ut) = v (pr (1)} = 0.

Anédlogamente si t € V5,

min{][u(t) = 2 (f2O)I], [[u(t) = r2(p2(f2(D)]]} = 0.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que t € V1 N V5. La con-
tinuidad de las funciones que aparecen como primer miembro de las ante-
riores igualdades nos garantiza que ambas se verifican para t. Puesto que
Vi CT\Vay Vo CT\Vi, t € T\(ViUVa) y por tanto fi(t) = s1, fo(t) = so.
De este modo, las igualdades precedentes se traducen en las que siguen:

min{]|u(t) =y (s1)l; [[u(t) + 7 (s1)l[} = 0.

min{]|u(t) — 72(s2)[; [[u(t) +72(s2)|[} = 0.

Consecuentemente, v1(s1) = 72(s2) 0 71(s1) = —72(s2). En cualquier caso
ker z7 = kerx3, y este hecho contradice la independencia lineal de los fun-

cionales z7 y 5. |

En [8], [19] y [54], M.J. Canfell, D. Handelman y A.G. Robertson pro-
baron (independientemente) un caso particular del teorema anterior. Con-

cretamente el correspondiente al espacio euclideo R2.






Capitulo 2

Una nueva desigualdad en

espacios normados

Las técnicas que aplicaremos en el transcurso de los préximos capitulos re-
quieren de una desigualdad, vdlida en cualquier espacio normado de dimen-
sién dos, cuya demostracién es bastante laboriosa. Haciendo un uso adecuado
de la misma sobre los subespacios bidimensionales de un cierto espacio nor-
mado, obtendremos resultados sobre retracciones en espacios de dimensién
infinita y sobre la estructura extremal de la bola unidad en espacios de fun-

cilones uniformemente continuas.

Dedicamos el presente capitulo a la obtenciéon de la desigualdad men-
cionada. Los argumentos necesarios tienen un alto y a nuestro juicio intere-
sante contenido geométrico. Si se tiene presente la idea grafica que subyace
en cada paso, la prueba puede resultar atractiva. Esperamos que asf sea en

el caso de quien en este momento pueda estar leyendo estas lineas.

Digamos finalmente que la desigualdad que vamos a estudiar podria tener
utilidad en otros contextos y de hecho da lugar a una nocién relacionada con

la convexidad uniforme, aunque considerablemente mds débil que comentare-

19



20 Capitulo 2. Una nueva desigualdad en espacios normados

mos m4és adelante.

2.1 Orientacién y distancias

Con objeto de poner a punto los ingredientes fundamentales que usaremos
en la demostraciéon de la desigualdad, introduciremos en esta seccién una
relacién de orden natural en cualquier semicircunferencia de un espacio nor-
mado real Xy de dimensién dos. Con tal propdsito, sea a un elemento no
nulo de Xy y f un funcional de norma uno tal que ker f = lin{a}.

Dado un nidmero real positivo r consideremos el conjunto
S(r f) ={z € Xo:|[lz|[ =r, f(z) =0}

que como puede apreciarse, corresponde a una semicircunferencia centrada

en el origen y de radio r. Sea a* el funcional de soporte en el punto I%H’ es

decir, a* € Sx;, a*<H+:H) = 1.
Veamos en primer lugar que si x e y son dos elementos diferentes del

conjunto S(r, f) tales que a*(z) = a*(y), entonces
a*(x) =a*(y) =r 6 a*(z) =a*(y) = —r

En efecto, los funcionales f y a* tienen distinto niicleo y por tanto son li-
nealmente independientes. En consecuencia separan los puntos de X,. Dado
que a*(x) = a*(y), se tiene necesariamente que f(z) # f(y) y podemos
suponer sin perder generalidad que f(z) < f(y). Sea A = a*(z) = a*(y).
Evidentemente |[A| < r. Aplicando los funcionales f y a*, se comprueba in-
mediatamente que z = %y + (1 - %))\ﬁ Si fuese |A| < 7, la igualdad
anterior permitiria deducir que ||z|| < r en contra de lo supuesto. Por tanto,

|A| = r y tenemos lo deseado.
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Dados x,y € S(r, f) con x # y, escribiremos = < y si se verifica una de

las tres afirmaciones (mutuamente excluyentes) que siguen:

i)a*(y) =a*(x) =7 vy f(z)<[f(y)
i) a*(y) < a*(x) (2.1)
ii) a*(y) = a(z) = —r y f(z) > f(y).

Finalmente si z,y € S(r, f) (no necesariamente distintos), escribiremos
r<ysix=yox <y en el sentido precedente.
A continuacién comprobaremos algunos hechos sencillos que se derivan

de la definicién anterior:

Proposicién 2.1 Sean a,r,f y S(r, f) como en la discusion precedente y
consideremos la relacion binaria < que acabamos de definir. Entonces < es

una relacion de orden total en S(r, ) que cumple las siguientes afirmaciones:

i) No se altera si reemplaza a por ta, cont > 0. Sin embargo, cambia de

sentido al sustituir a por ta, cont < 0.

it) Permanece invariante si se sustituye a* por cualquier otro funcional de

soporte en el punto ﬁ

iii) e < @ < —rpor, para todo x € S(r, f).

laf 7

Demostracion:
De la propia definicién se deduce inmediatamente que < es una relacién

de orden total.

i) Para t > 0, basta tener en cuenta que ﬁ = I%H Por otra parte,
si sustituimos a por ta, con t < 0, se tiene que III]i_ZH = _nﬁ y si a* es

un funcional de soporte en el punto ﬁ, consideramos —a* para tener un
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funcional de soporte en % Denotemos por <~ la relacién correspondiente.
Dados z,y € S(r, f), es inmediato que x < y si, y sélo si, y <~ x.

Para probar ii), sean a* y b* funcionales de soporte en el punto H%LII y
denotemos por <.« y < las correspondientes relaciones. Consideremos dos
elementos diferentes z,y € S(r, f) tales que x <, ¥.

Supondremos en primer lugar que f(z) < f(y). Si definimos

_ J@a*(@)—f(z)a*(y)
a= o) —f@)

se comprueba inmediatamente, aplicando los funcionales f y a*, que

S|

.T:my‘i‘(l—m)am (22)

De ello se deduce en particular que |a| > r (en caso contrario, la igualdad
precedente llevarfa a la desigualdad ||z|| < r que contradice la hipétesis). La
alternativa a*(y) = a*(z) = —r no es compatible con las condiciones = <+ y
y f(x) < f(y), luego a”(z) = a*(y) = r 6 a”(y) < a*(x).

En ambos casos se tiene que a > r. De hecho si a*(z) = a*(y) =, de la
propia definicién de « se deduce que a = r. Por otra parte si a*(y) < a*(z),
la condiciéon o < —r nos conduce a una contradiccién sin mas que aplicar el

funcional a* en la igualdad (2.2):

—

() = Har(y) + (1 - {8y a < a*(y) + (1 - £) a*(y) = a* ().

~

Por tanto o > r y en consecuencia, haciendo uso una vez mas de (2.2), se

obtiene que b*(x) > b*(y):

b*() = £ b (y) + (1= FF) a > FE b (y) + (1 — ) b (y) = b (v).

Si esta desigualdad se verifica de forma estricta, b*(y) < b*(z), se tiene

automdticamente que x <+ y. Por otro lado si b*(z) = b*(y), aplicando b*
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en (2.2) se obtiene que (1 — %)b*(z) =(1- f% g)a y como 1 — m # 0,
b*(x) = a > r. Asi pues, r = b*(z) =b*(y) y f(z) < f(y) por lo que = <p- ¥.

Supongamos ahora que f(z) = f(y). Puesto que por hipétesis z <+ v,
se tiene claramente que a*(y) < a*(x). Por otra parte x —y € ker f = lin {a}

y en consecuencia, existe A € R tal que z — y = Aa. Por tanto
b*(z —y) = Alla] = a’(z —y) > 0.

Luego b*(y) < b*(z) y asf & <p y.

Finalmente consideremos la situacién f(z) > f(y). Como z <, y, se
tiene entonces que a*(y) < a*(x) 6 a*(x) = a*(y) = —r. En cualquiera de los
dos casos y <_4« x y haciendo uso de lo ya probado, se obtiene que y <X_;«

o equivalentemente x < y.

a

iii) Como a*(—r”%H) =-—r<r= a*(r”i“), se tiene que rpiy < —rmin
Consideremos z € S(r, f). Si f(z) = 0 entonces z = THGH 6x = —rpmy
teniendo en cuenta lo anterior es obvio que T’HLLH ST S || Supondremos

ahora que f(z) > 0. Si |a*(x)| < r entonces a*(— T‘a”) < a*(x) < a*(r ”a”) y

por tanto 74y < & < —rpen. Por otra parte si a *(z) = r tenemos
* a * CL
a’(rpap) =a*(z) =r y f($)>f(7“w)-
Ademés a*(z) > a*(—r |—) En consecuencia rir < 2 < —7rir. Finalmente
si a*(xz) = —r, entonces
af(—r) = (@) = -1, f(2) > f(—r) oy a(z) <a'(ro),
lall |al] lal]
con lo que TH%:‘LH <x < —T‘%:H. |

El resultado que probaremos a continuacién responde fielmente a la idea
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geométrica que expresa la siguiente figura:

<
v
T
\ o )
\\.\ /
" /
Figura 2.1

La funcién = +— ||z — a||, de S(r, f) en R, es creciente si se recorre la
semicircunferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj, es decir, si
en S(r, f) consideramos la relacién de orden < anteriormente definida.

Pese a su cardcter intuitivo, la comprobacién analitica no es en absoluto

trivial.
Proposicién 2.2 Sean xz,y € S(r, f) con x < y. Entonces
lz —al| < |ly —al|.

Demostracion:
Nada hay que probar si x = y. Por tanto, supondremos x # y.
Si x = rya es claro que ||z —al| = |r —|la||]| < ||y — al|. Del mismo

modo, si y = — Tl

o entonces [z — al| < 7+ |lal| = [|ly — al|. Asf pues, nos

centraremos en la situacion TH%:‘H <z <y =< —r%. Esto implica f(x) >0y

ol
f(y) > 0.
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Supongamos en primer lugar que f(z) = f(y). En tal caso, se tiene nece-
sariamente que a*(y) < a*(z) y como x —y € ker f = lin{a}, existe A € R
tal que x — y = Aa. Por tanto A||a|| = a*(z) — a*(y) > 0 y en consecuencia
A > 0. Es inmediato que y = 1J%\(y —a)+ 1+/\x Luego ||y —al| > . Si
fuese ||z — a|| < r ya tendriamos lo deseado. Supongamos pues ||z —al| > 7.

i — 1 (y—
Teniendo en cuenta que z —a = 5(y — a) + 1= /\x deducimos que

|z —all < 5lly — all + 357 < m5lly — all + g5l — all

y por tanto ||y —al|| > ||x —a|| (en caso contrario las desigualdades anteriores
implicarfan que ||z — al| < ||z — a|).
A continuacién consideraremos el caso f(z) < f(y). Definimos el punto

e, 1@
P51 @

Puesto que P € ker f, existe p € R tal que P = pu-%-. Es claro ademds que

a
T = E gy—l— (1- E’”;)P y en consecuencia || P|| > rl(}|fla que ||z|| = ||y|| = 1),
esto es |u| > r. Obsérvese también que a*(P) = p. Dado que f(z) < f(y)
y © < y, se tiene necesariamente a*(y) = a*(z) = r 6 a*(y) < a*(z). En
el primer caso p = a*(P) = r y en el segundo veremos inmediatamente que

p > 7. Si fuese p < —r tendriamos en particular que p < a*(z), pero entonces

(@) = a'(y)+ (1 - LD)a(P)
= f3a(y) + (1=
< Hat(2) + (1 - £)a* () = a*(2)
Asi pues, en cualquier caso p > 7. Si p = ||a|| entonces P = a y por tanto x
pertenece al segmento [a,y]. En consecuencia ||y — a|| = ||y — z|| + ||z — al],

de donde ||y — a|| > ||z — a||. Supondremos ahora que u # ||al|. Sea g € Sx;
tal que g(z) = g(y) > 0 (Puesto que el conjunto {z,y — z} es una base
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de Xy, basta considerar g = ﬁ € Sx; donde h(A\x + B(y — x)) = A, para
cualesquiera A, 5 € R).

Segiin lo anterior es obvio que

ﬁg(@ — g(P) = g(z) = g(y).

En particular g(a) > 0 y los funcionales f y g separan los puntos de X
(nétese que son linealmente independientes pues ker f # ker g). Considere-

mos los puntos

Po= o)
B = u—lltla\l(y_a)

Evidentemente,

9(P1) = 9(B) = Hrn(9(P) — g(a))

Supongamos que p < ||a||, entonces < 0 y es claro que

T
/W) < Hpf @) < fle) < fy),

esto es
f(P) < f(P) < f(z) < f(y).

Aplicando los funcionales f y g, se comprueba inmediatamente que

_ @)—f@) @) —f(P)
T = gyrey Dt Y Y

_ H@—f(R) F(PO—-F(Py)
b= oo Dt Gesrm ©
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La primera igualdad garantiza que ||Pi|| > r (||z|| = ||y|| = ). Por tanto si
fuese || || < ||P1||, la segunda igualdad nos conducirfa a una contradiccién
(I|1Pl] < ||P1l])- Luego ||P:|| > ||P1]l, o equivalentemente

ly —all = |lz — all.

Una idea geométrica de la argumentacién anterior puede apreciarse en el

siguiente dibujo:

Figura 2.2

Consideremos ahora el caso p > ||a||. En tal situacién

fl@) < ) < Hapfl),
<

@) < Ao fl@) < A f(y),
es decir
fl@) < fly) <f(R) y
fz) < f(P) < f(P).
Ademss

P fWw) ) —f ()
Y = ettt e Y
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_ (P)—f(P) F(P)—f (=)
Pro= i@ T e L2

Luego como consecuencia de la primera igualdad, ||Ps|| > r.

Si [|Py]| < r, tendriamos directamente ||Py|| > ||P1|| y por tanto
ly —all > ||z — all.

Una idea geométrica de esta situacién podria ser la siguiente:

oy

Figura 2.3

Si||Pi]| > r (= ||z]]), la segunda igualdad garantiza que ||P|| > ||P]],
esto es ||y — al| > ||z — a|.
Supongamos para acabar la demostracién, que f(z) > f(y). Considera-

mos ahora el punto

_ @ _iw
Q= ta—rm ¥~ fn®):

que como puede apreciarse pertenece al niicleo de f. En consecuencia, existe



Seccién 2.1. Orientacién y distancias 29

v € R tal que Q = Ve - Evidentemente v = a*(Q)) y ademds

a

f(y) f(y)
EREACTIS S REAC7AT0Y
o )
Luego |v| = ||Q|| > ry, de hecho, comprobaremos a continuacién que v < —r-.

Puesto que x <y y f(z) > f(y), se tiene necesariamente
a*(y) <a*(x) 6 a*(y)=a"(x)=—r
En el segundo caso v = a*(Q)) = —r y en el primero
@*() = 180" (@) + (1 - L)a*(@Q) > Lar(y) + (1 - 1B)a*(Q),
con lo que la unica salida no contradictoria es a*(Q) < a*(y). Por tanto
v < a*(y) < r y teniendo en cuenta que |v| > r, concluimos que v < —r.

Como antes, sea g un funcional de norma uno tal que g(z) = g(y) > 0.

Claramente
HTULHQ(G) =9(Q) = g(z) = g(y)

y consecuentemente g(a) < 0. En particular f y ¢ separan los puntos de Xj.

Sean
v
R 7
v
Q? = V_HaH(y_a)
Evidentemente
—ranf W) = W) < fly) < fl@),
() < ot f(a) < f(@),
es decir,

f(Q2) < fly)<flx) ¥y
f(Q2) < f(Q1) < f(x).
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Por otra parte,

f x)—f(y)) Q5 + fy)—f(Q2)

Y = Jw-i@. o —f@y L Y
_ f@)—f(Q1) F(Q1)—f(Q2)
Q= f(@)—f(Q2) Qo + Fl@)—f(Qz) ¥

La primera igualdad muestra que ||@Q2|| > r. Por tanto, podemos suponer
(ya que en caso contrario habriamos terminado) que ||Q:|| > r. Dado que
llz|]| = r < ||@1]], la segunda igualdad implica que ||Q2|| > ||@1]], esto es,

lly — al| > ||x — al|. El siguiente dibujo aclara esta situacion:

Figura 2.4

2.2 Desigualdad de la semicircunferencia

Con el objeto de conectar con el ambiente en el que nos vamos a mover en los
capitulos que siguen, comenzamos con algunas observaciones previas sobre

los espacios uniformemente convexos.
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Recordemos en primer lugar que un espacio normado X es uniforme-
mente convexo si para cualesquiera dos sucesiones {Zn },,cn s {¥n }nen de Bx
tales que lim,, . ||, + yn|| = 2, se tiene que lim,, (2, —y,) = 0. Asi pues,
es claro que cada espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo.

Por citar algunos ejemplos, los espacios L, con 1 < p < 0o son uniforme-
mente convexos. Por otra parte, todo espacio normado finito-dimensional
estrictamente convexo es uniformemente convexo. Sin embargo, los espa-
cios (I, |||l;) , (co, ||||,) Do son ni tan siquiera estrictamente convexos. Este
ultimo hecho es facil de comprobar sin méds que tomar |le; +eqfl, = 2y
[(e1 + €2) + (€1 — ea)]| o, = 2.

Por otro lado, de acuerdo con la notacién de la seccién precedente, sea
Xp un espacio normado real de dimensién dos, a un elemento no nulo de X,
f un funcional de norma uno tal que ker f = lin{a} y a* un funcional de

a

soporte en el punto Tlall Consideremos ademds la semicircunferencia

S(r, f) ={z € Xo :||z[| = 7, f(z) = 0}.

La Proposicién 2.2 afirma que la aplicacién x +— ||z —al|, de S(r, f) en R,
es creciente con respecto a la relacién de orden < que inducen en S(r, f)
los funcionales f y a*. Asi pues, si z,y € S(r,f) y * < y, se tiene que
lly—al|— ||z —a|| > 0. Centrandonos en el caso que mds nos interesa (r = 1),
nos proponemos analizar con mayor profundidad el comportamiento de la
aplicacion x — ||z — a||. Concretamente, probaremos la existencia de una

constante p > 0 tal que
r,y € S(L,f), v<y=|ly—all =z —al| = p(1 - —Hm;ry“).

Un hecho mucho menos intuitivo pero maés 1til que el mero crecimiento de

la aplicacién citada. Podemos incluso prescindir de la relacién de orden y
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enunciar el resultado en los siguientes términos:
2,y € Sxyy f(@) 20, f(y) 2 0= |ly—al| — ||z —al| | > p(1 — L=32dl).

Es facil adivinar que la desigualdad mostrard su mejor rendimiento bajo
una adecuada geometria del espacio ambiente. Piénsese, por ejemplo, en
la posibilidad de que Xj sea uniformemente convexo. O incluso sin ir tan
lejos, supdngase que X es estrictamente convexo. En este iltimo caso, la
aplicacién x +— ||z — a||, de S(1, f) en R, es de hecho estrictamente creciente.
En efecto, dados z,y € S(1,f) con z < y, la convexidad estricta de Xy

implica que ”mTﬂH < 1y, en consecuencia,

ly —al| — ||z — al] > p(1 — Lzzdlly > o,

de donde ||y — al| > ||z — al|.
A continuacién probaremos un resultado elemental que proporciona una
cota inferior de la distancia de un punto de la esfera unidad de un espacio

normado al subespacio engendrado por cualquier otro punto de la esfera.

Proposicion 2.3 Sea X un espacio normado y xg,v € Sx. Entonces

d(v,lin {zo}) > 5 min {[[v — ol [Jv + zo[}.

Demostracién:
Consideremos un nimero real ¢t tal que ||v—tzo|| = d(v,lin {zp}). Sit > 0,
se tiene que ||v — tzg|| > |1 — t| = ||xg — txo||. Por tanto,

min {[|v — zol|, [[v + @ol[} < v — |
< |lv —taol| + [[tzo — wo|| < 2||v — tao]

2d(v,lin{zo}).
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Sit <O, ||lv—txol| > |1+t =||xo + tzol||- Luego, también en este caso,
min {[|v — zol|, [|v + zol[} < [[v + o]

<||v = txol| + [|txo + zo|| < 2||v — txo]| = 2d(v,lin{xp}). =

Observemos que incluso en el caso no trivial v # xg, la igualdad es per-
fectamente posible en el resultado anterior. Para ponerlo de manifiesto, con-
sidérese por ejemplo X = (R?, ||-||,), o = (1,0) y v = (0, 1).

En el siguiente enunciado destacamos un caso especial del resultado prin-
cipal de esta seccién. Como veremos mds adelante, el caso general podrd
reducirse a esta situacién. Nétese que se trata de un hecho que no requiere

restriccién alguna sobre la dimensién del espacio en cuestion.

Lema 2.4 Sea X un espacio normado, a € X\{0} y x € {mgr. —or}- En-

tonces

[ly = all = llz = al| | > 2min {1, ||al|} (1 = =540, para cada y € Sx.

Demostracion:

Sea y € Sx y supongamos en primer lugar que x = ﬁ . Es claro que

ly —all =1 —Tlall | = |lz - all.
En esta situacién distinguiremos los casos |[|a|| > 1y ||a|| < 1. Si ||a|| > 1,
la desigualdad que tenemos que probar es ||y —al| — ||a|]| +1 > 2 — ||z + v,

esto es,

ly —all + [l +yll = 1+ |lal],

lo cual es cierto como muestra el argumento que sigue:

Ltlal| =l —a—gqll =lly —a—y — =zl < lly —all + [l +yl|.
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En el caso ||a|| < 1, tenemos que demostrar que

ly = all =1+ [lal| = 2llal| = [lall | + vl
equivalentemente ||y — al| + || a + ||a||ly || > 1+ ||a||- En efecto,
L+ laf| = [[(1 +[lalDyll = |y — a+a +lally [| < [ly = all + [l a + [[ally ||
Supongamos ahora que z = —qtq y sea 7 = min{1,||a||}. Obviamente

|z —al| = 1+ lal] = [ly — all

y la desigualdad que tenemos que comprobar es

L+ [lall = [ly = all = 20 (1 = 3 55 + D),

esto es, 1+ ||al]| —2n > ||y — a|| — ||ny — ﬁaH. Para concluir, observemos

que

ly —all = llny — qdpall < lly —a —ny + lpall
= [l =ny+ (7 —Vall <1 —=n+[n—|lall]
= 1+|a|—27. m

La desigualdad que pretendemos obtener en este capitulo requiere ain

del siguiente resultado:

Lema 2.5 Sea X, un espacio normado real de dimension dos, a € Xo\{0},
fe X con||fl| =1 ykerf =lin{a}. Consideremos xz,y € Sx, tales que
F0) > £(&) > 0y sean P = 78 (@~ 22y) yd = (1 [z — )z
Supongamos que P = pgon , con p < —1. Entonces lly —d|| > ||y — all.
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Demostracién:

Notese en primer lugar que el punto P pertenece al nticleo de f y por
tanto se expresa en la forma

PZMHLII’ conp€R y |ul>1
a

(pues & = %y + (1 — %)P y ||z|| = |ly|| = 1). La condicién p < —1
que hemos supuesto es una de las dos alternativas que se desprenden de la
desigualdad |p| > 1.

Sea g € X§ con ||g]] =1y g(x) = g(y) > 0. Obviamente

ng(a) = g(P) = g(z) = g(y)
y por tanto g(a) < 0.
Consideremos z =a—z,w=d—xz,a0 =y —x y r = ||z — al|. Es claro
que ||w|| =r = ||z]|. Ademsds,

1z —aoll = lly —all vy [[w—adl| = [ly —dI|

Por tanto, nuestro objetivo es probar que |[w — ag|| > ||z — ao||. Para ello,

sea aj un funcional de soporte en el punto ﬁ v fo = —g. Evidentemente

ker fo = lin{ap},

folz) = —g(z) = —gla— =) =g(z) — g(a) > 0,
folw) = —g(w) =—g(d - )
= g(z) —g(d) = g(z) — (1 — |]z — al|)g(z)
= ||z —allg(z) > 0.

Asi pues, en virtud de la Proposicién 2.2, todo se reduce a probar que z < w,

siendo < la relacién de orden en S(r, fy) determinada por los funcionales fq

*
Y Ggp-
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Supongamos en primer lugar que af(z) = aj(w) y observemos que en
tal caso aj(z) = r = aj(w). Si fuese ai(z) = —r = af(w), tendriamos en
particular

—r = ag(w) = =[x — allag(x) = —rag(z)

es decir, aj(z) = 1.

Como aj(y — z) = |ly — z|| > 0, deduciriamos que af(y) > 1 lo cual
es una contradiccién. Bajo la condicién aj(z) = aj(w), también se tiene
fo(2) # fo(w). En efecto, si se cumpliese la igualdad fo(z) = fo(w) se tendria
z = w ya que aj y fo separan los puntos de X,. Luego a = d y por tanto

g(a) = (1 — ||z — a||)g(x). En particular 1 — ||z — a|| # 0 y como

0= f(a) = f(d) = (1 = |[x —al[) f(x),

concluirfamos que f(x) = 0 en contra de lo supuesto.

Sea ahora P, = #—fm(m — a) y observemos que
J(P) = ——Fenf (@) < f(@) < J(0).

—p+|all

Ademis, teniendo en cuenta que f y g también separan los puntos de Xy, se

comprueba facilmente que

_ J—f(=) f@)—F(P)
L= f(y)—f(Pl)P1 - fo) Y
por lo que [|Pi|| > 1. Equivalentemente ﬁjZ” > uy como g(a) < 0,
ﬁ;ﬂZHg(a) < pg(a). Tenemos pues,
g = i (g@) - g(a)
— 1 (p — 1 _p—|laf
= To—an(far — V9(@) = mpiz=a9(@)

IN
s
=
Ne)
—
S
~—
I
2,
=
I
=2
8
~—
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T—a
[lz—all

equivalente a la desigualdad fy(z) < fo(w). Por tanto, fo(z) < fo(w) y asi

La desigualdad g(-+=%-) < g(x) que acabamos de probar, es claramente

Z<w.

S6lo nos queda analizar el caso ag(z) # af(w). Bajo tal condicién todo se
reduce a probar que af(w) < ag(z) pues, de este modo, aj(w) < af(z) y asi
zZ<w.

Es obvio que

ay(w) < aj(=) & |z — allay(@) < ajla - 2) & ap(E=) < aj(a).

3 * r—a * 3
Demostraremos pues para terminar que aj(pi=s) < ag(z). Anterior-
r—a
||z—all

mente hemos comprobado que g( ) < g(x). Supongamos primero que

9(15=4) = 9(z). Entonces IIaH HIHZHQ( ) = qhn9(a) y asi ﬁ;”g” = u, es decir,
1 — J)-f(=) f@)—F(P)
Luego Pr = =0y v dado que = = wi=ps Pu+ 50555, Y,

llz—all Hall
se tiene que af(P;) < af(x) como querfamos demostrar (recuérdese que

aj(y) > af(z), por lo que la desigualdad ai(P1) > ag(z) nos llevaria a

una contradiccién). Finalmente supongamos que g(‘ ) < g(x). Entonces

|lz— all
p=|lal|

[lz—all

20 = (1 —t)z + trp=oy - Evidentemente ¢ > 1y

pllz—al|

> py por tanto pllz —af| — p + |la]| < 0. Sean t = ZE="ury y

r—a 1 1
Temay = (L= )z + 320,

de donde se deduce que ||z|| > 1. Por otra parte,

H%Ha:P: f() (x—my)

y asi a = L;”% (x — %y) En consecuencia,

2 = (I=te+ipg=g =0 —t+ )7 — e

— _ tlall __ f(y) R AC)
= (1-t+ IIfE*aH) llz—all n fly)—f(=z) (@ f(y)y>
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_ _t el fy)  fx) B t ¢t el f@)
= Tl n To—T@ i Y T A=ty — e To—f@)
_ lal] /() lal] 3 lal] @)
= aleal—a 1l Fo—@ Y T el — ale=al el Fo—f @) ©
_ lal] @ N
= Aemal—at el T @ Y~ %) = s(y — @),
_ lal] /() )
donde s = Zre— T 77 < O- Asf pues
1 <|20|| = =slly — z|| = —saf(y — z) = —af(s(y — x)) = —a§(20),

esto es, aj(z0) < =1y aj(z0) < af(z). Concluimos que
aj(222) = (1= Dyay(a) + Lai (o) < ajfe).

A continuacién obtenemos el teorema fundamental de este capitulo. Una
desigualdad que, como mds adelante veremos, resultara crucial para obtener

los principales resultados de la memoria.

Teorema 2.6 Sea X, un espacio normado de dimension dos, a € Xo\{0},
fe Xt con||fl| =1 ykerf =lin{a}. Consideremos x,y € Sx, tales que
f(z) >0, f(y) > 0. Entonces

|y — all — ||z — al| | > p(1 — Lzfuly,
donde p = g min{l, |jal[*}.
Demostracion:
Puesto que f(x) = 0 si, y sélo si, z € {H%LII’ _”%H}, ol Lema 2.4 garantiza

la validez del resultado si f(z) =0 6 f(y) = 0. De hecho, en tal situacién se
verifica la tesis del teorema para una constante mayor que p (concretamente,
2min{1, [[al[}).

De ahora en adelante supondremos que f(xz) > 0y f(y) > 0. Comen-

zaremos observando que la demostracién se reduce al caso f(z) # f(y). En



Seccidén 2.2. Desigualdad de la semicircunferencia 39

efecto, si f(z) = f(y) vy ||*22]] = 1 entonces 1 — ||Z£|| = 0 y el resultado se
verifica trivialmente. Si f(z) = f(y) v [|%¥|| < 1, entonces dado t €]0,1[ se
tiene que 0 < ||[(1 —t)x +ty|| < 1y asi

f (gt > f(1 =t +ty) = f(y).

Por tanto, podemos considerar una sucesién {z,} en Sx, tal que {z,} con-
verge a x y f(z,) > f(y), para todo n € N. Si este teorema se verifica bajo

la hipétesis adicional f(z) # f(y), tenemos
[y = all = lla — all| > p(1 - L25230), para cadan € N

y tomando limites obtenemos la desigualdad requerida.
Nos centramos pues en el caso f(z) # f(y) y como no se pierde generali-

dad, supondremos de hecho 0 < f(z) < f(y).

Recordemos que el punto P = % (x— %y} pertenece a ker f y que
— f(=) _ 1=
v =5yt (L= 5) P (2.3)

En consecuencia, existe 1 € R tal que P = pugtr y en virtud de (2.3), ||P]| = 1
(ya que ||z|| = ||ly|]| = 1). Por tanto |u| > 1y debemos estudiar por separado

los casos que pueden presentarse:
o« 1>y ol = p
En esta situacién es obvio que P = a y por tanto
ly —all = |l — al[ +[|lz — yl|
(pues x pertenece al segmento [a,y]). En consecuencia,

ly = all = Il = all = llo — gl = 21572 > 2(1 - L=l > (1 — Lol

(téngase en cuenta que 1 = ||z|| = ||&¢ + || <

T+ T—
t letyll | llz—yl

2 2

, lo que

justifica la primera desigualdad).
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o p=1yllal] > p (es decir [[al| > [[P]]).

Sea xz* un funcional de soporte en el punto z. De (2.3) se deduce que
z*(P) > 1 (ya que z*(y) < 1 = z*(x)). Asf pues, ﬁx*(a) > 1y de este

modo z*(a) > ”;:H > 1. Consideremos el punto

z*(a)—1 + l—x*(y)(

P eI T T @

)

que pertenece al segmento [a,y] y veamos que ||z — a|| < ||z — al|.Para ello,
z*(a)—1

comprobaremos previamente que f(z) > f(z). En efecto, sea o = pe Py o]

y observemos que f(z) = a f(y). En virtud de (2.3),

de donde 2*(a) —1 = £ (2*(a) —2*(y)) + (1 - §8) (" (a) — 2*(P)). Teniendo
en cuenta que f(y) > f(z) y que z*(a) — z*(P) = z*(a) — ﬁx*(a) > 0,
obtenemos que

(@%(a) =) f(y) = [fl@)@"(a) —2"(y)) + (f(y) = f(2))(z"(a) = 27(P))

Luego %Jc(y) > f(z), esto es f(2) > f(x).
La definicién de z garantiza que y = éz — %a. Ademas,

CH@ oy (1 F@ Py (g L@y s
1= 5 () = (1= g)2"(P) = (1 = g yane ™ (),

de donde (1 — %)ﬂa&\\ =(1- L”ciac*(y)) *1(a) . Por otra parte,

8

ar*(y) + (1 — @)z (a) = 2" (z) = DTl g,

z*(a)—z*(y)

Haciendo uso de (2.3) y de estas tltimas igualdades deducimos que

e = e tea) + (- P
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Por tanto z — a =

sl = (

ey

(z)
(
(

f(z)(A=a)
f

(
O
f(@)(1-c)
(
(

zZ —

[ —

1
z z
x 1
z

- =

2=

( z

(z f(@)(1-a)z*(a) _a _ f(=®) .« a

7(z) 7) =@ T z*(y))
f(2)

=57 - 75— z@ T 717
Ho ol @U@ o, o],

- =

zZ —

f(Z)—f(w)< 4 )+ /() (z — a). Como ademds

L)Nlall = [lall - L8 < Jjal| = 1 < ||a - 2|

z*(a)

se tiene forzosamente ||z — a|| < ||z — al|.

Como ya se ha indicado z € [a,y| y en consecuencia,

ly —all = [ly = 2l + [|z — al|.

Asi pues,
ly —al| = [z —al| =
= lly—zll+llz —all = [lz —al| = [ly — 2|
> "y —2)| = 1-a"(y) = 2-5Y
> (1 — lztlly > (1 — leduly,
o p>1y|lal| < p.

De la igualdad z = £y 4 (1 — %)P, se deduce que

Y

f)e — f(@)y = (f(y) — f(2)pye-

41
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En consecuencia,

(f(y) = f@)p = lf W)z = fe)yll < f(2) + [(y).

Consideremos el niimero real s = T f(i %’% 7@ Y el punto b = sx. En-
tonces,
1
— ) ) — _llafl
161 =5 2 Farr @ 2 T e — w2 3 ™ llall}

Por otra parte, la condiciéon p > ||a|| que hemos supuesto, garantiza que

s < 1 (de hecho, ambas desigualdades son equivalentes). Ademas,

_ f()
b = GoroET@?

_ fy) ( (=)
FW)—f @)y +f@) N f WY

B /() (f(y)—f (= ))
T @ ¥ T -T2 T @

A
\|
L~
h—
\/
E
S
~—

y por tanto b € [a,y]. De este modo ||y —a|| = ||y—b||—|—||b—a||. Observemos
también que
|z —all = [lb—al| <[llz —al[ =l —all| < |l —b]|.
Asi pues,
ly = all = [lz —all = lly = bl + |[b — al| = [l — al[ = [ly — bl| — |z — b]|
Puesto que » = H_ZH’ el Lema 2.4 garantiza que
1y = Bll = [| = bl] > 2 min {1, [[b][}(1 — L=520).

Concluimos asi que

ly —all = lle = al| = § min {1, [Ja]|} (1 - E520) > p(1 — =),
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o 1< —1y% Zmin{%,u%n}.

Como en el caso precedente, f(y)r — f(z)y = (f(y) — f(x)),uﬁ En

consecuencia,

(f(y) = F@) (=) = |[f(y)z = f@)yl| < f(z) + f(y)-

f()
T @) T@)

Sea s = y ¢ = sy. Es claro que

f(@)

llell =52 T (F@) @)
S f@)  _ llall i)
= T a2 7)
> ot min {3, 140} > & min {1, [|al]*}.
Evidentemente s < 1y
_ f(z)
¢ T G —T@n?
— f(z) W), fW-fl) p
TG @ T ) @)
_ F(v) " — i (Fw)—f (@)
T C—TF@ L T Fo- @I @)
Luego ¢ € [a,z] y por tanto ||z — a|| = ||z — ¢|| + ||c — al|. Por otra parte
ly —all = lle —all < |[ly —all = [l = al[| <]y — ]l
y ast
lz —all = lly —all = llz = cl[ + [le = all = [ly = al| = [|lz — || = [ly — ]|
Como y = LH’ el Lema 2.4 garantiza que

lle

Iz = ell = [y — cl| > 2 min {1, ||e][}(1 — Lzpely.

Luego ||z — a|| — |ly — al| > L min {1, ||a|2}(1 — L2ty = p(1 — Lztul,
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ou<—1yf8<m1n{% |TH}

De acuerdo con la Proposicién 2.3,
(e, min{gr}) > 2 min |z — g2l e+ g2l
Ademss, d(m,lin{ﬁ}) = f(z) < % y en consecuencia
min {la — 72|, |z + 721} < 1.

Para determinar este minimo sea a* un funcional de soporte en el punto H%LH

Entonces

v

a*(x) = Ma*(y)—}-(l—m)a"‘(P) = f—wga*(y)ﬁL(l—f(x)),u < ﬁ—l—(——l <0
y asi ||z — H%:HH > |a*(x — H%IIH =1—a*(z) > 1. Por tanto,

|2+ 741 = min {||z — g&||, [l + &5 |1} < 2d(x, lin{&}) = 2 (x) < 151,
Se sigue que

L)~ (a+ )|

||a|| || I
=[] = [z + |
[lal] [lal]

= llall + 1= fle+ egll > 1+ 551

|z —all = ll(z+

lla + —

Sid=(1—|lz—al|])x, es claro que
dll = ||z —al| = 1> Ll vy [lz—d|| = ||z - a]|.

Ademds, de acuerdo con el Lema 2.5, ||y — d|| > ||y — a||. Estos hechos y el

Lema 2.4 que podemos aplicar ya que x = _T:lln , garantizan que
|z —al| = [ly —al| > [lz—d||—Ily—d|l
> 2 min {1, ||d||}(1 — 154

> 2 min{l, ”éﬂ}(l — ”‘”—;“y”) > p(1 — ||»”L‘42ryH). -
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La ilustracién de la desigualdad que acabamos de demostrar podria ser

la siguiente:

Figura 2.5
2.3 La constante 6ptima

Sean X un espacio normado real de dimensién 2, a € X\{0}, f € X* con
IfIl = 1y ker f = lin{a}. El Teorema 2.6 garantiza la existencia de una

constante positiva p tal que
r.y € Sx. fl2) 20, f(y) 2 0= [y —al - o — af]| > p(1 — L), (2.4)

Ni que decir tiene, que si la desigualdad se verifica para un cierto p € RY,
autométicamente se cumple para toda constante p’ < p. Nuestro objetivo en
esta seccion es precisamente encontrar el valor éptimo de la constante en el
caso especial de los espacios de Hilbert.

Antes de centrarnos en el caso que acabamos de citar, podemos analizar

las limitaciones que impone la desigualdad (2.4). Si se cumple para cua-
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lesquiera z,y € Sx, con f(x) >0y f(y) > 0, en particular ha de verificarse

_ _a — a
para r = i ey = —qor Luego

[-vir =l -

de donde se sigue inmediatamente que

a
el 2o

L+ lal =1 = llalll = p.

En consecuencia, si |la|| > 1, p < 2 ysi|la|| < 1, p < 2]lal|. Asi pues,
si p satisface la desigualdad, necesariamente p < 2min{1, ||a||}. En el caso

general, tenemos constancia gracias al Lema 2.4, de que este tltimo valor es

a_
llall*

factible en el caso de que uno de los vectores x 6 y coincida con IIGH 6 —

Mostraremos en este apartado, que la constante 6ptima en el caso de los
espacios de Hilbert es exactamente 2min{1, ||a||}.

En lo que sigue, mientras no se especifique lo contrario, ||-|| denotars la
norma euclidea de R? y (¢,s), (to, So) serdn dos puntos de tal espacio tales
que |[(¢, 9)]| = ||(to,s0)|| =1, 5,50 > 0y t > to.

En primer lugar analizaremos el comportamiento de la funcién ¢, de

[1, 400 en R, dada por

pla) = |l(to, s0) — (, 0)[| = [I(£, s) — (e, O)]
= y/J(a—1tg)?+ 33— /(a—t)2+ 52 Vae[l,+oo| .

Concretamente nos interesa la propiedad que sigue:
Lema 2.7 ¢(a) > min{p(1),t —to}, para todo o € [1,400].

Demostracion:

Si a > 1, es claro que

[0, 50) = (2, 0)[| >0y [|(£,5) = (e, 0)[| > 0.
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Equivalentemente (o —tg)? +s3 > 0y (o —t)? + s* > 0. Asf pues, la funcién

@ es derivable salvo a lo sumo en el punto 1, con

a—to

_ a—t
\/(a7t0)2+sg \/(a—t)2+s

() = —, para todo a € |1, +o0| .

Fijemos un nimero real o > 1. Entonces
(a—to)V/(a—1t)2+ 52 > (a—t)y/(a — tg)? + s
)

(=t 4% > (a—1t)* ((a —to)* + 57)

(a0 —t)?s® > (o — t)?s

¢'(a) >0

(a—t()

s’a? — 2tgs*a + t5s® > sia® — 2tsia + t2s)

(s> — sp)a? — 2(tgs® — tsg)a + t5s® — t2s5 > 0

tr ¢ 0T

(t2 — t%)a® — 2(ty — t)(1 + tot)a + 3 — 12 > 0.

Si t2 = t?, se tiene claramente que ¢'(a) > 0, para todo a € [1,400[ y en
consecuencia, ¢ es creciente. Supongamos pues que t2 # t? (con lo que, en

particular, ¢y < t). El razonamiento precedente nos dice en tal caso que
¢ (a) >0 (to +t)a® — 2(1 + tot)a +to +t < 0. (2.5)

Evidentemente ty + ¢t # 0 y las raices con respecto a la variable a de la
ecuacion
(to+t)a® — 2(1 + tot)a+tg +t =0,

1+tot—sgs 1+tot+sgs

DY g = e Si tg +t < 0, se comprueba inmediata-

son ap =
mente que oy < a; < 0. En particular, la condicién (2.5) se verifica para todo
a > 1y la funcién ¢ es creciente también en este caso. De forma andloga, si
to+t > 0 entonces 0 < a3 < 1 < ap con lo que la funcién ¢ crece en [1, as)
y decrece en [ag, +00] .

Para concluir, basta observar que lim,_, . ¢(a) =t — to. [
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De acuerdo con el resultado anterior, debemos mostrar que cualquiera de
(£,5)+(to.50) )
5 .

los nimeros reales ¢(1) y t — ¢y es mayor o igual que 2 (1 —
Lema 2.8 t —ty > 2 —||(¢,5) + (to, $0)|| -

Demostracion:

Es claro que t —tg > 2 — ||(t, s) + (to, s0)|| &

t—t022—\/(t+t0)2—|—(s—|—30)2
t—tg>2— V21 + tot + 508
V2T F tot + 595 > 2 — (t — to)

2 (1 +tot + ss) >4 — 4(t — to) + (t — to)*.

tr ¢ ¢

Consideremos las funciones 11,15 : [tg, 1] — R definidas por

i©) = 2(1+te +50v/T-€),

Vo(€) = 4—4(€ —ty) + (€ —to)?, para todo & € [tg,1].

Entonces ¥y (tg) = ¥a(to) = 4y ¥1(1) = 2 + 2ty > 2 + 1 + 2ty = 1ho(1).
Puesto que la funcién v es céncava y la funcién 1 es convexa, de lo anterior
se deduce inmediatamente que 11(§) > ¥»(€), para todo & € [ty,1]. En
particular 2 (1 + tot + s98) > 4 — 4(t — to) + (t — to)>. [

Antes de abordar lo que corresponde a (1) conviene observar que

tol + so/1 — &2 > =&, para todo £ € [tg, 1]. (2.6)

Esto es trivialmente cierto si tg > 0. Del mismo modo si tg < 0y & > 0,
es claro que —¢ < to€ y con mayor motivo to€ + s94/1 — &2 > —£. Por otra
parte, si tg < & < 0 escribimos (2.6) en la forma sg4/1 — £2 > —(1+19)€ que
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evidentemente equivale a la desigualdad s3 > ((1 +t0)* + s2) &% o lo que es
lo mismo

so>2(1+ty) &% (2.7)

La condicién ty < € < 0 implica que &2 < 2. Por tanto
2(1+1t)&<2(1+ty)t]

y s6lo nos resta probar que 2 (1 +ty) t2 < s2. Con tal propésito notemos que
(to+ 1) (2tg — 1) < 0, esto es, 263 +tg — 1 < 0. Luego 2t2 < 1 — ¢y y asi
2(1+4to)t2 < st. Esto completa la prueba de (2.7) o equivalentemente de
(2.6).

Lema 2.9 ¢(1) > 2 — [|(t, s) + (to, s0)| -

Demostracion:
En primer lugar nos proveemos de una expresién conveniente de la de-

sigualdad propuesta: ¢(1) > 2 — || (¢, s) + (to, 0)|| <

& \(1—t)2+s3— /(1 —1)2+ 52 >2—V2/1+ Lot + 505
& VI—to—VI—t>V2— T+t + s0s
& ittt +s0s —VI—t>V2—VI—1. (2.8)

Fl caso ty = 1 es muy sencillo pues en tal situacién sy = 0 y teniendo en
cuenta que por hipdtesis t > t, se tiene necesariamente t = 1 y s = 0. Asf
pues se cumple (2.8) con igualdad. Por tanto supondremos que ¢y < 1.

Consideremos la funcién v : [to, 1] — R definida por

Y(§) = \/1+to§+so\/1—£2—\/1—§, para todo & € [to, 1].

Todo se reduce a probar que la funcién 1 es creciente.



50 Capitulo 2. Una nueva desigualdad en espacios normados

Evidentemente, 1 es continua en [ty, 1] y derivable en Jty, 1[! con

#(e) = Lo T Lt ro/ie
2 \/1+t0§+80\/1—§2\/g

, para todo £ € |to, 1] .

Luego cualquiera que sea & € Jtg, 1], ¥/'(§) > 0 <

& to\/ﬁ——i“_i&Jr\/HtOerso\/@zo

o VITE 1+t +50V/T-E > sof —to/T— . (29)

Fijemos un elemento & en el intervalo Jtg, 1| . Sity > 0, la comprobacién de la

desigualdad (2.9) no ofrece dificultad pues en tal caso & > 0y en consecuencia

\/1+§\/1+t0§+80\/1—§2>12805280€—t0\/1—€2.

Supongamos pues que ty < 0. Como primer paso bajo esta iltima hipétesis,

asumamos adicionalmente que £ < 0 y sea

b(f) == —2806\/ 1 —|—€\/1 —|—t0€ + SoV 1-— 62.

Es claro que

(29) < \/1+§\/1+t0§+sm/1—§2—3052—tm/l—§2
& (148 (1+toE +50V/T— &) + 536 +5(6) 2 131 - &)
s (146 (1 +tof 4 soy/1 —§2> FE2 4 b(6) > 2.

La tltima desigualdad es facil de verificar pues de acuerdo con (2.6),

(1+9) <1+t0€+50\/1—52)+€2+b(€)21—§2+€2+b(£)212t3.

'Dado € € Jt, 1], es obvio que 1 — &2 > 0y 1 — & > 0. Ademds si tp > 0, es claro
que 1+ to€ + sp/1—€62 > 1 > 0y si to€ < 0, forzosamente tg < 0 < £. Por tanto,
(—t0)€ < —tg y en consecuencia to > tg > —1. Luego 1+ tp¢ > 0 y con mayor motivo

1+ t€ + s94/1 — €2 > 0.
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Supongamos ahora £ > 0 y sean
() =V1-& y d(§) =soc(§) (1 +E&+2t8).
Puesto que so§ — toc(€) > 0, es claro que

(29) & (1+&) (14t€ + soc(§)) = s56 + t5(1 — £2) — 2toseée(§)
S (20+t—1)E+ o+ 1)E+1—15+d(€) >0.

Evidentemente to¢ > —€ y desde luego to¢ > —1. Por tanto
2t > —§ -1

y asi 1 + & 4 2to§ > 0, de donde se deduce que d(§) > 0. La prueba de la

desigualdad (2.9) habré concluido si demostramos que
2t +to—1) &+t +1)E+1 -1 >0. (2.10)

Puesto que la anterior relacién se cumple trivialmente si £y = —1, supon-
dremos que ty > —1. En tales circunstancias la desigualdad (2.10) puede

expresarse como sigue:

(2tg — 1) E2+E+1—ty > 0. (2.11)
Las raices con respecto a la variable ¢ de la ecuacion

(2t —1)E+E+1—1 =0,

son como facilmente se comprueba

—1+4/8t2—12tp+5 —1—4/8t2—12tg+5
&1 = y &= :

4tg—2 4tg—2

Es inmediato que £&; < 0y & > 1 (tales desigualdades equivalen a afirmar que
(to—1)(2to — 1) > 0y que (to+ 1) (2tp — 1) < 0, respectivamente. Ambas

inecuaciones son evidentemente ciertas).
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Bajo las hipétesis actuales, 0 < £ < 1 y en particular & < € < &. Como
ademds 2to — 1 < 0, la desigualdad (2.11) es claramente cierta. De este modo
se confirma también la veracidad de las inecuaciones (2.10) y (2.9).

En definitiva, la funcién v es creciente como habiamos postulado y por
tanto (&) > ¥(ty), para todo £ € [to,1]. En particular () > ¥(to), es

decir,

VI T+ tot + 505 — VI —1 > V2 — 1 — 1.

Una inecuacién ésta iltima que, como dijimos al comienzo, equivale a la

desigualdad del enunciado. [ ]

Presentamos a continuacién una consecuencia inmediata de los tres lemas

anteriores.

Lema 2.10 ||(tg, s0) — (o, 0)||— || (¢, s) — (a, 0)|| > 2—|| (%, s) + (0, S0)|| , Para

todo niumero real o > 1.

En realidad, este ultimo resultado permite deducir facilmente la desigual-

dad que corresponde a cada nimero real positivo a.

Proposicién 2.11 Sea a un nimero real positivo y p(a) = 2min {1, a}.

Entonces

I(to, s0) = (e, 0)[ = [(£, 8) = (e, 0)]| = p(ex) (1 - W) _

Demostracion:
Para o > 1, la afirmacion del enunciado coincide exactamente con la del
lema anterior. Por otra parte si 0 < a < 1, podemos aplicar dicho resultado

para obtener que

[(to, s0) = (& 0| = [|(, 8) = (3, 0)[| = 2= [I(, ) + (to, 50|l -
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Multiplicando por « obtenemos que
le(to, s0) — (L 0)[| = [la(t, s) = (1,0)]| = 2a0 — [ (2t 5) + (to, 50)| -

Es inmediato que ||a(to, so) — (1,0)|| = ||(to, S0) — (@, 0)|| y del mismo modo
”Oé(t, 8) - (170)” = H(ta 8) - (Oz,O)H . Por tanto,

I(to: 50) = (0, 0)[| = II(t, ) = (@, 0)]| > 2a (1 — Leskfunll)

que es la desigualdad del enunciado para o < 1. [ ]

Teorema 2.12 Sean X un espacio de Hilbert real de dimension 2, f € X*
con ||f]| =1,a € X\{0} y ker f = lin{a}. Consideremos x,y € Sx tales que
f(z) >0, f(y) > 0. Entonces

lly — all = |lz — al|| > 2min{1, ||a||}(1 — Lty

Demostracién:

Sean u = qor, v € Sx con (u,v) =0y f(v) > 0 (donde por (-,-) hemos
denotado el producto escalar de X). La aplicacién @ : (R?|-||,) — X dada
por

O(t,s) =tu+sv V(ts)€R?

es un isomorfismo isométrico. Ademds ®(||al|,0) = ||lal|u = a y si (¢, ) es

un elemento de S(ge |,) con s > 0, se tiene que

f(®(t,s)) =tf(u) + sf(v) > 0.

Asf pues ®({(t,s) € S|,y : s >0}) C {x € Sx: f(x) > 0}. Reciproca-

mente, consideremos x € Sx con f(z) > 0y (t,5) = ®(z). Evidentemente



54 Capitulo 2. Una nueva desigualdad en espacios normados

(t,s) € Sgz y tu+ sv = ®(t,s) =z, luego sf(v) = f(zr) >0y asi s >0, con
lo que {z € Sx : f(z) >0} C D({(t,s) € Sz, : s =>0}) y

(I)({(t, 8) € S(R27||‘H2) 182> 0}) = {SC € Sy : f(:l?) > O}.
Consideremos ahora x,y € Sx con f(x) >0, f(y) > 0 y sean

O (z) = (z1,22) ¥y D (y) = (11,%2)

Supongamos, sin perder generalidad, que z; > ;. Podemos entonces aplicar
la Proposicién 2.11 con (t,s) = (x1,x2), (to,S0) = (Y1,¥2) y o = ||al|. Asi

pues,

1(t0, s0) = (lall, )| = |2, 5) = (llall, 0)| = 2min{1, |laf|} (1 - w) :

Teniendo en cuenta que ® es un isomorfismo isométrico, concluimos que:

lly = all = |z — all] = lly — all = [l — a]| > 2min{1, [la||}(1 — 2l) =

Senialemos finalmente que si renunciamos a conseguir la constante 6ptima,
puede hacerse una demostracion sensiblemente mas corta de la desigualdad en

espacios de Hilbert. En este sentido, Fernando Rambla nos ha comunicado

2||a
1+|a]|

que para |la]| = 1, por citar un ejemplo, se obtiene p = 1, mientras que

2min{1, |ja|} = 2.

Noétese

una demostracién en la que se consigue la constante p =



Capitulo 3

Aplicaciones sin puntos fijos ni

antipodas

Las aplicaciones sin puntos fijos ni antipodas desempenardn un importante
papel en nuestro estudio de la estructura extremal de los espacios de funciones
uniformemente continuas con valores en un espacio normado X. Comenzare-
mos el capitulo con una versién general sobre existencia de tal tipo de aplica-
ciones y a continuacién analizaremos algunas mejoras que pueden conseguirse

en funcién de la dimensién de X.

En la parte final del capitulo, abordaremos la conexién de este tipo de
aplicaciones con ciertos problemas de renormaciéon que nos parecen suma-

mente interesantes y que deja abierta una sugestiva linea de trabajo.

%)
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3.1 Proyeccion estereografica y aplicaciones

entre esferas

Sea A un espacio normado real® y para cada (a,t) € A x R notemos

2
I(a, D)l = A/ llall™ + 2.

Consideremos X = (A x R, |-]l,) y P = (0,1) € Sx. Dado (a,t) € Sx, se
tiene que |ja||* + > = 1 y por tanto (a,t) = P si, y sélo si, ¢ = 1. Sea
7: Sx\{P} — A la aplicacién dada por

m(a,t) = 1%, para todo (a,t) € Sx\{P}. (3.1)

Acabamos de justificar que t # 1 para todo (a,t) € Sx\{P} y por tanto ™
estd bien definida. Se trata de una generalizacién a nuestro actual ambiente
de la conocida proyeccién estereografica de los espacios euclideos. Resumimos

en el siguiente enunciado las propiedades que més nos interesan.
Lema 3.1 Se verifican las siguientes afirmaciones:

i) La aplicacion w es un homeomorfismo y su inversa, 7' : A — Sx\{P},

viene dada por

1) = (—2a_ lal®-1
m (a) - (HaH2+17 “a||2+1)’ pCLTCL tOdO ac A

ii) ||7(a,t) — 7(—a,—t)|| > 2, para todo (a,t) € Sx\{P,—P}.

! Aparte de nuestra eleccién con caricter general del caso real como ambiente de trabajo,
notemos que en el caso complejo, las aplicaciones cuya existencia pretendemos mostrar en
ésta y en la siguiente seccién es obvia. (Véanse para ello los comentarios introductorios

del tltimo apartado de este capitulo).
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1

iii) ™' es lipschitziana.

iv) La restriccion de m a Sx\B(P,0) es lipschitziana, cualquiera que sea

6 €]0,2].

v) Dado 6 € RT ya € A con ||a|| <6, se tiene que

l7™ (@) = Pll, = 7

62+1"
vi) Si p € RT, (a,t) € Sx y ||(a,t) — P|, > p, entonces

I (a, )] <

vii) Sia € Ay (b,t) =7 (a), se tiene que |t| < ”T‘/i l|lal| —1].

Demostracion:
i) Es claro que 7 es continua y que también lo es la aplicaciéon g : A — X
definida por

al|?—
g(a) = (||a|?g+1’ ”aHeri), para todo a € A.

Ademés, cualquiera que sea a € A, ||g(a)lls = 1y g(a) # P. Por con-
siguiente g(A) C Sx\{P}. Podemos pues considerar la aplicacién m o g que
como enseguida veremos coincide con la identidad en A. En efecto, dado
a€ A,

20 |laf®~1

(w0 g)(a) = n(i2, =ty =

De forma ansgloga, dado (a,t) € Sx\{P},

_ () = (—20-8a_ Jal-(-p?
(gomia.t) = 9(:5) = (G- jurrao?)

o 2(1-t)a 1-2—(1—-t)2\ _ /2(1—t)a 2t(1—t)\ __
- (17t2+(17t)27 17t2+(1—t)2) - ( (1—t) » 2(1—t) ) - (a, t)'

Se prueba asi que 7 es biyectiva y que 7! = g. Puesto que 7 y 7! son

continuas, concluimos que 7 es un homeomorfismo.
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ii) Dado (a,t) € Sx\{P,—P},

|m(a,t) —m(— a—t|—||——1—+t||— :ll>2.
iii) Sean a,b € A. Entonces

2 _ _ 2% H _ 2(|Ib||2+1)a72(Ha\|2+1)b’
lal®+1 ~ JiplP+1 (lalP-+1)([[bl>+1)

_ 2(|Ib||2+1)a72(Hbll2+1)b+2(\le2+1)b72(IIaH2+1)bH
(llal®+1)(|[b]|?+1)
2([[blI2 1) (a—b)+2(|[bl|> —|[al|?)b ‘
(llal+1) (bl +1)

< LY |
- <2+(|Ia\l2+1)(||b\|2+1) |a — b

- 2(1+ lall__liol_ ] >Ha—b||
lalP+LToIP+1 " (lalP+ D) ([IP+1)

< 20+ 3+ lla—bl < Flla—0bl.

De forma similar,

la?~1 _ Jbl~1
lal?+1 ol +1

— Hall2 Hbll
(lall>+1)(ll6l*+1)

2(|lallI+[®l)
< Garrnaoris le — bl < 2fla —b].

Asf pues, las dos funciones coordenadas de 7! son lipschitzianas y en con-
secuencia la funcién 7~ también lo es.

iv) Es suficiente probar la afirmacién para ¢ €0, 1] :

Dado (a,t) € Sx\B(P,§) se verifica que ||a||*+t* = 1y ||a|*+(t—1)% > &2.
Por tanto, 1 —t > % y evidentemente ||a|| < 1. De este modo, cualesquiera

que sean (a,t), (b,s) € Sx\B(P,0),

Im(a,t) =70l = 52 - 250 = | S|
_|la=s)a—(1—s)b+(1—s)b—(1— t)b‘
- (1-t)(1-s)
s)(a—b 3)
_ ‘(l o bt \<62 la — bl + (2)* |t — s
< () (la—0ll + [t — s)
2
< (&) V2ll(a,t) = (b,s)ll,.
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v) Bajo las condiciones del enunciado,

(@) — PP = (2o )y (l2r ) o 4o s
2 \Jlaf*+1 a1 = P = #1

y ast |77 (a) = Plly > 5=

vi) Sean p € R* y (a,t) € Sx con |/(a,t) — P||, > p. Entonces

laP=1-¢ y 1-t>2,
2
En consecuencia,
2 al|? _—
I(a,t)|2 = el — A=, — et < 4.

de donde ||7(a,t)|| < %.
vii) Sea a € Ay (b,t) = 7~ *(a). Entonces

llal>~1
[lal[*+1

1] =

1
= e llall = 1] < 22| [la] — 1]

En relacién con los valores 6ptimos de las constantes que expresan la

1

condicién de Lipschitz para 7! y para la restriccién de m a Sx\B(P, §) con

6 €]0, 2], caben las siguientes consideraciones:

En primer lugar, observemos que si « es un nimero real positivo tal que
Hﬂ_l(a) - 7r_1(b)H2 < alla —b||, para cualesquiera a,b € A,

entonces dado a € A, |77 (a) — 7! (—a), < 2a||a]| , es decir,

4
s < 2 lall

2
lal*+1

tanto, la constante de Lipschitz de 7—! es mayor o igual que 2.

Luego a > y la arbitrariedad de a permite concluir que a > 2. Por

Con respecto a la restricciéon de m a Sx\B(P, ), nos centraremos en el

caso 0 < 6 <2 (si 6 =2y ||(a,t) — P||, > 6 entonces 1 —¢ > 2, esto es,
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t < —1 y necesariamente (a,t) = (0,—1). Estarfamos ante una situacién
trivial pues Sx\B(P,0) se reduce al punto —P = (0, —1)).
Sit=1- % y |la|| = V1 — t2, se verifica que

I(a,t) = Pl = I(=a,t) = Plly = [la]* + (t = 1)* = 2(1 = ) = 6°
y en particular (a,t), (—a,t) € Sx\B(P,0). Ademas,
2
Im(a,t) = w(=a, )| = |2 = & 120l = 5 I(e,t) = (=a, )]l

De este modo, podemos afirmar que, la (minima) constante de Lipschitz de
la restriccion de m a Sx\B(P,§) es mayor o igual que
Si A es un espacio prehilbertiano, las constantes de Lipschitz coinciden

con los valores 6ptimos que acabamos de mencionar. En efecto, dados (a,t)

y (b,s) € Sx\B(P,0)

2 || b |12 — lal 1)1 2(a,b)
||7T(a7 t) - ﬂ-(b) S)H _ HE - E || - (17t)2 + (1*8)2 - (1*t)(1*8)
— i + i ___2a,b) _ 2(1—ts)—2(a,b)

- - (-t (1—s) (1-t)(1—s)

= —“< S < (2 |(ast) — (b, 5)])3

y as{
Iw(a,t) — (b, s)|| < & Il(a, t) — (b, 5],

De forma similar la constante de Lipschitz de 7! es precisamente 2. Para
comprobarlo, denotemos por (-, -) el producto escalar de A y observemos que
la aplicacién ((a,t),(b,s)) — (a,b) +ts, de X x X en R, es también un
producto escalar que induce la norma considerada en X. Lo denotaremos

con el mismo sfimbolo pues no hay confusién posible. De este modo, dados

a,b e A,

|74 a) — 72 ®)|; = |7 H@)|[; + |7 O[5 — 2 < 7 H(a), 7 1(b) >
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:( 2ja| >2+ <||a||2—1>2+< 21l >2+ <|b2—1>2_ 8(a0)+2(llal”~1) (Il *~1)

llal>+1 la]>+1 [B]I>+1 B]|>+1 (llall*+1)(l1bl*+1)

aalP+(llal?=1)* alplP+(pI2=1)"  stab)+2(llal*=1) (IbI2-1)
(llal?+1)* (Ip)2+1)° (llal*+1) (lIb]*+1)
8(a,b)+2(llall>~1) (IIp]*~1)

(llall*+1) (1[p]*+1)

- 2_

Haciendo uso de la identidad de polarizacién obtenemos que

2]la-+b]>2lla—b]*+2(|la]*~1) (J5]>-1)
(lalP+1)(lll>+1)

|7 a) — 7 B)|s =2~

2(Jlaf+1) (1[6]12+1) —2la-+b]12+2]la—b||> —2(J|al|*~1) (J}b]* 1)
(llal®+1) (l1BlI°+1)

4ja*+4][b]|>~2]|a-+b||>+2] a—b]>
(llal*+1) (l1BlI*+1)

La igualdad del paralelogramo nos permite concluir que

1y 1|12 2llatblP+2]la—bl2—2l|a+b]+2]ja—b|>
||7T (a) —m (b)Hz - (llal®+1) (l1Bl*+1)

_ b e
= Tarqery S 4la =l

Por tanto |7 (a) — 71 (b)||, < 2|la —b].

A continuacién veremos que las constantes de Lipschitz son, en general,
mas grandes que las correspondientes al caso euclideo.

Dado un punto ag del espacio normado A, la aplicacién a — a + ag, de A

en A, serd denotada en el siguiente resultado por 7.

Proposicién 3.2 Sea A un espacio normado, ag € Sa, X = (A X R, |[|-]],),
P =(0,1) yp €]0,2]. La aplicacion v = n 0T, o(|s\B(Pp)), de Sx\B(P, p)
en Sx, es lipschitziana y no tiene puntos fijos ni antipodas aproximados, es
decir,

inf {||v(x) £ z|| : z € Sx\B(P,p)} > 0.
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Demostracion:
En vista de los apartados iii) y iv) del lema anterior, la aplicacién v

es lipschitziana. En primer lugar observaremos que la imagen de v estd
contenida en Sx\B(P, ¢) donde § = 2/4/ <% + 1)2 + 1. En efecto, dado (a, t)
en Sx\B(P,p), el apartado vi) del citado lema garantiza que ||7(a,t)| < %
y asi || Ty, (m(a,t))|| = [|7(a,t) + ao] < % + 1. Por tanto, de acuerdo con el
apartado v), |7 (T, (m(a,t))) — P|l, > 6, es decir, v(a,t) € Sx\B(P,?).
Evidentemente 6 < p y, en consecuencia, Sx\B(P,p) C Sx\B(P,6). Por
otra parte, en virtud de la afirmacién iv), existe o > 0 tal que

|7(z) — n(2")|| < a|lz —2'||,, para cualesquiera z,z’ € Sx\B(P,9).

Fijemos un punto (a,t) en Sx\B(P,p). De acuerdo con los comentarios

anteriores, los puntos (a,t) y v(a,t) pertenecen a Sx\B(P, ). Luego
Im(v(a,t)) = 7(a, t)]| < aljv(a,t) = (a, )]l
y asf
lv(a,t) = (a, )]y = 3 [ Tao((a, 1)) = m(a, )] = 3 llaoll = -
S6lo nos queda por comprobar que ||v(a,t) + (a,t)||, es mayor o igual que

una cierta constante positiva independiente de (a,t). Como no perdemos

generalidad, supondremos que p < 3. Si (—a,—t) € Sx\B(P,p), entonces

v(a,t) y (—a,—t) son puntos de Sx\B(P, ) y en consecuencia
7 (v(a,t)) = m(=a, —t)|| < aflv(a,t) + (a, D),
de donde teniendo en cuenta el segundo apartado del lema anterior,
[v(a,t) + (a0, ), > 3 1Tw(m(a,t)) = m(—a, )]
= i |7 (a,t) — w(—a, —t) + ao|

> L(||n(a,t) — m(—a,—t)]| — [lao]l) > L.
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Para terminar supongamos que ||(—a,—t) — P|| < p. En tal caso, es obvio

que |t + 1| < p y por tanto 2 — p < 1 — t. Asi pues,

El apartado vii) del lema citado garantiza que

#] < 2 || Ty (m(a, 1) — 1] < 2225 < .

De este modo,
[o(a,t) + (a, )], = l(@,t)+ (a, D),
> [t+t[ =t -] =1-(1+8) - [t[>1-2p. m

La idea geométrica que inspira la consideracién de la aplicacién v en la

proposicién anterior, se ilustra en la siguiente figura:

P
/"’/”.‘_‘\_-‘l“'\
5 e e (a,t)
/ .
/ 'U( a, t) \\
/ b a(a,t)
& \ g -
¢ : 1 » ®
0 ".\ 0 / Taa (m(a,t)) A
\\‘ /1'
b
\ b
iy A

Figura 3.1
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El resultado que presentamos a continuacién muestra que la existencia de
una aplicacién v con las propiedades citadas en la proposicién precedente es

de naturaleza isomoérfica.

Lema 3.3 Sea X; un espacio normado, P € Sx, y supongamos que para
cada 6 €10,2] existe una aplicacion lipschitziana vy : Sx, \B(P,0) — Sx, sin
puntos fijos ni antipodas aproximados. Consideremos un isomorfismo F, de
X4 sobre un espacio normado X, y sea Q) = %. Entonces cualquiera que
sea p €10,2], existe una aplicacion lipschitziana vy : Sx,\B(Q, p) — Sx, sin

puntos fijos ni antipodas aprorimados.

Demostracién:
La aplicacién ¢ : Sx, — Sx, definida por

o(xy) = %, para todo z; € Sy,

es biyectiva y su inversa viene dada por

o Hay) = HiTExigll’ para todo zy € Sk,.

Luego tanto ¢ como @' son lipschitzianas. Es claro ademds que ¢(P) = Q
y ¢ 1 (—x9) = —p~!(xy), para cada zy € Sx, (una propiedad que también
verifica ¢). Sea a > 0 tal que || (z2) — o Hye)|| < allzs — y2|, para

cualesquiera xs2,y2 € Sx,. También se tiene entonces que

|07 (@2) + 07 (1a)|] < ellze + 12l

para cualesquiera za, 42 € Sx,.

Dado p €]0,2], la continuidad de ¢ en el punto P nos proporciona un
nimero real § > 0 tal que ¢(Sx, N B(P,6)) C Sx, N B(Q, p). Equivalente-
mente, Sx,\B(Q, p) C ¢(Sx,\B(P,0)) y asi

@71(5X2\B(Q5 p)) - SXI \B(Pﬂ 5)
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Sea v; : Sx,\B(P,6) — Sx, una aplicacién lipschitziana sin puntos fijos
ni antipodas aproximados y 5 = inf {||v1(z1) £ 21| : 1 € Sx,\B(P,0)}. La
aplicacion vy = pov10(9~ sy \B(@,)): de Sx,\B(Q, p) en Sx,, es obviamente
lipschitziana y
[va(22) £ 2o > L0 (va(22)) £ 0" (22) |
= vl (@) o H(a2)]| = £,

para todo =2 € Sx,\B(Q, p). [

La existencia de una aplicacién v del tipo que venimos considerando no
requiere més condicién que la trivialmente necesaria. A saber, que la dimen-
sién del espacio normado en cuestién sea mayor que uno. Confirmamos este

hecho en el siguiente resultado:

Teorema 3.4 Sea X un espacio normado de dimension mayor o igual que
dos, g € Sx yp € R con 0 < p < 2. Entonces existe una aplicacion

lipschitziana v : Sx\B(zo, p) — Sx tal que
inf {||v(z) £ z|| : € Sx\B(zo,p)} > 0.
Demostracion:
Sea zf € Sx+ tal que zf(xg) = 1, A =kerafy F,de A xRen X, la
aplicacion dada por F'(a,t) = a+txg, para todo (a,t) € AxR. Consideremos

ademds la aplicacién G : X — A x R definida por
G(z) = (x — xi(x) o, x5()), para todo z € X.
Evidentemente F' y G son lineales y continuas. Por otra parte,
(FoG)(z) = x—aj(z)xe+ xy(r)re = =, para todo z € X,
(Go F)(a,t) = (a+txy— zj(a+ txy)zo, z5(a + txo))
= (a,t), para todo (a,t) € A x R.
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Luego F' es un isomorfismo que claramente transforma el punto P = (0, 1)
en xy. Todo se reduce por tanto a aplicar la Proposicién 3.2 y el Lema 3.3.

3.2 Refinamientos dependientes de la dimen-

sion

Las aplicaciones v que hemos estudiado en la seccién precedente presentan
la ventaja de su total generalidad, pues no imponen sobre X mads restriccion
que la evidentemente necesaria, esto es, que su dimensién sea mayor o igual
que dos. Hay que reconocer sin embargo que al mismo tiempo exhiben el
inconveniente de no estar definidas en toda la esfera unidad de X. Este 1ltimo
hecho viene impuesto por lo que ocurre en espacios de dimensién impar.
Concretamente si k es un natural arbitrario, toda aplicacién continua de la
esfera unidad de R*~!en sf misma posee un punto fijo o transforma algiin
punto en su opuesto. Esto es obvio, como ya se ha sugerido, para k = 1y
para k > 1 puede consultarse por ejemplo en el texto de J.Dugundji ([12,
Corollary XVI 3.4]).

En este apartado comprobaremos que si la dimensiéon de X es par o
infinita, existen de hecho aplicaciones lipschitzianas v : Sy — Sx sin puntos
fijos ni antfpodas aproximados, definidas como puede verse, en toda la esfera
unidad de X.

El resultado que acabamos de mencionar es inmediato como enseguida
mostraremos en dimensién par y para dimensién infinita es también conocido
(véase a este respecto [26]). Sin embargo, incorporaremos una demostracién

novedosa que simplifica notablemente la contenida en tal referencia. La herra-
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mienta crucial seguird siendo un profundo resultado de Benyamini y Sternfeld
([4]), segtin el cual la esfera unidad de todo espacio normado infinito dimen-
sional es un retracto de Lipschitz de la bola unidad. Recordemos que una
retraccién de la bola unidad en la esfera unidad es una aplicacién continua
r, de Bx en Sy, tal que r(z) = z, para todo = € Sx. Como muestra de la
utilidad de las técnicas desarrolladas, merece la pena resaltar que el Teorema
3.4 ha podido probarse sin hacer uso de [4].

Dado un nimero natural k, la aplicacién v : Sg2r — Sg2r dada por

V(X1, oo Thy Tt 1y - -+ Tok) = (Thaty - o Togy —T1, -, —Tk)

es lipschitziana y |jv(z) £ z| = V2, para todo 2 € R?*. En realidad, v
es la restriccién a Sgax de un automorfismo isométrico de R?* que ademads
transforma cada vector z € R?* en un vector ortogonal a z.

Razonando como en el apartado anterior se comprueba, con mayor facili-
dad en este caso, que la existencia de aplicaciones lipschitzianas v : Sx — Sx
sin puntos fijos ni antipodas aproximados es una propiedad isomérfica. Si X
es un espacio normado de dimensién par es claro, en vista de los comentarios
precedentes sobre el espacio euclideo R?*, que existen aplicaciones lipschit-
cianas v : Sy — Sx sin puntos fijos ni antipodas aproximados.

Abordamos a continuacién el caso infinito-dimensional:

Teorema 3.5 Sea X un espacio normado de dimension infinita. Entonces

existe una aplicacion lipschitziana v : Sx — Sx tal que
inf {||jv(z) £ z|| : z € Sx} > 0.

Demostracion:
Teniendo en cuenta el cardcter isomorfico de la existencia de una tal

aplicacién v, podemos suponer sin perder generalidad que X = (AxR, ||-||_.),
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siendo A un espacio normado de dimensién infinita. Sea r : By — S4 una
retraccién lipschitziana y consideremos la aplicacién v : Sx — Sx definida
por v(a,t) = (tr(a),—1), para todo (a,t) € Sx.

Si «v es la constante de Lipschitz de r y (a,t), (b, s) € Sx, es claro que

[v(a,t) =v(b,s)ll, = N(Er(a), =1) = (s7(b), =Dl
= ltr(a) =sr®)| = lltr(a) = tr) +tr(b) —sr®)]
< lr(a) = r®)I] + [t — s

< afla=blf + ]t —sf < (a+1) [[(a;t) = (b, 8)]|

y por tanto v es lipschitziana.

Observemos ahora que sia € Ay 0 < ||la]| < 1, entonces

Ir(e) =all = |[r(e) = gy + a ~ o)+ Tar ~ H
e ”+;H—aH :<a+1>< —||au>-
En consecuencia, bajo la condicién —% < ||a|| < 1 (que obviamente equivale

a las desigualdades 0 < 1 — |ja|| < se tiene que

a+l)
Ir(a) +all = ||12r(a) + a = r(a)|| =2 2—[Ir(a) —al = 2= (1+a) (1—|lal) > 1

Por otra parte sia € Ay [la| < =%, entonces [|r(a) +al| > 1 — -

_ 1
a+1’ +1 T a+tl”

Concluimos pues que
I7(a) + all > 735, para todo a € By.

Fijemos (a,t) € Sx y notemos que ||a|| =16 |t| = 1.

Sit=1,

lv(a,t) = (a, )]l = [I(r(a), =1) = (@, |, = lI(r(a) = a, =2) ]|, = 2
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y
lv(a,t) + (a,8)llo. = ll(r(a) + a,0)ll, = I (r(a) +al > 15 -
Andlogamente si t = —1,
lv(a,t) = (a,t)lle = (=r(a), 1) = (a, =D)llc = lIr(a) + all > 77
y
[v(a,t) + (a, )l = [I(=r(a) + a, =2) [, = 2.

Finalmente supongamos que ||a|| = 1. Entonces

||U(6L,t) + (CL, t)Hoo = ||(tr(a), _1> + (CL, t)”oo
= l(ta, =1) £ (a, )] = [I((t £ Da, =1 £ )|,
= max{[t£1],|-1x¢]} > 1.

Concluimos que inf {||v(z) £ z|| : z € Sx} > 0. u

3.3 Isometrias lineales y renormaciones

Las aplicaciones entre esferas sin puntos fijos ni antipodas que necesitaremos
en esta memoria tienen que ser uniformemente continuas pero no se requiere
ninguna condicién adicional de tipo algebraico. No obstante, debemos senalar
que en ciertas situaciones, existen aplicaciones del tipo mencionado que son
restricciones de aplicaciones lineales a la esfera unidad del espacio en cuestion
y como consecuencia, dado que transforman la esfera en si misma son de
hecho isometrias. Esto puede ilustrarse de forma muy sencilla considerando
un espacio normado complejo X. En tal caso, la aplicacién x — iz es una
isometria lineal cuya restriccién a la esfera unidad de X no tiene puntos fijos

ni antfpodas aproximados:

iz + z|| = v/2, para todo z € Sx.
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Evidentemente, un espacio normado real de dimensién finita impar no puede
encontrarse en la situacién precedente, méas aiin, como ya se dijo en la seccién
anterior, cualquier aplicacién continua de su esfera unidad en si misma posee
algtin punto fijo o transforma un punto en su antipoda. Sin embargo, cabe
preguntarse por la posible existencia de isometrias lineales sin puntos fijos
ni antipodas aproximados sobre la esfera en el caso de espacios reales de di-
mension par o infinita. Enseguida mostraremos que, en general, la respuesta

es negativa para ambas situaciones.
En primer lugar recordaremos algunos conceptos bésicos:

Dado un espacio normado X y un punto xqg € Sx, un funcional de
soporte en xj es un elemento f de X* tal que ||f|| =1 = f(zo). Recuérdese
que ya se han utilizado este tipo de funcionales en capitulos anteriores. El
Teorema de Hahn-Banach garantiza la existencia de funcionales de soporte

en todo punto de la esfera unidad de X.

Hemos de mencionar que el conjunto

{fe X" fll=1=f(zo0)}

puede consistir en un unico elemento o ser lo suficientemente amplio como
para separar los puntos de X. Estas dos situaciones extremas son conocidas
en la literatura con nombres especiales:

Se dice que X es suave en un punto z, € Sx si existe un tinico funcional
de soporte en zy (también se dice en este caso que la norma de X es suave
en el punto o 0 que xy es un punto de suavidad de X). Si X es suave en
cada punto de Sy entonces se dice simplemente que X (o la norma de X) es

suave.

Por otra parte, decimos que un punto xy € Sx es un vértice de By si el
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conjunto
{FeX :lfl=1=f(xo)}

separa los puntos de X, es decir, si la condicién f(x) = 0, para todo funcional
de soporte f en x( implica que z = 0.

Es un hecho evidente que todo subespacio de un espacio normado suave
es también suave. De forma andloga, si un subespacio de X contiene un
vértice de la bola unidad de X, tal punto es también un vértice de la bola
unidad del subespacio.

La suavidad de un espacio X en un punto xg € Sx es equivalente a la
diferenciabilidad, en el sentido de Gateaux, de la norma de X en el punto

X, es decir, a la existencia de un elemento f € X* tal que

limw = Re f(v), para todo v € X.

t—o

||x0+_§UH_1 para todo v € X implica au-

En realidad, la existencia de lim,_,,
tomadticamente que la aplicacién v — limy_, w es R-lineal y continua.
Ademais, tal aplicacion es la parte real del tinico funcional de soporte en el
punto zy (de hecho, el tnico funcional de soporte en xy si X es un espacio
normado real).

Como consecuencia, la norma de X es Gateaux diferenciable (en todo
punto de la esfera unidad) si, y solo si, X es suave.

Los espacios prehilbertianos constituyen la familia m&s sencilla de es-

pacios suaves. En concreto, si xy es un elemento no nulo de un espacio

prehilbertiano X y u € X, entonces cualquiera que sea s € R\{0},

lzot+sull—llzoll _ llzotsul®~llzoll* _ sllull*+2Re(zo,u)
s s([lzo+sull+llzol)) llzo+sull+[lzoll

y en consecuencia,

lim lzotsul—lizol — Re( 20 o). (3.2)

s—0 s llzoll?
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En particular, la norma de X es Géateaux diferenciable en todo punto xg
de la esfera unidad de X y el funcional de soporte en dicho punto no es otro
que la aplicacién u — (xg,u), de X en K.

De hecho, aunque no serd necesario en lo que sigue, es bien sabido que la
norma de todo espacio prehilbertiano es uniformemente Fréchet diferenciable
en la esfera unidad de X y por tanto uniformemente suave.

Obsérvese ademds que la igualdad (3.2) nos dice en definitiva que la apli-
cacion ¢ : R — R dada por ¢(s) = ||zg+ sul|, es derivable en cero con
#/(0) = Re{r22r. u).

Ni que decir tiene que todos los conceptos mencionados, relativos a vér-

tices, suavidad y diferenciabilidad son estables por isomorfismos isométricos.

Lema 3.6 Sea X wun espacio prehilbertiano y xo € Sx. Consideremos un

miimero real t y un vectory, ortogonal a xo. Entonces [t|+v/3 ||y < 2||tzo + y||.

Demostracion:

Basta observar las siguientes equivalencias:

2
H+VBIyl < 2w +yll & (1t + VBIyll) < 4liteo +ylP
& 2423 |y +3 [y < 4+ 4]y|
2
& 3 =23yl + Ill* > 0 & (VI ~ lyl) >0. =

Bajo las hipétesis y la notacién del lema precedente sea
E = co(Bx U {—2x¢,2z0}).
Consideremos ademéds los conjuntos
Et={(1-8)a+2sxy:s€0,1], a € Bx} y

E-={(1-8)a—2sx5:s€[0,1], a € Bx}.
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Las siguientes figuras representan las secciones de los conjuntos anteriores

correspondientes a los subespacios bidimensionales de X que contienen a z.

E

Figura 3.2

Figura 3.3 Figura 3.4
Evidentemente, E~ = —E™ y enseguida comprobaremos que
E=ETUE,
un hecho por otra parte muy intuitivo. Dado x € F, existen ay,...,a, en

Bx y A,y A Ana1s Ao € [0,1] con Ay + -+ -+ Ay + A + Apa2 = 1, tales
que

T =Aay + -+ Al + 2A0 1170 — 2An12T0.

Supongamos que \,11 — Apio > 0. La igualdad A\,11 — A0 = 1 equivale
a afirmar que \,;1 = 1 (y que los restantes escalares son cero), por lo que en
tal caso x = 2z y en particular x € E*. Nos centramos pues en la situacién

Ant1 — Ant2 < 1. Puesto que

= (1=(Ans1 —>\n+2))(ma1+' : '+man)+2(>‘n+l —Ant2)To
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Mtddn 1= Anp1—Ang2 <1
Y

<
— 1-2Anp1+Anq2 1-XAnt1+Ant2 —

A
a1+...++an

y 1*)\n+1+)\n+2

A1

T Amt1thnto
también se tiene que x € E™.

Finalmente si A\, 11 — Ayi2 < 0, el razonamiento anterior (aplicado a —x)
garantiza que —x € E', 0 equivalentemente que x € E~.

Se prueba asf que E C E* U E~. La inclusién restante es trivialmente
cierta.

En el resultado que sigue continuaremos bajo las hipétesis y la notacién
del lema anterior. También estardn presentes los conjuntos E, E* y E~ que

acabamos de considerar.

Lema 3.7 Supongamos que tro +vy € E. Entonces |t| + V3 |yl < 2 y si
lyll > V3 |t| se verifica de hecho que ||tzo + y|| < 1.

Demostracion:

Puesto que F = EYUE~ y E- = —FE™, la prueba se reduce al caso dado
por la condicién (que asumiremos a partir de este momento) tzo+y € E*. En
tal situacion, existen a € Bx y s € [0, 1] tales que txg +y = (1 — s)a + 2sxy.
Se puede suponer que ||a|| = 1 pues, evidentemente existe £ € R con £ > 0,
tal que |la + &(a — 2x)|| = 1. Ademds, para tal £ (en realidad, para cada &

no negativo)

(1—s)a+2sxy = ( — ﬁ) (a+ &(a —220)) + 2810,

£+1 &+1
con lo que bastarfa sustituir a por a + £(a — 2z¢) y s por %
Por otra parte si s = 0, se tiene que txg + y = a y en particular,

||tzo + y|| < 1. Supondremos por tanto que 0 < s < 1.
Es claro que a = tyxo+yo para algin ty € R y un cierto vector g, ortogonal

a xg. Asi pues,

tro +y = (1 — ) (toxo + yo) + 2520 = ((1 — s)to + 2s) xo + (1 — $)yo-
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Multiplicando escalarmente por el vector xg, obtenemos que t = (1—s)tg+2s
y en consecuencia y = (1 — s)yo. Por otra parte, de acuerdo con el lema

anterior

Ito] + V3 [|lyoll < 2 |ltozo + yol = 2 al| = 2.

Con objeto de probar la primera desigualdad del enunciado supongamos

t > 0. Entonces

1t +V3lyl = (1—s)to+2s+v3(1— ) |0l
= (1—5)(to+\/§|!yo\|)+25§2(1—s)+zs=2.

De forma anéloga, si t < 0,

V3l = =1 s)to— 25+ V3(1 = 5) [lo]
< (1=9) (~to+ V3 lwll) < (1 =) (Itol + V3 lnoll)
< 2(1-s)<2.

En el resto de la demostraciéon supondremos como indica el enunciado que
lyll > v/3|t|. La condicién ||a|| = 1 que admitimos al principio, sin pérdida,
de generalidad, implica que ||yo|* = 1 — 2. De este modo, la desigualdad que

acabamos de comentar puede expresarse en los siguientes términos:

lyll = VBl & llyl” =3t & (1= 9)*yoll* > 3((1 = s)to + 25)°
(1—8)2(1 —t2) > 3((1 — s)tg + 25)°

(1—5)% — (1 —s)%2 >3(1 — 8)%2 +125(1 — )t + 125°
41— 8)*3 +12s(1 — 8)tg + 125> — (1 = 5)2 <0

(2(1 — 8)tg +35)° — 95> + 128> — (1 —5)* <0

r ¢ 0T O

)2
(2(1 = 8)tg +3s)* =1+ 25+ 25> < 0
)

(2(1 — 8)tg + 3s)* < 1 — 25 — 25
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En particular (2(1 — s)tg +3s)” < 1y asi 2(1 — s)to + 3s < 1. De ello se
deduce que 4(1 — s)tg < 2 — 6s y por tanto 5s + 4(1 — s)tg < 2 — s. Es
pues claro que 5s + 4(1 — s)ty < 2 y ésta es en realidad la desigualdad que

necesitamos:

[tzo + 4yl < 1 |(1—s)a+ 25z <1
& (1-5)?+4s>+4s(1—s)tp <1
& —25+552+4s(1—s)tg <0 bs+4(1—s)tg<2. m

Haremos uso de los lemas anteriores para ejemplificar la existencia de
normas equivalentes en todo espacio prehilbertiano real tales que cualquier
isometria lineal posee un punto fijo de norma uno o transforma un punto de
norma uno en su opuesto.

Sea X un espacio prehilbertiano real, o € Sx y F = co(BxU{—2z0,2z¢}).
El conjunto F es claramente absorbente y por tanto podemos considerar su

correspondiente funcional de Minkowski:
pe(z) =inf{\eR" :x € \E} (z € X).

Como veremos a continuacion, es relativamente facil encontrar la expresion

de pg en términos de la norma de X.

Proposiciéon 3.8 En las condiciones que acabamos de precisar se verifica

que

Ml iyl < V3

, (t € R,y € {xo}h).
ltzo +yl| si |lyll > V3t

pe(tro+y) =

Como consecuencia, pg es una norma sobre X equivalente a la norma de

partida.
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Demostracion:
Fijemos un nimero real ¢ y un vector y ortogonal a xy. Supongamos en

primer lugar que 0 < [|y|| < v/3 |t|. Bajo tales condiciones, empecemos con el

casot > 0. Seaa = xo—f- 2\”{/” y. Evidentemente ||a|| = 1 y para s = gﬁm“,
se tiene que
(1—s)a+2szg = (52+2s) 2+ (1 —s)ﬁy
_ 2|yl 2v/3t—2|yll 4yl V3
- (\/§t+3Hyl| T V3i+3|y|| ) %o + \/_t+3\|y|| 20yl Y

_ 24/3t 243 _
sl T T Vaaien Y = mvan (o +y).

Puesto que (1 — s)a + 2szg € E (ya que s € [0, 1]), de lo anterior se deduce

que txy + vy € % E y en consecuencia pg(tzo +y) < w En el caso

—V3t—|ly|
—V/3t+3]ly|

s € [0,1] y ||a]| = 1). Razonando como antes,

t < 0, consideramos s = ya= —% To + ﬁ y (nétese que de nuevo

(1—s)a—2sxg = —(%+25)m0+(1—5)ﬁy
- _ 20yl 2v3t2fly _ Al VB
= (e ~ SVl %o f Be+3]y] 2l Y

_ 24/3t 2/3 _
= Ty L0 T seealy ¥ T —t+\/§||yu (tzo +y)

y por consiguiente pg(tzg+y) < w En definitiva si 0 < ||y|| < V3¢,
se tiene que pp(try+y) < MJF—‘f’”yH Esta desigualdad se cumple trivialmente
sit=0ey=0, pues pg(0) =0 (0 € AE, para todo A > 0). Por otra parte,

siy =0y t es cualquier mimero real no nulo,

trg + 1y = txg = ‘”2 Ty € |t‘E

1t

[t1-+v/3]ly]] :
Ty. Queda probada por tanto la desigualdad

y asf pp(tro +y) < ‘—;‘ =
pe(tze +y) < MBI e 1a situacion [|y]| < V3¢
Por otra parte, si A € R y tzg +y € AE, entonces §x0 + %y € Fyde

acuerdo con el lema anterior, | %]+ @ |ly|] < 2 de donde w < \. Luego
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[t/ +v3]lyl
2

< pp(txo + y). Acabamos de probar de este modo que
paltzy +y) = LB sy < V3.

Supongamos ahora ||y|| > v/3|t|. En el caso no trivial, tzo+y # 0, es claro

txo+y
lltzo+yll

es valido si txg +y = 0 (teniendo en cuenta una vez més que pg(0) = 0).

que € F y en consecuencia pg(tzg +y) < ||tzo + y||, lo que también

Para demostrar la desigualdad contraria, consideremos un nimero real A > 0

tal que txo +y € AE. Entonces %xo + 4 € E'y ademés
HQHZM>_V§W _ it
A AT A Al

La ultima parte del lema anterior permite afirmar entonces que

y asi [[tzo + y|| < A. Luego ||tz + y|| < pe(tzo+y) y queda demostrado que

t
X£0+%H <1

pe(tzo +y) = [[tzo +yll, st [yl = V3]t.

De acuerdo con la expresién de pg que acabamos de obtener, se tiene que
pe(az) = |a| pp(x) para cualesquiera o € R y z € X. Ademas, pg(z) = 0 si,
y sélo si, x = 0. Por otra parte, la convexidad de E nos dice que la aplicacién
pe es subaditiva. Se trata pues de una norma sobre X que evidentemente

cumple la siguientes desigualdades:
pe(z) < ||z|| < 2pe(x), para todo z € X.
Luego pg es equivalente a la norma de partida. [ ]

A continuacién mostraremos que la esfera unidad de X correspondiente
a la norma pg contiene exactamente dos vértices y el resto son puntos de

suavidad.
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Proposicién 3.9 Sea x € X\{—2x¢,2x¢} con prp(x) = 1. Entonces pg es
suave en x. Ademds, —2xo y 2xo son vértices de E (la bola unidad de X

relativa a pg).

Demostracion:

Consideremos t € R e y € X con (zg,y) = 0, tales que z = txg + y. Es
inmediato, en vista de las condiciones anteriores, que y # 0. Supongamos en
primer lugar que ||ly|| < v/3|t|. En particular, también se tiene que ¢ # 0.
Sea u € X y expresémoslo en la forma u = £xg + w, para convenientes £ € R

y w € X ortogonal a xy3. Dado un nimero real s,
r+su=tryg+y+s(xo+w)=(t+ sz +y+sw

y para s suficientemente pequefio, ||y + swl|| < v/3 |t + s£|. Luego, en virtud

de la proposicién anterior, para tales valores de s

_ [tsé+V3Blly+sw]|
pe(z + su) =  Ha
y asi

. (z4su)—1 _ ¢ V3
lim B2 = 5 E o 57 (v, w)

De forma analoga, si [|y|| > /3 |t| se tiene también ||y 4 sw|| > /3 |t + s¢|

para s suficientemente pequeno y en tal caso pg(x + su) = ||z + sul|. En
consecuencia
: (z4+su)—1 _ /
ling BT = (i w
Finalmente, supongamos que ||y|| = v/3 |t| (puesto que, como ya se dijo,

y # 0, la igualdad anterior garantiza que t # 0). Sean

A = {seR:|y+sw| <V3|t+s]} v
Ay = {seR:|y+swl|>V3[t+sE}.
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Evidentemente 0 € A; N As y A; U A; = R. Por otra parte, las aplicaciones
f1, fo : R — R dadas por

fu(s) = tetliBlvtsul g, (5) = |l + sul|, para todo s € R,

son derivables en cero y es inmediato que f1(0) = f5(0). Ademads, fi y fo
coinciden en A; N A,. De ello se deduce que la funcién f : R — R definida
por

fi(s) si se A

fa(s) si s € Ay
es derivable en 0 con f/'(0) = f{(0) = f5(0). Puesto que f(s) = pg(x + su),

f(s) =

para todo s € R, acabamos de probar que pg es suave en el punto x (no se
olvide que u es arbitrario en el razonamiento anterior).

En definitiva, dado © = txg+y € X\{—2x0, 220} con pg(x) = 1, se tiene,
en efecto, que pg es suave en el punto x. Ademads, si z* es el correspondiente
funcional de soporte (z*(x) = 1 = |||z*|||, siendo ||| - ||| la norma dual de pg),

se verifica que

e+ B ) syl < VI

ER s Iloll > V3l

para todo u = £xp +w € X.
A partir de lo anterior, es facil encontrar también funcionales de soporte
en el punto 2xy. Concretamente, cualquiera que sea a € X con |la]] < 1y

(a, o) = 0, la aplicacién =¥ : X — R dada por
zh(Emo +w) = § + ? (a,w) (£ €R,we {m}h)

es un funcional de soporte en el punto 2x,.
Fijemos un mimero real £ y un vector w ortogonal a xg. Si % ({xo+w) = 0,

para todo a € X con ||a|| < 1y (a,z0) =0, entonces £ = 0 (lo que se obtiene
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aplicando la hipétesis con a = 0) y en consecuencia (a,w) = 0, para todo
a € {zo}*. En particular, (w,w) = 0 y asi w = 0. Por tanto, los funcionales
de soporte (correspondientes a la norma pg) en el punto 2x, separan los
puntos de X y queda probado de este modo que 2x( es un vértice de F. Lo

mismo ocurre naturalmente con el punto —2x. [ |

Corolario 3.10 Todo espacio prehilbertiano real admite una norma equiva-
lente con respecto a la cual cada isometria lineal (no necesariamente sobreyec-
tiva) tiene un punto fijo de norma uno o transforma un punto de norma uno

en su antipoda.

Demostracion:
El resultado es trivialmente cierto en el caso uno-dimensional. De acuerdo
con esto y con el desarrollo anterior, sea X un espacio prehilbertiano real de

dimensién mayor o igual que dos (finita o infinita), xy € Sk,
E = co(Bx U {—2x0,2x0})

y pg el funcional de Minkowski del conjunto E. Enseguida veremos que la
norma pg cumple lo pedido. Consideremos pues una aplicacién lineal v, de
X en X, tal que pg(v(x)) = pr(z), para todo x € X (una isometria lineal
para la norma pg). Entonces v transforma cada vértice de la bola unidad
de X, para la norma pg, en un vértice de la bola unidad del subespacio
v(X) (para la misma norma). En particular, v(2z9) es un vértice de la
bola unidad de v(X) para la norma pg. Por otra parte, de acuerdo con la
proposicién anterior, (X, pg) es suave en todo punto de su correspondiente
esfera unidad que sea distinto de 2zy y —2zy. Evidentemente lo mismo ocurre
con cualquier subespacio de X. Luego si un subespacio de dimensién mayor o

igual que dos de X posee vértices en su bola unidad (relativa a pg), éstos han
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de ser necesariamente los puntos 2xy y —2x¢. En consecuencia, v(2zq) = 2z,

6 v(2z9) = —2xp. [

El tipo de construccién del ejemplo anterior no nos ofrece la misma con-
clusién para un espacio normado arbitrario X. Esto puede verse considerando
por ejemplo (R? || - [|;). Sin embargo, todo parece indicar que debe ir bien
con cualquier espacio normado suave. Enseguida confirmaremos este punto
inspirdndonos en la renormacién anterior pero modificindola conveniente-
mente con objeto de simplificar los célculos. El desarrollo precedente queda
pues como una motivacién, interesante a nuestro juicio en si misma, de lo
que sigue.

Sea pues X un espacio normado real. Supongamos que X es suave y sea

T € Sx. Es sencillo comprobar que la aplicacién ||| - ||| : X — RJ dada por

42 2
[[tzo + y]|| = MEVEHIE - (1 e Ry e V),

2

donde Y es un complemento topoldgico de lin{zp} es una norma sobre X
equivalente a la de partida.
Las secciones bidimensionales de la bola unidad de (X, ||| - |||) que con-

tienen a x( se ilustran mediante la siguiente figura:

Figura 3.5

Como ya hemos indicado, el Corolario 3.10 admite la siguiente generali-

zacion:
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Teorema 3.11 Todo espacio normado real y suave puede renormarse de
modo que cada isometria lineal posea un punto fijo de norma uno o trans-

forme un punto de norma uno en su antipoda.

Demostracion:

Sean X un tal espacio, o € Sx y ||| - ||| la norma anteriormente definida.
Consideremos = € X \{—xo,zo} tal que |||z|]|| = 1. Dadost € Rey € Y con
x = txg+y, se tiene necesariamente que y # 0. Fijemos un vector u = £xg+w

donde £ € R y w € Y. Entonces cualquiera que sea s € R,

2 2
o+ sulll = 11 + s}z + y + sl | = L A0 el
Puesto que ||| es suave en y, existe un unico y* € X* con ||[y*|| =1 = y*(”—zu)
Ademds y* es la diferencial de Gateaux de ||-|| en el punto y. Esto es,

oy swl — ]
s—0 S

y*(w) , para todo w € X.

Siwe X ye:R—Res la aplicacién dada por ¢(s) = ||y + sw|| , es obvio
que ¢ es derivable en cero con ¢'(0) = y*(w). De ello se sigue claramente que
la funcién s — |||z + sul||, de R en R, es derivable en cero y que su derivada
en dicho punto viene dada por

po e sull =1

1 sl s o
o5 s =+ RV Wt T (39)

Puesto que u es arbitrario, de lo anterior se deduce que ||| - ||| es suave en .
Por otra parte, la igualdad (3.3) permite encontrar funcionales de soporte
en el punto xz( relativos a la norma ||| - |||. En concreto, para cada y* € X*

con ||y*]| <1y y*(zo) =0, la aplicacién z* : X — R dada por

Exo+w) =L p e (EeRweY) (3.4)
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es un tal funcional. En efecto, x*(z¢) = %(0) +1 =1y ademéds dados un

numero real £ y un vector w € Y

. “(w “w wl | /AP
" (6o + )| = |42+ ] < [0 + g < Ll + LR — ljey + |
con lo que |||z*||| = 1.

Para comprobar que x, es un vértice de la bola unidad de (X, ||| - [||),

fijemos un nimero real ¢ y un vector w € Y. Supongamos que z*(£xo+w) = 0,
para todo z* como en (3.4). Entonces ¢ = 0 (lo que se obtiene considerando el
caso y* = 0) y en consecuencia y*(w) = 0, para todo y* € X* con y*(zg) = 0.

Si fuese w # 0, existirfa un funcional y* € X™* tal que
Y (x) =0 e y"(w)=d(w,linzy) >0,

pero esto es incompatible con la hipétesis anterior. Por tanto w = 0 y asf los
funcionales de soporte (correspondientes a la norma ||| - |||) en el punto xg
separan los puntos de X. Por consiguiente, xq es un vértice de £ y lo mismo
ocurre, naturalmente, con el punto —zxy. Razonando como en el Corolario
3.10, concluimos que toda isometria de (X, ||| - |||) en si mismo fija el punto

Zo 0 lo transforma en su opuesto. [ |

Como consecuencia inmediata, todo espacio normado real de dimensién
finita puede renormarse con la propiedad citada en el teorema precedente y
queda pendiente una cuestion que constituye un interesante problema abierto.
Se trata de analizar si de hecho, cualquier espacio normado real admite una
renormacion en el sentido indicado.

Pero atin nos parece més sugestiva la posibilidad de renormar un espacio
real de modo que existan isometrias lineales que no posean puntos fijos ni
antifpodas aproximados en su correspondiente esfera unidad. En el caso finito

dimensional, esto es posible si, y sélo si, la dimensién es par. De hecho, ya
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habfamos comentado que si X es un espacio normado de dimensién impar,
cualquier aplicacién meramente continua de Sx en Sy posee un punto fijo
o transforma un punto en su opuesto. Por otra parte, si X es un espacio
normado de dimensién par, entonces X es isomorfo a R?* para conveniente

k € N y basta tener en cuenta que la aplicacién

(xla cooy Thy Tl 1y - - - 73:2]6) = (-Tk+1> sy L2k =L,k _xk)>

de R?* en R?*, es lineal e isométrica y no posee, como ya habfamos dicho,

puntos fijos ni antfpodas aproximados sobre la esfera unidad de R?.






Capitulo 4

Estructura extremal de los
espacios de funciones

uniformemente continuas

La distincién entre espacios de funciones continuas y espacios de funciones
uniformemente continuas carece de contenido si el estudio se limita a la con-
sideraciéon de compactos como espacios de salida. Tal limitaciéon impide la
obtencion de resultados de indudable interés desde el punto de vista geomé-
trico e incluso en el d&mbito de la topologfa infinito-dimensional. Para ser
més claros, un ejemplo especialmente relevante es C'(Bx, X), el espacio de
las funciones continuas y acotadas definidas en la bola unidad de un espacio
normado X y con valores en X. Si X es infinito-dimensional, el espacio de

salida Bx no es compacto.

Por otra parte, la consideracién de espacios topoldgicos no compactos
confiere pleno sentido a la distincién entre los espacios de funciones continuas

y los espacios de funciones uniformemente continuas.

A partir de este momento, M serd un espacio métrico (no necesariamente
compacto) y X un espacio normado. Mediante el simbolo U(M, X), deno-

taremos el espacio de las funciones uniformemente continuas y acotadas de

87
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M en X con la norma uniforme:

1fI} = sup {[LF @) - ¢ € M}

Las diferencias geométricas entre espacios del tipo C(M, X) y U(M, X),
anteriormente aludidas, pueden evidenciarse incluso en el caso X = R. Para
ponerlo de manifiesto, sea por ejemplo M = {(¢,0) : t € R}U{(¢,¢") : t € R}
con la distancia inducida por la de R?. El espacio C'(M, R) tiene exactamente
cuatro puntos extremos mientras que U(M,R) tiene sélo dos, la funcién
constantemente igual a uno y su opuesta.

En este capitulo analizamos la estructura extremal de los espacios U (M, X)
y obtenemos aplicaciones a la teoria de retracciones en espacios de Banach
de dimensién infinita.

Msds adelante, a medida que avance la exposicién, anadiremos algunos
comentarios que, en particular, precisan las condiciones que impondremos al
espacio X. El propésito es sencillamente, que tales restricciones aparezcan

de forma natural.

4.1 Algunos hechos basicos sobre puntos ex-
tremos y retracciones en espacios de Ba-

nach

Sea X es un espacio normado real o complejo. Es bien conocido que si X es
finito-dimensional, Bx = co(Fx). Sin embargo, existen espacios de Banach
(de dimensién infinita) X tales que Ex = (), como ocurre por ejemplo si
X =¢o 0 Ly([0,1]).

Sea T un espacio topoldgico y, como siempre, C(T, X) el espacio de las
funciones continuas y acotadas de T en X con la norma uniforme.

Cabe calificar de ingenuo cualquier intento de describir a plena generali-

dad, es decir, sin mds condiciones que las ya expresadas, los puntos extremos
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de la bola unidad de C(T, X). Piénsese sin ir més lejos que tal pretension es
tan ambiciosa como intentar caracterizar los puntos extremos de cualquier
espacio normado X.

En cambio, parece més sensato intentar relacionar la existencia y descrip-
cién de puntos extremos en Bc(r x) con la geometria de la bola unidad de
X.

El primer paso consiste en detectar condiciones necesarias para que un
elemento de C(7, X) sea un punto extremo de su bola unidad. En este sen-
tido, hemos aislado una propiedad elemental pero muy eficiente que verifican,
al menos, los subespacios de C(T, X) que nos interesan.

Para agilizar la exposicién, dado un subespacio Y de C(T, X), diremos
que Y tiene suficientes funciones no nulas, si se verifica la siguiente condicién:
para cada f € Y y cada ty € T, existe una aplicacién (no necesariamente
continua) g : T'— Bx de modo que g(ty) # 0 y la funcién determinada por
t— (1—|[f(®)])g(t), de T en X, pertenece a Y.

A modo de ejemplo, observemos que el propio espacio C (T, X) tiene sufi-
cientes funciones no nulas. Basta considerar un punto xy € Sx y, como g, la
funcién constantemente igual a zy. En este caso, una misma aplicacién g es
valida para toda f € C(T,X) y todo ty € T. Tenemos de paso una idea de
lo escasamente restrictiva que es la propiedad anterior. Si T = M, lo mismo

ocurre con U(M, X).

Proposicién 4.1 Sea Y un subespacio de C(T, X) con suficientes funciones

no nulas y e € Ey. Entonces ||e(t)|| = 1 para todo t € T.

Demostracion:
Dado ty € T existe, por hipétesis, una aplicaciéon g : T' — Bx con

g(to) # 0y tal que la funcion ¢ — (1 —||e(t)||)g(t), de T en X, pertenece a Y.
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Es claro entonces que las funciones fi, fo : T — X dadas, para cada t € T

por las igualdades

[®) = e() + (1 = [le@)])g(?)
f(t) = e(t) = (1= [le®)])g(?)

son elementos de Y. Ademéds, || fi(t)|| < |le(t)]| +1 — |le(t)|| = 1, para todo
t € T. Luego || f1]| < 1 y andlogamente ||f2|| < 1. Puesto que e = %&,
se tiene que f1 = fo = ey asi (1 — |le(t)|)g(t) = 0, para cada t € T. Asi
pues, (1 —|le(to)|])g(to) = 0y como g(ty) # 0 se tiene que |le(ty)|| = 1. Esto

concluye la demostracién en virtud de la arbitrariedad de t,. [ ]

En particular, de acuerdo con el comentario que precede a la proposicién
anterior, cualquier punto extremo de la bola unidad de C(T, X) o de U (M, X)
toma sus valores en la esfera unidad de X.

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto en general. De hecho,
si Y contiene a las funciones constantes (lo que ocurre por ejemplo para
Y =C(T,X)o,enel caso T = M, para Y = U(M, X)) y existe un punto
xo € Sx\FEYx, la funcién e : T — X dada por

e(t) = xg, paratodot € T,

satisface la tesis de la proposicién y evidentemente e ¢ Ey.
Sin embargo, si el espacio X es estrictamente convexo, los puntos ex-

tremos de Y quedan perfectamente descritos como vemos a continuacién.

Corolario 4.2 Sea Y un subespacio de C(T,X) con suficientes funciones

no nulas y e € Y. Consideremos las siguientes condiciones:

i) e(t) € Ex, para todo t € T.



Seccion 4.1. Puntos extremos y retracciones en espacios de Banach 91
it) e € Ey.
iii) |le(t)]| = 1, para todo t € T.

Entonces i) = ii) = iii) y si X es estrictamente convexo las tres condi-

ctones son equivalentes.

Si L es un espacio topolégico localmente compacto de Hausdorff, un subes-
pacio importante de C(L, X) es Co(L, X), el espacio de las funciones conti-

nuas f: L — X que se anulan en el infinito:

Dado € € R existe un compacto K C L tal que || f(t)|| <e, Vt € L\K.

La acotacion de los elementos de Cy(L, X) es automdtica. En el caso de que
X sea el cuerpo de escalares, escribimos solo Cy(L).

A continuacién mostraremos que Cy(L, X) tiene suficientes funciones no
nulas. En efecto, sea f € Cy(L,X) y observemos que si ¢ es una fun-
cién continua y acotada, definida en L y escalarmente valuada, entonces ¢ f
pertenece a Cy(L, X). Como consecuencia, basta mostrar que dado ¢y € L,
existe g € Bey(r,x) tal que g(tp) # 0. Para ello consideremos un entorno U
de to tal que U es compacto y sea n : L — [0, 1] una funcién continua con
n(te) = 1y n(t) =0, para todo t € L\U (en particular n(t) = 0, para todo
t € L\U). Dado un punto 2y € Sy, la aplicacién g : L — By dada por
g(t) = n(t)xo, cumple lo deseado.

De este hecho se deduce inmediatamente el siguiente resultado perfecta-

mente conocido.

Corolario 4.3 Supongamos que Ec, x) # 0. Entonces L es compacto.
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Demostracién:
Supongamos que existe e € Egyz,x). Como Cy(L, X) tiene suficientes
funciones no nulas, la Proposicién 4.1 garantiza que |le(t)|| = 1, para todo

t € L. Por otra parte, existe K C L compacto tal que
te L\K = |le(t)| < 1.

Puesto que la tesis de la implicacién anterior no se cumple en ningin punto

t, necesariamente L = K y L es compacto. ]

En consecuencia, si L es localmente compacto pero no compacto entonces
Ecyr,x) = 0.Y el que hemos mencionado es el caso realmente representativo
para los espacios Cy(L, X) pues si L es compacto, estarfamos hablando de
C(L,X).

En particular los espacios Cy(N, X) y por tanto ¢y carecen de puntos
extremos en su bola unidad.

Es natural plantearse si la ausencia de puntos extremos en la bola unidad
de un espacio X la heredan los espacios C(T, X). En el caso concreto del
espacio C'(K, ¢y), donde K es un espacio topolégico compacto de Hausdorff,

la respuesta es afirmativa como se deduce del siguiente resultado.

Proposicién 4.4 Los espacios C(K,cy) y Co(K x N) son isométricamente

isomorfos.

Demostracion:

Dado f € C(K,c), sea g : K x N — K la aplicacién definida por
gr(t,n) = f(t)(n), para todo (t,n) € K x N. Consideremos un nimero real
positivo €. Dado un punto ¢ € K, existe un entorno abierto U; del punto ¢ de

modo que

se U= |lf(s) = FOI < 3.
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Sea {t1,...,t,} C K con |J;_, U;, = K. Evidentemente existe m € N tal que
neN,n>m=|[f(t;)(n)| <3, paratodojc {1,...,p}.

Pongamos @Q = K x {1,...,m} y fijemos un par (s,n) € (K x N)\Q. En-
tonces n > m y existe j € {1,...,p} tal que s € U, -
Luego [ f(s) — f(£;)]| < 5, es decir,

max{|f(s)(n) = f(t;)(n)] : n € N} < 3.

Dado que n > m,

l9¢(s,n)| = [f(s)(n)] < |f(s)(n) = f(E;) ()| + [f(£)(n)] < 5+ 5 =&

Se prueba asi que g5 € Co(K x N).

La aplicacién f — gr, de C(K,¢y) en Co(K x N), es claramente li-
neal. Para ver que la aplicaciéon anterior es sobreyectiva consideremos h
perteneciente a Cy(K x N). Dado t € K, sea f(t) : N — R la aplicacién
definida por

f(t)(n) = h(t,n), para todo n € N.

Veamos que f € C(K,cg). Si e € RT, existe un compacto @ C K x N de tal
forma que si (t,n) € (K x N)\@, entonces |h(t,n)| < €. Recurriendo a las
proyecciones de K x N sobre K y N, vemos inmediatamente que existe un
compacto K7 C K y un natural m tales que Q C K; x {1,...,m}. Asi pues,
sin e Nyn>m+1,es claro que (t,n) ¢ Q y por tanto

[F(@)(n)] = [h(t,n)] <e,

lo que prueba que f(t) € .
Comprobemos ahora que f, como aplicacion de K en c¢g, es continua.

Para ello, fijemos un punto ¢y, € K. Sea nuevamente € € RT y, como antes,
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consideremos un compacto K; C K y un natural m, de modo que, para

Q= K; x{1,...,m}, se tenga
|h(t,n)| < %, cualquiera que sea (¢t,n) € (K x N)\Q.

Dado n € N, existe un entorno U,, del punto ty tal que

t € U, = |h(t,n) — h(to,n)| < e.
Consideremos U = U; N ---NU,,. Dado t € U se tiene que

|h(t,n) — h(ty,n)| < e, para todon € {1,...,m}.
Ademas, dado un natural n > m, se tiene claramente que
(t,n), (to,n) € (K x N)\Q
y, €n consecuencia
|h(t,n) — h(to,n)| < |h(t,n)| + |h(to,n)] < e.

Acabamos de probar que, dado t € U, |h(t,n) — h(ty,n)| < &, para todo
n € N. Es decir,

|(f(t) — f(to))(n)| < &, para todon € N

y ast [|[f(t) = f(to)]| <e.
Es obvio, por otra parte, que g5 = h.
Finalmente, la aplicacién f +— gy, anteriormente definida, es una isometria.

Para ponerlo de manifiesto, sean f € C(K,cy) y t € K entonces

lf(t)(n)| = |gr(t,n)] < |lgs]|, para cada nimero natural n,
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con lo que [|f(t)|| < |lgr]| v en virtud de la arbitrariedad de ¢, || f]| < |lgf]| -

Por otra parte,
g5t )| = F@) ()] < IF@OI < [If]], para todo (,n) € K x N
y ast |lg]| </ f]|. En consecuencia, || f|| = ||g¢|| , para todo f € C(K,¢). m

Como K x N es localmente compacto no compacto, los dos resultados
anteriores ponen de manifiesto que C(K, ¢g) no tiene puntos extremos.

A pesar de ello, no parece prudente conjeturar que la condiciéon Ex = ()
implique, con cardcter general, Ec(r,x) = (). En este sentido, cabe mencionar
un ejemplo debido a Blumenthal Lindenstrauss y Phelps, en el que se pone de
manifiesto la existencia de una norma ||-|| en R* y una aplicacién f, de [0, 1]
en X, donde X = (R%,||:||) de modo que f es un punto extremo de la bola
unidad de C([0, 1], X) y sin embargo f(t) ¢ Ex, para todo t € [0,1] (véase
[5]). Asf pues, aunque Ex # () por ser X finito-dimensional, no se hace uso
de los puntos extremos de la bola unidad de X para obtener la aplicacion f.

Puesto que, cualquiera que sea el espacio métrico M, U(M, X) tiene sufi-
cientes funciones no nulas, para todo espacio normado X, el Corolario 4.2 nos
proporciona una ttil descripcion de los puntos extremos de la bola unidad de
U(M, X) en caso de ser X un espacio estrictamente convexo. Tenemos asi
una primera justificacién para exigir en lo que sigue la estricta convexidad de
X. Pero, hemos de senalar ademads que esta hipétesis, o mds exactamente, la
convexidad uniforme de X, desempenars un importante papel independiente
de lo que es la mera descripcién de los puntos extremos.

El estudio de la estructura extremal de los espacios de funciones continuas
que toman valores en un espacio normado infinito-dimensional X, estd inti-
mamente relacionado con la posibilidad de expresar la aplicacién identidad

en la bola unidad de X (que denotaremos por Ix) como una combinacién
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convexa de retracciones continuas de la bola unidad en la esfera unidad de

X. Més concretamente:

Proposicion 4.5 Sea X un espacio normado estrictamente convezxo e
Y = C(Bx,X) (resp. U(Bx,X)). Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
i) By = co(Ey).

it) Ix es combinacion convezxa de retracciones continuas (resp. uniforme-

mente continuas) de la bola unidad sobre la esfera unidad de X.
Ademds, en caso afirmativo, X es infinito-dimensional.

Demostracion:
Supongamos que By = co(Fy). En particular, existen Aj, Ag,..., A\, en

10,1 con Ay + Ao+ -+ X\, =1y 7r,79,...,7, € By tales que
IX:)\1T1+)\2T2+"'+>\nTn.

Teniendo en cuenta el Corolario 4.2, ||r;(z)|| = 1, para cada x € Bx y cada
i€{1,2,...,n}. Laigualdad x = A\yri(z)+Aore(z)+- - -+ N1y (), vélida para
todo x € Bx y en particular para todo x € Sy, permite deducir, haciendo
uso de la estricta convexidad de X, que x = r(z) = ro(z) = -+ = r,(2),
para todo = € Sy. Asf pues, cualquiera que sea i € {1,2,...,n}, la aplicacién
7r; €s una retraccién continua (resp. uniformemente continua) de Bx sobre
Sx.

Reciprocamente, supongamos que existe un nimero natural n y, para
cada i € {1,2,...,n}, un escalar \; € |0,1] y una retraccién continua (resp.

uniformemente continua) r; : Bx — Sx, tales que

)\1—|—)\2+—|—)\n:1, [X:)\1T1+)\27’2+"'+)\n’rn.
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Dada una funcién f € By se tiene, evidentemente, que
f(x) = ri(f(x)) + Xora(f(2)) + - - + A\prn(f(2)), para todo = € By.

Si para cada i € {1,2,...,n}, ponemos e; = 1; o f, es claro, en vista del
Corolario 4.2, que e; € Ey. Como ademds, f = Aje; + Agex + -+ - + A\yen,

concluimos que f € co(Ey). ]

En el caso Y = C(Bx,X) y con respecto a la tltima parte del enun-
ciado anterior, podemos recordar aqui algo que ya se habia comentado en
el Capitulo I. Concretamente, si X es de dimensién finita, la condicién 1)
no se cumple ya que en caso contrario se tendria dim By < dim X (es bien
sabido que la dimensién topoldgica de un subconjunto con interior no vacio
de un espacio normado finito-dimensional X coincide con la dimensién alge-
braica de X). Alternativamente, es posible justificar la ultima afirmacién de
la proposicién anterior, recurriendo a otro hecho conocido. La esfera unidad
de un espacio normado X de dimensién finita no es un retracto de su bola
unidad. Este iltimo comentario explica la necesidad de la infinitud de la
dimensién de X, también en el caso Y = U(Bx, X).

En el resultado precedente, se puede sustituir la condicién By = co(Ey)
por otro tipo de representaciéon de los elementos de la bola unidad de Y
en términos de sus puntos extremos. Como ejemplo interesante podemos
considerar la propiedad de representacién en series convexas, cuya defini-
cién es facil de adivinar. Con argumentos similares, obtendriamos que dicha

propiedad equivale a la posibilidad de expresar la aplicacién [y en la forma

IX = i )\nrn;
n=1

donde Y ° A\, =1y paracadan € N, \, € [0,1] y 7, es una retraccién

continua (resp. uniformemente continua) de Bx sobre Sx. La interpretacion
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de la suma anterior puede hacerse en la topologia natural de Y, es decir,
en la topologia de la convergencia uniforme en By o incluso cabe una inter-
pretaciéon puntual, en cuyo caso, habria que entender de la misma manera la
propiedad de representacion en series convexas. Otra posibilidad es sustituir
la afirmacién By = co(Fy) por la condicién By = A\ Ey +- - -+ A\, Ey, donde
n €N, \ €]0,1], paracada i € {1,...,n} y A1 +---+ A, = 1 (el natu-
ral n y los escalares Ay, ..., A\, se consideran fijos). En este caso se tendria
Ix = \ir1 + Agrg + - - - + \,1, donde, como antes, cada r; es una retraccion
continua (resp. uniformemente continua) de By sobre Sx.

En la tltima seccién de este capitulo estudiaremos la interaccién entre
la estructura extremal de U(M, X) y las representaciones de la identidad en
Bx como combinacién convexa de retracciones uniformemente continuas. La

convexidad uniforme de X desempenard un papel relevante.

4.2 Construccion de funciones uniformemente

continuas

A continuacién pondremos a punto algunos hechos méas o menos elementales
que facilitardn el uso de las funciones uniformemente continuas.

Comenzamos senalando dos propiedades fundamentales de tales funciones
que complementan la estabilidad de U(M, X) para las operaciones propias
de un espacio vectorial.

Sin: M — R es una funcién uniformemente continua tal que |n(t)| > p
para algin p € R" y todo t € M, entonces % € U(M,R). Por otra parte, si
neU(MR)y ¢ e U(M,X) se tiene que np € U(M, X).

Las mismas afirmaciones son vilidas sustituyendo la continuidad uniforme
por la condicién de Lipschitz (la acotacién habria que mantenerla en los
mismos términos).

Si el espacio métrico admite una descomposicién conveniente, la con-
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tinuidad uniforme para funciones que partan de él, puede derivarse directa-

mente del comportamiento de sus correspondientes restricciones:

Proposicién 4.6 Sean M y N espacios métricos, Ay y As subconjuntos (no
necesariamente disjuntos) de M con M = A; U Ay y supongamos que dados
beRT, ae A ybe Ay cond(a,b) < ¢ existe c € AN Ay tal que d(a,c) <6
y d(c,b) < 6. Consideremos una aplicacion ¢ : M — N con @|a, y ¢|a,

uniformemente continuas, entonces ¢ es uniformemente continua.

Demostracién:
Dado € > 0, la continuidad uniforme de ¢| 4, y ¢| 4, garantiza la existencia

de un nimero real positivo ¢ tal que, dados ¢,t' € A; 6 t,t' € A,

d(t,t") < 6= d(p(t),e(t)) <

DO ™

Consideremos pues t,t' € M con d(t,t') < 6. En vista de lo anterior, podemos
suponer que t € Ay y t' € As. Por hipétesis existe ¢ € A; N A con d(t,c) < 6
y d(c,t") < 6. Es claro entonces que d(p(t), o(c)) < 5y d(p(c),o(t')) < 5 v,

en consecuencia,

d(p(t), p(t') < d(p(t), p(c) +d(w(c), o) <c. =

Merece la pena comentar que retocando convenientemente la hipdtesis
sobre M, el resultado precedente admite una versién para funciones lipschit-
zianas:

Sean M y N espacios métricos, M = A;UAs con A; y As subconjuntos de
M y supongamos que existen p;, po € R tales que, para cualesquiera a € A;
y b € Ay, existe ¢ € AN Ay con d(a,c) < pyd(a,b) y d(c,b) < pad(a,b). Sea
¢ : M — N una aplicacién cuyas restricciones a los conjuntos A; y As sean
lipschitzianas. Entonces ¢ también lo es. En efecto, podemos suponer que
pL > % y que pg > % De este modo, si L; y Lo son constantes de Lipschitz
para ¢|a, v ¢|a, respectivamente, entonces L = (p; + po) max{Li, Ly} es

una constante de Lipschitz para ¢. De hecho, sit € A; y t' € Ay (los casos
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t,t' € Ay yt,t' € Ay soninmediatos), existe c € AjNAy con d(t, c) < py d(t,t)
y d(e,t') < pad(t,t'). Por tanto,

d(p(t), o(t'))

IN

d((t),(c)) + d(p(c), (1))

L1 d(t, C) + L2 d(C, t/)

max{ Ly, Ly} (d(t,c) + d(c,t'))

max{Ly, Lo} (p1 + p2) d(t,t") = Ld(t,t).

INIA IA

Como aplicacién de las observaciones que acabamos de hacer, estudiare-
mos a continuacién las propiedades de una cierta funcién ¢ que desempenara
un papel decisivo en la siguiente secciéon. De paso, damos una primera idea
del modo en el que intervendrén las funciones sin puntos fijos ni antipodas.

Para ello, sea X un espacio normado con dim X > 2 y B un subconjunto

de Bx. En el conjunto M = [0,2] x B consideraremos la distancia que sigue:
d((t,l‘), (Say)) - maX{|t - S| ) ||ZL‘ - y”)}v para todo (t,ZL‘), (87 y) € M.

Evidentemente, podemos descomponer M como unién de los conjuntos
A; =[0,1] x By Ay = [1,2] x B. Veremos enseguida que M cumple tanto
la condicién de la Proposicién 4.6 como la versién correspondiente a las fun-
ciones lipschitzianas.

Sea pues 6 € RY, (t,z) € A1 y (s,y) € Ay con d((t,z),(s,y)) < 6.
Consideremos por ejemplo (1, z) € A;NAs. Teniendo en cuenta quet < 1 < s,

d((t,x), (1,2)) = |t = 1] <[t = s| <d((t,2),(s,9)) <6

d((1,z),(s,y)) = max{|l —s|,[lz —y|} <max{[t —s]|, |z —y[}
= d((t,x),(s,y)) <6.

Utilizando los mismos argumentos, se prueba lo correspondiente a las

funciones lipschitzianas con p; = py = 1.
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Consideraremos ahora un nidmero real p, con 0 < p < 1, y un conjunto
no vacio B tal que p < ||z|]] < 1, para todo z € B. Sea ademds S un
subconjunto de la esfera unidad de X que contenga al conjunto { RS B }
y supongamos que existe una aplicacién uniformemente continua v : S — Sy
tal que

= inf {||v(z) £ z|| : z € S} > 0.

La aplicacién ¢ : [0,2] x B — By dada por

x) = (1—t)||w”—|—tv(”x”) si 0<t
o(t, ) {(2_15)1, ) = (=D st 1<t

||

; (4.1)

/\

es uniformemente continua puesto que lo son sus restricciones a los conjuntos
Ay =1[0,1] x By Ay = [1,2] x B (ténganse en cuenta los comentarios que
aparecen al principio de esta seccién y por supuesto la proposicién anterior).
Si v es de hecho Lipschitziana se tiene del mismo modo que ¢ también lo
es.
Anadimos ahora una sencilla observacién sobre la estabilidad para co-

cientes de las funciones uniformemente continuas:

Proposicion 4.7 Sean M un espacio métrico, f,g : M — R uniforme-

mente continuas (resp. f,g : M — R lipschitzianas) y supongamos que

existen p1, ps € RT tales que |g(z)] > p1 y % para todo © € M.
Entonces la aplicacion © — %, de M en R, es uniformemente continua

(resp. lipschitziana).

Demostracion:
Teniendo en cuenta la continuidad uniforme de f y de g, dado € > 0 existe
6 > 0 de tal modo quesiz,y € M yd(z,y) < 6, entonces | f(z) — f(y)| < p1 3

y lg(z) — g(y)| < B 5. Asf pues,

I~

f@)

9(y)

(z

—

o z)g(y) o g(x)g(y)

Q
—~
N

_ ‘ f(:v)g(y)ff(y)g(m)

— )f(m)[g(y)*g(w)Hg(w)[f(fv)*f(y)}

f(z)
S e

s 19W) = g@)| + o [ (@) = fly) < e
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I
g
Si f y g son lipschitzianas y Ly, L, son constantes de Lipzschitz para

y, en consecuencia, £ es uniformemente continua.

tales funciones, razonando como antes,

<

(z

T

—

— % < (Z—f Ly, + pil Ly)d(x,y), para cualesquiera z,y € X

N

Q
—~

y asf g es lipschitziana. [ ]

El resultado precedente garantiza en particular que si X es un espacio
normado y A, B son subconjuntos no vacios de X tales que d(A, B) > 0, la

aplicacién A : X — [0, 1] dada por

d(xz, A)

Al) = d(z,A) + d(z, B)

, para todo x € X

es lipschitziana. Notese que, si z € X,

d(xz,A) +d(z,B) > d(A, B) > 0, I A) £ d@ B) =

y, ni que decir tiene, que la aplicacién = — d(z, A) es lipschitziana para
cualquier conjunto no vacio A C X (|d(z,A) —d(y,A)| < d(z,y), para
cualesquiera x,y € X).

Si ahora f : M — X es uniformemente continua y A; = f~1(A) # 0, la
aplicacién # = X o f posee la siguiente propiedad: para todo £ > 0, existe
6 > 0 tal que

te M,d(t,A) <6=10(t)] <e. (4.2)

Se trata de una condicién que, adaptada de forma natural a la situacién
vectorial que nos ocupa, resulta 1til para definir funciones uniformemente
continuas.

Concretamente, supongamos que M = A; U A, donde A; # () # As y sea

w : As — X una funcién uniformemente continua que verifique lo siguiente:

i) Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||w(t)|| < e, para todo t € Ay con
d(t, Al) <.
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ii) w(t) =0, para todo t € A; N As.

Bajo tales circunstancias, el resultado que exponemos a continuacién es

de comprobacion inmediata.

Proposiciéon 4.8 Dada una funcion f : M — X uniformemente continua,

la aplicacion g, de M en X, definida por

g(t) =

f(@) si te A
ft)+w(t) si te A

también lo es.

4.3 Una version vectorial del Teorema de

Russo - Dye

Uno de los trabajos mds importantes en relacién con la estructura extremal
de la bola unidad de los espacios de funciones continuas con valores en un
espacio normado X y, desde luego, el que guarda una relaciéon més directa
con la presente seccién, es debido a Morris y Phelps [42, Theorem 4.4]. En
esta referencia, se demuestra en particular, que si K es un espacio compacto
de Hausdorff y X es estrictamente convexo con dim X > 2, la bola unidad
de C(K, X) es la envolvente convexo-cerrada de sus puntos extremos. Nues-
tro objetivo consiste en extender este resultado a los espacios de funciones
uniformemente continuas y acotadas definidas en un espacio métrico M no
necesariamente compacto y con valores en un espacio normado X. En esta
situacién requeriremos la convexidad uniforme de X en lugar de su convexi-
dad estricta. No obstante, probaremos un hecho mas fuerte. Concretamente,

que la bola unidad abierta del espacio Y = U(M, X) estd contenida en la
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envolvente convexa de Fy. Es decir, cada elemento de Y de norma estric-
tamente menor que uno, serd representado como combinacién convexa, finita
de puntos extremos.

Previamente, probaremos que las funciones de norma menor o igual que
uno que omiten un entorno del origen, se pueden expresar como media de
un mimero finito de puntos extremos. En este primer paso, desempenan un
papel decisivo las aplicaciones sin puntos fijos ni antipodas tratadas en el
capitulo anterior.

A continuacién probaremos dos resultados técnicos.

Lema 4.9 Sea X un espacio normado, xq,v € Sx y

a = gmin {[jv — 2|, ||v + o[}

Entonces, dado b € X, se verifica una de las dos afirmaciones siguientes:
i) lo=bl|zayllv+d]| =
i) [|b— || = o y |[b+ 20| = a.

Demostracion:

Suponiendo la negacién de que la afirmacién sea cierta, se tendrian cuatro
alternativas:

a) |[v = bl <ay [[b—zll <a

b) [[v—=0|| <ayl|lb+ x| <a

c) [lv+0ll <ayllb— x| <o

d) [lv+0l| <ay[lb+zol| <o

y todas ellas nos llevan a una contradiccion:

Si se verifica a), entonces ||v — || < ||[v=b||+]]b—xo|| < 2a < |Jv—x0]|.

Si se verifica b), entonces ||v+xo|| < ||v—b||+||b+zo|| < 2a < |Jv+ 20|
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Si se verifica c), entonces |[v+xo|| < [[v+b||+ || —b+zo|| < 2a < [|v+20]|.
Si se verifica d), entonces ||[v—xg|| < [[v+b||+]|| —b—xo|| < 2a < [|v—20]|.

Lema 4.10 Sea Xy un espacio normado real de dimension dos, xqg,v € Sx
tales que v # —x¢, a € [vo,v] y f € X, con ||f|| = 1, ker f =lin{a} y
f(v) > 0. Entonces

f(v) = f(zo) = ¢ min {[jv — zol|, [Jv + o[}

Demostracién:

Seat € [0,1][ tal que a = (1 —t)zg +tv, b= Tarp ¥ consideremos el niimero
real o = 3 min {|[v — zol|, |[v + 2o||}. Obviamente, (1 — ) f(zo) = —tf(v) v,
en consecuencia f(zg) < 0. Supongamos en primer lugar que se verifica la
afirmacion i) del lema precedente: |[v —b|| > a y ||v+b|| > a. Entonces, de

acuerdo con la Proposicion 2.3 se tiene,
f)=f(zo) = f(v) = d(v, ker f) = d(v,lin {b}) > 5 min {|jv=b||,|[v+D[[} > §,

donde por d representamos la distancia de v al subespacio ker f.
Finalmente, si se verifica la afirmacion ii) del lema anterior: ||b—x¢|| > «

y ||b+ zo|| > @, tenemos de manera similar,

f(v) = f(xo)

v

—f(zo) = d(zg, ker f) = d(xg,lin{b})

> dmin{|jzo — b, [lo +bll} > §. =

Consideremos nuevamente un espacio normado real X con dim X > 2 y sea

v: Sy — Sx una aplicacién tal que

po = inf {||v(z) £ z||: x € Sx} > 0.
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Mi4s adelante se requeriran condiciones adicionales sobre v pero, de momento,
no es necesaria ni siquiera su continuidad. Ademds, para los lemas que siguen,
podemos definir la funcién ¢ en un conjunto mas amplio que el que aparecié

anteriormente. Concretamente, para cada (¢, z) € [0,2] x (Bx\{0}) sea

(1—t)ﬁ+tv(ﬁ) si 0<t<1

2—t() —(t—1)% si 1<t<2.

|| Il

p(t,z) =

~—~ 8

Puesto que ¢ omite el origen, podemos considerar W : [0, 2] x (Bx\{0}) — Sx

la aplicacién dada por

ot 7) ara todo (¢, z X
U(t,z) = Toton P todo (t,z) € [0,2] x (Bx\{0}).

Bajo las condiciones que acabamos de citar se verifica el siguiente resul-

tado.

Lema 4.11 Dado un nimero real €, con 0 < & < 2, existe 6 € R" tal que
s, t €10,2], |s —t| >e=||V(s,x) — ¥(t,z)|| > 6, para cada x € Bx\{0}.

Demostracién:

Sea 6 = £° y fijemos un punto z € Bx\{0}. Consideremos entonces el
subespacio Xo = lin {z, v(;5)} v sean s,¢ € [0,2], con |s —t| > e. Supon-
gamos en primer lugar que s,t € [0, 1]. Es claro que uno de ellos, al menos,
es distinto de 1. Sin perder generalidad supondremos t # 1, en cuyo caso,
o(t,z) € [ﬁ,v( Iw\l)[ Sea f € X§ con ||f|| = 1, ker f = lin{¢(t,x)} y

f (U(ITH)) > 0. De acuerdo con el lema anterior,

Por tanto,

(s, 2) = W(t,2)|| > d((s, ), ker f) = |f(U(s,z))| = | L&
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> |f(p(s,2))| = |f (s, 2)) = Fp(t, )]

= (s — O (2) — F(ED)] = e > 6
Supongamos ahora que s,t € [1,2] y, sin pérdida de generalidad que ¢ # 1.
Es claro entonces que ¢(t,2) € Jv(5), —mop]- Considerando f como en el

caso anterior, el lema precedente garantiza que f(v(y3:)) + f(557) = - De

este modo,

W (s, 2) =W (t,2)[[ = [flels,z))] = [f(p(s,2)) = fle(t, 2))]
— (= 9)(F(20)) + £ > 6.
Supongamos finalmente que ¢ € [0,1] y s € [1,2]. Entonces 1 —¢ > 5 6
s—1>s(il-t<Sys—1<g,setendria|s—t|=s—t=s5-1+1—-t<e
en contra de lo supuesto). Nos centraremos en el caso 1 —¢ > 5. Sit > %

sea f como antes y observemos que (1 —1)f(r3r) + tf (v(z)) = 0. Luego

(pues £ <1y —f(jap) = 0). En consecuencia f(v(m)) + f(5p) < 0, de
acuerdo con el lema anterior,
1(s,z) =W (t,z)l[ = [fels, ) = fle(t,z))
- () — fE)

> (1=t)(f(v
Sit < 3seafe Xgconl||f|| =1, ker f=lin{v (—)}yf(H H) > 0. Entonces

A=) f(757) —(s=1)f(7=7)
FE(te) = —Gae >0y f(¥(s,7)) = — e
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Por tanto, haciendo uso de la Proposicién 2.3 tenemos

[[W(s,2) = W(t, )]

AV
~ =
—~
S
—~ o~
Sl
8
~—
|
S
—
»
8
I
=
i
=~
2
|
]
=
W
8
~—
~—

t2)) > (1 - ) () = (L= (g, ker )

&K

VAW,
N[
QL
—
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-
]
—
4
N —~ —~
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—
—
SN—

min{|[o(7&) — ||, () + 711}

N

v
=[S
Vv
|m
o

Il
>

De forma andloga se procede en el caso s —1 > £.

Necesitaremos ademads el siguiente hecho intuitivo:

Lema 4.12 Sea X un espacio normado real con dim X > 2, 0 < py <1y

xg, Vg € Sx tales que ||xo + vo|| > po. Entonces
(1 —t)xo + tvo|| > 2, para todo t € [0,1].

Demostracion:
Supongamos en primer lugar que 0 < ¢t < %— %0. Entonces 0 < 2t <1— ’%40

y asi —1 +% < =2t <0, de donde % < 1-—2t <1. Con esto, se tiene que
(1 = t)zo + tvol] >1—t—t=1-2t> 2.

Supongamos ahora que % -8 <t< % y sea z = (1 — t)xqg + tvg. Eviden-
temente z = (1 — 2t)x + 2t””0—;r”0. Ademés, es claro que 1 — 2 <2t <1, de
donde —1 < -2t < -1+ 2 yasi 0 <1 -2t < £ Con esto, se tiene que

s o = s avmg (1= 2y = 1 - 2 — )
~ -z <i-a<y
Asi,
ol = o 2 g g o -] > 8- =
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Supongamos ahora % <t < % + %’ y sea

I0+U0

z = (1 — t).fo + tvo = (2 — 2t> + <2t — 1)1)0

como antes. Ademds 1 <2t <1+ 2, dedonde 0 <1 -2 <2-2t<1y

0<2t—-1< % < 1. Con esto, se tiene que

|zofte — || = ||zt — (2 - 26) 2ot — (2 — 1)y

= ||(1 =2+ 2t)%ef — (2t — 1)uo|
= |2t = D)= —wo)|| = || (2t — 1)z

< 2t-1<2.
De este modo,

o = o = g | > g — - 2 >

)
1S
(=]
NS

Finalmente, supongamos % + %0 <t < 1. Entonces 1 + 2 <2t <2y asi

1
2 <2t —1 < 1. Por tanto,
(1= t)zg+tvo|| >t —(1—t) =2t —1> 2 m

En el siguiente resultado intervienen por fin dos elementos cruciales de
la memoria. La desigualdad de la semicircunferencia y las aplicaciones uni-
formemente continuas entre esferas sin puntos fijos ni antipodas aproximados.
A todo ello se superpone, como enseguida veremos, la hipétesis de convexidad

uniforme.

Proposicion 4.13 Sea X un espacio normado uniformemente convexo de

dimension distinta de uno, xo € Sx, p €]0,1[ y

B={x € Bx :d(x,[0,z0) > p)}.
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Entonces existen aplicaciones uniformemente continuas ¢1,¢2 : B — Sx
tales que

z =3 (¢1(2) + ¢a2(z)), para todo x € B.

Demostracién:
El Teorema 3.4 garantiza la existencia de una aplicacién uniformemente
continua v : Sx\B(xg, p) — Sx sin puntos fijos ni antipodas aproximados.

Definamos

po = inf {|Jo(z) £ 2| -z € Sx\B(z0,p)}

y sea ¢ : [0,2] x B — Bx la funcién dada por

(1 —t)= + to(5) si 0<t<1

|z [l

(2 -t ”%H)—(t—l)i si 1<t<2.

[Eq] - =

(p(t,:l?) =

Tal como se indicé en (4.1), la funcién ¢ es uniformemente continua. Ademds,
teniendo en cuenta el lema anterior, ¢ omite un entorno del origen. Concre-
tamente, ||o(t,z)|| > 2, para cada (t,z) € [0,2] x B. Asf pues, podemos

concluir que la aplicaciéon ¥ : [0,2] x B — Sx definida por

U(t,z) = (2, V(t,z) €0,2] x B

es uniformemente continua.
Fijemos ¢ €10, 2]. Por el Lema 4.11 se obtiene un mimero real § > 0 tal

que
s, t€100,2], |[s—t| >e=||V(s,x) — ¥(t,z)|| > 6, paratodo x € B.

Por otra parte, la convexidad uniforme de X garantiza la existencia de

un nuimero real 3, con 0 < # < 1, de modo que

zweSx:|lz—w||>6= |2 <1-28
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Por tanto,

s,t € [0,2], |S—t]25:1_‘)w

> (3, para todo x € B.

Consideremos ahora x € B y definamos X = lin{z, v(ﬁ)} Sea ademads
z* € X{\{0} con kerz* = lin{z} y x*(v(ﬁ)) > 0.

Obviamente, ¥(t,x) € S(z*), para todo t € [0,2]. En virtud del Teorema

).

2.6, cualesquiera que sean s,t € [0, 2],

122 — ¥(s,2)|| — |22 — (¢, 2)|]| > ¢ (min{1, ||2m||2}) (1 B H‘I/(s,m);rllf(t,x)

1
6
Por tanto, para |s —t| > €

122 — W(s,z)|| — |22 — V(¢ 2)||| > gmin{1,4p2}, para todo x € B.
En definitiva, dado ¢ €0, 2], existe n > 0 tal que

reB, ste0,2], [s =t >e=[[22 = V(s,2)| — |22 =V (L, 2)|[| = n.

(4.3)
En particular,
r € B, s,t€l0,2], s#t =20 — V(s,x)|| # |]22 — V(t,2)||. (4.4)
Sea x € B. Entonces,
122 — W(0, 2)]| = |12 — 20| = || 22| = p2yjo) — 1 < 1.
Ademis,
122 =W (2,2)|| = |22 + gl = 2l]z][ +1 > 20+ 1 > L.
Como consecuencia, existe ¢ € [0,2] tal que ||2z — U(¢, x)|| = 1. Teniendo en

cuenta (4.4), ¢ es tnico y lo denotaremos por t(z).
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Nuestro objetivo es probar que la aplicacién x — t(z), de B en [0, 2], es
uniformemente continua.
Sea ¢ €]0,2] y n > 0 como en (4.3). Haciendo uso de la continuidad

uniforme de ¥ obtenemos un nimero real positivo §, tal que
t€[0,2], z,y € B, |lz—yl| <bo=[l[2z —V(t,2)|| — [[2y — ¥(t, )|l | < 3

Por lo tanto, dados z,y € B con ||z —y|| < do v s,t € [0,2] con |s —t| > ¢,
tenemos | [[2z — (s, z)|| — [[2y — V(¢ y)|[ | =

= |12z = W(s,2)[| = [|22 = V(¢,2)[| + [|2z — ¥(t, 2)|[ — [|2y — V(t,y)][ |
2 |22 =W (s, 2)|| = |[22 = V(¢ 2)|[ | - [[[22 =V (¢, 2)|[ - |2y = (&, )| | > 7
Ast, para € €]0,2], existen 8y, € RT tales que
z,y € B, s,t €10,2], ||z —y|| < bo, |s—1t] >e=

= [[[2z = W(s,2)|| - [[2y = ¥ (t,y)l|[ > 3

Supongamos que la aplicacién x +— t(x) no es uniformemente continua.
Entonces, existe un nimero real ¢ €10,2] y dos sucesiones {z,} e {y,}, de
elementos de B, tales que {z, — yn} — 0y |t(z,) — t(yn)| > €, para todo
n € N. Sean ¢y y 7 los nimeros reales positivos correspondientes a e de
acuerdo con la argumentacion precedente. Si n es un nimero natural tal que

||zn — ynl| < o, entonces

0 = [[[22n — W(t(zn), zn)|| = |12yn — ¥ (E(yn), yu)ll| > 3.

La contradiccién muestra que x — t(x) es uniformemente continua. Por

tanto, las aplicaciones ¢1, ¢ : B — Sx dadas por

O1(z) = Y(t(x),x), ¢o(x) =22 — VU(t(z),x), para cada x € B
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son uniformemnente continuas y evidentemente x = w, para cada

T € B. ]

A continuacién, una observacién geométrica:

Lema 4.14 Sea X un espacio normado, xo € Sx y &g € |0, 1[. Consideremos
a,b € Sx y supongamos que, dado k € {1,2}, existen s, & € [0,1] tales que
(1 = sk)a+ sib + (=1)*&ao|| < 2. Entonces ||a + b < &o.

Demostracion:

Veamos en primer lugar que existe s € [0, 1] tal que

(1 —s)a+ sb|| < <.

Puesto que esto es evidente si & 4+ & = 0, supondremos que & + & > 0. Para

k=1,2, sea xp = (1 — s)a + sxb. Entonces

&2 &2 _ _& & &
+ fie U1 Gie 9%t pig &% T aig ”"2H

&1+6& 1

£1+§ H -

< a2 o — Gamoll + g8 mo + 22l < g5 % + 253 = 9

y por tanto basta poner s = %2—52

Siz = (1— s)a+ sb, es claro que
s = |lsbl = llz = (L =s)al| =1 —s = [lz] > T =5 — 3.

Por tanto s > % — £

2. De forma andloga

s<|z]|+1-s<2+1-5

yasis <1 5 + 3. Luego |s — —| < £y de este modo

g0
8

la+b|=2]—(1—s)a—sb+z||=2|(G—-1+s)a+ (3 —s)b+a
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<2‘8——‘+|S——|—|—Hl‘“ —4‘8——‘—{—2”1‘”<50 D=¢g. m

Probamos ya uno de los resultados que habifamos anunciado al comienzo

de esta seccion.

Proposiciéon 4.15 Sea M un espacio métrico, X un espacio normado uni-
formemente convexo de dimension mayor o igual que dos y f una aplicacion
uniformemente continua de M en Bx. Supongamos que existe ey €0, 1] tal
que || f(t)|| > €0, para todo t € M. Entonces f es la media de cuatro puntos
extremos de la bola unidad de U(M, X).

Demostracion:
Fijemos un punto zo € Sx y consideremos para cada p € [0, 1], los si-

guientes conjuntos cerrados:
A, ={z € Bx :d(z,[0,7]) < p}, A, ={z € Bx : d(x, [0, —z0]) < p},

B, ={r € Bx :d(,[0,%0]) > p}, B, ={x € Bx :d(x, [0, —x0]) > p}.

De acuerdo con la Proposicién 4.13, existen cuatro aplicaciones uniforme-

mente continuas ¢1, ¢ : B8 — Sx, ¢1,0, : B_ o — Sx, tales que

co/8
= 1 (¢1(2) + ¢a(x)) , para todo = € Beyys (4.5)
=1 (¢7(z) + &5 (x)) , para todo z € B s (4.6)

Es claro que Ago/s N Bao/4 = Aa_o/S 80/4 =0.

Sean A\, \~ : Bx — [0, 1] las aplicaciones definidas por

d(z, AEO/B)

+d(x,B

)\(l') _ d(vaso/B)

~ d(z,A,,5)+d(@,Bey 1) )\_(x) = d(z,A , para todo = € By.

60/8) 50/4)
De acuerdo con los comentarios expuestos tras la Proposicién 4.7, A y A~

son lipschitzianas y, en particular, uniformemente continuas. Por otra parte,
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la Proposicién 4.8 permite afirmar que también son uniformemente continuas

las aplicaciones g y h, de M en X, dadas como sigue:

P 0 s (1) € Ays
£+ SONG ) = 62(E)] 55 S(E) € By

y h=2f — g (nétese que [|FA(f(t))[01(f(t)) — S2(FO)]| < IMf(®))], para
todo t € M y que Ao f cumple la condicién (4.2)).
Sea t un punto arbitrario de M. Si f(t) € B,,s, la igualdad (4.5) permite

afirmar que

9(t) = 3 (@(f(1) + E2(f(1) + 3A(£(1) ($1(£(2)) — Sa(f (1))
> )

mientras que

ht) =5 (1= AMf®))) $1(f(1) + 3 L+ Af(1) e2(f(1).  (48)

En particular, ||g(¢)]] < 1y ||h(t)]] < 1. Ademds, ambas desigualdades son

evidentes si f(t) € A.,/s pues, en tal caso

Definimos ahora cuatro funciones uniformemente continuas eg, ey, €3, e4, de

M en X, mediante las siguientes expresiones:

r(t) = g(t) si g(t) € A;O/s
A (9@)[e1 (9(t) — &5 (9())] st g(t) € B 15

Q
~—~
~
SN—
+
N [—=

s(t) = h(t) si h(t) € A
’ h(t) + 327 (A1) [¢1 (h(t)) — &5 (h(1)] st h(t) € B,
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es = 29 —e1 y e4 = 2h — e3. El razonamiento anteriormente realizado para
las funciones g y h, nos permite afirmar de forma andloga que ||e;(t)|| < 1,
cualesquiera que sean i € {1,2,3,4} y t € M. Evidentemente, f = (g + h),
g=3(e1+e2) y h=13(es + es). Por tanto,

f:i(61+€2+63+€4)

y s6lo nos resta probar que e;(t) € Sx, paracadat € M y cadai € {1,2,3,4}.

Con tal propésito, fijemos un punto ¢t € M. Si f(t) € B.,/1, entonces
A(f(t)) =1y, de acuerdo con (4.7) y (4.8), g(t) = ¢1(f(t)) y h(t) = ¢2(f(1)).
En consecuencia, ||g(t)|| = ||h(t)|| = 1 y, puesto que X es estrictamente

CONvexo,
le:@)]| =1, i=1,2,3,4.

Supongamos que f(t) ¢ B.,/. Entonces f(t) € A, 4 y, por tanto, existe

1 € [0,1] tal que || f(t) — &izol| < . En particular, || f(2) — &uzol| < [|£(2)]]

con lo que & # 0. Ademas, cualquiera que sea & € [0, 1],

PO = | g5 (@) - &umo) + (£ + o)
< 513—5 @I + gfig [£(t) + Eol|

por lo que necesariamente || f(t) + £xo|| > || f(¢)]| . Asi pues,

d(f (1), [0, =xo]) = [lF ()] = o.

Mostraremos a continuacién que g(t), h(t) € B_ ,, : Esto es claro si f(t)
pertenece a A, /s ya que en este caso g(t) = f(t) = h(t) y acabamos de probar
que d(f(t),[0, —xo]) > o > . Supongamos pues que f(t) ¢ A, /s. Entonces
f(t) € Beys v, definiendo a = ¢1(f(1)), b= ¢2(f(t) y s = 5 (1 = A(f(2))).

las igualdades (4.5), (4.7) y (4.8) garantizan que

ft) =22t g(t)=(1—s)a+ sbyh(t) = sa+ (1 — s)b.
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En particular,

la + bl > 2. (4.9)

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que g(t) ¢ B, Ja- Entonces
g(t) € A_ ,, v, por tanto, existe & € [0,1] tal que [lg(t) + &zof < .
Aplicando el Lema 4.14 con s; = 3 y s3 = s obtenemos que [a + b|| < &,
lo cual es imposible en vista de (4.9). Lo mismo ocurre si se supone que
h(t) ¢ B, /4 El razomiento es el mismo sin més que definir en este caso
S =1—s.

Por tanto g(t), h(t) € B_ , y asf A~ (g(t)) = A~ (h(t)) = 1. Puesto que

13

permiten deducir que e (t) = ¢y (g(t)), ex(t) = b, (9(t)), es(t) = o1 (h(1)) ¥
eq(t) = ¢ (h(t)). Luego ||e;(t)|| = 1, para cada i € {1,2,3,4}. n

B, 1 C B, /8 la igualdad (4.6) y la propia definicién de las funciones e;

Finalmente, probamos el resultado principal:

Teorema 4.16 Sean M un espacio métrico, X un espacio normado uni-

formemente convexo de dimension distinta de uno e Y = U(M, X ). Entonces
{yeY :fly| <1} C co(Ey).

Como consecuencia,

By =7To(Ey).

Demostracion:
Fijemos un punto yo € Y con |jy]| < 1 y sea e € Ey. Veamos que
para todo n € N, existen 4" puntos extremos de la bola unidad de Y,

€n1;€n2;---,Enan, tales que

4TL
et (l—sp =190 ek (4.10)
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Dado t € M, es claro que

Ite +40) (DI = lle@)]] = lyo@®)]l =1 = llyo®)]| = 1 = [|yoll > 0.

Por tanto la funcién e + yo y, en consecuencia, también la funcién (e + yo),
omite un entorno del origen. En virtud de la Proposicién 4.15, la afirmacién
(4.10) se verifica para n = 1. Supongamos, razonando por induccién, que
dicha afirmacién es cierta para un natural n y sean e, 1,€,2,..., €4 € By

que satisfagan la igualdad (4.10). Entonces,

4n 4m en
(et (=gt w) =3 (F20, cnntn) =f D, =4

., .kt .
Para cada k € {1,2,...,4™} la funcién % es, de acuerdo con la Proposi-
cién 4.15, la media de cuatro puntos extremos de la bola unidad de Y. Asf
pues, existen 4""! elementos de Fy, €111, €112, -, Eny14n+1, tales que

4n+1

5 (sme+ (1= 590 +0) = 7w ), €ntin,

es decir, e + (1 — 57)Y0 = ot i:l €n+1k , 10 que prueba (4.10) para

n + 1.

Para terminar sea y € Y con ||y|| < 1 y n un natural tal que

Iyl <1 - 5=

Mg
2 = y observemos que

Consideremos yo = 55

2 (1—L1)+1 n

on—1 __2"-241 __

loll < —=—=F= = 1.

De acuerdo con lo ya demostrado, existen 4™ funciones eq, es,...,eqn € FEy
tales que

4’VL
2%6 + (1 — %)yg = 4% Zk:l €L .
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De ello se deduce que
4”
1
Y= Zk: Lk

Luego y € co(Ey), como querfamos demostrar. |

Un rapido andlisis de la argumentaciéon que ha conducido al resultado
anterior muestra que la estructura métrica de M sélo se ha usado para dar
sentido a la consideracién del espacio U(M, X). De hecho, la Proposicién
4.15 y el Teorema 4.16 son también validos si M es un espacio uniforme.

Las técnicas desarrolladas en este trabajo permiten afirmar, por otra
parte, que ambos resultados se verifican si M es un espacio topolégico e
Y = C(M, X), el espacio de las funciones continuas y acotadas de M en X
con la norma uniforme. Ademads, en este 1ltimo caso, basta suponer que X
es estrictamente convexo (con dim X > 2).

En todas las situaciones comentadas es claro que Y = lin Ey, la expansién

lineal de Ey. Una consecuencia que no puede derivarse de los resultados de

[42].

4.4 Combinaciones convexas de retracciones

uniformemente continuas

En esta seccién aplicaremos nuevamente el Teorema 2.6 para mostrar que la
identidad en la bola unidad de un espacio de Banach infinito dimensional y
uniformemente convexo X, es media de n retracciones uniformemente con-
tinuas de Bx sobre Sx, cualquiera que sea n > 3. Como ya se indicé al
comienzo del capitulo, este tipo de resultados permite derivar informacion
relevante sobre la estructura extremal de los espacios de funciones uniforme-

mente continuas vectorialmente valuadas.
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El primer resultado sobre combinaciones convexas de retracciones apare-
ci6 en [6] donde se probé que la identidad sobre la bola unidad de un espacio
de Banach estrictamente convexo e infinito-dimensional, es la media de cua-
tro retracciones continuas de la bola sobre la esfera unidad. Posteriormente
este resultado fue mejorado en [44] mostrando que, de hecho, la identidad es
media de n retracciones para cada nimero natural n > 3. Se obtuvieron en
realidad representaciones més generales que la media, demostrando que son
factibles combinaciones convexas practicamente arbitrarias. En esta misma
referencia se observé que la identidad no se puede expresar como media de
dos retracciones continuas, ni tan siquiera de dos funciones continuas de la

bola en la esfera, con lo que el mimero tres resultaba ser éptimo.

Y. Benyamini e Y. Sterfeld probaron en [4] la existencia de retracciones
lipschitzianas de la bola sobre la esfera unidad en cada espacio normado in-
finito dimensional. Por tanto, es natural preguntarse si las representaciones
de la identidad como combinacién convexa de retracciones son también posi-
bles con mejores propiedades que la mera continuidad. Hemos de senalar,
no obstante, que en general no es posible representar la identidad en By
como combinacién convexa de un nimero finito de retracciones lipschitzia-
nas. Este hecho se puso de manifiesto en [27] siendo X un espacio de Hilbert
real e infinito-dimensional. Para un tal X ni siquiera es posible expresar
la identidad como combinacién convexa de un nimero finito de retracciones
localmente lipschitzianas. Sin embargo, entre la condicién de Lipschitz y la
continuidad existen otras propiedades como la continuidad uniforme. Un re-
sultado positivo en esta direccién puede verse en [27] donde se prueba que
si X es un espacio de Banach complejo e infinito-dimensional, la identidad
en Bx admite representaciones como combinacién convexa de retracciones

uniformemente continuas.
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El principal objetivo del presente apartado es demostrar que este tltimo
resultado es vdlido para cada espacio normado real infinito-dimensional y
uniformemente convexo. En realidad, las técnicas que hemos desarrollado
requieren una propiedad mds débil que la convexidad uniforme pues, de he-
cho, la verifica automaticamente cualquier espacio normado complejo. Asf
pues, conseguimos una extension sustancial de los precedentes mencionados.

Conviene resaltar que la existencia de representaciones de la identidad
como combinacién convexa de retracciones implica la presencia de algin tipo
de estructura adicional sobre el espacio normado X, aparte de la infinitud de
su dimensién. Como hemos dicho, la situacién es favorable si X es un espacio
complejo. Para representaciones mediante retracciones continuas también es
véalida la condicién de convexidad estricta y, como hemos anunciado, para
representaciones en términos de retracciones uniformemente continuas resulta
operativa la convexidad uniforme. Si no imponemos una condicién adecuada
estas descomposiciones de la identidad pueden ser inviables. El espacio [,
de las sucesiones acotadas de niimeros reales con su norma canénica ilustra
esta situacion.

Veamos que la identidad en B;__ no se puede expresar como combinacion
convexa de retracciones continuas.

Para ello, consideremos el elemento e; = (1,0,0,...) € I, y observemos
que

re S _,llr—el <l=z1)=1

En efecto, sea x € S;_ con ||z —ei|| < 1. Entonces |z(n)| < ||z —e1]] < 1,
para todo n > 1. Como ||z|| = 1, necesariamente |z(1)| = 1y de ello se sigue
que z(1) = 1 usando nuevamente la desigualdad ||z — e;|| < 1.

Supongamos ahora que para algtin natural p existen Ai,...,\, € [0, 3]

con A\ +---+ A, = 1yr,...,r, retracciones continuas de la bola en la
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esfera unidad de [, con la condicién de que

r = Mri(z) + -+ \rp(x), para todo z € By__. (4.11)
Por la continuidad de 7, ..., r, existe § > O tal quesiz € By y ||z —e1]| <6
entonces ||7;(z) — e1]| = ||rj(x) —rj(e1)|| < 1 para todo j € {1,...,p}. Del
razonamiento anterior se sigue que 7;(z)(1) = 1 para todo j € {1,...,p} y

todo = € By con ||z — eq]| < 6.
Consideremos un natural m > % — 1. Entonces Hmiﬂel — 61” < 6yen

consecuencia 7;( )(1) = 1 para todo j € {1,...,p}. A partir de (4.11)

_m_
m+1 €1
obtenemos que

= (Zre)(1) = Pan(2re) + 4 drp(2ren)] (1) =1,
lo que es una contradiccién. [ ]

A continuacién abordamos el primer resultado importante de esta seccion.
La demostracion sigue esencialmente el esquema de la Proposicién 4.13. No
obstante, dada su trascendencia en esta tltima parte del capitulo, creemos
conveniente hacer explicitos todos los retoques necesarios y, por tanto, incor-

poramos la demostracion.

Teorema 4.17 Sea X un espacio normado uniformemente convezo e infinito-

dimensional. Consideremos a €10,1[, A € [152, 1]

’ 2
B={zeX:a<|<1}.

Entonces existen aplicaciones uniformemente continuas uy,us : B — Sy,

tales que

x = Aup(x) + (1 — Nug(x), para todo x € B.
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Demostracion:
En virtud del Teorema 3.5, existe una aplicacién uniformemente continua
v:Sx — Sx tal que inf {||v(z) £ z||: x € Sx} > 0. Sea ¢ : [0,2] x B — By

la aplicacién definida por

1—t)mm + tu(ya) si

[|=
(2~ t)o(g) — (t— Dty si

IN

IN
-

(P(tv :C) =

=
IA

VAN
SRS

~—~~ 8

y po un numero real en el intervalo |0, 1] tal que
inf {||v(z) £ z|| : x € Sx} > po.

Teniendo en cuenta los comentarios que siguen a la Proposicién 4.6, se tiene

Lo

2, para todo (t,z)

que ¢ es uniformemente continua y que ||o(t,z)|| >

perteneciente a [0,2] x B. Asi pues, la funcién ¥ : [0,2] x B — Sy dada

por U(t,x) = H%’gll’ para todo (t,z) € [0,2] x B es también uniformemente
continua.
Fijemos un nimero real ¢ €]0, 2]. En virtud del Lema 4.11, existe § € R

tal que
s, t€100,2], |s—t| >e=||V(s,x) —V(t,z)|| > 6, paratodo xz € B.

Por otra parte, dado que X es uniformemente convexo, existe 3 €10, 1|
tal que
z,w € Sy, ||z —w|| >6=||=E|| <1-4.

Enlazando los hechos anteriores obtenemos que
s, t€]0,2], |s—t| >e=1-— ||w|| > 3, para todo z € B.

Consideremos ahora z € By sea Xo = lin {z,v(5fr)}. Sea f € X tal
que ||f|| =1, ker f =lin{z} y f(v(7%)) > 0. Evidentemente f(¥(t,z)) > 0,

Il
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para todo ¢ € [0, 2]. Por tanto, por el Teorema 2.6, tenemos cualesquiera que

sean s,t € [0, 2],

3 )4 5 v )
2 = W(s,2)]| = |12 = C(ta)||| > Lmin{l,[|Z][2}(1 - || Mkt )
. a2 VU (s,x)+¥(t,x
> Llmin{1, 9 }(1 — || Hek o))y

En particular si |s —t| > ¢,
T T 3 0[2
15 = (s, )|l = 115 = ¥(t,2)||| = §min{1,$5}5,

desigualdad valida, como puede apreciarse, para todo x € B. En definitiva,

acabamos de probar que para todo ¢ €10, 2], existe n > 0, tal que
s, t € [072]7 |S_t| > €= | ||§—\IJ(S,I‘)H—H%—\IJ(t,I)H | > 1), para cada r € B.
Como consecuencia, dados = € By s,t € [0,2] con s # t, se tiene que

15 = W(s, 2)[| # |5 — U, 2)ll.

Pero atin podemos deducir otra desigualdad a partir de la anterior que resul-
tard decisiva para conseguir nuestro objetivo.

Sean ¢ € |0,2] y n > 0 en las condiciones que hemos precisado. La con-
tinuidad uniforme de ¥ proporciona, en particular, un nimero real positivo

do tal que
2,y € B, [lz —yll < bo = [[I5 =¥ 2)|[ - |I§ =¥ )| <3,

para todo t € [0, 2]. Por tanto, dados x,y € B, con ||z —y|| < doy s,t € [0,2],

con [s —t| > &, tenemos [ [[§ = W(s, z)|| = [ = (¢, y)l|[ =

IS = Ws, o)l =I5 = )| + |5 =t )l = [I5 = U )l
5 =2l =I5 =& [ =[5 =V 2)[| =I5 = &)l

n

5

\Y

V
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Asi pues, dado € €]0, 2], existen 6,7 € R tales que

r,y € B,stel0,2],|lx—y|ll <bo,|s—1t]>¢
= |5 =¥(s2)| =I5 =Pyl > %.

Sea x € By observemos que |||z|| — A\| <1 — X (si ||z|| > A, lo anterior
se reduce a ||z|| < 1y, si|lz|]| <A x| = A=A =||z]]| <A< 1-=)). Por

tanto,
z T T z||[—X —
g~ w0, = 15 — gl = L < 12
Ademas,
||+ — —
12— W@l = 15 + 2l = L2 > 22 > domea _aa.
Con lo cual, existe ¢ € [0,2] tal que ||£ — ¥(t,z)|| = 152 . De acuerdo con lo

probado anteriormente ¢ es tinico y lo denotaremos por t(x).

Veamos ahora que la aplicacién = +— t(z), de B en [0,2], es uniforme-
mente continua. En caso contrario, existirfa un nimero real ¢ €0,2] y dos
sucesiones {z,} e {y,} de elementos de B, tales que {z, — y,} converge a
cero y |t(x,) — t(yn)| > €, para todo n € N. Sean 6y y 7 los nimeros reales
positivos que el razonamiento anterior asocia a €. Si n es un nidmero natural

tal que ||z, — ya|| < o, entonces

0= [[[5 = Wt(@n), zn)l| = |15 = Ut (yn), yu)l[ | > 3 -

La contradiccién pone de manifiesto que, en efecto, la aplicaciéon z — t(z)
es uniformemente contiua. Ademds ||7% — 25 ¥(t(z),z)|| = 1, para todo

x € B. Finalmente, las aplicaciones uy,us : B — Sx dadas por

u(z) = U(t(z),2), ua(z) = 1% — 25 ¥(t(z), z), para todo = € B

son uniformemente continuas y x = Auy(z) + (1 — X)uz(z), para todo = € B.
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Es claro, en vista de la convexidad uniforme de X, que las aplicaciones
u1 y ug del teorema anterior son retracciones uniformemente continuas de B

en Sy.

Corolario 4.18 Sea X un espacio normado uniformemente convezo e infinito-
dimensional y hy : Bx — Sx, ho : Bx — Bx aplicaciones uniformemente
continuas. Consideremos 31, B2, 33, B2 € RT con 81 > B, f1+ P2 = B3+ 4 y
Bs, B4 € [Ba, P1]. Entonces existen dos aplicaciones uniformemente continuas

hs,hy : Bx — Sx tales que

Bihi + Bahe = B3hz + Biha.

Demostracion:
Supondremos, ya que no es restrictivo, que 3 < ;. Sean o = % ,
A= glﬁf@ y B={r e X :a <|lz|| < 1}. Evidentemente o €10,1[ y

A€ [1’7&, %] De acuerdo con el teorema anterior, existen u,,us : B — Sy,
uniformemente continuas tales que x = Auy(z) + (1 — A)uz(z), para todo

T € B.

_ Biha+Bohy

s Y observemos que h(zx) € B, para

Consideremos la funcién h

todo z € Byx. Por tanto,
h(z) = Auy(h(z)) + (1 — Nuz(h(z)), para todo z € By.

De ello se deduce que, B1hy + fBahy = (B3(ug o h) + B4(ug o h). Basta pues

considerar h3 =ujoh 'y hy = us o h. [

En el siguiente teorema haremos uso del resultado de Benyamini y Stern-

feld sobre la existencia de retracciones lipschitzianas (luego uniformemente
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continuas) de la bola unidad sobre la esfera unidad de todo espacio normado

infinito-dimensional.

Teorema 4.19 Sea X un espacio normado uniformemente convezo e infinito-
dimensional y A1, Ag, Az €0, %[ tales que \i + Ao + A3 = 1. Entonces existen

retracciones uniformemente continuas 1, r9, r3, de Bx sobre Sx, tales que
x = M\ir1(x) + Aara(x) + Asrs(z), para todo x € By.

Demostracion:

Supongamos sin perder generalidad que A\; = max {1, A2, A3} y sea r, de
Bx en Sx, una aplicacién uniformemente continua tal que r(z) = z, para
todo x € Sx. Consideremos un nimero real € tal que 0 < £ < min {% — A1, A2}
y sean 1 = A1 + ¢, B2 = Ay —e. Evidentemente, 0 < (3, < 31 < % . En virtud

de la Proposicién 4.6, la funcién h, : Bx — Sx definida por

= i >1-2
mpy=q T1 % lel=den

r(i5g) st llz|[<1-26

es uniformemente continua (basta considerar los conjuntos
Ay ={zeBx:|z|| >1-26}, Ay ={z € Bx : ||z|| < 1—-206,}

y observar, por un lado, que las funciones hi|4, y hi|a, son uniformemente
continuas y, por otro, que dados a € A; y b € A, existe ¢ en el segmento
que determinan a y b tal que ||c|| = 1 — 26;. En particular, ¢ € A; N Ay,
la—c|| < |la=20|y|[b—r¢| < |la—>b]. La existencia del punto ¢ se sigue
obviamente de la continuidad de la funcién ¢t — [[(1 — ¢)a + tb]|, de [0, 1] en
R. Tras esto, véase la Proposicién 4.6).

La aplicacién hy : By — Bx dada por

ho(x) = %}E(w), para todo = € By
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es también uniformemente continua. Puesto que (31 + 2 = A1 + Ao, tenemos
z = Bihi(z) + (1 — B1)ha(z) = Brhi(x) + (B2 + A3)ho(x), para todo z € By .

Aplicando el corolario anterior con 3 = (5 v 84 = (1, obtenemos dos fun-

ciones uniformemente continuas hs, hy : Bx — Sx tales que
Bihi + Bahe = Bahs + Biha.
De este modo,
x = Brhy(z) + Pohs(z) + Asho(z), para todo x € By .

Por la misma razén existen hs,r3 : Bx — Sx uniformemente continuas, tales

que ﬁ1h4 + )\3h2 = 51h5 + )\37"3. Luego
x = Prhs(x) + Pahs(x) + Asrs(z), para todo z € By .

Dado que A, A2 € [(a, £1] v, como ya se ha dicho, 81+ = A1+ g, una iltima
aplicacion del corolario anterior, garantiza la existencia de dos aplicaciones

uniformemente continuas ry,r : Bx — Sx tales que
Bihs + Bahs = Air1 + Aara.
Concluimos que
x = Mri(x) + Aara(x) + Agrs(z), para todo z € Bx. =

FEl teorema precedente y la Proposicién 4.5 nos conducen al siguiente

resultado:

Corolario 4.20 Sean M un espacio métrico y X un espacio normado uni-
formemente convexo e infinito-dimensional. Dados A1, Ay, A3 €]0, %[ con

A1+ Ao+ A3 = 1, se verifica que

Bu,xy = MEuu,x) + AeEuorx) + A3 By x)-
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La tesis del resultado anterior es vilida en realidad para cualquier natural
n>3yA,..., \ €]0, %[ con A\;+---+ X\, = 1. Esto se deduce de la siguiente

observacion puramente algebraica:

Proposicion 4.21 Sea Y un espacio vectorial, B un subconjunto convexo

no vacio de'Y y E C B. Supongamos que
B = )\1E + )\QE + )\3E,

para cualesquiera Ai, Aa, A3 € }0, %[ tales que A\ + Ao + A3 = 1. Entonces B

satisface, de hecho, la siguiente propiedad:
B=ME+ -+ M\F,
para cada natural n >3 y Ai,..., A\, E}O,%[ con A\ +---+ A\, =1

Demostracion:

Para n = 3 es precisamente la hipétesis de partida. Razonando por
induccién, supongamos que se cumple para un determinado n > 3 y sean
A,y Apg1 € }0, %[ tales que A\ + -+ + A\,;1 = 1. Podemos suponer, por
una parte que todos los \; con i € {1,2,...,n + 1} son distintos de cero
(puesto que en caso contrario aplicariamos la hipétesis de induccién) y, sin
perder generalidad , por otra parte que A\ > Ao > ... > A\, > i1

SiA, + A1 < % sean B; = A, .., Bt = A1, B0 = A+ Ang1. De

acuerdo con la hipétesis de induccién,
B=pE+---+6,ECME+---+ N E+\,.1E CB.

Supongamos ahora que A\, + A\,11 > % y veamos que entonces A\; = A\, 11.
Si fuese A\; > A\, 11 se tendria Ay + Ao > Ao + A\yi1 > Ay + Ai1 con lo que
A+ A+ A+ A > 2(A + App1) > 1 lo cual es una contradiccion.
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De este modo Ay = Ay = --- =\, = \piq = #1 Obsérvese ademds que,

necesariamente, A\, + \,11 = % En consecuencia n%rl =M+ A1 = %,

dedonden+1 =4y XA =X = X3 =X\ = i. Sélo nos queda ver que

B = LTEJ“E, lo que se deduce de lo que sigue:

3
B = %E+§E+§E:§E+§(E+E):§E+Z(¥)

1 3 1 3E+E+E _ E+E+E+FE
C ZE+1BCZE+Z 3 = 1 CB. =

La Proposicién 4.5 nos permite completar el Teorema 4.19 en el siguiente
sentido:

Dados un natural n > 3y Ay,..., A, € }O,%[ con A\ + -+ A\, = 1,
existen retracciones uniformemente continuas rq, ..., r,, de Bx sobre Sy,
tales que

x=Mri(z)+ -+ \yrp(x), para todo x € By. (4.12)

Un anélisis detallado muestra que la hipétesis sobre X usada en la demos-
traciéon del Teorema 4.17 puede ser debilitada. En este sentido, es suficiente

suponer que existe una aplicaciéon uniformemente continua v : Sy — Sx con
inf {|jv(z) £ z|| : z € Sx} >0
y para cada 6 € R existe § € ]0, 1] tal que,
z € Sx, z,w € Sy Nlin{z,v(z)}, ||z —w|| > 6§ = ||52]| <1 - 4.

Si X es un espacio complejo la aplicacién v(z) = iz satisface la condicién
anterior. Asi pues, los resultados relativos al caso complejo que se citaron en

la introduccién de esta seccién son un caso particular de (4.12).



Capitulo 5

Diametro, puntos extremos y

topologia

Ya en la recta final de la memoria incorporamos un capitulo muy breve que
servird como botén de muestra de lo que puede representar una linea de
trabajo para el futuro directamente relacionada con el contenido de la tesis.
No obstante, supone una ruptura importante con los elementos disponibles
en los capitulos precedentes, puesto que se sustituye la norma uniforme por
el didmetro de la imagen de las funciones presentes en el espacio. Un fun-
cional que en los ltimos anos ha sido considerado por diversos autores para
la obtencién de teoremas de tipo Banach-Stone. El primer trabajo sobre
biyecciones lineales que preservan el didmetro es debido a M. Gyory y L.
Molndr [22]. Nuestro objetivo es, en consonancia con el planteamiento de
la memoria, la obtencién de teoremas de tipo Krein-Milman en espacios de

funciones continuas con la norma del didmetro.

Hemos de reconocer cierto abuso en la frase anterior, pues el didmetro es,
en general, tan sélo una seminorma. No obstante, como enseguida veremos,

podemos soslayar este hecho pasando a un conveniente cociente.

131
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En lo que sigue K serd un espacio compacto de Hausdorff y denotaremos

por C(K) el espacio de las funciones continuas de K en R. Para cada f en

C(K), p(f) denotara el didmetro de f(K):

p(f) = max{[f(t) = f()] : t,¢' € K}.

El didmetro es evidentemente una seminorma sobre C(K) y, dada f € C(K),
p(f) = 0 si, y sélo si, f es constante. El cociente de C(K) sobre las fun-
ciones constantes se convierte de forma natural en un espacio de Banach con
respecto al didmetro sin mas que definir p([f]) = p(f), para toda f € C(K).

Alternativamente, podemos fijar un punto ty € K y considerar el siguiente

subespacio de C'(K):
X ={f e C(K): f(to) = 0}.

En lo que sigue trabajaremos con este subespacio ya que, provisto del didmetro,
es un espacio de Banach isométricamente isomorfo al citado cociente. Supon-
dremos, para que X sea distinto de {0}, que K tiene al menos dos puntos.
La norma que consideraremos en X, el didmetro, es equivalente a la norma

uniforme. De hecho:

1 flloo < p(f) <2||f]loo, para todo f € X.

Comenzaremos con una sencilla descripciéon de los puntos extremos de

Bx.

Lema 5.1 Los puntos extremos de la bola unidad de X son las funciones

e € X tales que e(K) ={0,1} o e(K) ={-1,0}.
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Demostracién:

Sea e € X tal que e(K) = {0,1} o e(K) = {—1,0} y consideremos
frge X conp(f) <1 p(g) <lye= %‘1 Dado t € K, con |e(t)| =1, es
obvio que e(t) = f(t) = g(t). Supongamos que e(t) = 0 y consideremos un

punto ¢’ € K tal que |e(t')| = 1. Entonces e(t') = f(t') = g(t') y

o) = et') — eft) = LA _ O _ f-10 | at)=o®)

Puesto que |e(t)| =1y |f(t') — f(t)] < 1, |g(t') — g(t)] < 1, se deduce de lo

anterior que

Asi pues, e(t) =0 = f(t) = g(t).
Reciprocamente, sea e es un punto extremo de la bola unidad de X. Para

cada t € K definamos
a(t) = max {|e(t) —e(t)| : ' € K}
y fijemos un punto t; € K. Supongamos, para llegar a una contradiccion,

que a(t;) < 1y seace € ]0, 1_0‘7(“)[ . Consideremos una funcién continua

¢ : K —[0,1] tal que

0 1 si le(t)—e(ty)| <e
(p =
0 si le(t) —e(t)] > 2l
y sean t,t" € K. Supongamos que |e(t) — e(t1)] < I_O‘T(tl) . Entonces,

[(e(t) £ =50 (1)) — (e(t') £ =5 (1))

= le(t) —e(t) + =5 (1) - o(t)|
< Jelt) — eft)] + Lo
< lelt) — e(t)]

IN
—_
|
Q
<
=
+
Q
~ —
~
—_
+
—_
|
Q
<
=
I
—_
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Naturalmente lo mismo ocurre si |e(t') — e(t1)| < PQT(“) . Por otra parte, si

e(t) = e(ta)] > 510y e(t') — e(t)] > 248, tenemos que

[(e(t) £ =520(t)) — (e(t') £ =52p())] = le(t) — e(t')] < 1.

Esto prueba que p(e + 170‘7(151)@) < 1 y contradice, pues ¢ # 0, que e sea un
punto extremo de la bola unidad de X.

En consecuencia, dada la arbitrariedad de ¢y, se tiene que a(t) = 1, para
todo t € K. En concreto, a(ty) = 1y por tanto e(K) N {—1,1} # 0. Si
1 € e(K) entonces 0 < e(t) < 1, para todo t € K y, de acuerdo con lo
anterior, no existe ningin punto ¢ € K tal que 0 < e(t) < 1. Asi pues
e(K) ={0,1}. Si —1 € e(K) se tiene de forma similar que e(K) = {—1, 0}.

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado:
Corolario 5.2 Ex # () si, y solo si, K no es conexo.

En particular, la geometria de X con el didmetro difiere en general de
su geometria con la norma uniforme. Asi por ejemplo, si K no tiene puntos
aislados y no es conexo, E'x es no vacio en virtud del corolario anterior pero
la bola unidad de X, con la norma uniforme, no posee puntos extremos.

Por otra parte, el corolario precedente pone de manifiesto que la estruc-
tura extremal de X se ve favorecida por un mayor grado de desconexién de
K.

Recordemos que K es totalmente disconexo si todo elemento de K

posee una base de entornos constituida por conjuntos abiertos y cerrados.
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Teorema 5.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada x € Bx eziste una sucesion {\,} de elementos del intervalo
0,1] con Y2 Ay =1 y una sucesion {e,} de puntos extremos de la

bola unidad de X tales que r = Zzozl AnCn, -
it) Bx =¢o(Fx).
iii) K es totalmente disconexo.

Demostracion:
Sea x € Bx y supongamos que & = » -, A€y, con {\,} y {e,} en las

condiciones de la afirmacién i). Para cada n € N, sea

Ty = Z )\jej + (1 — Z)\j)@l.
j=1 J=1

Evidentemente x, € co(Fx), para todo n € Ny {z,} converge a z, por lo
que z € ¢o(Fx). Esto prueba que i) implica ii).

Para probar que ii) implica iii), sea t; un elemento de K distinto de
to y sean U y V entornos abiertos y disjuntos de ¢y y t; respectivamente.
Consideremos dos funciones continuas z,y : K — [0, 1] tales que x(to) = 0
y x(t) = 1, para todo t € K\U, y(t1) = 1 e y(t) = 0, para todo ¢ en
K\V. Evidentemente z,y € Bx y por tanto existen f,g € co(Ex), tales que
p(f—z) <%, p(g—y) < 3. Puesto que f(K) y g(K) son finitos, los conjuntos
Uy={teK:f(t)<3i}yVi={te K:g(t)> 3} son abiertos y cerrados.
Ademsds tg € Uy C U y t; € Vi C V. Asi pues, todo punto de K posee
una base de entornos constituida por conjuntos abiertos y cerrados y K es
totalmente disconexo.

Veamos finalmente que iii) implica i). Para ello, sea f € X con f(K)

contenido en [0, 1] y consideremos un punto ¢ € K. Si f(t) # 1, sea V; un
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entorno abierto y cerrado de ¢ tal que V, N f~1({1}) = 0. Por otra parte, si
f(t) =1, sea V; un entorno abierto y cerrado de ¢ tal que V; N f~1({0}) = 0.
Obsérvese que cada V; es disjunto con f~*({1}) o con f~*({0}). Puesto que
{V; : t € K} es un recubrimiento abierto (y cerrado) de K, existen ti,...,t,

en K tales que {V;,,...,V;, } es un recubrimiento de K. Los conjuntos
n—1
Up = Vi, Uy, =Vi,\Vir, .., U, = Vi \ [ J Vi,
j=1

son abiertos y cerrados, disjuntos dos a dos y constituyen un recubrimiento
de K.

Sea J = {j € {1,...,n} : U, N f~*({0}) # 0} y consideremos el con-
junto abierto y cerrado U = Uj6 7 Us,. Fijemos ahora un punto ¢ € K
y sea j perteneciente a {1,...,n} tal que t € U,. Si f(t) = O entonces
U, N f71({0}) # 0 y por tanto j € J, de donde t € U. Si f(t) = 1, entonces
Vi, N f7H({1}) # 0 y necesariamente V;, N f~1({0}) = 0. Luego j ¢ J y asi
t € K\U. Esto prueba que f~*({0}) c Uy f'({1}) € K\U. La aplicacién
e: K — {0,1} definida por

e(t) =0, paratodo t € U, e(t) =1, paratodot e K\U
es continua (por ser U abierto y cerrado). De hecho, e € X. Ademsds, dado

te K,
£ty =0 = e(t) =0,
ft)=1=e(t) =1.
Sea y € X con p(y) < 1y supongamos en primer lugar que y(t) > 0, para
todo t € K.

Consideremos tres niimeros reales \, €1, €9, tales que 0 < A < g1 < &9 < %

y sea ¢ : [0,1] — [0, 1] una aplicacién continua tal que

o(s) =0, sis<eq, o(s) =1, sis>es.
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Es claro entonces que la aplicacién f : K — R definida por

0 si y(t) <&
ft) = go(y(t))%) sioe) <y(t) <e
1 si y(t) > e

es continua. De hecho, f € X y f(K) C [0,1]. De acuerdo con el razo-
namiento anterior, existe una aplicaciéon continua e : K — {0,1} tal que

e(t)=0si f(t) =0y e(t)=1si f(t) = 1. Consideremos ahora la funcién

Si y(t) < €1, entonces f(t) = 0 y en consecuencia, e(t) = 0. Luego
ht) =49 € [0,1].
Sie; < y(t) < ey, se tiene que

0< e1—e(t) < y(t)—e(t) < y(t) < £ 1

- — 1-X 1-X 1-X

luego también en este caso h(t) € [0,1].

Finalmente si y(t) > €9, entonces f(t) = 1 y en consecuencia e(t) = 1.
Por tanto h(t) = y(ltz—j\’\ € [0,1]. Es pues claro que h es un elemento de X
con p(h) < 1. Ademas, de la propia definicién de h se deduce que

y=Xe+ (1= Ah.

Notese que e es un punto extremo de la bola unidad de X y que si fuese
y(t) < 0, para todo t € K, el razonamiento precedente aplicado a —y nos
proporcionarfa la misma representacion de y mediante un punto extremo e y

un punto h de la bola unidad de X tales que

e(K) = {0,~1} y h(K) C [-1,0].
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En el caso que nos queda por tratar, existen dos nimeros reales a y b con
a<0<byb—a=1tales que a <y(t) <b, para todo t € K.
Consideremos las funciones yy,ys : K — R dadas por
0
b
y(t) = ()=
siy(t) <0 vl g 0

e

M sioy(t) >0 0 s oyt)>
Yy

que evidentemente son elementos de X con 0 < y;(t) < 1, —1 < yo(t) <0,
para todo t € K. Ademds, se comprueba inmediatamente que y = by; — ays.
, 3| existen e € Ex con e(K) = {0,1} y
h € Bx con h(K) C [0,1] tales que y; = Ae + (1 — A\)h. De este modo,

Por lo ya probado, dado A\ € ]O
y = b(Ae+(1—N)h) —ays = bre+b(1—\)h—ays = bhe+ (1 — b))l

Seagz%ytéK.Sig(ﬂzO,

a B(1-\h(t) _ B(1-N)
T S0 = =) < 55

Por otra parte si y(t) < 0, tenemos (usando que y(t) > a)

a ) bA-MhH)+y(t) _ bA-Nh(t)—ayz(t) _ b(1-))
T = ly—b)\ < 16\ £ = 1—bx D = g(t) < .

a_ b1-))
T—6x> 1-bx
<

Luego g(K) C [ y en consecuencia

b(1-A)  _a 1-b) 1
1-bA 1-bA 1-bA :

r(9)

Naturalmente, el razonamiento anterior podria hacerse de modo anélogo

mediante una representacion de y, (en lugar de y;) en la forma
Ae+ (1 =XN)h

con e(K) = {—1,0} y h(K) C [-1,0]. Puesto que podemos elegir X libre-

mente en el intervalo ]0, 5[ y max{—a,b} > 3 hemos probado en definitiva
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que, cualesquiera que sean « en el intervalo 0, %[ e y en By existen un punto
extremo e y un elemento g de la bola unidad de X tales que y = ae+(1—a)g.

Sean pues a € }0, %[ y * € Bx. De acuerdo con lo que acabamos de
exponer, existen e; € Fx y g1 € Bx tales que x = ae; + (1 — a)g;. Por
la misma razon, g; = aes + (1 — a)gs para convenientes e; € Fx y go en
Bx. Procediendo de este modo, encontramos una sucesién {e,} de puntos
extremos y una sucesion {g, } de elementos de la bola unidad de X tales que
gn = aepi1 + (1 — a)gny1, para todo n € N. En consecuencia, para todo

n € N se tiene que
r=ae; + (1 —a)aey + (1 —a)aes+ -+ (1 —a)"ae,1 + (1 —a)" g

De ello se deduce inmediatamente que

x = i(l — )" tae,,

n=1

con lo que basta definir A\, = (1 — a)" ', para todo n € N, pues

[e o]

Z(l —a)"la=1. =

n=1

En [1], R. M. Aron y R. H. Lohman introdujeron las siguientes intere-
santes propiedades:

Un espacio de Banach X tiene la A-propiedad, si para cada y € By,
existen A € ]0,1], e € Ex y z € Bx tales que y = Xe + (1 — \)z. Si tal
representacién es posible con un mismo A comin a todos los elementos de
By, se dice que X tiene la A-propiedad uniforme.

En el transcurso de la demostracién precedente se ha puesto de manifiesto
que el espacio X tiene la A-propiedad uniforme si, y sélo si, K es totalmente

disconexo. El paso de la A-propiedad uniforme a la propiedad i) del teorema
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anterior (dltimo pérrafo de la demostracién) es valido en cualquier espacio
de Banach (véase [1]) y se ha incorporado con d4nimo de completitud.

Para concluir notemos que el teorema precedente es aplicable a espacios
del tipo Cy(L), siendo L un espacio de Hausdorff localmente compacto no
compacto. Bajo tales condiciones el didmetro es una norma (equivalente a la
norma uniforme) y si K = L U {oo} es la compactificacién por un punto de
L, basta considerar ¢ty = oo para observar que Cy(L), con el didmetro, no es
otra cosa que el espacio X que venimos considerando, correspondiente a tal
eleccion de ty. Por tanto, teniendo en cuenta que L es totalmente disconexo

si, y sélo si, lo es su compactificacién por un punto, tenemos:

Corolario 5.4 Sea L un espacio localmente compacto no compacto y Cy(L)
el espacio de las funciones reales continuas que se anulan en el infinito pro-

wisto de la norma del didmetro. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada elemento x de la bola unidad de Cy(L) existe una sucesion
{A\.} de elementos del intervalo [0,1] con Y>> | A\, = 1 y una sucesion

{en} de puntos extremos de Beyry tales que x =Y~ | Apey, .
ZZ) BCO(L) = @(ECO(L)).
iii) L es totalmente disconezxo.

Obsérvese en particular que ¢y con la norma del didmetro verifica las

propiedades i) y ii) del corolario precedente.
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