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∆−Carathéodory . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.3.2. Discontinuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.3.3. Subsoluciones y sobresoluciones en orden habitual . . . . 86

1
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Introducción

Numerosos problemas que han surgido en diversas ciencias como la f́ısica,
bioloǵıa o economı́a han encontrado en las ecuaciones diferenciales y en las
ecuaciones en diferencias modelos adecuados para su estudio y resolución. Estas
ecuaciones han demostrado su eficacia a la hora de expresar matemáticamen-
te procesos evolutivos continuos o discretos, respectivamente. Un análisis más
profundo de algunos fenómenos muestra que en muchos casos estas ecuaciones
no son suficientes para encontrar un modelo que los represente y los analice de
una forma adecuada. Es aśı como las ecuaciones dinámicas surgen de la nece-
sidad de encontrar modelos que se adapten mejor a la realidad. Con ellas se
estudia la evolución de una gran cantidad de procesos definidos en conjuntos
cerrados arbitrarios, resultando ser un adecuado modelo para diferentes proble-
mas económicos y poblacionales. Pensar, por ejemplo, en la evolución de una
especie en la que sus individuos viven en un determinado peŕıodo de tiempo,
por ejemplo en una estación, y justamente antes de su muerte ponen sus huevos
y los nuevos individuos nacen al inicio de un nuevo peŕıodo posterior; en [37] se
pueden ver diferentes especies que siguen este comportamiento.

Los objetivos de la teoŕıa de ecuaciones dinámicas en conjuntos cerrados de
números reales, cuyo origen se encuentra en la tesis doctoral de Stefan Hilger
defendida en 1988, son estudiar bajo una misma formulación ecuaciones dife-
renciales y en diferencias además de estudiar ecuaciones en un conjunto cerrado
y no vaćıo arbitrario de números reales con partes discretas y continuas como
puede ser una sucesión y su ĺımite o un conjunto de Cantor, entre otros. Los
conceptos básicos y propiedades fundamentales de esta teoŕıa se pueden ver en
[25, 26].

Una tarea importante de las matemáticas de hoy en d́ıa es armonizar lo
continuo y lo discreto, para incluirlos en una matematica global y para

eliminar la oscuridad de ambas.
E. T. Bell, Men of Mathematics, Simon and Schuster, New York, 1937.

El trabajo llevado a cabo en esta memoria se puede dividir en dos partes
claramente diferenciadas, la primera de ellas, referida al análisis en conjuntos
cerrados de números reales arbitrarios, donde se recogen y desarrollan las herra-
mientas necesarias para el estudio, en la segunda, de la existencia de solución,
en el sentido clásico, en el sentido de Carathéodory o en el sentido de las distri-
buciones de ecuaciones dinámicas de primer y segundo orden.
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Respecto a la primera parte, recogida en el caṕıtulo 1 y dedicada al análisis en
conjuntos cerrados arbitrarios, nos hemos centrado en la teoŕıa de la ∆−medida
y ∆−integración de Lebesgue dado que el grado de desarrollo de éstas constituye
una pieza clave en el estudio de la existencia de soluciones débiles de ecuaciones
dinámicas. Los primeros resultados que hemos obtenido relacionados con este
tema se recogen en la sección 1.3, donde se obtiene una nueva fórmula para el
cálculo de la ∆−integral de Lebesgue como suma de una integral de Lebesgue
más una serie numérica en la que se pone de manifiesto la división del cálculo
en sus partes discreta y real; dicha igualdad ha sido demostrada caracterizando
previamente la ∆−medida en términos de medidas conocidas. La fórmula ante-
rior ha permitido no sólo calcular expĺıcitamente el valor de las ∆−primitivas de
funciones elementales en conjuntos cerrados arbitrarios, lo cual hasta su conoci-
miento hab́ıa sido imposible, sino también profundizar en aspectos importantes
de la teoŕıa de la ∆−integración como son las diversas caracterizaciones de las
funciones absolutamente continuas probadas en la sección 1.4, conocidas cuando
el conjunto está formado solamente por puntos densos pero no para un conjunto
cerrado arbitrario. Los resultados recogidos en las secciones 1.3 y 1.4 han permi-
tido profundizar en otro de los aspectos fundamentales para la demostración de
existencia de soluciones débiles de problemas de frontera como son los espacios
de Sobolev. A pesar de la gran importancia de estos espacios y de la informa-
ción detallada de que se dispone cuando éstos están definidos en un dominio del
espacio eucĺıdeo dotado de la medida de Lebesgue, el trabajo que realizamos
en la sección 1.5 es el primero en el que se definen y estudian sus propiedades
fundamentales cuando éstos están definidos en un conjunto cerrado y acotado
arbitrario dotado de la ∆−medida de Lebesgue; asimismo, hemos demostrado
una equivalencia entre éstos y los usuales espacios de Sobolev definidos en un
intervalo de la recta real. Además, este trabajo ha permitido probar en la sección
1.6 una desigualdad tipo Wirtinger que relaciona la norma en L2

∆ de la potencia
sigma de las funciones absolutamente continuas con ∆−derivada en L2

∆ con la
norma en L2

∆ de su ∆−derivada, como consecuencia de la cual se deducen de
forma inmediata algunas de las conocidas desigualdades tipo Wirtinger en los
casos real y discreto.

Dedicamos los caṕıtulos 2 y 3 a la segunda parte de nuestro trabajo, esto es,
el estudio de ecuaciones dinámicas.

En el caṕıtulo 2 se trata el problema de existencia de solución en el sentido
débil de diversos problemas de ecuaciones dinámicas de primer orden.

En la sección 2.3 se demuestra la existencia de soluciones extremales de
un problema con condiciones iniciales de primer orden en el que la función
que define la parte no lineal de la ecuación es una función L1

∆−Carathéodory,
como consecuencia de dicho resultado, se obtiene el análogo permitiendo dis-
continuidad en la parte no lineal de la ecuación; el método empleado es una
adaptación del clásico método de Peano, esto es, la aproximación de las solu-
ciones extremales mediante subsoluciones y sobresoluciones de dicho problema;
como caracteŕıstica a destacar de este trabajo es que los resultados obtenidos
son válidos en el caso discreto tanto para el problema impĺıcito como para el
expĺıcito. La técnica de las sub y sobresoluciones ha sido empleada en diferentes
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aplicaciones de una gran cantidad de problemas de frontera tanto discretos como
continuos. Esta teoŕıa permite, bajo ciertas condiciones, dar pruebas construc-
tivas de existencia de solución definiendo sucesiones monótonas que convergen
a las soluciones extremales del problema considerado en un sector comprendido
entre una subsolución y una sobresolución.

El objetivo de la sección 2.4 es el de demostrar la existencia de solución
de un problema de frontera de primer orden con condiciones de frontera no
lineales en el que la función que determina la parte no lineal de la ecuación
es una función L1

∆−Carathéodory y asumiendo la existencia de un par de sub
y sobresoluciones de dicho problema. Las hipótesis que verifica la función que
define las condiciones en la frontera permiten que el problema estudiado cubra
tanto las condiciones periódicas como las antiperiódicas; además, la dependencia
funcional en la segunda variable posibilita otros tipos de condiciones de frontera
no lineales diferentes. Asimismo, se ha demostrado la unicidad de solución de
un problema de frontera que generaliza el antiperiódico y se ha desarrollado un
método monótono para aproximarla.

La sección 2.5 está dedicada al estudio de existencia de soluciones extremales
en presencia de subsoluciones y sobresoluciones de diversas ecuaciones dinámicas
funcionales con condiciones de frontera funcionales en las que la parte no lineal
de la ecuación es una función L1

∆−Carathéodory y se proporcionan diversos
métodos monótonos para aproximarlas.

La sección 2.6 se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximación
de soluciones de un problema de frontera de primer orden en un intervalo de
un subconjunto cerrado de R, que toma sus valores en otro subconjunto cerrado
de R a través de su problema rećıproco. Los resultados de existencia y apro-
ximación de soluciones extremales para ecuaciones dinámicas con condiciones
iniciales probados en secciones anteriores son la clave para obtener los resultados
considerando ecuaciones dinámicas cuya parte no lineal es no negativa y verifi-
can un cierto tipo de condiciones de Carathéodory inversas y discontinuidad.

En la sección 2.7 probamos la existencia y aproximación de soluciones extre-
males de un sistema con infinitas ecuaciones dinámicas funcionales con condi-
ciones de frontera funcionales en presencia de subsoluciones y sobresoluciones.
Los resultados obtenidos en secciones anteriores sobre la existencia de soluciones
extremales para la ecuación dinámica escalar con condición inicial y el Teorema
de Tarski son la base para la obtención de los resultados de esta sección.

Dedicamos el caṕıtulo 3 al estudio de diversos problemas de ecuaciones
dinámicas de segundo orden. Hemos utilizado un enfoque variacional, aśı como
la teoŕıa de puntos cŕıticos, para establecer la existencia de múltiples soluciones
positivas de diversas ecuaciones dinámicas, tanto regulares como singulares, de
segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. En las
secciones 3.2 y 3.3 se demuestra la existencia de soluciones en el sentido débil
de ciertos problemas mientras que el objetivo de la sección 3.4 es probar la
existencia de soluciones en el sentido de las distribuciones de otro problema. La
desigualdad de Wirtinger será la clave para garantizar que el operador usado
en la formulación variacional de los distintos problemas considerados es acota-
do superiormente y coercivo, y de ah́ı poder asegurar, por la teoŕıa de puntos
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cŕıticos, la existencia de un mı́nimo que será la solución débil del problema.
Los resultados obtenidos son muy novedosos en la literatura, tanto por la

técnica empleada para demostrarlos como por la amplia clase de funciones que
se pueden elegir en la parte no lineal de la ecuación.

Al comienzo de cada caṕıtulo se incluye una introducción en la que se deta-
llan los contenidos y objetivos del mismo.

Los trabajos de investigación que han dado lugar a esta memoria han sido
publicados en diversas revistas cient́ıficas [10, 11, 12, 13, 14, 32, 33, 34, 74, 75,
76, 77].
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Caṕıtulo 1

Análisis en conjuntos
cerrados de números reales

1.1. Introducción

En la sección 1.2 presentamos las definiciones y conceptos básicos de la teoŕıa
de ecuaciones dinámicas aśı como las propiedades fundamentales que se derivan
de la definición de los operadores dados. Las demostraciones detalladas pueden
verse en las monograf́ıas de Bohner y Peterson [25, 26].

En la sección 1.3 se introduce una medida, la ∆−medida de Lebesgue, y la
integración respecto de esa medida en un conjunto cerrado de números reales
arbitrario T.

Algunas de las primeras referencias que conocemos que tratan de medida e
integración en subconjuntos cerrados de R son [21, 61]. Posteriormente, Bohner
y Guseinov han desarrollado, en [26, Caṕıtulo 5], la teoŕıa fundamental de la
∆−integral de Lebesgue, además de establecer la relación entre Riemann y
Lebesgue ∆−integrales.

Sin embargo, la obtención del valor exacto de la ∆−integral de una función
Riemann ∆−integrable en un conjunto cerrado arbitrario T era un problema que
permanećıa sin resolver, de hecho, la mayoŕıa de las ∆−primitivas de funciones
elementales eran desconocidas para conjuntos cerrados T arbitrarios.

En el estudio que realizamos, comparamos la Lebesgue ∆−integrabilidad con
la Lebesgue integrabilidad y obtenemos una fórmula para calcular la Lebesgue
∆−integral como una integral de Lebesgue en T, más una serie de números
reales en la que sólo están involucrados los puntos aislados por la derecha. Esto
nos permitirá obtener ∆−primitivas de funciones importantes en la teoŕıa de
ecuaciones dinámicas.

Para finalizar, en la subsección 1.3.5 se introducen los espacios Lp∆, relacio-
nados con la ∆−medida de Lebesgue, y se establece la relación entre los espacios
Lp∆ y los habituales espacios Lp relacionados con la medida de Lebesgue.

En la sección 1.4 establecemos el concepto de función absolutamente continua
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en un conjunto cerrado de números reales T y probamos una caracterización
que generaliza la dada para el caso real en el clásico teorema de Banach-Zarecki.
Además, probamos que, como en el caso real, la clase de funciones absolutamente
continuas es aquella para la cual el teorema fundamental del cálculo es válido. A
continuación obtenemos un criterio para la continuidad absoluta de la función
inversa de una función absolutamente continua y estrictamente monótona en T.

Los espacios de Sobolev son una herramienta fundamental en el análisis
real, por ejemplo, en el uso de métodos variacionales para resolver problemas
en ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales y en ecuaciones en diferencias
con condiciones de contorno. A pesar de que la teoŕıa es bien conocida para
funciones definidas en intervalos abiertos y acotados de números reales, ver [27],
y es trivial para funciones definidas en subconjuntos acotados arbitrarios de
números enteros, no estaba desarrollada en conjuntos cerrados arbitrarios de R.
En la sección 1.5 estudiaremos la teoŕıa de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo cerrado de conjuntos cerrados arbitrarios de números
reales con la ∆−medida de Lebesgue. Demostraremos que para estos espacios
se verifican propiedades análogas a las de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo abierto de números reales.

Las desigualdades de tipo Wirtinger juegan un papel muy importante en el
desarrollo de técnicas variacionales para resolver problemas de frontera de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, en derivadas parciales y ecuaciones en diferencias.
Muchas de las versiones de esta clase de desigualdades han sido estudiadas en el
caso continuo, ver [7, 22, 41, 55, 69, 71, 84], y en el caso discreto, ver [2, 7, 73].
En [3, Teorema 6.8] o en [25, Teorema 6.33], los autores prueban una desigual-
dad de tipo Wirtinger para la ∆−integral de Riemann en un conjunto cerrado
de números reales T arbitrario.

En la sección 1.6 estudiamos desigualdades de tipo Wirtinger para la ∆−inte-
gral de Lebesgue en un conjunto cerrado arbitrario de números reales T. De-
mostramos una desigualdad general para una clase de funciones absolutamente
continuas en subintervalos cerrados de un adecuado subconjunto de T. Utilizan-
do esta expresión y suponiendo que T es acotado, deducimos una desigualdad
general que es válida para toda función absolutamente continua en T que se
anula en la frontera de T y tal que su ∆−derivada pertenece a L2

∆([a, b) ∩ T).
Este tipo de desigualdades pueden ser aplicadas en el estudio de numerosos pro-
blemas de frontera para ecuaciones dinámicas y serán utilizadas en el caṕıtulo 3
para demostrar, mediante técnicas variacionales y la teoŕıa de puntos cŕıticos, la
existencia de múltiples soluciones positivas de algunas ecuaciones dinámicas de
segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. La de-
sigualdad será la clave para garantizar que el operador usado en la formulación
variacional de los distintos problemas considerados es acotado superiormente y
coercivo, y de ah́ı poder asegurar, por la teoŕıa de puntos cŕıticos, la existencia
de un mı́nimo que será la solución débil del problema.
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1.2. Conceptos básicos

En esta sección presentamos las definiciones y conceptos básicos de la teoŕıa
de ecuaciones dinámicas aśı como las propiedades fundamentales que se derivan
de la definición da los operadores dados. Las demostraciones pueden verse en
las monograf́ıas de Bohner y Peterson [25, 26].

Presentaremos, entre otros, los conceptos de ∆−derivada y ∆−integral de
Riemann en subconjuntos cerrados de R o el de función exponencial ep(t, s).

Usando estos operadores, han sido resueltas algunas cuestiones relativas a
las ecuaciones dinámicas tales como, la expresión general de la solución de las
ecuaciones lineales de primer y segundo orden [25], la expresión de la función
de Green de algunos problemas de frontera lineales [5, 6, 25, 28, 34, 45] o pro-
piedades oscilatorias de ecuaciones dinámicas no lineales de primer y segundo
orden [19, 46, 47, 62].

Un estudio exhaustivo de la ∆− integral de Riemann puede verse en [53, 54,
24].

Se denota por T un conjunto cerrado arbitrario de números reales. Se consi-
dera en T la topoloǵıa inducida por la usual de R.

Definición 1.2.1 Se definen los operadores σ : T → T y ρ : T → T para cada
t ∈ T como

σ(t) = ı́nf{s ∈ T : s > t}, si t < sup(T) y σ(t) = t si t = sup(T),

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}, si t > ı́nf(T) y ρ(t) = t si t = ı́nf(T),

respectivamente, y la función µ : T→ R+ = [0,∞) para cada t ∈ T como

µ(t) = σ(t)− t.

La definición de los operadores σ, ρ permite la siguiente clasificación de los
puntos de T.

Definición 1.2.2 Sea t ∈ T.
Si σ(t) > t, se dice que t es aislado por la derecha, mientras que si ρ(t) < t

se dice que t es aislado por la izquierda.
Si t es aislado por la derecha y aislado por la izquierda se dice que t es

aislado.
Si t < sup(T) y σ(t) = t, se dice que t es denso por la derecha.
Si t > ı́nf(T) y ρ(t) = t, se dice que t es denso por la izquierda.
Un punto que es denso por la derecha y denso por la izquierda se dice que es

denso.

Mediante un sencillo argumento obtenemos la siguiente propiedad del con-
junto de puntos aislados de T.

Proposición 1.2.3 El conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de
T es numerable, esto es, existen I ⊂ N y {ti}i∈I ⊂ T tales que

R := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I . (1.1)
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Demostración: Supóngase que mı́n T = a y máx T = b y sea g : [a, b] → R
definida como

g(t) =
{
t, si t ∈ T,
σ(s), si t ∈ (s, σ(s)), s ∈ T;

es obvio que la función g es monótona en [a, b] y continua en el conjunto

[a, b]\{t ∈ T : t < σ(t)}.

Por lo tanto, el resultado es consecuencia del hecho de que el conjunto de
puntos donde una función monótona tiene discontinuidades es numerable, [66].

En el caso en que T no sea acotado, de la igualdad T =
⋃
n∈N

(T ∩ (−n, n)) se

deduce la validez del resultado. ut

Definición 1.2.4 Si T tiene un máximo, m, que es aislado por la izquierda
entonces se define Tκ = T− {m}. En otro caso, Tκ = T.

Definición 1.2.5 Dada una función f : T→ R se define la función fσ : T→ R
como

fσ(t) = f(σ(t)), para todo t ∈ T,

es decir, fσ = f ◦ σ.

Si T ⊂ R es un conjunto cerrado y a, b ∈ T, a < b, el subintervalo cerrado
de T de extremos a y b se denota como

[a, b]T = [a, b] ∩ T.

Análogamente se denotan el resto de subintervalos de T de extremos a y b.
Si J = [a, b]T, denotamos por Jo = [a, b)T y para cada j ∈ N, j ≥ 1,

Jκ
j

= [a, ρj(b)]T.

Definición 1.2.6 Sea f : T → R una función y t ∈ Tκ. Se dice que f es
∆−diferenciable en t si existe un número real, que denotaremos por f∆(t),
tal que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

|(f(σ(t))− f(s))− f∆(t)(σ(t)− s)| ≤ ε |σ(t)− s|,

para todo s ∈ (t− δ, t+ δ)T.
En este caso, f∆(t) es la ∆−derivada de f en t.
Se dice que f es ∆−diferenciable en Tκ si es ∆−diferenciable en todo t ∈ Tκ.

Si esto ocurre, la función

f∆ : t ∈ Tκ → f∆(t) ∈ R

es la función ∆−derivada de f en Tκ.
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Teorema 1.2.7 [25, Teorema 1.16] Sean f : T → R y t ∈ Tκ. Se verifican las
siguientes propiedades:

1. Si f es ∆−diferenciable en t, entonces f es continua en t.

2. Si f es continua en un punto t aislado por la derecha, entonces f es
∆−diferenciable en t y

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
.

3. Si t es denso por la derecha, entonces f es ∆−diferenciable en t si y sólo
si existe y es finito el ĺımite

ĺım
s→t
s∈T

f(t)− f(s)
t− s

,

en cuyo caso,

f∆(t) = ĺım
s→t
s∈T

f(t)− f(s)
t− s

.

4. Si f es ∆−diferenciable en t, entonces f(σ(t))− f(t) = µ(t)f∆(t)

Teorema 1.2.8 [25, Teorema 1.20] Sean f, g : T→ R funciones ∆−diferencia-
bles en t ∈ Tκ.

Se verifican las siguientes propiedades:

1. La función f + g : T→ R es ∆−diferenciable en t y

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

2. Si α ∈ R, la función αf : T→ R es ∆−diferenciable en t y

(αf)∆(t) = αf∆(t).

3. La función f · g : T→ R es ∆−diferenciable en t y

(f · g)∆(t) = f∆(t)g(t) + fσ(t)g∆(t) = f(t)g∆(t) + f∆(t)gσ(t).

4. Si g(t)gσ(t) 6= 0 entonces
f

g
: T→ R es ∆−diferenciable en t y

(
f

g

)∆

(t) = −f
∆(t) g(t)− f(t) g∆(t)

g(t) gσ(t)
.

El siguiente resultado es una versión de la Regla de L’Hopital para funciones
∆−diferenciables que será utilizada en la sección 1.6.
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Teorema 1.2.9 [26, Teorema 4.3] Sean f, g : T→ R funciones ∆−diferencia-
bles en Tκ y t0 ∈ T∪{∞}. Si t0 ∈ T, se supone que t0 es denso por la izquierda.
Además, se supone que

ĺım
t→t−0

f(t) = ĺım
t→t−0

g(t) = 0,

y que existe ε > 0 tal que
g(t) g∆(t) < 0

para todo t ∈ T tal que t > 1
ε , si t =∞, y 0 < t0 − t < ε, en otro caso.

Entonces se verifica

ĺım inf
t→t−0

f∆(t)
g∆(t)

≤ ĺım inf
t→t−0

f(t)
g(t)

≤ ĺım sup
t→t−0

f(t)
g(t)

≤ ĺım sup
t→t−0

f∆(t)
g∆(t)

Definición 1.2.10 Una función f : T → R es dos veces ∆−diferenciable
si la función ∆−derivada de f en Tκ, f∆ : Tκ → R, es ∆−diferenciable en
Tκ2

= (Tκ)κ.
La función f∆∆ =

(
f∆
)∆ : Tκ2 → R se llama ∆−derivada de f de orden

2.
Se dice que f es n+1 veces ∆−diferenciable si la función f∆n

: Tκn → R,
es ∆−diferenciable en Tκn+1

=
(
Tκn

)κ
.

La función f∆n+1
: Tκn+1 → R se llama ∆−derivada de f de orden n.

Se denota por

ρ0 = σ0 = Id, f∆0
= f y Tκ

0
= T.

Definición 1.2.11 Una función f : T → R es regular si existe el ĺımite por
la derecha en los puntos de T densos por la derecha y existe el ĺımite por la
izquierda en los puntos de T densos por la izquierda.

Definición 1.2.12 Una función f : T→ R es rd–continua si es continua en
los puntos de T densos por la derecha y existe el ĺımite por la izquierda y es
finito en los puntos de T densos por la izquierda.

Se denota
Crd(T) = {f : T→ R : f es rd–continua},

Cnrd(Tκ
n

) = {f : T→ R : f∆j

∈ C(Tκ
j

), 0 ≤ j ≤ n− 1; f∆n

∈ Crd(Tκ
n

)}.
Si J = [a, b]T ⊂ T,

Crd(J) = {f : J → R : f es rd–continua en J}

Cnrd(J
κn) = {f : J → R : f∆j

∈ C(Jκ
j

), 0 ≤ j ≤ n− 1; f∆n

∈ Crd(Jκ
n

)}.

Definición 1.2.13 Se dice que una función p : T → R es regresiva si para
cada t ∈ Tκ se cumple que

1 + µ(t)p(t) 6= 0.

Se denota

R = {f : T→ R : f es regresiva y rd–continua}.
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Proposición 1.2.14 El conjunto R es un grupo abeliano con la operación suma
directa definida para cada p, q ∈ R y t ∈ Tκ como

f(p⊕ q)(t) := p(t) + q(t) + µ(t)p(t)q(t);

el elemento simétrico de p ∈ R en (R,⊕) está definido para cada t ∈ Tκ como

(	p)(t) := − p(t)
1 + µ(t)

.

Definición 1.2.15 En el conjunto R se define la operación sustracción directa
para cada p, q ∈ R y t ∈ Tκ como

(p	 q)(t) := (p⊕ (	q))(t).

Los dos teoremas siguientes recogen algunas propiedades de las funciones
regulares y rd–continuas

Teorema 1.2.16 [25, Teorema 1.60] Sea f : T→ R. Se cumplen las siguientes
propiedades

1. Si f es continua, entonces f es rd–continua.

2. Si f es rd–continua entonces f es regular.

3. La aplicación σ es rd–continua.

4. Si f es regular o rd–continua entonces fσ también lo es.

5. Si f es continua y g : T → R es regular o rd–continua entonces f ◦ g
verifica dicha propiedad.

Teorema 1.2.17 Toda función regular en un intervalo cerrado [a, b]T de T es
acotada.

Definición 1.2.18 Una partición del intervalo [a, b]T es un conjunto finito y
ordenado

P = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} ⊂ T,

donde
a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

Se denota por P(a, b) el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b]T.

El siguiente resultado muestra que es posible encontrar una partición cuyos
puntos estén tan próximos como se quiera.

Lema 1.2.19 [26, Lema 5.7] Dados a, b ∈ T, con a < b, para cada δ > 0 existe
una partición P ∈ P(a, b) dada por a = x0 < x1 < . . . < xn = b tal que para
cada k ∈ {1, 2, . . . , n} se verifica o bien

xk − xk−1 ≤ δ
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o bien
xk − xk−1 > δ y ρ(xk) = xk−1.

Se denota como Pδ(a, b) el conjunto de todas las particiones que poseen dicha
propiedad.

A continuación presentaremos el concepto de ∆−integral de Riemann

Definición 1.2.20 Sean f : [a, b]T → R una función acotada y P ∈ P(a, b),
P = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} ⊂ T. Se llama ∆−suma de Riemann de f corres-
pondiente a P al número real

S =
n∑
i=1

f(ξi) (xi − xi−1),

donde ξi ∈ [xi−1, xi)T es arbitrario, 1 ≤ i ≤ n.
Se dice que f es Riemann ∆−integrable en [a, b]T si existe I ∈ R verifi-

cando que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

|S − I| < ε

para toda ∆−suma de Riemann S de f correspondiente a cada P ∈ Pδ(a, b)
independiente de la elección de ξi ∈ [xi−1, xi)T para cada 1 ≤ i ≤ n.

Si existe I ∈ R verificando tal condición se denota por
∫ b
a
f(t) ∆t y se llama

∆−integral de Riemann de f en [a, b]T.
En la definición anterior se supone a < b; dicha restricción se elimina con

las siguientes definiciones ∫ a

a

f(t) ∆t = 0

y ∫ a

b

f(t) ∆t = −
∫ b

a

f(t) ∆t.

El concepto de función exponencial sobre funciones regresivas y rd–continuas
que presentaremos a continuación, permitirá la obtención de la expresión general
de la solución de una ecuación dinámica de primer orden lineal.

Definición 1.2.21 Dado h > 0, se definen los siguientes conjuntos

Ch :=
{
z ∈ C : z 6= − 1

h

}
,

y
Zh :=

{
z ∈ C : −π

h
< Im ( z) ≤ π

h

}
,

y la transformación ciĺındrica ξh : Ch → Zh para cada z ∈ Ch como

ξh(z) =
Log ( 1 + zh)

h
,
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donde Log es la determinación principal de la función logaritmo.
Si h = 0, se define

C0 := C =: Z0 y ξ0 := Id : C0 → Z0.

Definición 1.2.22 Si p ∈ R, se define la función exponencial ep : T×T→ C
para cada (s, t) ∈ T× T como

ep(t, s) = exp
(∫ t

s

ξµ(s)(p(s)) ∆s
)
,

donde la transformación ciĺındrica ξh está introducida en la Definición 1.2.21.

A continuación enunciaremos una serie de resultados acerca de la función
exponencial, cuyas pruebas se pueden ver en [25].

Teorema 1.2.23 Si p, q ∈ R y t, s, r ∈ T, entonces se verifican las siguientes
propiedades

1. e0(t, s) ≡ 1 y ep(t, t) ≡ 1.

2. ep(σ(t), s) = (1 + µ(t)p(t))ep(t, s).

3.
1

ep(t, s)
= e	p(t, s).

4. ep(t, s) =
1

ep(s, t)
.

5. ep(t, s)ep(s, r) = ep(t, r).

6. ep(t, s)eq(t, s) = ep⊕q(t, s).

7.
ep(t, s)
eq(t, s)

= ep	q(t, s).

8.
(

1
ep(·, s)

)∆

= − p(t)
eσp (·, s)

.

Teorema 1.2.24 Si 1 + µp > 0 en Tκ, entonces para todo t, t0 ∈ T se cumple
que

ep(t, t0) > 0.

Teorema 1.2.25 Si p ∈ R, entonces para cada t0 ∈ T, el problema de valor
inicial {

x∆(t) = p(t)x(t); t ∈ [t0,∞]T,
x(t0) = 1,

tiene una única solución, dada por ep(·, t0) : [t0,∞]T → R.
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Teorema 1.2.26 Si p ∈ R, entonces para cada aplicación f : [t0,∞]T → R
rd–continua, t0 ∈ T y x0 ∈ R, el problema de valor inicial{

x∆(t) = p(t)x(t) + f(t); t ∈ [t0,∞]T,
x(t0) = x0,

tiene una única solución, dada para cada t ∈ [t0,∞] ∩ T por

x(t) = ep(t, t0)x0 +
∫ t

t0

ep(t, σ(s))f(s) ∆s.

Teorema 1.2.27 Si p ∈ R y a, b, c ∈ T, entonces se satisfacen las siguientes
igualdades

[ep(c, ·)]∆ = −p[ep(c, ·)]σ

y ∫ b

a

p(s)ep(c, σ(s)) ∆s = ep(c, a)− ep(c, b).

Teorema 1.2.28 Si p ∈ R, entonces para cada aplicación rd–continua f :
[t0,∞]T → R, t0 ∈ T y x0 ∈ R, el problema de valor inicial{

x∆(t) = −p(t)xσ(t) + f(t); t ∈ [t0,∞]T,
x(t0) = x0,

tiene una única solución, dada para cada t ∈ [t0,∞]T por

x(t) = e	p(t, t0)x0 +
∫ t

t0

e	p(t, σ(s))f(s) ∆s.

Ejemplo 1.2.29 Veamos en varios conjuntos T ⊂ R cerrados, cuál es la expre-
sión de la aplicación exponencial.

1. Si T = R, entonces, para todos α, t, t0 ∈ R, se verifica que

eα(t, t0) = eα(t−t0).

2. Si T = Z, entonces, para todos α ∈ R, α 6= −1, t, t0 ∈ Z, se verifica que

eα(t, t0) = (1 + α)t−t0 .

3. Dado h ∈ R+, si T = hZ, entonces, para todos α ∈ R, α 6= −1/h, t, t0 ∈
hZ, se verifica que

eα(t, t0) = (1 + αh)
t−t0
h .

4. Dado q > 1, si T = qN, entonces, para todos t, t0 ∈ qN, tales que t > t0

y α ∈ R tal que para todo m ∈ N se cumpla α 6= − 1
(q − 1)qm

, se verifica
que

eα(t, t0) =
∏

s∈[t0,t)T

(1 + (q − 1)αs).
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1.3. ∆−integración de Lebesgue

El objetivo de esta sección es conectar la clásica integral de Lebesgue en
conjuntos medibles de R con la ∆−integral de Lebesgue de funciones definidas
en un conjunto cerrado de números reales arbitrario T tal que mı́n T = a y
máx T = b.

Para ello, en la subsección 1.3.1 recopilamos conceptos básicos de teoŕıa de la
medida e integración, [66, 80, 83], adaptados a un espacio de medida (T,M(m∗1))
equipado con la ∆−medida de Lebesgue que fue introducida en [26]. Además,
deducimos la relación entre la ∆−medida de Lebesgue, µ∆, y la medida de
Lebesgue λ y establecemos un criterio para la ∆−medibilidad de conjuntos,
que nos permitirá, en la subsección 1.3.2, relacionar las funciones Lebesgue ∆ –
medibles con las funciones Lebesgue medibles.

Lo más relevante de esta sección se recoge en la subsección 1.3.3, donde se
comparan la Lebesgue ∆−integrabilidad con la Lebesgue integrabilidad y se
da una fórmula para calcular la ∆−integral de Lebesgue como una integral de
Lebesgue, más una serie numérica en la que sólo están involucrados los puntos
de T aislados por la derecha. Esta fórmula pone de manifiesto la separación del
cálculo en T en sus partes continua y discreta.

Usando la fórmula anteriormente mencionada, en la subsección 1.3.4 se de-
ducen las ∆−primitivas de algunas funciones importantes en la teoŕıa de ecua-
ciones dinámicas como por ejemplo la función potencial, la exponencial o las
trigonométricas. Para obtener estas expresiones, es preciso describir detallada-
mente el conjunto de puntos aislados por la derecha del conjunto elegido T.
Para ilustrar los resultados obtenidos, calculamos ∆−integrales en diferentes
conjuntos T, entre los que se encuentra el clásico conjunto ternario de Cantor.

Finalizamos la sección introduciendo los espacios Lp∆, relacionados con la
∆−medida de Lebesgue, y estableciendo la relación existente entre los espacios
Lp∆ y los habituales espacios Lp relacionados con la medida de Lebesgue.

1.3.1. ∆−medida de Lebesgue

De igual modo que en la medida de Lebesgue, la ∆−medida de Lebesgue
µ∆ sobre un conjunto cerrado de números reales arbitrario T se define, en [26,
Sección 5.7] o [53, Sección 5], como la extensión de Carathéodory de cierta
medida cuyo procedimiento se detalla a continuación.

En primer lugar, se definen el conjunto F1 =
{

[ã, b̃)T : ã, b̃ ∈ T, ã ≤ b̃
}

y una medida numerablemente aditiva m1 : F1 → [0,+∞] que asigna a cada
intervalo [ã, b̃)T ∈ F1 su longitud, es decir,

m1([ã, b̃)) = b̃− ã.

Usando el par (F1,m1) se genera una medida exterior m∗1 sobre P(T), defi-
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nida para cada E ∈ P(T) como

m∗1(E) =


ı́nf
R̃

∑
i∈IR̃

(b̃i − ãi)

 ∈ R+, si sup T 6∈ E,

+∞, si sup T ∈ E,
con

R̃ =

{[ãi, b̃i)T ∈ F1

}
i∈IR̃

: IR̃ ⊂ N, E ⊂
⋃
i∈IR̃

[ãi, b̃i)T

 .

Se define la familia

M(m∗1) = {A ⊂ T : A es ∆−medible} ,

donde un conjunto A ⊂ T se dice que es ∆−medible si la igualdad

m∗1(E) = m∗1(E ∩A) +m∗1(E ∩ (T\A))

es válida para todo subconjunto E de T.
Finalmente, la ∆−medida de Lebesgue, denotada como µ∆, es la restricción

de m∗1 a M(m∗1).
En el siguiente resultado caracterizamos la ∆−medida de Lebesgue en térmi-

nos de medidas conocidas.

Proposición 1.3.1 La ∆−medida de Lebesgue está definida sobre los conjuntos
Lebesgue medibles de T; además, se verifica la siguiente igualdad:

µ∆ =


λ+

∑
i∈I

(σ(ti)− ti) · δti + µM , si M ∈ T,

λ+
∑
i∈I

(σ(ti)− ti) · δti , si M 6∈ T,
(1.2)

donde {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T, M es el supremo de T, λ es la medida de Lebesgue, δti es la medida de
Dirac concentrada en ti y µM es una medida degenerada definida como µM (A) =
0 si M 6∈ A y µM (A) = +∞ si M ∈ A.

Demostración: Como consecuencia de las propiedades de medida se deduce
que una relación análoga a (1.2) es válida para las medidas exteriores relacio-
nadas con dichas medidas.

De la igualdad para las medidas exteriores se deduce que la ∆−medida de
Lebesgue está definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles de T y además la
validez de la igualdad (1.2). ut

Definición 1.3.2 Sea A ⊂ T. Se dice que una propiedad P se verifica en
∆−casi todo punto, ∆−c. t. p., de A si existe un conjunto E ⊂ A de ∆−medida
nula tal que P se satisface para todo t ∈ A\E.
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1.3.2. Funciones ∆−medibles

Definición 1.3.3 Se dice que f : T → R̄ ≡ [−∞,+∞] es ∆−medible si para
cada α ∈ R, el conjunto f−1 ([−∞, α)) = { t ∈ T : f(t) < α } es ∆−medible.

Teniendo en cuenta la igualdad (1.2) que relaciona la ∆−medida de Lebesgue
con otras medidas conocidas, se establece un criterio para la ∆−medibilidad de
funciones. Para ello, dada una función f : T→ R̄, se define una función auxiliar
que extiende f al intervalo real T ∪ (́ınf T, sup T), f̃ : T ∪ (́ınf T, sup T) → R̄
como

f̃(t) :=
{
f(t), si t ∈ T,
f(ti), si t ∈ (ti, σ(ti)), i ∈ I,

(1.3)

donde {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T.

El resultado obtenido es el siguiente cuya demostración es omitida por su
simplicidad.

Proposición 1.3.4 Sean f : T → R̄ y f : T ∪ (́ınf T, sup T) → R̄ la extensión
de f a T ∪ (́ınf T, sup T) definida en (1.3). Entonces, f es ∆−medible si y sólo
si f̃ es Lebesgue medible.

1.3.3. ∆−integración de funciones ∆−medibles

Definición 1.3.5 Se dice que S : T→ R es simple si sólo toma una cantidad
finita de valores α1, . . . , αn, todos ellos diferentes.

Si Aj = S−1({αj}), entonces, S =
n∑
j=1

αjχAj , siendo χAj : T→ R la función

caracteŕıstica de Aj, esto es,

χAj (t) =

 1, si t ∈ Aj ,

0, si t ∈ T\Aj .

Nota 1.3.6 No es dif́ıcil comprobar que si S : T → R es simple y S =
n∑
j=1

αjχAj , entonces S es ∆−medible si y sólo si para todo j ∈ {1, . . . , n}, Aj

es ∆−medible.

Definición 1.3.7 Sean E ⊂ T un conjunto ∆−medible y S : T→ [0,+∞) una

función simple y ∆−medible con S =
n∑
j=1

αjχAj . La ∆−integral de Lebesgue

de S en E se define como∫
E

S(s) ∆s =
n∑
j=1

αjµ∆(Aj ∩ E).

En esta definición se asume el convenio 0 · ∞ = 0.
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Definición 1.3.8 Sean E ⊂ T un conjunto ∆−medible y f : T→ [0,+∞] una
función ∆−medible. La ∆−integral de Lebesgue de f en E se define como∫

E

f(s) ∆s = sup
∫
E

S(s) ∆s,

donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples, ∆−medibles,
positivas y menores o iguales que f en T.

Nota 1.3.9 Nótese que si f es una función simple, las definiciones 1.3.7 y
1.3.8 coinciden.

Definición 1.3.10 Sean E ⊂ T un conjunto ∆−medible y f : T → R̄ una
función ∆−medible. Se dice que f es Lebesgue ∆−integrable en E si al
menos uno de los elementos∫

E

f+(s) ∆s o
∫
E

f−(s) ∆s,

es finito,donde las partes positiva y negativa de f , f+ y f− respectivamente,
están definidas como f+ := máx{f, 0} y f− := máx{−f, 0}.

En tal caso, se define la ∆−integral de Lebesgue de f en E como∫
E

f(s) ∆s =
∫
E

f+(s) ∆s−
∫
E

f−(s) ∆s.

La siguiente fórmula para calcular la ∆−integral de Lebesgue fue demos-
trada en [34] relacionando la ∆−integración de Lebesgue con la integración de
Lebesgue, sin embargo, como la igualdad (1.2) expresa µ∆ como una suma nu-
merable de medidas, mediante un sencillo argumento de teoŕıa de la medida se
deduce dicha fórmula.

Proposición 1.3.11 Sea E ⊂ T un conjunto ∆−medible. Si f : T → R̄ es
∆−integrable en E, entonces∫

E

f(s) ∆s =
∫
E

f(s) ds+
∑
i∈IE

(σ(ti)− ti) · f(ti) + r(f,E), (1.4)

donde

r(f,E) =

 µM (E) · f(M), si M ∈ T,

0, si M 6∈ T,

IE := { i ∈ I : ti ∈ E }, {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los puntos
aislados por la derecha de T y M es el supremo de T.

La igualdad (1.4) permite demostrar la siguiente caracterización de las fun-
ciones Lebesgue ∆−integrables en términos de funciones Lebesgue integrables.
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Proposición 1.3.12 Supóngase que E ⊂ T es un conjunto ∆−medible, Ẽ =
E∪(́ınf E, supE), f : T→ R̄ es una función ∆−medible y f̃ : T∪(́ınf T, sup T)→
R̄ es la extensión de f a T ∪ (́ınf T, sup T) definida en (1.3).

Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Si sup T 6∈ E o sup T ∈ E y f(sup T) = 0, entonces, f es Lebesgue
∆−integrable en E si y sólo si f̃ es Lebesgue integrable en Ẽ. En cuyo
caso, se satisface la siguiente igualdad:∫

E

f(s) ∆s =
∫
Ẽ

f̃(s) ds.

ii) Si sup T ∈ E y f(sup T) > 0, entonces, f es Lebesgue ∆−integrable en E

si y sólo si
∫
Ẽ

(f̃)
−

(s) ds < +∞. En cuyo caso,
∫
E

f(s) ∆s = +∞.

iii) Si sup T ∈ E y f(sup T) < 0, entonces, f es Lebesgue ∆−integrable en E

si y sólo si
∫
Ẽ

(f̃)
+

(s) ds < +∞. En cuyo caso,
∫
E

f(s) ∆s = −∞.

Los siguientes resultados, que pueden verse en [26], muestran la relación
entre la ∆−integración de Lebesgue y de Riemann.

Teorema 1.3.13 [26, Teorema 5.81] Sea [a, b]T un intervalo cerrado de T y
f : [a, b]T → R una función acotada. Si f es Riemann ∆−integrable en [a, b]T
entonces f es Lebesgue ∆−integrable en [a, b]T, y∫ b

a

f(s) ∆s =
∫

[a,b]T

f(s) ∆s,

donde la ∆−integral de la izquierda denota la ∆−integral de Riemann y la de
la derecha, la ∆−integral de Lebesgue.

Teorema 1.3.14 [26, Teorema 5.82] Sea f : [a, b]T → R una función acotada
en un intervalo cerrado [a, b]T de T. Entonces f es Riemann ∆−integrable en
[a, b]T si y sólo si el conjunto de todos los puntos de [a, b)T densos por la derecha
en los cuales f es discontinua es un conjunto de ∆−medida cero.

1.3.4. Cálculo de ∆−primitivas.

A continuación se aplica la ecuación (1.4) al cálculo de ∆−primitivas de fun-
ciones definidas en un conjunto cerrado y acotado arbitrario que sean Riemann
∆−integrables.

Nótese que cuando la ∆−integral de Lebesgue y Riemann coinciden, la ecua-
ción (1.4) cubre las dadas en [25, Teorema 1.79] con E = [a, b)T, a, b ∈ T y a ≤ b
para diferentes elecciones de T.

Además, la expresión (1.4) permite aplicar las teoŕıas de integración de Le-
besgue y convergencia de series para determinar, en ciertas situaciones, el valor
de la ∆−integral o, si no es posible, dar estimaciones de tal valor.
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La ecuación (1.4) proporciona un método para calcular el valor exacto de
la ∆−integral de Lebesgue de una función Lebesgue ∆−integrable f en un
conjunto ∆−medible E ⊂ T. Para el cálculo de ∆−primitivas, en el siguiente
resultado se reescribe dicha expresión para el caso en que el conjunto ∆−medible
sea un intervalo de T.

Proposición 1.3.15 Sea f : T ∪ (́ınf T, sup T) → R̄ una función Lebesgue in-
tegrable en T ∪ (́ınf T, sup T). Entonces, para todos r, t ∈ T tales que r ≤ t, se
verifica la siguiente igualdad:∫

[r,t)T

f(s) ∆s =
∫

[r,t)

f(s) ds+
∑
i∈Ir,t

∫
(ti,σ(ti))

(f(ti)− f(s)) ds, (1.5)

siendo Ir,t := { i ∈ I : ti ∈ [r, t)T } y {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T.

Demostración: La ecuación (1.4) y la expresión∫
[r,t)

f(s) ds =
∫

[r,t)T

f(s) ds+
∑
i∈Ir,t

∫
(ti,σ(ti))

f(s) ds.

dan lugar al resultado. ut
Dado [r, t] ⊂ T ∪ (́ınf T, sup T), por [83, Teorema 6.29], se sabe que si una

función acotada f : T ∪ (́ınf T, sup T) → R es Riemann integrable en [r, t],
entonces, es Lebesgue integrable en [r, t) y los valores de ambas integrales son
iguales.

Además, el clásico criterio de Lebesgue para la Riemann integrabilidad, [83,
Teorema 6.29], establece que una función acotada f : T ∪ (́ınf T, sup T)→ R es
Riemann integrable en [r, t] si y sólo si el conjunto de puntos de discontinuidad
de f es de medida de Lebesgue nula. Aśı pues, por la ecuación (1.2), resulta
que el conjunto de puntos densos por la derecha de [r, t)T en los que f |T es
discontinua es un conjunto de ∆−medida nula. Con lo cual, del teorema 1.3.14
se sigue que f |T es Riemann ∆−integrable en [r, t]T.

Por consiguiente, si la función acotada f : T∪ (́ınf T, sup T)→ R es Riemann
integrable en [r, t], la igualdad (1.5) garantiza que∫ t

r

f(s) ∆s =
∫ t

r

f(s) ds+
∑
i∈Ir,t

∫ σ(ti)

ti

(f(ti)− f(s)) ds, (1.6)

donde la integral en el lado izquierdo denota la ∆−integral de Riemann en
[r, t]T mientras que las del lado derecho denotan la integral de Riemann en [r, t]
y [ti, σ(ti)] respectivamente.

Como aplicación de la expresión (1.6) se obtienen las ∆−integrales de algu-
nas de las funciones elementales que son Riemann ∆−integrables; dichas expre-
siones son válidas en cualquier conjunto cerrado de números reales y tienen una
gran dependencia de su conjunto de puntos aislados por la derecha.

Denotando Ir,t como en la proposición 1.3.15, las siguientes igualdades son
válidas para todos n ∈ N y r, t ∈ T tales que r ≤ t.
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Función potencial.∫ t

r

sn ∆s =
tn+1 − rn+1

n+ 1
+
∑
i∈Ir,t

 n

n+ 1
tni −

n−1∑
j=0

(σ(ti))n−j t
j
i

n+ 1

 µ(ti).

Si 0 6∈ [r, t], entonces,∫ t

r

1
s

∆s = log
t

r
+
∑
i∈Ir,t

(
µ(ti)
ti
− log

σ(ti)
ti

)
.

Si n 6= 1 y 0 6∈ [r, t], entonces,∫ t

r

1
sn

∆s =
t1−n − r1−n

1− n
+
∑
i∈Ir,t

(
µ(ti)t−ni +

(σ(ti))
1−n − t1−ni

1− n

)
.

Función exponencial. Si α > 0, entonces,∫ t

r

αs ∆s =
1

logα

αt − αr +
∑
i∈Ir,t

αti
(
µ(ti) logα+ 1− αµ(ti)

) .
Funciones trigonométricas. Si α 6= 0, entonces,∫ t

r

cosαs ∆s =
1
α

senαt− senαr +
∑
i∈Ir,t

αµ(ti) cosαti

−2
∑
i∈Ir,t

cos
[
α

(
ti +

µ(ti)
2

)]
sen

αµ(ti)
2


y ∫ t

r

senαs ∆s =
1
α

cosαr − cosαt+
∑
i∈Ir,t

αµ(ti) senαti

−2
∑
i∈Ir,t

sen
[
α

(
ti +

µ(ti)
2

)]
sen

αµ(ti)
2

 .
Usando la fórmula de integración por partes para la integral de Riemann,
se obtiene que∫ t

r

s e s ∆s = (t− 1) e t + (1− r) e r

+
∑
i∈Ir,t

e ti
[
ti(µ(ti) + 1)− (σ(ti)− 1) eµ(ti) − 1

]
.
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Del teorema de cambio de variable en la integral de Riemann se tiene que

∫ t

r

s

1 + s2
∆s = log

√
1 + t2

1 + r2
+
∑
i∈Ir,t

 tiµ(ti)
1 + t2i

− log

√
1 + (σ(ti))

2

1 + t2i

.
Para obtener la ∆−integral de Riemann de una función f que dependa de
ρ(t) o de σ(t), se redefine la función f en el intervalo T∪(́ınf T, sup T) como
f en T y se identifican ρ(t) = σ(t) = t en (́ınf T, sup T)\T; los siguientes
ejemplos ilustran este hecho.

Para cada r, t ∈ T tales que r ≤ t y j, k, l ∈ Z con j + k + l = n y
suponiendo que 0 6∈ [r, t] si algún exponente es negativo, se verifican las
siguientes igualdades:

Si n > 0, entonces,∫ t

r

ρ(s)j sk σ(s)l ∆s =
tn+1 − rn+1

n+ 1

+
∑
i∈Ir,t

ρ(ti)j tki σ(ti)l −
n∑
j=0

(σ(ti))n−j t
j
i

n+ 1

µ(ti).

Si n > 1, entonces,∫ t

r

ρ(s)−js−kσ(s)−l ∆s =
t1−n − r1−n

1− n

+
∑
i∈Ir,t

(
µ(ti)

ρ(ti)j tki σ(ti)l
− (σ(ti))1−n − t1−ni

1− n

)
.

Si n = 1, entonces,∫ t

r

ρ(s)−j s−k σ(s)−l ∆s = log
t

r
+
∑
i∈Ir,t

(
µ(ti)

ρ(ti)j tki σ(ti)l
− log

σ(ti)
ti

)
.

A continuación se calculan las expresiones para funciones que aparecen en
la resolución de ecuaciones dinámicas lineales de primer y segundo orden.

Si p : T ∪ (́ınf T, sup T) → R es Riemann integrable y p|T es rd–continua
y regresiva, entonces, para todos r, t ∈ T tales que r < t, se verifican las
siguientes igualdades:

ep(t, r) = exp
(∫ t

r

p(s)ds
) ∏
i∈Ir,t

[
(1 + µ(ti)p(ti)) exp

(
−
∫ σ(ti)

ti

p(s)ds

)]
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y ∫ t

r

1
1 + p(s)µ(s)

∆s = t− r +
∑
i∈Ir,t

(	p)(ti) µ2(ti),

Si p : T ∪ (́ınf T, sup T))→ R es Riemann integrable, p|T es rd–continua y
µp2 es regresiva, entonces, para todos r, t ∈ T, tales que r < t se verifican
las siguientes igualdades:

senp(t, r) =

 ∏
i∈Ir,t

√
1 + p2(ti)µ2(ti)

 sen (Fp(t, r))

y

cosp(t, r) =

 ∏
i∈Ir,t

√
1 + p2(ti)µ2(ti)

 cos (Fp(t, r)),

con

Fp(t, r) =
∫ t

r

p(s) ds+
∑
i∈Ir,t

[
arctan p(ti)µ(ti)−

∫ σ(ti)

ti

p(s) ds

]
.

Nota 1.3.16 Es importante destacar que la expresión obtenida para ep(t, r) cu-
bre las dadas en [25, Tablas 2.3 y 2.4] para ciertos conjuntos cerrados y acotados
particulares.

Usando dicha relación, se obtienen de modo inmediato el resultado [25, Teo-
rema 2.44, (i)] que garantiza que si 1+p(s)µ(s) > 0 para todo s ∈ Tκ, entonces
ep(t, r) > 0 en T y los probados en [25, Teorema 2.48, (ii), (iii)] que establecen
que si 1 + p(t)µ(t) < 0 para algún t ∈ Tκ, entonces ep(t, r) ep(σ(t), r) < 0 y si
1 + p(s)µ(s) < 0 para todo s ∈ Tκ, entonces ep(t, r) cambia de signo en cada
punto t ∈ T.

Nótese que si T solamente tiene puntos aislados por la derecha, entonces,

ep(t, r) =
∏
i∈Ir,t

(1 + µ(ti)p(ti)),

expresión que generaliza la dada en [25, Teorema 2.44, (ii)] para el caso en que
1 + p(s)µ(s) < 0 para todo s ∈ Tκ.

Cálculo de la ∆−primitiva de la función identidad en diversos conjun-
tos cerrados A continuación se calcula la ∆−integral de Riemann en [a, t]T
de la función identidad en diversos conjuntos cerrados T ⊂ R siendo a, t ∈ T
con a < t.

Por la igualdad (1.6), se sabe que∫ t

a

s ∆s =
1
2

t2 − a2 −
∑
i∈Ia,t

µ2(ti)

 . (1.7)
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Si T = {0, h, . . . ,mh}, entonces, para todo t ∈ T se cumple que∫ t

0

s ∆s =
1
2
(
t2 − ht

)
.

Si T =
m⋃
k=0

[k(a+ b), k(a+ b) + a], a, b > 0, y denotando como [x] la parte

entera del número real x, para cada t ∈ T se cumple que∫ t

0

s ∆s =
1
2

(
t2 − b2

[
t

a+ b

])
.

Si T =
∞⋃
k=1

{q−k} ∪ {0} ∪
m⋃
k=0

{qk}, q > 1, entonces, para todo t ∈ T se

cumple que ∫ t

0

s ∆s =
t2

q + 1
.

Si T = {0, 1, 4, . . . ,m2}, entonces, para todo t ∈ T se cumple que∫ t

0

s ∆s =
t2

2
−
√
t(
√
t− 1)(2

√
t− 1)

3
− t.

A continuación se dedica especial atención al caso T = C, el clásico con-
junto ternario de Cantor. Para obtener el valor exacto de la ∆−integral
(1.7), previamente es necesario describir el conjunto de puntos aislados por
la derecha de C; se puede verificar que está dado por la siguiente ecuación
recursiva:

R = {t ∈ T : t < σ(t)} =
∞⋃
m=0

(
2m⋃
l=1

{tm,l}

)
,

donde t0,1 =
1
3

y, para todo m ≥ 1,

tm,l =


1

3m+1
, si l = 1,

tm,k +
2

3m−j
, si l = 2j + k; 0 ≤ j ≤ m− 1; 1 ≤ k ≤ 2j .

Finalmente, fijado t ∈ C, es preciso conocer el conjunto de puntos aislados
por la derecha s ∈ C tales que s < t.

Si t ∈ R es un punto aislado por la derecha de C, esto es, t = tm,l para
ciertos m ∈ N y l ∈ {1, . . . , 2m}. Por construcción, se sabe que

R ∩ [0, tm,l) =
∞⋃
k=0

ik(tm,l)⋃
j=1

{tk,j}

 ,
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donde, para cada k ∈ N, ik(tm,l) denota el número de puntos aislados por
la derecha de C que son menores o iguales que tm,l y que aparecen en
la etapa k−ésima de la construcción del conjunto ternario de Cantor; su
valor está dado por

ik(tm,l) =



(2l − 1) 2k−(m+1), si m ≤ k − 1,

l − 1, si m = k,

j − 1 +
(−1)l + 1

2
, si m = k + 1,

ik(tm−1,j), si m ≥ k + 2,

con j =
1
2

[
l +

1− (−1)l

2

]
.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que µ(tk,j) = 3−(k+1) para todo k ∈ N y
j ∈ {1, . . . , 2m}, se obtiene la siguiente expresión:∫ tm,l

0

s ∆s =
t2m,l

2
− 1

2

∞∑
k=0

ik(tm,l)∑
j=1

µ2(tk,j)


=

t2m,l
2
− 1

2
S(tm,l),

donde

S(tm,l) =
∞∑
k=0

ik(tm,l)
32(k+1)

=
m−2∑
k=0

ik(tm−1,j)
32(k+1)

+
(
j − 1 +

(−1)l + 1
2

)
1

32m

+
l − 1

32(m+1)
+ (2l − 1)

∞∑
k=m+1

2k−(m+1)

32(k+1)

=
m−2∑
k=0

ik(tm−1,j)
32(k+1)

+
(
j − 1 +

(−1)l + 1
2

)
1

32m

+
9l − 2

7 · 32(m+1)
.

En particular, dado m ∈ N, si t = tm,2m =
1

3m+1
+

m∑
k=1

2
3k

es el último

punto en la etapa m−ésima de la construcción del conjunto C, entonces,
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está claro que para todo k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, se verifica que ik(tm,2m) =
2k e im(tm,2m) = 2m − 1, con lo cual,

S(tm,2m) =
1
7

(
1− 2

32(m+1)

)
,

de donde se sigue que∫ tm,l

0

s ∆s =
t2m,2m

2
− 1

14

(
1− 2

32(m+1)

)
.

Por último, si t ∈ C es un punto denso por la derecha, entonces, existe
una sucesión de puntos aislados por la derecha {tn}n∈N que converge a t y
como consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
y de la relación entre la ∆−integral de Riemann y de Lebesgue, se tiene
que ∫ t

0

s ∆s = ĺım
n→∞

∫ tn

0

s ∆s,

donde las integrales de la derecha están calculadas anteriormente.

Por ejemplo, para t = 1, como 1 = ĺım
m→∞

tm,2m , se tiene que

∫ 1

0

s ∆s = ĺım
m→∞

∫ tm,2m

0

s ∆s =
3
7
.

1.3.5. Espacios Lp
∆

Definición 1.3.17 Sean E ⊂ T un conjunto ∆−medible, p ∈ R̄ tal que p ≥ 1
y f : E → R̄ una función ∆−medible. Se dice que f pertencece a Lp∆(E)
supuesto que o bien se verifica que∫

E

|f |p(s) ∆s <∞ si p ∈ R,

o bien existe una constante C ∈ R tal que

|f | ≤ C ∆− c.t.p. de E si p = +∞.

Nótese que la igualdad (1.4) garantiza que para que f : T → R pertenezca
a Lp∆(T) para algún p ∈ R siendo T acotado superiormente, es necesario que
f(sup T) = 0. Es por ello que se trabajará con los conjuntos Lp∆(Jo), donde J =
[a, b]T, a, b ∈ T, a < b, es un subintervalo cerrado arbitrario de T y Jo = [a, b)T.

A continuación se enuncian algunas de sus propiedades cuyas demostraciones
para una medida arbitraria se pueden encontrar en [58, 80].

Teorema 1.3.18 Sea p ∈ R̄ tal que p ≥ 1. Entonces, el conjunto Lp∆(Jo), con
la identificación para cada f ∈ Lp∆(Jo), f = 0 si y sólo si f = 0 en ∆−casi
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todo punto de Jo, es un espacio de Banach con la norma definida para cada
f ∈ Lp∆(Jo) como

‖f‖Lp∆ :=


[∫

Jo
|f |p(s) ∆s

]1/p

, si p ∈ R,

ı́nf {C ∈ R : |f | ≤ C ∆− c. t. p. de Jo} , si p = +∞.
(1.8)

Además, el conjunto L2
∆(Jo) es un espacio de Hilbert con el producto interior

dado para cada (f, g) ∈ L2
∆(Jo)× L2

∆(Jo) por

(f, g)L2
∆

:=
∫
Jo
f(s) · g(s) ∆s. (1.9)

Proposición 1.3.19 Sean p ∈ R̄ con p ≥ 1 y p′ ∈ R̄ verificando que
1
p

+
1
p′

= 1.

Entonces, si f ∈ Lp∆(Jo) y g ∈ Lp
′

∆(Jo), entonces f · g ∈ L1
∆(Jo) y

‖f · g‖L1
∆
≤ ‖f‖Lp∆ · ‖g‖Lp′∆ . (1.10)

Esta expresión se llama desigualdad de Hölder y desigualdad de Cauchy–Schwarz
cuando p = 2.

Proposición 1.3.20 Para cada p ∈ R con p ≥ 1, el conjunto Cc(Jo) de todas
las funciones continuas en Jo con soporte compacto en Jo es denso en Lp∆(Jo).

Como consecuencia de la proposición 1.3.11 se establece la siguiente equiva-
lencia entre los espacios Lp∆(Jo) y los habituales espacios Lp([a, b]) relacionados
con la medida de Lebesgue.

Corolario 1.3.21 Sean p ∈ R̄ con p ≥ 1, f : J → R̄ y f̃ : [a, b] → R̄ la
extensión de f a [a, b] definida en (1.3).

Entonces, f pertenece a Lp∆(Jo) si y sólo si f̃ pertenece a Lp([a, b]). En cuyo
caso, se verifica la siguiente igualdad:

‖f‖Lp∆ = ‖f̃‖Lp . (1.11)

1.3.6. Derivación de ∆−integrales

Teorema 1.3.22 Sea E ⊂ T un conjunto ∆−medible tal que sup T 6∈ E y sea
Ω ⊂ R un intervalo abierto.

Si g : Ω× E → R verifica las siguientes propiedades:

i) Para cada x ∈ Ω, g(x, ·) ∈ L1
∆(E).

ii) Para cada t ∈ E, g(·, t) tiene derivada D1g(·, t) continua en Ω uniforme-
mente en E.
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iii) Existe una función m ∈ L1
∆(E) tal que

|D1g(x, t)| ≤ m(t) para todo (x, t) ∈ Ω× E.

Entonces, la función G : Ω→ R definida para cada x ∈ Ω como

G(x) :=
∫
E

g(x, t) ∆t (1.12)

tiene derivada continua en Ω, G′ : Ω→ R dada por

G′(x) =
∫
E

D1g(x, t) ∆t. (1.13)

Demostración: Sean x ∈ Ω y {xn}n∈N una sucesión convergente a cero tal
que xn 6= 0 para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N, sea gn : E → R definida como

gn(t) :=
g(x+ xn, t)− g(x, t)

xn
para todo t ∈ E.

Para cada t ∈ E, de ii) se sigue que ĺım
n→+∞

gn(t) = D1g(x, t); además, se sabe,

por el teorema del valor medio del cálculo diferencial, que para cada n ∈ N existe
ηn(t) ∈ R tal que gn(t) = D1g(x + ηn(t), t), con lo cual, de iii) se deduce que
|gn(t)| ≤ m(t) para todo n ∈ N.

Como consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
se tiene que D1g(x, ·) ∈ L1

∆(E) y

ĺım
n→∞

∫
E

g(x+ xn, t)− g(x, t)
xn

∆t =
∫
E

D1g(x, t) ∆t,

lo cual concluye la demostración. ut

1.4. Continuidad absoluta

Es esta sección establecemos el concepto de función absolutamente continua
en un conjunto cerrado de números reales T y probamos una caracterización que
generaliza la dada para el caso real en el clásico teorema de Banach-Zarecki (ver,
por ejemplo, [58]). Además, mostramos la relación entre continuidad absoluta
en un intervalo cerrado J de conjunto cerrado de números reales T y continuidad
absoluta en un intervalo real [a, b].

Teniendo en cuenta la equivalencia establecida entre continuidad absoluta
en el intervalo cerrado J de T y la continuidad absoluta en el intervalo real [a, b]
y usando la fórmula que relaciona la ∆−integral de Lebesgue con la integral de
Lebesgue, se probará que, como en el caso real, la clase de funciones absoluta-
mente continuas es aquella para la cual el teorema fundamental del cálculo es
válido.

A continuación obtenemos un criterio para la continuidad absoluta de la fun-
ción inversa de una función absolutamente continua y estrictamente monótona
en un subintervalo cerrado J de T. Asimismo, se deducirá la fórmula para calcu-
lar la ∆̃−derivada de la función inversa cuando ésta sea absolutamente continua
en su dominio.
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1.4.1. Definiciones y propiedades

Sea J = [a, b]T, con a, b ∈ T y a < b, un subintervalo cerrado de T.

Definición 1.4.1 Sean f : J → R y P = {x0, . . . , xn} una partición de J , se
define

V (P, f) :=
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|.

Se define la variación total de f en J como

V ba (f) := sup { V (P, f) : P partición de J } ∈ [0,∞].

Si V ba (f) ∈ R, se dice que f es una función de variación acotada en J .

El conjunto de todas las funciones de variación acotada en J tiene estruc-
tura de espacio vectorial con respecto a las operaciones habituales de suma de
aplicaciones y producto por escalares.

Definición 1.4.2 Una función f : J → R se dice que es absolutamente
continua en J si para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que si {[ak, bk)T}nk=1, con
ak, bk ∈ J , es una familia de subintervalos de J que son dos a dos disjuntos y
se verifica que

n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

entonces,
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Se denota como AC(J) el espacio vectorial de las funciones absolutamente
continuas en J y para cada n ∈ N, con n ≥ 1, como

ACn(J) := {x ∈ AC(J) : x∆j

∈ AC(Jκ
j

) para todo j ∈ {1, · · · , n} },

siendo, para cada j ∈ N con j ≥ 1, Jκ
j

= [a, ρj(b)]T.
El teorema de Banach–Zarecki, [58, (18.25)], asegura que una función real

g : X ⊂ R→ R es absolutamente continua en el intervalo cerrado X si y sólo si
se verifican las siguientes condiciones:

i) La aplicación g es continua y de variación acotada en X.

ii) La imagen por g de cualquier subconjunto de medida de Lebesgue nula de
X es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

A continuación se probará un teorema similar para funciones definidas en
el intervalo cerrado J de T y de dicho resultado se deducirá una equivalencia
entre funciones absolutamente continuas en el intervalo J de T y funciones
absolutamente continuas en el intervalo real [a, b].
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Para ello, dada una función f : J → R, se considera una función auxiliar
que extiende f al intervalo real [a, b], f̄ : [a, b]→ R definida como

f̄(t) :=


f(t), si t ∈ T,

f(ti) +
f(σ(ti))− f(ti)

µ(ti)
(t− ti), si t ∈ (ti, σ(ti)), i ∈ I,

(1.14)

donde {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T; nótese que la aplicación f̄ no es más que la interpolación lineal entre cada
punto aislado por la derecha y su siguiente punto en T.

Las funciones f y f̄ están relacionadas mediante las siguientes propiedades.

Lema 1.4.3 Sean f : J → R y f̄ : [a, b]→ R la extensión de f a [a, b] definida
en (1.14). Entonces, f es de variación acotada en J si y sólo si f̄ es de variación
acotada en [a, b].

Lema 1.4.4 Sean f : J → R y f̄ : [a, b]→ R la extensión de f a [a, b] definida
en (1.14). Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) La imagen por f de cualquier subconjunto de J de ∆−medida nula es un
conjunto de medida de Lebesgue nula.

i) La imagen por f̄ de cualquier subconjunto de [a, b] de medida de Lebesgue
nula es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

Demostración: En primer lugar, supóngase que i) es cierto. Sea E ⊂ [a, b]
un conjunto de medida de Lebesgue nula; se probará que f̄(E) es un conjunto
de medida de Lebesgue nula.

Se puede suponer que sup T 6∈ E ya que en caso de que T estuviese acotado
superiormente y sup T ∈ E, se verificaŕıa que λ({f̄(sup T)}) = 0.

Si R = {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de puntos aislados por la derecha de
T, se puede reescribir E como

E =

[⋃
i∈I

(E ∩ [ti, σ(ti))

]
∪ (E ∩ (T\R)),

con lo cual, de la subaditividad numerable de la medida de Lebesgue se sigue
que

λ(f̄(E)) ≤

[∑
i∈I

λ(f̄(E ∩ [ti, σ(ti))))

]
+ λ(f̄(E ∩ (T\R))). (1.15)

Para cada i ∈ I fijado, puesto que f̄ |[ti,σ(ti)]
es absolutamente continua en

[ti, σ(ti)] y λ(E ∩ [ti, σ(ti))) = 0, el teorema de Banach–Zarecki afirma que

λ(f̄(E ∩ [ti, σ(ti)))) = 0. (1.16)
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Además, dado que el conjunto E ∩ (T\R) no tiene puntos aislados por la
derecha y sup T 6∈ E ∩ (T\R), resulta, por (1.2), que

µ∆(E ∩ (T\R)) = λ(E ∩ (T\R)) = 0,

por lo tanto, la igualdad f̄ |T = f y la condición i) garantizan que

λ(f̄(E ∩ (T\R))) = λ(f(E ∩ (T\R))) = 0. (1.17)

Como consecuencia de las igualdades (1.15), (1.16) y (1.17), se tiene que
λ(f̄(E)) = 0.

Rećıprocamente, asúmase que se verifica ii) y sea E ⊂ J un conjunto de
∆−medida nula. De la igualdad (1.2) se sigue que E es un conjunto de medida
de Lebesgue nula , aśı que, la relación f(E) = f̄(E) y la condición ii) garantizan
la validez de i). ut

Las propiedades anteriores permiten probar el siguiente criterio para la con-
tinuidad absoluta en J análogo al dado en el teorema de Banach-Zarecki para
funciones reales.

Teorema 1.4.5 Una aplicación f : J → R es absolutamente continua en J si
y sólo si se verifican las siguientes condiciones:

i) La aplicación f es continua y de variación acotada en J .

ii) La imagen por f de cualquier subconjunto de ∆−medida nula de J es un
conjunto de medida de Lebesgue nula.

Demostración: Sea f̄ : [a, b] → R la extensión de f a [a, b] definida en
(1.14).

Supóngase en primer lugar que f es una función absolutamente continua en
J . Puesto que la continuidad de f en J está garantizada por la continuidad
absoluta, para probar el enunciado i), solamente es necesario comprobar que f
es de variación acotada en J .

Sea δ > 0 correspondiente a ε = 1 en la definición de función absolutamente
continua en J ; para δ/2 > 0, por el lema 1.2.19, se sabe que existe alguna
partición de J , P = {x0, . . . , xn} tal que para cada k ∈ {1, . . . , n} se verifica o
bien

xk − xk−1 ≤ δ/2

o bien
xk − xk−1 > δ/2 y σ(xk−1) = xk.

Si xk − xk−1 ≤ δ/2, entonces, la continuidad absoluta de f en J garantiza
que V (P̄ , f |[xk−1,xk]T

) < ε = 1 para cada partición P̄ de [xk−1, xk]T, por lo tanto,
V xkxk−1

(f) ≤ 1 y aśı, f |[xk−1,xk]T
es de variación acotada en [xk−1, xk]T.

Por el contrario, si xk − xk−1 > δ/2, entonces, como σ(xk−1) = xk, se tiene
que V xkxk−1

(f) = |f(xk)−f(xk−1)| lo cual establece que f |[xk−1,xk]T
es de variación

acotada en [xk−1, xk]T.
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Como consecuencia del lema 1.4.3 resulta que para cada k ∈ {1, . . . , n},
f̄ |[xk−1,xk] es de variación acotada en [xk−1, xk] y por lo tanto, f̄ es de variación
acotada en [a, b]; aśı pues, el lema 1.4.3 permite concluir que f es de variación
acotada en J y la afirmación i) está probada.

Para demostrar ii), se considera un conjunto E ⊂ J de ∆−medida nula y se
verá que f(E) es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

Sean ε un número real positivo arbitrario y un δ > 0 relacionado con ε como
en la definición de función absolutamente continua en J .

Si T no está acotado superiormente, entonces sup T 6∈ E mientras que si
T está acotado superiormente, como la ∆−medida de sup T no es finita y
µ∆(E) = 0, resulta que sup T 6∈ E; por consiguiente, se puede elegir una fa-
milia {[ak, bk)T}∞k=1, con ak, bk ∈ J , de subintervalos de J que son dos a dos
disjuntos y se verifica que

E ⊂
∞⋃
k=1

[ak, bk)T (1.18)

y
∞∑
k=1

(bk − ak) < δ. (1.19)

De (1.18) se sigue que

f(E) ⊂ f

( ∞⋃
k=1

([ak, bk)T)

)
=
∞⋃
k=1

f([ak, bk)T),

lo cual garantiza que

λ(f(E)) ≤
∞∑
k=1

λ(f([ak, bk)T)). (1.20)

Para cada k ∈ N fijado, la continuidad de f en [ak, bk]T establece la existencia
de ck, dk ∈ [ak, bk] ∩ T con ck < dk tales que

λ(f([ak, bk)T)) = λ(f([ak, bk]T)) ≤ |f(dk)− f(ck)|. (1.21)

Además, como [ck, dk]T ⊂ [ak, bk]T para cada k ∈ N, por la continuidad
absoluta de f en J y la desigualdad (1.19), se sabe que

n∑
k=1

|f(dk)− f(ck)| < ε para todo n ∈ N,

de donde se obtiene que

∞∑
k=1

|f(dk)− f(ck)| ≤ ε. (1.22)
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Por lo tanto, de (1.20), (1.21) y (1.22) se deduce que

λ(f(E)) ≤
∞∑
k=1

λ(f([ak, bk) ∩ T)) ≤
∞∑
k=1

|f(dk)− f(ck)| ≤ ε

y aśı, por la arbitrariedad de ε se concluye que λ(f(E)) = 0.
Por consiguiente, la propiedad ii) es cierta.
Rećıprocamente, asúmase que se verifican los enunciados i) e ii).
De los lemas 1.4.3 y 1.4.4 se deduce que f̄ es continua y de variación acotada

en [a, b] y f̄ aplica cada subconjunto de medida de Lebesgue nula de [a, b] en un
conjunto de medida de Lebesgue nula por lo que, el teorema de Banach–Zarecki
asegura que f̄ es absolutamente continua en [a, b]; la igualdad f = f̄|T establece
la continuidad absoluta de f en J . ut

Como consecuencia directa del teorema 1.4.5 y los lemas 1.4.3 y 1.4.4, se
obtiene la siguiente caracterización de las funciones absolutamente continuas en
J .

Corolario 1.4.6 Sean f : J → R y f̄ : [a, b] → R la extensión de f a [a, b]
definida en (1.14). Entonces, f es absolutamente continua en J si y sólo si f̄ es
absolutamente continua en [a, b].

1.4.2. Teorema fundamental del cálculo

Teniendo en cuenta la equivalencia establecida en el corolario 1.4.6 entre
continuidad absoluta en el intervalo J de T y la continuidad absoluta en el
intervalo real [a, b] y usando la fórmula (1.4) que relaciona la ∆−integral de
Lebesgue con la integral de Lebesgue, se probará que, como en el caso real, la
clase de funciones absolutamente continuas es aquella para la cual el teorema
fundamental del cálculo es válido.

Previamente se demuestra la siguiente propiedad sobre ∆−diferenciabilidad
y diferenciabilidad de las funciones f y f̄ .

Lema 1.4.7 Sean R = {ti}i∈I , I ⊂ N, el conjunto de puntos aislados por la
derecha de T, f : J → R y f̄ : [a, b] → R la extensión de f a [a, b] definida en
(1.14). Entonces, los siguientes enunciados son ciertos:

1. La función f̄ es diferenciable en el conjunto [a, b]\T =
⋃
i∈I

(ti, σ(ti)) y

f̄ ′(t) =
f(σ(ti))− f(ti)

µ(ti)
si t ∈ (ti, σ(ti)) para algún i ∈ I.

2. Si f̄ es diferenciable en t ∈ Jo, entonces f es ∆−diferenciable en t y su
∆−derivada en t verifica la igualdad

f∆(t) = f̄ ′(t).
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3. Si f es ∆−diferenciable en t ∈ Jo\(R∪σ(R)), entonces f̄ es diferenciable
en t y su derivada en t satisface la igualdad

f̄ ′(t) = f∆(t).

Demostración: Ya que la afirmación 1 es una consecuencia directa de la
definición de f̄ solamente queda probar 2 y 3.

Sea t ∈ Jo un punto en el que f̄ es diferenciable. Si t es aislado por la
derecha, como f̄ es continua en t, f es continua en t y como consecuencia, f es
∆−diferenciable en t y de la definición de f̄ se tiene que

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
= f̄ ′(t).

Por el contrario, si t es denso por la derecha, entonces, por la definición de
f̄ , se sabe que

ĺım
s→t
s∈T

f(t)− f(s)
t− s

= ĺım
s→t
s∈T

f̄(t)− f̄(s)
t− s

= ĺım
s→t

f̄(t)− f̄(s)
t− s

= f̄ ′(t),

y como consecuencia, f es ∆−diferenciable en t y

f∆(t) = f̄ ′(t).

Por lo tanto, se verifica la afirmación 2.
Sea t ∈ Jo\(R ∪ σ(R)) un punto en el que f es ∆−diferenciable. Fijado

ε > 0, existe un δ > 0 tal que para todo s ∈ (t− δ, t+ δ)T con s 6= t se cumple
que ∣∣∣∣ f̄(t)− f̄(s)

t− s
− f∆(t)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f(t)− f(s)

t− s
− f∆(t)

∣∣∣∣ < ε. (1.23)

Sea s ∈ (t − δ, t + δ)\T; se puede suponer sin pérdida de generalidad que
s ∈ (ti, σ(ti)) para algún i ∈ I tal que ti, σ(ti) ∈ (t− δ, t+ δ).

Definiendo

m := mı́n
{
f(t)− f(ti)

t− ti
,
f(t)− f(σ(ti))

t− σ(ti)

}
y

M := máx
{
f(t)− f(ti)

t− ti
,
f(t)− f(σ(ti))

t− σ(ti)

}
,

se prueban las siguientes desigualdades

m ≤ f̄(t)− f̄(s)
t− s

≤M,

aśı pues, de (1.23), se deduce que∣∣∣∣ f̄(t)− f̄(s)
t− s

− f∆(t)
∣∣∣∣ < ε.
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Por consiguiente, f̄ es diferenciable en t y

f̄ ′(t) = f∆(t),

lo cual concluye la demostración. ut
La propiedad anterior permite probar el teorema de la ∆−derivación de la

∆−integral de Lebesgue.

Teorema 1.4.8 Sean f ∈ L1
∆(Jo), c ∈ R y F : J → R definida para cada t ∈ J

como

F (t) = c+
∫

[a,t)T

f(s) ∆s. (1.24)

Entonces, F es absolutamente continua en J , F es ∆−diferenciable en ∆−
casi todo punto de Jo y F∆ = f en ∆−casi todo punto de Jo. Además, si f es
continua en t ∈ Jo, entonces F es ∆−diferenciable en t y F∆(t) = f(t).

Demostración: Sean R el conjunto de puntos aislados por derecha de T y
f̃ : [a, b]→ R la extensión de f al intervalo real [a, b] definida en (1.3); Corolario
1.3.21 establece que f̃ pertenece a L1([a, b]) y como consecuencia de la igualdad
(1.4) se tiene que

F (t)− c =
∫

[a,t)T

f(s) ∆s =
∫

[a,t)

f̃(s) ds, para cada t ∈ J,

de donde es fácil probar que la extensión de F al intervalo [a, b], F̄ : [a, b]→ R
definida en (1.14) satisface la siguiente igualdad:

F̄ (t) = c+
∫

[a,t)

f̃(s) ds, para cada t ∈ [a, b];

con lo cual, el teorema de la derivación de la integral de Lebesgue, [83, (6.84)],
garantiza que F̄ es absolutamente continua en J y aśı, el corolario 1.4.6 permite
afirmar que F es absolutamente continua en J .

De la continuidad de F y la igualdad (1.24) se sigue que F∆ = f en R∩ Jo;
además, por el teorema de la derivación de la integral de Lebesgue se sabe que
existe un conjunto E ⊂ [a, b] tal que λ([a, b]\E) = 0 y F̄ ′ = f̃ en E y aśı, por
la propiedad 2 del lema 1.4.7 se obtiene que F∆ = F̄ ′ = f en E ∩ (Jo\R). Por
consiguiente, la igualdad (1.2) permite concluir que F∆ = f en ∆−casi todo
punto de Jo.

Finalmente, sea t ∈ Jo un punto denso por la derecha en el que f es continua.
Fijado ε > 0, como f es continua en t, existe un δ > 0 tal que para todo
s ∈ (t− δ, t+ δ)T ∩ J se cumple que |f(s) − f(t)| < ε. Por lo tanto, para todo

37



s ∈ (t− δ, t+ δ)T ∩ J tal que t < s se cumple que∣∣∣∣F (s)− F (t)
s− t

− f(t)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
s− t

∫
[t,s)T

(f(r)− f(t)) ∆r

∣∣∣∣∣
≤ 1
|s− t|

∫
[t,s)T

|f(r)− f(t)| ∆r

≤ ε;

análogamente se prueba la anterior desigualdad para cada s ∈ (t− δ, t+ δ)T∩J
tal que s < t. Por lo tanto, F es ∆−diferenciable en t y F∆(t) = f(t). ut

A continuación se prueba el teorema fundamental del cálculo.

Teorema 1.4.9 Una función f : J → R es absolutamente continua en J si y
sólo si se verifican las siguientes condiciones:

i) La función f es ∆−diferenciable en ∆−casi todo punto de Jo y f∆ ∈
L1

∆(Jo).

ii) La igualdad

f(t) = f(a) +
∫

[a,t)T

f∆(s) ∆s,

es válida para cada t ∈ J .

Demostración: Del teorema de la ∆− derivación de la ∆− integral de
Lebesgue, teorema 1.4.8, se sigue que si se cumplen i) e ii), f es absolutamente
continua en J .

Supóngase que f es absolutamente continua en J , por el corolario 1.4.6 se
sabe que la extensión de f al intervalo [a, b] definida en (1.14), f̄ : [a, b] → R,
es absolutamente continua en [a, b] y por tanto, el clásico teorema fundamental
del cálculo, [83, (6.85)], permite afirmar que:

1) La función f̄ es diferenciable en casi todo punto de [a, b] y f̄ ′ ∈ L1([a, b]).

2) Para cada t ∈ [a, b] se verifica que

f̄(t) = f̄(a) +
∫

[a,t)

f̄ ′(s) ds.

En primer lugar se probará que f es ∆−diferenciable en ∆−casi todo punto
de Jo. La propiedad 2 del lema 1.4.7 establece la siguiente relación:

E1 := {t ∈ Jo : 6 ∃ f∆(t)} ⊂ {t ∈ [a, b) : 6 ∃ f̄ ′(t)} =: E2. (1.25)

De la continuidad de f en J se sigue que f es ∆−diferenciable en cada
punto aislado por la derecha de Jo, con lo que E1 no tiene puntos aislados
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por la derecha. Aśı pues, de (1.2) resulta que µ∆(E1) = λ(E1) y como f̄ es
diferenciable en casi todo punto de [a, b], se tiene que λ(E2) = 0, lo cual implica,
por (1.25), que µ∆(E1) = 0. Por consiguiente, f es ∆−diferenciable en ∆−casi
todo punto de Jo.

Finalmente, redefiniendo la función f∆ : J → R como

f∆(t) :=
{
f∆(t), si t ∈ Jo\E1,
0, si t ∈ E1 ∪ {b},

se verá que f∆ ∈ L1
∆(Jo) y que la afirmación ii) es cierta. Considérese f̃∆ :

[a, b] → R, la extensión de f∆ a [a, b] definida en (1.3), de la propiedad 2 del
lema 1.4.7 se sigue que

f̃∆(t) = f̄ ′(t) para cada t ∈ [a, b)\E2,

con lo cual, como λ(E2) = 0 y f̄ ′ ∈ L1([a, b]), resulta que f̃∆ ∈ L1([a, b]) y∫
[a,t)

f̃∆(s) ds =
∫

[a,t)

f̄ ′(s) ds para cada t ∈ [a, b].

Por consiguiente, la proposición 1.3.12 y el corolario 1.3.21 aseguran que
f∆ ∈ L1

∆(Jo) y∫
[a,t)T

f∆(s) ∆s =
∫

[a,t)

f̃∆(s) ds =
∫

[a,t)

f̄ ′(s) ds para cada t ∈ J,

y aśı, la condición 2) permite concluir que la igualdad

f(t)− f(a) = f̄(t)− f̄(a) =
∫

[a,t)

f̄ ′(s) ds =
∫

[a,t)T

f∆(s) ∆s,

se verifica para todo t ∈ J . ut

1.4.3. Integración por partes

Las funciones absolutamente continuas en J verifican la siguiente fórmula de
integración por partes.

Teorema 1.4.10 Si f, g : J → R son funciones absolutamente continuas en
J , entonces f · g es absolutamente continua en J y se verifican las siguientes
igualdades:∫

Jo

(
f∆g + fσg∆

)
(s) ∆s = f(b) g(b)− f(a) g(a)

=
∫
Jo

(
fg∆ + f∆gσ

)
(s) ∆s.

(1.26)

39



Demostración: Puesto que f y g son absolutamente continuas en J , existe
un α ∈ R tal que |g|, |f | ≤ α en J , con lo que, para cada familia finita de
subintervalos de J dos a dos disjuntos, {[ak, bk)T}nk=1, con ak, bk ∈ J , se cumple
que

n∑
k=1

|(fg)(bk)− (fg)(ak)| ≤
n∑
k=1

|g(bk)| · |f(bk)− f(ak)|

+
n∑
k=1

|f(ak)| · |g(bk)− g(ak)|

≤ α

[
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)|+
n∑
k=1

|g(bk)− g(ak)|

]
y por tanto, la continuidad absoluta de f y g en J aseguran la continuidad
absoluta de f · g en J .

Además, por la regla del producto, teorema 1.2.8, resulta que para cada
t ∈ Jo en el cual f y g sean ∆−diferenciables, se satisface que

(f · g)∆(t) =
(
f∆g + fσg∆

)
(t) =

(
fg∆ + f∆gσ

)
(t),

aśı pues, el resultado es consecuencia del teorema fundamental del cálculo. ut

1.4.4. Condiciones de continuidad absoluta para la función
inversa. ∆̃−Derivada de la función inversa

Si una función real es absolutamente continua y estrictamente monótona en
algún intervalo real X ⊂ R y aplica X en un intervalo real Y ⊂ R, se sabe que,
ver [31, Lema 1.1], para que su función inversa sea absolutamente continua en
Y es necesario y suficiente que la derivada de la función sea no nula en casi todo
punto de X.

A continuación se probará el resultado análogo para el caso de una función
absolutamente continua y estrictamente monótona en un subintervalo cerrado
J de T y con valores en un subintervalo cerrado J̃ de otro conjunto cerrado
de números reales T̃ ⊂ R. Asimismo, se deducirá la fórmula para calcular la
∆̃−derivada de la función inversa cuando ésta sea absolutamente continua en
su dominio.

Dada una función f : J → R absolutamente continua y estrictamente
monótona en J , sean T̃ := f(J), ã := mı́n T̃, b̃ := máx T̃, J̃ := [ã, b̃]T̃, f−1 :
J̃ → R la función inversa de f y f−1 : [ã, b̃] → R la extensión de f−1 a [ã, b̃]
definida en (1.14).

Inicialmente se determinará la expresión de f−1 para lo cual es necesario
conocer el conjunto de puntos aislados por la derecha de T̃, R̃ := {t̃ : t̃ < σ̃(t̃)},
donde los operadores σ̃, ρ̃ : T̃→ T̃ y µ̃ : T̃→ R+ se definen del modo habitual.
Se tratan separadamente el caso en que f es estrictamente creciente en J y aquel
en que f es estrictamente decreciente en J .
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Sea Ĩ := { i ∈ I : ti ∈ Jo } con R = {ti}i∈I , I ⊂ N, el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T.

Si f es estrictamente creciente en J , entonces

R̃ = {t̃i}i∈Ĩ , con t̃i = f(ti) para todo i ∈ Ĩ

y
σ̃(t̃i) = σ̃(f(ti)) = f(σ(ti)) para todo i ∈ Ĩ ,

y aśı resulta, por (1.14), que

f−1(t̃) =


f−1(t̃), si t̃ ∈ T̃,

ti +
µ(ti)

f(σ(ti))− f(ti)
(t̃− f(ti)), si t̃ ∈ (t̃i, σ̃(t̃i)), i ∈ Ĩ ,

(1.27)
Por el contrario, si f es estrictamente decreciente en J , entonces

R̃ = {t̃i}i∈Ĩ , con t̃i = f(σ(ti)) para todo i ∈ Ĩ

y
σ̃(f(σ(ti))) = f(ti) para todo i ∈ Ĩ ,

de donde se obtiene, por (1.14), que

f−1(t̃) =


f−1(t̃), si t̃ ∈ T̃,

σ(ti) +
µ(ti)

f(σ(ti))− f(ti)
(t̃− f(σ(ti))), si t̃ ∈ (t̃i, σ̃(t̃i)), i ∈ Ĩ ,

(1.28)
Sea f̄ : [a, b] → R la extensión de f a [a, b] definida en (1.14), puesto que f

es estrictamente monótona en J , se tiene que f̄ es estrictamente monótona en
[a, b] y f̄([a, b]) = [ã, b̃].

Si (f̄)−1 : [ã, b̃]→ R es la función inversa de f̄ , entonces, es fácil comprobar
que se verifica la siguiente igualdad:

f−1 = (f̄)−1 en [ã, b̃]; (1.29)

esta igualdad junto con la siguiente equivalencia permite probar el resultado
acerca de la continuidad absoluta de la función inversa en su dominio.

Lema 1.4.11 Supóngase que f : J → R es continua en ti para todo i ∈ Ĩ,
con Ĩ := { i ∈ I : ti ∈ Jo } y R = {ti}i∈I , I ⊂ N, el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T y sea f̄ : [a, b]→ R la extensión de f a [a, b]
definida en (1.14). Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

i) f∆(t) 6= 0 para ∆−casi todo punto t ∈ Jo.

ii) f̄ ′(t) 6= 0 para casi todo punto t ∈ [a, b].
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Demostración: En primer lugar supóngase que i) es cierta.
Para cada i ∈ Ĩ, la continuidad de f en ti garantiza que f es ∆−diferenciable

en ti y, como µ∆({ti}) > 0, de la condición i) se sigue que

f∆(ti) 6= 0, (1.30)

con lo cual, la propiedad 1 del lema 1.4.7 establece que

f̄ ′(t) = f∆(ti) 6= 0, para todo t ∈ (ti, σ(ti)).

Aśı pues, se verifica la siguiente igualdad

{ t ∈ [a, b) : f̄ ′(t) = 0 } = { t ∈ Jo : f̄ ′(t) = 0 }. (1.31)

Además, del enunciado 2 del lema 1.4.7 se sigue que

{ t ∈ Jo : f̄ ′(t) = 0 } ⊂ { t ∈ Jo : f∆(t) = 0 },

con lo cual, de la desigualdad (1.30) y de la expresión (1.2) que relaciona la
∆−medida de Lebesgue con la medida de Lebesgue, se obtiene que

λ
(
{ t ∈ Jo : f̄ ′(t) = 0 }

)
= µ∆

(
{ t ∈ Jo : f∆(t) = 0 }

)
= 0. (1.32)

Por tanto, las igualdades (1.31) y (1.32) garantizan la condición ii).
Rećıprocamente, supóngase que se verifica ii).
Para cada i ∈ Ĩ, la continuidad de f en ti garantiza que f es ∆−diferenciable

en ti y de la condición ii) y la propiedad 1 del lema 1.4.7 se deduce que

f∆(ti) =
f(σ(ti))− f(ti)

µ(ti)
6= 0,

de donde se obtiene que

{ t ∈ Jo : f∆(t) = 0 } = { t ∈ Jo\R : f∆(t) = 0 }

= { t ∈ (Jo ∩ σ(R))\R : f∆(t) = 0 }⋃
{ t ∈ Jo\(R ∪ σ(R)) : f∆(t) = 0 }.

(1.33)

Usando la expresión (1.2) y teniendo en cuenta que el conjunto σ(R) =
{σ(ti)}i∈I tiene medida de Lebesgue nula por ser numerable, resulta que

µ∆

(
{ t ∈ (Jo ∩ σ(R))\R : f∆(t) = 0 }

)
= 0. (1.34)

Además, el enunciado 3 de Lema 1.4.7 permite afirmar que

{ t ∈ Jo\(R ∪ σ(R)) : f∆(t) = 0 } ⊂ { t ∈ [a, b] : f̄ ′(t) = 0 }

y como consecuencia de la condición ii) y la relación (1.2) se tiene que

µ∆

(
{ t ∈ Jo\(R ∪ σ(R)) : f∆(t) = 0 }

)
= λ

(
{ t ∈ [a, b] : f̄ ′(t) = 0 }

)
= 0.
(1.35)

42



Aśı pues, de (1.33), (1.34) y (1.35) se obtiene la validez del enunciado i). ut
El siguiente teorema establece un criterio para la continuidad absoluta de

la función inversa en su dominio y proporciona una fórmula para calcular la
∆̃−derivada de la función inversa.

Teorema 1.4.12 Sea f : J → J̃ una función absolutamente continua y estric-
tamente monótona en J .

La aplicación f−1 : J̃ → J es absolutamente continua en J̃ si y sólo si
f∆(t) 6= 0 para ∆−casi todo punto t ∈ Jo.

Además, si f−1 es absolutamente continua en J̃ , entonces, se verifican los
siguientes enunciados:

i) Si f−1 es estrictamente creciente en J̃ , entonces,

(f−1)
∆̃

(t̃) =
1

f∆(f−1(t̃))
para ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ J̃o.

ii) Si f−1 es estrictamente decreciente en J̃ , entonces,

(f−1)
∆̃

(t̃) =
1

f∆(f−1(σ̃(t̃)))
para ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ J̃o.

Demostración: Puesto que f es una función absolutamente continua en J ,
por el corolario 1.4.6 se sabe que f̄ es absolutamente continua en [a, b].

El corolario 1.4.6 y la igualdad (1.29) establecen que la función f−1 es ab-
solutamente continua en J̃ si y sólo si f−1 = (f̄)−1 es absolutamente continua
en [ã, b̃].

Como f̄ es absolutamente continua en [a, b], una condición necesaria y sufi-
ciente para la afirmación precedente es, ver [31, Lema 1.1],

f̄ ′(t) 6= 0 para c. t. p. t ∈ [a, b],

lo cual es equivalente, por Lema 1.4.11, a

f∆(t) 6= 0 para ∆− c. t. p. t ∈ Jo,

y por tanto, la primera parte de la demostración está concluida.
Supóngase que f−1 es absolutamente continua en J̃ . Por el corolario 1.4.6 y

la igualdad (1.29) se sabe que f−1 = (f̄)−1 es absolutamente continua en [ã, b̃],
con lo cual, el teorema de derivación de la función inversa, ver [31, Lema 1.1],
asegura que(

(f̄)−1
)′

(t̃) =
1

f̄ ′
(

(f̄)−1(t̃)
) para c. t. p. t̃ ∈ [ã, b̃],

de donde se sigue, por (1.29), que(
f−1

)′
(t̃) =

1

f̄ ′
(
f−1(t̃)

) para c. t. p. t̃ ∈ [ã, b̃],
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esto es, existe un conjunto E1 ⊂ [ã, b̃] verificando que(
f−1

)′
(t̃) =

1

f̄ ′
(
f−1(t̃)

) para todo t̃ ∈ E1 (1.36)

y
λ([ã, b̃]\E1) = 0. (1.37)

Sean
E :=

(
(ã, b̃) ∩ (T̃\R̃) ∩ E1

)⋃
R̃

y t̃ ∈ E arbitrario; se probará que f−1 es ∆̃−diferenciable en t̃ y se calculará el
valor de su ∆̃−derivada, (f−1)∆̃(t̃).

Si t̃ ∈ (ã, b̃) ∩ (T̃\R̃) ∩ E1, dado que f−1 y f̄ son diferenciables en t̃ y
f−1(t̃) = f−1(t̃) ∈ Jo respectivamente, entonces, la propiedad 2 del lema
1.4.7 y la igualdad (1.36) garantizan que f−1 es ∆̃−diferenciable en t̃, f es
∆−diferenciable en f−1(t̃) y

(f−1)
∆̃

(t̃) =
(
f−1

)′
(t̃) =

1

f̄ ′
(
f−1(t̃)

) =
1

f∆(f−1(t̃))
, (1.38)

lo cual es equivalente, ya que t̃ es un punto denso por la derecha de T̃, a

(f−1)
∆̃

(t̃) =
1

f∆(f−1(σ̃(t̃)))
. (1.39)

Por el contrario, si t̃ ∈ R̃, entonces, la continuidad de f−1 en t̃ asegura que
f−1 es ∆̃−diferenciable en t̃ y

(f−1)
∆̃

(t̃) =
f−1(σ̃(t̃))− f−1(t̃)

σ̃(t̃)− t̃
.

Si f−1 es estrictamente creciente en J̃ , entonces, de la continuidad de f−1

en t̃ se sigue que

f−1(t̃) ∈ R y σ(f−1(t̃)) = f−1(σ̃(t̃)),

con lo cual,

(f−1)
∆̃

(t̃) =
σ(f−1(t̃))− f−1(t̃)

f(σ(f−1(t̃)))− f(f−1(t̃))
=

1
f∆(f−1(t̃))

. (1.40)

Mientras que si f−1 es estrictamente decreciente en J̃ , entonces, como f−1

es continua en t̃, resulta que

f−1(σ̃(t̃)) ∈ R y σ(f−1(σ̃(t̃))) = f−1(t̃)
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y aśı,

(f−1)
∆̃

(t̃) =
f−1(σ̃(t̃))− σ(f−1(σ̃(t̃)))

f(f−1(σ̃(t̃)))− f(σ(f−1(σ̃(t̃))))
=

1
f∆(f−1(σ̃(t̃)))

. (1.41)

Para finalizar se probará que µ∆̃(J̃o\E) = 0.
Como

J̃o\E =


(

[ã, b̃)\E1

)
∩ (T̃\R̃), si ã ∈ R̃,

[(
[ã, b̃)\E1

)
∩ (T̃\R̃)

]⋃
{ã} , si ã 6∈ R̃,

de la expresión (1.2) que relaciona la ∆−medida de Lebesgue con la medida de
Lebesgue se tiene que

µ∆̃(J̃o\E) = µ∆̃

((
[ã, b̃)\E1

)
∩ (T̃\R̃)

)
= λ

((
[ã, b̃)\E1

)
∩ (T̃\R̃)

)
,

de donde se obtiene, por (1.37), que

µ∆̃(J̃o\E) = 0. (1.42)

Por consiguiente, de (1.38), (1.40) y (1.42) se deduce la afirmación i) mientras
que (1.39), (1.41) y (1.42) prueban el enunciado ii). ut

1.5. Espacios de Sobolev

En esta sección estudiaremos la teoŕıa de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo cerrado de conjuntos cerrados arbitrarios de números
reales con la ∆−medida de Lebesgue.

Los espacios de Sobolev son una herramienta fundamental en el análisis
real, por ejemplo, en el uso de métodos variacionales para resolver problemas
en ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales y en ecuaciones en diferencias
con condiciones de contorno. A pesar de que la teoŕıa es bien conocida para
funciones definidas en intervalos abiertos acotados de números reales, ver [27],
y es trivial para funciones definidas en subconjuntos acotados arbitrarios de
números enteros, no estaba desarrollada en conjuntos cerrados arbitrarios de
R. En esta sección daremos una introducción de los espacios de Sobolev de
funciones definidas en un intervalo cerrado [a, b]T de un conjunto cerrado T con
la Lebesgue ∆−medida. Definimos los espacios de Sobolev de primer orden como
el espacio de funciones en Lp∆([a, b)T) cuya ∆−derivada generalizada pertenece
a Lp∆([a, b)T).

Por último, demostraremos que estos espacios verifican propiedades análogas
a las de los espacios de Sobolev de funciones definidas en un intervalo abierto
de números reales.
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1.5.1. Definición de los espacios W 1,p
∆ (J)

El objetivo de esta sección es introducir los espacios de Sobolev de primer
orden sobre un subintervalo cerrado arbitrario de T, J = [a, b]T con a, b ∈ T y
a < b, considerándose sobre T la ∆−integración de Lebesgue.

Definición 1.5.1 Sean p ∈ R̄ tal que p ≥ 1 y u : J → R̄. Se dice que u
pertenece a W 1,p

∆ (J) si y sólo si u ∈ Lp∆(Jo) y existe una función g : Jκ → R̄
verificando que g ∈ Lp∆(Jo) y∫
Jo

(
u · ϕ∆

)
(s) ∆s = −

∫
Jo

(g · ϕσ) (s) ∆s para todo ϕ ∈ C1
0,rd(J

κ) (1.43)

donde

C1
0,rd(J

κ) :=
{
f : J → R : f ∈ C1

rd(J
κ), f(a) = 0 = f(b)

}
(1.44)

y C1
rd(J

κ) es el conjunto de todas las funciones continuas en J que son ∆−
diferenciables en Jκ y sus ∆−derivadas son rd–continuas en Jκ.

La fórmula de integración por partes para funciones absolutamente continuas
en J establece que la relación

V 1,p
∆ (J) := { x ∈ AC(J) : x∆ ∈ Lp∆(Jo) } ⊂W 1,p

∆ (J) (1.45)

es válida para todo p ∈ R̄ con p ≥ 1; se probará que ambos conjuntos son,
como clases de funciones, equivalentes, para lo cual son necesarios los siguientes
lemas.

Lema 1.5.2 Sea f ∈ L1
∆(Jo) verificando que∫

Jo
(f · u) (s) ∆s = 0, para todo u ∈ Cc(Jo), (1.46)

entonces,
f = 0 ∆− c. t. p. de Jo. (1.47)

Demostración: Fijado ε > 0, la densidad del conjunto Cc(Jo) en L1
∆(Jo)

garantiza la existencia de una función f1 ∈ Cc(Jo) tal que ‖f − f1‖L1
∆
< ε y

aśı, de (1.46) se deduce que para cada u ∈ Cc(Jo), es cierto que∣∣∣∣∫
Jo

(f1 · u) (s) ∆s
∣∣∣∣ ≤ ‖u‖C(Jo) · ‖f − f1‖L1

∆
< ε ‖u‖C(Jo).

Como los conjuntos

A1 := { s ∈ Jo : f1(s) ≥ ε } y A2 := { s ∈ Jo : f1(s) ≤ −ε }

son subconjuntos compactos y disjuntos de Jo, el lema de Urysohn, [80, 2.2.10],
permite construir una aplicación u0 : Jo → R perteneciente a Cc(Jo) verificando
que

u0 ≡
{

1; en A1,
−1; en A2,

y |u0| ≤ 1 en Jo;
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con lo cual, definiendo A := A1 ∪A2, se tiene que∫
Jo
|f1| (s) ∆s =

∫
Jo

(f1 · u0) (s) ∆s−
∫
Jo\A

(f1 · u0) (s) ∆s

+
∫
Jo\A

|f1| (s) ∆s

≤ ε+ 2ε (b− a).

Como consecuencia de la elección arbitraria de ε > 0, se obtiene (1.47). ut

Lema 1.5.3 Sea f ∈ L1
∆(Jo). Entonces, una condición necesaria y suficiente

para la validez de la igualdad∫
Jo

(
f · ϕ∆

)
(s) ∆s = 0, para cada ϕ ∈ C1

0,rd(J
κ), (1.48)

es la existencia de una constante c ∈ R tal que

f = c ∆− c. t. p. de Jo. (1.49)

Demostración: La condición suficiente es consecuencia del teorema fun-
damental del cálculo. Rećıprocamente, fijada u ∈ Cc(Jo) arbitraria, definiendo
h, ϕ : J → R como

h(t) :=


u(t)−

∫
Jo
u(r) ∆r
b− a

, si t ∈ Jo,

−
∫
Jo
u(r) ∆r
b− a

, si t = b,

y

ϕ(t) :=
∫

[a,t)T

h(s) ∆s, para todo t ∈ J,

el teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue establece que
ϕ ∈ C1

0,rd(J
κ), con lo cual, por la igualdad (1.48) se tiene que

0 =
∫
Jo

[
f ·
(
u−

∫
Jo
u(r) ∆r
b− a

)]
(s) ∆s

=
∫
Jo

[(
f −

∫
Jo
f(r) ∆r
b− a

)
· u
]

(s) ∆s.

Por consiguiente, del lema 1.5.2 se deduce la igualdad (1.49) para el valor

c =

∫
Jo
f(r) ∆r
b− a

. ut
El siguiente resultado muestra una caracterización de las funciones pertene-

cientes a W 1,p
∆ (J) en términos de funciones de V 1,p

∆ (J).
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Teorema 1.5.4 Supóngase que u ∈ W 1,p
∆ (J) para algún p ∈ R̄ con p ≥ 1 y

que (1.43) se verifica para g ∈ Lp∆(Jo). Entonces, existe una única función
x ∈ V 1,p

∆ (J) verificando las siguientes igualdades:

x = u y x∆ = g ∆− c. t. p. de Jo. (1.50)

Además, si g ∈ Crd(Jκ), entonces, existe una única función x ∈ C1
rd(J

κ)
para la cual se satisface

x = u ∆− c. t. p. de Jo y x∆ = g en Jκ. (1.51)

Demostración: Sea v : J → R definida como

v(t) :=
∫

[a,t)T

g(s) ∆s, para todo t ∈ J ;

el teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue garantiza que v ∈
V 1,p

∆ (J) y por la fórmula de integración por partes para funciones absolutamente
continuas se tiene que para cada ϕ ∈ C1

0,rd(J
κ) se cumple que∫

Jo

[
(v − u) · ϕ∆

]
(s) ∆s = −

∫
Jo

[
(v∆ − g) · ϕσ

]
(s) ∆s = 0;

con lo cual, el lema 1.5.3 asegura la existencia de una constante c ∈ R tal que
v − u = c en ∆−casi todo punto de Jo.

Como consecuencia del teorema fundamental del cálculo se concluye que la
aplicación x : J → R definida como x(t) := v(t)− c para todo t ∈ J es la única
función perteneciente a V 1,p

∆ (J) para la cual la igualdad (1.50) es válida.
Además, si g ∈ Crd(Jκ), entonces, el teorema de la ∆−derivación de la

∆−integral de Lebesgue establece que x ∈ C1
rd(J

κ) y x∆ = g en Jκ. ut
Identificando cada función de W 1,p

∆ (J) con su representante absolutamente
continuo de V 1,p

∆ (J) para el cual se verifican las igualdades (1.50), el conjunto
W 1,p

∆ (J) adquiere estructura de espacio de Banach como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 1.5.5 Sea p ∈ R̄ con p ≥ 1. El conjunto W 1,p
∆ (J) es un espacio de

Banach con la norma definida para cada x ∈W 1,p
∆ (J) como

‖x‖W 1,p
∆

:= ‖x‖Lp∆ + ‖x∆‖Lp∆ . (1.52)

Además, el conjunto H1
∆(J) := W 1,2

∆ (J) es un espacio de Hilbert con el
producto interior dado para cada (x, y) ∈ H1

∆(J)×H1
∆(J) por

(x, y)H1
∆

:= (x, y)L2
∆

+ (x∆, y∆)L2
∆
. (1.53)

Demostración: Sea {xn}n∈N una sucesión de Cauchy en W 1,p
∆ (J); el teore-

ma 1.3.18 garantiza la existencia de u, g ∈ Lp∆(Jo) tales que {xn}n∈N y {x∆
n }n∈N
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convergen fuertemente en Lp∆(Jo) a u y g respectivamente, con lo cual, tomando
ĺımites en la igualdad∫

Jo

(
xn · ϕ∆

)
(s) ∆s = −

∫
Jo

(
x∆
n · ϕσ

)
(s) ∆s, ϕ ∈ C1

0,rd(J
κ),

se concluye que u ∈W 1,p
∆ (J).

Aśı pues, por el teorema 1.5.4 se sabe que existe x ∈ W 1,p
∆ (J) verificando

que {xn}n∈N converge fuertemente en W 1,p
∆ (J) a x. ut

1.5.2. Propiedades de los espacios W 1,p
∆ (J)

En esta subsección se probarán algunas propiedades del espacio de Banach
W 1,p

∆ (J) con p ∈ R̄ y p ≥ 1; la primera de ellas garantiza la continuidad de la
inclusión del espacio W 1,p

∆ (J) en el espacio de las funciones continuas C(J) con
la norma del supremo ‖ · ‖C(J).

Proposición 1.5.6 Existe una constante K > 0 que sólo depende de b− a tal
que la desigualdad

‖x‖C(J) ≤ K · ‖x‖W 1,p
∆

(1.54)

se verifica para todo x ∈W 1,p
∆ (J) y todo p ∈ R̄ con p ≥ 1 y por tanto, para todo

p ∈ R̄ con p ≥ 1, la inclusión W 1,p
∆ (J) ↪→ C(J) es continua.

Demostración: Fijados p ∈ R̄ con p ≥ 1 y x ∈ W 1,p
∆ (J), sea t ∈ J veri-

ficando que |x(t)| := mı́n
s∈J
|x(s)|. Por el teorema fundamental del cálculo y la

desigualdad de Hölder se tiene que

‖x‖C(J) ≤ |x(t)|+
∫
Jo
|x∆|(s) ∆s ≤ K · ‖x‖W 1,p

∆
,

para alguna constante K > 0, solamente dependiente de b− a. ut
El criterio de compacidad fuerte en C(J), teorema de Ascoli, [42, (7.5.7)], y

la proposición 1.5.6 permiten probar la siguiente propiedad de compacidad en
C(J).

Proposición 1.5.7 Sea p ∈ R̄ con p ≥ 1. Entonces, los siguientes enunciados
son ciertos:

1. Si p > 1, entonces, la inclusión W 1,p
∆ (J) ↪→ C(J) es compacta.

2. Si p = 1, entonces, la inclusión W 1,p
∆ (J) ↪→ C(J) es compacta si y sólo si

todo punto de J es aislado, entendiendo que a es aislado por la derecha y
b es aislado por la izquierda.

Demostración: Sea Fp la bola unidad en W 1,p
∆ (J); por la proposición 1.5.6

se sabe que Fp es cerrado y acotado en C(J).
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Si p > 1, entonces, el teorema fundamental del cálculo y la desigualdad de
Hölder aseguran que Fp is equicontinuo.

Por el contrario, si p = 1, entonces, cuando cada punto de J es aislado,
está claro que Fp es equicontinuo mientras que si existe algún t0 ∈ J tal que t0
no es aislado, se verá que Fp no es equicontinuo.

Sea S :=
1

b− a+ 1
, se fija δ > 0 arbitrario y se elije sδ ∈ (t0 − δ, t0 + δ)T tal

que sδ 6= t0, no es pérdida de generalidad asumir que sδ < t0.
Se define fδ : J → R como

fδ(t) :=


S

t0 − sδ
, si t ∈ ([sδ, t0) ∩ J),

0, si t 6∈ ([sδ, t0) ∩ J);

el teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue afirma que la
función Fδ : J → R dada por

Fδ(t) :=
∫

[a,t)T

fδ(s) ∆s, t ∈ J,

pertenece a Fp de modo que, como

Fδ(t0)− Fδ(sδ) =
∫

[sδ,t0)T

fδ(s) ∆s = S,

se concluye que Fp no es equicontinuo.
Por consiguiente, el teorema de Ascoli establece el resultado. ut
Como consecuencia de la proposición 1.5.6, se obtiene la siguiente condición

suficiente para convergencia fuerte en C(J).

Corolario 1.5.8 Sean p ∈ R̄ con p > 1, {xm}m∈N ⊂ W 1,p
∆ (J) y x ∈ W 1,p

∆ (J).
Si {xm}m∈N converge débilmente en W 1,p

∆ (J) a x, entonces, {xm}m∈N converge
fuertemente en C(J) a x.

Demostración: Supóngase que {xm}m∈N converge débilmente en W 1,p
∆ (J)

a x; la proposición 1.5.6 establece que {xm}m∈N converge débilmente en C(J) a
x y aśı, como {xm}m∈N es equicontinuo, resulta, por [42, (7.5.6)] que {xm}m∈N
converge fuertemente en C(J) a x. ut

La proposición 1.5.6 permite deducir la siguiente equivalencia entre los es-
pacios de Sobolev en J , W 1,p

∆ (J) y los habituales espacios de Sobolev en (a, b),
W 1,p((a, b)).

Corolario 1.5.9 Sean p ∈ R̄ con p ≥ 1, x : J → R y x̄ : [a, b]→ R la extensión
de x a [a, b] definida en (1.14). Entonces, x pertenece a W 1,p

∆ (J) si y sólo si x̄
pertenece a W 1,p((a, b)).

Además, existen dos constantes K1,K2 > 0 que sólo dependen de (b− a) tal
que las desigualdades

K1 · ‖x̄‖W 1,p ≤ ‖x‖W 1,p
∆
≤ K2 · ‖x̄‖W 1,p (1.55)
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se verifican para todo x ∈W 1,p
∆ (J) y todo p ∈ R̄ con p ≥ 1.

Demostración: Sean x̃∆, x̄ : [a, b] → R las extensiones de x∆ y x a [a, b]
definidas en (1.3) y (1.14) respectivamente, del lema 1.4.7 se deduce que

x̃∆ = x̄′ c. t. p. de [a, b].

Por tanto, de los corolarios 1.3.21 y 1.4.6 y la proposición 1.5.6 se obtienen
las afirmaciones . ut

Del resultado anterior se deducirá que algunas de las propiedades conocidas
para W 1,p((a, b)) se transfieren a W 1,p

∆ (J).
Se necesita el siguiente resultado.

Proposición 1.5.10 Si y : [a, b]→ R pertenece a W 1,p((a, b)) para algún p ∈ R̄
con p ≥ 1, entonces, y|J pertenece a W 1,p

∆ (J). Además, existe una constante
D > 0 que sólo depende de (b− a) tal que

‖y|J‖W 1,p
∆
≤ D ·‖y‖W 1,p , para todo y ∈W 1,p((a, b)), p ∈ R̄, p ≥ 1. (1.56)

Demostración: Sea Ĩ = { i ∈ I : ti ∈ Jo }, con R = {ti}i∈I , I ⊂ N,
el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de T y supóngase que
y ∈ W 1,p((a, b)) para algún p ∈ R̄ con p ≥ 1. El clásico teorema fundamental
del cálculo permite afirmar que

(y|J)∆(ti) =

∫
[ti,σ(ti)]

y′(s) ds

σ(ti)− ti
para cada i ∈ Ĩ

y
(y|J)∆ = y′ c. t. p. de Jo ∩ (T\R).

Por consiguiente, si p = +∞, entonces, y|J ∈ W 1,p
∆ (J) y se verifica (1.56)

mientras que si p ∈ R, entonces, por la igualdad (1.4) que relaciona la ∆−integral
de Lebesgue con la integral de Lebesgue, se tiene que∥∥∥(y|J)∆

∥∥∥p
Lp∆

≤
∫
Jo∩(T\R)

|y′|p(s) ds+
∑
i∈Ĩ

∫
[ti,σ(ti)]

|y′|p(s) ds ≤ ‖y‖pW 1,p

y puesto que la desigualdad

‖y|J‖Lp∆ ≤ (b− a)1/p · ‖y‖C([a,b]) ≤ C · (b− a)1/p · ‖y‖W 1,p ,

se verifica para algún C > 0, resulta que y|J ∈W 1,p
∆ (J) y la desigualdad (1.56)

es válida. ut
A continuación se deducirán algunas propiedades para los espacios W 1,p

∆ (J)
de las análogas para los espacios W 1,p((a, b)).

Corolario 1.5.11 Sea p ∈ R̄ tal que p ≥ 1. Entonces, para cada q ∈ [1,+∞),
la inclusión W 1,p

∆ (J) ↪→ Lq∆(Jo) es compacta.
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Demostración: Sea q ∈ [1,+∞) fijado. Como consecuencia de la proposi-
ción 1.5.7 y del hecho de que la inclusión C(J) ↪→ Lq∆(Jo) es continua, sólo falta
probar que la bola unidad en W 1,1

∆ (J), F1, es compacta en Lq∆(Jo) cuando J
tiene al menos un punto no aislado.

Supongamos que t0 ∈ J es un punto no aislado de J y sea {xn}n∈N una
sucesión contenida en F1. El corolario 1.5.9 asegura que la sucesión {xn}n∈N,
definida en (1.14), es una sucesión acotada enW 1,1((a, b)), con lo cual, existe una
subsucesión {xnk}k∈N y una función y ∈ Lq([a, b]) tales que {xnk}k∈N converge
fuertemente en Lq([a, b]) a y.

Por tanto, definiendo x := y|J , la proposición 1.5.10 asegura que {xnk}k∈N
converge fuertemente en Lq∆(Jo) a x. ut

Corolario 1.5.12 El espacio de Banach W 1,p
∆ (J) es reflexivo para todo p ∈

(1,+∞) y separable para todo p ∈ [1,+∞).

Demostración: Sea p ∈ R̄ con p ≥ 1. Por el corolario 1.5.9, se sabe que
el operador Tp : W 1,p

∆ (J) → W 1,p((a, b)) dado para cada x ∈ W 1,p
∆ (J) por

Tp(x) := x̄, con x̄ : [a, b]→ R definida en (1.14), es lineal y continuo.
Puesto que Tp(W

1,p
∆ (J)) es un subespacio cerrado de W 1,p((a, b)) y éste es

reflexivo cuando p ∈ (1,+∞) y separable cuando p ∈ [1,+∞), Tp(W
1,p
∆ (J))

verifica las mismas propiedades. ut

Corolario 1.5.13 Si x ∈W 1,p
∆ (J) para algún p ∈ [1,+∞), entonces, existe una

sucesión de funciones infinitamente diferenciables y con soporte compacto en R
{yn}n∈N tal que {yn|J}n∈N converge fuertemente en W 1,p

∆ (J) a x.

Demostración: Si x ∈ W 1,p
∆ (J) para algún p ∈ [1,+∞), entonces, el coro-

lario 1.5.9 establece que la función x̄ : [a, b]→ R, definida en (1.14), pertenece a
W 1,p((a, b)); aśı pues, existe una sucesión {yn}n∈N de aplicaciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto en R tales que {yn|[a,b]}n∈N converge a x̄

en W 1,p((a, b)).
Por consiguiente, el resultado es consecuencia de la igualdad x̄|J = x y la

proposición 1.5.10. ut

1.5.3. Definición y propiedades de los espacios W 1,p
0,∆(J)

Del corolario 1.5.13 se deduce que el conjunto C1
rd(J

κ) es denso en W 1,p
∆ (J)

para cada p ∈ [1,+∞), sin embargo, para un conjunto cerrado de números reales
arbitrario no es cierto que el conjunto de funciones test C1

0,rd(J
κ), definido en

(1.44), sea denso en W 1,p
∆ (J); esta subsección está dedicada a demostrar algunas

de las propiedades de la clausura de C1
0,rd(J

κ) en W 1,p
∆ (J).

Definición 1.5.14 Sea p ∈ R con p ≥ 1, se define el conjunto W 1,p
0,∆(J) como

la clausura del conjunto C1
0,rd(J

κ) en W 1,p
∆ (J). Se denota H1

0,∆(J) := W 1,2
0,∆(J).
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Los espacios W 1,p
0,∆(J) y H1

0,∆(J) están dotados de la norma inducida por
la norma ‖ · ‖W 1,p

∆
, definida en (1.52), y del producto interior inducido por el

producto interior (·, ·)H1
∆

, definido en (1.53), respectivamente. Como W 1,p
0,∆(J) es

cerrado en W 1,p
∆ (J), el teorema 1.5.5 y el corolario 1.5.12 aseguran que W 1,p

0,∆(J)
es un espacio de Banach separable y reflexivo cuando p > 1 y H1

0,∆(J) es un
espacio de Hilbert separable.

El espacio W 1,p
0,∆(J) se caracteriza en el siguiente resultado.

Proposición 1.5.15 Sea x ∈ W 1,p
∆ (J). Entonces, x ∈ W 1,p

0,∆(J) si y sólo si
x(a) = 0 = x(b).

Demostración: En primer lugar, supóngase que x ∈ W 1,p
0,∆(J), entonces,

existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ C1
0,rd(J

κ) tal que {xn}n∈N converge fuertemente
en W 1,p

∆ (J) a x. Por tanto, la desigualdad (1.54) permite afirmar que x(a) =
0 = x(b).

Rećıprocamente, asúmase que x(a) = 0 = x(b). Por el corolario 1.5.9 se sabe
que la función x̄ : [a, b] → R, definida en (1.14), pertenece a W 1,p

0 ((a, b)), con
lo cual, existe una sucesión {yn}n∈N ⊂ C1

c ((a, b)) que converge fuertemente en
W 1,p((a, b)) a x̄. Definiendo xn := yn|J , n ∈ N, se deduce que xn ∈ C1

0,rd(J
κ)

para cada n ∈ N y {xn}n∈N converge fuertemente en W 1,p
∆ (J) a x. ut

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, el corolario 1.5.9 y la
caracterización del espacio W 1,p

0 ((a, b)) se obtiene la siguiente relación entre los
conjuntos W 1,p

0,∆(T) y W 1,p
0 ((a, b)).

Corolario 1.5.16 Sean p ∈ R con p ≥ 1, x : J → R y x̄ : [a, b] → R la
extensión de x a [a, b] definida en (1.14). Entonces, x ∈ W 1,p

0,∆(J) si y sólo si
x̄ ∈W 1,p

0 ((a, b)).

Usando la proposición 1.5.15 se prueba la validez de la desigualdad de Poin-
caré.

Proposición 1.5.17 Sea p ∈ R con p ≥ 1. Entonces, existe una constante
L > 0 que solamente depende de (b− a) tal que

‖x‖W 1,p
∆
≤ L · ‖x∆‖Lp∆ para todo x ∈W 1,p

0,∆(J), (1.57)

esto es, en el espacio W 1,p
0,∆(J), la norma definida para cada x ∈W 1,p

0,∆(J) como
‖x∆‖Lp∆ es equivalente a la norma ‖ · ‖W 1,p

∆
.

Demostración: Fijado x ∈ W 1,p
0,∆(J), el teorema fundamental del cálculo y

la proposición 1.5.15 permiten afirmar que la siguiente desigualdad

|x(t) | =

∣∣∣∣∣x(a) +
∫

[a,t)T

x∆(s) ∆s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

[a,t)T

x∆(s) ∆s

∣∣∣∣∣ ≤ ‖x∆‖L1
∆

es cierta para todo t ∈ J , con lo cual, (1.57) se sigue de la desigualdad de Hölder.
ut
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Nota 1.5.18 Se puede comprobar que la función definida para cada x, y ∈
H1

0,∆(J) como (x∆, y∆)L2
∆

es un producto interior en el espacio H1
0,∆(J) y su

norma asociada es equivalente a la norma asociada al producto interior (·, ·)H1
∆

.

1.5.4. Definición y propiedades de los espacios W n,p
∆ (J)

El propósito de esta subsección es definir recursivamente los espacios de
Sobolev de orden n en J para n ≥ 2, Wn,p

∆ (J), que son los espacios formados
por las ∆−primitivas de funciones pertenecientes Wn−1,p

∆ (Jκ).

Definición 1.5.19 Sean n ∈ N con n ≥ 2, p ∈ R̄ con p ≥ 1 y u : J → R̄. Se
dice que la función u pertenece a Wn,p

∆ (J) si y sólo si u ∈ Wn−1,p
∆ (J) y existe

una función g1 : Jκ → R verificando que g1 ∈Wn−1,p
∆ (Jκ) y∫

Jo

(
u · ϕ∆

)
(s) ∆s = −

∫
Jo

(g1 · ϕσ) (s) ∆s para todo ϕ ∈ C1
0,rd(J

κ).

(1.58)

El espacio Wn,p
∆ (J) se caracteriza en el siguiente resultado cuya demostración

se omite por su simplicidad.

Proposición 1.5.20 Supóngase que u : J → R̄ es tal que u ∈ Lp∆(Jo), enton-
ces, u ∈Wn,p

∆ (J) si y sólo si existen gj : Jκ
j → R̄, j ∈ {1, · · · , n}, tales que para

todo j ∈ {1, · · · , n}, gj ∈ Lp∆
((
Jκ

j−1
)o)

, para cada ϕ ∈ C1
0,rd(J

κ) se cumple
que ∫

Jo

(
u · ϕ∆

)
(s) ∆s = −

∫
Jo

(g1 · ϕσ) (s) ∆s (1.59)

y para todo j ∈ {2, · · · , n} y todo ϕ ∈ C1
0,rd(J

κj ) se satisface la igualdad∫
(Jκj−1)o

(
gj−1 · ϕ∆

)
(s)∆s = −

∫
(Jκj−1)o

(gj · ϕσ) (s)∆s, (1.60)

con

C1
0,rd(J

κj ) :=
{
f : Jκ

j−1
→ R : f ∈ C1

rd(J
κj ), f(a) = 0 = f

(
ρj−1(b)

) }
(1.61)

y siendo C1
rd(J

κj ) el conjunto de todas las funciones continuas en Jκ
j−1

que son
∆−diferenciables en Jκ

j

y sus ∆−derivadas son rd–continuas en Jκ
j

.

La fórmula de integración por partes para funciones absolutamente continuas
en subintervalos cerrados de T establece que la relación

V n,p∆ (J) :=
{
x ∈ ACn−1(J) : x∆n

∈ Lp∆
((
Jκ

n−1
)o) }

⊂Wn,p
∆ (J) (1.62)

es cierta para cada p ∈ R̄ con p ≥ 1; además, ambos conjuntos, como clases de
funciones, son equivalentes como se puede comprobar en el siguiente resultado.
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Teorema 1.5.21 Supóngase que u ∈ Wn,p
∆ (J) para n ∈ N con n ≥ 2 y p ∈ R̄

con p ≥ 1 y que (1.58) se verifica para g1 ∈ Lp∆(Jo). Entonces, existe una única
función x ∈ V n,p∆ (J) tal que

x = u ∆− c. t. p. de Jo y x∆j

= gj ∆− c. t. p. de
(
Jκ

j−1
)o
, 1 ≤ j ≤ n,

(1.63)
donde Jκ

0
= J y gj : Jκ

j → R̄, 1 ≤ j ≤ n, están dados en la proposición 1.5.20.

Inductivamente se prueba que el conjunto Wn,p
∆ (J) tiene estructura de es-

pacio de Banach.

Teorema 1.5.22 Sean n ∈ N con n ≥ 2 y p ∈ R̄ con p ≥ 1. El conjunto
Wn,p

∆ (J) es un espacio de Banach con la norma definida para cada x ∈Wn,p
∆ (J)

como

‖x‖Wn,p
∆

:=
n∑
j=0

‖x∆j

‖Lp∆ , (1.64)

donde x∆0
= x. Además, el conjunto Hn

∆(J) := Wn,2
∆ (J) es un espacio de Hilbert

con el producto interior dado para cada (x, y) ∈ Hn
∆(J)×Hn

∆(J) por

(x, y)Hn∆ :=
n∑
j=0

(x∆j

, y∆j

)L2
∆
. (1.65)

Todas aquellas propiedades válidas para los espacios W 1,p
∆ (J) pueden ser

demostradas para los espacios Wn,p
∆ (J); a continuación se enuncia una de ellas

a modo de ejemplo.

Proposición 1.5.23 La inclusión Wn,p
∆ (J) ↪→ Cn−1(Jκ

n−1
) es continua, don-

de Cn−1(Jκ
n−1

) es el conjunto de todas las funciones definidas en J verificando
que para cada j ∈ {1, · · · , n− 1} su ∆−derivada de orden j es continua en Jκ

j

.

Finalmente, extendiendo, cuando sea necesario, la función x∆n−1
a J como

x∆n−1 (
ρj(b)

)
= x∆n−1 (

ρn−1(b)
)

para todo j ∈ {0, . . . , n− 2},

donde ρ0(b) = b, se prueba inductivamente la siguiente relación entre los espacios
Wn,p

∆ (J) y Wn,p((a, b)).

Teorema 1.5.24 Sean n ∈ N con n ≥ 2, x : J → R verificando que x ∈
Cn−1(Jκ

n−1
).

Entonces, x ∈ Wn,p
∆ (J) si y sólo si la aplicación y : [a, b]→ R definida para

cada t ∈ [a, b] como

y(t) :=
n−2∑
j=0

x∆j

(a)
(t− a)j

j!
+
∫
At

x∆n−1(sn−1) dsn−1 . . . ds1, (1.66)
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pertenece a Wn,p((a, b)), siendo x∆n−1 : [a, b] → R la extensión de la función
x∆n−1

: Jκ
n−1 → R al intervalo real [a, b] definida en (1.14) y

At :=
{

(s1, . . . , sn−1) ∈ [a, b]n−1 : sn−1 < . . . < s1 < t
}
.

Además, se verifican las siguientes igualdades:

yn = x∆n

∆− c. t. p. de Jκ
n

y yn−1 = x∆n−1
en Jκ

n−1
.

1.6. Desigualdades de Wirtinger

En esta sección obtenemos una generalización para la ∆−integral de Lebes-
gue en un conjunto cerrado arbitrario T de números reales de la clásica desigual-
dad cuadrática unidimensional tipo Wirtinger.

La prueba de una desigualdad de Wirtinger más general para la ∆−integral
de Lebesgue, que es válida en todo T excepto quizá en su máximo cuando T es
acotado superiormente, se obtiene para funciones absolutamente continuas en
subintervalos cerrados de un adecuado subconjunto de T que pueden tener una
singularidad en los extremos de T cuando estos son densos.

Usando la desigualdad mencionada y suponiendo que T es acotado, dedu-
cimos una desigualdad tipo Wirtinger para funciones absolutamente continuas
en T con ∆−derivada en L2

∆([a, b)T) que generaliza la dada en [69, Teorema 6
con α = 2] o en [84, Teorema 2] para T = [a, b]. Además, como aplicación de
esta desigualdad, mostraremos desigualdades particulares, alguna de las cuales
unifica las análogas conocidas en el análisis discreto y real; desgraciadamente,
no hemos podido deducir de ella una generalización de la clásica desigualdad
de Wirtinger para funciones periódicas absolutamente continuas con integral de
Lebesgue nula.

1.6.1. Resultado principal

En esta sección se deduce una desigualdad cuadrática de tipo Wirtinger
para una clase de funciones absolutamente continuas en subintervalos cerrados
del subconjunto de T definido para algún par de valores a, b ∈ T∪ {́ınf T, sup T}
tales que a < b como

W :=


[a, b]T, si a < σ(a) y ρ(b) < b,
[a, b)T, si a < σ(a) y ρ̄(b) = b,
(a, b]T, si a = σ̄(a) y ρ(b) < b,
(a, b)T, si a = σ̄(a) y ρ̄(b) = b,

(1.67)

con σ̄(a) = σ(a) si a ∈ T y σ̄(a) = a si a 6∈ T y ρ̄(b) = ρ(b) si b ∈ T y ρ̄(b) = b
si b 6∈ T.

Se denota como

W o :=
{

[a, b)T, si a < σ(a),
(a, b)T, si a = σ̄(a),

Para cada conjunto A ⊂ T, se denota como
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ACc(A) el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en
subintervalos cerrados de A,

C1
rd(A∩[a, ρ̄(b)]) el conjunto de todas las funciones continuas enA, ∆−dife-

renciables en A∩[a, ρ̄(b)] y tales que sus ∆−derivadas pertenecen a Crd(A∩
[a, ρ̄(b)]),

C2
rd(A ∩ [a, ρ̄(b))) el conjunto de todas las funciones tales que ellas y

sus ∆−derivadas son continuas en A y A ∩ [a, ρ̄(b)] respectivamente, sus
∆−derivadas son ∆−diferenciables en A∩[a, ρ̄(b)) y sus segundas ∆−deri-
vadas pertenecen a Crd(A ∩ [a, ρ̄(b))).

Se define el operador ∆−diferencial L : C2
rd(W ∩ [a, ρ̄(b))) → Crd(W ∩

[a, ρ̄(b))) para cada v ∈ C2
rd(W ∩ [a, ρ̄(b))) como

Lv :=
(
p · v∆

)∆
+ q · vσ en W ∩ [a, ρ̄(b)), (1.68)

con q ∈ Crd(W ∩ [a, ρ̄(b)]), p ∈ C1
rd(W ∩ [a, ρ̄(b)]) y p > 0 en W .

Se considerarán soluciones v ∈ C2
rd(W ∩ [a, ρ̄(b))) de la desigualdad ∆−

diferencial:
−Lv ≥ λ0 · r · vσ en W ∩ [a, ρ̄(b)), (1.69)

donde λ0 es un número real y r ∈ Crd(W ∩ [a, ρ̄(b)]) es positiva en W ∩ [a, ρ̄(b)].
Es fácil probar que si ρ(b) < b, entonces, extendiendo v∆ a b como

v∆(b) :=

[
p · v∆ − µ · (q + λ0 · r) · vσ

]
(ρ(b))

p(b)
, (1.70)

la función v∆ : W → R es continua en W , v∆∆ ∈ Crd(W ∩ [a, ρ(b)]) y v es una
solución de la desigualdad ∆−diferencial:

−
(
p · v∆

)∆ − q · vσ ≥ λ0 · r · vσ en W ∩ [a, ρ(b)]. (1.71)

Para una solución v ∈ C2
rd(J ∩ [a, ρ̄(b))) de la desigualdad (1.69) que es no–

negativa en W y positiva en (a, b) ∩W , se considerarán funciones u ∈ ACc(J)
tales que las expresiones siguientes existan y sean finitas:

S1(u, v) :=



(
p · u2 · v∆

v

)
(a), si v(a) > 0,

(
p · u2 · v∆

v

)
(σ(a)), si v(a) = 0,

ĺım
t→a+
t∈T

(
p · u2 · v∆

v

)
(t), si a = σ̄(a),

(1.72)
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S2(u, v) :=



(
p · (uσ)2 · v∆

vσ

)
(ρ(b)), si v(b) > 0,

(
p · u2 · v∆

v

)
(ρ(b)), si v(b) = 0,

ĺım
t→b−
t∈T

(
p · u2 · v∆

v

)
(t), si ρ̄(b) = b.

(1.73)

Se denota como

T1(u, v) :=


0, si a = σ̄(a)

o v(a) > 0,{
µ ·
[
(q + λ0r) · (uσ)2 − p ·

(
u∆
)2]}

(a), si v(a) = 0,
(1.74)

y

T2(u, v) :=



0, si ρ̄(b) = b,[
µ · (q + λ0r) · (uσ)2

]
(ρ(b)), si v(b) > 0,

{
µ ·
[
(q + λ0r) · (uσ)2 − p ·

(
u∆
)2]}

(ρ(b)), si v(b) = 0.
(1.75)

Nótese que la definición de W permite que todas las funciones que se están
usando puedan ser singulares en los extremos de T cuando éstos sean densos.

La desigualdad de tipo Wirtinger para la ∆−integral de Lebesgue es la
siguiente.

Teorema 1.6.1 Sean λ0 ∈ R, p ∈ C1
rd(W∩[a, ρ̄(b)]) una función positiva en W ,

q ∈ Crd(W∩[a, ρ̄(b)]), r ∈ Crd(W∩[a, ρ̄(b)]) una función positiva en W∩[a, ρ̄(b)]
y v ∈ C2

rd(W ∩ [a, ρ̄(b))) una solución de (1.69) no–negativa en W y positiva en
(a, b) ∩W .

Si u ∈ ACc(W ) es tal que (q + λ0r) · (uσ)2 ∈ L1
∆([a, b)T), p ·

(
u∆
)2 ∈

L1
∆([a, b)T) y las expresiones (1.72) y (1.73) existen y son finitas, entonces, se

verifica la siguiente desigualdad:∫
W o

[
(q + λ0r) · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
W o

[
p ·
(
u∆
)2]

(t) ∆t

+ S1(u, v) − S2(u, v)

+ T1(u, v) + T2(u, v),

(1.76)

donde T1(u, v) y T2(u, v) están dados en (1.74) y (1.75) respectivamente.
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Además, se satisface la igualdad si y sólo si v es una solución de la igualdad
∆−diferencial

−Lv = λ0 · r · vσ en W ∩ [a, ρ̄(b)) (1.77)

y existe una constante K ∈ R tal que u(t) = K · v(t) para cada t ∈ W para el
cual se verifica que v(t) > 0.

Demostración: Como u ∈ ACc(W ), de la fórmula de integración por partes
se obtiene que la identidad ∆−diferencial

p · v · vσ
[(u
v

)∆
]2

+
[
p · u2 · v∆

v

]∆

= p ·
(
u∆
)2

+
(uσ)2

vσ
· Lv − q · (uσ)2

se verifica para ∆−casi todo punto de (a, ρ̄(b)) ∩ T. La igualdad anterior se
satisface en el punto a cuando v(a) > 0 y si ρ(b) < b, extendiendo v∆ a b como
en (1.70), entonces, como v es una solución de la desigualdad ∆−diferencial
(1.71), se tiene que la igualdad anterior sigue siendo válida en el punto ρ(b)
siempre que v(b) > 0.

Integrando la anterior igualdad sobre cualquier subintervalo [t1, t2)T de W
para el cual se cumpla que t1 ≥ σ(a) si v(a) = 0 y t2 < b si v(b) = 0 o ρ̄(b) = b,
se tiene que∫

[t1,t2)T

[
p ·
(
u∆
)2 − (q + λ0r) · (uσ)2

]
(t) ∆t ≥

[
p · u2 · v∆

v

]t2
t1

, (1.78)

verificándose la igualdad si y sólo si v es solución de la igualdad ∆−diferencial
(1.77) y (u/v)∆ = 0 para ∆−casi todo punto de [t1, t2)T lo cual es equivalente
a la existencia de una constante real K tal que u = K · v en [t1, t2]T.

Finalmente, como u ∈ ACc(W ) y se sabe que para cada f : T → R y
t ∈ [a, b)T es cierto que∫

[t,σ(t))T

f(s) ∆s = f(t) · (σ(t)− t),

tomando ĺımites, cuando sea necesario, en (1.78) cuando t1 → a+ y t2 → b−, se
obtiene la desigualdad (1.76). ut

1.6.2. Algunas consecuencias

Utilizando el teorema 1.6.1, en esta subsección se probará una desigualdad
general de tipo Wirtinger válida para funciones que a lo sumo se anulen en la
frontera del intervalo cerrado J = [a, b]T con a, b ∈ T y a < b y que pertenezcan
al espacio de Sobolev H1

∆(J), es decir, aplicaciones absolutamente continuas en
J cuyas ∆−derivadas pertenecen al conjunto L2

∆(Jo). Asimismo, se ilustra la
aplicación de dicha expresión para algunas condiciones particulares.

Se asumirá que la rd-continuidad de p∆, q y r se extiende a todo el intervalo
[a, ρ(b)]T y que v ∈ C2

rd([a, ρ(b))T) es no–negativa en J , positiva en (a, b)T y es
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un autovector asociado al autovalor λ0 ∈ R del problema de frontera: Lv + λ0 · r · vσ = 0, en [a, ρ(b))T,
c1v(a) + c2v

∆(a) = 0,
c3v(b) + c4v

∆(ρ(b)) = 0,
(1.79)

donde c1, c2, c3 y c4 son constantes reales tales que (c21 + c22)(c23 + c24) 6= 0.
Definiendo

A1 :=



(
p · v∆

v

)
(a), si v(a) > 0,

1, si v(a) = 0; a = σ(a),

0, si v(a) = 0; a < σ(a),

(1.80)

A2 :=


0, si v(a) > 0 o a = σ(a),[(

p · v∆

v

)σ
+ µ · (q + λ0r)

]
(a), si v(a) = 0; a < σ(a),

(1.81)

A3 :=

 0, si v(a) > 0,

− (µ · p) (a), si v(a) = 0,
(1.82)

B1 :=


0, si v(b) > 0 o ρ(b) = b,(
p · v∆

v

)
(ρ(b)), si v(b) = 0; ρ(b) < b,

(1.83)

B2 :=



[(
p · v∆

vσ

)
− µ · (q + λ0r)

]
(ρ(b)), si v(b) > 0; ρ(b) < b,

(
p · v∆

v

)
(b), si v(b) > 0; ρ(b) = b,

− [µ · (q + λ0r)] (ρ(b)), si v(b) = 0; ρ(b) < b,

1, si v(b) = 0; ρ(b) = b,

(1.84)

y

B3 :=

 0, si v(b) > 0 o ρ(b) = b,

(µ · p) (ρ(b)), si v(b) = 0; ρ(b) < b,
(1.85)

se deduce que si a es denso por la derecha y v(a) > 0 o si a es aislado por la
derecha, entonces

S1(u, v) + T1(u, v) =
[
A1u

2 +A2(uσ)2 +A3

(
u∆
)2]

(a), (1.86)
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y si b es denso por la izquierda y v(b) > 0 o si b es aislado por la izquierda,
entonces,

T2(u, v)− S2(u, v) = −
[
B1u

2 +B2(uσ)2 +B3

(
u∆
)2]

(ρ(b)), (1.87)

donde S1(u, v), S2(u, v), T1(u, v) y T2(u, v) están dados en (1.72), (1.73), (1.74)
y (1.75) respectivamente.

Teorema 1.6.2 Sean q ∈ Crd([a, ρ(b)]T), p ∈ C1
rd([a, ρ(b)]T) con p > 0 en J ,

r ∈ Crd([a, ρ(b)]T) con r > 0 en [a, ρ(b)]T y v ∈ C2
rd([a, ρ(b))T) un autovector

asociado al autovalor λ0 ∈ R de (1.79) verificando que es no-negativo en J ,
positivo en (a, b)T, v∆(a) > 0 si a es denso por la derecha y v(a) = 0 y v∆(b) < 0
si b es denso por la izquierda y v(b) = 0.

Entonces, para cada u ∈ H1
∆(J) verificando que u(t) = 0 para cada t ∈

{a, b} tal que t es denso y v(t) = 0, se satisface la siguiente desigualdad de tipo
Wirtinger:

∫
Jo

[
(q + λ0r) · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
Jo

[
p ·
(
u∆
)2]

(t) ∆t

+
[
A1u

2 +A2(uσ)2 +A3

(
u∆
)2] (a)

−
[
B1u

2 +B2(uσ)2 +B3

(
u∆
)2] (ρ(b)),

(1.88)
con A1, A2, A3, B1, B2 y B3 los dados en (1.80), (1.81), (1.82), (1.83), (1.84)
y (1.85) respectivamente.

Además, la igualdad se verifica si y sólo si u es múltiplo de v en J .

Demostración: Como consecuencia del teorema 1.6.1 y las igualdades (1.86)
y (1.87), solamente falta probar que la desigualdad (1.88) es válida cuando existe
t ∈ {a, b} tal que t es denso y v(t) = 0; puesto que todos los casos son análogos,
sólo se probará uno de ellos.

Supóngase que a es denso por la derecha y v(a) = 0 y que b es denso por
la izquierda y v(b) > 0 o que b es aislado por la izquierda. Sea u ∈ H1

∆(J)
verificando que u(a) = 0.

En primer lugar, supóngase que u∆ es continua en [a, ρ(b)]T. Como v∆(a) > 0
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y u(a) = 0, la regla de L’Hôpital, teorema 1.2.9, permite afirmar que

ĺım
t→a+
t∈T

(
p · u2 · v∆

v

)
(t) = ĺım

t→a+
t∈T

[(
p · u2 · v∆

)∆
v∆

]
(t)

= ĺım
t→a+
t∈T

[
u∆ · (u+ uσ) · p

]
(t)

− ĺım
t→a+
t∈T

[
(uσ)2 · (q + λ0r) · vσ

v∆

]
(t)

= 0,

lo cual implica que

S1(u, v) + T1(u, v) = 0 =
[
A1u

2 +A2(uσ)2 +A3

(
u∆
)2]

(a), (1.89)

donde S1(u, v) y T1(u, v) están dados en (1.72) y (1.74) respectivamente.
Por consiguiente, de las igualdades (1.87) y (1.89) y el teorema 1.6.1 se sigue

que la desigualdad (1.88) es válida.
Finalmente, supóngase que u∆ ∈ L2

∆(Jo). Como el conjunto de todas las
funciones continuas en Jo con soporte compacto en Jo es denso en L2

∆(Jo),
proposición 1.3.20, existe una sucesión {gn}n∈N de funciones continuas en J tal
que su restricción a Jo converge a u∆ fuertemente en L2

∆(Jo).
Aśı pues, del teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue se

deduce que para cada n ∈ N, la aplicación un : J → R definida como

un(t) :=
∫

[a,t)T

gn(s) ∆s para todo t ∈ J,

es absolutamente continua en J y u∆
n = gn es continua en [a, ρ(b)]T.

Por tanto, como un(a) = 0 para cada n ∈ N, la desigualdad (1.88) se verifica
para cada n ∈ N, esto es, la desigualdad∫

Jo

[
(q + λ0r) · (uσn)2

]
(t) ∆t ≤

∫
Jo

[
p ·
(
u∆
n

)2]
(t) ∆t

+
[
A1u

2
n +A2(uσn)2 +A3

(
u∆
n

)2] (a)

−
[
B1u

2
n +B2(uσn)2 +B3

(
u∆
n

)2] (ρ(b)).
(1.90)

es válida para todo n ∈ N.
Además, como u(a) = 0 = un(a) para cada n ∈ N, el teorema fundamental

del cálculo para la ∆−integral de Lebesgue y la desigualdad de Hölder garanti-
zan la existencia de una constante k1 > 0 tal que para cada n ∈ N y t ∈ J , se
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verifica que
|u− un|(t) ≤ k1 · ‖u∆ − gn‖L2

∆
,

con lo cual, de la convergencia fuerte de {gn}n∈N a u∆ en L2
∆(Jo) y la desigual-

dad (1.90) se obtiene la validez de la desigualdad (1.88).
La última afirmación es una consecuencia directa del teorema 1.6.1. ut
La última parte de esta sección está dedicada a mostrar algunas aplicaciones

del resultado anterior. La siguiente desigualdad es válida para los elementos
del espacio de Sobolev H1

0,∆(J) caracterizado en la proposición 1.5.15 como los
elementos de H1

∆(J) que se anulan en la frontera de J .

Corolario 1.6.3 Sean q ∈ Crd([a, ρ(b)]T), p ∈ C1
rd([a, ρ(b)]T) verificando que

p > 0 en J y p∆(a) = 0 y r ∈ Crd([a, ρ(b)] ∩ T) con r > 0 en [a, ρ(b)]T.
Si el problema (1.79) con c2 = 0 = c4 tiene un autovalor λ0 ∈ R y un auto-

vector v ∈ C2
rd([a, ρ(b))T) positivo en (a, b)T, entonces, para cada u ∈ H1

0,∆(J)
se satisface la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:∫

Jo

[
(q + λ0r) · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
Jo

[
p ·
(
u∆
)2]

(t) ∆t. (1.91)

Además, se satisface la igualdad si y sólo si u es múltiplo de v en J .

Se sabe, por [26, Teorema 7.15], que el problema (1.79) con c2 = 0 = c4,
p = 1 = r y q = 0 tiene un menor autovalor positivo y los autovectores pueden
ser elegidos de modo que sean positivos en (a, b)T. Aśı pues, del corolario 1.6.3
se deduce la siguiente propiedad que cubre la dada en [2, Teorema 11.6.1] para
el caso discreto, esto es, para T = N.

Corolario 1.6.4 Si u ∈ H1
0,∆(J), entonces, se verifica la siguiente desigualdad

de tipo Wirtinger: ∫
Jo

(uσ)2(t) ∆t ≤ 1
λ0

∫
Jo

(
u∆
)2

(t) ∆t, (1.92)

donde λ0 es el menor autovalor positivo del problema (1.79) con c2 = 0 = c4,
p = 1 = r y q = 0.

Además, se satisface la igualdad si y sólo si u es un autovector asociado al
autovalor λ0.

La siguiente desigualdad es válida para los elementos del espacio H1
∆(J) que

se anulen en a.

Corolario 1.6.5 Sean q ∈ Crd([a, ρ(b)]T), p ∈ C1
rd([a, ρ(b)]T) con p > 0 en J y

p∆(a) = 0 y r ∈ Crd([a, ρ(b)]T) con r > 0 en [a, ρ(b)]T.
Si el problema (1.79) con c2 = 0 = c3 tiene un autovalor λ0 ∈ R y un

autovector v ∈ C2
rd([a, ρ(b))T) positivo en (a, b)T, entonces, para cada u ∈ H1

∆(J)
tal que u(a) = 0 se verifica la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:∫

[a,ρ(b))T

[
(q + λ0r) · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
[a,ρ(b))T

[
p ·
(
u∆
)2]

(t) ∆t. (1.93)

Además, se satisface la igualdad si y sólo si u es múltiplo de v en J .
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De [26, Teorema 7.15] se sigue que el problema (1.79) con c2 = 0 = c3,
p = 1 = r y q = 0 tiene un menor autovalor positivo y los autovectores pueden
ser elegidos de modo que sean positivos en (a, b)T. Por tanto, como consecuencia
del corolario 1.6.5 se obtiene la siguiente desigualdad que generaliza las dadas
para el caso discreto, esto es, T = N, en [2, Teorema 11.6.2] y para funciones de
clase uno en el caso real, esto es, T = R, o bien en [69, Corolario 9] o bien en
[84, Corolario 3].

Corolario 1.6.6 Si u ∈ H1
∆(J), entonces, se verifica la siguiente desigualdad

de tipo Wirtinger:∫
[a,ρ(b))T

(uσ − u(a))2(t) ∆t ≤ 1
λ0

∫
[a,ρ(b))T

(
u∆
)2

(t) ∆t, (1.94)

donde λ0 es el menor autovalor positivo del problema (1.79) con c2 = 0 = c3,
p = 1 = r y q = 0.

Además, se satisface la igualdad si y sólo si la función u− u(a) es un auto-
vector asociado al autovalor λ0.

Si p = 1, r = 0, λ0 = 0, c2 = 0 y c3, c4 ∈ R son tales que v∆(ρ(b)) ≥ 0,
del teorema 1.6.2 se deduce el siguiente resultado que coincide con [22, Teorema
1.1] cuando T = R y J = [0, a] para algún a ∈ R.

Corolario 1.6.7 Supóngase que el problema (1.79) con p = 1, r = 0, λ0 = 0
y q ∈ Crd([a, ρ(b)]T) tiene una solución v ∈ C2

rd([a, ρ(b))T) verificando que es
positiva en (a, b)T, v(a) = 0 y v∆(ρ(b)) ≥ 0.

Entonces, para cada u ∈ H1
∆(J) tal que u(a) = 0 se verifica la siguiente

desigualdad de tipo Wirtinger:∫
[a,ρ(b))T

[
q · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
[a,ρ(b))T

(
u∆
)2

(t) ∆t. (1.95)

Además, se satisface la igualdad si y sólo si u = K · v en [a, ρ(b)]T para
alguna constante K ∈ R tal que K = 0 cuando v∆(ρ(b)) > 0.

Si se cambia en el corolario 1.6.7 la condición inicial u(a) = 0 por las pro-
piedades∫

[a,ρ(b))T

q(t) ∆t ≥ 0 y u(a) ·
∫

[a,ρ(b))T

(q · uσ) (t) ∆t ≤ 0

y aplicando el corolario 1.6.7 a la función w := u− u(a) ∈ H1
∆(J), se obtiene el

siguiente resultado que se corresponde, eligiendo como T = R y J = [0, a] para
algún a ∈ R, con [22, Teorema 1,1∗].

Corolario 1.6.8 Supónganse las hipótesis de Corolario 1.6.7 y∫
[a,ρ(b))T

q(t) ∆t ≥ 0.
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Entonces, para cada u ∈ H1
∆(J) tal que

u(a) ·
∫

[a,ρ(b))T

(q · uσ) (t) ∆t ≤ 0,

se verifica la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:∫
[a,ρ(b))T

[
q · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
[a,ρ(b))T

(
u∆
)2

(t) ∆t. (1.96)

A continuación se permite que los autovectores asociados a los autovalores
del problema (1.79) cambien de signo en algún punto del intervalo J . Supuesto
que v ∈ C2

rd([a, ρ(b))T) es tal que v(a) > 0, v(b) < 0, v es decreciente en J
y estrictamente decreciente en (a, b)T, entonces, existe un único punto t̄ ∈ Jo
tal que (v · vσ)(t̄) ≤ 0; procediendo como en el teorema 1.6.2 para la función
w := u − u(t̄) y cada uno de los subintervalos [a, ρ(t̄))T, [ρ(t̄), t̄)T, [t̄, σ(t̄))T y
[σ(t̄), b)T, se obtiene el siguiente resultado el cual, para T = R y J = [0, a] con
a ∈ R, está dado en [22, Teorema 1.2].

Corolario 1.6.9 Supóngase que el problema (1.79) con p = 1, r = 0, λ0 = 0 y
q ∈ Crd([a, ρ(b)]T) tal que ∫

Jo
q(t) ∆t ≥ 0.

tiene una solución v ∈ C2
rd([a, ρ(b))T) tal que v(a) > 0, v(b) < 0, v es decreciente

en J y estrictamente decreciente en (a, b)T.
Entonces, para cada u ∈ H1

∆(J) tal que

u(a) ·
∫
Jo

(q · uσ) (t) ∆t ≤ 0,

se verifica la siguiente desigualdad tipo Wirtinger:∫
Jo

[
q · (uσ)2

]
(t) ∆t ≤

∫
Jo

(
u∆
)2

(t) ∆t+
[
q · µ · (uσ)2

]
(t̄), (1.97)

siendo t̄ ∈ Jo el único punto de Jo tal que (v · vσ)(t̄) ≤ 0.
Además, se satisface la igualdad si y sólo si u = u(t̄) + Kv en [a, ρ(t̄)]T ∪

[σ(t̄), b]T para alguna constante K ∈ R, siendo u(t̄) = 0 siempre que, o bien∫
Jo
q(t) ∆t > 0 o bien

∫
Jo

(q · uσ) (t) ∆t < 0 y K = 0 cuando o bien v∆(a) = 0

o bien v∆(ρ(b)) = 0.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones dinámicas de
primer orden

2.1. Introducción

Este caṕıtulo está dedicado a demostrar la existencia y aproximación de
soluciones extremales de diversas ecuaciones dinámicas de primer orden.

Para cada i ∈ {1, · · · , 6}, se considera la siguiente ecuación dinámica:

(Pi)
{
Liu(t) = Niu(t); ∆− c. t. p. t ∈ Do = [t0, T )T,
B(u(t0), u) = 0,

donde Li, Ni : AC(D) → L1
∆(Do) se definen posteriormente, D = [t0, T ]T,

T ⊂ R es un conjunto cerrado de números reales arbitrario, t0, T ∈ T y B :
R×C(D)→ R; además se consideran los problemas (P7) y (P8) que se definirán
en el momento de su estudio.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente forma. Después de una primera
sección dedicada a las definiciones y los resultados más generales, en la sec-
ción 2.3 se demuestra la existencia de solución minimal y maximal para ecua-
ciones dinámicas con condiciones iniciales adaptando el método de aproxima-
ción mediante subfunciones de Peano, que se puede encontrar en [78], supuesto
que la función que define la parte no lineal de la ecuación verifica condicio-
nes L1

∆−Carathéodory. Posteriormente, mejoramos este resultado debilitando
la condición de continuidad. Estos resultados suponen un gran avance en los re-
sultados conocidos sobre la existencia y aproximación de soluciones extremales
para ecuaciones dinámicas de primer orden por la gran cantidad de problemas
que pueden ser incluidos en esta formulación.

Para terminar la sección, se prueba la existencia y aproximación de solu-
ciones extremales de ecuaciones dinámicas con condiciones iniciales entre una
subsolución y una sobresolución.

En la sección 2.4 estudiamos ecuaciones dinámicas con condiciones de fron-
tera funcionales en presencia de subsoluciones y sobresoluciones. Las hipótesis
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que verifica la función que define la condición de frontera permiten que el proble-
ma cubra tanto las condiciones periódicas u(t0) = u(T ) como las antiperiódicas
u(t0) = −u(T ); además, la dependencia funcional en la segunda variable posibi-
lita otros tipos de condiciones de frontera no lineales diferentes como por ejemplo
u(t0) = máx

t∈J
u(t) o u(t0) =

∫
J
u3(t) ∆t, siendo J un subconjunto ∆−medible de

Do.
Los resultados obtenidos relativos a los problemas anteriores nos permiten

probar en la sección 2.5 resultados análogos para una ecuación dinámica fun-
cional, una ecuación dinámica impĺıcita y una ecuación dinámica φ−Laplaciana
con condiciones de frontera funcionales no lineales en (P3), (P4) y (P5), res-
pectivamente.

En las secciones 2.4 y 2.5 se estudiará también la ecuación dinámica de
primer orden:

(P(i,R))
{
Liu(t) = Niu(t); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
BR(u, u(T )) = 0,

para cada i ∈ {2, · · · , 5} donde BR : C(D)×R→ R y Li, Ni : AC(D)→ L1
∆(Do)

son los dados en el problema (Pi).
Deduciremos la existencia y aproximación de soluciones extremales del pro-

blema (P(i,R)) entre una sobresolución y una subsolución en orden inverso.
Mostraremos, por un simple cambio de variables, que el problema (P(i,R)) es
equivalente al problema (Pi) y de ah́ı que, como consecuencia de los resultados
para el problema (Pi), obtendremos los análogos para el problema (P(i,R)).

La sección 2.6 se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximación
de soluciones del problema (P7), un problema de frontera de primer orden en
un intervalo de un subconjunto cerrado de R, que toma los valores en otro
subconjunto cerrado de R. Obtenemos los resultados considerando ecuaciones
dinámicas cuya parte no lineal es no negativa y verifican un tipo de condiciones
de Carathéodory inversas y discontinuidad.

Para finalizar el caṕıtulo, en la sección 2.7 probaremos la existencia y apro-
ximación de soluciones extremales del problema (P8), un sistema con infinitas
ecuaciones dinámicas funcionales con condiciones de frontera funcionales. Los
resultados de esta sección generalizan algunos de los obtenidos en las secciones
anteriores sobre existencia y aproximación de soluciones extremales de ecuacio-
nes dinámicas escalares.

2.2. Preliminares

Denotaremos por g : [t0, ρ(T )]T → D la función identidad en [t0, ρ(T )]T o el
operador σ restringido a [t0, ρ(T )]T.

Definición 2.2.1 Sea f : D × R → R̄. Se dice que f es una función de
Carathédory si y sólo si se verifica la siguiente condición:

(C1) i) Para cada x ∈ R, f(·, x) es ∆−medible en D.
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ii) Para ∆−casi todo punto t ∈ D0, f(g(t), ·) es continua en R.

Se dice que f es una función L1
∆−Carathéodory si y sólo si f es una

función de Carathéodory y además se satisface la siguiente propiedad:

(C2) Existe una función m : D → [0,+∞] tal que m ∈ L1
∆(Do) y

|f(g(t), x)| ≤ m(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R.

Se dice que f es una función L1
∆−Carathéodory en compactos si y

sólo si f es una función de Carathéodory y además se satisface la siguiente
propiedad:

(C2
c ) Para todo p > 0 existe una función mp : D → [0,+∞] tal que mp ∈

L1
∆(Do) y

|f(g(t), x)| ≤ mp(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R tal que |x| ≤ p.

Lema 2.2.2 Cualquier función H : D → R̄ es ∆−medible en D si y sólo si
H ◦ g : Do → R̄ es ∆−medible en Do.

Demostración: Se sabe, por la proposición 1.3.1, que cualquier conjunto
es ∆−medible si y sólo si es Lebesgue medible, con lo cual, el resultado es
consecuencia de la igualdad H ◦ g = H en Do\R y el hecho de que el conjunto
R de puntos aislados por la derecha de T es a lo sumo numerable. ut

Lema 2.2.3 Supóngase que f : D×R→ R̄ es una función L1
∆− Carathéodory

o una función L1
∆−Carathéodory en compactos. Si u : D → R es una función

continua en D, entonces, la función fu : D → R̄ definida como

fu(s) :=

 f(g(s), (u ◦ g)(s)); si s ∈ Do,

0; si s = T,

pertenece a L1
∆(Do).

Demostración: Si u es una aplicación continua en D, entonces, los teoremas
1.2.16, 1.3.13 y 1.3.14 garantizan que u ◦ g es ∆−medible en Do.

Por lo tanto, razonando como en [57, Teorema 1.4.3], se prueba que la función
fu es ∆− medible en D y aśı, las condiciones (C2) o (C2

c ) permiten establecer
la validez del resultado. ut

Obviamente, el resultado anterior sigue siendo cierto si se asume o bien la
condición (C2) o bien la condición (C2

c ) y se cambia la condición (C1) por la
siguiente:

(B1) i) Para cada u ∈ AC(D), la función f(·, u(·)) es ∆−medible en D.
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ii) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R, se verifica que

ĺım sup
y→x−

f(g(t), y) ≤ f(g(t), x) ≤ ĺım inf
y→x+

f(g(t), y).

Lema 2.2.4 Sea F ⊂ Do\R un conjunto ∆−medible con ∆−medida positiva y
sea M : D → [0,+∞] una función tal que M ∈ L1

∆(Do).
Entonces, existe un conjunto F1 ⊂ F tal que µ∆(F\F1) = 0 y para todo

t1 ∈ F1 las siguientes propiedades son ciertas:

i) ĺım
t→t+1

µ∆([t1, t)T ∩ F1)
t− t1

= 1,

ii) ĺım
t→t+1

µ∆([t1, t)T\F1)
t− t1

= 0,

iii) ĺım
t→t+1

∫
[t1,t)T\F1

M(s) ∆s

t− t1
= 0.

Demostración: Los enunciados i) e ii) son consecuencia de la igualdad (1.2)
y del teorema de la densidad de Lebesgue, [58, (18.2)]; además, del teorema de
la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue, teorema 1.4.8, se deduce el
enunciado iii). ut

A continuación se enuncia el teorema de Scorza–Dragoni cuya demostración
se puede ver en [81].

Teorema 2.2.5 Si f(x, y) es medible en x y continua en y en el conjunto
[x0, x1] × (−∞,∞), entonces, existe una sucesión de subconjuntos perfectos y
disjuntos de [x0, x1], cuya unión tiene medida x1 − x0, con la propiedad de que
f es continua en (x, y) cuando x pertenece a cualquier conjunto de la sucesión.

Lema 2.2.6 Si f : D × R → R̄ es una función de Carathéodory, existe una
sucesión {An}n∈N de subintervalos cerrados de [t0, ρ(T )]T dos a dos disjuntos

tales que µ∆

(⋃
n∈N

An ∩ (Do\R)

)
= µ∆(Do\R) y la función F : [t0, ρ(T )]T ×

R→ R̄ definida para cada (t, x) ∈ [t0, ρ(T )]T × R como

F (t, x) := f(g(t), x) (2.1)

es continua en
⋃
n∈N

An × R.

Demostración: De la proposición 1.3.1 se deduce que F̂ : [t0, ρ(T )]×R→ R
definida para cada (t, x) ∈ [t0, ρ(T )]× R̄ como

F̂ (t, x) =

 F (t, x), si t ∈ [t0, ρ(T )]T,

F (ti, x), si t ∈ (ti, σ(ti)) para algún i ∈ I,
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donde {ti}i∈I , I ⊂ N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T, satisface que para todo x ∈ R, F̂ (·, x) es Lebesgue medible en [t0, ρ(T )] y
para casi todo t ∈ [t0, ρ(T )], F̂ (t, ·) es continua en R.

Por consiguiente, el teorema de Scorza–Dragoni establece la existencia de
una sucesión {Bn}n∈N de subintervalos perfectos del intervalo real [t0, ρ(T )] dos

a dos disjuntos tales que λ

(⋃
n∈N

Bn

)
= ρ(T )−t0 y F̂ es continua en

⋃
n∈N

Bn×R.

Aśı pues, definiendo para cada n ∈ N el conjunto An := Bn ∩ [t0, ρ(T )]T,
como consecuencia de la igualdad (1.2) se obtiene el resultado. ut

A continuación se establecen diversos conceptos y notaciones que se utili-
zarán en todo el caṕıtulo.

Definición 2.2.7 Se dice que u− : D → R es una subsolución del problema
(Pi) si u− ∈ AC(D), B(u−(t0), u) ≤ 0 y se verifica la siguiente desigualdad

Liu−(t) ≤ Niu−(t) para ∆− c. t. p. t ∈ Do.

El concepto de sobresolución de (Pi) se define cambiando el sentido de las
desigualdades anteriores.

Se denota como S−i y S+
i el conjunto de todas las subsoluciones y sobreso-

luciones de (Pi) respectivamente.
Análogamente se definen los mismos conceptos para el problema (P(i,R)) y

se denota como S−(i,R) y S+
(i,R) el conjunto de todas las subsoluciones y sobre-

soluciones de (P(i,R)) respectivamente.
Una función u : D → R se dice que es una solución de (Pi) o (P(i,R)) si u

es tanto una subsolución como una sobresolución de (Pi) o (P(i,R)).

Definición 2.2.8 Para un subconjunto Y ⊂ AC(D), se dice que u∗ ∈ Y es la
solución minimal de (Pi) en Y si u∗ es una solución de (Pi) y u∗ ≤ u en
D para cualquier solución u ∈ Y de (Pi); la solución maximal de (Pi) en
Y se define cambiando el sentido de las desigualdades anteriores. Siempre que
las soluciones minimal y maximal de (Pi) en Y existan, se llaman soluciones
extremales de (Pi) en Y .

Análogamente se definen los mismos conceptos para el problema (P(i,R)).

Si u, v ∈ AC(D) son tales que u(t) ≤ v(t) para todo t ∈ D, se denota como

[u, v] := {w ∈ AC(D) : u(t) ≤ w(t) ≤ v(t) para todo t ∈ D }

y si p, q ∈ L1
∆(Do) son tales que p(t) ≤ q(t) para ∆−casi todo punto t ∈ Do, se

denota como

[p, q] := { r ∈ L1
∆(Do) : p(t) ≤ r(t) ≤ q(t) para ∆− c. t. p. t ∈ Do }.
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2.3. Ecuaciones dinámicas con condiciones ini-
ciales

En esta sección se probará la existencia y aproximación de soluciones extre-
males de la ecuación dinámica con condiciones iniciales (P1), que se describirá a
continuación, en el conjunto las funciones absolutamente continuas.

Se asume la siguiente hipótesis:

(H0
1 ) Si g = Id|[t0,ρ(T )]T

, entonces, para cada punto aislado por la derecha t ∈
Do, la función definida para cada x ∈ R como x + (σ(t) − t)f(t, x) es
creciente en R.

Suponiendo que f es una función L1
∆−Carathéodory o L1

∆−Carathéodory
en compactos o que se verifican las condiciones (B1) y (C2) o (C2

c ), por el lema
2.2.3, se sabe que los operadores L1, N1 : AC(D) → L1

∆(Do) dados para cada
u ∈ AC(D) y para ∆−casi todo punto t ∈ Do por

L1u(t) := u∆(t) y N1u(t) := f(g(t), u(g(t))) (2.2)

están bien definidos.
Fijado u0 ∈ R, para cada (x, u) ∈ R× C(D) se define B(x, u) = u(t0)− u0.
Con las definiciones anteriores, el problema (P1) es la siguiente ecuación

dinámica con condiciones iniciales:

(P1)
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
u(t0) = u0.

Nótese que solamente cuando todo punto de T es denso, los dos problemas
que se consideran en (P1) coinciden y para T ⊂ N son una ecuación en diferencias
expĺıcita e impĺıcita respectivamente.

Existe una gran variedad de publicaciones en las que se estudia la existencia
y aproximación de soluciones extremales para este problema en el caso real.
Entre ellos destaca el trabajo de Goodman, [52], donde se demuestra la exis-
tencia de solución minimal y maximal adaptando el método de aproximación
mediante subfunciones de Peano, que se puede encontrar en [78], supuesto que
la función que define la parte no lineal de la ecuación verifica condiciones de
Carathéodory. Posteriormente, este resultado fue mejorado debilitando la con-
dición de continuidad, por ejemplo, por Biles y Binding en [23] y por Hassan y
Rzymowski en [56], entre otros. En las monograf́ıas [35] y [57], y en algunas de
las referencias alĺı indicadas, se demuestran muchos resultados de existencia de
solución de ecuaciones definidas sobre distintos espacios de Banach ordenados o
bien cambiando algunas hipótesis o bien estudiando diversas variaciones en las
ecuaciones.

Para T ⊂ N y g = Id, esto es, una ecuación en diferencias de primer orden
expĺıcita, la existencia y unicidad de solución es trivial pero su aproximación por
subsoluciones y sobresoluciones no siempre es posible como se puede ver en [30,
Ejemplo 2.2]. Además, en [30] los autores demuestran un resultado de existencia
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sin aproximación cuando g = σ y se verifican condiciones de Carathéodory; más
aún, con diferentes hipótesis, desarrollan un método monótono para aproximar
las soluciones extremales de una ecuación en diferencias con condiciones de fron-
tera no lineales y funcionales que incluyen como caso particular las condiciones
iniciales.

En esta sección deducimos la existencia de soluciones extremales de (P1) por
aproximación cuando f es una función L1

∆−Carathéodory. Para la prueba de
este resultado usaremos una revisión de los argumentos de Goodman.

Posteriormente rebajamos las hipótesis, de un modo análogo al trabajo rea-
lizado en [23], se asume la hipótesis (C2) y se cambia la condición (C1) por (B1)
y demostramos un nuevo resultado de existencia y aproximación de soluciones
extremales de (P1).

Se termina la sección demostrando la existencia y aproximación de solucio-
nes extremales de una ecuación dinámica con condiciones iniciales entre una
subsolución y una sobresolución en el orden habitual.

2.3.1. Condiciones L1
∆−Carathéodory

Esta subsección está dedicada a probar la existencia de soluciones extremales
del problema (P1) en el conjunto AC(D) supuesto que la función que define la
parte no lineal de la ecuación es una función L1

∆−Carathéodory. Se utilizará el
método de aproximación mediante subsoluciones y sobresoluciones que Peano o
Goodman emplean en el caso real adaptado a un conjunto cerrado de números
reales arbitrario.

El resultado obtenido es el siguiente.

Teorema 2.3.1 Sea f : D × R→ R̄ una función L1
∆− Carathéodory.

Si se verifica (H0
1 ), entonces, (P1) tiene soluciones extremales en el conjunto

AC(D). Además, si u∗ y u∗ denotan, respectivamente, la solución minimal y
maximal de (P1) en AC(D), entonces, las siguientes igualdades se verifican
para todo t ∈ D:

u∗(t) = mı́n {u+(t) : u+ ∈ S+
1 } y u∗(t) = máx {u−(t) : u− ∈ S−1 }.

Debido a la similitud entre las demostraciones de la existencia de solución
minimal y maximal de (P1) en AC(D), solamente se probará la segunda de ellas.
Se mostrará que la función U : D → R definida para cada t ∈ D como

U(t) := sup {u−(t) : u− ∈ S−1 } (2.3)

es una solución de (P1), con lo cual, como cada solución de (P1) es también una
subsolución de (P1), está claro que U es la solución maximal de (P1) en AC(D).

Previamente es necesario demostrar el siguiente lema que establece que U
es una subsolución de (P1) la cual es aproximada uniformente en D por una
sucesión creciente de subsoluciones de (P1).

Lema 2.3.2 Sea f : D × R → R̄ una función L1
∆−Carathéodory para la cual

la condición (H0
1 ) es válida. Si S−1 es el conjunto de todas las subsoluciones de
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(P1) y U : D → R es la función definida en (2.3), entonces, se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) El conjunto S−1 es no vaćıo y acotado superiormente y por tanto la función
U está bien definida.

ii) Para cada t1, t2 ∈ D tales que t1 < t2, se verifica la siguiente desigualdad

|U(t2)− U(t1)| ≤
∫

[t1,t2)T

m(s) ∆s (2.4)

y aśı, U ∈ AC(D).

iii) Si u1, u2 ∈ S−1 , entonces, la función M : D → R definida para cada t ∈ D
como M(t) := máx{u1(t), u2(t)} también pertenece a S−1 .

iv) Existe una sucesión creciente {un}n∈N ⊂ S−1 tal que {un}n∈N converge a
U uniformemente en D.

v) U ∈ S−1 , entonces, para todo t ∈ D, U(t) = máx {u−(t) : u− ∈ S−1 }.

Demostración: i) El teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Le-
besgue, teorema 1.4.8, y la condición (C2) garantizan que U−, U+ : D → R
definidas para cada t ∈ D como

U−(t) = u0 −
∫

[t0,t)T

m(s) ∆s y U+(t) = u0 +
∫

[t0,t)T

m(s) ∆s (2.5)

satisfacen que U− ∈ S−1 y U+ es una cota superior del conjunto S−1 .
ii) Sean t1, t2 ∈ D tales que t1 < t2. Para cada ε > 0, existen u, v ∈ S−1

verificando que
u(t2) ≥ U(t2)− ε, u(t1) ≤ U(t1),

y
v(t1) ≥ U(t1)− ε, v(t2) ≤ U(t2);

aśı pues, se obtiene que

U(t2)−U(t1) ≤ u(t2)−u(t1)+ε =
∫

[t1,t2)T

u∆(s) ∆s +ε ≤
∫

[t1,t2)T

m(s) ∆s +ε.

Además, definiendo v1 : D → R como

v1(t) :=


v(t), si t ∈ [t0, t1)T,

v(t1)−
∫

[t1,t)T

m(s) ∆s, si t ∈ [t1, T ]T,
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se tiene que v1 ∈ S−1 y

U(t2)− U(t1) ≥ v1(t1)− U(t1) + v1(t2)− v1(t1)

= v(t1)− U(t1)−
∫

[t1,t2)T

m(s) ∆s

≥ −ε−
∫

[t1,t2)T

m(s) ∆s.

Como consecuencia,

|U(t2)− U(t1)| ≤
∫

[t1,t2)T

m(s) ∆s;

con lo cual, esta desigualdad permite concluir, por el teorema de la ∆−derivación
de la ∆−integral de Lebesgue, teorema 1.4.8, que U ∈ AC(D).

iii) De la igualdad M =
u1 + u2 + |u1 − u2|

2
se deduce que M ∈ AC(D) y

aśı, el teorema fundamental del cálculo establece que M∆(t) existe para ∆−casi
todo punto t ∈ Do.

F́ıjese t ∈ Do para el cual existen M∆(t), u∆
1 (t) y u∆

2 (t); es fácil comprobar
que o bien existe un i ∈ {1, 2} tal que

M∆(t) = u∆
i (t) ≤ f(g(t), ui(g(t))) = f(g(t),M(g(t))),

o bien t < σ(t) y existen i, j ∈ {1, 2} tales que i 6= j y

M∆(t) =
uj(σ(t))− ui(t)

σ(t)− t
≤ uj(t) + f(g(t), uj(g(t))(σ(t)− t)− ui(t)

σ(t)− t
,

en cuyo caso, si g = σ|[t0,ρ(T )]T
, entonces,

M∆(t) ≤ u∆
j (t) ≤ f(σ(t), uj(σ(t))) = f(σ(t),M(σ(t))),

mientras que si g = Id|[t0,ρ(T )]T
, entonces, de la condición (H0

1 ) se sigue que

M∆(t) ≤ f(t, ui(t)) = f(t,M(t)).

Por consiguiente, M es una subsolución de (P1).
iv) Sea u1 := U− ∈ S−1 definida en (2.5).
Para n > 1, supónganse u1, . . . , un−1 ∈ S−1 definidas. Por el lema 1.2.19 se

sabe que existe Pn = {tn0 , . . . , tnln}, ln ≤ n, una partición de D tal que para

cada k ∈ Kn = {0, . . . , ln − 1} se satisface o bien tnk+1 − tnk ≤
T − t0
n

o bien

tnk+1 − tnk >
T − t0
n

y σ(tnk ) = tnk+1.

Para cada k ∈ {0, . . . , ln}, eĺıjase vk ∈ S−1 verificando que

U(tnk )− 1
n
≤ vk(tnk ) ≤ U(tnk )
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y def́ınase un := máx{un−1, v0, . . . , vln}.
Del enunciado iii) se sigue que {un}n∈N ⊂ S

−
1 y además, está claro que esta

sucesión es creciente.
F́ıjense n ∈ N con n ≥ 1, k ∈ Kn y t ∈ [tnk , t

n
k+1)T. Si k ∈ K̃n := { k ∈ Kn :

σ(tnk ) = tnk+1 }, entonces,

0 ≤ U(t)− vk(t) = U(tnk )− vk(tnk ) ≤ 1
n
,

mientras que, en otro caso, de (2.4) y (C2) se obtiene que

0 ≤ U(t)− vk+1(t) ≤ U(tnk+1)− vk+1(tnk+1) + vk+1(tnk+1)− vk+1(t)

+
∣∣U(tnk+1)− U(t)

∣∣
≤ 1

n
+ 2

∫
[tnk ,t

n
k+1)

T

m(s) ∆s.

Por lo tanto, para cada t ∈ D, es cierto que

0 ≤ U(t)− un(t) ≤ 1
n

+ 2 máx
k 6∈K̃n

∫
[tnk ,t

n
k+1)

T

m(s) ∆s

y aśı, el teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue, teorema
1.4.8, permite afirmar que la sucesión {un}n∈N converge a U uniformemente en
D.

v) Sea {un}n∈N ⊂ S
−
1 una sucesión creciente convergente a U uniformemente

en D. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que para
cada t, s ∈ D tales que t < s se cumple que

U(s)− U(t)
s− t

= ĺım
n→∞

un(s)− un(t)
s− t

=
1

s− t
ĺım
n→∞

∫
[t,s)T

u∆
n (r) ∆r

≤ 1
s− t

ĺım
n→∞

∫
[t,s)T

f(g(r), un(g(r))) ∆r

=
1

s− t

∫
[t,s)T

f(g(r), U(g(r))) ∆r.

(2.6)

Aśı pues, como consecuencia del teorema 1.4.8, se tiene que

U∆(t) ≤ f(g(t), U(g(t))), ∆− c. t. p. t ∈ Do

y, como U(t0) = u0, resulta que U es una subsolución de (P1). ut
Nótese que el hecho de que la función U− : D → R definida en (2.5) perte-

nezca a S−1 establece que para cada t ∈ D, se cumple que U(t) = máx {u−(t) :
u− ∈ S−1 , u(t0) = u0 }.
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Demostración del teorema 2.3.1: Inicialmente se verá que U satisface la
ecuación dinámica en el conjunto R ∩Do de puntos aislados por la derecha de
Do. F́ıjese ti ∈ R ∩Do y supóngase que

U∆(ti) < f(g(ti), U(g(ti))). (2.7)

Si g = σ|[t0,ρ(T )]T
, entonces, de la propiedad ii) en (C1) y la condición (C2)

se deduce que la función G : [Uσ(ti), U(ti)+m(ti)µ(ti)]→ R definida para cada
x ∈ [Uσ(ti), U(ti) +m(ti)µ(ti)] como

G(x) = x− µ(ti)f(σ(ti), x)− U(ti)

es continua en su dominio el cual es un intervalo no degenerado; además, de (2.7)
y (C2) se sigue que G(Uσ(ti)) < 0 y G(U(ti)) + m(ti)µ(ti)) ≥ 0. Por tanto, el
teorema de Bolzano establece la existencia de al menos un c ∈ (Uσ(ti), U(ti) +
m(ti)µ(ti)] tal que c− µ(ti)f(σ(ti), c) = U(ti); f́ıjese uno de ellos.

Por el contrario, si g = Id|[t0,ρ(T )]T
, entonces, se elige como c el valor c =

U(ti) + µ(ti)f(ti, U(ti)) > Uσ(ti).
Aśı pues, definiendo ui : D → R como

ui(t) :=


U(t), si t ∈ [t0, ti]T,

c−
∫

[σ(ti),t)T

m(s) ∆s, si t ∈ [σ(ti), T ]T,

resulta que ui ∈ S−1 y ui(σ(ti)) > U(σ(ti)) lo cual contradice la definición de U .
A continuación se verá que U satisface la ecuación dinámica en ∆−casi todo

punto de Do\R. Sea {An}n∈N ⊂ [t0, ρ(T )]T una sucesión en las condiciones del

lema 2.2.6; como µ∆

(⋃
n∈N

An ∩ (Do\R)

)
= µ∆(Do\R), es suficiente probar

que U verifica la ecuación dinámica en ∆−casi todo punto de cada conjunto
An ∩ (Do\R) tal que µ∆(An ∩ (Do\R)) > 0; f́ıjese uno de ellos.

Sea V : D → R definida para cada t ∈ D como

V (t) :=
∫

[t0,t)T

f(g(s), U(g(s))) ∆s;

por el lema 2.2.3 y el teorema 1.4.8 se sabe que existe V ∆(t) para ∆−casi todo
punto t ∈ Do.

Se define F := { t ∈ An ∩ (Do\R) : U∆(t) y V ∆(t) existen } y sea F1 ⊂ F
como en el lema 2.2.4; se comprobará que U verifica la ecuación dinámica en
todo t1 ∈ F1 y aśı, como µ∆(F1) = µ∆(F ) = µ∆(An ∩ (Do\R)), se finaliza la
demostración.

Sean t1 ∈ F1 y ε > 0 arbitrarios; el lema 2.2.6 establece que la gráfica de U
restringida a cada An pertenece a un conjunto compacto en el cual la función
F definida en (2.1) es uniformemente continua, con lo cual, existe un δ > 0 tal
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que si t̃1, t̃2 ∈ An son tales que |t̃1 − t̃2| < δ y x ∈ R es tal que |U(t̃1)− x| < 3δ,
entonces,

|f(g(t̃1), U(t̃1))− f(g(t̃2), x)| < ε. (2.8)

Además, por el teorema de la ∆−derivación de la ∆−integral de Lebesgue,
teorema 1.4.8, se sabe que existe un η ∈ (0, δ) tal que ε · η < δ y∫

[t,t+η)T

m(s) ∆s < δ para todo t ∈ D. (2.9)

Se definen v1 : [t1, T ]T → R y u1 : D → R como

v1(t) :=

 f(t, U(t))− ε, si t ∈ [t1, t1 + η)T ∩ F1,

−m(t), si t 6∈ [t1, t1 + η)T ∩ F1,

y

u1(t) :=


U(t), si t ∈ [t0, t1]T,

U(t1) +
∫

[t1,t)T

v1(s) ∆s, si t ∈ (t1, T ]T.

Se verá que u1 ∈ S−1 . Puesto que U es absolutamente continua en D, la
continuidad absoluta de u1 se deduce del lema 2.2.3 y el teorema 1.4.8. Por
consiguiente, como U es una subsolución de (P1), de la igualdad u1(t0) = u0,
de la condición (C2), resulta que solamente queda probar que u1 verifica la
inecuación dinámica en ∆−casi todo punto de [t1, t1 + η)T ∩ F1.

Por (2.4) y (2.9) se sabe que para cada t̃1, t̃2 ∈ [t1, t1 + η)T ∩ F1, se verifica
que

|U(t̃1)− u1(t̃2)| ≤ |U(t̃1)− U(t1)|+ |u1(t1)− u1(t̃2)|

≤
∫

[t1,t̃1)T

m(s) ∆s+
∫

[t1,t̃2)T

m(s) ∆s+ ε|t̃2 − t1|

≤ 3δ

de donde se sigue, por (2.8), que

|f(t̃1, U(t̃1))− f(t̃2, u1(t̃2))| < ε. (2.10)

F́ıjense t ∈ [t1, t1 + η)T ∩ F1 para el cual u∆
1 (t) existe y s ∈ (t, t1 + η)T; por
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(C2) y (2.10), se tiene que

u1(s)− u1(t)
s− t

= f(t, u1(t)) +
1

s− t

∫
[t,s)T∩F1

[v1(r)− f(t, u1(t))] ∆r

+
1

s− t

∫
[t,s)T\F1

[v1(r)− f(t, u1(t))] ∆r

≤ f(t, u1(t)) +
1

s− t

∫
[t,s)T∩F1

[f(r, U(r))− f(t, u1(t))] ∆r

−ε
µ∆([t, s)T ∩ F1)

s− t
+

1
s− t

∫
[t,s)T\F1

m(r) ∆r

+|f(t, u1(t))|
µ∆([t, s)T\F1)

s− t

< f(t, u1(t)) +
1

s− t

∫
[t,s)T\F1

m(r) ∆r

+|f(t, u1(t))|
µ∆([t, s)T\F1)

s− t
,

con lo cual, tomando ĺımites, del lema 2.2.4 se tiene que u∆
1 (t) ≤ f(t, u1(t)).

Finalmente, para probar que U verifica la ecuación dinámica en t1, se fija
s ∈ (t1, t1 + η)T arbitrario y teniendo en cuenta que u1 ∈ S−1 se obtiene que

U(s)− U(t1)
s− t1

≥ u1(s)− u1(t1)
s− t1

=
1

s− t1

∫
[t1,s)T

f(g(r), U(g(r))) ∆r − ε
µ∆([t1, s)T ∩ F1)

s− t1

− 1
s− t1

∫
[t1,s)T\F1

[m(r) + f(g(r), U(g(r)))] ∆r,

de donde se obtiene, por (C2) y el lema 2.2.4, que

ĺım
s→t+1

U(s)− U(t1)
s− t1

≥ ĺım
s→t+1

1
s− t1

∫
[t1,s)T

f(g(r), U(g(r))) ∆r − ε,

además, de (2.6) se deduce que

ĺım
s→t+1

U(s)− U(t1)
s− t1

≤ ĺım
s→t+1

1
s− t1

∫
[t1,s)T

f(g(r), U(g(r))) ∆r,

aśı pues, como consecuencia de la elección arbitraria de ε > 0 se deduce que

U∆(t1) = f(g(t1), U(g(t1))
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lo cual concluye la prueba. ut

Nota 2.3.3 La condición (H0
1 ) es necesaria incluso en el caso más simple, es

decir, para T ⊂ N en el cual la unicidad de solución garantiza la existencia de
soluciones extremales mas se puede probar que dicha solución no es ni el mı́nimo
de sobresluciones ni el máximo de subsoluciones como muestran las siguientes
elecciones, ver [30, Ejemplo 2.2].

Sean T = {0, 1, 2, 3} y f : T×R→ R definida para cada (t, x) ∈ T×R como

f(t, x) := 2x (x− 2)

y considérese el problema de valor inicial: u∆(t) = f(t, u(t)); t ∈ {0, 1, 2}

u(0) = 1.

Las funciones u− ≡ {0, 0, 0, 0} y u+ ≡ {2, 2, 2, 2} son una subsolución y una
sobresolución de dicho problema respectivamente, sin embargo, su única solución
está dada por u ≡ {1,−1, 5, 35} que ni es el mı́nimo de sobresoluciones ni el
máximo de subsoluciones.

Se puede pensar que la condición (H0
1 ) solamente es necesaria en el caso

discreto, no obstante, si se eligen T = [−1, 0]∪{1}∪[2, 3], D = T y f : T×R→ R
definida para cada (t, x) ∈ T× R como

f(t, x) :=



0; t < 0 o t > 2, x ∈ R,

2; t ∈ {0, 1, 2}, x ≤ −1,

−2x; t ∈ {0, 1, 2}, −1 ≤ x ≤ 1,

−2; t ∈ {0, 1, 2}, x ≥ 1,

y se estudia la existencia de solución del problema de valor inicial: u∆(t) = f(t, u(t)); ∆− c. t. p. t ∈ Do,

u(−1) = 1,

entonces, se concluye que la función v : T→ R dada para cada t ∈ T por

v(t) :=

 1; t ≤ 0 o t ≥ 2,

−1; t = 1,

es la única solución de dicho problema la cual no es ni el mı́nimo de sobre-
soluciones ni el máximo de subsoluciones ya que las funciones v−, v+ : T → R
definidas para cada t ∈ T como

v−(t) := 0 y v+(t) =

 2; t ≤ 0,

0; t > 0,
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son una subsolución y una sobresolución del problema anterior respectivamente.

2.3.2. Discontinuidad

El resultado de existencia y aproximación de soluciones extremales obtenido
en el teorema 2.3.1 es válido sin necesidad de suponer continuidad en la segunda
variable de la función que define la parte no lineal de la ecuación. En el próxi-
mo resultado se supondrá la validez de la condición (C2) y se reemplazará la
condición (C1) por (B1).

El resultado se probará aplicando el teorema 2.3.1 a un problema auxiliar
cuya parte no lineal es una función L1

∆−Carathéodory. Para ello, se define la
función β : D × R× R→ R̄ para cada (t, x, y) ∈ D × R× R como

β(t, x, y) =


f(t, x); si t /∈ g(B)

sup{f(t, z) : x ≤ z ≤ y}; si t ∈ g(B) y x ≤ y,

ı́nf{f(t, z) : y ≤ z ≤ x}; si t ∈ g(B) y y ≤ x,

(2.11)

siendo B el subconjunto de Do formado por los puntos de Do donde se verifican
simultaneamente la propiedad ii) de (B1) y (C2). La condición (C2) garantiza
que la función β está bien definida y para cada x ∈ R, se cumple que β(t, x, x) =
f(t, x) para todo t ∈ D y que la función β(g(t), x, ·) es creciente en R para
∆−casi todo punto t ∈ Do.

Se necesita el siguiente lema.

Lema 2.3.4 Supóngase que f : D × R → R̄ verifica (B1) y (C2) y sea β :
D × R × R → R̄ la función definida en (2.11). Entonces, para cada función
u : D → R absolutamente continua en D, la función Fu : D × R → R̄ definida
para cada (t, x) ∈ D × R como

Fu(t, x) := β(t, x, u(t)) (2.12)

es una función L1
∆−Carathéodory.

Demostración: Sea u : D → R una función absolutamente continua en D
arbitraria.

Se verá que para cada x ∈ R, la función Fu(g(·), x) = β(g(·), x, u(g(·))) es
∆−medible en Do de donde se sigue, por el lema 2.2.2, que para cada x ∈ R,
Fu(·, x) es una función ∆−medible en D. Eĺıjase x ∈ R arbitrario.

Dado a ∈ R, como Do\B es un conjunto de ∆−medida nula, es suficiente
demostrar que el conjunto

E = { t ∈ B : Fu(g(t), x) ≤ a }

= { t ∈ E : u(g(t)) ≤ x } ∪ {t ∈ E ; u(g(t)) ≥ x }

= { t ∈ B : ı́nf { f(g(t), s) : u(g(t)) ≤ s ≤ x } ≤ a }

∪ { t ∈ B : sup {f(g(t), s) : x ≤ s ≤ u(g(t)) } ≤ a }

81



es ∆−medible.
Se comprobará que las funciones I, S : B → R̄ dadas para cada t ∈ B por

I(t) := ı́nf { f(g(t), s) : u(g(t)) ≤ s ≤ x }

y
S(t) := sup { f(g(t), s) : x ≤ s ≤ u(g(t)) }

son funciones ∆−medibles en B, lo cual es equivalente a que E es un conjunto
∆−medible.

Para cada t ∈ B fijado, se tiene que

I(t) = ı́nf { f(g(t), u(g(t)) + l) : l ∈ [0, x− u(g(t))] }

= ı́nf { f (g(t),mı́n {u(g(t)) + q, x }) : q ∈ R+ }.

Dado ε > 0, existe algún z ∈ [u(g(t)), x] tal que f(g(t), z) < I(t) + ε y
además, de la condición ii) en (B1) se sigue que para cada z ∈ [u(g(t)), x],
existe un δ > 0 tal que f(g(t), s) < f(g(t), z) + ε, para todo s ∈ (z − δ, z).

Por tanto, existe algún q ∈ [0, z − u(g(t))] ∩Q+ para el cual se verifica que

f(g(t), u(g(t)) + q) < f(g(t), z) + ε < I(t) + 2ε.

Como consecuencia se obtiene la siguiente igualdad:

I(t) = ı́nf { f (g(t),mı́n {u(g(t)) + q, x }) : q ∈ Q+ };

aśı pues, dado que el lema 2.2.2 y la condición i) de la hipótesis (B1) aseguran
que para cada q ∈ Q+, la función f(g(·),mı́n {u(g(·)) + q, x }) es una función
∆−medible en B, la igualdad anterior permite concluir que la función I : B → R̄
es ∆−medible en B ya que es el ı́nfimo de una cantidad numerable de funciones
∆−medibles en B.

Análogamente se prueba que la función S : B → R̄ es ∆−medible en B.
Para probar la continuidad de la función Fu(g(t), ·) en R para ∆−casi todo

punto t ∈ Do, nótese que para todo t ∈ B la función definida para cada x ∈ R
como H(x) = β(g(t), x, u(g(t))) es decreciente, con lo que para cada x ∈ R
fijado, existe

ĺım
z→x−

H(z) ≥ H(x) ≥ ĺım
z→x+

H(z).

Se probará la igualdad para ĺım
z→x−

H(z); la otra se puede probar mediante

argumentos similares.
Supóngase que x ≤ u(g(t)); como para cada z ≤ x, es cierto que

H(z) = sup { sup { f(g(t), s) : z ≤ s < x }, sup { f(g(t), s) : x ≤ s ≤ u(g(t)) } }

y dado que la condición ii) de (B1) permite afirmar que

ĺım sup
z→x−

sup { f(g(t), s) : z ≤ s < x } = ĺım sup
z→x−

f(g(t), z) ≤ f(g(t), x),
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resulta que

ĺım
z→x−

H(z) ≤ sup { f(g(t), x), sup { f(g(t), s) : x ≤ s ≤ u(g(t)) } } = H(x).

Por el contrario, si x > u(g(t)), entonces, se sabe que para cada z ∈
(u(g(t)), x), se cumple que

H(z) = ı́nf { f(g(t), s) : u(g(t)) ≤ s ≤ z }.

Supóngase que ĺım
z→x−

H(z) = A > H(x). Para cada ε > 0, exite un δ > 0 tal

que si z ∈ (x− δ, x), entonces, H(z) ∈ [A,A+ ε) y aśı,

ı́nf { f(g(t), s) : u(g(t)) ≤ s ≤ z } ≥ A > H(x);

con lo cual,

f(g(t), s) ≥ A > H(x), para todo s ∈ [u(g(t)), x). (2.13)

Por consiguiente, de la igualdad H(x) = ı́nf { ı́nf { f(g(t), s) : u(g(t)) ≤ s <
x }, f(g(t), x)} se sigue que

H(x) = f(g(t), x) y f(g(t), s) ≥ A > f(g(t), x) para todo s ∈ [u(g(t)), x).

Sea ε1 = A− f(g(t), x) > 0, puesto que ĺım sup
z→x−

f(g(t), z) ≤ f(g(t), x) existe

un δ > 0 tal que si s ∈ (x− δ, x), entonces,

f(g(t), s) < f(g(t), x) + ε1 = A,

lo cual contradice (2.13) terminándose aśı la demostración de la primera de las
igualdades.

Finalmente, la propiedad (C2) es consecuencia de la desigualdad

|Fu(g(t), x)| = |β(g(t), x, u(g(t)))| ≤ m(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ D0 y todo x ∈ R. ut

Teorema 2.3.5 Asúmanse (B1), (C2) y (H0
1 ). Entonces, (P1) tiene soluciones

extremales en el conjunto AC(D). Además, si u∗ y u∗ denotan, respectivamente,
la solución minimal y maximal de (P1) en AC(D), entonces, se cumplen las
siguientes igualdades para todo t ∈ D:

u∗(t) = mı́n {u+(t) : u+ ∈ S+
1 } y u∗(t) = máx {u−(t) : u− ∈ S−1 }.

Demostración: Sean U(t) := sup {u−(t) : u− ∈ S−1 } la función absoluta-
mente continua en D definida en (2.3), y FU la función definida en (2.12).

Por el teorema 2.3.1 se sabe que el problema

u∆(t) = FU (g(t), u(g(t))) ∆− c. t. p. t ∈ Do, u(t0) = u0. (2.14)
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tiene solución maximal en el conjunto AC(D), w ∈ AC(D) y para todo t ∈ D,
la siguiente igualdad

w(t) = máx {u(t) : u es una subsolución de (2.14) }

es cierta.
Además, para cada v ∈ S−1 y ∆−casi todo punto t ∈ D0, se tiene que

v∆(t) ≤ f(g(t), v(g(t))) = β(g(t), v(g(t)), v(g(t)))

≤ β(g(t), v(g(t)), U(g(t))) = FU (g(t), v(g(t))),

con lo cual, v es una subsolución del problema (2.14) y v ≤ w en D.
Por consiguiente, U ≤ w en D, con lo cual, del crecimiento de la función β

en la tercera variable se sigue que

w∆(t) = β(g(t), w(g(t)), U(g(t))) ≤ β(g(t), w(g(t)), w(g(t))) = f(g(t), w(g(t))),

por tanto, w ≤ U en D y aśı, w = U en D, de donde se concluye que

U∆(t) = β(g(t), U(g(t)), U(g(t))) = f(g(t), U(g(t))).

Un razonamiento similar permite probar la otra parte del resultado. ut
Para finalizar esta sección se aplicará el teorema 2.3.5 para probar la exis-

tencia y aproximación de soluciones extremales en el conjunto de todas las
funciones absolutamente continuas en el conjunto ternario de Cantor de una
clase de ecuaciones dinámicas de primer orden con condiciones iniciales.

Ejemplo 2.3.6 Sean C el conjunto ternario de Cantor y T = C. Para cada
t ∈ T, se denota como It = { i ∈ I : ti ∈ R ∩ [0, t) } siendo R = {ti}i∈I el
conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de T.

Se define f : T× R→ R para cada (t, x) ∈ T× R como

f(t, x) := h(t) sen(F (t)) + v(x),

donde h, F : T→ R están dadas para cada t ∈ T por

h(t) :=
∏
i∈It

(√
1 + tan2(ti)µ2(ti)

)
y

F (t) := − ln(t) +
∑
i∈It

[
tiµ(ti) + ln

(
cos(σ(ti))

cos(ti)

)]
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y v : R→ R está definida como

v(x) :=



− x

x− 1
, si x < 0,

1
2

(
x2 −

∑
i∈Ix

µ2(ti)

)
, si x ∈ T,

1
2

t2i −∑
i∈Iti

µ2(ti)

 , si x ∈ (ti, σ(ti)) para algún i ∈ I,

3
7

+ sen(πx), si x > 1.

Para cada k ∈ R, considérese el siguiente problema de valor inicial:

(Pk)

 u∆(t) = f(σ(t), u(σ(t))) ∆− c. t. p. t ∈ [0, 1)T,

u(0) = k.

Como consecuencia inmediata de la definición de la función f , se deduce la
validez de la condición (B1) y además, la desigualdad

|f(t, x)| ≤ h(t) +
10
7

para cada (t, x) ∈ T× R, (2.15)

garantiza la condición (C2).
Por consiguiente, el teorema 2.3.5 establece, para cada k ∈ R, la existencia

de soluciones extremales en el conjunto de todas las funciones absolutamente
continuas en T del problema (Pk).

Además, si uk∗ y u∗k denotan, respectivamente, la solución minimal y ma-
ximal de (Pk) en el conjunto AC(T), entonces, se verifican las siguientes igual-
dades para todo t ∈ T:

uk∗(t) = mı́n {uk+(t) : uk+ es una sobresolución de (Pk) }

y
u∗k(t) = máx {uk−(t) : uk− es una subsolución de (Pk) }.

Finalmente, nótese que la desigualdad (2.15) permite localizar todas las so-
luciones del problema (Pk) en el conjunto

[Uk−, Uk+] = {H ∈ AC(T) : Uk− ≤ H ≤ Uk+ },

donde Uk−, Uk+ : T→ R están dadas para cada t ∈ T por

Uk
−(t) = k− 10 t

7
−
∫

[0,t)T

h(s) ∆s y Uk
+(t) = k+

10 t
7

+
∫

[0,t)T

h(s) ∆s.
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2.3.3. Subsoluciones y sobresoluciones en orden habitual

En esta subsección se adaptarán las demostraciones dadas en las seccio-
nes anteriores para probar, siempre que f sea una función L1

∆−Carathéodory
en compactos o que se verifiquen las condiciones (B1) y (C2

c ), la existencia y
aproximación de soluciones extremales del problema (P1) en el conjunto [α, β]
suponiendo la siguiente condición:

(H1
1 ) Existen α y β una subsolución y una sobresolución respectivamente del

problema (P1) tales que α ≤ β en D.

El primero de los resultados obtenidos es el siguiente.

Teorema 2.3.7 Sea f : D × R → R̄ una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos.
Si se verifican las condiciones (H0

1 ) y (H1
1 ), entonces, (P1) tiene una solución

minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β]. Además, se satisfacen las
siguientes igualdades:

u∗ = mı́n{u+ ∈ [α, β] : u+ ∈ S+
1 } y u∗ = máx{u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−1 }.

(2.16)

Solamente se probará la existencia de solución minimal ya que la existencia
de solución maximal se obtiene mediante argumentos análogos. Se verá que la
función U : D → R definida como

U := sup {u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−1 } (2.17)

es una solución de (P1) y aśı, puesto que toda solución de (P1) es una subsolución
de (P1), resulta que U es la solución maximal de (P1) en [α, β].

Para ello se necesita el siguiente lema que asegura que U es una subsolución
de (P1) la cual es aproximada uniformemente en D por una sucesión creciente
de subsoluciones de (P1) que pertenecen al conjunto [α, β]; su demostración es
similar a la del lema 2.3.2.

Lema 2.3.8 Sea f : D × R→ R̄ una función L1
∆−Carathéodory en compactos

tal que se verifica (H0
1 ). Si U : D → R es la función definida en (2.17), entonces,

los siguientes enunciados son ciertos:

i) El conjunto [α, β] ∩ S−1 es no vaćıo y acotado superiormente, de donde se
sigue que U está bien definida.

ii) Para cada t1, t2 ∈ D con t1 < t2, se tiene

|U(t2)− U(t1)| ≤
∫

[t1,t2)T

mp̄(s) ∆s, (2.18)

donde p̄ = máx{ ‖α‖C(D), ‖β‖C(D) } y por tanto, U ∈ AC(D).
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iii) Existe una sucesión creciente {un}n∈N ⊂ [α, β] ∩ S−1 tal que {un}n∈N
converge a U uniformemente en D.

iv) U ∈ S−1 , con lo cual, U = máx {u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−1 }.

Demostración del teorema 2.3.7: Sea R = {ti}I⊂N el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de Do. Solamente se probará que U satisface la
ecuación dinámica en R ya que la demostración de que U verifica la ecuación
dinámica en ∆−casi todo punto t ∈ Do\R es similar a la del teorema 2.3.1.
F́ıjese ti ∈ R y supóngase que

U∆(ti) < f(g(ti), U(g(ti))). (2.19)

Si g = σ|[t0,ρ(T )]T
, entonces, de (2.19) se deduce que Uσ(ti) < βσ(ti), con lo

cual, la condición ii) de (C1) garantiza que la función G : [Uσ(ti), βσ(ti)] → R
definida para cada x ∈ [Uσ(ti), βσ(ti)] como

G(x) = x− (σ(ti)− ti)f(σ(ti), x)− U(ti)

es continua en su dominio; además, se sabe que G(βσ(ti)) ≥ 0 y, por (2.19), que
G(Uσ(ti)) < 0. Por consiguiente, el teorema de Bolzano asegura la existencia de
al menos un c ∈ (Uσ(ti), βσ(ti)] tal que c− (σ(ti)− ti)f(σ(ti), c) = U(ti); f́ıjese
uno de ellos.

Por el contrario, si g = Id|[t0,ρ(T )]T
, entonces, de (2.19) y (H0

1 ), se obtiene
que βσ(ti) > Uσ(ti) y βσ(ti) > U(ti) + (σ(ti)− ti)f(ti, U(ti)) y aśı, c = U(ti) +
(σ(ti)− ti)f(ti, U(ti)) ∈ (Uσ(ti), βσ(ti)).

Por consiguiente, definiendo ui : D → R como

ui(t) =


U(t), si t ∈ [t0, ti]T,

ui(t) = c−
∫

[σ(ti),t)T

mp̄(s) ∆s, si t ∈ [σ(ti), T ]T,

con p̄ = máx{ ‖α‖C(D), ‖β‖C(D) }, se sigue que ui ∈ S−1 y ui(σ(ti)) > U(σ(ti));
además, el enunciado iii) del lema 2.3.2 permite afirmar que la función ᾱ :=
máx{ui, α } pertenece a [α, β] ∩ S−1 y ᾱ(σ(ti)) > U(σ(ti)) lo cual contradice la
definición de U . ut

Cambiando la condición (C1) por (B1), los mismos argumentos usados en
el teorema 2.3.5 permiten deducir el siguiente resultado de existencia y apro-
ximación de soluciones extremales en el conjunto [α, β] como consecuencia del
teorema 2.3.7 aplicado a un problema auxiliar cuya parte no lineal es una función
L1

∆−Carathéodory en compactos.

Teorema 2.3.9 Supónganse (H0
1 ), (H1

1 ), (B1) y (C2
c ). Entonces, el problema

(P1) tiene una solución minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β].
Además, se verifican las igualdades (2.16).
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2.4. Ecuaciones dinámicas con condiciones de
frontera funcionales en presencia de subso-
luciones y sobresoluciones

Suponiendo que f es una función L1
∆−Carathéodory en compactos o que

se verifican las condiciones (B1) y (C2
c ), entonces, se sabe que los operadores

L2 := L1 y N2 := N1, con L1 y N1 dados en (2.2), están bien definidos y el
problema (P2) es la siguiente ecuación dinámica con condiciones de frontera
funcionales:

(P2)
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0.

Se asumirán las siguientes condiciones:

(H1
2 ) Existen α y β una subsolución y una sobresolución respectivamente del

problema (P2) tales que α ≤ β en D.

Las hipótesis que verifica la función B permiten que el problema (P2) cubra
tanto las condiciones periódicas u(t0) = u(T ) como las antiperiódicas u(t0) =
−u(T ); además, la dependencia funcional en la segunda variable posibilita otros
tipos de condiciones de frontera no lineales como por ejemplo u(t0) = máx

t∈J
u(t)

o u(t0) =
∫
J
u3(t) ∆t, siendo J un subconjunto ∆−medible de Do.

En la subseccion 2.4.1, usando el teorema del punto fijo de Schauder, se prue-
ba la existencia de solución del problema (P2). Algunos resultados de existencia
en este contexto se han obtenido en [20] para la ecuación inclusión de primer
orden:

y∇(t) ∈ F (t, y(t)), c. t. p. t ∈ [a, b]κ, L(y(a), y(b)) = 0,

con F : [a, b]κ × R → 2R\∅ una aplicación multivaluada y L : R2 → R una
función continua, tal que L(x, y) es no creciente en y ∈ [α(b), β(b)], con α y β
un par de subsoluciones y sobresoluciones para tal problema.

En [5, 6, 29] son probados varios resultados de unicidad de solución de pro-
blemas discretos antiperiódicos, mientras que el caso continuo ha sido tratado
en [50, 51]. La subsección 2.4.2 se dedica a demostrar la unicidad de solución
de una ecuación dinámica con condiciones de frontera que generalizan las anti-
periódicas en presencia de un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas
del problema y condiciones convenientes en la parte no lineal de la ecuación.
Además, se construye un metodo iterativo monótono para aproximarla. Este
resultado generaliza el dado por Jankowski en [63] para ecuaciones diferenciales
ordinarias y son nuevos para ecuaciones en diferencias.

Finalizamos la sección obteniendo resultados de existencia y aproximación
de soluciones extremales para el problema (P2) en el sector comprendido entre
una subsolución y una sobresolución análogos a los demostrados en la sección
anterior para el problema (P1), aśı como para el problema (P(2,R)).
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2.4.1. Existencia de solución

En esta subsección, utilizando el teorema de punto fijo de Schauder se pro-
bará la existencia de al menos una solución de la ecuación dinámica (P2) en el
conjunto [α, β] siempre que f sea una función L1

∆−Carathéodory en compactos
y se verifiquen las condiciones (H0

1 ), (H1
2 ) y las siguientes:

(H2
2 ) Para todo u ∈ [α, β], con α y β dadas (H1

2 ), se verifican las siguientes
desigualdades:

B(α(t0), u) ≤ 0 ≤ B(β(t0), u).

(H3
2 ) B ∈ C(R× C(D)).

Se considera el siguiente problema modificado:

(P ′2)
{
u∆(t) = F (g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
u(t0) = ξ(t0, u(t0)−B(u(t0), u)),

donde F, ξ : D × R→ R̄ están definidas para cada (t, x) ∈ D × R como

F (t, x) = f(t, ξ(t, x)) y ξ(t, x) = máx{α(t),mı́n{x, β(t)}}.

El siguiente resultado muestra la regularidad de las funciones que definen el
problema (P ′2); su demostración es inmediata a partir del lema 2.2.3.

Lema 2.4.1 Si f : D×R→ R̄ es una función L1
∆−Carathéodory en compactos

y se verifica la hipótesis (H1
2 ), entonces los siguientes enunciados son ciertos:

1. Para cada x ∈ R, la función ξ(·, x) es continua en D.

2. La función ξ(t, ·) es continua en R, uniformemente en t ∈ D, es decir,
para todo ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que si |x− y| < δ, entonces se cumple
que |ξ(t, x)− ξ(t, y)| < ε para todo t ∈ D.

3. La función ξ está acotada en D × R.

4. La función F es una función L1
∆−Carathéodory.

Para deducir la existencia de soluciones de la ecuación dinámica (P2) en el
sector [α, β], se considera en el espacio normado (C(D), || · ||C(D)) el conjunto

S := B̄(0,K) := {x ∈ C(D) : ‖x‖C(D) ≤ K}, (2.20)

donde
K := sup{|ξ(t, x)| : (t, x) ∈ D × R}+ ||Mp̄||C(D),

con
Mp̄(t) =

∫
[t0,t)T

mp̄(s) ∆s, t ∈ D,

siendo mp̄ : D → R̄ una función tal que mp̄ ∈ L1
∆(Do) y la desigualdad

|f(g(t), x)| ≤ mp̄(t)
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se verifica para ∆−casi todo punto t ∈ D0 y todo x ∈ R tal que |x| ≤ p̄ =
máx{ ‖α‖C(D), ‖β‖C(D) }.

Se define el operador T : C(D)→ C(D) para cada u ∈ C(D) y t ∈ D como

Tu(t) := ξ(t0, u(t0)−B(u(t0), u)) +
∫

[t0,t)T

F (g(s), u(g(s))) ∆s. (2.21)

Está claro que u es un punto fijo del operador T si y sólo si u es una solución
del problema (P ′2).

El siguiente resultado garantiza que toda solución del problema (P ′2) es una
solución del problema (P2) y pertenece al sector [α, β].

Lema 2.4.2 Si f : D×R→ R̄ es una función L1
∆−Carathéodory en compactos

y se verifican las condiciones (H0
1 ), (H1

2 ) y (H2
2 ), entonces, todas las soluciones

de la ecuación dinámica (P ′2) pertenecen la conjunto [α, β] y son soluciones del
problema (P2).

Demostración: Sea u : D → R una solución del problema (P ′2).
Supóngase que es falso que z := u − β ≤ 0 en D; por la definición de ξ se

sabe que z(t0) ≤ 0, aśı pues, existe un c ∈ D\{t0} tal que z(c) = máx{z(t) :
t ∈ T} > 0 y z(t) < z(c) para todo t ∈ D con t < c.

Si ρ(c) = c, entonces existe un δ > 0 tal que z(t) > 0 para todo t ∈ [c− δ, c]T
y como para ∆−casi todo punto s ∈ [c− δ, c)T, existe z∆(s) y además se verifica
que

z∆(s) ≤ F (g(s), u(g(s)))− f(g(s), β(g(s))) = 0,

del teorema fundamental del cálculo se sigue que para todo t ∈ [c− δ, c)T se
cumple que

z(c)− z(t) =
∫

[t,c)T

z∆(s) ∆s ≤ 0,

lo cual contradice la elección de c.
Por el contrario, si ρ(c) < c, entonces, si g = Id|[t0,ρ(T )]T

y u(ρ(c)) ≤ β(ρ(c)),
de la hipótesis (H0

1 ) se sigue que

u(c) = u(ρ(c)) + (c− ρ(c))f(ρ(c), ξ(ρ(c), u(ρ(c))))

≤ ξ(ρ(c), u(ρ(c))) + (c− ρ(c))f(ρ(c), ξ(ρ(c), u(ρ(c))))

≤ β(ρ(c)) + (c− ρ(c))f(ρ(c), β(ρ(c))) ≤ β(c)

que es una contradicción con la desigualdad z(c) > 0; mientras que si g =
Id|[t0,ρ(T )]T

y u(ρ(c)) > β(ρ(c)) o g = σ|[t0,ρ(T )]T
se tiene que

z∆(ρ(c)) ≤ F (g(ρ(c)), u(g(ρ(c))))− f(g(ρ(c)), β(g(ρ(c)))) = 0

lo cual contradice la desigualdad

z∆(ρ(c)) =
z(c)− z(ρ(c))
c− ρ(c)

> 0.
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Por consiguiente, u ≤ β en D. Análogamente se prueba que α ≤ u en D.
Para terminar la demostración sólo falta probar que u(t0) − B(u(t0), u) ∈

[α(t0), β(t0)].
Si u(t0)−B(u(t0), u) < α(t0), entonces u(t0) = α(t0) y aśı, B(α(t0), u) > 0,

que es una contradicción con la hipótesis (H2
2 ).

Un razonamiento similar permite probar que u(t0)−B(u(t0), u) ≤ β(t0). ut
A continuación se prueba un resultado de existencia de solución para el

problema (P2).

Teorema 2.4.3 Sea f : D × R → R̄ una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos. Supóngase la validez de las hipótesis (H0
1 ), (H1

2 ) − (H3
2 ). Entonces, el

problema (P2) tiene al menos una solución en el conjunto [α, β].

Demostración: Puesto que f es una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos y B es una aplicación continua en su dominio, del teorema de Ascoli–
Arzelá se deduce que el operador T : C(D) → C(D) definido en (2.21) es
completamente continuo, además se verifica que T (S) ⊂ S.

Como el conjunto S es no vaćıo, acotado, cerrado y convexo en C(D), el
teorema del punto fijo de Schauder asegura que el conjunto de puntos fijos de
T es no vaćıo. Por consiguiente, el problema (P ′2) tiene al menos una solución
que, por el lema 2.4.2, es una solución de la ecuación dinámica (P2) y pertenece
al conjunto [α, β]. ut

2.4.2. Unicidad de solución y método monótono

Esta subsección está dedicada a demostrar la unicidad de solución del si-
guiente caso particular de la ecuación dinámica (P2) que generaliza las condi-
ciones de frontera antiperiódicas:

(P3)
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
u(t0) = A(u(T ))

donde f : D × R → R es una función L1
∆−Carathéodory en compactos y A :

R→ R̄.

Definición 2.4.4 Se dice que α, β : D → R son un par de subsoluciones
y sobresoluciones acopladas del problema (P3) si α, β ∈ AC(D) y se
verifican las siguientes desigualdades:{

α∆(t) ≤ f(g(t), α(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ Do; α(t0) ≤ A(β(T )),
β∆(t) ≥ f(g(t), β(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ Do; β(t0) ≥ A(α(T )).

Se dice que u ∈ AC(D) es una solución de (P3) si u(t0) = A(u(T )) y
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))) para ∆−casi todo punto t ∈ Do.

Se define λ(g) ∈ R como

λ(g) :=


1, si g = Id|[t0,ρ(T )]T

,

−1, si g = σ|[t0,ρ(T )]T
.

(2.22)
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Para probar la unicidad del problema (P3) se asumen las siguientes condi-
ciones:

(H1
3 ) Existen α y β un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas del

problema (P3) tales que α ≤ β en D.

(H2
3 ) La función A es continua y decreciente en [α(T ), β(T )], con α y β dadas

en (H1
3 ).

(H3
3 ) Existe una función l : D → R̄ tal que l ∈ L1

∆(Do) y para ∆−casi todo
punto t ∈ Do se verifica que 1 + λ(g) (σ(t)− t) l(t) > 0, con λ(g) definida
en (2.22), y para todo x, y ∈ [α(g(t)), β(g(t))] con x ≤ y se cumple

f(g(t), y)− f(g(t), x) ≤ l(t) (y − x),

con α y β dadas en (H1
3 ).

Nota 2.4.5 Si l : D → R̄ es tal que para ∆−casi todo punto t ∈ Do se verifica
que 1 + λ(g)(σ(t)− t)l(t) > 0, con λ(g) definida en (2.22), entonces la función
ϕ(l) : D → R̄ definida para cada t ∈ D como

ϕ(l)(t) :=


l(t), si g = Id|[t0,ρ(T )]T

,

l(t)
1− (σ(t)− t)l(t)

, si g = σ|[t0,ρ(T )]T
,

(2.23)

verifica que 1 + (σ(t)− t)ϕ(l)(t) > 0 para ∆−casi todo punto t ∈ Do.

El resultado de existencia y unicidad de solución del problema (P3) es el
siguiente.

Teorema 2.4.6 Sea f : D × R → R una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos.
Si se verifican las condiciones (H0

1 ) y (H1
3 ) − (H3

3 ), entonces, el problema
(P3) tiene una única solución en el conjunto [α, β].

Demostración: Como el problema (P3) es un caso particular del problema
(P2) con B(x, u) := x−A(u(T )) y de las condiciones (H1

3 ) y (H2
3 ) se deducen las

condiciones (H1
2 ) − (H3

2 ), la existencia de al menos una solución del problema
(P3) en el sector [α, β] está asegurada por el teorema 2.4.3.

A continuación se probará la unicidad de solución; supóngase que el problema
(P3) tiene al menos dos soluciones distintas u y ū en [α, β].

Si u(t0) 6= ū(t0), entonces, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
u(t0) > ū(t0) de donde se sigue que A(u(T )) = u(t0) > ū(t0) = A(ū(T )) y como
la función A es decreciente en [α(T ), β(T )], se cumple que u(T ) < ū(T ).

Por lo tanto, existe t1 ∈ Do tal que u(t) < ū(t) para todo t ∈ (t1, T ] y
u(t1) = ū(t1) o u(ρ(t1)) > ū(ρ(t1)) y u(t1) < ū(t1), con lo cual, de la hipótesis
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(H3
3 ) se deduce que la función ū− u es solución del siguiente problema de valor

inicial:{
(ū− u)∆(t)− l(t)(ū− u)(g(t)) = r(t) ≤ 0; ∆− c. t. p. t ∈ [t2, T )T,

(ū− u)(t2) = k̃ ≤ 0,

donde t2 denota ρ(t1) o t1 según corresponda. Se sabe, por la nota 2.4.5, que la
condición (H3

3 ) establece que 1 + (σ(t)− t)ϕ(l)(t) > 0 para ∆−casi todo punto
t ∈ Do, con ϕ(l) definida en (2.23), por lo que, de los teoremas 1.2.26 y 1.2.28,
se deduce que para todo t ∈ [t2, T ] se cumple que

(ū− u)(t) = eϕ(l)(t, t2) (ū− u)(t1) +
∫

[t2,t)T

eϕ(l)(t, σ(s)) r(s) ∆s

y como 1 + (σ(t) − t)ϕ(l)(t) > 0 para ∆−casi todo punto t ∈ Do, el teorema
1.2.24 afirma que eϕ(l) > 0 en D ×D, por lo tanto, se tiene que

(ū− u)(t) ≤ 0 para todo t ∈ [t2, T ]T;

en particular, se verifica que ū(T ) ≤ u(T ) lo cual contradice la desigualdad
u(T ) < ū(T ).

Por el contrario, si u(t0) = ū(t0), como u y ū son distintas, entonces, existen
t3, t4 ∈ (t0, T ]T, con t3 < t4, tales que u < ū en (t3, t4] y u(t3) = ū(t3) o
u(t3) < ū(t3) y u(ρ(t3)) > ū(ρ(t3)). Aśı pues, procediendo como en el caso
anterior se prueba que ū(t4) ≤ u(t4) que es una contradicción con la elección
del punto t4.

Por consiguiente, el problema (P3) tiene una única solución en [α, β]. ut
A continuación se propone un método iterativo para aproximar la única

solución del problema (P3) en el conjunto [α, β], asumiendo las siguientes con-
diciones:

(H4
3 ) Existe una constante L > 0 tal que para todo x, y ∈ [α(g(t)), β(g(t))] con

x ≤ y se cumple

f(g(t), y)− f(g(t), x) ≥ −L (y − x),

con α y β dadas en (H1
3 ) y si g = Id|[t0,ρ(T )]T

, entonces, para ∆−casi todo
punto t ∈ Do se cumple que 1− (σ(t)− t)L > 0.

(H5
3 ) Existe una constante N > 0 tal que N eϕ(l)(T, t0) < 1, con l dada en (H3

3 )
y ϕ(l) definido en (2.23), y para todo x, y ∈ [α(T ), β(T )] con x ≤ y se
verifica

A(y)−A(x) ≥ −N (y − x)

con α y β dadas en (H1
3 ).

Teorema 2.4.7 Si f : D × R → R es una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos y se verifican las condiciones (H0
1 ) y (H1

3 )− (H5
3 ), entonces, existen dos

sucesiones monótonas {vn}n∈N y {wn}n∈N tales que para todo n ∈ N se cumple
que α =: v0 ≤ vn ≤ wn ≤ w0 := β en D y convergen en C(D) a la única
solución del problema (P3) en el conjunto [α, β].
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Demostración: Para cada η, ξ ∈ [α, β] se considera el problema de valor
inicial

(P(η,ξ))
{
u∆(t) = f(g(t), η(g(t))) + L (η − u)(g(t)); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
u(t0) = A(ξ(T ))

y se define Gη : D × R→ R̄ para cada (t, x) ∈ D × R como

Gη(t, x) := f(t, η(t)) + L(η(t)− x)

que, por el lema 2.2.3, es una función L1
∆−Carathéodory en compactos.

Para cada η, ξ ∈ [α, β] de las condiciones (H2
3 ) y (H4

3 ) se obtiene que

α∆(t) ≤ f(g(t), α(g(t))) ≤ Gη(g(t), α(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
α(t0) ≤ A(β(T )) ≤ A(ξ(T )),
β∆(t) ≥ f(g(t), β(g(t))) ≥ Gη(g(t), β(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
β(t0) ≥ A(α(T )) ≥ A(ξ(T )).

Por consiguiente, el teorema 2.4.6 establece la unicidad de solución del pro-
blema (P(η,ξ)) en [α, β].

Sean v1 y w1 las únicas soluciones de los problemas (P(α,β)) y (P(β,α)) en
[α, β] respectivamente.

Se verá que v1 ≤ w1 en D. De la condición (H4
3 ) se deduce que v1 − w1 es

una solución del problema de valor inicial:{
(v1 − w1)∆(t) + L(v1 − w1)(g(t)) = r(t) ≤ 0; ∆− c. t. p. t ∈ Do,
(v1 − w1)(t0) = k0 ≤ 0.

Como de la condición (H4
3 ) y la nota 2.4.5 se sigue que para ∆−casi todo

punto t ∈ Do se cumple que 1 + (σ(t)− t)ϕ(−L)(t) > 0, con ϕ(−L) definida en
(2.23), de los teoremas 1.2.26 y 1.2.28 se obtiene que para todo t ∈ D se verifica
que

(v1 − w1)(t) = eϕ(−L)(t, t0) (v1 − w1)(t0) +
∫

[t0,t)T

eϕ(−L)(t, σ(s)) r(s) ∆s;

y dado que 1 + (σ(t) − t)ϕ(−L)(t) > 0 para ∆−casi todo punto t ∈ Do, el
teorema 1.2.24 asegura que eϕ(−L) > 0 en D ×D y aśı, v1 − w1 ≤ 0 en D.

Además, como las condiciones (H2
3 ) y (H4

3 ) garantizan que v1 y w1 son
un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas del problema (P3), por lo
anterior se sabe que para cada η, ξ ∈ [v1, w1], el problema (P(η,ξ)) tiene una
única solución en [v1, w1].

Para cada n ∈ N, n ≥ 1 se definen recursivamente vn+1 y wn+1 como las
únicas soluciones de los problemas (P(vn,wn)) y (P(wn,vn)), respectivamente, en
[vn, wn]; procediendo como en el caso anterior, se prueba que

α =: v0 ≤ vn ≤ vn+1 ≤ wn+1 ≤ wn ≤ z0 := β en D,
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con lo cual, {vn}n∈N y {wn}n∈N convergen puntualmente en D a v y w res-
pectivamente y se verifica que α ≤ v ≤ w ≤ β en D, por lo tanto, {vn}n∈N y
{wn}n∈N convergen en C(D) a v y w respectivamente y se verifica que

v∆(t) = f(g(t), v(g(t))) ∆− c. t. p. t ∈ D, v(t0) = A(w(T ))

y

w∆(t) = f(g(t), w(g(t))) ∆− c. t. p. t ∈ D, w(t0) = A(v(T )).

Para finalizar se probará que v = w en D de donde se concluye que v = w
es la única solución del problema (P3). De la condición (H3

3 ) se obtiene que

(w − v)∆(t) ≤ l(t) (w − v)(g(t)) para ∆− c. t. p. t ∈ Do

y dado que para ∆−casi todo punto t ∈ Do se cumple que 1+(σ(t)−t)ϕ(l)(t) >
0, con ϕ(l) definida en (2.23), los teoremas 1.2.26 y 1.2.28 garantizan que

0 ≤ (w − v)(t) ≤ eϕ(l)(t, t0) (w − v)(t0) para todo t ∈ D,

con lo cual, de (H5
3 ) resulta que

0 ≤ (w−v)(t0) = A(v(T ))−A(w(T )) ≤ N (w−v)(T ) ≤ N eϕ(l)(T, t0) (w−v)(t0),

aśı pues, la condición (H5
3 ) permite afirmar que (w−v)(t0) = 0 y por consiguiente

se concluye que v = w en D. ut

2.4.3. Existencia y aproximación de soluciones extremales

Los resultados de existencia y aproximación de soluciones extremales para
el problema (P1) en el sector comprendido entre una subsolución y una sobre-
solución demostrados en la sección anterior permiten probar los análogos para
el problema (P2) sin más que suponer que f verifica las condiciones (B1) y (C2

c ),
que se cumple la condición (H1

2 ) y la función B satisface la siguiente hipótesis:

(H̃2
2 ) Para cada x ∈ [α(t0), β(t0)], con α y β dadas (H1

2 ), la función B(x, ·) es
decreciente en [α, β] y para todo v ∈ [α, β] se cumple que

ĺım inf
y→x−

B(y, v) ≥ B(x, v) ≥ ĺım sup
y→x+

B(y, v).

Para probar los resultados es necesario el siguiente lema.

Lema 2.4.8 [30, Lema 4.1] Sean a, b ∈ R tales que a ≤ b y ψ : R → R una
función para la que se verifica que ψ(a) ≤ 0 ≤ ψ(b) y

ĺım inf
y→x−

ψ(y) ≥ ψ(x) ≥ ĺım sup
y→x+

ψ(y), para todo x ∈ [a, b].

Entonces, existen c1, c2 ∈ [a, b] tales que ψ(c1) = 0 = ψ(c2) y si ψ(c) = 0
para algún c ∈ [a, b] entonces

c1 ≤ c ≤ c2,
es decir, c1 y c2 son el menor y el mayor cero de ψ en [a, b] respectivamente.
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Teorema 2.4.9 Supónganse (B1), (C2), (H0
1 ), (H1

2 ) y (H̃2
2 ). Entonces, (P2)

tiene una solución minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β]. Además,
se verifican las siguientes igualdades:

u∗ = mı́n{u+ ∈ [α, β] : u+ ∈ S+
2 } y u∗ = máx{u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−2 }.

(2.24)

Demostración: Solamente se probará la existencia de solución minimal ya
que con argumentos similares se obtiene la existencia de solución maximal.

Por las hipótesis (H1
2 ) y (H̃2

2 ) se sabe que para cada v ∈ [α, β], es cierto que

B(α(t0), v) ≤ B(α(t0), α) ≤ 0 ≤ B(β(t0), β) ≤ B(β(t0), v)

con lo cual, la condición (H̃2
2 ) y el lema 2.4.8 garantizan la existencia del menor

cero τv de B(·, v) en [α(t0), β(t0)].
Además, α y β son una subsolución y una sobresolución respectivamente del

problema inicial

(Pτv )
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
u(t0) = τv

y aśı, el teorema 2.3.9 establece la existencia de solución minimal de dicho
problema en [α, β] y la primera igualdad de (2.16) es válida.

Sea G : [α, β]→ [α, β] definida para cada v ∈ [α, β] como

Gv := la solución minimal de (Pτv ) en [α, β].

Se verá que G es creciente. Sean v1, v2 ∈ [α, β] tales que v1 ≤ v2, de la
condición (H̃2

2 ) se sigue que

B(x, v1) ≥ B(x, v2) para todo x ∈ R,

de donde se deduce que τv1 ≤ τv2 y por tanto, Gv2 es una sobresolución del
problema (Pτv1 ); aśı pues, la igualdad (2.16) permite afirmar que Gv1 ≤ Gv2 en
D.

Dado que G aplica sucesiones monótonas en sucesiones convergentes, [57,
Teorema 1.2.2] asegura que G tiene un punto fijo minimal u∗ en [α, β] el cual
satisface la igualdad

u∗ = mı́n { v ∈ [α, β] : Gv ≤ v en D } . (2.25)

Para finalizar se probará que u∗ es la solución minimal de (P2) en [α, β] y
que verifica la primera igualdad de (2.24).

Por la definición de G se sabe que u∗ es una solución de (P2). Si u+ ∈ [α, β]
es una sobresolución de (P2), entonces u+(t0) ≥ τu+ lo cual garantiza que u+

es una sobresolución del problema inicial (Pτu+ ).
Como consecuencia de la definición de G y de la igualdad (2.16) se tiene

que Gu+ ≤ u+ en D y aśı, de la igualdad (2.25) se deduce que u∗ ≤ u+ en D.
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Además, como u∗ ∈ [α, β] es una solución de (P2), se sabe que u∗ ∈ S+
2 , con lo

cual, se concluye que la primera igualdad de (2.24) es válida. ut
Puesto que si f es una función L1

∆− Carathéodory en compactos, entonces,
razonando como en el lema 2.2.3, se deduce la validez de la condición (B1),
como consecuencia del teorema 2.4.9 se obtiene la siguiente generalización del
teorema 2.3.7 para el caso de condiciones de frontera funcionales.

Corolario 2.4.10 Sea f : D×R→ R̄ una función L1
∆−Carathéodory en com-

pactos.
Si se verifican las condiciones (H0

1 ), (H1
2 ) y (H̃2

2 ), entonces, (P2) tiene una
solución minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β]. Además, se veri-
fican las igualdades (2.24).

2.4.4. Subsoluciones y sobresoluciones en orden inverso

En esta subsección se probará la existencia y aproximación de soluciones
extremales del problema (P(2,R)) en el conjunto [β, α] suponiendo que se verifican
las siguientes condiciones:

(H1
(2,R)) Existen α y β una subsolución y una sobresolución respectivamente del

problema (P(2,R)) tales que β ≤ α en D.

(H2
(2,R)) Para cada x ∈ [β(t0), α(t0)], con α y β dadas en (H1

(2,R)), BR(x, ·) es
creciente en [β, α] y para todo v ∈ [β, α] se cumple que

ĺım sup
y→x−

BR(v, y) ≤ BR(v, x) ≤ ĺım inf
y→x+

BR(y, v).

Con las definiciones de los operadores L2 y N2 dadas anteriormente, el pro-
blema (P(2,R)) es el siguiente:

(P(2,R))
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
BR(u, u(T )) = 0.

Se verá que este problema es equivalente, mediante un cambio de variables,
a un problema del tipo de (P2), para ello se considera la siguiente ecuación
dinámica:

(P̃(2,R))
{
w∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), w(g̃(t̃))); ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ D̃o,

B̃R(w(−t0), w) = 0,

donde f̃ : D̃ × R → R está definida para cada (t̃, x) ∈ D̃ × R como f̃(t̃, x) :=
−f(−t̃, x), D̃ := [−T,−t0]T̃, T̃ := −T, g̃ : [−T,−σ(t0)]T̃ → D̃ está definida
como

g̃ :=


σ̃|[−T,−σ(t0)]T̃

, si g = Id|[t0,ρ(T )]T
,

Id|[−T,−σ(t0)]T̃
, si g = σ|[t0,ρ(T )]T

,
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y B̃R : R×C(D̃)→ R está dada para cada (x, w̃) ∈ R×C(D̃) por B̃R(x, w̃) :=
−BR(w, x), con w : D → R definida para cada t ∈ D como w(t) = w̃(−t).

Los dos problemas anteriores son equivalentes como muestra el siguiente
resultado cuya demostración es una consecuencia inmediata de las anteriores
definiciones y de la caracterización de la ∆−medida establecida en la proposición
1.3.1.

Proposición 2.4.11 Sea u : D → R. Entonces, u es una subsolución, una
sobresolución o una solución de (P(2,R)) si y sólo si la función ũ : D̃ → R, con
D̃ := [−T,−t0]T̃ y T̃ := −T, definida para cada t̃ ∈ D̃ como ũ(t̃) := u(−t) es
una sobresolución, una subsolución o una solución de (P̃(2,R)) respectivamente.

La propiedad anterior permite probar la existencia y aproximación de solu-
ciones extremales de (P(2,R)) en el conjunto [β, α] bajo las siguientes condiciones:

(H0
(2,R)) Si g = σ|[t0,ρ(T )]T

, entonces, para cada punto aislado por la derecha t ∈ Do,
la función definida para cada x ∈ R como x+ (σ(t)− t)f(t, x) es creciente
en R.

(B1
R) i) Para cada u ∈ AC(D), f(·, u(·)) es ∆−medible en D.

ii) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R, se cumple que

ĺım inf
y→x−

f(g(t), y) ≥ f(g(t), x) ≥ ĺım sup
y→x+

f(g(t), y).

Las caracterizaciones de la ∆−medida y de la ∆−integral dadas en las pro-
posiciones 1.3.1 y 1.3.12 respectivamente garantizan que si se verifican las con-
diciones (B1

R), (C2
c ) y (H0

(2,R))− (H2
(2,R)), entonces, las condiciones (B1), (C2

c ),
(H0

1 ), (H1
2 ) y (H̃2

2 ) son válidas para el problema (P̃(2,R)), con lo cual, como
consecuencia del teorema 2.4.9 y de la proposición 2.4.11 se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.4.12 Supónganse las condiciones (H0
(2,R))−(H2

(2,R)), (B1
R) y (C2

c ).
Entonces, (P(2,R)) tiene una solución minimal, u∗, y una solución maximal, u∗,
en [β, α]. Además, la siguientes igualdades son ciertas:

u∗ = mı́n{u− ∈ [β, α] : u− ∈ S−(2,R)} y u∗ = máx{u+ ∈ [β, α] : u+ ∈ S+
(2,R)},

Para finalizar, señalar que dado que si f es una función L1
∆−Carathéodory

en compactos, entonces se cumple la condición (B1
R), el resultado anterior se

verifica reemplazando la segunda condición por la primera.

2.5. Ecuaciones dinámicas funcionales en pre-
sencia de subsoluciones y sobresoluciones

En esta sección se estudia la ecuación dinámica (Pi) para cada i ∈ {4, 5, 6};
se probará la existencia y aproximación de soluciones extremales de (Pi) en un
conjunto Vi ⊂ [α, β] asumiendo las siguientes condiciones:
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(H1
i ) Existen α y β una subsolución y una sobresolución respectivamente de

(Pi) tales que α ≤ β en D.

(H2
i ) Para cada x ∈ [α(t0), β(t0)], con α y β dadas en (H1

i ),B(x, ·) es decreciente
en [α, β] y para cada v ∈ [α, β] se cumple que

ĺım inf
y→x−

B(y, v) ≥ B(x, v) ≥ ĺım sup
y→x+

B(y, v).

2.5.1. Ecuación dinámica funcional

Esta subsección está dedicada a deducir, supuestas las condiciones (H1
4 ) y

(H2
4 ), la existencia de soluciones extremales por aproximación de la ecuación

dinámica funcional (P4) que se detallará a continuación.
Para definir (P4), se considera h : D×R×C(D)→ R̄ una función verificando

las siguientes hipótesis:

(H3
4 ) Si g = Id|[t0,ρ(T )]T

, entonces, para cada punto aislado por la derecha t ∈ Do

y cada v ∈ C(D), la función definida para cada x ∈ R como x + (σ(t) −
t)h(t, x, v) es creciente en R.

(H4
4 ) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R, h(g(t), x, ·) es creciente en

[α, β], con α y β dadas en (H1
4 ).

(C1
4 ) Para cada v ∈ C(D), h(·, ·, v) es una función de Carathéodory.

(C2
4 ) Para cada p > 0 existe mp : D → [0,+∞] tal que mp ∈ L1

∆(Do) y

|h(g(t), x, v)| ≤ mp(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do, todo x ∈ R con |x| ≤ p y todo v ∈ C(D)
con ‖v‖C(D) ≤ p.

(B1
4) Para cada v ∈ C(D), h(·, ·, v) satisface la condición (B1).

Las condiciones anteriores garantizan que los operadores L4 := L1, L1 da-
do en (2.2), y N4 : AC(D) → L1

∆(Do) dado para cada u ∈ AC(D) y para
∆−casi todo punto t ∈ Do por N4u(t) := h(g(t), u(g(t)), u) están bien defini-
dos; aśı pues, el problema (P4) es la siguiente ecuación dinámica funcional con
condiciones de frontera funcionales:

(P4)
{
u∆(t) = h(g(t), u(g(t)), u); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0.

El primer resultado relacionado con (P4) es el siguiente.

Teorema 2.5.1 Asúmanse las condiciones (H1
4 )−(H4

4 ), (B1
4) y (C2

4 ). Entonces,
(P4) tiene una solución minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β].
Además, se verifican las siguientes igualdades:

u∗ = mı́n{u+ ∈ [α, β] : u+ ∈ S+
4 } y u∗ = máx{u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−4 }.
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Demostración: A causa de la similitud entre la demostración de la existen-
cia de solución minimal y maximal, solamente se deducirá la primera de ellas.

Para cada v ∈ [α, β], se considera la siguiente ecuación dinámica:

(P v4 )
{
u∆(t) = h(g(t), u(g(t)), v); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0;

nótese que este problema es del tipo (P2) estudiado en la sección anterior.
Las condiciones (H1

4 ) y (H4
4 ) garantizan que α y β son una subsolución y una

sobresolución respectivamente de (P v4 ) y puesto que se verifican las condiciones
(H2

4 ), (H3
4 ), (B1

4) y (C2
4 ), el teorema 2.4.9 establece la existencia de solución

minimal del problema (P v4 ) en [α, β] para la cual se verifica la primera igualdad
de (2.24).

Definiendo H : [α, β]→ [α, β] para cada v ∈ [α, β] como

Hv := la solución minimal de (P v4 ) en [α, β]

y procediendo de un modo análogo a como se hizo en la demostración del teorema
2.4.9 se obtiene el resultado. ut

Nótese que, como de (C1
4 ) se deduce (B1

4), del teorema 2.5.1 se obtiene el
resultado análogo reemplazando (B1

4) por (C1
4 ).

En el siguiente ejemplo se demuestra la existencia y aproximación de solu-
ciones extremales de una ecuación dinámica funcional definida sobre el conjunto
ternario de Cantor unión una cantidad finita de intervalos cerrados disjuntos.

Ejemplo 2.5.2 Sean C el conjunto ternario de Cantor, m ∈ N con m ≥ 1

fijado y T = C ∪
[
4/32, 5/32

]
∪

m⋃
n=3

{ [4/3n, 5/3n] ∪ [2/3 + 4/3n, 2/3 + 5/3n] }.

Considérese la siguiente ecuación dinámica funcional:
u∆(t) = h(σ(t), u(σ(t)), u); ∆− c. t. p. t ∈ [0, 1)T,

u(0) = mı́n
t∈T

u(t),
(2.26)

donde h : T × R × C(T) → R está dada para ∆−casi todo punto t ∈ [0, 1)T y
todo (x, v) ∈ R× C(T) por

h(t, x, v) =
x− x2

√
t
· exp

(
máx
t∈T

v(t)− 1
2
−
∫

[0,1)T

máxr∈[0,s]T
{1,−v(r)}
√
s

∆s

)
.

Las funciones α, β : T→ R definidas para cada t ∈ T como

α(t) :=
1
4

y β(t) :=
1
2

+
∫

[0,t)T

1√
s

∆s

son una subsolución y una sobresolución respectivamente de la ecuación dinámi-
ca (2.26) tales que α ≤ β en D. Además, no es dif́ıcil verificar las condiciones
(H2

4 ), (H4
4 ), (C1

4 ) y (C2
4 ), con lo cual, el teorema 2.5.1 garantiza la existencia

de soluciones extremales de (2.26) en [α, β] las cuales verifican las igualdades
alĺı expresadas.
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2.5.2. Ecuación dinámica funcional impĺıcita

Usaremos algunos de los resultados de existencia de solución para ecuaciones
de operadores definidos sobre espacios de Banach ordenados probados en [35]
junto con los resultados de existencia de soluciones extremales para el problema
(P2) demostrados en la sección anterior para deducir la existencia de solucio-
nes extremales de la ecuación dinámica funcional impĺıcita (P5) asumiendo las
condiciones (H1

5 ) y (H2
5 ).

Inicialmente se definirán los operadores L5 yN5. Suponiendo que f : D×R→
R̄ es o bien una función L1

∆−Carathéodory en compactos o tal que se verifican
las condiciones (B1) y (C2

c ), entonces, el operador L5 : AC(D)→ L1
∆(Do) dado

para cada u ∈ AC(D) y para ∆−casi todo t ∈ Do por

L5u(t) := u∆(t)− f(g(t), u(g(t))) (2.27)

está bien definido.
Sea F : D ×AC(D)× L1

∆(Do)→ R̄ una función para la que se verifican las
siguientes condiciones:

(H3
5 ) Para cada (u, v) ∈ AC(D) × L1

∆(Do), F (·, u, v) es ∆−medible en D y
existe una función M : D → [0,+∞] tal que M ∈ L1

∆(Do) y

|F (g(t), u, v)| ≤M(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo (u, v) ∈ AC(D)× L1
∆(Do).

(H4
5 ) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, F (g(t), ·, ·) es una función creciente en

AC(D)× L1
∆(Do).

Aśı pues, el operador N5 : AC(D)→ L1
∆(Do) dado para cada u ∈ AC(D) y

para ∆−casi todo punto t ∈ Do por

N5u(t) := F (g(t), u, L5u) (2.28)

está bien definido y el problema (P5) es la siguiente ecuación dinámica funcional
impĺıcita:

(P5)
{
L5u(t) = F (g(t), u, L5u); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0.

Asúmase la siguiente hipótesis:

(H5
5 ) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, h−(t) := L5α(t) ≤ L5β(t) =: h+(t), con

α y β dadas en (H1
5 ).

Considérense los conjuntos dados por

Z := {u ∈ AC(D) : u ∈ [α, β], L5u ∈ [h−, h+] } (2.29)

y
V := {u ∈ Z : B(u(t0), u) = 0 }; (2.30)

como consecuencia de las hipótesis y definiciones anteriores se prueba el siguiente
resultado.

101



Proposición 2.5.3 Supónganse las condiciones (H3
5 ), (H5

5 ), (B1) y (C2
c ), sean

L5, N5 : AC(D)→ L1
∆(Do) definidos en (2.27) y (2.28) respectivamente y sean

Z, V definidos en (2.29) y (2.30) respectivamente.
Entonces, u ∈ Z es una solución de (P5) si y sólo si u ∈ V y L5u(t) = N5u(t)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do.

Se necesitan los siguientes lemas.

Lema 2.5.4 Si se verifican las condiciones (H1
5 ) − (H5

5 ), (H0
1 ), (B1) y (C2

c ),
entonces los siguientes enunciados son ciertos:

i) Si u, v ∈ V son tales que u ≤ v y L5u ≤ L5v, entonces, h− ≤ N5u ≤
N5v ≤ h+.

ii) El conjunto V es no vaćıo y la ecuación L5u = h tiene para cada h ∈
[h−, h+] soluciones extremales en V y son crecientes con respecto a h.

iii) Sucesiones monótonas de N5[V ] convergen en L1
∆(Do).

Demostración: Sean u, v ∈ V tales que u ≤ v y L5u ≤ L5v. Por (H1
5 ),

(H4
5 ) y (H5

5 ) se tiene que para ∆−casi todo punto t ∈ Do se cumple que

L5α(t) ≤ F (g(t), α, L5α) ≤ F (g(t), u, L5u) ≤ F (g(t), v, L5v)

≤ F (g(t), β, L5β) ≤ L5β(t),

de modo que, de (2.28), se sigue la afirmación i).
Para cada h ∈ [h−, h+], considérese el problema

(Ph5 )
{
u∆(t) = f(g(t), u(g(t))) + h(t); ∆− c t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0,

que es del tipo (P2) estudiado anteriormente.
Las condiciones (H1

5 ) y (H5
5 ) permiten afirmar que α y β son una subsolución

y una sobresolución de (Ph5 ) respectivamente, con lo cual, como se verifican
las condiciones (B1), (C2

c ), (H0
1 ) y (H2

5 ), el teorema 2.4.9 establece que (Ph5 )
tiene una solución minimal, uh, y una solución maximal, uh, en [α, β] que son
el mı́nimo y el máximo de sobresoluciones y subsoluciones respectivamente de
(Ph5 ) en [α, β]. Por lo tanto, la definición de L5, (2.27), y la igualdad L5uh =
L5u

h = h ∈ [h−, h+] garantizan que el conjunto V es no vaćıo y que la ecuación
L5u = h tiene soluciones extremales en V .

A continuación se verá que las soluciones minimales de la ecuación L5u = h
son crecientes con respecto a h; mediante un argumento análogo se deduce el
mismo resultado para las soluciones maximales.

Sean h1, h2 ∈ [h−, h+] tales que h1 ≤ h2 en D y sean u1, u2 las soluciones
minimales de la ecuación L5u = h para h = h1 y h = h2 respectivamente en
V . Por consiguiente, u1 y u2 son una solución minimal y una sobresolución
respectivamente del problema (Ph1

5 ) en [α, β], con lo cual, puesto que se sabe
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que u1 es el mı́nimo de sobresoluciones de dicho problema en [α, β], se concluye
que u1 ≤ u2 en D y por lo tanto, la propiedad ii) es válida.

La afirmación iii) es una consecuencia inmediata del teorema de la conver-
gencia monótona. ut

A continuación se enuncia un resultado de existencia de solución de ecuacio-
nes de operadores.

Lema 2.5.5 [35, Teorema 1.1.2] Dados un espacio métrico ordenado X, un
conjunto parcialemente ordenado V , aplicaciones L : V → X y N : V → X y
elementos h± de X, tales que h− ≤ h+ y supóngase la validez de las siguientes
condiciones:

(I) Si u, v ∈ V son tales que u ≤ v y Lu ≤ Lv, entonces, h− ≤ Nu ≤ Nv ≤
h+.

(II) La ecuación Lu = h tiene para cada h ∈ [h−, h+] soluciones extremales
que son crecientes con respecto a h.

(III) Sucesiones monótonas de N [V ] convergen en X.

Entonces, la ecuación Lu = Nu tiene soluciones extremales u∗ y u∗ en el
sentido de que si u ∈ V y Lu = Nu, entonces u∗ ≤ u ≤ u∗ y Lu∗ ≤ Lu ≤ Lu∗.
Además, u∗ y u∗ son crecientes con respecto a N .

Como consecuencia de la proposición 2.5.3 y de los lemas 2.5.4 y 2.5.5 se
deduce el siguiente resultado de existencia de solución para el problema (P5).

Teorema 2.5.6 Asúmanse las condiciones (H1
5 ) − (H5

5 ), (H0
1 ), (B1) y (C2

c ).
Entonces, el problema (P5) tiene una solución minimal, u∗, y una solución ma-
ximal, u∗, en V en el sentido de que si u ∈ Z es una solución de (P5), entonces,
u∗ ≤ u ≤ u∗ y L5u∗ ≤ L5u ≤ L5u

∗. Además, u∗ y u∗ son crecientes con respecto
a la función F .

Finalmente, destacar que el resultado anterior sigue siendo cierto si la función
f es una función L1

∆−Carathéodory en compactos en lugar de verificarse la
condición (B1).

2.5.3. Ecuación Φ−Laplaciana

En esta subsección se demuestran los resultados análogos a los de la subsec-
ción 2.4.3 para la ecuación dinámica φ−Laplaciana (P6) siempre que las hipótesis
(H1

6 ) y (H2
6 ) sean ciertas.

Sea φ : R → φ(R) un homeomorfismo estrictamente creciente y sea f :
D × R → R̄; si f o bien es una función L1

∆−Carathóedory en compactos o
bien verifica las condiciones (B1) y (C2), entonces se sabe que los operadores
L6, N6 : AC(D) → L1

∆(Do) dados para cada u ∈ AC(D) y para ∆−casi todo
punto t ∈ Do por L6u(t) = (φ ◦ u)∆(t) y N6u(t) = N1u(t), con N1 dado en
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(2.2), están bien definidos y el problema (P6) es la siguiente ecuación dinámica
φ−Laplaciana:

(P6)
{

(φ ◦ u)∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c t. p. t ∈ Do,
B(u(t0), u) = 0.

Considérese la siguiente ecuación dinámica:

(P̄6)
{
v∆(t) = f̄(g(t), v(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ Do,
B̄(v(t0), v) = 0,

donde f̄ : D×φ(R)→ R está definida para cada (t, x) ∈ D×φ(R) como f̄(t, x) :=
f(t, φ−1(x)) y B̄ : φ(R) ×W → R está dada para cada (x, v) ∈ φ(R) ×W por
B̄(x, v) := B(φ−1(x), φ−1 ◦ v) siendo W := {w ∈ C(D) : w(D) ⊂ φ(R) }.

Los conceptos de subsolución, sobresolución y solución para el problema (P̄6)
se definen como cualquier elemento del conjunto W ∩ AC(D) que verifique las
relaciones habituales en la ecuación dinámica.

Nótese que (P̄6) es un problema del tipo (P2) y si f satisface la condición
(H0

1 ) y es una función L1
∆−Carathéodoy en compactos o verifica las condiciones

(B1) y (C2
c ), entonces, las mismas condiciones son ciertas para la función f̄

definida anteriormente.
El siguiente resultado, cuya demostración se omite por su simplicidad, esta-

blece que los problemas (P6) y (P̄6) son equivalentes.

Proposición 2.5.7 Sea u : D → R. Entonces, u es una subsolución, una so-
bresolución o una solución de (P6) si y sólo si la función ū : D → R definida
para cada t ∈ D como ū := φ ◦ u es una subsolución, una sobresolución o una
solución de (P̄6) respectivamente.

Como la validez de (H1
6 ) y (H2

6 ) garantizan que se verifican las condiciones
(H1

2 ) y (H̃2
2 ) para el problema (P̄ 6), como consecuencia de la proposición 2.5.7 y

el teorema 2.4.9 se deduce la existencia y aproximación de soluciones extremales
de (P6) en [α, β].

Teorema 2.5.8 Sea φ : R→ φ(R) un homeomorfismo estrictamente creciente.
Asúmanse (H0

1 ), (H1
6 ), (H2

6 ), (B1) y (C2
c ). Entonces, (P6) tiene una solución

minimal, u∗, y una solución maximal, u∗, en [α, β]. Además, se verifican las
siguientes condiciones:

u∗ = mı́n{u+ ∈ [α, β] : u+ ∈ S+
6 } y u∗ = máx{u− ∈ [α, β] : u− ∈ S−6 }.

Una vez más, destacar que el resultado anterior es cierto al reemplazar la
condición (B1) por la condición de que f sea una función L1

∆−Carathéodory en
compactos.

Se finaliza esta subsección demostrando la existencia y aproximación de so-
luciones extremales de una ecuación en q−diferencias φ−Laplaciana.
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Ejemplo 2.5.9 Para q > 1 fijado se define qZ := { qk : k ∈ Z }, sea qZ =
qZ ∪ {0} su clausura, considérese el conjunto cerrado de números reales dado
por T = qZ y sea C el conjunto ternario de Cantor.

Sea φ : R→ R definido como

φ(x) :=


exp(x), si x ≤ 0,

2− 1
x+ 1

, si x > 0;

fijado m ∈ N, sea f : [0, qm]T × R→ R dada por

f(t, x) :=



(
2t+ 3exp(t2)

)
x2 sen

(
−π
2x

)
+ sgn(x) + [x] + χC(t)

+
∫

[0,t)T

∆s
1 + µ(s)

, si x 6= 0,

χC(t) +
∫

[0,t)T

∆s
1 + µ(s)

, si x = 0,

donde sgn(x) = x/|x| para x 6= 0 y sgn(0) = 0, [x] significa parte entera de x,
esto es, el mayor entero menor o igual que x y χC la función caracteŕıstica del
conjunto C, es decir, χC(t) = 1 si t ∈ C y χC(t) = 0 si t 6∈ C.

Considérese la siguiente ecuación en q−diferencias φ−Laplaciana:
(φ ◦ u)∆(t) = f(g(t), u(g(t))); ∆− c. t. p. t ∈ [0, qm)T,

u(0) = q−m
∫

[0,qm)T

u(s) ∆s.
(2.31)

Se puede probar que las funciones α, β : [0, qm]T → R definidas como α := −1
y β := 1 en [0, qm]T son una subsolución y una sobresolución respectivamente
de (2.31) tales que α ≤ β en [0, qm]T, φ es un homeomorfismo estrictamen-
te creciente y que f es una función L1

∆−Carathéodory en compactos y que la
condición (H2

6 ) es cierta.
Por consiguiente, el teorema 2.5.8 establece la existencia de soluciones ex-

tremales de (2.31) en [α, β] y además se verifica que las soluciones minimal y
maximal son es el mı́nimo de las sobresoluciones y el máximo de las subsolu-
ciones respectivamente de dicho problema en [α, β].

2.5.4. Subsoluciones y sobresoluciones en orden inverso

Realizando el mismo cambio de variable que en la subsección 2.4.4, se puede
probar para cada i ∈ {4, 5, 6} la existencia y aproximación de soluciones ex-
tremales del problema (P(i,R)) en el conjunto [β, α] supuestas las condiciones
rećıprocas para la función que define la parte no lineal de la ecuación y las
siguientes condiciones:
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(H1
(i,R)) Existen α y β una subsolución y una sobresolución respectivamente del

problema (P(i,R)) tales que β ≤ α en D.

(H2
(i,R)) Para cada x ∈ [α(t0), β(t0)], con α y β dadas en (H1

(i,R)), BR(x, ·) es
creciente en [β, α] y para todo v ∈ [β, α] se cumple que

ĺım sup
y→x−

BR(v, y) ≤ BR(v, x) ≤ ĺım inf
y→x+

BR(y, v).

Se omiten los resultados por su analoǵıa con los obtenidos anteriormente.

2.6. Ecuaciones dinámicas con condiciones ini-
ciales a través de sus problemas rećıprocos

Esta sección se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximación
de soluciones de un problema de frontera de primer orden en un intervalo de un
subconjunto cerrado de R, que toma los valores en otro subconjunto cerrado de
R. Obtenemos los resultados considerando ecuaciones dinámicas cuya parte no
lineal es no negativa y verifican un tipo de condiciones de Carathéodory inversas
y discontinuidad.

Consideramos la siguiente ecuación dinámica con condición inicial:

(P7)

 u∆(t) = f(g(t), u(g(t))) ∆− c. t. p. t ≥ t0, t ∈ T,

u(t0) = t̃0,

donde f : [t0, T ]×D̃ → R, D̃ = [t̃0, T̃ ]T̃, t0, T ∈ T, t̃0, T̃ ∈ T̃, T y T̃ son conjuntos
cerrados arbitrarios de R. Denotamos por D := [t0, T ]T.

Una solución de (P7) es una función u : [t0, Tu]T → D̃ absolutamente
continua en [t0, Tu]T, donde Tu ∈ (t0, T ]T, tal que u∆(t) = f(g(t), u(g(t))) para
∆−casi todo punto t ∈ [t0, Tu)T y u(t0) = t̃0.

Sea g̃ : T̃ → T̃ definida como Id|T̃ si g = Id|T y como σ̃|T̃ si g = σ|T. Si
f : [t0, T ]× D̃ → R, entonces se define f̃ : D̃ × [t0, T ]→ R como

f̃(t̃, t) :=


1

f(t, t̃)
; si f(t, t̃) 6= 0,

0; si f(t, t̃) = 0,

(2.32)

notar que ˜̃
f = f , y consideramos el problema rećıproco

(P̃7)

 v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ∆̃− c. t. p. t̃ ≥ t̃0, t̃ ∈ T̃,

v(t̃0) = t0.
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Una solución de (P̃7) es una función v : [t̃0, T̃v]T̃ → D absolutamente
continua en [t̃0, T̃v]T̃, donde T̃v ∈ (t̃0, T̃ ]T̃, tal que v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) para
∆̃−casi todo punto t̃ ∈ [t̃0, T̃v)T̃ y v(t̃0) = t0.

En esta sección se establece la relación entre los problemas (P7) y (P̃7) con
∆-derivada débil estrictamente positiva y ∆̃-derivada, respectivamente. Estos
resultados se combinan con ciertos resultados de existencia y aproximación de
soluciones extremales para ecuaciones dinámicas con condiciones iniciales pro-
bados en secciones anteriores, para obtener nuevos resultados de existencia y
aproximación de soluciones extremales de (P7). Suponiendo un cierto tipo de
condición de Carathéodory inversa y discontinuidad, obtenemos condiciones su-
ficientes para la existencia de soluciones extremales locales del problema en
ausencia de cotas superiores para f . También se garantiza la existencia y la
aproximación de soluciones extremales globales para el problema. Estos resul-
tados generalizan para subconjuntos cerrados de R arbitrarios los dados en [39]
y en [40] para el caso particular T = T̃ = R. Además, se presenta una condición
adicional que garantiza la existencia de una única solución de (P7).

Se finaliza presentando algunos ejemplos, que incluyen un modelo simple de
la población, para ilustrar la aplicabilidad de los resultados obtenidos.

2.6.1. Equivalencia entre (P7) y (P̃7)

Esta subsección la dedicaremos a probar la relación que existe entre los
problemas (P7) y (P̃7); para ello necesitaremos algunos resultados relacionados
con la ∆−medida y la ∆−integración, que se pueden ver en el primer caṕıtulo, y
el criterio para la continuidad absoluta de la función inversa de cualquier función
absolutamente continua y estrictamente monótona en un intervalo cerrado [a, b]T
dado en el teorema 1.4.12 aśı como la fórmula para calcular la ∆̃−derivada de
la función inversa. Además, necesitaremos el siguiente resultado

Proposición 2.6.1 Sea F : [a, b]T → F ([a, b]T) ⊂ [ã, b̃]T̃ una función absoluta-
mente continua en [a, b]T y sea Ñ ⊂ [ã, b̃)T̃ un conjunto de ∆̃−medida nula.

Si F∆ > 0 en ∆−casi todo punto de [a, b)T y F ◦ σ = σ̃ ◦ F en [a, b)T,
entonces, F−1(Ñ) es un conjunto de ∆−medida nula.

Demostración: Por el Teorema 1.4.12, como F∆ > 0 en ∆−casi todo pun-
to de [a, b)T, sabemos que F−1 : F ([a, b]T) ⊂ [ã, b̃]T̃ → [a, b]T es una función
absolutamente continua en F ([a, b]T).

Como Ñ ⊂ [ã, b̃)T̃ es un conjunto de ∆̃−medida nula, por el Teorema 1.4.5
deducimos que F−1(Ñ) ⊂ [a, b)T es un conjunto de medida de Lebesgue nula;
además, a partir de (1.2) se sigue que Ñ no tienen puntos aislados por la derecha
de [ã, b̃)T̃ y, puesto que F es estrictamente creciente en [a, b]T, la igualdad F ◦σ =
σ̃ ◦ F en [a, b)T asegura que F−1(Ñ) no tiene puntos aislados por la derecha en
[a, b)T. Por tanto, de (1.2), deducimos que F−1(Ñ) es un conjunto de ∆−medida
nula. ut
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Nota 2.6.2 Contrariamente al caso real, para un subconjunto cerrado de R
arbitrario, la condición F∆ 6= 0 en ∆−casi todo punto de [a, b)T no es suficiente
para garantizar que F−1(Ñ) es un conjunto de ∆−medida nula. Por ejemplo,
si T = T̃ = [0, 1]∪ [2, 3], y F : T→ T está definida como F (t) = 3− t, entonces,
F∆ ≡ −1 en [0, 1] ∪ [2, 3), sin embargo, {0} es un conjunto de ∆−medida nula
y F−1{0} = {3} tiene ∆−medida infinita.

De esta propiedad se obtiene la siguiente regla de la cadena para funciones
absolutamente continuas.

Proposición 2.6.3 Sea F ∈ AC([a, b]T) tal que F ([a, b]T) ⊂ [ã, b̃]T̃ y sea F̃ ∈
AC([ã, b̃]T̃).

Si F∆ > 0 en ∆−casi todo punto de [a, b)T y F ◦ σ = σ̃ ◦ F en [a, b)T,
entonces,

(F̃ ◦ F )
∆

(t) = F̃ ∆̃(F (t)) · F∆(t) para ∆− c. t. p. t ∈ [a, b)T.

Demostración: Como consecuencia del teorema fundamental del cálculo
para ∆−derivadas se establece la existencia de un conjunto de ∆−medida nula
N tal que F es ∆−diferenciable en [a, b)T\N y la existencia de un conjunto de
∆̃−medida nula Ñ ⊂ [ã, b̃)T̃ tal que F̃ es ∆̃−diferenciable en [ã, b̃)T̃\Ñ y de este
modo, la regla de la cadena para ∆−derivadas que se puede ver en [25, Teorema
8.35] garantiza que

(F̃ ◦ F )
∆

(t) = F̃ ∆̃(F (t)) · F∆(t) para todo t ∈ [a, b)T\(F
−1(Ñ) ∩N);

por lo tanto, la conclusión se sigue de la proposición 2.6.1. ut
Como consecuencia directa de los resultados anteriores se deduce el siguiente

corolario que será utilizado posteriormente.

Corolario 2.6.4 Sean N ⊂ [a, b)T y Ñ ⊂ [ã, b̃)T̃ conjuntos de ∆− y ∆̃− medida
nula respectivamente, y sean f1, f2 : [a, b]T × [ã, b̃]T̃ → R tales que

f1(g(t), g̃(t̃)) = f2(g(t), g̃(t̃)) para todo (t, t̃) ∈ ([a, b)T\N)× ([ã, b̃)T̃\Ñ).
(2.33)

Sea u : [a1, b1]T ⊂ [a, b]T → [ã, b̃]T̃, u ∈ AC([a1, b1]T) tal que u∆ > 0 en
∆−casi todo punto de [a1, b1)T y u ◦ σ = σ̃ ◦ u en [a1, b1)T. Entonces, u es una
solución de

u∆(t) = f1(g(t), u(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ [a1, b1)T, u(a1) = u0,
(2.34)

si y sólo si u es una solución de

u∆(t) = f2(g(t), u(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ [a1, b1)T, u(a1) = u0.
(2.35)

El siguiente paso será probar que la inversa de una solución de (P̃7) resuelve
(P7).
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Teorema 2.6.5 Si v : [t̃0, T̃v]T̃ → D es una solución de (P̃7) tal que v∆̃ > 0
en ∆̃−casi todo punto de [t̃0, T̃v)T̃, y v ◦ σ̃ = σ ◦ v en [t̃0, T̃v)T̃, entonces, la
función v−1 : [t0, v(T̃v)]T → R, es una solución de (P7) y v−1 ◦ σ = σ̃ ◦ v−1 en
[t0, v(T̃v))T.

Demostración: Puesto que v∆̃ > 0 en ∆̃−casi todo punto de [t̃0, T̃v)T̃,
sabemos que v es estrictamente creciente en [t̃0, T̃v]T̃ y aśı, de las relaciones
v([t̃0, T̃v]T̃) ⊂ [t0, T ]T y v ◦ σ̃ = σ ◦v en [t̃0, T̃v)T̃, obtenemos que t0 < v(T̃v) ≤ T ,
v([t̃0, T̃v]T̃) = [t0, v(T̃v)]T, y v−1◦σ = σ̃◦v−1 en [t0, v(T̃v))T. Además, el teorema
1.4.12 establece que v−1 : [t0, v(T̃v)]T → [t̃0, T̃v]T̃ ⊂ D̃ es una función absolu-
tamente continua en [t0, v(T̃v)]T y la existencia de un conjunto de ∆−medida
nula N1 ⊂ [t0, v(T̃v))T tal que

(v−1)
∆

(t) =
1

v∆̃(v−1(t))
> 0 para todo t ∈ [t0, v(T̃v))T\N1. (2.36)

Por otra parte, existe Ñ ⊂ [t̃0, T̃v)T̃ un conjunto de ∆̃−medida nula tal que

0 < v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) =
1

f(v(g̃(t̃)), g̃(t̃))
para todo t̃ ∈ [t̃0, T̃v)T̃\Ñ ,

lo que implica, por la igualdad v ◦ σ̃ = σ ◦ v en [t̃0, T̃v)T̃ y v([t̃0, T̃v)T̃) =
[t0, v(T̃v))T, que

0 < v∆̃(v−1(t)) =
1

f(g(t), v−1(g(t)))
para todo t ∈ [t0, v(T̃v))T\v(Ñ)

(2.37)
y como sabemos, por la proposición 2.6.1, que v(Ñ) es un subconjunto de
∆−medida nula de [t0, v(T̃v))T, por (2.36) y (2.37), concluimos que v−1 es una
solución de (P7). ut

Nota 2.6.6 Un resultado análogo se obtiene cambiando los papeles de los pro-
blemas (P7) y (P̃7)

Como consecuencia de los resultados anteriores se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.6.7 Si el problema (P̃7) tiene a lo sumo una solución v en [t̃0, T̃1]T̃
tal que v∆̃ > 0 en ∆̃−casi todo punto de [t̃0, T̃1)T̃, y v ◦ σ̃ = σ ◦ v en [t̃0, T̃1)T̃,
para cada T̃1 ∈ (t̃0, T̃ ]T̃, entonces, el problema (P7) tiene a lo sumo una solución
u en [t0, T1]T, tal que u∆ > 0 en ∆−casi todo punto de [t0, T1)T, y u ◦ σ = σ̃ ◦ u
en [t0, T1)T, para cada T1 ∈ (t0, T ]T.

2.6.2. Condiciones suficientes para la existencia de solu-
ciones de (P7)

En primer lugar, definiremos algunos conceptos relacionados con la ecuación
dinámica con condiciones iniciales (P7).
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Definición 2.6.8 Sea T0 ∈ (t0, T ]T.

1. Se dice que u− es una subsolución de (P7) en [t0, T0]T si u− es una
función absolutamente continua en [t0, T0]T, u−([t0, T0]T) ⊂ D̃, u−(t0) =
t̃0 y

(u−)∆(t) ≤ f(g(t), u−(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ [t0, T0)T.

Si T0 = T , entonces, se dice que u− es una subsolución de (P7).

Los conceptos de sobresolución de (P7) en [t0, T0]T y sobresolución
de (P7) se definen cambiando el sentido de las desigualdades anteriores.

2. Para un subconjunto Y ⊂ AC([t0, T0]T), una función u∗ ∈ Y se dice que es
la solución minimal de (P7) en Y si u∗ es una solución de (P7) y u∗ ≤ u
en [t0, T0]T para cualquier otra solución u ∈ Y ; la solución maximal de
(P7) en Y se define cambiando el sentido de las desigualdades. Cuando las
soluciones minimal y maximal de (P7) en Y existen, se llaman soluciones
extremales de (P7) en Y .

Análogamente, se pueden definir los conceptos de subsolución y sobresolución
de (P̃7) en [t̃0, T̃0]T̃ con T̃0 ∈ (t̃0, T̃ ]T̃.

Condiciones para la existencia de soluciones locales

Teniendo en cuenta la relación entre las soluciones de (P7) con ∆−derivada
débil estrictamente positiva y las soluciones de (P̃7) con ∆̃−derivada débil es-
trictamente positiva obtenida en el teorema 2.6.5 y resultados de existencia y
aproximación de soluciones extremales en el conjunto de funciones absoluta-
mente continuas de una ecuación dinámica con condiciones iniciales obtenidos
en la sección 2,3, probaremos la existencia y aproximación de soluciones extre-
males locales de (P7) en el conjunto de las funciones absolutamente continuas
con ∆−derivada débil estrictamente positiva.

Vamos a suponer que f : [t0, T ]×D̃ → R y g̃ : T̃→ T̃ satisfacen las siguientes
hipótesis:

(HLf) Se verifican las siguientes condiciones:

(HLf1) Para cada v ∈ AC(D̃) tal que v(D̃) ⊂ [t0, T ], la función f(v(·), ·) es
∆̃−medible en D̃.

(HLf2) Para ∆̃−casi todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃, se tiene,

ĺım inf
s→t−

f(s, g̃(t̃)) ≥ f(t, g̃(t̃)) para todo t ∈ (t0, T ]

y
f(t, g̃(t̃)) ≥ ĺım sup

s→t+
f(s, g̃(t̃)) para todo t ∈ [t0, T ).
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(HLf3) Existe m̃ : D̃ → R̄ tal que m̃ ◦ g̃ ∈ L1
∆̃

([t̃0, T̃ )T̃) y

0 <
1

m̃(g̃(t̃))
≤ f(t, g̃(t̃)) y 0 < f(t, t̃)

para todo t ∈ [t0, T ] y para ∆̃−casi todo punto t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃.

(Hg) Si g̃ = Id|T̃, entonces, para cada punto aislado por la derecha t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,

la función definida para cada t ∈ [t0, T ] como t + (σ̃(t̃) − t̃) 1
f(t, t̃)

es no

decreciente en [t0, T ].

Además vamos a suponer la condición siguiente acerca de las soluciones de
(P̃ ) con ∆̃−derivada débil estrictamente positiva.

(Hs) Si v ∈ AC([t̃0, T̃v]T̃) es una función que verifica (P̃7) y v∆̃ > 0 en ∆̃−casi
todo punto de [t̃0, T̃v)T̃, entonces, v([t̃0, T̃v]T̃) ⊂ [t0, T ]T y v ◦ σ̃ = σ ◦ v en
[t̃0, T̃v)T̃.

Nota 2.6.9 Puesto que nos interesan las soluciones de (P7) con ∆−derivada
sea estrictamente positiva, podemos suponer sin perdida de generalidad que las
condiciones (HLf2) y (HLf3) se verifican para todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃ ya que si estas
condiciones son válidas sólo para t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃\Ñ , donde Ñ 6= ∅ es un conjunto
de ∆̃−medida nula, entonces, consideramos

S := {t̃ ∈ (t̃0, T̃ )T̃, t̃ es denso por la izquierda y aislado por la derecha} ⊂ R

donde R = {t̃i}i∈Ĩ es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de
D̃o el cual es a lo sumo numerable.

Al definir f∗ : [t0, T ]× D̃ → R̄ y m∗ : D̃ → (0,+∞) como

f∗(t, t̃) := f∗(t, g̃(t̃1)) =

 f(t, g̃(t̃1)); si t̃1 ∈ [t̃0, T̃ )T̃\Ñ ,

1; si t̃1 ∈ Ñ ,

y

m∗(t̃) = m∗(g̃(t̃1)) :=

 m̃(g̃(t̃1)); si t̃1 ∈ [t̃0, T̃ )T̃\Ñ ,

1; si t̃1 ∈ Ñ ,

si g es la identidad o t̃ /∈ S y g̃(t̃1) = t̃, y f∗(t, t̃) := 1, m∗(t̃) := 1 si t̃ ∈ S y g
no es la identidad, resulta que f∗ verifica las condiciones (HLf2) y (HLf3) para
todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃ y m∗ en (HLf3).

Por otra parte, se deduce que

f(g(t), g̃(t̃)) = f∗(g(t), g̃(t̃)) para todo (t, t̃) ∈ [t0, T )T × ([t̃0, T̃ )T̃\Ñ)
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y por tanto, el corolario 2.6.4 garantiza que el problema (P7) y el problema u∆(t) = f∗(g(t), u(g(t))) ∆− c. t. p. t ≥ t0, t ∈ T,

u(t0) = t̃0,

tienen las mismas soluciones con ∆−derivada débil estrictamente positiva.

El resultado de existencia y aproximación de soluciones extremales locales
es el siguiente.

Teorema 2.6.10 Asúmanse las condiciones (HLf), (Hg) y (Hs). Entonces,
existe T0 ∈ (t0, T ]T tal que (P7) tiene soluciones extremales en el conjunto

Y0 := {u ∈ AC([t0, T0]T) : u∆ > 0 ∆− c. t.[t0, T0)T, u ◦ σ = σ̃ ◦ u en [t0, T0)T}.

Además, si u∗ y u∗ denotan, respectivamente, la solución minimal y maximal
de (P7) en Y0, entonces, para todo t ∈ [t0, T0]T, se verifican las siguientes igual-
dades:

u∗(t) = mı́n {u+(t) : u+ ∈ Y0 es sobresolución de (P7) en [t0, T0]T },

u∗(t) = máx {u−(t) : u− ∈ Y0 es subsolución de (P7) en [t0, T0]T }.

Demostración: Por la nota 2.6.9 podemos suponer que f verifica la con-
dición (HLf2) y (HLf3) para todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃. Dividiremos la demostración en
varias etapas

Etapa 1: Existe T0 ∈ (t0, T ]T tal que (P7) tiene al menos una solución en Y0.
Consideramos la extensión a R de f̃ , f̂ : D̃ × R→ R̄ definida como

f̂(t̃, t) :=


0; si t < t0,

f̃(t̃, t); si t ∈ [t0, T ],

m̃(t̃); si t > T.

(2.38)

Mostraremos que f̂ verifica las siguientes propiedades:

i) Para cada v ∈ AC(D̃), la función f̂(·, v(·)) es ∆̃−medible en D̃.

Fijada v ∈ AC(D̃). Por (HLf3) y la nota 2.6.9, tenemos que para cada t̃ ∈ D̃,

f̂(t̃, v(t̃)) =



0; si v(t̃) < t0,

1
f(V (t̃), t̃)

; si v(t̃) ∈ [t0, T ],

m̃(t̃); si v(t̃) > T,

donde V : D̃ → R está definida como V (t̃) := máx {mı́n { v(t̃), T }, t0 }. Puesto
que V ∈ AC(D̃) y V (D̃) ⊂ [t0, T ], deducimos, de (HLf1), que f̂(·, v(·)) es
∆̃−medible en D̃.
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ii) Para todo (t̃, t) ∈ [t̃0, T̃ )T̃ × R, tenemos

ĺım sup
s→t−

f̂(g̃(t̃), s) ≤ f̂(g̃(t̃), t) ≤ ĺım inf
s→t+

f̂(g̃(t̃), s).

Estas desigualdades son triviales en D̃ × ((−∞, t0) ∪ (T,+∞)), la primera es
trivial en t0 y la segunda es trivial en T . Por otra parte, si (t̃, t) ∈ [t̃0, T̃ )T̃×(t0, T ],
entonces, se sigue de (HLf2) y (HLf3) que

ĺım sup
s→t−

f̂(g̃(t̃), s) = ĺım sup
s→t−

1
f(s, g̃(t̃))

=
1

ĺım inf
s→t−

f(s, g̃(t̃))

≤ 1
f(t, g̃(t̃))

= f̂(g̃(t̃), t);

análogamente, se puede deducir la segunda desigualdad en [t̃0, T̃ )T̃ × [t0, T ).

iii) Para todo (t̃, t) ∈ [t̃0, T̃ )T̃ × R, |f̂(g̃(t̃), t)| ≤ m̃(g̃(t̃)); esto es consecuencia
directa de (HLf3) y de la nota 2.6.9.

iv) Si g̃ = Id|T̃, entonces, para cada punto aislado por la derecha t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,
la función definida para cada t ∈ R como t+ (σ̃(t̃)− t̃)f̂(t̃, t) es no decre-
ciente en R; es obvio por (Hg).

Por tanto, f̂ verifica la hipótesis del teorema 2.3.5 y como consecuencia,
existen v∗, v∗ ∈ AC(D̃) que satisfacen la igualdad en el problema global

(P̂7)

 v∆̃(t̃) = f̂(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,

v(t̃0) = t0,

y v∗ ≤ v ≤ v∗ en D̃ para cualquier v ∈ AC(D̃) que verifica el problema (P̂7);
además, v∗ es la mayor de las subsoluciones y v∗ es la menor de las sobresolu-
ciones, en el sentido de la sección 2.3.

Si v ∈ AC(D̃) es una función que verifica (P̂7), como f̂ ≥ 0 en D̃ × R,
entonces, v ≥ t0 en D̃; por lo que, se sigue de (2.38) y (HLf3) que para ∆̃−casi
todo t̃ ∈ D̃, se tiene que

v∆̃(t̃) > 0. (2.39)

Definiendo
T0 := mı́n {T, v∗(T̃ ) }, (2.40)

sabemos, por (2.39) y (Hs), que existe T̃v∗ ∈ (t̃0, T̃ ]T̃ tal que v∗([t̃0, T̃v∗ ]T̃) =
[t0, T0]T. Si v ∈ AC(D̃) verifica (P̂7), entonces, se sigue de (2.39), que existe
T̃v ∈ (t̃0, T̃v∗ ]T̃ tal que

v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) para ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [t̃0, T̃v]T̃,
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por lo cual deducimos, por (Hs), que [t0, T0]T = v∗([t̃0, T̃v∗ ]T̃) ⊂ v([t̃0, T̃v]T̃) =
[t0, v(T̃v)]T; en consecuencia, el teorema 2.6.5 establece que la función v−1 :
[t0, T0]T → R es una solución de (P7) la cual, por el teorema 1.4.12, pertenece a
Y0.

Etapa 2: El problema (P7) tiene soluciones extremales en Y0.
Sabemos que si v ∈ AC(D̃) es una función que verifica (P̂7) entonces, (v∗)

−1,
(v∗)−1 y v−1 definen soluciones de (P7) en Y0 y (v∗)

−1 ≥ v−1 ≥ (v∗)−1 en
[t0, T0]T. Por lo tanto, con el fin de garantizar que u∗ := (v∗)

−1 y u∗ := (v∗)
−1

son la solución minimal y maximal, respectivamente, de (P7) en Y0 es suficiente
probar que cada solución de (P7) en Y0 es la inversa de una solución de (P̂7).
En efecto, sea u ∈ Y0 una solución de (P7).

Si u(T0) < T̃ , entonces, sabemos, por el teorema 2.6.5 y la nota 2.6.6, que
u−1 : [t̃0, u(T0)]T̃ → R, donde [t̃0, u(T0)]T̃ ( D̃, es una solución de v∆̃(t̃) = f̂(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [t̃0, u(T0))T̃,

v(t̃0) = t0.

Puesto que el problema v∆̃(t̃) = f̂(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [u(T0), T̃ )T̃,

v(u(T0)) = T0

verifica las hipótesis del teorema 2.3.5, resulta que éste tiene al menos una
solución v1 ∈ AC([u(T0), T̃ ]T̃).

Por tanto, la función v : D̃ → R definida como

v(t̃) :=


u−1(t̃); si t̃ ∈ [t̃0, u(T0)]T̃,

v1(t̃); si t̃ ∈ [u(T0), T̃ ]T̃

es una solución de (P̂7).
Si u(T0) = T̃ , entonces, el teorema 2.6.5 y la nota 2.6.6 garantizan que u−1

está definida en D̃ y es una solución de (P̂7).
Etapa 3: Si u∗ denota la solución minimal de (P7) en Y0, entonces, para todo

t ∈ [t0, T0]T,
u∗(t) = mı́n {u+(t) : u+ ∈ Y0 es sobresolución de (P7) en [t0, T0]T }.
Puesto que u∗ es una sobresolución de (P7) en [t0, T0]T y u∗ ∈ Y0, es suficiente

probar que si u ∈ Y0 es una sobresolución de (P7) en [t0, T0]T, entonces, u∗ ≤ u
en [t0, T0]T. Sea u ∈ Y0 una sobresolución de (P7) en [t0, T0]T, siguiendo un
argumento similar al de la prueba del teorema 2.6.5, se puede probar que u−1 :
[t̃0, u(T0)]T̃ → R es una subsolución de v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [t̃0, u(T0))T̃,

v(t̃0) = t0
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y razonando como en la etapa 2, se puede mostrar que existe v ∈ AC(D̃) subsolu-
ción de (P̂7) que corresponde a u−1 en [t̃0, u(T0)]T̃. Consecuentemente, tenemos
que u−1 ≤ v∗ en [t̃0, u(T0)]T̃, o equivalentemente, u ≥ (v∗)−1 en [t0, T0]T.

Análogamente, se puede probar que si u∗ denota la solución minimal de (P7)
en Y0, entonces, para todo t ∈ [t0, T0]T, la relación

u∗(t) = máx {u−(t) : u− ∈ Y0 es una subsolución de (P7) en [t0, T0]T }.

se verifica y la prueba está completa. ut
Notar que para el caso real, esto es, T̃ = T = R, la condición (Hs) no es una

restricción puesto que siempre se verifica.
A continuación presentamos dos ejemplos simples en los cuales se verifica

(Hf), no se verifica (Hs) y el problema (P7) no tiene solución.
En el primero, (Hs) no se verifica pues existe una solución de (P̃7) con

∆̃−derivada débil estrictamente positiva cuya imagen no es un subconjunto
de D.

Ejemplo 2.6.11 Sea T = T̃ = {0, 1, 2}, entonces, f1 : [0, 2] × {0, 1, 2} → R
definida por f1(t, t̃) = t̃+ 1 verifica (HLf), sin embargo (Hs) no se cumple pues
la única solución del problema

v(n+ 1)− v(n) =
1

n+ 2
; v(0) = 0

está dada por v ≡ {0, 1/2, 5/6} * {0, 1, 2}; además, es obvio que el problema

u(n+ 1)− u(n) = u(n+ 1) + 1; u(0) = 0

no tiene solución.

Se puede pensar que la condición v([t̃0, T̃v]T̃) ⊂ [t0, T ]T en (Hs) es suficiente
para garantizar la existencia de soluciones extremales de (P7), sin embargo, en
el siguiente ejemplo en el que no hay solución vamos a ver que este requisito se
cumple, pero no se cumple la relación v ◦ σ̃ = σ ◦ v en los puntos aislados por la
derecha de [t0, Tv)T.

Ejemplo 2.6.12 Sea T = T̃ = {0, 1, 2, 3, 4} y sea f2 : [0, 4]× {0, 1, 2, 3, 4} → R
definida por f2(t, t̃) = 1/2 si t̃ = 1 y f2(t, t̃) = 1 si t̃ 6= 1; la condición (HLf) es
es de fácil comprobación y, puesto que la única solución del problema

v(n+ 1)− v(n) = f̃2(n+ 1, v(n+ 1)); v(0) = 0

está definida en {0, 1, 2, 3}, su imagen es {0, 2, 3, 4} ⊂ {0, 1, 2, 3, 4}, v(σ̃(t̃)) =
σ(v(t̃)) para todo t̃ ∈ {1, 2} y v(σ̃(0)) = v(1) = 2 6= 1 = σ(v(0)), resulta que
(Hs) no se cumple; por otra parte, es fácil comprobar que el problema

u(n+ 1)− u(n) = f2(n+ 1, u(n+ 1)); u(0) = 0

no tiene solución.
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Condiciones para la existencia de solución global

Deduciremos condiciones suficientes para garantizar la existencia de solucio-
nes extremales de (P7) en el conjunto

Y := {u ∈ AC(D) : u∆ > 0 ∆− c.t.p. de D0 y u ◦ σ = σ̃ ◦ u en D0 }, (2.41)

notar que cada solución u ∈ Y de (P7) está definida en todo el subintervalo
cerrado D de T y por tanto, es una solución global.

Es fácil deducir que la condición (HLf) no es suficiente para garantizar la
existencia de una solución global en D del problema (P7).

Vamos a suponer que f : [t0, T ]× D̃ → R̄ satisface la siguiente condición:

(HGf) Se verifica la condición (HLf) y existe M̃ ∈ L1
∆̃

([t̃0, T̃ )T̃) tal que

(HGf1) Para todo t ∈ [t0, T ] y para ∆̃−casi todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,

f(t, g̃(t̃)) ≤ 1
M̃(t̃)

.

(HGf2)
∫

[t̃0,T̃ )T̃

M̃(t̃) ∆̃t̃ ≥ T − t0.

Teorema 2.6.13 Asúmanse (HGf), (Hg) y (Hs). Entonces, (P7) tiene solucio-
nes extremales en el conjunto Y definido en (2.41). Además, si denotamos por
u∗ y u∗, respectivamente, la solución minimal y maximal de (P7) en Y , entonces,
para todo t ∈ D, se verifica la siguiente igualdad:

u∗(t) = mı́n {u+(t) : u+ ∈ Y es sobresolución de (P7) }, (2.42)
u∗(t) = máx {u−(t) : u− ∈ Y es subsolución de (P7) }. (2.43)

Demostración: Por la nota 2.6.9 podemos suponer que f verifica la condi-
ción (HGf) para todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃. Como consecuencia del teorema 2.6.10 sólo
tenemos que demostrar que T0 definido en (2.40) satisface que

T0 := mı́n {T, v∗(T̃ ) } = T. (2.44)

Si v ∈ AC(D̃) es una función que satisface (P̂7), entonces, por (2.38), (HLf3)
y (HGf1), sabemos que v∆̃(t̃) ≥ M̃(t̃), para ∆̃−casi todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃, por lo que,
por (HGf2), tenemos que

v(T̃ ) = t0 +
∫

[t̃0,T̃ )T̃

v∆̃(t̃) ∆̃t̃ ≥ t0 +
∫

[t̃0,T̃ )T̃

M̃(t̃) ∆̃t̃ ≥ T,

lo que implica que se verifica (2.44). ut
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Teorema 2.6.14 Supongamos que se cumple la condición (Hs) y que existe
M̃ ∈ L1

∆̃
([t̃0, T̃ )T̃) tal que se verifica (HGf1) y (HGf2) y, para todo (t, t̃) ∈

[t0, T )× [t̃0, T̃ )T̃, existe ε = ε(t, t̃) > 0 y ε̃ = ε̃(t, t̃) > 0 tal que t+ ε ∈ D cuando
t ∈ D, t̃ + ε̃ ∈ D̃, la restricción f : [t, t + ε] × [t̃, t̃+ ε̃]T̃ → R̄ satisface (HLf) y

(Hg) y, además, si t ∈ D, entonces
∫

[t̃,t̃+ε̃)T̃

M̃(s̃) ∆̃s̃ ≥ ε.

Entonces, (P7) tiene soluciones extremales en el conjunto Y definido en
(2.41). Además, se verifican las igualdades (2.42) y (2.43).

Demostración: Sean ε y ε̃ tales que f : [t0, t0 + ε] × [t̃0, t̃0 + ε̃]T̃ → R̄

satisface (HLf) y (Hg) y,
∫

[t̃0,t̃0+ε̃)T̃

M̃(s̃) ∆̃s̃ ≥ ε; el teorema 2.6.13 establece

que el problema (P7) tiene soluciones extremales en [t0, t0 + ε]T con ∆−derivada
débil estrictamente positiva en [t0, t0 + ε)T.

Sea t1 ∈ D el supremo de t ∈ (t0, T ]T tal que el problema (P7) tiene soluciones
extremales en el conjunto de funciones absolutamente continuas en [t0, t]T con
∆−derivada débil estrictamente positiva en [t0, t)T. Se verifica que t1 = T ; en
efecto, si t1 < T , entonces, la solución maximal u∗ de (P7) en [t0, t1]T satisface
que o bien u∗(t1) < T̃ o u∗(t1) = T̃ .

Si u∗(t1) < T̃ , entonces, el argumento utilizado anteriormente permite obte-
ner una prolongación de u∗ lo que es una contradicción con la elección de t1.

En otro caso, si u∗(t1) = T̃ , entonces, por el teorema 2.6.5, la nota 2.6.6 y
la condición (HGf1), sabemos que v := (u∗)−1 verifica

v∆̃(t̃) = f̃(g̃(t̃), v(g̃(t̃))) ≥ M̃(t̃) ∆̃− c. t. p. t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,

de donde se deduce, por (HGf2), que

t1 = v(T̃ ) = t0 +
∫

[t̃0,T̃ )T̃

v∆̃(t̃) ∆̃t̃ ≥ T,

que es una contradicción con t1 < T . ut

2.6.3. Resultados de unicidad

A continuación, introduciremos condiciones para garantizar la existencia de
a lo sumo una o una única solución de (P7) en el conjunto Y definido en (2.41).

Vamos a suponer que f : [t0, T ]× D̃ → R̄ verifica la siguiente condición:

(HUf) Para todo t1, t2 ∈ [t0, T ]T, t1 ≤ t2, y para ∆̃−casi todo t̃ ∈ [t̃0, T̃ )T̃,

f(t1, g̃(t̃))− f(t2, g̃(t̃)) ≤ h(t2 − t1, g̃(t̃)),

donde h : R+ × D̃ → R̄+ es una función tal que w ≡ 0 es la única función
absolutamente continua en D̃ que verifica
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(P̃h)

 w∆̃(t̃) ≤ mı́n
{
h(w(g̃(t̃)), g̃(t̃)) · m̃2(g̃(t̃)), m̃(g̃(t̃))

}
∆̃− c. t. t̃ ∈ D̃0,

w(t̃0) = 0.

Teorema 2.6.15 El problema (P7) tiene a lo sumo una solución u en D tal
que u ◦ σ = σ̃ ◦ u on D0 si se verifican las hipótesis (HLf3), (HUf) y (Hg).

Demostración: Si u ∈ AC(D) es una solución de (P7), se deduce de (HLf3)
que u∆ > 0 en [t0, T ]T.

Por el corolario 2.6.7 basta demostrar que (P̃7) tiene a lo sumo una solución
v en [t̃0, T̃1]T̃, tal que v∆̃ > 0 en ∆̃−casi todo punto de [t̃0, T̃1)T̃ y v ◦ σ̃ = σ ◦ v
en [t̃0, T̃1)T̃, para cada T̃1 ∈ (t̃0, T̃ ]T̃.

Supongamos que v1 y v2 son dos soluciones de (P̃7) en [t̃0, T̃1]T̃, donde T̃1 ∈
(t̃0, T̃ ]T̃. Del lema 2.3.2 se sigue que x(t̃) = máx{v1(t̃), v2(t̃)} es una subsolución
de (P̃7) en [t̃0, T̃1]T̃. Definimos

v(t̃) :=

 x(t̃)− v1(t̃); si t̃ ∈ [t̃0, T̃1)T̃,

x(T̃1)− v1(T̃1); si t̃ ∈ [T̃1, T̃ ]T̃,
(2.45)

Debido a que v1 es una solución y x es una subsolución de (P̃7) en [t̃0, T̃1]T̃,
deducimos, de (HLf3) y (HUf), que para ∆̃−casi todo t̃ ∈ [t̃0, T̃1)T̃

v∆̃(g̃(t̃)) ≤ f̃(g̃(t̃), x(g̃(t̃)))− f̃(g̃(t̃), v1(g̃(t̃)))

=
f(v1(g̃(t̃)), g̃(t̃))− f(x(g̃(t̃)), g̃(t̃))
f(v1(g̃(t̃)), g̃(t̃)) · f(x(g̃(t̃)), g̃(t̃))

≤ mı́n
{
h(v(g̃(t̃)), g̃(t̃)) · m̃2(g̃(t̃)), m̃(g̃(t̃))

}
;

entonces v verifica (Ph), lo que implica que x = v1 en [t̃0, T̃1]T̃. Por otra parte,
de una manera similar, se deduce que x = v2 en [t̃0, T̃1]T̃. Aśı v1 = v2 en [t̃0, T̃1]T̃,
lo que finaliza la prueba. ut

El siguiente teorema de existencia y unicidad es una consecuencia de los
teoremas 2.6.13 y 2.6.15.

Teorema 2.6.16 Supongamos que se verifican (HGf), (Hg), (Hs) y (HUf). En-
tonces, (P7) tiene exactamente una solución en el conjunto Y definido en (2.41).

2.6.4. Ejemplos

En esta sección se ilustra la aplicabilidad de algunos de los anteriores resulta-
dos para dos elecciones particulares de subconjuntos cerrados de R y ecuaciones
dinámicas de primer orden.

En el ejemplo siguiente se trata de ilustrar en un caso particular una técni-
ca que puede ser aplicada para obtener las soluciones de muchas ecuaciones
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dinámicas de primer orden. Por ejemplo, es útil para tratar la siguiente ecua-
ción dinámica.

x∆(t) =
a(x)

an(x)tn + · · ·+ a1(x)t+ a0(x)
en apropiados subconjuntos cerrados de R.

Ejemplo 2.6.17 Para q > 1 fijado, se define qZ := { qk : k ∈ Z }, sea qZ =
qZ ∪ {0} su clausura, se considera T̃ = qZ.

Sea f : [0,∞)× [0,∞)T̃ → R definida por

f(t, x) =



0, si x = 0,

1
(q + 1) x

, si x ∈ (0, 1],

(q − 1) x σ̃(x)

(x2 − 1) σ̃(x) t+ (q2 − 1) x2 e
ln2(σ̃(x))

ln(q)

, si x > 1,

Es fácil comprobar que f cumple (HLf) y (Hg) en [0, T ] × [0, T̃ ]T̃, para todo
T ∈ R+ y T̃ ∈ T̃. Aśı, el teorema 2.6.10 garantiza la existencia de soluciones
extremales de (P7) en un intervalo de T si la condición (Hs) se verifica.

Consideramos el problema (P̃7) con f̃ definida en (2.32) y t0 = t̃0 = 0.

En la sección 1.3.4 se vio que
∫

[0,s)T

τ ∆̃τ = s2/(q + 1) y aśı, la función

v(s) = s2 es la única solución de (P̃7) en [0, T̃ ]T̃, para T̃ ∈ [0, 1]T̃.
Por otro lado, el problema

z∆̃(s) =
s2 − 1

(q − 1)s
z + e

ln2(σ̃(s))
ln(q)

(q + 1)s
σ̃(s)

= p(s) z + g(s) s ≥ 1, s ∈ T̃,

con la condición inicial z(1) = 1, es una q−ecuación en diferencias lineal regre-
siva, es decir, 1 + µ̃(s)p(s) 6= 0 para todo s ∈ T̃, y g es rd-continua, por lo que
existe una única solución de este problema, ver [25, Caṕıtulo 2], que viene dada
por

z(s) = ep(s, 1)

(
z(1) +

∫
[1,s)T̃

g(τ)
ep(σ(τ), 1)

∆τ

)
.

Consideramos ahora el caso especial cuando p(s) = s2−1
(q−1)s . Usando las técnicas

de [25, Caṕıtulo 2] obtenemos que ep(s, 1) = 1
s e

ln2(s)
ln(q) y z(s) = s2−1

s e
ln2(s)
ln(q) + 1,

s ∈ [1,∞)T̃.
Es fácil comprobar que la única solución

v(s) =


s2, si s ∈ [0, 1]T̃,

s2 − 1
s

e
ln2(s)
ln(q) + 1, si s ∈ T̃, s > 1,
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de la ecuación dinámica (P̃7) verifica las condiciones del teorema 2.6.5 y el
corolario 2.6.7 en todo intervalo compacto del tipo [0, T̃ ]T̃, si T = { q−2k : k ∈
N0 } ∪ { qk(k+1) − qk(k−1) + 1 : k ∈ N0 }. Aśı, la única solución de (P7) en
[0,∞)T existe y está únicamente determinada por v−1 : [0,∞)T → [0,∞)T̃.

En el siguiente ejemplo, los resultados obtenidos se aplican a un modelo de
población para garantizar la existencia y la aproximación de soluciones extrema-
les de una ecuación dinámica con condiciones iniciales en un conjunto definido
como la unión disjunta de intervalos.

Ejemplo 2.6.18 Sea T̃ =
⋃
k∈N0

[2k, 2k + 1].

Se define f : R× T̃→ R̄ para cada (x, t) ∈ R× T̃ como

f(x, t) :=
1

p(t)x+ ep(t, 0)
(2.46)

si t 6= 2k + 1
n , k, n ∈ N0, n > 1, y f(x, 2k + 1

n ) := 0, donde p : T̃ → R es
una función rd-continua y regresiva. Es evidente que las hipótesis (HLf) y (Hg)
se cumplen en [0, X] × [0, T̃ ]T̃, para todo X ∈ R+ y T̃ ∈ T̃. De este modo, el
teorema 2.6.10 garantiza la existencia de soluciones extremales de (P7) con f

definida en (2.46), t0 = t̃0 = 0 y g la identidad en T =
⋃
k∈N

[x(2k), x(2k + 1)],

donde x es la única solución del problema lineal:

x∆̃(t) = p(t) x+ ep(t, 0) (2.47)

para ∆̃−casi todo t ∈ T̃ y x(0) = 0. Esta solución está dada, para ∆̃−casi todo
punto t ∈ T̃, ver [25, Caṕıtulo 2], por

x(t) = ep(t, 0)
∫

[0,t)T̃

∆̃τ
1 + µ̃(τ)p(τ)

.

La unicidad de solución del último problema junto con el teorema 2.6.5 y coro-
lario 2.6.7 permiten garantizar que el problema (P7) tiene una única solución.

Para terminar este ejemplo señalamos que la ecuación (2.47) puede ser uti-
lizada tanto en el caso real como en el discreto como modelo matemático de
dinámica de poblaciones en un cierto peŕıodo de tiempo, pero el sistema tam-
bién cubre el modelo de población de una única especie en un subconjunto cerrado
de R; este conjunto considerado puede interpretarse de la siguiente forma: una
unidad de tiempo es la duración de la vida de esta especie que justo antes de su
muerte pone sus huevos que son incubados hasta una unidad de tiempo posterior.
Para estas especies, el resultado significa que se puede encontrar una función de
tiempo, T , cuyo crecimiento está influido por el número de individuos en la po-
blación x, de acuerdo a la ecuación dinámica T∆(x) = f(x, T (x)) para ∆−casi
todo x ∈ T, y f es la dada en (2.46).
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2.7. Sistemas con infinitas ecuaciones dinámicas
funcionales en presencia de subsoluciones y
sobresoluciones

El objetivo de esta sección es probar la existencia y aproximación de solu-
ciones extremales del siguiente sistema con infinitas ecuaciones funcionales con
condiciones de frontera funcionales:

(P8)

 u∆(t) = f(g(t), u(g(t)), u) para ∆− c. t. p. t ∈ Do := [t0, T )T,

B(θ, u(θ), u) = 0RM para todo θ ∈ D− := [t−1, t0]T,

donde T ⊂ R es un conjunto cerrado arbitrario, t−1, t0, T ∈ T son tales que
t−1 < t0 < T , f := (fν)ν∈M : D × RM ×

∏
ν∈M

A(D1)→ R̄M , M es un conjunto

de ı́ndices arbitrario, D := [t0, T ]T,

A(D1) :=
{
γ : D1 → R : γ|D− ∈ B(D−) y γ|D ∈ AC(D)

}
,

donde D1 := D− ∪ D, B(D−) denota la clase de funciones acotadas en D− y
B := (Bν)ν∈M : D− × RM ×

∏
ν∈M

A(D1)→ RM .

Muchas de las ecuaciones dinámicas funcionales conocidas pueden ser re-
ducidas a una ecuación de la forma de (P8), por ejemplo, ecuaciones dinámicas
con máximo o ecuaciones dinámicas con retardo. Ambos tipos de ecuaciones han
atraido recientemente gran atención debido a su importancia en la modelización
de diversos procesos, entre los que se pueden citar, para las ecuaciones dinámicas
con máximo, el control automático de sistemas técnicos, y para las ecuaciones
dinámicas con retardo, fenómenos biológicos biotecnológicos o ecológicos que
dependen de su prehistoria.

Es importante destacar que las condiciones de frontera consideradas en (P8)
cubren tanto las condiciones iniciales u(t0) = u0 como múltiples tipos de con-
diciones periódicas, tales como las condiciones periódicas usuales u(t0) = u(T )
o las condiciones periódicas funcionales u(θ) = u(θ + T ) para todo θ ∈ D−,
además de condiciones más generales como condiciones del supremo, para cada
ν ∈ M , uν(t0) = sup

t∈S
uν(t) para algún S ⊂ D1 o condiciones integrales, para

cada ν ∈ M , λν =
∫
P

uν(s) ∆s, siendo λν una constante real arbitraria, o las

de tipo media, para cada ν ∈ M , uν(0) =
∫
P

uν(s) ∆s para algún conjunto

∆−medible P ⊂ Do.
Los resultados de esta sección generalizan algunos de los obtenidos en las

secciones anteriores sobre la existencia y aproximación de soluciones extremales
de ecuaciones dinámicas escalares. Además, también se generalizan los resul-
tados demostrados en [38] para el caso particular en el que el conjunto ce-
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rrado T coincida con todo R y las condiciones de frontera sean de la forma
B(θ, u(θ), u) = u(θ)− B̄u(θ) para alguna función B̄ :

∏
ν∈M

A(D1)→ (B(D−))M .

Esta sección está organizada del siguiente modo. La subsección 2.7.1 está de-
dicada a introducir las definiciones y propiedades necesarias para el resto de la
sección. En la subsección 2.7.2, asumiendo que una conveniente ecuación dinámi-
ca escalar con condición inicial tiene soluciones extremales en cierto conjunto,
se probará, usando el teorema de punto fijo de Tarski, que el problema infini-
to funcional (P8) tiene soluciones extremales en otro conjunto y se darán las
fórmulas para obtener su aproximación. La última parte de dicha subsección
está dedicada a probar una consecuencia del resultado principal que supone una
generalización a orden infinito con dependencia funcional en la parte no lineal
de la ecuación de los resultados de la sección 2.4. Finalmente, en la subsección
2.7.3 se ilustra la aplicabilidad de los resultados de existencia con dos ejem-
plos; el primero de ellos se trata de un sistema de infinitas ecuaciones dinámicas
funcionales con condiciones de frontera funcionales en un conjunto cerrado de
números reales definido como la unión de un intervalo cerrado de números reales
y el conjunto ternario de Cantor; el segundo es un sistema finito de ecuaciones
dinámicas con retardo con condiciones de frontera periódicas funcionales en un
conjunto cerrado de números reales definido como la unión finita y disjunta de
diversos intervalos cerrados de números reales el cual aparece de modo natural
en los modelos matemáticos de dinámica de poblaciones de ciertas especies.

2.7.1. Preliminares

En esta subsección se introducen algunas notaciones y definiciones relacio-
nadas con el problema (P8) y se enuncia el teorema de punto fijo de Tarski.

Las relaciones de orden que se usarán son las siguientes. En AC(D) y en
A(D1), se considera la relación de orden parcial componente a componente, es
decir,

u1, u2 ∈ AC(D), u1 ≤ u2 si y sólo si u1(t) ≤ u2(t) para todo t ∈ D

y

γ1, γ2 ∈ A(D1), γ1 ≤ γ2 si y sólo si γ1(t) ≤ γ2(t) para todo t ∈ D1,

mientras que en
∏
ν∈M

A(D1) se considera la relación de orden parcial inducida

componente a componente, esto es,

u, z ∈
∏
ν∈M

A(D1), u ≤ z si y sólo si uν ≤ zν para todo ν ∈M.

Puesto que en esta sección se trabajará con diferentes conjuntos de funciones,
se utilizará la siguiente notación. En un conjunto parcialmente ordenado X se
define para cada a, b ∈ X con a ≤ b el intervalo

[a, b]X := {x ∈ X : a ≤ x ≤ b }.
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A continuación se establecen los conceptos relacionados con el problema (P8).

Definición 2.7.1 Se dice que u := (uν)ν∈M ∈
∏
ν∈M

A(D1) es una subsolución

de (P8) si para cada ν ∈M se cumple que u∆
ν (t) ≤ fν(g(t), u(g(t)), u) para ∆− c. t. p. t ∈ Do,

Bν(θ, u(θ), u) ≤ 0 para todo θ ∈ D−.

El concepto de sobresolución de (P8) se define cambiando el sentido de las
desigualdades anteriores.

Se dice que u := (uν)ν∈M ∈
∏
ν∈M

A(D1) es una solución de (P8) si u es

tanto una subsolución como una sobresolución de (P8).

Definición 2.7.2 Para un subconjunto Y ⊂
∏
ν∈M

A(D1), se dice que u∗ ∈ Y es

la solución minimal de (P8) en Y si u∗ es una solución de (P8) y u∗ ≤ u
para cualquier otra solución u ∈ Y de (P8); la solución maximal de (P8) en
Y se define cambiando el sentido de las desigualdades anteriores. Siempre que
las soluciones minimal y maximal de (P8) en Y existan, se llaman soluciones
extremales de (P8) en Y .

Finalmente, se enuncia el teorema de punto fijo de Tarski cuya demostración
se puede ver en [85] en el cual se asume la siguiente definición.

Definición 2.7.3 Se dice que un conjunto parcialmente ordenado X es un
ret́ıculo si sup{x1, x2} y ı́nf{x1, x2} existen para todo x1, x2 ∈ X. Un ret́ıculo
X es completo cuando cada subconjunto no vaćıo Y ⊂ X tiene supremo e
ı́nfimo en X. En particular, cada ret́ıculo completo tiene máximo y mı́nimo.

Teorema 2.7.4 Toda aplicación creciente G : X → X en un ret́ıculo completo
X tiene un punto fijo minimal, x∗, y un punto fijo maximal, x∗. Además,

x∗ = mı́n{x ∈ X : Gx ≤ x } y x∗ = máx{x ∈ X : x ≤ Gx }.

2.7.2. Existencia y aproximación de soluciones extremales

En esta subsección se demuestra la existencia y aproximación de soluciones
extremales de (P8) en cierto conjunto; para ello se trabajará en el espacio que
se define a continuación.

Para cada ν ∈ M , sea hν : D → R̄ una función perteneciente al conjunto
L1

∆(Do). Se definen los conjuntos

AChν (D) :=

{
ϕ : D → R : |ϕ(s)− ϕ(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∫

[s,t)T

hν(r) ∆r

∣∣∣∣∣ ∀ s, t ∈ D
}
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y
Shν :=

{
γ : D1 → R : γ|D− ∈ B(D−) y γ|D ∈ AChν (D)

}
;

nótese que AChν (D) ⊂ AC(D) y Shν ⊂ A(D1). Se define Sh :=
∏
ν∈M

Shν .

Para cada ν ∈M , se denota como eν := (δνµ)µ∈M el elemento de RM definido
como δνµ = 1 si µ = ν y δνµ = 0 si µ 6= ν.

En el resultado principal se asumirán las siguientes condiciones:

(H1
8 ) Existen α, β ∈ Sh con α ≤ β.

(H2
8 ) Para cada γ := (γν)ν∈M ∈ [α, β]Sh , con α, β dadas en (H1

8 ), y cada ν ∈M ,
la ecuación dinámica escalar

(P γν )

 v∆(t) = Nγ
ν (g(t), v(g(t))) para ∆− c. t. p. t ∈ Do,

v(t0) = γν(t0)−Bν(t0, γ(t0), γ),

donde Nγ
ν : D × R→ R̄ está definida como

Nγ
ν (t, z) = fν(t, γ(t) + (z − γν(t))eν , γ) para todo (t, z) ∈ D × R,

tiene una solución maximal en Y := [αν |D, βν |D]
AChν (D)

, v∗, y una so-
lución minimal en Y , v∗, que, además, verifican las siguientes igualdades:

v∗ = máx

v ∈ Y :

 v∆(t) ≤ Nγ
ν (g(t), v(g(t))), ∆− c.t.p. t ∈ Do,

v(t0) ≤ γν(t0)−Bν(t0, γ(t0), γ)

 ,

(2.48)
y

v∗ = mı́n

v ∈ Y :

 v∆(t) ≥ Nγ
ν (g(t), v(g(t))), ∆− c.t.p. t ∈ Do,

v(t0) ≥ γν(t0)−Bν(t0, γ(t0), γ)

 ,

(2.49)

(H3
8 ) Para todo γ := (γν)ν∈M ∈ [α, β]Sh , con α, β dadas en (H1

8 ), cada ν ∈ M
y ∆−casi todo punto t ∈ Do se verifica que si x, y ∈ RM son tales que
x ≤ y y xν = yν , entonces, fν(g(t), x, γ) ≤ fν(g(t), y, γ).

(H4
8 ) Para cada ν ∈ M , ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ RM la función

fν(g(t), x, ·) es creciente en [α, β]Sh , con α, β dadas en (H1
7 ).

(H5
8 ) Si α, β están dadas en (H1

8 ), entonces, para todo θ ∈ D− y cada ν ∈ M ,
los siguientes enunciados son ciertos:

i) Para cada γ := (γν)ν∈M ∈ [α, β]Sh , la función definida para todo
η := (ην)ν∈M ∈ [α, β]Sh como ην(θ) − Bν(θ, η(θ), γ) es creciente en
[α, β]Sh .
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ii) Bν(θ, α(θ), α) ≤ 0 ≤ Bν(θ, β(θ), β).

iii) Para todo x ∈ [α(θ), β(θ)]RM , la función Bν(θ, x, ·) es decreciente en
[α, β]Sh .

El principal resultado de esta sección es el siguiente.

Teorema 2.7.5 Supóngase que f y B son tales que se verifican las condiciones
(H1

8 )− (H5
8 ), entonces, el problema (P8) tiene una solución maximal, u∗, y una

solución maximal, u∗, en [α, β]Sh . Además, se cumplen las siguientes igualdades:

u∗ = máx{u ∈ [α, β]Sh : u es una subsolución de (P8)}, (2.50)

y
u∗ = mı́n{u ∈ [α, β]Sh : u es una sobresolución de (P8)}. (2.51)

Demostración: Dada la analoǵıa entre la demostración de la existencia de
solución minimal y maximal de (P8) en [α, β]Sh , solamente se probará la segunda
de ellas.

Para cada ν ∈ M , considérese la aplicación Gν : [α, β]Sh → [αν , βν ]Shν
definida para todo γ ∈ [α, β]Sh como:

Gνγ(θ) := γν(θ)−Bν(θ, γ(θ), γ) para todo θ ∈ D−

y
Gνγ|D := la solución maximal de (P γν ) en [αν |D, βν |D]

AChν (D)
,

además, Gνγ|D satisface la igualdad (2.48).
De la condición (H5

8 ) se deduce que αν ≤ Gνα ≤ Gνγ ≤ Gνβ ≤ βν en D.
Por consiguiente, Gνγ ∈ [αν , βν ]Shν .

Considérese la aplicación G := (Gν)ν∈M : [α, β]Sh → [α, β]Sh definida para
todo γ ∈ [α, β]Sh como Gγ := (Gνγ)ν∈M .

En primer lugar se verá que G : [α, β]Sh → [α, β]Sh es una aplicación cre-
ciente. Sean γ, η ∈ [α, β]Sh tales que γ ≤ η y sea ν ∈M arbitrario.

Como consecuencia de (H5
8 ) resulta que la desigualdad

Gνγ(θ) := γν(θ)−Bν(θ, γ(θ), γ) ≤ ην(θ)−Bν(θ, η(θ), η) =: Gνη(θ)

se verifica para todo θ ∈ D−.
Además, Gνγ|D ∈ [αν |D, βν |D]

AChν (D)
y de las condiciones (H3) − (H5) se

sigue que

(Gνγ)∆(t) = Nγ
ν (g(t), Gνγ(g(t))) ≤ Nη

ν (g(t), Gνγ(g(t))) para ∆−c. t. p. t ∈ Do

y
Gνγ(t0) := γν(t0)−Bν(t0, γ(t0), γ) ≤ ην(t0)−Bν(t0, η(t0), η),

de donde se deduce, por (2.48), que Gνγ ≤ Gνη.
La arbitrariedad de ν ∈ M da lugar a la desigualdad Gγ ≤ Gη; por tanto,

G es una aplicación creciente.
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A continuación se mostrará que [α, β]Sh es un ret́ıculo completo.

Como [α, β]Sh =
∏
ν∈M

[α, β]Shν , es suficiente probar que para cada ν ∈M , el

conjunto [α, β]Shν es un ret́ıculo completo.
F́ıjese ν ∈ M y sea ∅ 6= Y ⊂ [α, β]Shν . Solamente se verá que existe supY

en [α, β]Shν ya que mediante un argumento similar se obtiene la existencia de
ı́nf Y .

Se define

γ∗(t) := sup{ γ(t) : γ ∈ Y } para todo t ∈ D1.

Como para todo t ∈ D1 se cumple que αν(t) ≤ γ(t) ≤ βν(t), resulta que
para todo t ∈ D1, γ∗(t) está bien definido y αν ≤ γ∗ ≤ βν en D1; aśı pues,
γ∗|D− ∈ B(D−). Se probará que γ∗|D ∈ AChν (D). Fijados s, t ∈ D y γ ∈ Y , se
cumple que

γ(s) ≤ |γ(s)− γ(t)|+ γ(t) ≤

∣∣∣∣∣
∫

[s,t)T

hν(r) ∆r

∣∣∣∣∣+ γ∗(t);

tomando el supremo en el lado izquierdo de la desigualdad, se tiene que

γ∗(s) ≤

∣∣∣∣∣
∫

[s,t)T

hν(r) ∆r

∣∣∣∣∣+ γ∗(t).

Intercambiando s y t, resulta que

γ∗(t) ≤

∣∣∣∣∣
∫

[s,t)T

hν(r) ∆r

∣∣∣∣∣+ γ∗(s).

Por lo tanto, de la combinación de las dos desigualdades anteriores se con-
cluye que

|γ∗(s)− γ∗(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∫

[s,t)T

hν(r) ∆r

∣∣∣∣∣ .
Como consecuencia, γ∗ ∈ [α, β]Shν y está claro que γ∗ = supY .
Por lo tanto, la aplicación G : [α, β]Sh → [α, β]Sh satisface las condiciones

del teorema de punto fijo de Tarski, con lo cual, G tiene un punto fijo maximal,
u∗, y además

u∗ = máx{u ∈ [α, β]Sh : u ≤ Gu }. (2.52)

Para finalizar la demostración, se verá que u∗ es la solución maximal de (P8)
en [α, β]Sh y verifica la igualdad (2.50). De la definición de G se sigue que u∗ es
una solución de (P8).

Sea u := (uν)ν∈M ∈ [α, β]Sh una subsolución de (P8), esto es, para cada
ν ∈M , se tiene que

u∆
ν (t) ≤ fν(g(t), u(g(t)), u) = Nu

ν (g(t), uν(g(t))) ∆− c. t. p. t ∈ Do, (2.53)
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y Bν(θ, u(θ), u) ≤ 0, para todo θ ∈ D−. Aśı pues, de la definición de G, (2.48)
y (2.53) se sigue que u ≤ Gu, con lo cual, de (2.52), resulta que u ≤ u∗.
Finalmente, como u∗ es una solución de (P8), se sabe que u∗ es una subsolución
de (P8) y por lo tanto, la igualdad (2.50) es válida. ut

Como una aplicación del resultado anterior, se probará la existencia y aproxi-
mación de soluciones extremales del problema (P8) en [α, β]Sh , con α y β dadas
en (H1

8 ), asumiendo la siguiente condición en lugar de (H2
8 ).

(H̃2
8 ) Para cada γ := (γν)ν∈M ∈ [α, β]Sh , con α, β dadas en (H1

8 ) y todo ν ∈M ,
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cada u ∈ AC(D), la función definida para todo t ∈ D como
fν(t, γ(t) + (u(t)− γν(t))eν , γ) es ∆−medible en D.

ii) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do y cada x ∈ R, se cumple que

ĺım sup
y→x−

fν(g(t), γ(g(t)) + (y − γν(g(t)))eν , γ)

≤ fν(g(t), γ(g(t)) + (x− γν(g(t)))eν , γ)

≤ ĺım inf
y→x+

fν(g(t), γ(g(t)) + (y − γν(g(t)))eν , γ).

iii) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, se verifica la siguiente desigualdad:

|fν(g(t), z, γ)| ≤ hν(t) para todo z ∈ [α(g(t)), β(g(t))]RM .

iv) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, es cierto que

α∆
ν (t) ≤ fν(g(t), α(g(t)), α) y β∆

ν (t) ≥ fν(g(t), β(g(t)), β).

v) Si g = Id|[t0,ρ(T )]T
, entonces, para cada γ := (γν)ν∈M ∈ [α, β]Sh y

para todo punto aislado por la derecha t ∈ Do, la función definida
para todo z ∈ R como z + (σ(t) − t)f(t, γ(t) + (z − γν(t))eν , γ) es
creciente en R.

Es importante destacar que la condición iii) anterior da un modo natural
para elegir la función perteneciente a L1

∆(Do), hν .

Corolario 2.7.6 . Si f y B son tales que las condiciones (H1
8 ), (H̃2

8 ) y (H3
8 )−

(H5
8 ) son válidas, entonces, el problema (P8) tiene una solución maximal, u∗,

y una solución minimal, u∗, en [α, β]Sh . Además, se verifican las igualdades
(2.50) y (2.51).

Demostración: Solamente se tiene que probar que (H2
8 ) se sigue de (H̃2

8 ).
F́ıjense ν ∈M y γ ∈ [α, β]Sh .
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Como consecuencia de la condición iv) en (H̃2
8 ) y (H3

8 ) − (H5
8 ), se deduce

que para ∆−casi todo punto t ∈ Do, se cumple que

α∆
ν (t) ≤ fν(g(t), α(g(t)), α)

≤ fν(g(t), γ(g(t)) + (α(g(t))− γν(g(t)))eν , γ) = Nγ
ν (g(t), α(g(t)))

y
αν(t0) ≤ αν(t0)−Bν(t0, α(t0), α) ≤ γν(t0)−Bν(t0, γ(t0), γ);

de un modo análogo se prueban las desigualdades inversas para la función βν .
Por consiguiente, αν |D y βν |D son una subsolución y una sobresolución respec-
tivamente de la ecuación dinámica escalar (P γν ).

Además, (H̃2
8 ) garantiza las siguientes propiedades:

1. Para cada u ∈ AC(D), la función Nγ
ν (·, u(·)) es ∆−medible en D.

2. Para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R, se verifica que

ĺım sup
y→x−

Nγ
ν (g(t), y) = ĺım sup

y→x−
fν(g(t), γ(g(t)) + (y − γν(g(t)))eν , γ)

≤ fν(g(t), γ(g(t)) + (x− γν(g(t)))eν , γ)

= Nγ
ν (g(t), x)

≤ ĺım inf
y→x+

fν(g(t), γ(g(t)) + (y − γν(g(t)))eν , γ)

= ĺım inf
y→x+

Nγ
ν (g(t), y).

3. Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, se cumple que

|Nγ
ν (g(t), x)| ≤ hν(t) para todo x ∈ [αν(g(t)), βν(g(t))].

4. Si g = Id|[t0,ρ(T )]T
, entonces, para cada punto aislado por la derecha t ∈

Do, la función definida para todo z ∈ R como z + (σ(t) − t)Nγ
ν (t, z) es

creciente en R.

Por lo tanto, una modificación del teorema 2.3.7 para el caso en que αν
y βν pertenezcan al conjunto Shν permite afirmar que la ecuación dinámica
escalar (P γν ) tiene soluciones extremales en el conjunto [αν |D, βν |D]

AChν (D)
que,

además, satisfacen las desigualdades (2.48) y (2.49). ut

2.7.3. Ejemplos

A continuación se muestran dos aplicaciones de los resultados anteriores. En
la primera de ellas se prueba la existencia y aproximación de soluciones extrema-
les de un sistema con infinitas ecuaciones dinámicas funcionales con condiciones
de frontera integrales tipo media sobre un conjunto cerrado de números reales
definido como la unión de un intervalo cerrado de números reales y el conjunto
ternario de Cantor.
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Ejemplo 2.7.7 Sean C el conjunto ternario de Cantor, T = [−1, 0]∪C y para
cada t ∈ T, It = { i ∈ I : ti ∈ R ∩ [0, t) } siendo R = {ti}i∈I el conjunto de
todos los puntos aislados por la derecha de T.

Sea f := (fn)n∈N : C × RN ×
∏
n∈N

A(T) → R̄N definida para cada n ∈ N,

∆−casi todo punto t ∈ [0, 1)T y todo (x, γ) ∈ RN ×
∏
n∈N

A(T) como

fn(t, x, γ) :=
g(xn)√

t


n∑
i=1

v(xi)

 n∑
j=i+1

v(xj)

+

[
sup

s∈[−1,t]T

{γ1(s), · · · , γn(s)}

]
donde g, v : R→ R están definidas como

g(z) :=

 z − z2, si z ∈ [0, 1],

z2 − z, en otro caso

y

v(z) :=



0, si z < 0,

1
2

(
z2 −

∑
i∈Ix

µ2(ti)

)
, si z ∈ C,

1
2

t2i −∑
i∈Iti

µ2(ti)

 , si z ∈ (ti, σ(ti)) para algún i ∈ I,

1, si z > 1

y [z] es la parte entera de z, es decir, el mayor entero menor o igual que z.
Se define B := (Bn)n∈N : [−1, 0]T ×RN ×

∏
n∈N

A(T)→ RN para cada n ∈ N y

todo (θ, x, γ) ∈ D−1 × RN ×
∏
n∈N

A(T) como

Bn(θ, x, γ) :=


x−

∫
[0,1)T

γn(s) ∆s, si θ = 0,

0, si θ 6= 0.

Para cada n ∈ N, sea hn : [0, 1]T → R definida para ∆−casi todo punto
t ∈ [0, 1)T como

hn(t) :=
n(n− 1) + 2

8
√
σ(t)

;

no es dif́ıcil comprobar que hn pertenece al conjunto L1
∆([0, 1)T).
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Sean α := (αn)n∈N, β := (βn)n∈N : T→ RN definidas como

αn(t) := 0 y βn(t) := 1, para todos n ∈ N y t ∈ T;

está claro que α, β ∈ Sh y α ≤ β, con lo cual, la hipótesis (H1
8 ) es cierta.

A continuación se verá que el sistema de infinitas ecuaciones dinámicas con
condiciones de frontera integrales tipo media (P8) con D− = [−1, 0]T y D = C
tiene soluciones extremales en el conjunto [α, β]Sh .

Como consecuencia inmediata de las definiciones anteriores se deducen las
condiciones (H̃2

8 ) y (H3
8 )−(H5

8 ) y aśı, el corolario 2.7.6 establece la existencia de
soluciones extremales del problema (P8) en [α, β]Sh y la validez de las igualdades
(2.50) y (2.51).

En el siguiente ejemplo se asegura la existencia y aproximación de solu-
ciones extremales para un sistema finito de ecuaciones dinámicas con retardo
con condiciones de frontera periódicas funcionales sobre un conjunto cerrado de
números reales definido como la unión finita y disjunta de diversos intervalos
cerrados de números reales.

Ejemplo 2.7.8 Sean T =
⋃
k∈Z

[2k, 2k + 1] y N ∈ N, N ≥ 1 fijado.

Se define f := (fj)Nj=1 : [0, 106]T × RN ×
N∏
j=1

A([−102N, 106]) → R̄N para

cada j ∈ {1, · · · , N} y todo (t, x, γ) ∈ [0, 106]T×RN ×
N∏
j=1

A([−102N, 106]) como

fj(t, x, γ) := xj

(
aj(t)−

10·j∑
i=1

pi,j(t) γi(t− 10i)

)
+ λ(N)

j∑
i=1

(xi(t)− 1)3

con aj , pi,j : [0, 106]T → R, j ∈ {1, · · · , N}, i ∈ {1, · · · , j}, dadas para cada
k ∈ [0, 106] ∩ N y todo t ∈ [0, 10)T por

aj(10k + t) = −10j2[t+ 1] y pi,j(10k + t) =
−j(t+ 1)

(t+ 1)i + 1
,

donde [t+ 1] significa parte entera de t+ 1 y

λ(N) =
{

0, si N = 1
1, si N 6= 1.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dinámicas funcionales con
condiciones de frontera periódicas funcionales:

(Pr)


u∆(t) = f(σ(t), u(σ(t)), u) para ∆− c. t. p. t ∈ [0, 106)T,

uj(θ) = uj(θ + 106) para todo θ ∈ [−102j, 0]T.
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A continuación se deducirá la existencia y aproximación de soluciones ex-
tremales de (Pr) en el conjunto [α, β]Sh , donde α := (αj)Nj=1, β := (βj)Nj=1 :
T→ RN están definidas como

αj(t) := 0 y βj(t) := 1, para todos j ∈ {1, · · · , N} y t ∈ T

y para cada j ∈ {1, · · · , N}, la función hj : [0, 106]T → R está dada por hj =
−2aj ◦ σ + j.

Es obvio que la función hj pertenece al conjunto L1
∆([0, 106)T) y que se ve-

rifican las hipótesis (H1
7 ), (H̃2

7 ) y (H3
7 ) − (H5

7 ). Por consiguiente, el corolario
2.7.6 garantiza la existencia de soluciones extremales de (Pr) en [α, β]Sh y la
validez de (2.50) y (2.51).

Para finalizar, señalar que este sistema pertenece al tipo de ecuaciones que
se usan tanto en el caso real como en el caso discreto en el análisis matemático
de la dinámica de poblaciones de diferentes especies en determinados peŕıodos
de tiempo.

Para N = 1 este sistema incluye la ecuación dinámica que se utiliza en el
estudio de poblaciones de aquellas especies periódicas cuya vida se modelice en
el conjunto cerrado de números reales definido anteriormente lo cual significa
que la vida de cada uno de los individuos de dicha especie dura una unidad de
tiempo y justamente antes de que el individuo muera pone sus huevos y los nue-
vos individuos nacen una unidad de tiempo más tarde; en [37] se pueden ver
diferentes especies que siguen este comportamiento. Para dichas especies, el re-
sultado obtenido anteriormente significa que en el peŕıodo de tiempo considerado
se pueden encontrar al menos dos especies periódicas.
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Caṕıtulo 3

Ecuaciones dinámicas de
segundo orden

3.1. Introducción

Dedicamos este caṕıtulo al estudio de diversos problemas de ecuaciones
dinámicas de segundo orden.

En las dos primeras secciones utilizaremos un enfoque variacional, aśı como
la teoŕıa de puntos cŕıticos, para establecer la existencia de múltiples solucio-
nes positivas de diversas ecuaciones dinámicas, tanto regulares como singulares,
de segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. La
desigualdad de Wirtinger será la clave para garantizar que el operador usado
en la formulación variacional de los distintos problemas considerados es acota-
do superiormente y coercivo, y de ah́ı poder asegurar, por la teoŕıa de puntos
cŕıticos, la existencia de un mı́nimo que será la solución débil del problema.

Los resultados obtenidos son muy novedosos en la literatura, tanto por la
técnica empleada para demostrarlos como por la amplia clase de funciones que
se pueden elegir en la parte no lineal de la ecuación.

Para finalizar el caṕıtulo, utilizamos técnicas de perturbación y variaciona-
les para obtener algunas condiciones suficientes para la existencia de múltiples
soluciones positivas en el sentido de las distribuciones de una ecuación dinámica
singular de segundo orden homogénea con condiciones de frontera de Dirichlet,
que incluye los problemas relacionados con la ecuación de Emden–Fowler de
exponente negativo.

En todo el caṕıtulo, T ⊂ R es un conjunto cerrado arbitrario y dados a, b ∈
T tales que a < ρ(b), se denota como D = [a, b]T, Dκ = [a, ρ(b)]T, Dκ2

=
[a, ρ2(b)]T, Do = [a, b)T y (Dκ)o = [a, ρ(b))T.
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3.2. Soluciones débiles de ecuaciones dinámicas
con condiciones de Dirichlet en la frontera

Esta sección está dedicada a demostrar la existencia de múltiples soluciones
positivas de la siguiente ecuación dinámica de segundo orden con condiciones
de Dirichlet homogéneas en la frontera:

(P1)

 −u
∆∆(t) = f(t, uσ(t)); t ∈ J ∩Dκ2

,

u(a) = 0 = u(b),

donde

J :=
{

[a, b)T; si a < σ(a),
(a, b)T; si a = σ(a)

y f : J × R→ R verifica las siguientes condiciones:

(H1
1) i) Para todo p ∈ [0,+∞), f(·, x) ∈ Crd(J) uniformemente en x ∈ [0, p],

es decir:
Si t ∈ J es un punto denso por la derecha, entonces, para cada ε > 0,
existe un δ > 0 tal que

|f(t′, x)− f(t, x)| < ε para todo t′ ∈ (t− δ, t+ δ)T y x ∈ [0, p];

mientras que si t ∈ J es un punto denso por la izquierda y aislado
por la derecha, entonces, existe un lt : [0, p] → R tal que para cada
ε > 0, existe un δ > 0 tal que

|f(t′, x)− lt(x)| < ε para todo t′ ∈ (t− δ, t)T y x ∈ [0, p].

ii) Para cada c, d ∈ J , f(t, ·) ∈ C([0,+∞)) uniformemente en t ∈ [c, d]T,
esto es, para cada x ≥ 0 y ε > 0, existe un δ > 0 tal que si x′ ∈
(x− δ, x+ δ) y x′ ≥ 0, entonces,

|f(t, x)− f(t, x′)| < ε para todo t ∈ [c, d]T.

iii) Si J no es compacto en T, entonces, para cada p > 0, existe mp ∈
L1

∆(Do) tal que

|f(t, x)| ≤ mp(t) para todo (t, x) ∈ J × [0, p].

(H2
1) Para cada t ∈ J , f(t, 0) > 0.

Definición 3.2.1 Se dice que u : D → R es una solución del problema (P1)
si se cumple que

u ∈ C2
rd(J) =

{
u ∈ C(D) : u∆ ∈ C(J ∩Dκ), u∆∆ ∈ Crd(J ∩Dκ2

)
}

y verifica las dos igualdades de (P1).
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Nótese que si J es compacto en T, entonces, las condiciones i) e ii) en (H1
1)

garantizan que para cada p > 0, f es uniformemente acotada en J × [0, p];
además, la condición (H1

1) permite que, para cada x ∈ [0,+∞), la función f(·, x)
sea singular en los extremos de D cuando éstos sean densos.

El objetivo de esta sección es usar técnicas variacionales y la teoŕıa de puntos
cŕıticos para deducir la existencia de múltiples soluciones positivas de (P1); en
[79] se encuentra una introducción detallada a la teoŕıa de métodos variacionales.

Para ello, se usarán algunas de las propiedades de los espacios de Sobolev
definidos en un conjunto cerrado de números reales arbitrario probadas en la
sección 1.5 aśı como alguna de las desigualdades de Wirtinger vistas en la sección
1.6. En la subsección 3.2.1 se demostrará que las soluciones positivas de (P1)
coinciden con los puntos cŕıticos de cierto operador. Dicho resultado permite
probar en las subsecciones 3.2.2 y 3.2.3 algunas condiciones suficientes para la
existencia de al menos una y dos soluciones positivas de (P ) respectivamente.
Para las elecciones particulares de D = [0, T + 1]N en [17] y D = [0, 1] en [16] los
autores prueban la existencia de múltiples soluciones positivas de (P1) usando
argumentos similares pero asumiendo condiciones distintas sobre la función que
define la parte no lineal de la ecuación.

3.2.1. Formulación variacional de (P1)

A continuación se describe la formulación variacional que se empleará para
deducir la existencia de soluciones positivas de (P1).

Se considera el espacio de Sobolev de primer orden H := H1
0,∆(D), definido

en la sección 1.5, del cual se sabe que está dotado de una estructura de espacio
de Hilbert con el producto interior (·, ·)H : H × H → R definido para cada
(v, w) ∈ H ×H como

(v, w)H := (v∆, w∆)L2
∆

:=
∫

[a,b)T

v∆(s) · w∆(s) ∆s; (3.1)

además, la norma inducida por dicho producto interior, denotada como ‖ · ‖H ,
es equivalente a la norma inducida por el producto interior (·, ·)H1

∆
.

El siguiente lema garantiza que para cada λ ∈ (0, 1] fijado, una condición
suficiente para la existencia de una solución positiva del problema

(Pλ)

 −u
∆∆(t) = λ f(t, uσ(t)); t ∈ J ∩Dκ2

,

u(a) = 0 = u(b),

es la existencia de una solución del problema

(P+
λ )

 −u
∆∆(t) = λ f(t, (u+)σ(t)); t ∈ J ∩Dκ2

,

u(a) = 0 = u(b),

donde v+ := máx{v, 0}; se denota como (P+) = (P+
1 ).
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Lema 3.2.2 Supóngase que se verifican las condiciones (H1
1) y (H2

1). Si u :
D → R es una solución del problema (P+

λ ), λ ∈ (0, 1], entonces, u es positiva
en D y u > 0 en (a, b)T y por tanto, u es una solución del problema (Pλ).

Demostración: Sea u una solución de (P+
λ ), como u ∈ C2

rd(J), se sabe que
u− := máx{−u, 0} es una función absolutamente continua en D y aśı, el teorema
fundamental del cálculo asegura la existencia de un conjunto E ⊂ Do tal que
µ∆(Do\E) = 0 y u− es ∆−diferenciable en E.

No es dif́ıcil comprobar que la siguiente desigualdad[
(u−)∆ + u∆

]
· (u−)∆ ≤ 0 en E

es válida; con lo cual, integrándola, se obtiene que∫
[a,b)T

(
(u−)∆

)2

(s) ∆s ≤ −
∫
E

(u−)∆(s) · u∆(s) ∆s ≤ ‖(u−)∆‖L1
∆
· ‖u∆‖C(Tκ)

lo cual establece que u− ∈ H y

‖u−‖2H ≤ −
∫

[a,b)T

(u−)∆(s) · u∆(s) ∆s = − (u, u−)H . (3.2)

Puesto que u es una solución de (P+
λ ), de la fórmula de integración por

partes, (H2
1) y (3.2), se tiene que

0 =
∫

[a,ρ(b))T

[
u∆∆(s) + λ f(s, (u+)σ(s))

]
· (u−)σ(s) ∆s

= −
∫

[a,b)T

u∆(s) · (u−)∆(s) ∆s + λ

∫
[a,b)T

f(s, 0) · (u−)σ(s) ∆s

≥ − (u, u−)H ≥ ‖u
−‖2H ,

de donde se sigue que u ≥ 0 en D.
Además, como consecuencia inmediata de (H2

1) se deduce que u > 0 en (a, b)T
lo cual concluye la demostración. ut

Se define el funcional Φ : H → R como

Φ(v) :=
∫

[a,b)T

[
1
2
(
v∆(s)

)2 − F
(
s, (v+)σ(s)

)
+ f(s, 0) · (v−)σ(s)

]
∆s, v ∈ H,

(3.3)
donde la función F : J × [0,+∞)→ R está dada para cada (t, x) ∈ J × [0,+∞)
por

F (t, x) :=
∫ x

0

f(t, r) dr. (3.4)

De la condición (H1
1) se deducen las siguientes propiedades de F .
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Lema 3.2.3 Si se verifica (H1
1), la función F definida en (3.4) cumple las si-

guientes propiedades:

1. Para cada t ∈ J , F (t, ·) es continuamente diferenciable en [0,+∞) y
D2F (t, ·) = f(t, ·).

2. Para todo x ∈ [0,+∞), F (·, x) es rd-continua en J .

3. Para todo p ≥ 0, existe una función Mp ∈ L1
∆(J) tal que

|F (t, x)| ≤Mp(t) para todo (t, x) ∈ J × [0, p].

El funcional Φ verifica las siguientes condiciones de regularidad.

Lema 3.2.4 Supóngase (H1
1), entonces Φ es débilmente semicontinuo inferior-

mente, es decir, para toda sucesión {vm}m∈N ⊂ H convergente débilmente en
H a v ∈ H, se cumple que

Φ(v) ≤ ĺım inf
m→+∞

Φ(vm).

Demostración: Si {vm}m∈N ⊂ H converge débilmente en H a v ∈ H, por el
corolario 1.5.8, se sabe que {vm}m∈N converge fuertemente en C(D) a v y como
‖v‖H ≤ ĺım inf

m→+∞
‖vm‖H , de (H1

1 ) y el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue se obtiene el resultado. ut

Lema 3.2.5 Si (H1
1) es válida, se verifica:

1. Los operadores J1, J2 : H → H∗ definidos para cada v, w ∈ H como

J1(v)(w) :=
∫

[a,b)T

v∆(s) · w∆(s) ∆s =: (v, w)H (3.5)

y

J2(v)(w) :=
∫

[a,b)T

f
(
s,
(
v+
)σ(s)

)
· wσ(s) ∆s, (3.6)

cumplen que J1 es un isomorfismo y J2 es continuo y compacto.

2. Φ es continuamente diferenciable en H y

Φ′(v)(w) =
∫

[a,b)T

[
v∆(s) · w∆(s)− f

(
s,
(
v+
)σ(s)

)
· wσ(s)

]
∆s, (3.7)

para cada v, w ∈ H.

Demostración: El teorema de representación de Riesz establece que J1 es
un isomorfismo. Por la proposición 1.5.6 se sabe que la inclusión H ↪→ C(D)
es continua, con lo cual, de (H1

1 ) y el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue se deduce que J2 es continuo.
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Sea {vm}m∈N una sucesión acotada en H, como H es reflexivo, tiene una
subsucesión {vmk}k∈N que converge débilmente en H a v ∈ H que, por el coro-
lario 1.5.8, converge fuertemente en C(D) a v; aśı pues, de (H1

1 ) y el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue resulta que {J2(vmk)}k∈N converge
fuertemente en H∗ a J2(v). Por lo tanto, J2 es compacto y la afirmación 1
está demostrada. ut

Como consecuencia del teorema 1.3.22 se obtienen los siguientes resultados.

Lema 3.2.6 Sean y, z ∈ H y sea r > 0. La función I1 : (−r, r) → R definida
para cada t ∈ (−r, r) como

I1(t) :=
1
2

∫
[a,b)T

(
y∆(s) + t z∆(s)

)2
∆s (3.8)

tiene derivada continua en (−r, r), I ′1 : (−r, r) → R dada para cada t ∈ (−r, r)
por

I ′1(t) =
∫

[a,b)T

(
y∆(s) + t z∆(s)

)
· z∆(s) ∆s (3.9)

Lema 3.2.7 Sean y, z ∈ H y r > 0. Supongamos que se verifica (H1
1 ) y sea

F : J × [0,+∞) → R definida en (3.4). Entonces, la función I2 : (−r, r) → R
definida para cada t ∈ (−r, r) como

I2(t) :=
∫

[a,b)T

[
f(s, 0) · (yσ + tzσ)−(s)− F

(
s, (yσ + tzσ)+(s)

) ]
∆s (3.10)

tiene derivada continua en (−r, r), I ′2 : (−r, r) → R dada para cada t ∈ (−r, r)
por

I ′2(t) = −
∫

[a,b)T

zσ(s) · f
(
s, (yσ + tzσ)+(s)

)
∆s (3.11)

Demostración: Sea G : Do × R → R definida para cada (s, x) ∈ Do × R
como

G(s, x) :=

 −f(s, 0) · x, si s ∈ J y x ≤ 0,
−F (s, x), si s ∈ J y x ≥ 0,
0, si s 6∈ J,

con F : J × [0,+∞)→ R dada en (3.4).
Del lema 3.2.3 se sigue que para cada s ∈ Do, G(s, ·) es continuamente

diferenciable en R y D2G(s, ·) : R→ R está dada por

D2G(s, x) :=

 −f(s, 0), si s ∈ J y x ≤ 0,
−f(s, x), si s ∈ J y x ≥ 0,
0, si s 6∈ J.

Sea h : (−r, r)×D → R definida para cada (t, s) ∈ (−r, r)×D como

h(t, s) := yσ(s) + tzσ(s),
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aśı, para cada s ∈ D, h(·, s) tiene derivada continua en (−r, r), D1h(·, s) :
(−r, r)→ R dada para cada t ∈ (−r, r) por

D1h(t, s) = zσ(s).

Ahora definimos g2 : (−r, r)×D → R para cada (t, s) ∈ (−r, r)×D como

g2(t, s) := G(s, h(t, s)) = f(s, 0) · (yσ + tzσ)−(s)− F
(
s, (yσ + tzσ)+(s)

)
,

y entonces, para cada s ∈ Do, g2(·, s) tiene una derivada continua en (−r, r),
D1g2(·, s) : (−r, r)→ R dada para cada t ∈ (−r, r) por

D1g2(t, s) = D2G(s, h(t, s)) ·D1h(t, s),= −zσ(s) · f
(
s, (yσ + tzσ)+(s)

)
.

Por tanto, el resultado se sigue del teorema 1.3.22. ut
El siguiente resultado, consecuencia de resultados anteriores, muestra la ca-

racterización de las soluciones de (P+) como los puntos cŕıticos de Φ.

Lema 3.2.8 Si (H1
1) es válida, entonces, se verifica que las soluciones de (P+)

coinciden con los puntos cŕıticos de Φ.

Se verá que, bajo diversas condiciones adicionales sobre el comportamiento
de f en el infinito, Φ verifica la siguiente condición de compacidad de Cerami
la cual asegura la existencia de un punto cŕıtico de Φ, véase [36]:

(C) Cada sucesión {vm}m∈N ⊂ H que satisfaga las siguientes condiciones:

i) {Φ(vm)}m∈N es acotada,

ii) ĺım
m→+∞

[(1 + ‖vm‖H) ‖Φ′(vm)‖H∗ ] = 0,

tiene una subsucesión convergente fuertemente en H.

El siguiente resultado garantiza que para verificar la condición (C) es sufi-
ciente comprobar que la sucesión {vm}m∈N está acotada en H supuesto que son
válidas las condiciones i) e ii) de (C).

Lema 3.2.9 Supóngase (H1
1). Si {vm}m∈N es una sucesión acotada en H tal

que {Φ′(vm)}m∈N converge fuertemente en H∗ a cero, entonces {vm}m∈N tiene
una subsucesión convergente fuertemente en H.

Demostración: Sean J1 y J2 los operadores definidos en (3.5) y (3.6) res-
pectivamente. Por (3.7) se sabe que Φ′(v) = J1(v)− J2(v) para todo v ∈ H, lo
cual, dado que J1 es un isomorfismo, es equivalente a

v = J−1
1 ( Φ′(v) ) + J−1

1 ( J2(v) ) para todo v ∈ H. (3.12)

Sea {vm}m∈N una sucesión acotada en H tal que {Φ′(vm)}m∈N converge
fuertemente en H∗ a cero; puesto que J2 es compacto, existe una subsucesión
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{vmk}k∈N tal que {J2(vmk)}k∈N converge fuertemente en H∗. Por consiguiente,
la continuidad de J−1

1 en H∗ y la igualdad (3.12) establecen el resultado. ut
A continuación, asumiendo la condición (H2

1), se probará que para comprobar
la validez de la condición (C), es suficiente verificar que la sucesión {v+

m}m∈N
está acotada en H siempre que se cumplan i) e ii) de (C).

Lema 3.2.10 Asúmanse (H1
1) y (H2

1). Si {vm}m∈N es una sucesión en H tal que
{Φ′(vm)}m∈N converge fuertemente en H∗ a cero, entonces {v−m}m∈N converge
fuertemente en H a cero.

Demostración: Sea {vm}m∈N una sucesión en H tal que {Φ′(vm)}m∈N con-
verge fuertemente enH∗ a cero; usando los mismos argumentos que los utilizados
para probar la desigualdad (3.2) y teniendo en cuenta (H2

1) y (3.7), se obtiene
para cada m ∈ N,

‖v−m‖
2
H ≤ −

∫
[a,b)T

v∆
m(s) ·

(
v−m
)∆(s) ∆s

≤ −
∫

[a,b)T

[
v∆
m(s) ·

(
v−m
)∆(s)− f

(
s,
(
v+
m

)σ(s)
)
·
(
v−m
)σ(s)

]
∆s

= −Φ′(vm)
(
v−m
)
≤ ‖Φ′(vm)‖H∗ · ‖v

−
m‖H ,

de donde se sigue que {v−m}m∈N converge fuertemente en H a cero. ut

3.2.2. Existencia de una solución positiva

A continuación se probarán, usando la formulación variacional introducida,
dos resultados que garantizan la existencia de al menos una solución positiva
del problema (P1). En el primero de ellos se asume la siguiente condición.

(H3
1) Existe una constante M > 0, independiente de λ ∈ (0, 1], tal que si u

es una solución de (Pλ) estrictamente positiva en (a, b)T, se verifica que
‖u‖H 6= M .

Teorema 3.2.11 Si se verifican (H1
1)− (H3

1), el problema (P1) tiene al menos
una solución estrictamente positiva en (a, b)T.

Demostración: Se verá que Φ alcanza su ı́nfimo en B := {v ∈ H : ‖v‖H ≤
M} en algún punto v0 ∈

◦
B, con lo cual, es un punto de mı́nimo relativo de Φ

y aśı, por los lemas 3.2.2 y 3.2.8, dicho punto es una solución de (P1) que es
estrictamente positiva en (a, b)T.

La condición (H1) garantiza que ı́nf Φ(B) > −∞. Sea {vm}m∈N ⊂ B una
sucesión tal que ĺım

n→+∞
Φ(vm) = ı́nf Φ(B); por la proposición 1.5.7 se puede

suponer que, pasando a una subsucesión, {vm}m∈N converge débilmente en H
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a algún v0 ∈ B. Por consiguiente, como Φ es débilmente semi–continuo infe-
riormente, se tiene que

Φ(v0) ≤ ĺım inf
m→+∞

Φ(vm) = ĺım
m→+∞

Φ(vm) = ı́nf
v∈B

Φ(v)

con lo cual, Φ(v0) = ı́nf
v∈B

Φ(v).

Si v0 ∈ ∂B, entonces, v0 es un punto de mı́nimo de Φ|∂B y por lo tanto, el
gradiente de Φ en v0 apunta en la dirección del vector normal a ∂B, esto es, se
cumple que Φ′(v0) = −µ v0 para algún µ ≥ 0. Aśı pues, v0 es una solución de

(P+
λ ) con λ =

1
1 + µ

∈ (0, 1] y ‖v0‖H = M , lo cual contradice la hipótesis (H3
1).

Aśı pues, se concluye que v0 ∈
◦
B. ut

Sea λ1 > 0 el menor autovalor positivo del problema −u
∆∆(t) = λuσ(t); t ∈ Dκ2

,

u(a) = 0 = u(b)
(3.13)

y sea G : J × [0,+∞)→ R definida para cada (t, x) ∈ J × [0,+∞) como

G(t, x) := F (t, x)− 1
2
x f(t, x), (3.14)

la parte no cuadrática de la función F definida en (3.4).
En el próximo resultado se comprobará que los siguientes comportamientos

de f en el infinito son condiciones suficientes para la existencia de al menos una
solución positiva de (P1).

(H4
1) No resonancia por debajo de λ1, esto es, existen dos constantes C1,K1 > 0

tales que

f(t, x) ≤ E1 x+ C1 para cada (t, x) ∈ J × [K1,+∞),

para algún E1 < λ1.

(H5
1) Resonancia, es decir,

ĺım
x→+∞

f(t, x)
x

= λ1 uniformemente en t ∈ J.

(H6
1) Existen dos constantes C2,K2 > 0 tales que

G(t, x) ≤ C2, para cada (t, x) ∈ J × [K2,+∞)

y
ĺım

x→+∞
G(t, x) = −∞ para cada t ∈ J,

con G : J × [0,+∞)→ R definida en (3.14).
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Teorema 3.2.12 Supónganse (H1
1) y (H2

1).
Si se verifica alguno de los siguientes enunciados:

i) es cierta (H4
1),

ii) son ciertas (H5
1) y (H6

1),

entonces, el problema (P1) tiene al menos una solución estrictamente positiva
en (a, b)T.

Demostración: En primer lugar, supóngase que es cierta (H4
1); por (H1

1) y
(H4

1), se sabe que para cada t ∈ J , se cumple que

F (t, x) ≤


K1mK1(t); 0 ≤ x < K1,

E1
x2

2
+ C1 x+K1mK1(t); x ≥ K1.

(3.15)

Como E1 < λ1, de la desigualdad de Wirtinger (1.92) se deduce que Φ
está acotado inferiormente y es coercivo; aśı pues, como Φ es débilmente semi–
continuo inferiormente, se sabe que Φ tiene un mı́nimo global en H, con lo cual,
de los lemas 3.2.2 y 3.2.8, se concluye que (P1) tiene una solución estrictamente
positiva en (a, b)T.

Finalmente, supóngase que son ciertas (H5
1) y (H6

1); la condición (H5
1) asegura

que

ĺım
x→+∞

F (t, x)
x2

=
λ1

2
para cada t ∈ J, (3.16)

de donde se sigue, junto con la igualdad

D2

(
F (t, x)
x2

)
= −2G(t, x)

x3
para cada t ∈ J y x > 0, (3.17)

y la condición (H6
1), que

F (t, x) =
[
λ1

2
+ 2

∫ +∞

x

G(t, r)
r3

dr

]
x2 ≤ λ1

2
x2 + C2, (3.18)

para cada t ∈ J y x ≥ K2.
Además, por la condición (H1

1) se sabe que

F (t, x) ≤ K2mK2(t) para cada t ∈ J y x < K2. (3.19)

La condición (H2
1), (3.18), (3.19) y la desigualdad de Wirtinger (1.92) per-

miten afirmar que Φ está acotado inferiormente.
A continuación se verá que Φ satisface la condición (C). Sea {vm}m∈N ⊂ H

una sucesión verificando i) e ii) en (C).
Supóngase que ĺım

m→+∞
ρm := ĺım

m→+∞
‖vm‖H = +∞. Se define Vm :=

vm
ρm

para cada m ∈ N. Como ‖Vm‖H = 1 para cada m ∈ N y {v−m}m∈N converge
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fuertemente en H a cero, la proposición 1.5.7 asegura que, pasando a una sub-
sucesión, {Vm}m∈N converge fuertemente en C(D) a algún V ∈ H tal que V ≥ 0
en D.

Por consiguiente, de (3.7) se sigue que para cada m ∈ N, se cumple que∫
[a,b)T

V ∆
m (s)

(
V ∆
m (s)− V ∆(s)

)
∆s =

∫
[a,b)T

gm(s) ∆s+
Φ′(vm)(Vm − V )

ρm
,

(3.20)
donde, para cada m ∈ N, gm : J → R está definida para cada s ∈ J como

gm(s) :=
f
(
s, (v+

m)σ(s)
)

ρm
(V σm(s)− V σ(s)) .

Las condiciones (H1
1) y (H5

1) garantizan la existencia de una función N :
D → [0,+∞] tal que N ∈ L1

∆(Do) y

|gm(s)| ≤ N(s) · |V σm(s)− V σ(s)| para todo m ∈ N y s ∈ J,

aśı pues, tomando ĺımites en (3.20) se obtiene que ‖V ‖H = 1, de modo que
V 6≡ 0.

Además, por (H1
1) y (H6

1), se tiene, para cada t ∈ J ,

G(t, x) ≤


3
2
K2mK2(t); 0 ≤ x < K2,

C2; x ≥ K2.

(3.21)

Como el lema 3.2.10 asegura que {v−m}m∈N converge fuertemente en H a
cero, de (3.21) y (H6

1), se deduce que

ĺım
m→+∞

∫
V σ>0

G
(
s,
(
v+
m

)σ(s)
)

∆s = −∞

y

ĺım
m→+∞

∫
V σ=0

G
(
s,
(
v+
m

)σ(s)
)

∆s ≤ K̃,

para algún K̃ > 0; por lo tanto, de la condición ii) en (C) se sigue que

ĺım
m→+∞

Φ(vm) = ĺım
m→+∞

{
1
2

[
Φ′(vm)(vm) +

∫
[a,b)T

f(s, 0) ·
(
v−m
)σ(s) ∆s

]

−
∫

[a,b)T

G
(
s,
(
v+
m

)σ(s)
)

∆s

}

= +∞,

lo cual contradice la condición i) en (C).
Por consiguiente, el número real c = ı́nf

y∈H
Φ(y) es un valor cŕıtico de Φ y aśı,

de los lemas 3.2.2 y 3.2.8 se concluye que existe una solución de (P1) que es
estrictamente positiva en (a, b)T. ut
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3.2.3. Existencia de dos soluciones positivas

Teniendo en cuenta el teorema 3.2.11 que garantiza la existencia de un punto
cŕıtico de Φ y suponiendo que se verifican condiciones adicionales, se aplicará el
lema del paso de la montaña para obtener otro punto cŕıtico de Φ. Las nuevas
hipótesis que se emplearán son las siguientes:

(H7
1) Existen dos constantes C3,K3 > 0 tales que

G(t, x) ≥ −C3 para cada (t, x) ∈ J × [K3,+∞)

y
ĺım

x→+∞
G(t, x) = +∞ para cada t ∈ J,

con G : J × [0,+∞)→ R definida en (3.14).

(H8
1) Existen dos constantes C4,K4 > 0 tales que

|f(t, x)| ≤ C4 x para cada (t, x) ∈ J × [K4,+∞).

(H9
1) No resonancia por debajo de λ1, esto es, existen dos constantes C5,K5 > 0

tales que

f(t, x) ≥ E2 x− C5 para cada (t, x) ∈ J × [K5,+∞),

para algún E2 > λ1.

(H10
1 ) Existen dos constantes K6 > 0 y θ > 2 tales que

0 < θ F (t, x) ≤ x f(t, x) para cada (t, x) ∈ J × [K6,+∞).

Teorema 3.2.13 Asúmanse (H1
1)− (H3

1). Si se verifica alguno de los siguientes
enunciados:

i) son ciertas (H5
1) y (H7

1),

ii) son ciertas (H8
1) y (H9

1),

iii) es cierta (H10
1 ),

entonces, el problema (P1) tiene al menos dos soluciones positivas en (a, b)T.

Demostración: Puesto que se satisfacen las condiciones (H1
1) − (H3

1), por
lo visto en la demostración del teorema 3.2.11, se sabe que el funcional Φ tiene
un mı́nimo local en un punto v0 ∈

◦
B y Φ(v0) ≤ ı́nf

v∈∂B
Φ(v).

Se comprobará que, en todos los casos, si L > M es suficientemente grande,
con M dado en (H3

1) y ϕ1 un autovector unitario asociado al autovalor λ1 tal
que ϕ1 > 0 en (a, b)T, entonces, Φ(Lϕ1) ≤ ı́nf

v∈∂B
Φ(v); además, se verificará (C)

y como consecuencia, el lema del paso de la monta na, garantiza la existencia de
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un segundo punto cŕıtico en el nivel c := ı́nf
γ∈Γ

máx
v∈γ([0,1)

Φ(v), donde Γ es la clase

de todas las curvas continuas que unen v0 y Lϕ1; aśı pues, la conclusión se sigue
de los lemas 3.2.2 y 3.2.8.

En primer lugar supóngase la validez de (H5
1) y (H7

1). Fijado t ∈ J , de (3.16)
y (3.17) se deduce que

λ1

2
x2 − F (t, x) = −2x2

∫ +∞

x

G(t, r)
r3

dr, x > 0,

con lo cual, (H7
1) establece que

λ1

2
x2 − F (t, x) ≤ C3, x ≥ K3, (3.22)

y

ĺım
x→+∞

[
λ1

2
x2 − F (t, x)

]
= −∞; (3.23)

además, la condición (H1
1) garantiza que

λ1

2
x2 − F (t, x) < K3

(
λ1

2
K3 +mK3(t)

)
∀ x < K3. (3.24)

Por lo tanto, de la fórmula de integración por partes y de (3.22), (3.23) y
(3.24) se sigue que

ĺım
L→+∞

Φ(Lϕ1) = ĺım
L→+∞

{∫
[a,b)T

[
λ1

2
(Lϕσ1 (s))2 − F (s, Lϕσ1 (s))

]
∆s

}
= −∞.

La verificación de (C) es similar a la de la demostración de ii) en el teorema
3.2.12 lo cual concluye la demostración del resultado siempre que se satisfaga
i).

Supóngase que (H8
1) y (H9

1) son ciertas. Las hipótesis (H1
1) y (H9

1) aseguran
la existencia de una constante A > 0 tal que la siguiente desigualdad

λ1

2
x2 − F (t, x) ≤


K5

(
λ1

2
K5 +mK5(t)

)
, 0 ≤ x < K5,

(λ1 − E2)
2

x2 + C5 x+A+K5mK5(t), x ≥ K5,

(3.25)
es válida para todo t ∈ J ; como consecuencia, dado que E2 > λ1, de la fórmula
de integración por partes se deduce que

ĺım
L→+∞

Φ(Lϕ1) = ĺım
L→+∞

{∫
[a,b)T

[
λ1

2
(Lϕσ1 (s))2 − F (s, Lϕσ1 (s))

]
∆s

}
= −∞.

Para comprobar que (C) es cierta, supóngase que la sucesión {vm}m∈N ⊂ H
verifica las propiedades i) e ii) de (C) y que ĺım

m→+∞
ρm := ĺım

m→+∞
‖vm‖H = +∞.
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Se define Vm :=
vm
ρm

, m ∈ N; las condiciones (H1
1), (H2

1) y (H8
1) permiten

deducir, razonando como en la demostración de la segunda parte del teorema
3.2.12, que, pasando a una subsucesión, {Vm}m∈N converge fuertemente en C(D)
a algún V ∈ H no nulo tal que V ≥ 0 en D.

Sea ε := E2 − λ1, por la fórmula de integración por partes, (H1
1) y (H9

1), se
tiene que para cada m ∈ N, se cumple que

ε

∫ b

a

(Vmϕ1)σ(s)∆s =
1
ρm

{∫ b

a

[
E2

(
v+
m

)σ(s)− f(s,
(
v+
m

)σ(s))
]
ϕσ1 (s) ∆s

−Φ′(vm)(ϕ1)− E2

∫ b

a

(
v−m ϕ1

)σ(s) ∆s

}

≤ 1
ρm

{∫
(v+
m)σ<K5

[E2K5 +mK5(s) ]ϕσ1 (s) ∆s

+
∫

(v+
m)σ≥K5

C5 ϕ
σ
1 (s) ∆s+ ‖Φ′(vm)‖H∗

}
,

de modo que, tomando ĺımites, se tiene que ε
∫

[a,b)T

(V ϕ1)σ(s) ∆s ≤ 0, lo cual

es una contradicción y por lo tanto, el resultado está probado cuando se verifica
la condición ii).

Finalmente, supóngase que se cumple la condición (H10
1 ). Como consecuencia

de las condiciones (H1
1) y (H10

1 ), se obtiene, para cada t ∈ J ,

F (t, x) ≥


−K6mK6(t), 0 ≤ x < K6,(
x

K6

)θ
F (t,K6), x ≥ K6.

(3.26)

Aśı pues, mediante argumentos similares a los empleados cuando se verifica ii)
y teniendo en cuenta que θ > 2, se concluye que ĺım

L→+∞
Φ(Lϕ1) = −∞.

Para verificar (C), se fija una sucesión {vm}m∈N ⊂ H arbitraria para la
cual i) e ii) de (C) son ciertas. Las condiciones (H1

1) y (H10
1 ) garantizan que la
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siguiente desigualdad(
θ

2
− 1
)
‖vm‖2H =

∫ b

a

[
θ F (s,

(
v+
m

)σ(s))− f(s,
(
v+
m

)σ(s)) ·
(
v+
m

)σ(s)
]

∆s

+ θΦ(vm)− Φ′(vm)(vm)

+ (1− θ)
∫

[a,b)T

(
v−m
)σ(s) · f(s, 0) ∆s

≤
[
K6 (θ + 1) + (1− θ) ‖v−m‖C(T)

]
· ‖mK6‖L1

∆

+ θΦ(vm) + ‖Φ′(vm)‖H∗ ‖vm‖H

se cumple para todo m ∈ N; aśı pues, como el lema 3.2.10 y la proposición
1.5.7 establecen que {v−m}m∈N converge fuertemente en C(D) a cero, resulta que
{vm}m∈N está acotada en H y por lo tanto, el resultado es válido asumiendo la
condición iii). ut

3.3. Soluciones débiles de ecuaciones dinámicas
singulares con condiciones de Dirichlet en
la frontera

En esta sección se deduce la existencia de múltiples soluciones positivas de
la siguiente ecuación dinámica de segundo orden con condiciones de Dirichlet
homogéneas en la frontera:

(P2)

 −u
∆∆(t) = f(σ(t), uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(a) = 0 = u(b),

suponiendo que el conjunto D verifica la siguiente propiedad:

(H1
2) Existe una constante ξ ∈ (0, 1) tal que∫

[a,ρ(b))T

(
1

b− σ(s)

)ξ
∆s < +∞.

Nótese que si ρ(b) < b, entonces, la condición (H1
2) se verifica para todo

ξ ∈ (0, 1).
La función f : D × (0,+∞)→ [0 +∞] satisface la siguiente condición:

(H2
2) i) Para cada x ∈ (0,+∞), la función f(σ(·), x) es ∆−medible en D.

ii) Para ∆−casi todo punto t ∈ Do, f(σ(t), ·) ∈ C((0,+∞)).
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iii) Existen dos constantes ε > 0 y C1 > 0 tales que para ∆−casi todo
punto t ∈ Do y todo x ∈ (0, ε), se cumple que

ε

(b− a)2 ≤ f(σ(t), x) ≤ C1 · x−ξ.

iv) Para cada p > ε existe una función mp : D → [0,+∞] tal que
mσ
p ∈ L1

∆(Do) y para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ [ε, p],

f(σ(t), x) ≤ mσ
p (t).

v) Para cada x ∈ (0,+∞), la función F : D × [0,+∞) → [0,+∞)
definida para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ [0,+∞) como

F (σ(t), x) :=
∫ x

0

f(σ(t), r) dr (3.27)

verifica que F (σ(·), x) es ∆−medible en D.

Definición 3.3.1 Se define una solución del problema (P2) como cualquier
elemento del conjunto

S := { u ∈W 2,1
∆ (D) : u(a), u(b) ≥ 0, u∆∆ ≤ 0 ∆− c. t. p. de (Dκ)o } (3.28)

que verifique las dos igualdades de (P2).

Esta sección está dedicada a probar la existencia de múltiples soluciones
positivas de (P2) usando métodos variacionales y la teoŕıa de puntos cŕıticos.

Está organizada del siguiente modo. En la subsección 3.3.1 se presentan
algunas cotas superiores e inferiores para los elementos del conjunto S definido
en (3.28). El objetivo de la subsección 3.3.2 es definir un operador tal que sus
puntos cŕıticos coinciden con las soluciones positivas de (P2). En las subsecciones
3.3.3 y 3.3.4 se demuestran algunas condiciones suficientes para la existencia de
al menos una o dos soluciones positivas de (P2).

Los resultados de esta sección generalizan los probados en [17] para D =
[0, T + 1]N y en [16] para D = [0, 1] donde el problema (P2) está definido en
todo el intervalo (a, b)T y se asume que f ∈ C((a, b)T, (0,+∞)) en lugar de
las condiciones i), ii) y v) de (H2

2 ). Las condiciones suficientes obtenidas en
esta sección se aplican en una amplia clase de conjuntos cerrados de números
reales tales como una unión finita de intervalos cerrados, algunas sucesiones
convergentes unión su punto ĺımite o el conjunto ternario de Cantor entre otros.

3.3.1. Preliminares

El objetivo de esta subsección es obtener cotas superiores e inferiores para
las soluciones de la siguiente ecuación dinámica:

(Ph)

 −u
∆∆(t) = h(t); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(a) = 0 = u(b),
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siendo h : D → [0,+∞] una función perteneciente a L1
∆((Dκ)o); se define la

solución de (Ph) como la única función u ∈W 2,1
∆ (D) para la cual se satisfacen

las dos igualdades de (Ph). La solución viene dada por

u(t) =
∫

[a,b)T

G(t, s)h(s)∆s (3.29)

donde,

G(t, s) =
1

b− a

{
(t− a)(b− σ(s)), t ≤ σ(s),
(σ(s)− a)(b− t), σ(s) ≤ t,

es la función de Green.

Definición 3.3.2 Una función v : D → R se dice que es cóncava en D si para
cada t1, t2 ∈ D con t1 < t2 y para todo t ∈ [t1, t2]T se cumple que

v(t) ≥ (t2 − t) · v(t1)
t2 − t1

+
(t− t1) · v(t2)

t2 − t1
.

A continuación se enuncian algunos resultados que se usarán posteriormente.
No se incluyen sus demostraciones por ser análogas a las dadas en [8] para el
caso real y en [9] para el caso discreto.

Proposición 3.3.3 Si v : D → R es una función cóncava, continua y positiva
en D, entonces, existe un t0 ∈ D tal que v(t0) = ‖v‖C(D) y las desigualdades

v(t) ≥ α(t, t0) · ‖v‖C(D) ≥ q(t) · ‖v‖C(D), (3.30)

son válidas para todo t ∈ D, donde α : D×D → R y q : D → R están definidas
para cada t, s ∈ T como

α(t, s) :=


t− a
s− a

, si a ≤ t ≤ s, a < s,

b− t
b− s

, si s ≤ t ≤ b, s < b,

q(t) := mı́n
{
t− a
b− a

,
b− t
b− a

}
.

(3.31)

Proposición 3.3.4 Sea h : D → [0,+∞] una función verificando que h ∈
L1

∆((Dκ)o). Entonces, la función u : D → R solución de (Ph) verifica que

0 ≤ u(t) ≤ Kh · (b− t) · (t− a)
b− a

≤
‖h‖L1

∆
· (b− t) · (t− a)

b− a
, para todo t ∈ D,

(3.32)
con

Kh := máx
t∈D

{
1

t− a

∫
[a,t)T

(σ(s)− a)h(s) ∆s+
1

b− t

∫
[t,b)T

(b− σ(s))h(s) ∆s

}
.

(3.33)
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Como consecuencia de las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4 se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.3.5 Si v ∈ W 2,1
∆ (D) es tal que para ∆−casi todo punto de (Dκ)o

se cumple que v∆∆ ≤ 0, entonces, v es cóncava en D. Además, si v ∈ S,
entonces, se satisface que

v(t) ≥ q(t) · ‖v‖C(D) ≥ u(t) · ‖v‖C(D) para todo t ∈ D, (3.34)

siendo q : D → R la función definida en (3.31) y u : D → R la solución del
problema

(
P(b−a)−2

)
.

3.3.2. Formulación variacional de (P2)

A continuación se describe la formulación variacional que se usará en las
siguientes subsecciones para deducir la existencia de soluciones positivas de (P2).

Es importante señalar que el corolario 3.3.5 y las condiciones (H1
2 ) y (H2

2 )
garantizan que el problema (P2) está bien definido y que sus soluciones son
estrictamente positivas en (a, b)T.

Se define fε : D × R→ [0,+∞] como

fε(t, x) :=


f(t, (x− ϕε)+(t) + ϕε(t)); t ∈ (a, b)T, x ∈ R,

ó t ∈ {a, b}, x ≥ ε,

f(t, ε); t ∈ {a, b}, x < ε,

(3.35)

donde ϕε : D → [0,+∞) es la solución del problema
(
Pε(b−a)−2

)
y para cada

función v : D → R, se denota como v± := máx{±v, 0}. Por las proposiciones
3.3.3 y 3.3.4 y la hipótesis (H1

2) se sabe que 0 < ϕε ≤ ε en (a, b)T y (ϕσε )−ξ ∈
L1

∆((Dκ)o).
Como consecuencia inmediata de las hipótesis (H1

2) y (H2
2), se deducen las

siguientes propiedades de la función fε.

Lema 3.3.6 Si se verifican las condiciones (H1
2) y (H2

2), entonces, la función
fε : D × R→ [0,+∞] definida en (3.35) verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada x ∈ R, la función fε(σ(·), x) es ∆−medible en D.

2. Para ∆−casi todo punto t ∈ (Dκ)o, fε(σ(t), ·) ∈ C(R).

3. Para ∆−casi todo punto t ∈ (Dκ)o y todo x ∈ (−∞, ε) se cumple que

ε

(b− a)2 ≤ fε(σ(t), x) ≤ C1 · (ϕσε )−ξ(t).
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4. Para cada p > ε, existe una función mp : D → [0,+∞] tal que mσ
p ∈

L1
∆(Do) y para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ [ε, p] se verifica que

fε(σ(t), x) ≤ mσ
p (t).

Se considera el siguiente problema:

(P ε)

 −u
∆∆(t) = fε(σ(t), uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(a) = 0 = u(b);

se define una solución del problema (P ε) como cualquier función u ∈W 2,1
∆ (D)

que verifique las dos igualdades de (P ε).
A continuación se verá que los problemas (P ) y (P ε) son equivalentes.

Lema 3.3.7 Sea u : D → R. Si se verifican las condiciones (H1
2) y (H2

2), en-
tonces, u es una solución de (P2) si y sólo si u es una solución de (P ε).

Demostración: Supóngase que u es una solución de (P2); no es dif́ıcil de-
ducir que[ (

(u− ϕε)−
)∆ + (u− ϕε)∆

]
·
(

(u− ϕε)−
)∆ ≤ 0 ∆− c. t. p. de Do;

aśı pues, integrando dicha desigualdad, por la fórmula de integración por partes
y la condición iii) de (H2

2), se tiene que

‖(u− ϕε)−‖
2

L2
∆
≤ −

∫ b

a

[
(u− ϕε)∆ ( (u− ϕε)−

)∆ ] (s) ∆s

=
∫ ρ(b)

a

[
(u− ϕε)∆∆ ( (u− ϕε)σ )−

]
(s) ∆s

=
∫ ρ(b)

a

(
f(σ(s), uσ(s))− ε

(b− a)2

)
((u− ϕε)σ)−(s) ∆s

≤ 0

con lo cual, resulta que u ≥ ϕε en D, de donde se sigue que u es una solución
de (P ε).

Rećıprocamente, si u es una solución de (P ε), procediendo de un modo simi-
lar, se puede probar que u ≥ ϕε en D y aśı, u es una solución de (P2). ut

Se define el funcional Φ : H → R, siendo H := H1
0,∆(D) el espacio de Sobolev

de primer orden definido en la sección 1. 5, como

Φ(v) :=
∫

[a,b)T

[
1
2

(v∆(s))
2 − Fε (σ(s), vσ(s) )

]
∆s, v ∈ H (3.36)
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donde la función Fε : D×R→ R está definida para ∆−casi todo punto t ∈ Do

y todo x ∈ R como

Fε(σ(t), x) :=
∫ x

ε

fε(σ(t), r) dr (3.37)

y fε : D × R→ [0,+∞] es la función dada en (3.35).
Como consecuencia de las propiedades de H, se pueden probar las siguientes

condiciones de regularidad del funcional Φ una de las cuales permite afirmar que
las soluciones del problema (P ε), y por lo tanto, por el lema 3.3.7, las soluciones
del problema (P2), son precisamente los puntos cŕıticos de Φ.

Lema 3.3.8 Supóngase que se verifican las condiciones (H1
2) y (H2

2). Entonces,
los siguientes enunciados son ciertos:

1. Φ es débilmente semi–continuo inferiormente, esto es, si {vm}m∈N es una
sucesión en H que converge débilmente en H a v ∈ H, entonces

Φ(v) ≤ ĺım inf
m→+∞

Φ(vm).

2. Φ es continuamente diferenciable en H y

Φ′(v)(w) =
∫

[a,b)T

[
v∆(s) · w∆(s)− fε (σ(s), vσ(s)) · wσ(s)

]
∆s, (3.38)

para cada v, w ∈ H.

Además, los operadores I1, I2 : H → H∗ definidos para cada v, w ∈ H
como

I1(v)(w) :=
∫

[a,b)T

v∆(s) · w∆(s) ∆s =: (v, w)H (3.39)

y

I2(v)(w) :=
∫

[a,b)T

fε (σ(s), vσ(s)) · wσ(s) ∆s, (3.40)

verifican que I1 es un isomorfismo e I2 es compacto.

3. Las soluciones de (P ε) coinciden con los puntos cŕıticos de Φ.

Al igual que en la sección anterior, se verá que, bajo condiciones adicionales
en el comportamiento de f en el infinito, Φ satisface la condición de compacidad
de Cerami enunciada en la sección anterior.

El siguiente resultado establece que para comprobar la validez de la condición
(C), es suficiente demostrar que la sucesión {vm}m∈N está acotada en H cuando
se verifican las condiciones i) e ii) de (C); omitimos su demostración por ser
análoga a la del lema 3.2.9.

Lema 3.3.9 Asúmase la validez de las condiciones (H1
2) y (H2

2). Si {vm}m∈N es
una sucesión acotada en H tal que {Φ′(vm)}m∈N converge fuertemente en H∗ a
cero, entonces {vm}m∈N tiene una subsucesión convergente fuertemente en H.
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A continuación se probará que para verificar la condición (C), es suficiente
mostrar que la sucesión {v+

m}m∈N está acotada en H siempre que las condiciones
i) e ii) sean válidas.

Lema 3.3.10 Asúmanse (H1
2) y (H2

2). Si {vm}m∈N es una sucesión en H tal que
{Φ′(vm)}m∈N converge fuertemente en H∗ a cero, entonces {v−m}m∈N está aco-
tada en H.

Demostración: Sea {vm}m∈N una sucesión en H tal que {Φ′(vm)}m∈N con-
verge fuertemente en H∗ a cero. No es dif́ıcil comprobar que para todo m ∈ N,
v−m pertenece a H y

‖v−m‖
2

H ≤ −
∫

[a,b)T

v∆
m(s) ·

(
v−m
)∆(s) ∆s;

con lo cual, por la igualdad (3.38) y la proposición 1.5.7, se tiene que la de-
sigualdad

‖v−m‖
2
H ≤ −Φ′(vm)

(
v−m
)
−
∫
vσm< 0

fε (σ(s), vσm(s)) ·
(
v−m
)σ(s) ∆s

≤

(
‖Φ′(vm)‖H∗ + K ·

∫
vσm< 0

fε (σ(s), vσm(s)) ∆s

)
· ‖v−m‖H

es cierta para algún K > 0; por consiguiente, del enunciado 3 del lema 3.3.6 se
deduce que

‖v−m‖H ≤ ‖Φ
′(vm)‖H∗ + K · C1 · ‖(ϕσε )−ξ‖L1

∆
,

es decir, la sucesión {v−m}m∈N está acotada en H. ut

3.3.3. Existencia de una solución positiva

En esta subsección se establece la existencia de al menos una solución positiva
del problema (P2). Inicialmente, se asume la siguiente condición.

(H3
2) Existe una constante M > 0, independiente de λ, que verifica M2 >

C1 · ε · ‖(ϕσε )−ξ‖L1
∆

y para cada λ ∈ (0, 1] se cumple que si u es una
solución del problema

(Pλ)

 −u
∆∆(t) = λ f(σ(t), uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(a) = 0 = u(b),

que es estrictamente positiva en (a, b)T, entonces, se verifica que ‖u‖H 6=
M .

Teorema 3.3.11 Asúmase la validez de las condiciones (H1
2)−(H3

2). Entonces,
el problema (P2) tiene al menos una solución estrictamente positiva en (a, b)T.
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Demostración: Se verá que Φ alcanza su ı́nfimo en B := {v ∈ H : ‖v‖H ≤
M} en algún punto v0 ∈

◦
B, con lo cual, es un punto de mı́nimo relativo de Φ y,

del lema 3.3.7 y el enunciado 3 del lema 3.3.8 se deduce que dicho punto es una
solución de (P ) que es estrictamente positiva en (a, b)T.

De las condiciones (H1
2) y (H2

2) se sigue que ı́nf Φ(B) > −∞. Sea {vm}m∈N
una sucesión tal que ĺım

m→+∞
vm = ı́nf Φ(B), se puede suponer que, pasando

a una subsucesión, {vm}m∈N converge débilmente en H a algún v0 ∈ B. Por
consiguiente, del hecho de que Φ es débilmente semi–continuo inferiormente, se
tiene que

Φ(v0) ≤ ĺım inf
m→+∞

Φ(vm) = ĺım
m→+∞

Φ(vm) = ı́nf
v∈B

Φ(v)

y aśı, Φ(v0) = ı́nf
v∈B

Φ(v).

Supóngase que v0 ∈ ∂B, con lo cual, v0 es un punto de mı́nimo de Φ|∂B y
por lo tanto, el gradiente de Φ en v0 apunta en la dirección del vector normal a
∂B, esto es, Φ′(v0) = −µ v0 para algún µ ≥ 0. Aśı pues, resulta que v0 es una
solución del problema

(P ελ)

 −u
∆∆(t) = λ fε(σ(t), uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(a) = 0 = u(b),

con λ =
1

1 + µ
∈ (0, 1].

Si v0 ≥ ϕε en D, entonces v0 es también una solución de (Pλ) y ‖v0‖H = M ,
lo cual contradice la condición (H3

2); por el contrario, si v0(t) < ϕ(t) para algún
t ∈ D, el corolario 3.3.5 permite afirmar que ‖v0‖C(D) < ε. Por consiguiente,
multiplicando la primera ecuación de (P ελ) por vσ0 e integrándola en el conjunto
(Dκ)o, de la fórmula de integración por partes y el enunciado 3 del lema 3.3.6
se obtiene que

M2 = λ

∫
[a,ρ(b))T

fε(σ(s), vσ0 (s)) · vσo (s) ∆s ≤ C1 · ε · ‖(ϕσε )−ξ‖L1
∆
,

lo cual contradice la hipótesis (H3
2). Por lo tanto, resulta que v0 ∈

◦
B. ut

Sea λ1 > 0 el menor autovalor positivo del problema (3.13) y sea G : D×R→
R la función definida para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ R como

G(σ(t), x) := Fε(σ(t), x)− 1
2
x fε(σ(t), x), (3.41)

la parte no cuadrática de la función Fε definida en (3.37).
A continuación se demostrará que los siguientes comportamientos de f en el

infinito aseguran la existencia de al menos una solución positiva del problema
(P2).

(H4
2) No resonancia por debajo de λ1, es decir, existe una constante C2 > 0 tal

que

f(σ(t), x) ≤ E1 x+ C2 para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ [ε,+∞),
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para algún E1 < λ1.

(H5
2) Resonancia, esto es,

ĺım
x→+∞

f(σ(t), x)
x

= λ1, uniformemente para ∆− c. t. p. t ∈ Do.

(H6
2) Existe una constante C3 > 0 tal que

G(σ(t), x) ≤ C3, para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ [ε,+∞)

y
ĺım

x→+∞
G(σ(t), x) = −∞, para ∆− c. t. p. t ∈ Do,

siendo G : D × R→ R la función definida en (3.41).

Teorema 3.3.12 Supónganse las condiciones (H1
2) y (H2

2). Si se verifica alguno
de los siguientes enunciados

i) es cierta (H4
2),

ii) son ciertas (H5
2) y (H6

2),

entones, el problema (P2) tiene al menos una solución estrictamente positiva en
(a, b)T.

Demostración: En primer lugar, supóngase que se verifica (H4
2); por el

enunciado 3 del lema 3.3.6 y la condición (H4
2), se sabe que para ∆−casi todo

punto t ∈ Do, se cumple que

Fε(σ(t), x) ≤


0; x < ε,

E1
x2

2
+ C2 x; x ≥ ε.

(3.42)

Puesto que E1 < λ1, de la desigualdad de Wirtinger (1.92) se sigue que
Φ está acotado inferiormente y es coercivo; con lo cual, como Φ es débilmente
semi–continuo inferiormente, se sabe que Φ tiene un mı́nimo global en H y aśı,
por el lema 3.3.7 y el enunciado 3 del lema 3.3.8, resulta que (P2) tiene una
solución estrictamente positiva en (a, b)T.

Finalmente, supóngase la validez de las condiciones (H5
2) y (H6

2); la hipótesis
(H5

2) garantiza que

ĺım
x→+∞

Fε(σ(t), x)
x2

=
λ1

2
, para ∆− c. t. p. t ∈ Do, (3.43)

lo cual implica, junto con la igualdad

D2

(
Fε(σ(t), x)

x2

)
= −2G(σ(t), x)

x3
para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x 6= 0,

(3.44)
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y la hipótesis (H6
2), que se cumple

Fε(σ(t), x) =
[
λ1

2
+ 2

∫ +∞

x

G(σ(t), r)
r3

dr

]
x2 ≤ λ1

2
x2 + C3, (3.45)

para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ≥ ε.
Además, por el enunciado 3 del lema 3.3.6, se sabe que

Fε(σ(t), x) ≤ 0, para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x < ε. (3.46)

Por consiguiente, (3.45) y (3.46) y la desigualdad de Wirtinger (1.92) esta-
blecen que Φ está acotado inferiormente.

A continuación se verá que Φ verifica la condición de Cerami (C). Sea
{vm}m∈N ⊂ H una sucesión para la cual las condiciones i) e ii) de (C) son

válidas. Supóngase que ĺım
m→+∞

ρm := ĺım
m→+∞

‖vm‖H = +∞ y sea Vm :=
vm
ρm

,

m ∈ N.
Como para cada m ∈ N se cumple que ‖Vm‖H = 1 y {v−m}m∈N está acotada

en H, la proposición 1.5.7 asegura que, pasando a una subsucesión, {Vm}m∈N
converge fuertemente en C(D) a algún V ∈ H tal que V ≥ 0 en D.

Aśı pues, por la igualdad (3.38) se tiene, para todo m ∈ N,∫
[a,b)T

V ∆
m (s)

(
V ∆
m (s)− V ∆(s)

)
∆s =

∫
[a,b)T

gm(s) ∆s+
Φ′(vm)(Vm − V )

ρm
,

(3.47)
donde, para cada m ∈ N, gm : D → R está definida para ∆−casi todo punto
s ∈ Do como

gm(s) :=
fε (σ(s), vσm(s))

ρm
(V σm(s)− V σ(s)) .

La condición (H5
2) y el lema 3.3.6 garantizan la existencia de una función

N : T→ [0,+∞] tal que N ∈ L1
∆(Do) y

|gm(s)| ≤ N(s) · |V σm(s)− V σ(s)|, ∀ m ∈ N y ∆− c. t. p. s ∈ Do,

con lo cual, tomando ĺımites en (3.47) resulta que ‖V ‖H = 1 y aśı, V 6≡ 0.
Además, por (H2

2) y (H6
2), se tiene, para ∆−casi todo punto t ∈ Do,

G(σ(t), x) ≤



1
2
C1 |x| (ϕσε )−ξ(t); x < 0, t ∈ (Dκ)o

1
2
|x| f(b, ε); x < 0, t = ρ(b) < b,

0; 0 ≤ x < ε,

C3; x ≥ ε.

(3.48)
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Puesto que el lema 3.2.10 afirma que {v−m}m∈N está acotada en H, por (3.48)
y (H6

2), se deduce que

ĺım
m→+∞

∫
V σ>0

G (σ(s), vσm(s)) ∆s = −∞

y

ĺım
m→+∞

∫
V σ=0

G (σ(s), vσm(s)) ∆s ≤ K̃,

para algún K̃ > 0; de modo que, de la condición ii) de (C) se sigue que

ĺım
m→+∞

Φ(vm) = ĺım
m→+∞

{
1
2

Φ′(vm)(vm)−
∫

[a,b)T

G (σ(s), vσm(s)) ∆s

}

= +∞,

lo cual contradice la condición i) de (C).
Por lo tanto, el número real c = ı́nf

y∈H
Φ(y) es un valor cŕıtico de Φ, con lo

cual, el lema 3.3.7 y el enunciado 3 del lema 3.3.8 permiten afirmar que existe
una solución de (P2) estrictamente positiva en (a, b)T. ut

3.3.4. Existencia de dos soluciones positivas

A continuación se probarán algunas condiciones suficientes para la existen-
cia de al menos dos soluciones positivas del problema (P2). Se asumirán las
siguientes condiciones:

(H7
2) Existe una constante C4 > 0 tal que

G(σ(t), x) ≥ −C4, para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ [ε,+∞)

y
ĺım

x→+∞
G(σ(t), x) = +∞, para ∆− c. t. p. t ∈ Do,

siendo G : D × R→ R la función definida en (3.41).

(H8
2) Existe una constante C5 > 0 tal que

f(σ(t), x) ≤ C5 x, para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ [ε,+∞).

(H9
2) No resonancia por encima de λ1, esto es, existe una constante C6 > 0 tal

que

f(σ(t), x) ≥ E2 x− C6 para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ [ε,+∞),

para algún E2 > λ1.
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(H10
2 ) Existen dos constantes θ > 2 y x0 > ε para las cuales las siguientes

desigualdades
0 < θ F (σ(t), x) ≤ x f(σ(t), x)

se verifican para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x ∈ [x0,+∞).

Teorema 3.3.13 Asúmase la validez de las condiciones (H1
2) − (H3

2). Si se
verifica alguno de los siguientes enunciados

i) son ciertas (H5
2) y (H7

2),

ii) son ciertas (H8
2) y (H9

2),

iii) es cierta (H10
2 ),

entonces, el problema (P2) tiene al menos dos soluciones estrictamente positivas
en (a, b)T.

Demostración: Puesto que se verifican las condiciones (H1
2)− (H3

2), por lo
visto en la demostración del teorema 3.3.11, se sabe que el funcional Φ tiene un
mı́nimo relativo en un punto v0 ∈

◦
B y Φ(v0) ≤ ı́nf

v∈∂B
Φ(v).

Se demostrará que, en todos los casos, si L > M es suficientemente grande,
con M dado en (H3

2) y ϕ1 un autovector unitario asociado al autovalor λ1 tal
que ϕ1 > 0 en (a, b)T, entonces, Φ(Lϕ1) ≤ ı́nf

v∈∂B
Φ(v); además, se verificará la

condición de Cerami (C) y aśı, el lema del paso de la monta na garantiza la
existencia de un segundo punto cŕıtico en el nivel c := ı́nf

γ∈Γ
máx

v∈γ([0,1)
Φ(v), donde

Γ es la clase de todas las curvas continuas que unen v0 y Lϕ1 de modo que la
conclusión es una consecuencia del lema 3.3.7 y el enunciado 3 del lema 3.3.8.

Inicialmente, supóngase que se verifican las condiciones (H5
2) y (H7

2). De las
igualdades (3.43) y (3.44) resulta que la siguiente igualdad

λ1

2
x2 − Fε(σ(t), x) = −2x2

∫ +∞

x

G(σ(t), r)
r3

dr

se verifica para ∆−casi todo punto t ∈ Do y todo x 6= 0; por lo tanto, (H7
2)

establece que

λ1

2
x2 − Fε(σ(t), x) ≤ C4, para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ≥ ε, (3.49)

y

ĺım
x→+∞

[
λ1

2
x2 − Fε(σ(t), x)

]
= −∞, para ∆− c. t. p. t ∈ Do; (3.50)

además, el lema 3.3.6 garantiza que para todo x ∈ [0, ε) se cumple que

λ1

2
x2−Fε(σ(t), x) <


ε

(
λ1

2
ε+ C1 (ϕσε )−ξ(t)

)
∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

ε

(
λ1

2
ε+ f(b, ε)

)
t = ρ(b) < b.

(3.51)
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Por consiguiente, de la fórmula de integración por partes y de las relaciones
(3.49), (3.50) y (3.51) se tiene que

ĺım
L→+∞

Φ(Lϕ1) = ĺım
L→+∞

{∫ b

a

[
λ1

2
(Lϕσ1 (s))2 − Fε (σ(s), Lϕσ1 (s))

]
∆s

}
= −∞.

La verificación de (C) es similar a la de la demostración de la parte ii) del
teorema 3.3.12, con lo cual, el resultado está probado cuando se cumple i).

Supóngase ahora que son ciertas las condiciones (H8
2) y (H9

2). El enunciado
3 del lema 3.3.6 y las hipótesis (H1

2), (H2
2) y (H9

2) garantizan que para ∆−casi
todo punto t ∈ Do se cumple que

Fε(σ(t), x) ≥



− εC1 (ϕσε )−ξ(t) t ∈ (Dκ)o, 0 ≤ x < ε,

− ε f(b, ε) t = ρ(b) < b, 0 ≤ x < ε,

E2

2
x2 − C6 x−

E2

2
ε2 x ≥ ε;

(3.52)

de modo que, como E2 > λ1, de la fórmula de integración por partes se deduce
que

ĺım
L→+∞

Φ(Lϕ1) = ĺım
L→+∞

{∫ b

a

[
λ1

2
(Lϕσ1 (s))2 − Fε (σ(s), Lϕσ1 (s))

]
∆s

}
= −∞.

Para comprobar la validez de la condición (C), supóngase que {vm}m∈N ⊂ H
verifica las propiedades i) e ii) de (C) y que ĺım

m→+∞
ρm := ĺım

m→+∞
‖vm‖H = +∞.

Para cada m ∈ N, se define Vm :=
vm
ρm

; el lema 3.3.6 y la hipótesis (H8)

permiten deducir, razonando como en la demostración de la segunda parte del
teorema 3.3.12, que, pasando a una subsucesión, la sucesión {Vm}m∈N converge
fuertemente en C(D) a algún V ∈ H no nulo tal que V ≥ 0 en D.

Sea η := E2 − λ1, por la fórmula de integración por partes, el lema 3.3.6 y
(H9

2), se tiene, para cada m ∈ N,

η

∫ b

a

(Vm · ϕ1)σ(s) ∆s =
1
ρm

{∫ b

a

[E2 v
σ
m(s)− fε(σ(s), vσm(s))]ϕσ1 (s) ∆s

−Φ′(vm)(ϕ1)}

≤ 1
ρm

{∫
vσm<ε

E2 εϕ
σ
1 (s) ∆s+

∫
vσm≥ ε

C6 ϕ
σ
1 (s) ∆s

+‖Φ′(vm)‖H∗} ,

de modo que, tomando ĺımites, resulta que η
∫

[a,b)T

(V ϕ1)σ(s) ∆s ≤ 0, lo cual

concluye la demostración siempre que ii) sea válido.
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Finalmente, supóngase que se cumple la condición (H10
2 ). Del lema 3.3.6 y

(H10
2 ), se deduce que para ∆−casi todo punto t ∈ Do se verifica

Fε(σ(t), x) ≥



− εC1 (ϕσε )−ξ(t), t ∈ J, 0 ≤ x < ε,

− ε f(b, ε), t = ρ(b) < b, 0 ≤ x < ε,(
x

x0

)θ
Fε(σ(t), x0), x ≥ x0.

(3.53)

Por lo tanto, mediante argumentos análogos a los empleados cuando se
satisface el enunciado ii) y teniendo en cuenta que θ > 2, se concluye que

ĺım
L→+∞

Φ(Lϕ1) = −∞.

Para verificar (C), se considera {vm}m∈N ⊂ H una sucesión que satisfaga las
propiedades i) e ii) de (C); el lema 3.3.6 y (H10

2 ) garantizan que(
θ

2
− 1
)
‖vm‖2H =

∫
[a,b)T

[ θ Fε(σ(s), vσm(s))− fε(σ(s), vσm(s)) · vσm(s) ] ∆s

+ θΦ(vm)− Φ′(vm)(vm)

≤ K̂ + C1 · ‖(ϕσε )−ξ‖L1
∆
· ‖v−m‖C(D)

se cumple para todo m ∈ N y algún K̂ > 0; por lo tanto, como el lema 3.2.10
y la proposición 1.5.7 establecen que {v−m}m∈N está acotada en H, resulta que
{vm}m∈N está acotada en H de donde se obtiene la validez del resultado asu-
miendo que se cumple iii). ut

3.4. Soluciones en el sentido de las distribucio-
nes de ecuaciones dinámicas singulares con
condiciones de frontera

La ecuación de Emden–Fowler

u∆∆(t) + q(t) uα(σ(t)) = 0, t ∈ (0, 1)T, (3.54)

aparece en el estudio de dinámica de gases y mecánica de flúıdos y en el estu-
dio de mecánica relativista, f́ısica nuclear y reacciones qúımicas; para el modelo
continuo ver, por ejemplo, [87] y las referencias que alĺı se encuentran. La ecua-
ción de Emden–Fowler con exponente negativo (α < 0) se ha utilizado en la
modelización de fluidos no–newtonianos tales como los lodos del carbón [18]. La
existencia de soluciones positivas son las que interesan en la f́ısica.

Estamos interesados en el estudio de una amplia clase de problemas singu-
lares que incluyan los relacionados con la ecuación (3.54) y el más general

u∆∆(t) + q(t) uα(σ(t)) = g(t, uσ(t)), t ∈ (0, 1)T, (3.55)
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Consideraremos en esta sección la ecuación dinámica de segundo orden con
condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera:

(P3)


−u∆∆(t) = F (t, uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(t) > 0; t ∈ (a, b)T

u(a) = 0 = u(b),

donde F : D× (0,+∞)→ R̄ es una función L1
∆−Carathéodory en subintervalos

compactos de (0,+∞), es decir, si verifica la siguientes condiciones

(H1
3) i) Para cada x ∈ (0,+∞), F (·, x) es ∆−medible en Do.

ii) Para ∆−casi todo t ∈ Do, F (t, ·) ∈ C((0,+∞)).

(H2
3) Para todo x1, x2 ∈ (0,+∞) tal que x1 ≤ x2 existe m(x1,x2) ∈ L1

∆(Do) tal
que

|F (t, x)| ≤ m(x1,x2)(t) para ∆− casi todo t ∈ Do y todo x ∈ [x1, x2].

Además, para usar técnicas variacionales y la teoŕıa de puntos cŕıticos, su-
pondremos que F verifica la siguiente condición

(H3
3) Para cada x ∈ (0,+∞), la función PF : D × [0,+∞) → R̄ definida para

∆−casi todo t ∈ Do y todo x ∈ [0,+∞) como

PF (t, x) :=
∫ x

0

F (t, r) dr (3.56)

verifica que PF (·, x) es ∆−medible en Do.

Consideramos los espacios

C1
0,rd(Dκ) := C1

rd(Dκ) ∩ C0(D) y C1
c,rd(Dκ) := C1

rd(Dκ) ∩ Cc(D), (3.57)

donde C1
rd(Dκ) es el conjunto de todas las funciones continuas en D que son

∆−diferenciables en Dκ y sus ∆−derivadas son rd–continuas en Dκ, C0(D) es
el conjunto de todas las funciones continuas en D que se anulan en la frontera
de D y Cc(D) es el conjunto de funciones continuas en D con soporte compacto
en (a, b)T.

Por otra parte, consideraremos el espacio de Sobolev de primer orden H :=
H1

0,∆(D), definido en la sección 1.5, del cual se sabe que está dotado de una
estructura de espacio de Hilbert con el producto interior (·, ·)H definido en (3.1);
denotamos como ‖ · ‖H su norma inducida.

Además, consideramos los conjuntos

H0,loc := H1
loc,∆(D) ∩ C0(D) y Hc,loc := H1

loc,∆(D) ∩ Cc(D) (3.58)

donde H1
loc,∆(D) es el conjunto de funciones cuya restricción a cualquier subin-

tervalo compacto J de (a, b)T pertenece al espacio de Sobolev H1
∆(J).
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Definición 3.4.1 Se dice que u es una solución en el sentido de las dis-
tribuciones del problema (P3) si u ∈ H0,loc, u > 0 en (a, b)T y la igualdad∫

[a,b)T

[
u∆(s) · ϕ∆(s)− F (t, uσ(t)) · ϕσ(s)

]
∆s = 0 (3.59)

se verifica para todo ϕ ∈ C1
c,rd(Dκ).

De las propiedades de densidad del los espacios de Sobolev probados en la sección
1.5, se deduce que si u es solución en el sentido de las distribuciones, entonces,
se verifica (3.59) para todo ϕ ∈ Hc,loc.

En esta sección vamos a encontrar condiciones suficientes para la existencia
de soluciones de (P3) en el sentido de las distribuciones. Con ciertas hipóte-
sis, aproximaremos dichas soluciones por una sucesión de soluciones débiles de
problemas débiles. Además deducimos ciertas condiciones para la existencia de
al menos una o dos soluciones positivas de (P3). Estos resultados generalizan
los obtenidos en [15] para D = [0, 1] donde el problema (P3) está definido en
todo el intervalo (0, 1)T y los autores suponen que F ∈ C((0, 1) × (0,+∞),R)
en lugar de verificar (H1

3)− (H3
3).

3.4.1. Aproximación de (P3) mediante problemas débiles

En esta subsección deduciremos condiciones suficientes para garantizar la
existencia de soluciones en el sentido de las distribuciones de (P3) donde F =
f + g y f, g : D × (0,+∞) → R̄ verifican las hipótesis (H1

3) y (H3
3), f verifica

(H2
3) y g verifica la siguiente condición:

(H4
3) Para cada p ∈ (0,+∞) existe Mp ∈ L1

∆(Do) tal que

|g(t, x)| ≤Mp(t) para ∆− c. t. p. t ∈ Do y todo x ∈ (0, p].

Con estas hipótesis podremos aproximar soluciones en el sentido de las dis-
tribuciones del problema (P3) a partir de una sucesión de soluciones débiles de
problemas débiles.

En primer lugar, enunciamos una propiedad útil de las funciones absoluta-
mente continuas en D, cuya prueba omitimos por su simplicidad.

Lema 3.4.2 Si v ∈ AC(D), entonces, v± := máx{±v, 0} ∈ AC(D) y[
(v+)∆ − v∆

]
· (v+)∆ ≤ 0 y

[
(v−)∆ + v∆

]
· (v−)∆ ≤ 0 (3.60)

en ∆−casi todo punto de Do.

Fijada {εj}j≥1 una sucesión de números reales positivos estrictamente de-
creciente y convergente a cero, definimos, para cada j ≥ 1, fj : D×(0,+∞)→ R̄
como

fj(t, x) = f(t,máx{x, εj}) para cada (t, x) ∈ D × (0,+∞), (3.61)
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notar que fj verifica (H1
3) y (H2

3). Consideramos los siguientes problemas débiles
modificados:

(Pj)


−u∆∆(t) = fj(t, uσ(t)) + g(t, uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(t) > 0; t ∈ (a, b)T

u(a) = 0 = u(b).

Definición 3.4.3 Se dice que u es una solución débil de (Pj) si u ∈ H, u > 0
en (a, b)T y se verifica la igualdad∫

[a,b)T

[
u∆(s) · ϕ∆(s)−

(
fj(s, uσ(s)) + g(s, uσ(s))

)
· ϕσ(s)

]
∆s = 0 (3.62)

para cada ϕ ∈ C1
0,rd(Dκ).

Se dice que u es una subsolución débil de (Pj) si u ∈ H, u > 0 en (a, b)T
y la desigualdad∫

[a,b)T

[
u∆(s) · ϕ∆(s)−

(
fj(s, uσ(s)) + g(s, uσ(s))

)
· ϕσ(s)

]
∆s ≤ 0 (3.63)

se verifica para cada ϕ ∈ C1
0,rd(Dκ) tal que ϕ ≥ 0 en D.

El concepto de sobresolución débil de (Pj) se define cambiando el sentido
de las desigualdades anteriores.

Notamos que las propiedades de densidad de los espacios de Sobolev de primer
orden probadas en la seccion 1.5 permiten deducir que las relaciones en la defi-
nición 3.4.3 son válidas para toda ϕ ∈ H y para toda ϕ ∈ H tal que ϕ ≥ 0 en
D, respectivamente.

Con argumentos estándar podemos probar el siguiente resultado.

Proposición 3.4.4 Se supone que f, g : D × (0,+∞) → R̄ verifican (H1
3) y

(H3
3), f verifica (H2

3) y g verifica (H4
3).

Si para algún j ≥ 1 existen uj y uj una subsolución y una sobresolución
débil, respectivamente, de (Pj) tales que uj ≤ uj en D, entonces, (Pj) tiene una
solución débil uj ∈ [uj , uj ] := { v ∈ H : uj ≤ v ≤ uj en D }.

A continuación, deduciremos la existencia de una solución de (P3) en el sen-
tido de las distribuciones a partir de la existencia de una sucesión de soluciones
débiles de (Pj); para ello, fijamos {ak}k≥1, {bk}k≥1 ⊂ D dos sucesiones tales
que {ak}k≥1 ⊂ (a, (a+ b)/2)T es estrictamente decreciente convergente a a si
a = σ(a) o ak = a para todo k ≥ 1 si a < σ(a) y {bk}k≥1 ⊂ ((a+ b)/2, b)T es
estrictamente creciente que converge a b si ρ(b) = b o bk = b para todo k ≥ 1
si ρ(b) < b. Denotamos por Dk := [ak, bk]T, k ≥ 1. Además, fijamos {δk}k≥1

una sucesión de números reales positivos estrictamente decreciente convergente
a cero tal que

[σ(ak), ρ(bk))T ⊂ [a+ δk, b− δk)T y δk ≤
b− a

2
para k ≥ 1. (3.64)
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Proposición 3.4.5 Se supone que F = f +g y f, g : D× (0,+∞)→ R̄ verifica
(H1

3) y (H3
3), f verifica (H2

3) y g verifica (H4
3).

Si para cada j ≥ 1, uj ∈ H es una solución débil del problema (Pj) y

νδ := ı́nf
j≥1

mı́n
[a+δ,b−δ]T

uj > 0 para todo δ ∈
(

0,
b− a

2

]
, (3.65)

M := sup
j≥1

máx
D

uj <∞, (3.66)

entonces, una subsucesión de {uj}j≥1 converge puntualmente en D a una solu-
ción en el sentido de las distribuciones u1 de (P3).

Demostración: Sea k ≥ 1 arbitrario; deducimos, por (3.60), (3.64), (3.65)
y (3.66) que existe una constante Kk ≥ 0 tal que para cada j ≥ 1,∫

[ak,bk)T

(
u∆
j (s)

)2
∆s =

(
u∆
j (ak)

)2 · µ(ak) +
(
u∆
j (ρ(bk))

)2 · µ(ρ(bk))

+
∫

[σ(ak),ρ(bk))T

u∆
j (s) ·

(
(uj − νδk)+

)∆(s) ∆s

≤ Kk + (uj , (uj − νδk)+)H .

Por tanto, para cada j ≥ 1 suficientemente grande para que εj < νδ1 , como
uj es una solución débil de (Pj), tomando ϕ̃1 := (uj − νδ1)+ ∈ H como la
función test en (3.62), de (3.66), (H2

3) y (H4
3), podemos asegurar que existe

l ∈ L1
∆(Do) tal que∫ b1

a1

(
u∆
j (s)

)2
∆s ≤ K1 +

∫ b

a

F (s, uσj (s)) · ϕ̃σ1 (s) ∆s ≤ K1 +M

∫ b

a

l(s) ∆s;

es decir, {uj}j≥1 está acotada en H1
∆(D1) y por lo tanto , existe una subsucesión

{u1j}j≥1
que converge débilmente en H1

∆(D1) y fuertemente en C(D1) a algún
u1 ∈ H1

∆(D1).
Para cada k ≥ 1, considerando para j ≥ 1 la solución débil de (Pkj ), ukj

y repitiendo el proceso anterior, obtenemos una sucesión {u(k+1)j}j≥1
que con-

verge débilmente en H1
∆(Dk+1) y fuertemente en C(Dk+1) a uk+1 ∈ H1

∆(Dk+1)
con {u(k+1)j}j≥1

⊂ {ukj}j≥1
. Por definición, sabemos que para cada k ≥ 1,

uk+1|Dk = uk.
Sea u1 : D → R dada por u1 := uk en Dk para todo k ≥ 1 y u1(a) :=

0 =: u1(b); de modo que , u1 > 0 en (a, b)T, u1 ∈ H1
loc,∆(D) ∩ C((a, b)T), u1

es continua en cada punto aislado de la frontera de D y {ukk}k≥1 converge
puntualmente en D a u1.

Vamos a demostrar que u1 ∈ C0(D); sólo tenemos que probar que u1 es
continua en cada punto denso de la frontera de D. Sea 0 < ε < M arbitraria,
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se sigue de (H2
3) y (H4

3) que existe mε ∈ L1
∆(Do) tal que mε ≥ 0 en Do y

F (t, x) ≤ mε(t) para ∆−casi todo t ∈ Do y todo x ∈ [ε,M ]; sea ϕε ∈ H una
solución débil de

−ϕ∆∆
ε (t) = mε(t), ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o; ϕε(a) = 0 = ϕε(b);

sabemos, por las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4, que ϕε > 0 en (a, b)T.
Para toda k ≥ 1 suficientemente grande εkk < ε, puesto que ukk y ϕε son

soluciones débiles de ciertos problemas, tomando ϕ̃2 = (ukk − ε− ϕε)
+ ∈ H

como la función test en sus respectivos problemas, obtenemos

(ukk , ϕ̃2)H =
∫ b

a

F (s, uσkk(s)) · ϕ̃σ2 (s) ∆s ≤
∫ b

a

mε(s) · ϕ̃σ2 (s) ∆s = (ϕε, ϕ̃2)H ;

por lo tanto, de (3.60)

‖ϕ̃2‖2H ≤ (ukk − ϕε, ϕ̃2)H ≤ 0,

lo que implica que 0 ≤ ukk ≤ ε + ϕε en D y aśı, 0 ≤ u1 ≤ ε + ϕε en D. Por
lo tanto, la continuidad de ϕε en cada punto denso de la frontera de D y la
arbitraridad de ε garantizan que u1 ∈ C0(D).

Por último, veremos que la igualdad (3.59) es válida para cada función test
ϕ ∈ C1

c,rd(Dκ); fijamos una de ellas.
Para toda k ≥ 1 suficientemente grande para que sop ϕ ⊂ (ak, bk)T y todo

j ≥ 1 suficientemente grande para que εkj < νδk , puesto que ukj es una solución
débil de (Pkj ), tomando ϕ ∈ C1

c,rd(Dκ) ⊂ C1
0,rd(Dκ) como la función test en

(3.62) y teniendo en cuenta (3.64), obtenemos∫
[ak,bk)T

u∆
kj (s) · ϕ

∆(s) ∆s = (ukj , ϕ)
H

=
∫

[ak,bk)T

F (s, uσkj (s)) · ϕ
σ(s) ∆s,

de donde se sigue, tomando ĺımites, que∫
[ak,bk)T

(
(uk)∆(s) · ϕ∆(s)− F (s, (uk)σ(s)) · ϕσ(s)

)
∆s = 0,

que es equivalente, pues u1|Dk = uk y ϕ = 0 = ϕσ en Do\Do
k, a∫

[a,b)T

(
u∆

1 (s) · ϕ∆(s)− F (s, uσ1 (s)) · ϕσ(s)
)

∆s = 0

y la prueba está, por lo tanto completa. ut
Las proposiciones 3.4.4 y 3.4.5 llevan a la siguiente condición suficiente para

la existencia de al menos una solución en el sentido de las distribuciones del
problema (P3).
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Corolario 3.4.6 Sea F = f + g tal que f, g : D × (0,+∞)→ R̄ verifican (H1
3)

y (H3
3), f cumple (H2

3) y g cumple (H4
3).

Si para cada j ≥ 1 existe uj y uj una subsolución débil y una sobresolución
débil, respectivamente de (Pj) tal que uj ≤ uj en D y

ı́nf
j≥1

mı́n
[a+δ,b−δ]T

uj > 0 para todo δ ∈
(

0,
b− a

2

]
y sup

j≥1
máx
D

uj <∞, (3.67)

entonces, (P3) tiene una solución en el sentido de las distributiones u1.

Por último, fijado u1 ∈ H0,loc una solución en el sentido de de las distribu-
ciones de (P3) con F = f + g, vamos a demostrar la existencia de una segunda
solución en el sentido de las distribuciones de (P3) mayor o igual que u1 en D.
Para cada k ≥ 1, se considera el problema débil

(P̃k)

 −v
∆∆(t) = F (t, (u1 + v+)σ(t))− F (t, uσ1 (t)); ∆− c. t. t ∈ (Dκ

k )o,

v(ak) = 0 = v(bk).

Para cada k ≥ 1, consideramos Hk := H1
0,∆(Dk) un subespacio de H defi-

niendo cada v ∈ Hk como v = 0 en D\Dk y defimos el funcional Φk : Hk ⊂
H → R, para cada v ∈ Hk como

Φk(v) :=
1
2
‖v‖2H −

∫
[ak,bk)T

G
(
s, (v+)σ(s)

)
∆s, (3.68)

donde la función G : D × [0,+∞)→ R̄ está definida para ∆−casi todo t ∈ D y
todo x ∈ [0,+∞) como

G(t, x) :=
∫ x

0

(
F (t, uσ1 (t) + r)− F (t, uσ1 (t))

)
dr. (3.69)

Como consecuencia del lema 3.4.2 deducimos que cada solución débil de (P̃k) es
no-negativa en Dk y razonando como en el lema 3.3.8, se puede probar que Φk
es débilmente semi–continuo inferiormente, Φk es continuamente diferenciable
en Hk, para cada v, w ∈ Hk,

Φ′k(v)(w) = (v, w)H −
∫ bk

ak

(
F
(
s,
(
u1 + v+

)σ(s)
)
− F (s, uσ1 (s))

)
· wσ(s) ∆s,

(3.70)
y las soluciones débiles de (P̃k) coinciden con los puntos cŕıticos de Φk.

A continuación, vamos a asumir la siguiente condición:

(H5
3) Para ∆−casi todo t ∈ Do, f(t, ·) es no creciente en (0,+∞).

Proposición 3.4.7 Se supone que F = f+g es tal que f, g : D×(0,+∞)→ R̄
satisfacen (H1

3) y (H3
3), f cumple (H2

3) y (H5
3) y g cumple (H4

3).

166



Si {vk}k≥1 ⊂ H, vk ∈ Hk, es una sucesión acotada en H tal que

ı́nf
k≥1

Φk(vk) > 0 y ĺım
k→+∞

‖Φ′k(vk)‖H∗k = 0, (3.71)

entonces, {vk}k≥1 tiene una subsucesión puntualmente convergente en D a una
función no trivial v ∈ H tal que v ≥ 0 en D y u2 := u1 + v es una solución en
el sentido de las distribuciones de (P3).

Demostración: Como {vk}k≥1 es acotada en H, tiene una subsucesión que
converge débilmente en H y fuertemente en C0(D) a alguna v ∈ H.

Para cada k ≥ 1, por (3.60), obtenemos

‖v−k ‖H ≤ ‖Φ
′
k(vk)‖H∗k , (3.72)

que implica, de (3.71), que v ≥ 0 en D y aśı, u2 := u1 + v > 0 en (a, b)T.
Con el fin de demostrar que u2 := u1+v ∈ H0,loc es una solución en el sentido

de las distribuciones de (P3), fijamos ϕ ∈ C1
c,rd(Dk) arbitrario y elegimos k ≥ 1

suficientemente grande para que sop ϕ ⊂ (ak, bk)T, teniendo en cuenta que u1

es una solución en el sentido de las distribuciones de (P3), el paso al ĺımite en
(3.70) con v = vk y w = ϕ permite obtener

0 =
∫ b

a

[
v∆(s) · ϕ∆(s)−

(
F (s, (u1 + v)σ(s))− F (s, uσ1 (s))

)
· ϕσ(s)

]
∆s

=
∫ b

a

[
u∆

2 (s) · ϕ∆(s)− F (s, uσ2 (s)) · ϕσ(s)
]

∆s;

aśı, u2 es una solución en el sentido de las distribuciones de (P3).
Finalmente, veremos que v es una función no trivial; supongamos que v = 0

en D. La condición (H5
3) permite asegurar que la función G definida en (3.69)

verifica para cada k ≥ 1 y ∆−casi todo s ∈ Do,

G
(
s, (v+

k )
σ
(s)
)
≥

(
f
(
s,
(
u1 + v+

k

)σ
(s)
)
− f (s, uσ1 (s))

)
· (v+

k )σ(s)

+
∫ (v+

k )σ(s)

0

(
g (s, uσ1 (s) + r)− g (s, uσ1 (s))

)
dr;

de modo que, por (3.68) y (3.70), tenemos, para cada k ≥ 1,

Φk(vk) ≤ 1
2
‖vk‖2H − (vk, v+

k )
H

+ Φ′k(vk)(v+
k )

−
∫

[a,b)T

(
g
(
s,
(
u1 + v+

k

)σ
(s)
)
− g (s, uσ1 (s))

)
· (v+

k )σ(s) ∆s

+
∫

[a,b)T

[∫ (v+
k )σ(s)

0

(
g (s, uσ1 (s) + r)− g (s, uσ1 (s))

)
dr

]
∆s;
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además, como sabemos que v+
k ≤ p en D para algún p > 0, se deduce de (H4

3)
que existe m ∈ L1

∆(Do) tal que

Φk(vk) ≤ 1
2

(
‖v−k ‖

2

H
− ‖v+

k ‖
2

H

)
+ Φ′k(vk)(v+

k ) + 2
∫ b

a

m(s) · (v+
k )σ(s) ∆s

≤ 1
2
‖v−k ‖

2

H
+ ‖Φ′k(vk)‖H∗k · ‖v

+
k ‖H + 2

∫ b

a

m(s) · (v+
k )σ(s) ∆s

por lo tanto, como {v+
k }k≥1

es acotada en H y converge puntualmente en D a
una función no trivial v, deducimos, de la segunda relación en (3.71) y (3.72),
que ĺım

k→∞
Φk(vk) ≤ 0 lo que contradice la primera relación en (3.71). Por tanto,

v es una función no trivial. ut

3.4.2. Existencia y unicidad de solución

En esta subsección demostraremos la existencia de soluciones en el sentido
de las distribuciones de (P3) donde F = f + g0 + ηg1, η ≥ 0 es un pequeño
parámetro y f, g0, g1 : D × (0,+∞)→ R̄ satisfacen (H1

3), (H3
3) y las siguientes

condiciones:

(H6
3) Existe una constante x0 ∈ (0,+∞) y una función no trivial f0 ∈ L1

∆(Do)
tal que f0 ≥ 0 en ∆−casi todo punto de Do y

f(t, x) ≥ f0(t), g0(t, x), g1(t, x) ≥ 0,

para ∆−casi todo punto de Do y todo x ∈ (0, x0].

(H7
3) Para cada p ∈ (0,+∞), existe mp ∈ L1

∆(Do) y Kp ≥ 0 tal que para
∆−casi todo punto de Do se cumple que

|f(t, x)| ≤ mp(t) para todo x ∈ [p,+∞)

y
|g1(t, x)| ≤ Kp para todo x ∈ (0, p].

(H8
3) Existe m0 ∈ L2

∆(Do) tal que para ∆−casi todo punto de Do se verifica
que

|g0(t, x)| ≤ λx+m0(t) para todo x ∈ (0,+∞),

para algún λ < λ1, donde λ1 es el menor autovalor positivo del problema −u
∆∆(t) = λuσ(t); t ∈ Dκ2

,

u(a) = 0 = u(b).

Teorema 3.4.8 Se supone que f, g0, g1 : D × (0,+∞) → R̄ satisfacen (H1
3),

(H3
3) y (H6

3)− (H8
3). Entonces, existe η0 > 0 tal que para cada η ∈ [0, η0), el

problema (P3) con F = f + g0 + ηg1 tiene una solución en el sentido de las
distribuciones u1.
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Demostración: Sea η ≥ 0 arbitraria; las condiciones (H6
3)− (H8

3) garantizan
que g := g0 + ηg1 satisface (H4

3). Mostraremos que existe η0 > 0 tal que para
cada η ∈ [0, η0), se verifican las hipótesis del corolario 3.4.6.

Sea x0 y f0 dadas en (H6
3), sabemos, por las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4, que

podemos elegir ε ∈ (0, 1] tan pequeña que la solución débil u ∈ H de

−u∆∆(t) = εf0(t), ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o; u(a) = 0 = u(b),

cumple u > 0 en (a, b)T y u ≤ x0 en D.
Sea j ≥ 1 tal que εj < x0; obtenemos, por (H6

3), que

−u∆∆(t) ≤ f0(t) ≤ fj(t, uσ(t)) + g(t, uσ(t)); ∆− c. t. p. t ∈ Do,

de donde se deduce que u es una solución débil de (Pj).
Como consecuencia de (H1

3), (H3
3) y (H6

3)− (H8
3), razonando como en el teo-

rema 3.3.12, deducimos que el problema
−u∆∆(t) = fj(t, uσ(t)) + g0(t, uσ(t)) + 1; ∆− c. t. p. t ∈ (Dκ)o,

u(t) > 0; t ∈ (a, b)T

u(a) = 0 = u(b),

tiene una solución débil uj ∈ H la cual, por el lema 3.4.2 y (H6
3), satisface

que u ≤ uj en D. Veremos que {uj}j≥1 es acotada en C0(D); tomando ϕj :=
(uj − x0)+ ∈ H como una función test, sabemos, de (3.60), (H7

3) y (H8
3), que

existe mx0 ∈ L2
∆(Do) tal que

‖ϕj‖2H ≤ (uj − x0, ϕj)H =
∫

[a,b)T

(
fj(s, uσj (s)) + g0(s, uσj (s)) + 1

)
· ϕσj (s) ∆s

≤
∫

[a,b)T

(
λuσj (s) +mx0(s) +m0(s) + 1

)
· ϕσj (s) ∆s;

de modo que, del hecho de que la inmersión de H en C0(D) es compacta, ver la
proposición 1.5.7, la desigualdad de Wirtinger establecida en el corolario 1.6.3
y la relación λ < λ1, se deduce que {ϕj}j≥1 es acotada en H y por lo tanto,
{uj}j≥1 es acotada en C0(D). Aśı, la condición (H7

3) permite afirmar que existe
η0 ≥ 0 de tal forma que para todo η ∈ [0, η0) se verifica

−u∆∆
j (t) ≥ fj(t, uσj (t)) + g0(t, uσj (t)) + ηg1(t, uσj (t)); ∆− a. e. t ∈ Do,

lo que implica que uj es una sobresolución débil de (Pj).
Por tanto, para cada j ≥ 1 suficientemente grande, tenemos una subsolución

y una sobresolución de (Pj) respectivamente verificando las hipótesis del coro-
lario 3.4.6 y aśı podemos garantizar que el problema (P3) tiene al menos una
solución en el sentido de las distribuciones u1. ut

169



Teorema 3.4.9 Si f : D × (0,+∞)→ R̄ verifica (H1
3), (H2

3) y (H5
3), entonces,

(P3) con F = f tiene a lo sumo una solución en el sentido de las distribuciones.

Demostración: Supongamos que (P3) tiene dos soluciones en el sentido
de las distribuciones u1, u2 ∈ H0,loc. Sea ε > 0 arbitrario, tomamos ϕ =
(u1 − u2 − ε)+ ∈ Hc,loc como función test en (3.59), por (3.60) y (H5

3), tenemos

‖ϕ‖2H ≤ (u1 − u2 − ε, ϕ)H =
∫

[a,b)T

(
f(s, uσ1 (s))− f(s, uσ2 (s)

)
· ϕσ(s) ∆s ≤ 0;

aśı, u1 ≤ u2 + ε en D. Al ser ε arbitraria se sigue que u1 ≤ u2 en D e intercam-
biando u1 y u2, se concluye que u1 = u2 en D. ut

Corolario 3.4.10 Si f : D × (0,+∞)→ R̄ verifica (H1
3), (H3

3), (H5
3) y (H6

3)−
(H8

3) con g0 = 0 = g1, entonces, (P3) con F = f tiene una única solución en el
sentido de las distribuciones.

3.4.3. Existencia de dos soluciones ordenadas

A continuación, utilizando el teorema 3.4.8 que garantiza la existencia de
una solución en el sentido de las distribuciones de (P3), deduciremos, aplicando
la Proposicion 3.4.7, la existencia de una segunda solución mayor o igual que
la primera en el intervalo D; para ello vamos a suponer que f, g0, g1 : D ×
(0,+∞)→ R̄ verifican (H1

3), (H3
3), (H6

3)− (H8
3) y las siguientes condiciones:

(H9
3) Para ∆−casi todo t ∈ Do, f(t, ·) es no creciente y convexa en (0, x0],

donde x0 es el dado en (H1).

(H10
3 ) Existen constantes θ > 2, C1, C2 ≥ 0 y x1 > 0 tal que para ∆−casi todo

punto t ∈ Do se satisface que

|g1(t, x)| ≤ C1x
θ−1 + C2 para todo x ∈ (0,+∞)

y

0 <
∫ x

0

g1(t, r) dr ≤ 1
θ
x g1(t, x) para todo x ∈ [x1,+∞).

Usaremos la siguiente variante del lema del paso de la montaña, cuya de-
mostración se puede ver en [36].

Lema 3.4.11 Si Φ es un funcional continuamente diferenciable definido en un
espacio de Banach H y existe v0, v1 ∈ H tal que

c := ı́nf
γ∈Γ

máx
v∈γ([0,1])

Φ(v) > Φ(v0),Φ(v1), (3.73)

donde Γ es la clase de todas las curvas continuas en H que unen v0 y v1.
Entonces, existe una sucesión {vk}k≥1 ⊂ H tal que

ĺım
k→+∞

Φ(vk) = c, ĺım
k→+∞

(1 + ‖vk‖H) ‖Φ′(vk)‖H∗ = 0. (3.74)
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Teorema 3.4.12 Sean f, g0, g1 : D×(0,+∞)→ R̄ en las condiciones de (H1
3),

(H3
3) y (H6

3) − (H10
3 ). Entonces, existe η0 > 0 tal que para cada η ∈ (0, η0), el

problema (P3) con F = f + g0 + ηg1 tiene dos soluciones en el sentido de las
distribuciones u1, u2 tales que u1 ≤ u2 en D y u2 − u1 ∈ H.

Demostración: Las condiciones (H1)− (H4) permiten suponer que para
∆− casi todo t ∈ Do, f(t, ·) es no negativa, no creciente y convexa en (0,+∞)
puesto que estas condiciones pueden obtenerse sustituyendo f y g0 en D ×
(x0,+∞) por f(t, x0) y g0(t, x) + f(t, x)− f(t, x0), respectivamente.

Sea u1 una solución en el sentido de las distribuciones de (P ), cuya existencia
está garantizada por el teorema 3.4.8, y sea η > 0 arbitraria; está claro que
F = f + g con g := g0 + ηg1 verifica las hipótesis de la proposición 3.4.7; vamos
a demostrar la existencia de η0 > 0 tal que para cada η ∈ (0, η0) somos capaces
de construir una sucesión {vk}k≥1 ⊂ H en las condiciones de la proposición
3.4.7.

Para cada k ≥ 1 y v ∈ Hk, como consecuencia de las condiciones (NI), (H3),
(H5) y de la inmersión compacta de H en C0(D), deducimos que existen dos
constantes C3, C4 ≥ 0 tales que la función G definida en (3.69) verifica para
∆−casi todo s ∈ Do,

G
(
s, (v+)σ(s)

)
≤ λ

2
(vσ)2(s) + C3 (m0(s) + 1) ‖v‖H + ηC4

(
1 + ‖v‖H

)θ−1

‖v‖H ,

lo que implica, por (3.68) y la desigualdad de Wirtinger del corolario 1.6.3, que
existe una constante C5 ≥ 0 tal que

Φk(v) =
1
2
‖v‖2H −

∫
[ak,bk)T

G
(
s, (v+)σ(s)

)
∆s

≥ 1
2

(
1− λ

λ1

)
‖v‖2H − C5

(
1 + η (1 + ‖v‖H)θ−1

)
‖v‖H .

Aśı, como λ < λ1, existen constantes R, η0, c0 > 0 tales que

ı́nf
v∈Hk
‖v‖H=R

Φk(v) ≥ c0 > 0 para todos k ≥ 1 y η ∈ (0, η0). (3.75)

Sea η ∈ (0, η0) arbitrario. De la segunda relación en (H10
3 ), obtenemos que

para ∆−casi todo punto t ∈ Do se cumple que

g1(t, x) ≥ C6x
θ−1 para todo x ∈ [x1,+∞), (3.76)

para alguna constante C6 > 0; por lo tanto, no es dif́ıcil demostrar que existe
v1 ∈ H1 tal que v1 > 0 en (a, b)T, ‖v1‖H > R y Φ1(v1) < 0, con lo cual, como
Φ1(0) = 0, denotando por Γ1 la clase de todas las curvas continuas en H1 que
unen 0 y v1, se sigue de (3.75) que

c1 := ı́nf
γ∈Γ1

máx
v∈γ([0,1])

Φ1(v) ≥ c0 > Φ1(0),Φ1(v1)
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y aśı, el lema 3.4.11 establece la existencia de una sucesión {vk}k≥1 ⊂ H1 tal
que

ĺım
k→+∞

Φ1(vk) = c1, ĺım
k→+∞

(1 + ‖vk‖H) ‖Φ′1(vk)‖H∗1 = 0.

En consecuencia, teniendo en cuenta que H1 ⊂ Hk y Φk|H1 = Φ1 para todo
k ≥ 1, eliminando un número finito de términos si fuese necesario, se obtiene
una sucesión {vk}k≥1 ⊂ H tal que vk ∈ Hk para cada k ≥ 1,

0 <
c0
2
≤ Φk(vk) ≤ 2c1 para todo k ≥ 1 (3.77)

y
ĺım

k→+∞
(1 + ‖vk‖H) ‖Φ′k(vk)‖H∗k = 0; (3.78)

mostraremos que esta sucesión está acotada en H.
De (3.60) deducimos que

0 ≤ ĺım
k→+∞

‖v−k ‖H ≤ ĺım
k→+∞

‖Φ′k(vk)‖H∗k = 0, (3.79)

Para cada k ≥ 1, de (3.60), (3.68) y (3.70), tenemos que

Φk(vk)− 1
2

Φ′k(vk)(v+
k ) ≥ 1

2
‖v−k ‖

2

H
+
∫

[a,b)T

HF

(
s, (v+

k )σ(s)
)

∆s, (3.80)

donde, para ∆−casi todo s ∈ Do,

HF

(
s, (v+

k )σ(s)
)

=
1
2

(
F
(
s,
(
u1 + v+

k

)σ
(s)
)

+ F (s, uσ1 (s))
)
· (v+

k )σ(s)

−
∫

[uσ1 (s),(u1+v+
k )σ(s))T

F (s, r) dr;

como consecuencia directa de la convexidad de f y las condiciones (H7
3), (H8

3),
(H10

3 ) y (3.76), deducimos que existen constantes C7 > 0 y C8, C9 ≥ 0 tales que∫
[a,b)T

HF

(
s, (v+

k )σ(s)
)

∆s ≥ C7

∥∥(v+
k )σ

∥∥θ
Lθ∆
− C8

(∥∥(v+
k )σ

∥∥2

L2
∆

+ 1
)
− C9.

(3.81)
Por tanto, las relaciones (3.77), (3.78), (3.79), (3.80) y (3.81) permiten afir-

mar que la sucesión {(v+
k )σ}

k≥1
está acotada en Lθ∆(Do) y aśı, como para todos

los k ≥ 1,

1
2
‖vk‖2H ≤ Φk(vk) +

∫
[a,b)T

[∫ (v+
k )σ(s)

0

(
g (s, uσ1 (s) + r)− g (s, uσ1 (s))

)
dr

]
∆s

concluimos, por (3.77), (3.78), (H8
3) y (H10

3 ), que {vk}k≥1 está acotada en H y
la proposición 3.4.7 conduce al resultado. ut
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