Comprensiones categoriales y
subrecursion

Joaquin Diaz Boils

Director: Jose Pedro Ubeda Rives

Tesis presentada al programa de doctorado

Razon, Lenguaje e Historia
Departamento de Légica y Filosofia de la Ciencia.
Universidad de Valencia.

Valencia, 2012.

VNIVERSITAT
DGVALENCIA






Uf -dijo él.

II1






Agradecimientos. Agradezco la colaboracién, a lo largo todo el proceso de
estudio y redaccién de esta tesis, de los profesores Noson Yanofsky del
Brooklyn College de Nueva York, Robin Cockett y todo su grupo de estudio
en la University of Calgary y Giuseppe Rosolini de la Universita di Genova.

Agradezco especialmente la ayuda y la confianza de mi director de te-
sis, el profesor José Pedro Ubeda Rives del Departamento de Logica y Filo-
sofia de la Ciencia de la Universitat de Valéncia. Quiero destacar el esfuerzo
autodidacta que hemos llevado a cabo juntos.

Dedico esta tesis a todas esas personas improductivas desde el punto
de vista financiero que me han dado su afecto durante este tiempo. De esa
tribu extensa Maria, Manuela y Rut seran siempre las primeras.






indice general

A Introduccionl
B E bisicas

E.l. La 2—categor1a 2| ..........................

aZ-categorian| . . . ... ... ... Lo
2.3. El orden parcial de las funciones monétonas| . . . . . . . ..
2.4. Los generadores del monoide M| . . . . ... ... .....

3. Comprensiones|
B.I. Categorias monoidales| . . . .. .......... ... .. ..
EZ Categorias tensor y cotensor| . . . . ... ... .. ... ...
E§ Z—ComBren31ones| .........................
BA_ N-COMPIENSIONeS| - - - « « « « o oo oo

B.5. Extension de una n-Comprension|. . . . .. ..........

B2, Ladoctrinainicial Z"|. . . ... .................
4.3. 1" como categoria simétrica monoidal cartesianal. . . . . . .
4.4. Esquemas derecursionacotada . . . .. ... ... ...

45. Lasdoctrinas A" . . . ... ...
. m rina A" . ...
@.7. Cobertura de Freyd deuna doctrina| . . . ... ... ... ...

[5. Subrecursion y doctrinas |
b.1. La Jerarquia de Grzegorzeyk] . . . .. ... ... ... ... ...
b.2. La Jerarquia de Grzegorzcyk por recursién segura| . . . . . . .
b.3. Composicion segura y niveles de recursion| . . . . . ... ..

VII



INDICE GENERAL

p.4. Composicionseguraen J"| . .. ................

BB, Taclase KM . . . . . o e e e
5.6. Secuencias de funcionesen K| . . ... ... L L.

pp.7.  Caracterizacion por medio de n-Comprensiones| . . . . . . .

EEéng ices|

éndice Al . . . . . e

VIII



Capitulo 1

Introduccion

Distintas clases de funciones recursivas han sido caracterizadas por me-
dio de Teorfa de Categorias. Ello se ha logrado considerando diferentes cla-
ses de categorias a las que se ha dotado de un esquema de recursién. La
mads conocida de esas caracterizaciones es la que proporciona la clase de
las Funciones Recursivas Primitivas (en adelante R’P) por medio tnica-
mente de una categoria cartesiana y un Objeto de Niimeros Naturales (véase
[L. Romanl).

Un Objeto de Niimeros Naturales (en adelante un nno) en una categoria C
dotada de un objeto terminal 1 es una terna (N, z, S)EI dada por un diagrama

1 —+ N - N que es inicial entre todos los diagramas en la forma

1542,

en C. Esto se expresa en un solo diagrama conmutativo

I N—>N

m m

—<—

—A——A

f g

Otra caracterizacion se obtiene al adoptar el Axioma del Infinito o Axioma
de Peano-Lawvere, que postula la existencia de un nno en cualquier objeto de
una categoria dada. Una categoria C cumple el Axioma de Peano-Lawvere si
para todo objeto X en C existe un diagrama

'El morfismo z representa en el modelo de funciones en RP al cero y s al sucesor.
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Sx
2x \ oy
X — Nx

8

)

tal que para todo diagrama en C de la forma X . Y existe un tnico
morfismom : Nx ——=Y quecumple:mozx = fymosx = gom.

Dicho Axioma dota de sentido a la introduccién de una clase de catego-
rias en [A. Burroni] que contendra descripciones de las funciones R’P. Una
categoria que satisface el Axioma de Peano-Lawvere se llamaré categoria de
Peano-Lawvere o abreviadamente categoria PLE]

Roman y Paré en [Roman-Paré] por su parte generalizan las definicio-
nes anteriores a categorias monoidales deduciendo que los resultados ob-
tenidos en categorias cartesianas con nno pueden también establecerse pa-
ra dichas categorias. Ello se logra dotdndolas de un nno definido en ellas
introduciendo el producto tensorial en los esquemas de recursién. Dicha
caracterizacion representa una generalizacién de la construccion a base de
categorias cartesianas.

Un nno a la izquierda (nnoi) en una categoria monoidal V con unidad
T e identidad izquierda i es una terna (N, 0,s) tal que para todo par de
morfismos f : A — By g : B — B en V existe un tinico morfismo
m: N ® A — B tal que el diagrama

ToAANeoA A NeA
| I
A——r—B B

conmuta.

Esta definicién es equivalente a la introducida en [A. Burronif] en el sen-
tido de que una categoria monoidal con nnoi es PL y el reciproco también
se cumple (ver [Romdn-Paré] pagina 363).

Un nno parametrizado en una categoria cartesiana, esto es, un nno (N, z,s)
para el cual existe un diagrama conmutativoﬁ

2Una caracterizacién importante de las categorias PL viene dada en [A.Burroni] por
medio de extensiones de Kan.

3Se obtiene un nno parametrizado a partir de un nno directamente en un topos e incluso
en una categoria cartesiana cerrada.
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|

proporciona unas ecuaciones equivalentes al esquema de recursién primi-
tiva de la clase R'P y por tanto equivale en su contenido semantico a la
operacion recursién del conjunto de funciones R'P. Podemos entonces afir-
mar que una categoria cartesiana con un nno parametrizado permite definir
toda la clase RP.

Es sabido también que pueden obtenerse otras clases por encima de (con-
teniendo a) RP afiadiendo alguna estructura més a la categoria sobre la
que se trabaja: considerando por ejemplo un topos (en [Lambek-Scott]),
una categoria cartesiana cerrada (en [Thibault]) o una categorfa con limi-
tes finitos (en [L. Romén[Z]])E]

Menos trabajo, sin embargo, se ha presentado sobre la caracterizacion
categorial de las clases de funciones subrecursivas, esto es, aquéllas conteni-
das en RP (consultar por ejemplo [Cockett-Redmond]).

En la clase de las funciones R'P hay al menos una sucesién de funcio-
nes tal que cada funcién en ella tiene un crecimiento sustantivamente maés
complejo que la funcién que la precede en la sucesién. Tal escala de funcio-
nes nos permite definir una jerarquia en R’P con la cual podremos clasificar
a las funciones recursivas primitivas en diversos niveles de complejidad. Este
es el caso de la Jerarquia de Grzegorzcyk.

Una de las razones de contar con menos estudios sobre clases de fun-
ciones subrecursivas es que no se dispone de un diagrama recursivo con
suficiente expresividad que caracterice la recursion acotada respecto a la cual
estdn cerradas dichas clases y que tiene el aspecto siguiente

f(u,0) = g(u)
flu,x+1) =h(u,x, f(u,x))
fu,x) < j(u,x)
Los intentos de introducir un diagrama al estilo Objeto de Niimeros Na-
turales en una categoria monoidal con una condicién de acotacién basada

N XEoNx X

X
J{m m

7 A 2 A

4Para un resumen de estos resultados consultar [Zalameal.
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en la funcién sustraccién no negativa — en la forma

0®X s®X

T®X N®X N®X
il lf lf
X 2 Y ; Y

sujeto a las condiciones

fu,x)=j(u,x) = 0y g(u)=j(u,0) = 0

no permiten una caracterizacién categorial adecuada.

El problema surge al plantear cudndo, dadas las funciones g, h y j del
esquema de recursién acotada, existe la funcién f que satisface las tres con-
diciones. Para saber si existe un algoritmo que decida esa pregunta o si pue-
den enumerarse las funciones en cada una de las clases de la jerarquia se ha
intentado caracterizar la jerarquia por otros procedimientos, entre ellos el
uso de la diferencia no negativa antes planteada o de esquemas diferentes
como la recursién segura y la recursién ramificada.

El esquema de recursion segura fue introducido en [Bellantoni-Cook] co-
mo una forma de sustituir la condicién de acotacién del esquema de re-
cursién acotada por una condicién de tipo sintdctico. En concreto la idea
central de S. Bellantoni y S. Cook en [Bellantoni-Cook] es definir dos tipos
de variables (variables normales y variables seguras) segtin el uso que de
ellas se hace en el proceso de computacion. Al hacer la recursién el valor
de la funcién para el argumento anterior sélo pueden introducirse en el
lugar de las variables seguras.

En [Bellantoni-Cook] se consigue por este método una caracterizacién
de la clase de funciones de tiempo polinomial. A partir de esa idea va-
rias clases de funciones, de acuerdo con su grado de complejidad, han sido
caracterizadas usando la recursion segura. Generalizando los tipos de va-
riables y el esquema de recursién y usando funciones iniciales nuevas se
obtienen nuevas clases de funciones que se ha demostrado que son equiva-
lentes a las clases subrecursivas £" de la Jerarquia de Grzegorzcyk (ver [Wirz]
y [Bellantoni-Niggl]).

La recursion ramificada es una forma de afrontar los problemas de impre-
dicacion. La definicién impredicativa de un conjunto en términos de una cla-
se de la cual él mismo es miembro se ha intentado soslayar restringiéndola
a definiciones de subconjuntos propios. Eso significaria asumir la existencia
del conjunto de las partes antes que la del propio conjunto. Generalmente
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un sistema ramificado es aquél en el cual los objetos se definen usando ni-
veles tales que la definicién de un objeto en el nivel i se refiere inicamente
a los objetos pertenecientes a niveles por debajo de i. Tales definiciones son
predicativas en el sentido de que no contienen ninguna circularidad.

Segun [Leivant], si se considera la recursién sobre un algebra de pala-
bras A, podemos considerar una coleccion de niveles A; de A vistos tam-
bién como tipos o universos donde cada uno tiene asociada una copia de

los constructores ¢} y una medida como sigue. Llamamos nivel de una varia-
ble x € A;al valor iy lodenotamos f(x) = i. Andlogamente definimos nivel
de una funcién como t(f) = i cuando f tiene codominio Aiﬂ

La recurrencia ramificada de este modo conlleva una formulacién di-
ferente. Llamaremos argumento de recurrencia al valor de la variable a; y

argumentos criticos a los diferentes valores f(aj, X). Para cada constructor ¢/
se tiene una ecuacion:

flei(ay, . ar,),%) = g i(f(a1,%), ..., f(ar, X),8,X)

1

donde el nivel j del argumento de recurrencia para f debe ser mayor que
el nivel de los argumentos criticos. De este modo tenemos dos casos:

1. todas las funciones de recursién son tales que no dependen de sus
argumentos criticos o son inesenciales, en cuyo caso la recursién se
llama recursién plana o

2. el argumento de recursion de f estd en un nivel superior que £(f).

Damos ahora un ejemplo para el caso de que el dlgebra de palabras A se
base en el alfabeto que consta tinicamente del 0 y el 1. La recursién rami-
ticada con todos los argumentos criticos presentes sobre A esta definida,
para todas las funciones gc : A — Ay, 0,81 : Ay X Ay x A — A, don-
de A = A1 X ... X A, y m > n, por una tnica funcién f : A, x A — A,
tal queﬂ
f(e%) = ge(¥)

£(00,%) = g0(f(a,%),4,%)

f(18,%) = g1(f(a,%),0,%)
si el valor de gg y g1 no dependiera del valor de su primer argumento,
tendriamos un caso de recursioén plana. Como cada una de las definiciones

S5Traduccién libre del inglés tier referido a nivel de abstraccion de orden i.
®Aqui 0 y 1 son constructores. Estas condiciones sobre los niveles de A constituyen el
denominado el principio de ramificacién.
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de funciones dadas de este modo dependen de otras dadas, decimos que
esa defincion es circular.

El método que usaremos para deshacer esta circularidad serd conside-
rar una coleccién de copias de IN, que denominamos INy. Las funciones que
se consideran definidas en cada uno de estos conjuntos isomorfos son:

» en Ny unas funciones iniciales entre las que siempre figuran las fun-
ciones cero y sucesor, que permiten caracterizar los nimeros natura-
les

» en INg, las funciones definibles usando las definidas en las IN; con
j < k y unos operadores dados, entre los que figuran operadores de
recursion cuyos valores criticos estan en IN; con s < k.

Llamaremos a estos IN; niveles de los niimeros naturales y tienen relacion con
diferentes clases de funciones segtin su grado de complejidad. Usaremos
esos niveles para ir definiendo nuevas funciones.

De este modo pueden definirse las funciones

s predecesor por el esquema
pre(0) =0
pre(sn) =n
de recursion plana sobre IN
» suma por medio del esquema
®0,m) =m
®(sn,m) = s(®(n,m))

que en general produce una funcién @;xx : IN; X Ny — Ny siempre
quej >k
» multiplicacién
®(0,m) =0
®(sn,m) = ®(n,®(n,m))
que en general produce una funcién ®; ;i : IN; X IN; — N siempre
quej>kyi> k[

7Si i = j se utilizan dos niveles de recursion, si i # j se usan tres niveles.
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En [Bellantoni-Niggl|] se trabaja, en cambio, con el concepto de grado de una
funcién f € RP, denotado aqui por gr(f), y definido por casos del siguien-
te modo:

1. si f es una funcién inicial se tiene gr(f) =0

2. si f es una funcién definida por composicién a partir de las funciones
h,g1,...,4m se tiene

gr(f) = max{gr(h),gr(g1),.-.,8r(gm)}

3. si f es una funcién definida por recursién a partir de las funciones
h'y g se tiene

gr(f) = max{gr(h) +1,¢r(g)}

Con ello se obtiene la siguiente caracterizacion de las clases de la Jerarquia
de Grzegorzcyk para todo n > 2:

£ = {f e RP/gr(f) <n}

Esta igualdad proporciona una caracterizacion de las clases £"*1 en térmi-
nos de la profundidad de su recursion, esto es, un conteo de las operaciones
de recursién hechas para el célculo de cada funcion de cada clase £"1. El
exponente de las clases £, ademads, indica ese conteoﬁ

En los primeros textos sobre caracterizacién categorial de funciones re-
cursivas ([A. Burroni| L. Romdn| [Lambek-Scott] por ejemplo) se trabaja con
una construccién sintdctica, esto es, una categoria inicial de una clase de
categorias con un esquema de recursion, cuya imagen en la categoria Set
proporciona la clase de funciones que se busca.

Una aproximacién al problema de caracterizar las clases de funciones
subrecursivas en Teoria de Categorias supone encontrar un modo catego-
rial de expresar la seméantica de caracterizaciones tales como la recursion
segura o la recursion ramificada. El trabajo hecho en la tesis presentada por J.
R. Otto en 1995 ([Ottol]) se basa en el uso de las categorias de niimeros or-
dinalesﬂ A partir de ellas se define unas categorias flecha extendidas que dan
lugar a endofuntores de coercion con idea de recoger las condiciones de rami-
ficacién de las funciones a definir, y trabajar con las estructuras definidas
tal como se hacia en los primeros estudios antes citados. Por este método se

8E1 concepto de nivel de una funcion, introducido en la Secciénde esta tesis, tiene una
interpretacién similar al de grado en [Bellantoni-Niggl].
9Aqui y en adelante consideraremos siempre solamente los ordinales finitos.
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trata de caracterizar en [Otto] las clases de funciones recursivas de tiempo
lineal, espacio lineal, espacio polinomial, tiempo polinomial y los niveles 2
y 3 de la Jerarquia de Grzegorzcyk.

En concreto, en [Otto] se trata de construir, a partir de la introduccién
de las 2 y 3-Comprensiones respectivamente, las clases £ (que coincide
con la clase de Funciones de Espacio Lineal en términos de complejidad, ver
[Bellantoni], pagina 21) y £3 (Funciones de Kalmar, ver [Grzegorczyk]).

Dichas caracterizaciones se basan en emular categorialmente los im-
portantes resultados de D. Leivant en [Leivant] y S. Bellantoni y S. Co-
ok en [Bellantoni-Cook]. Posteriores trabajos ([Bellantoni-Niggl] y también
[Wirz]) han generalizado la idea de la recursion segura de [Bellantoni-Cook]]
para definir clases de funciones con un ntimero indeterminado de variables
de tipo distinto. Se verd en el Capitulo 5, sin embargo, que las construccio-
nes sintdcticas de [Otto] con profundidad de recursién igual a 3 se reducen
a los niveles anteriores y se dard una solucién a tal problema.

Esta tesis corrige los problemas sefialados en el parrafo anterior y ofre-
ce una caracterizacion de toda la Jerarquia de Grzegorzcyk en términos de
Teoria de Categorias. Ello se lleva a cabo usando ciertas herramientas que
consideramos pueden ser ttiles para caracterizar nuevas clases de funcio-
nes subrecursivas, esto es, una aportacién a una lectura mas amplia de la
Teoria de la Computabilidad en términos de la l6gica categorial, usando la
terminologia de J. Lambek y P. Scott en [Lambek-Scott].

La idea de [Otto], que aqui generalizamos, consiste en introducir unas
ciertas doctrinas en las cuales hay representantes de los niimeros naturales
de distintos niveles y que se construyen a partir de las categorias n y las
n-Comprensiones para categorias simétricas monoidales.

En concreto, considerando la categoria generada por el orden parcial

0—1— - —n-1

que denominamos n, se define la categoria de los endofuntores sobre ella,
denominada aqui M, y que tiene una estrecha relacién con las funciones
monotonas sobre el conjunto {1, 2, ..., n}. Esos endofuntores actuaran como
coerciones sobre los dominios de las funciones recursivas cuando se intro-
duzcan los niveles de los niimeros naturaled)

Una n-Comprension simétrica monoidal (SM en adelante) se define como
una estructura de endofuntores y transformaciones naturales sobre una ca-
tegoria SM donde se exige que conmuten exactamente los mismos diagra-
mas que en M,. Dicha estructura se extiende a cualquier otra construida

10Cuya interpretacion filoséfica (como una forma de impredicacién sobre conjuntos de nu-
meros) puede consultarse en [Bellantoni-Niggl].
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a partir de la primera en la forma de una categoria cotensor n — C. Es en
esta ultima categoria con C = Set en la que se definen los niveles de los
nuameros naturales IN; que tienen la forma de cadenas de n — 1 morfismos.

Las doctrinas O" definidas en el Capitulo 4 constan de n-Comprensiones
SM dotadas de ciertos diagramas de recursion. Las doctrinas A", introdu-
cidas en el mismo Capitulo, constan de n-Comprensiones SM dotadas de
los llamados diagramas de recursion dependiente sequra (o diagramas RDS)
que incluyen a los de O".

Hemos utilizado para A" un diagrama unario (llamado diagrama inicial)

T -5 No - Np

tal que podemos generar todos los diagramas iniciales en la forma
T-5N -5 N,

y otros diagramas (los diagramas RDS) en la forma

0k+1®X Sk+1®X

T®X Niy1 ® X Nip1 ® X
.
(041 2X) 8570 l ! lf
(N1 @ X) @Y — Y

sujetos a una sola condicién de acotacion sobre el objeto Y que nos permi-
ten imitar el principio de ramificacién de Leivant en [Leivant]. Sin embargo,
y segtn las necesidades de la caracterizacién, hemos introducido otros dia-
gramas como por ejemplo

Or+1®X Skr1®X

T®X N1 ® X Ni1 ® X
T
X id,g X®Y h Y

denominados diagramas RRPS y sujetos a la misma condicién de acotacién
sobre Y. Veremos que cada funcién definible a partir del esquema RRPS
puede ser definida a partir de RDS.

Siguiendo el contenido de [Romén-Paré] se prueba que la doctrina ini-
cial Z" de O" es SM cartesiana, de modo que se puede trabajar en ella uti-
lizando nuevos morfismos y operaciones. Ello nos permite el uso de estos
dos diagramas en 7" y también en J", la doctrina inicial en A".
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A partir de J" se introducen las clases K", contenidas respectivamen-
te en cada J" y que nos permiten solucionar el problema que se produce
a partir de n = 3 con las especies de los morfismos definibles en J". Por
encima de [J2 la estructura definida no permite caracterizar clases de fun-
ciones con complejidad creciente como se desea. Esta situacién, que se da
en [Otto], concuerda con el hecho, demostrado en [Leivant] y posterior-
mente corregido en [Leivant[2]], de que las clases de funciones definidas
por recursiéon ramificada en ambos textos colapsan a partir del nivel tres.
Este hecho se explica en detalle al comienzo de la Seccién 5.6.

Es en esas clases K" donde se van a caracterizar las clases de la Jerarquia
de Grzegorzcyk. Sus objetos (productos cartesianos de potencias de N;) tie-
nen una lectura en Set como productos cartesianos de potencias de IN; por
medio de su cobertura de Freyd. De hecho, la imagen de K" por el funtor

r: J" — Set

considerando todas las variables de la especie méxima es la clase de nivel
n de la Jerarquia de Grzegorzcyk. Ello se demuestra en el Capitulo 5 siguien-
do la construcciéon de M. Wirz en [Wirzl. La operacién de composicion se-
gura, clave en ese articulo, viene recogida en la estructura de la doctrina
J" mediante una interpretacién adecuada de los diagramas dados por las
transformaciones naturales de la n-Comprensién, tal como se explica en el
Capitulo 5.

Esta tesis esta estructurada en seis capitulos méds un Apéndice que con-
tiene informacién complementaria pero importante para la lectura y com-
prension de la misma. En el Capitulo 2 se presentan las categorias de nu-
meros ordinales finitos, y otras de orden superior en base a los funtores de
las primeras, estudidandolos como funciones monétonas y se cita la cone-
xién existente entre estas estructuras y la categoria simplicial. En el Capitulo
3 se introduce el concepto de n-Comprensién simétrica monoidal, para lo cual
se definen las categorias tensor y cotensor y se considera las extensiones de
una n-Comprensiéon por medio de ese cotensor. Estas n-Comprensiones,
dotadas de los diagramas antes citados, serdn los objetos de la doctrina,
mientras que las categorias cotensor nos permitirdn definir los niveles de
los nimeros naturales en 6rdenes superiores cuando la categoria simétri-
ca monoidal considerada es Set. Asimismo se ofrece una descripcion de la
categoria cotensor n —o C. En el Capitulo 4 se define en detalle toda la es-
tructura categorial requerida para caracterizar funciones subrecursivas por
medio de doctrinas, se desarrolla la doctrina inicial sobre la cual se trabaja-
réd en el Capitulo 5, se presentan los diferentes diagramas de recursién que
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se usard y se considera la semdntica obtenida por medio de la cobertura de
Freyd. En el Capitulo 5 se caracteriza la composicién segura en términos de
las doctrinas del Capitulo anterior, se introducen las clases K" y se demues-
tra un Teorema de caracterizacion de la Jerarquia de Grzegorzcyk por medio
de ellas. El Capitulo 6 , Conclusiones, se dedica a destacar los resultados
novedosos de la tesis y las futuras lineas de investigacién que considera-
mos interesantes y que podrian desarrollarse a partir de los contenidos de
esta tesis.

Se ha introducido, por tltimo, hasta cinco Apéndices indexados por las
letras A, B, C, D y E que corresponden a contenidos de los Capitulos 2, 3, 4,
5y 6 respectivamente. Se ha llevado a ellos los célculos y demostraciones
largos y exahustivos con idea de agilizar la lectura. Asimismo se ha trata-
do de ofrecer ejemplos de forma sistemdtica de todo cuanto hay de nuevo
intentado ponerlo en relacién con conceptos ya conocidos.

El Apéndice A contiene calculos y desarrollos pertenecientes a resul-
tados del Capitulo 2, el Apéndice B contiene ejemplos relevantes de los
conceptos del Capitulo 3. El C contiene la descripcién de las categorias ini-
ciales 7" y J" y de la categoria coma (#—Set)/r, asi como la demostracién
de que 1" es simétrica monoidal cartesiana, hecho necesario para definir
los diagramas parametrizados, y se prueba resultados sobre la relacién en-
tre dichos esquemas. El Apéndice D describe una caracterizacién de la Je-
rarquia de Grzegorzcyk, la dada en [Leivant[2]], en la que puede observarse
algunas similitudes con la ofrecida aqui y se desarrolla una interpretacion
de la composicion segura en J". El Apéndice E estd dedicado a exponer
nuevas ideas relacionadas con el uso de fibrados para una caracterizacién
andloga a la presentada en esta tesis.

Una posible interpretacion fibracional de los resultados de los capitulos
previos, principal linea de trabajo futuro, viene desarrollada en el Apéndice
E.2 y ha sido elaborada en colaboracién con el profesor Giuseppe Rosolini
de la Universidad de Génova.






Capitulo 2

Estructuras basicas

En este Capitulo se presentan las 2-categorias de los niimeros ordinales fi-
nitos y se establecen algunas de sus propiedades. Se introducird un orden
parcial sobre las funciones monétonas, que resultan ser los endofuntores
en las categorias mencionadas, y se vera que tienen una relacién estrecha
con la categoria simplicial A.

2.1. La2-categoria 2

Definicién 2.1.1. El orden parcial 2 puede ser visto como una categoria
cuyos objetos son los elementos del conjunto

2={0,1}
y el conjunto de sus flechas, expresando el hecho de que 2 es un ordinal, es
{mop:0—0,mp1:0—1,my;:1— 1}
En este caso mq y m1 1 son las identidades sobre 0 y 1 respectivamente.

Definicién 2.1.2. El conjunto M, de endomorfismos o funtores de 2 es el
conjunto

{T,G,id}
donde T : 2 — 2 actuando sobre los objetos es tal que
T0)=T(1)=1

y actuando sobre funciones es tal que

T(WZQIQ) : T(O) — T(O) = T(moro) 1l — 1= T(Wlo,o) =mi

13
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T(mgy) : T(0) — T(1) = T(mgy) : 1 — 1= T(mgy) = my,
T(mip):T(1) — T(1) = T(m1):1 — 1= T(m1) = mya.
G : 2 — 2 actuando sobre los objetos es tal que
G(0)=G(1)=0
y actuando sobre funciones es tal que
G(mop) : 0 — 0 = mpp
G(mg;1):0 — 0 =mypp
G(my1):0 — 0 =mop
id : 2 — 2 actuando sobre los objetos es tal que
id(0) =0yid(1) =1
y actuando sobre las flechas es tal que
id(mopp) : 0 — 0 = mygy
id(mop) : 0 — 1 =myp;
idimig):1—1=my,
Hecho. M, es justamente el conjunto de las funciones monétonas de 2 en 2.

Definicién 2.1.3. M, con la composicién como producto es un monoide
donde el elemento unidad es id y su tabla de multiplicar es

xoy‘id T G
id |id T G
T |T T T
G |G G G

Entonces M7 es un monoide cuyo producto tiene la siguiente tabla de mul-
tiplicar

xy ‘ id T G
id|id T G
T|T T G
G|G T G
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El conjunto de transformaciones naturales entre funtores (o elementos
de M) es el siguiente:

{1r,16,1ia,1,€,1 0 €}
donde
1. 17: T = Testal que 17(0) = 17(1) = my,
2. 1: G= Gestal que 15(0) = 15(1) = mop
3. 1;4 :id = id es tal que 1;;(0) = mgo y 1;4(1) = mq,
4. n:id = Testal que n(0) = mg1y (1) = mya
5. €:G=idestal que e(0) = mpoye(l) =mpy
6. noe:G=Testalquenoe(0) =noe(l) =mp;.

Debido a que no hay flechas de 1 a 0 en 2 no hay ninguna transformacién
natural « tal que

1. a(0) =mp1ya(l) =
2. a(0) =myyya(l) =
3. a(0) =my1ya(l) =mg;

En el Apéndice A.1 se da una lista de productos de funtores y transforma-
ciones naturales.

2.2. La2-categorian

En esta Seccion se estudiard las 2-categorias n para n € IN.

Definicién 2.2.1. Para cada n € IN la categoria n es la categoria cuyos ob-
jetos son los ntimeros naturales menores que 7:

n=14{0,1,...,n—1}

y cuyas flechas, que corresponden al orden lineal de n determinada por el
diagrama:

0—1—--—n-1
seran denotadas por m;jcon 0 < i < j < n de tal modo que m;;:i — jes
la tinica flecha cuyo dominio es i y cuyo codominio es j EI

IEs facil ver que n tiene n objetos y n(n + 1) /2 flechas.
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El monoide M,” de endomorfismos de n en el cual el producto fg co-
rresponde a la composiciéon g o f es exactamente el conjunto de funciones
monotonas de n a n.

La 2-categoria n es aquella cuya celda de nivel cero es el conjunto n con
las flechas mjj; su celda de nivel uno es el monoide de las funciones mo-
nétonas y sus flechas las transformaciones naturales entre funciones mo-
noétonas consideradas como funtores y que corresponden al orden entre las
funciones monétonas inducidas por el orden lineal en .

Observacion. Las categorias n son los objetos de la categoria simplicial, de-
notada usualmente por A, y que tiene una interpretacién geométrica en
términos de conjuntos simpliciales a través del funtor

A —> Set

Véase el Apéndice A.4 para una exposicién mdas amplia de estos conceptos.
Una funcién monétona # : n — n puede ser descrita por medio de la

palabra
aopdl ...0y—1

tal que, para cadai = 0,..,n — 1, h(i) = a; y cuya longitud es n y cuyo
vocabulario es el conjunto n.

Una palabra que describe a una funcién monétona tiene la propiedad
de que cada simbolo en ella es menor o igual que el siguiente. Asi para cada
ai € nconi =0,...,n—1la palabra apa; ...a,_1 representa una funcién

monétona de n a n siy sélo si
apg<a <...<a,_1

En el Apéndice A.2 se realiza un conteo de las funciones monétonas de
nan.

2.3. El orden parcial de las funciones mondétonas

Si definimos un orden parcial entre las funciones monétonas f < g de
n a n tal que

f<geVien(f(i) <gi))

obtenemos un orden total cuando n = 2:
00 — 01 — 11.

En el caso de n = 3 podemos expresar este orden por medio del diagrama:
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000

001 — 002

|

011 — 012 — 022

L

111 112 122 222

Como puede observarse hay

1. 1 funcién con 0 sucesores: 222;
2. 6 funciones con 1 sucesor: 000, 002, 022, 111, 112 y 122;

3. 3 funciones con 2 sucesores: 001, 011 y 012.

En el caso n = 4 en el correspondiente diagrama de orden parcial de
funciones monotonas se puede comprobar que tenemos

1. 1 funcién con 0 sucesores: 3333;

2. 12 funciones con 1 sucesor:
0000, 0003, 0033, 0333, 1111, 1113
1133, 1333, 2222, 2223, 2233, 2333;
3. 18 funciones con 2 sucesores:
0001, 0002, 0011, 0013, 0022, 0023, 0111, 0113, 0133
0222, 0223, 0233, 1112, 1122, 1123, 1222, 1223, 1233;
4. 4 funciones con 3 sucesores: 0012, 0112, 0122 y 0123.

El diagrama del orden parcial de las funciones monétonas de 4 a 4 es
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0000
0001 —= 0002 0003
0011 —= 0012 0013
\\\\\& \\\\\&
0022 0023 0033
0111 —= 0112 0113
\\\\\\ \\\\\\
0122 0123 0133

1111 1112 1113

1122 \1\123 \1\133

0222 0223 0233 0333
NN
1222 1223 1233 1333
l L
2222 2223 2233 2333
3333

Para cada n > 1 tenemos n funciones monétonas denan conn —1
sucesores.

Para n = 2 con 1 sucesor tenemos las funciones 00 y 01.

Para n = 3 con 2 sucesores tenemos las funciones 001, 011 y 012.

Para n = 4 con 3 sucesores tenemos las funciones 0012, 0112, 0122 y
0123.
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Para n = 5 con 4 sucesores tenemos las funciones
00123, 01123, 01223, 01233, 01234.
Para n = 6 con 5 sucesores tenemos las funciones
001234, 011234, 012234, 012334, 012344, 012345.
Y en general para n > 3 con n — 1 sucesores tenemos las funciones

0012- - - (n —2)
0112--- (n — 2)

0123---(71:—2)(11—2)
0123---(n—2)(n —1)

Proposicién 2.3.1. Sis(n, m) es la funcién que para cada m < n nos da el niimero
de funciones mondtonas en n que tienen m sucesores, entonces

n n—1
s(n,m) = .
o= () ()
Corolario 2.3.2. El mimero de funciones monédtonas en n es igual «ﬂ
n—1

Y s(n,i)

i=0

2.4. Los generadores del monoide M7

Vamos a establecer un conjunto de elementos de M, a partir de los
cuales pueden generarse todos los restantes por medio de la multiplicacién.
Este conjunto se usa en [Otto] en el caso de n =2y 3.

Definicién 2.4.1. Sean para cada 0 < k < n — 1 los funtores id : n — n,
Tk :n — ny G; : n — n tales que para cada j € IN:

id(j) = j
~_ | jH+1 sij=k
=41

20tro conteo de las funciones monétonas en n puede encontrarse en el Apéndice A.2.
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-1 sij=k+1
Gk(])_{]' sijAk+1

que graficamente toman las formas

To= 0 0 = 0—0 Th2o= 0——>0
\
1—1 1 1 1—1
\
2———>2 2———>2
n—2 n—2
\\\\
n—1——sn-1 n—1——sn-1 n—1—n-1
y
Go= 0 0 G= 0—0 Gp2= 0——0
/
1 1 1—=1 1—1
/
2——>2 2 2

n—2—-sn-—2

n—1—sn-1 n—1—sn-1 n—1 n—1

Proposicién 2.4.2. Para cada n € N el monoide M, puede ser generado por
medio del conjunto finito

{Zd/ GO/ ttty GH—ZI TO/ ttty TH—Z}
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Demostracién. Ver el Apéndice A.3. ]

Observacion. Los endofuntores Ty y Gy se expresan por medio de los ope-
radores cara y degeneracién que dan razén de la combinatoria asociada a un
conjunto simplicial y cuyas propiedades tienen sus analogas en[6.2]. Véase
el Apéndice A4 .

Ejemplo 2.4.3. Veamos algunos casos

» con n = 2 cada endomorfismo puede expresarse por medio de un
s6lo generador:

00=Gy 01=id 11=Ty

» conn = 3 cada endomorfismo puede expresarse utilizando uno o dos
generadores:

000 = GGy 001=GyG, 002=Gy 011=G; 012=id
022=T;, 11=GT, 112=Ty 122=T,T, 222 =TT}

» con n = 4 cada endomorfismo puede expresarse usando uno, dos,
tres o cuatro generadores:

0000 = GzGl Go 0001 = G1 G2GOG1 0002 = G1 GzGo 0003 = G1 G()
0011 = GpG2Gy 0012 = GpG1G2 0013 = GGy 0022 = GoGy

0023 = Go 0033 = TzGo 0111 = G2G1 0112 = G1G2
0113 = G4 0122 = G, 0123 =id 0133 =T,

0222 = GpT 0223 =T 0233 = T, T4 0333 =T1 13
1111 = GG Ty 1112 = GG, Ty, 1113=Gi Ty, 1122 = TGy
1123 = Ty 1133 = T Ty 1222 = G,ThTy 1223 =Ty Ty

1233 = T2T1 T() 1333 = T1 T2T0 2222 = G2TOT1 2223 = TOT1
2233 = TgTle 2333 = T1 T2T0T1 3333 = T0T1 Tz

En general podemos establecer el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.4. En M,,, cuando n > 2, se necesita una tira de 2(n — 2) opera-
dores T y G para representar 00...001y (n —2)(n—1)(n —1)..(n —1)(n —1).

Algunas propiedades de los generadores de M,/ se dan en los Teoremas
siguientes.
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Teorema 2.4.5. Seanm, i, i+ 1, j, k € n — 1. Entonces:
1. id, Ty y G son idempotentes.

Tk Gk = Gry Gy Ty = Ty.

Ti1Gi = Tiy1y GiTiq = Gi.

TGy = Gy Ty cuando k #= m, m + 1.

Ty T; = T;Ty cuando j # k — 1,k + 1.

GiGj = GGy cuando j # k — 1,k + 1.

TiTiy1 # Ti1 T y GiGiy1 # Gipa Gy

8. TiTiaTi = TiTiy1 y GiGit1Gi = GG

N oSS ks W

Demostracién. Ver Apéndice A.5. O
Teorema 2.4.6. Sean jy k tal que 0 < j,k <n —1.

1. Sij # kentonces G TGy = Gy T; y TG Ty = TiG;.

2. Sik # j+ 1entonces TyG; Ty = GjTy y G Tk G; = Ty G;.

3. Sik # j+ 1entonces Ty T;Ty = Ty T; y GjGrGj = GjGy.
Demostracion. Ver Apéndice A.6 . O

Para ver que las funciones monétonas en n son funtores tenemos que
establecer el valor de cada funcién monétona cuando acttia sobre una fle-
cha de n. La forma de hacer esto es como sigue.

Definicién 2.4.7. Sea F una funcién monétona y m, ; una flecha de n. Defi-
nimos

F(my;) = meqy ()
sabiendoque 0 <1 <j<n-—-1

Ejemplo 2.4.8. En el caso de id, Ty y Gy tendremos, si0 <[ <j <mn,

zd(mlj) = ml]'
N m(kJrl)j Sll:kYJ#k
() = M (k1) sil#kyj=k
Miiyker) Sil=j=k
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mij Sil#k—f-lyj?ék—f-l
ml(k_l) Sll?ék+1YJ:k+1
m(k*l)(k*l) sil :]:k—|—1

Gy (my;) =

2.5. Transformaciones naturales en n

En esta Seccién se verd como se puede caracterizar, dados dos funtores
Hy F en n, una transformacién natural de H a F.
Sea a una funcién tal que, para todoi € n

a(i) : H(i) — F(i)

Para que « sea una transformacién natural «(i) para cada i € n ha de ser
una flecha de n, lo cual implica que H(7) < F(i). Esto es

H<F

Proposicién 2.5.1. Si H < Fy, para todoi € n, tenemos a(i) = myy; p;, entonces
« es una transformacion natural.

Demostracién. Sea m : j — k una flecha de n. El siguiente diagrama con-
muta

Hj Fj
H(m)l J{F(m)
HkarFk
dado que a(k) o H(m) : Hj — Fky F(m) oa(j) : Hj — Fk son flechas de
n'y hay una sola flecha de Hj a Fk. O

Definimos a continuacién algunas transformaciones naturales que se
usardn mads adelante.
Definicién 2.5.2. Sean €, : Gy = idy n; : id — T (0 < k < n —2) tales
que
. m;;  sii#Fk+1
(i) =9 " ?'f N
m;_q; sii=k+1

le(l) _ { mi sii 7& k

m;it1 sii =k
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Ejemplo 2.5.3. Para cada flecha m;; : | — j de n tenemos:

ogg)!
Gyl _ Unoedl Tyl
kal,ji \LTkml,j
Gij Tij
K (1xo€x)j K
que se convierte en
my,

sik#jyk#loen

k—1 M (k—1),(k+1) K 1

m(kl),(kl)l \Lm(k+1),(k+1)

k—1 k+1

M (k—1),(k+1)
sik = j = I. En ambos casos los diagramas conmutan.
Ejemplo 2.5.4. Otros diagramas como

M (k—1),(k+1)
k—1————k+1

k Fiex k
y
k o k
My, (k1) J/ \Lmk,(k+1)
k—1 M (k—1),(k+1) k+1

no son validos en el orden n puesto que ni 7 ;) ni My (,_1) son flechas
de n.
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Teorema 2.5.5. Toda transformacion natural en n puede ser generada por medio
de una composicion de transformaciones naturales y por la multiplicacion de una
transformacion natural y un funtor a partir de Ty, Gy, €k, x y las transformaciones
identidad (k =0,...,n — 2).

Demostracién. Es suficiente probar que si F y H son funciones mondétonas
tales que F es un sucesor inmediato de H entonces la transformacién natu-
ral « : H = F puede ser escrita como la transformaciéon natural 1r si F = H
o como un producto de funtores (que por la Proposicién puede ex-
presarse como un producto de T y Gy) y de una €; o una ;. La propiedad
general se sigue por composicion.
Sea F un sucesor inmediato de H y « : H = F entonces existe un x € n

tal que

F(y) = H(y), siy # x

F(x) = H(x)+1, en otro caso

Tenemos los siguientes casos:

» si x = 0 entonces H(0) < H(1) porque en otro caso tendriamos
F(0) = H(0)+1 > H(1) = F(1) contradiciendo el hecho de que
F sea monotona. En este caso F = HTy ) y & = Hiy ).

» six =n—1entonces H = FTy(, 1)y & = Feg(,_1)-

»si0 < x <n—1yH(x—1) = H(x) entonces H = G,_1F ya que
Gy-1eslafuncion0---(x —1)(x —1)(x+1)--- (n — 1) que aplicada
a F da la funcién F(0) ---F(x —1)F(x —1)F(x+1)---F(n — 1) que
es exactamente H. Entonces « = €,,_1F.

» si0 <x<n—1yH(x—1) < H(x) entonces tenemos H(x) < H(x +
1) (si fuera igual entonces F(x) = H(x)+1 > H(x+1) = F(x + 1)
contradiciendo el hecho de que F es monoétona) y F = HTyy). Asi
tenemos & = Hijp(y)-

O]

Ejemplo 2.5.6. Las transformaciones naturales en 2 pueden obtenerse del
orden entre funciones monétonas de 2 a 2:

00— 01 — 11
que en la notacién de [Otto] corresponden a

G—id —T.
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Y éstas son (6 en total)
00 = 00,00 = 01,00 = 11,01 = 01,01 = 11;11 = 11

que corresponden respectivamente a
lg;e;mo€ 1 1r

Ejemplo 2.5.7. Las transformaciones naturales en 3 (50 en total) se obtienen
analogamente del orden entre funciones monétonas de 3 a 3:

000 = G1G0 = G1GOG1
€1GoGy

001 = G0G1 002 = GQ

€0G1 ieo

€1

011=G— > 02=id —>02=T,
G110 lﬂo \LT]WO

111 = G1T0 T 112 = T() ﬁ 122 = T1T0 WOZZZ = TOT1T0

Goer

En el Apéndice A.7 hay un listado de las transformaciones naturales a que
dan lugar este diagrama asi como el diagrama correspondiente al orden 4.

La composicion de transformaciones naturales y funtores tiene las pro-
piedades expresadas en el Teorema siguiente.

Teorema 2.5.8.

1. Tiexiq = €1 Tk si0 <k <n—2.

2. MkGry1 = Grpamr si0 <k <n—2.

3 T =T =11510 <k <n—1

4. Gy = Grer = 1510 <k <n—1

5. Trex =o€y Gp = yroe€rsi0 <k <n—1.

6. Mk+1Gk = M1 0 €k Y €kTir1 = k1€ 510 <k <m —2.

7.5a0 <1ij<n—-1Sj#i+1lyj#i—1entoncesnT; = Ty y

€iG]' = G]'€Z'.
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8. TiTisank = 11,1, €kGr1Gk = 16, 60 Ter1 Ttk = 11,1 Y €4GrGrg1 =
16,6, 510 <k<n—1.
9. mGr=1g, si0 <k <n-1
10. T =11, si0 <k <n-—1
11. Typrex =17, 510 <k <n—2.
12. Giffgy1 = 1, 510 <k <n—2.
13. Sean F y H dos funciones mondtonas, entonces F1y = 1rg y 1gF = 1xr.
Demostracion. Ver Apéndice A.8. O

Teorema 2.5.9. Sea H una funcion monétona y I, m, k € n tales que tengan
sentido las expresiones en las que figuren en las siguientes ecuaciones

1. TIHTmﬂm = 1T1HTm = ﬂlTlHTm.
2. HTmem,1 = 1HTm-
3. GmHGlel = 1GmHGl = €meHG1.

X

. HG[I’]1+1 = 1HG,-

S

€xTkr1 = Nk1Gk = i1 © €k

Demostracion. Ver Apéndice A.9. O






Capitulo 3

Comprensiones

En este Capitulo se define el concepto de Comprensién en una categoria
simétrica monoidal. Para ello definimos los conceptos de categoria monoidal
(Seccion 3.1), a partir del cual se definen las V-categorias y las categorias ten-
sor y cotensor (Seccién 3.2). Finalmente, se definen las 2-Comprensiones (Sec-
cién 3.3), las n-Comprensiones (Seccion 3.4) y la extension de una n-Comprension
(Seccioén 3.5).

3.1. Categorias monoidales

Definicién 3.1.1. Una categoria monoidal es un 6-tuplo V = (Vo, ®, T, 4a,i,d)
donde V) es una categoria, ® es un funtor Vy x Vy — Vp llamado produc-
to tensorial, T es un objeto , llamado unidad del producto tensorial, de Vo y
a,i,d son isomorfismos naturales llamados asociatividad, identidad izquierda
e identidad derecha respectivamenteﬂ

(ZAB(j:A®(B®C)—>(A®B)®C
iAZT®A—>A
dAZA®T—>A

sujetos a los diagramas conmutativos siguientes

En el caso de las categorias n con el orden total estos isomorfismos son identidades ya
que entre dos objetos s6lo hay como mucho un morfismo o flecha.

29
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» condicion de coherencia pentagonal dada por el diagrama conmutativo:

D®(A®(B®C)) —=(DRA)® (BRC) —= (D2 A)®B)®C

D®ui ia®c

Do ((A®B)®C) (D®(A®B))eC

a

» condicion triangular dada por el diagrama conmutativo:

(A T)®B 2 A® (T ®B)

d®B Ai
AQB

Ejemplo 3.1.2. A partir de la categoria 2 se obtiene una categoria monoidal,
que llamaremos V,, afiadiendo el producto como producto tensorial y 1
como la unidad del producto tensorial.

Ejemplo 3.1.3. A partir de la categoria Set (respectivamente Cat) se obtiene
una categoria monoidal, que llamaremos Vs, (respectivamente V), afia-
diendo el producto cartesiano como producto tensorial y el objeto terminal
como la unidad del producto tensorial.

Definicién 3.1.4. Una simetria para una categoria monoidal VV es un isomor-
fismo natural s tal que para cualesquiera objetos A y B de V el morfismo
sap : A®B — B® A es un morfismo en V tal que se satisfacen tres con-
diciones de coherencia expresadas por los siguientes diagramas conmuta-
tivos:

ARB—>B®A
A®B Sl
A®B

(A®B)®C "> A®(BxC)—>(BRC)® A

(B®A)®C—>B®(A®C) 5—>B®(C®A)
a s

TRA AR T

A

A
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Definicién 3.1.5. Una categoria monoidal con una simetria se llama catego-
ria simétrica monoidal (en adelante categoria SM).

En el Apéndice B.1 puede consultarse una amplia lista de categorias SM
que serdn relevantes en las secciones sucesivas.

Damos una idea de cémo puede montarse una categoria SM inicial que
denotaremos aqui y en lo sucesivo por Z. Sus objetos pueden obtenerse por
medio de los siguientes pasos:

» en el paso 1 existe el objeto T

» para todos X e Y obtenidos en el paso 1 obtenemos en el paso n 41
los objetos X, Yy (X ® Y) o pueden ser generados usando las reglas
siguientes

X— T
X — (X®X)

Entonces los objetos de Z que aparecen por primera vez en los tres pri-
meros pasos son (omitiendo los paréntesis externos):

T
Te®T

TR(TRIM(TRMRT,(TT)R(TRT)

Usando el isomorfismo natural 2 podemos decir que todo objeto de 7
es isomorfo a un objeto de la forma T®" donden >0y

T =T
TOM+) — T ® Ton

Dado que T es isomorfoa T @ T entonces todos los objetos de Z son iso-
morfos.

Las flechas de 7 son las identidades més todas las flechas que surgen
de los isomorfismos naturales a, i y d cerradas bajo producto tensorial y
composicion..
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3.2. Categorias tensor y cotensor

En la presente seccion se introducen las V—categorias, las categorias
tensor y cotensor y se da una descripcion de la categoria V — Cat que se
usard posteriormente.

Definicion 3.2.1. Dada una categoria monoidal V una V—categoria A con-
siste en

1. un conjunto de objetos que denominamos obj(.A)

2. con cada par de objetos Ay B en A un objeto en Vy que denominamos
A(A, B) y llamamos el morfismo objeto de A y B

3. una ley de composicion denominada M y que aplicada a tres objetos
A, B,C de A nos da una flecha

Magc : A(B,C) ® A(A,B) — A(A,C)
de V,
4. para todo A en A un elemento identidad dado por el morfismo
ja: T — A(AA)
Sujetos a dos condiciones de coherencia: la de asociatividad dada por el diagra-

ma Conmutativ

(A(C,D) ® A(B,C)) @ A(A, B) A(C,D) ® (A(B,C) ® A(A, B))

M®1\L J{l@M

A(B,D) ® A(A, B) A(C,D) ® A(A,C)

\/

y la de identidad dada por el diagrama conmutativo

A(B,B) ® A(A,B)

]®1T / \ Tm

T®.A(A, B) A(A,B)®@ T

)

2En los diagramas siguientes no ponemos los subindices en las M y las ;.
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Ejemplo 3.2.2. La categoria 2 junto con el producto tensorial y su unidad
dan lugar a V,. Una V, — categoria A tiene estructura de conjunto preorde-
nado con la condiciéon de que A < Bsiysélosi A(A,B) = 1.

Ejemplo 3.2.3. Puede igualmente construirse la categoria Vs.. Con ella
cualquier categoria C puede ser vista como una Vs, —categoria dado que
los morfismos objeto serian simplemente los homofuntores C(—, —).

En el Apéndice B.2 puede consultarse otros ejemplos de V —categoria.

Definicién 3.2.4. Dadas dos V—categorias Ay B, un V—funtor F : A — B
consiste en una funcién F : obj A — objBy, para todos A, B € A, en los
morfismos Fap : A(A,B) — B(FA,FB) en V sujetos a dos diagramas
de coherencia. La de conservacién de la composicion dada por el diagrama
conmutativo:

A(B,C) ® A(A,B) M A(A,C)

ror | |s

B(FB,FC) ® B(FA,FB) — B(FA,FC)

y la de conservacion de la identidad dada por el diagrama conmutativo:

A(A, A)

B(EA, FA)

Ejemplo 3.2.5. Con V), tendremos funciones crecientes como V,—funtores.

Definicién 3.2.6. Dados dos V—funtores F,G : A — B una V—transfor-
macién natural « : F — G es una familia indexada por obA de componen-

tes naturales
as: T —> B(FA,GA)

para todo A en A sujetas a un axioma de coherencia dado por el diagrama
conmutativo
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ap®F

T ® A(A,B) B(FB,GB) ® B(FA, FB)

A(A,B)® T

o B(GA,GB) ® B(FA,GA)

Definicién 3.2.7. V — Cat consta de las V—categorias como objetos, de los
V) —funtores como flechas y de las V—transformaciones naturales como trans-
formaciones naturales.

Teorema 3.2.8. V — Cat es una 2-categoria.
Demostracion. Ver [Kelly] pagina 10. O

Definicién 3.2.9. La V —categoria unidad T es la V — categoria con un objeto
* y el tnico morfismo objeto 7 (%, x) = T.

El V—funtor A : T — A puede identificarse con un objeto A de A. La
) —transformacién natural f de AenBtalque A: 7 — AyB: T — A
esiguala f: T — A(A, B).

Definicion 3.2.10. Dadas dos V—categorias A y B con V una categoria SM,
la V—categoria A ® B llamada categoria tensor es aquélla cuyos objetos son
los pares (A, B) con A € Ay B € By sus morfismos objetos, para cualesquie-
ra dos pares (A,B) y (A’,B’), son

(A@B)((A,B), (A, B)) = A(A, A") ® B(B, B')
cuya composicién M viene dada por el diagrama conmutativo

(AA,A")® B(B',B")) ® (A(A,A") ® B(B,B')) M A(A,A")® B(B,B")

MeM

(A(A", A") @ A(A, A7) ® (B(B', B") @ B(B, B'))
donde el morfismo m esta generado por la composiciéon de diferentes a y s
de modo que

m:  WX)(YRZ)+— WRY)®(X®2Z)
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En notacién de flechas m es por ejemplo
a@ ' @Y)(Wes)©Z)(a®Z)(@ ™)
Las identidades son

T=TeT 27" A(A,A)® B(B,B)

Proposicién 3.2.11. Se cumplen en A ® B los axiomas que hacen de ella una
V —categoria.

En el Apéndice B.4 hay mds ejemplos de V—categorias tensoriales.

Definicién 3.2.12. Dados dos V—funtores F : A — A'yG: B — B’
podemos construir el producto tensorial de )V —funtores

FG: AB— A B

en la siguiente forma: F ® G sobre el objeto (A, B) nos da el objeto (FA, GB).
Sobre el morfismo objeto (A ® B)((A, B), (A’, B’)) nos da el morfismo ob-
jeto (A’ ® B')((FA,GB), (EA', GB')).

Podemos asimismo construir el producto tensorial de V-transformaciones
naturalesa : F — F'y B : G — G’ como

a@B:FRG— F oG

actuando del modo siguiente para cada (A, B):

«®PBiap) : F®G(AB) — F ©G'(A,B): (FA,GB) — (F'A,G'B)
de modo que existe un 2—funtor ® : V — Cat x V — Cat — V — Cat.
Teorema 3.2.13. V — Cat es SM cuando V es SM.

Demostracion. Ver [Kelly] pagina 12. O

Definicién 3.2.14. A partir de una V—categoria A se define la V—categoria
dual A°P con A°P(B, A) = A(A, B) y la composicion definida por el morfis-
mo de V

Mypc : A?(B,C) @ A°P(A,B) — A (A,C)

que funciona del modo siguiente

A(C,B) ® A(B, A) -5 A(B,A) ® A(C,B) % A(C, A)
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Definicién 3.2.15. Un V—funtor F : A® B — C puede ser visto como un
funtor de dos variables, los funtores parciales F(A,—) : B — Cy F(—,B) :
A — C indexados por ob(.A) y ob(B) respectivamente vienen dados por
la composicion

B=TeB2 AcB L

y anadlogamente para F(—, B)

A=A0T 28 408 - L ¢

Aqui T esla V—categoria que consta de un tinico objeto y cuyo tinico mor-
fismo objeto es justamente T en )V definida en

Definicién 3.2.16. Una categoria monoidal V es cerrada si todo funtor
—®B:Vy— VWV
tiene un adjunto derecho [B, —].
Hecho. Esto supone la existencia de un isomorfismo natural
Vo(A®B,C) =V(A,[B,C))

Ejemplo 3.2.17. Si consideramos D ® A en lugar de A en el isomorfismo
anterior y tomamos el isomorfismo de asociatividad

a:(D®A)®B=D® (A® B)
tendremos

V(ID® (A®B),C)=V(D,[A®B,C]) =V(D,|A,[B,C]])

de lo que se sigue
[A®B,C| = [A,[B,C]]

Observacién. V es ella misma una V—categoria siempre que sea cerrada con-
siderando sus objetos los de V) y sus morfismos objetos

V(A,B) = [A,B]
con la ley de composicién obvia

Mg : [B, C] & [A, B] — [A,C]
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Algunos ejemplos relevantes para la construccién sintactica posterior
vienen en el Apéndice B.4.

Definicién 3.2.18. Sea V una categoria SM cerrada (categoria SMC en ade-
lante) con Vy Complet A una V—categoriay F : A?® A — V un
V—funtor. Si existe una V-transformacién natural ¢ con ¢4 : K — F(A, A)
tal que toda familia V—natural a4 : X — F(A, A) viene dada por

Xp = @af

para cada objeto A en A y para un tnico f : X — K en V, entonces
llamamos al par (K, ¢) el final de Fff| A la transformacién V—natural ¢ le
llamaremos la counidad del final de F. Escribiremos

/AF(A,A)

En el Apéndice B.5 puede consultarse algunas propiedades y ejemplos.

por el objeto K € A.

Definicién 3.2.19. Un V—funtor F : A — V es representable si existe un
objeto K € Ay un isomorfismo natural « : A(K, —) — F. En este caso al
par (K, ) le llamamos la representacion de F.

Teorema 3.2.20. Un par como el de la Definicién anterior es iinico en el senti-
do de que si existe otro par (K',a") representando a F entonces existe un iinico
isomorfismo k : K — K’ tal que o’ = a A(k, —).

Definicién 3.2.21. Bajo las condiciones del Teorema anterior al morfismo
u: T — FKlellamamos la unidad de la representacion o la counidad de la re-
presentacion si ésta se refiere a un funtor F : A°? — V con un isomorfismo
B:A(—,K)— F.

Sea F : B’ ® A — V un V—funtor tal que para todo B en B hay una
funcién K : ob(B) — A tal que el funtor F(B,—) : A — )V admite una
representacion dada por el par (KB, ap : A(KB, —) — F(B, —)). Entonces
hay una tinica familia de morfismos

Kgc : B(B,C) — A(KB,KC)

tal que K es un V-funtor y a4 : A(KB,A) — F(B, A) es V—naturalen A
y B.

3Entendemos por categoria completa aquella categoria dotada de limites.

4K y X son realmente el resultado de aplicar dos funtores a (A, A), de forma que no
dependen de A y que siempre toman el valor K y X respectivamente, donde ambos son
objetos de V.
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Notacion. Para V-funtores T, S : A — B introducimos la notacién

AB|(T,S) = [  B(TASA)

Definicién 3.2.22. Dado un V—funtor F : K — V podemos considerarlo
como un tipo de indice de otro V—funtor G : K — B que puede consi-
derarse como un diagrama en B de tipo F. En este contexto podemos tomar
para cada B en B el V—funtor B(B,G—) : K — V y el objeto

[, V](F,B(B,G—))

de V. Si este objeto existe para cada objeto B de B, se obtiene un funtor
H : B — V, que aplicado a cada objeto B nos da [/C, V](F, B(B,G—)). Si
existe un objeto {F, G} € B tal que H admite la representacién

B(B,{F,G}) = [K,V|(F,B(B,G—))

con counidad y : F — B({F, G}, G—) decimos que el par ({F, G}, u) es el
limite de G indexado por F EI

Dado un V—funtor F : A — V y un objeto K of A tenemos la familia

de morfismos de V indexada por los objetos de .4, tal que para cada objeto
Ade A
Fxa : A(K,A) — [FK,FA]

que es V—natural en A. La transformacién natural
¢a: FK — [A(K, A), FA]

de Fxa bajo la adjuncion Vo (X, [Y, Z]) = Vo(Y, [X, Z]) es V—natural en A
(ver [Kelly] pagina 33).

Lema 3.2.23. (Lema de Yoneda para V —categorias) ¢4 expresa FK como el final

De este modo tenemos un isomorfismo
¢: FK=[A,V](A(K,—),F)

5En este caso [C, V](F, B(B,G—)) es un V—funtor

B — Y

y # es la counidad de la representacién de la Definicién anterior.
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El limite indexado puede ser definido igualmente considerando al par
({F, G}, i) como el final para el funtor

[IC,V|(F,B(B,G—))
Es decir, puede afirmarse que existe un isomorfismo

B(B,{F,G}) = [K,V|(F,B(B,G—)) =

/ V(FK, B(B, GK)) = / (FK, B(B, GK)]
K K

con K € K.

La counidad del limite indexado nos permite considerar componentes
naturales px que inducen (por el Lema de Yoneda para V-categorias) una
familia de funtores V — naturales

/[FK,B(B,GK)] :/V(FK,B(B,GK)) _
K K

B(B,{F,G}) — [FK, B(B, GK)]

y ({F, G}, u) es el limite cuando esa familia es un final sobre K para cada
BeB.

Proposicién 3.2.24. Toda categoria SMC tiene productos tensoriales y cotensoria-
les para todo par de objetos y el producto cotensorial es el morfismo objeto formado
por dichos objetos.

Ejemplo 3.2.25. Un caso especial de limite indexado se produce si conside-
ramos K = 1la V—categoria unitaria, en este caso el funtor G puede verse
como un objeto C de By el funtor F como un objeto X de V.

El objeto {X,C} se escribe en este caso X — Ccon X € VyC € By
se llama producto cotensorial en B de X y C. Dicho objeto se define por el
V) —isomorfismo natural

B(B,X —o C) = [X, B(B,C)]

con counidad X — B(X — C,B) y si existe para todos X y C (lo que
es cierto si V es SMC completa) entonces la V—categoria B se dice que es
cotensorial.

En este caso también se tiene el isomorfismo B(X ® C, B) = [X, B(C, B)]
lo cual supone, cuando V es SMC y V), es completa, el isomorfismo

B(C®X,B) = B(C,X — B)
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Ejemplo 3.2.26. Siguiendo con las estructuras de los ejemplos anteriores
podemos tomar B = SM,V = Cat y K = 1¢4 y los 2-funtores

G: T —SM

y
F: 1Cllt — Cat

tales que G determina la categoria D y F la categoria n, entonces, para toda
C € SM, tenemos

SM(n®D,C)=SM(D,n—-C) =[nSM(D,C)|

y también, tomando D = C,
SMn®C,C)=SM(C,n—-C)=[nSM(,C)

donde la 2-categoria de la derecha es isomorfa a SM(C,C)™.

Esta construccién tiene sentido en cuanto que n — C € SM siempre
que C € SM por el Teorema a cuyo enunciado nos adelantamos.
SM puede ella misma ser vista como una V—categoria con V = Cat una
categoria SMC. De hecho podemos afirmar que el objeto cotensor es exac-
tamente el morfismo objeto, es decir

n — C =n,(C|

dado que SM es también una categoria SMC y podemos aplicar la Propo-
sicion[3.2.241

Esta es la forma en la cual se obtienen las extensiones de las n-Compren-
siones.

Ejemplo 3.2.27. Siguiendo la construcciéon previaconC = 2yn = 2,y
considerando los endofuntores de coercién G y T de la Definicién 2.1.2}
tendremos el isomorfismo

SM(2,2)* = SM(2,(2,2))

donde
(2,2) ={G,id, T}y (2,2)*> = {1g,e,70€,1;4,1,17}

y los elementos de (2, (2,2)) son

F1:2—(2,2) talque g

F1(0)
F(1)
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F:2— (2,2) talque ggg; ;(fi
F3:2— (2,2) tal que ?;E(B Z?
Fy:2—(2,2) talque lliig(l)i i le
F5:2—(2,2) talque 11—;55%2)) zlia"l
Fo:2—(2,2) talque lljzg(l); z ?

2

de modo que le asignamos a cada F; un miembro de (2,2)“ en el orden en

que se han presentado para cadai =1, ..., 6.

Ejemplo 3.2.28. En particular, si denotamos por x al funtor F3, tenemos una
asignacion biyectiva
[0 — 1(;] =G
T [ [1—>1T]=T]

Donde hemos identificado respectivamente los funtores G y T con las asig-
naciones [0 — 1] y [1 — 17| entre 2 y (2,2) siendo 1 y 17 los funto-
res identidad de (2,2). Si ademés x : G — T es un funtor en la forma
(2,2) — (2,2) tenemos la asignacién

2 = (M, M)
0 G
— X
1 T

Teorema 3.2.29. n — C € SM para todo C € SM.

Demostracién. La estructura simétrica monoidal de n — C viene dada por
los siguientes objetos y morfismos:como unidad se toma la cadenaden — 1
morfismos

T—0T —...— T
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» el producto tensorial de dos objetos (dos cadenas de morfismos en

este caso)

Yo
Yo —

Xg 2 o

se define por

®
YO ® XO Yo®xo

» el producto tensorial de un objeto

Yo

Yo —

y una flecha (una cadena de cuadrados)

X
Xog ——

foi

X
! 0
XO

se define por

Yo ® Xo kel

Yo®f0l

Yo ® X! Yo®x(
0

» mientras que las simetrias seran

Yo ® Xo kel
$Xo,Yy J/
Xo® Yo il

Yn-2

— = In-1

Xpn—2
nee X1

yn72®x7172
Ynfl ® anl
Yn—2
— = In-1
Xn—2
S X,
lfnl
x;1—2 /
Xn—l
yn—2®xn—2
Ynfl & anl
\LYn1®fnl
yn*2®x;172 /
yn—2®xn—2
Ynfl X anl
\Lsxn—l'yn—l

xn—2®yn—2 X ® Y
> 4Apn-1 n—1

Y el resto de diagramas que dan la estructura simétrica monoidal don-
de la conmutatividad se da en cada diagrama inducida por la estructura

simétrica monoidal de C.

O]
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3.3. 2-Comprensiones

En esta Seccién se introduce el concepto de 2-Comprension SM junto con
una descripcién de la 2-Comprensién SM inicial.

Definicién 3.3.1. Una 2-Comprension SM consiste en

» una categoria SM C

» funtores (que también denominaremos coerciones) T, G : C — C pre-
servando T, ®, a,iy d:

e TT=GT=T
T(FRY)=TfRTYyG(f®Y) = Gf ® GY

* Taxyz = arx)(ty)(tz) Y Gaxyz = 4(6x)(GY)(GZ)

Tsxy = s(rx)(ty) Y GSxy = S(Gx)(cY)
TdX = dTX y GdX = dGX

y satisfaciendo las relaciones:

TG=G GT =T

» transformaciones naturales 7 : id = T y € : G = id satisfaciendo las
relaciones

nT =1t Ty =1r Gy =rnoe eG=1¢
Te =noe Ge =1g Nl =1t el =17
NXRY)=nX®nY €eXQY)=eX®eY
El hecho de que T son G son idempotentes se prueba por el célculo
TT=T(GT) = (ITG)T=GT =T
GG=G(TG)=(GT)G=TG=G
A lo que se puede afadir las igualdades

eT = 1T€T =eGT = 1GT = 1GT = 1T

17G = 1(;7’]G = UTG = 1TG = 1TG = 1G
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3.4. n-Comprensiones

En esta Seccién veremos que una n—Comprensiéon SM, del mismo mo-
do que una 2—Comprension, es realmente un 2-funtor

M, — SM

donde SM es la 2-categoria de todas las categorias SM.

Para ello se necesita considerar un concepto de modelo que nos permita
definir estructuras categoriales a partir de otras estructuras en base a unas
ciertas propiedades que las nuevas heredan de las primeras.

El concepto de modelo entre 2-categorias que aqui se define puede ser
expresado por medio del concepto mds general de Teoria Algebraica de Law-
Uenﬂ Los modelos son los funtores entre teorias algebraicas de Lawvere.

Informalmente, una categoria con una cierta estructura algebraica 2-
categorial es un modelo de otra categoria con la misma estructura si existe
un funtor entre ellas que la preserva. En particular, sea el (4n — 3)-tuplo
(n, Ty, Gy, 1k, €x) con 0 < k < n — 1. Diremos que, dada una categoria SM
C, un (4n — 3)-tuplo (C, ch, G,f,ﬂ,f,ef) es un modelo de (n, Ty, Gy, 7k, €x) si
TS, G¢,7¢ y €€ satisfacen los mismos diagramas conmutativos que Ty, Gy, 1k
y €k

Definicién 3.4.1. Una n-Comprensién SM es un (4n — 3)-tuplo
(C. TE, GE ik )
donde
1. C es una categoria SM

2. para cada k tal que 0 < k < n — 1 los funtores TC,GS :C — C son
funtores SM en el sentido de que conservan T, ® y las transformacio-
nesa,syd:

a) TET =GET =T

D) TE(fRY) =T fROTEYyGi(f®Y) =G f @ GEY

¢) TSaXYZ = a(TEX)(TEYNTEZ) y GEaXYZ = a(GEX) (GEY)(GEZ)
d) TEsXY = s(TEX)(TEY) y GEsXY = s(GEX)(GYY)

e) TCdX = dT X y GEdX = dG{X

6 Que se introduce formalmente en la Secci(’)n
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3. para cada k tal que 0 < k < n — 1 las transformaciones naturales
n¢ vid = TC y €§ : G¢ = id son transformaciones SM en el sentido de
que cumplen las relaciones

T =1r, §T =17,  f(XeY)=riXanKY,
a(X®Y)=eX®elY.

4. (C, TS, G,f, q,f, e,f) es un modelo de (n, Ty, Gy, 17k, €k)-

Teorema 3.4.2. (C, TC, G,f, q,f, e,f) es un modelo de (n, Ty, G, 1k, €k ) si y s6lo si
la asignacion

Ty ~ TE

Gy ~ G

Mk~ 1

€ ~ 61(5
puede extenderse a un 2-funtor SM.

En lo sucesivo denotaremos Ty, Gy, € y 7k a T¢, GS, 7¥ y €€ respectiva-
mente cuando no exista ambigiiedad.

Veamos cémo se componen los endofuntores de M,,. El siguiente Teo-
rema generaliza algunas propiedades de la Seccién 2.4 para productos de
longitud indeterminada.

Teorema 3.4.3. Sea (C, Ty, G, 1, €x) una n-Comprensién SM. Tenemos las si-
guientes propiedades para todo j < k:

1. TTiTj = TjTisik+ 1 # j

2. GyToTh.. TGy = Gy ToTy...T;

3. Gp-2..G1GoTyTi..T; = Gy_2..Gi1 To T1... T
Tka+j = Gk+ka SZ] 7'é 0,1

SN

Gka+j = Tk+]‘Gk COle 7é 1
6. To...ﬂ]—}'Tl+1...Tk = Tp... Ty con 0 < ] <l<k
7. GQ...GZG]'GZ+1...Gk = Gg...Grcon 0 < ] <l<k
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Demostracion. Se sigue de las propiedades de los Teoremas y O

Teorema 3.4.4. En una n-Comprension SM (C, Ty, G, 1k, €k ) tenemos la siquien-
te cadena de adjunciones

Ty 4 G A Ty 4 G
para todo k € {0,1,...,n — 3}.

Demostracion. Para demostrarlo usaremos el siguiente Lema de caracteri-
zacion de adjuntos tomado de [MacLane] (pagina 81):

Lema. Toda adjuncion F 4 Gecon F: C — Ay G : A — C estd completa-
mente determinada por los funtores F y G y por las transformaciones naturales

n:ide — GFye: FG — idy

G F
tales que las composiciones G 1% GFG 55 G yF 1 FGF <5 F son las
transformaciones identidad.

Esto es cierto en nuestro caso dado que si tomamos las transformaciones
naturales 7jx : id — Ty y € : Gy — id tenemos realmente 77y : id — Gy T}
y €k : TxGy — id y las composiciones

1k Gr Grex

Gy

G Ti. G

G

Ty T
Tk - TkaTk L> Tk

ya que Gy Ty Gy = G Ty = Gy recordando que Gier = id y
17ka : Gk — Tka
pero también
11ka = ﬂkaGk = Tkﬂka = ide

dado que Ty# = id. Por lo tanto 7, Gy = idg, y de este modo finalmente la
composicion
kG Grer
G ———— G} Gy ———— G

se transforma en

id

Gy Gy Gy
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Razonamos igual con

para obtener

ya que
€ka = GkaTk = GkaTk = idi
dado que Gyex = id y por lo tanto €, = idr,

Con todo esto tenemos Ty = Gy.

Analogamente se obtiene Ty - Gyi1 mientras que Gy - Tj, se de-
muestra aplicando el mismo Lema y considerando que las transformacio-
nes naturales

ide = Tiy1Gr y GieTiy1 — ide

se convierten en
idc i) Tk+1 y Gk L} idc

y por lo tanto las transformaciones

HTi41 Tiiae
Trs1 Ti41Gi Tiia Tr 1
y
Gk77 EGk
Gy Gi Ti41Gx Gy
se convierten en
id id
T 41 Tk 41 Tkt

Gk id Gk id Gk

3.5. Extension de una n-Comprension

Las transformaciones naturales 7; y €, dan lugar como en los casos n =
2,3 en [Otto] a extensiones sobre el cotensor n —o Set. Dichas construcciones
se desarrollardn en lo que sigue.
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Se va a definir la extension de una n-Comprension SM (C, Ty, Gy, 1k, €k)
como la n-Comprensiéon SM (n — C, Ty, Gy, 1k, €;) construida a partir de
una 2-transformacién natural x en Cat(n, SM(C,C)). Dicha construccién
se realiza a partir de las definiciones siguientes.

Sea xr = 1k © €k el funtor de Gy a Ty. Para )i tenemos la igualdad obvia

Tiex = G = Xk

Veamos por ejemplo como puede definirse x. Para ello tomamos los
endofuntores en C que dan valores constantes en nE]

Gn2...GyTo...Te_1

para0 <k <n-—1.

Notacién. Denotaremos k por Gy—2...G¢Tp..Ty—1 paral < k < n —2 con
n—1= T()...Tn,Z y6 = Gn,2...G0.

La asignacién x dada por

X(mk,k+1) = EXk

y
x(fog)=x(f)ox(g)

paratodoi = 0,1,..,n — 2 y para cualquier par de morfismos f y g en n,
nos da la siguiente tabla:

"Teniendo en cuenta que, a diferencia de lo que sucede en la Seccién 2.4, éstos acttian
ahora al revés, es decir, de derecha a izquierda.
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n =% SM(C,C)

(@)
ol

mo,1 0xo
1 1
My Tx1
2 = 2
my3 2x2
My—3n-2 (n—3)xn-3
n—2 (n—2)
Mn—2,n-1 (n=2)xn-2
n—1 (n—1)

donde yxj : Gy — Ti.

Debe tenerse en cuenta aqui que ); son transformaciones naturales pa-
ra endofuntores en C mientras que X es una 2-transformacién natural entre
2-funtores con dominio n, vista como una 2-categoria con los funtores cons-
tantes como 2-células, y con codominio la 2-categoria SM(C,C).

Aplicamos ahora los resultados de la Seccién 3.2 y, en particular, del
Ejemplo donde se ha introducido el isomorfisma’|

SM(C,n — C) = Cat(n,SM(C,C))

Para la categoria n —o C los funtores constantes son cadenas de trans-
formaciones naturales en la forma

EXk

con1 < k < n — 1. Esto es, a partir del tinico (n — 1) —tuplo de transforma-
ciones naturales o
[OXOI 1X1/ Y (1’1 - Z)XH—Z]

8Consultar la Seccién siguiente para una descripciéon de los objetos y morfismos de la
categoria cotensor n —o C.
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en (C,C), que puede verse como la asignacion de la 2-transformacion natu-
ral

x:n=—SM(C,C)

para valores constantes en Cat, se puede generar como se verd otra 2-trans-
formacion natural
X:C—n—oC

en SM que en el caso de una n-Comprension SM tiene entre otras la forma
que hemos enunciado.

3.6. El cotensorn — C

Damos ahora una descripcién de los objetos y morfismos de la categoria
cotensor n —o C actuando sobre las cadenas de endofuntores constantes,
que dan objetos de una n-Comprensién extendida.

Veamos cémo actda .

» Sobre un objeto X de C produce (1 — 1) —tuplos de flechas en la forma
kX — k+1X
que realmente son cadenas de longitud n — 1 como
0X
J{o;@x

1X

\lelX

Estos son los objetos de la categoria n — C que resultan al aplicar x.
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» Sobre una flecha f : X — Y de C produce tuplos de cuadrados en la

forma
_ kf _
kX kY
kxiX kxeY
k+1X i +1Y
esto es
of
0X 1)
0x0X OxoY
_ if )
1X 1Y
TuX TaY
n—2xn_
n—2X C—
an—ZX an—ZY
nif
n—1X n—1Y

Estas son las flechas de n — C que resultan al aplicar .

Todo junto tiene la forma de un diagrama de 2-células como el de la pagina
siguiente
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=
(=]

/""\
H‘: [
=

e
e = N S
\\\; \\N/

Proposicién 3.6.1. La asignacion
X:C—n—oC

es al mismo tiempo un funtor y una 2-transformacion natural entre las n-Compren-
siones SM (C, Ty, Gy, 1, €k) y (n — C, T}, G, 117, €}).

Demostracién. Probaremos que X es un funtor demostrando que respeta la
composicion entre flechas de C, es decir

xX(gof)=x(g) ox(f)

paracada f: X — Yy g:Y — Zen C. Tomamos para ello los tuplos de
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cuadrados conmutativos de los funtores constantes en la forma

k _ kg _
kX kY kz
(Kt DX e (k4 DY = (k- 1)Z

conl <k<n-1.
Estas cadenas de cuadrados conmutan porque lo hace cada uno de los
que las forman, dado que xj son transformaciones naturales en SM(C,C).
Probaremos que ) es una 2-transformacién natural, considerando por
ejemplo Ty, por medio de la conmutatividad de diagramas en la forma

T.X Tf T.Y
XTkXi J/XT,(Y
"X - Y

paratodo0 <k <n—2yparacada f : X — Y enC. Esto es, de diagramas
en la forma

_ Tij _

TjX 2 TjY
XTiixiX l lXTk]'XkY
"G+ 1)X — "Gi+1)Y
Pl ) s Pl )

para todo 0 < j < n —2, que son, en su forma extendida, cubos conmutati-
vos cuyos cuadrados superiores tienen la forma

_ T.i _
TjX uf TjY

TejxeX l lTk]'XkY

T (j+1X — T(j+1)Y
Ti(j
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y cuyos cuadrados inferiores la forma

TRif =

T oY
Tk“jkal lT;?kaY
i+ 1)X mmG+1)Y

F(j ) T f k (j )

Obtendriamos diagramas anédlogos si consideramos G.

Consideramos entonces la forma de actuar de los endofuntores de coer-
ci6n sobre j. Los resultados de dichas actuaciones vienen recogidos en la
siguiente tabla generada por los endofuntores Ty y Gi y los constantes en

(C/ T, Gk/ Ui% €k) ﬂ

b Tis T2 Go G Crs  Gn2
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 1 1 0 1 1 1
2 2 2 2 2 2 1 2 2
n-3|\n-3 n-3 -~ n-2 n-3 n-3 n-3 --- n—-3 n-3
n-2|\n-2 n-2 -+ n—-2 n—-1 n-2 n—-2 --- n—-3 n—2
n-1|\n-1 n-1 --- n-1 n-1 n-1 n-1 --- n—-1 n-—-2
Esta tabla se deduce de los Teoremas [2.4.5|y[2.4.6] O

Ejemplo 3.6.2. Con n = 3 tendriamos una tabla como la siguiente

Ty Ty Gy G
0|1 0 0 O
111 2 0 1
212 2 2 1

Definicién 3.6.3. Sean X un objeto en una categoria SM C. Llamamos niveles
de X alas cadenas

9La misma tabla tendriamos para (n — C, T?, GP, 2, eD).
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Xo= X X1= X X=X - X1=X
T X X X
T T X X
idx
T T T X
idy
T T T X

en la categorfan —o C.

Todos los objetos X con k = 1,...,n — 1 pueden generarse a partir de Xy
por medio de las ecuaciones

Xie = Gr-—1Xg1
o bien, excluyendo X,,_1, por medio de

Xie = T 1 X1
sik=0,..,n—2.

Definicién 3.6.4. Igualmente podria generarse un objeto que denotamos
X_1 yresponde alacadena T — ... — T por medio de

X_1 = Tp.. Te(Xe)
paratodok =0,..,n —2.

Notar en este punto que los productos tensoriales de elementos de n
con elementos de C dan los objetos de la Definiciéon 5.2 segtin la férmula

k®X=Xk

conkeny X eC.
Tomando los funtores Ty y Gy con 0 < k < n — 2 actuando sobre los
objetos Xy, Xj, ..., X4—1 en una n-Comprensiéon SM n —o C tenemos la tabla
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X 1| Xo | X1 ]| Xu3| Xu2| Xy |
To T T X7 .. X3 Xy X,
Go | T X1 X1 o Xus Xoo X,
T T Xo Xo ... Xu3 X, X,
Gi | T Xo Xo o Xos Xoa Xy
Gy— T Xo X1 ... Xy Xuo X,
T,o | T Xo Xi . Xos X,3 X, i
Gy— T Xo X1 ... Xu3 X1 X1

Con esta tabla tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.6.5. Los objetos T y X,,_1 en una n-Comprensién SM son puntos
fijos para los endofuntores T; y G; coni =0, ...,n — 2.



Capitulo 4

Construcciones sintacticas

En el presente Capitulo se va a definir toda la estructura sintactica que
se usard para caracterizar las clases de Grzegorzcyk. Se utilizard para ello las
n—Comprensiones extendidas sobre Set como un modo de introducir unas
determinadas doctrinas que recogerdn toda la semadntica de dichas clases.

Las doctrinas se definirdn en base a n—Comprensiones con un diagra-
ma para niumeros

T —N)o— Ny

y unos diagramas de recursiéon que expresan la recursién ramificada.

En este Capitulo se trabajard apoyandose en algunas investigaciones
realizadas sobre clases de funciones subrecursivas que contemplan diferen-
tes niveles de recursion con la idea de controlarla. La idea de recursién ramifi-
cada, tal como se entiende en la presente tesis, supone ampliar el concepto
de recursion segura de [Bellantoni-Cook|] a un ntimero de tipos de variables
mayor de dos. Se trata de realizar un conteo de las recursiones realizadas
en cada paso de la computacion de una funcién, dicho conteo se realiza por
medio de los niveles antes citados.

De este modo se obtienen clases equivalentes a las conseguidas por me-
dio de esquemas de recursion acotada, como es el caso de las clases introdu-
cidas en [Grzegorczyk]. En las siguientes secciones expondremos formal-
mente todos estos conceptos.

4.1. Las doctrinas O"

En esta Seccién se van a definir, a partir de los conceptos del Capitulo
anterior, una serie de doctrinas. Entendemos aqui una doctrina como una
categoria formada por 2—funtores, en particular diremos que una doctrina

57
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estd formada por modelos de Teorias monoidales de Lawvere en la 2—categoria
SM segtin se vera en la Seccion Esta intuicion se expuso al comienzo
de la Seccion 3.4 motivando la definicion de n-Comprension.

Dichas doctrinas recogen de forma secuencial la seméantica que se ne-
cesita para obtener clases de funciones subrecursivas como se verd a conti-
nuacion.

Definicién 4.1.1. Definimos las doctrinas O" como aquellas cuyos objetos
son n-Comprensiones SM (C, Ty, Gk, #jx, €x) con 0 < k <n —2

» dotadas de un diagrama unario (llamado diagrama inicial)
T-5H N5 N
en C tal que
To(T -5 Ny -5 No) =T -5 T 5T

y ademds, si definimos recursivamente paracadai =1,2,..,n —2los

objetos N; por las reglas
N1 = GoNp

Nit1 = GiN;
tenemos paracadai =0,1,..,n—2yj=0,1,..,n—1
T sii=j=0 N L
c. ; sii=j
T;N; = { N;_ —j#0 GiN;=¢
P i sli=j 7 . {Nj en otro caso

N]- en otro caso

Con esto podemos generar todos los diagramas iniciales en la forma
0 5
» y cerradas bajo

e recursion plana (RP):
paratodosg: X — Yy h: No® X — Y donde ToX y TpY son
isomorfos a T existe un tinico morfismo f : No® X — Y en



CAPITULO 4. CONSTRUCCIONES SINTACTICAS 59

C, que denotaremos por RP(g,h), tal que el siguiente diagrama

ConmutaE]
Tox—2% _Nox<—"2 NoX
goi lf/
Y

e recursion ramificada segura en cada nivel k (RRSy):
paracadak =0,1,...,n — 2y para todos los morfismos

g:X—Yyh:Y —Y
donde Ty, 1...ToY es isomorfo a T existe un tinico
f N1 ®X —Y

en C tal que conmuta el siguiente diagrama

TOX—2X N X —2% L N ®X
| L L
X 3 Y . Y

Es importante en este punto destacar varios aspectos de la Definicién
anterior:

1. los objetos en la doctrina O" son entonces n-Comprensiones SM con
tres tipos de diagramas diferentes y unas condiciones de acotaciéon
respecto a los objetos sobre los que éstos diagramas acttan

2. hay tantos objetos en O" como categorias SM multiplicadas por los
posibles (4n — 3) tuplos que cumplan las condiciones para que sea
n-Comprensién (para una C que sea una categoria SM puede haber
distintos tuplos satisfaciendo esas condiciones)

3. paracadak = 0,1,..,n — 2 a través de los diagramas RRSy podemos
medir el anidamiento de las recursiones, ése es el sentido de la con-
dicién de acotacion sobre Yy el punto de vista que ofrece la presente
tesis sobre la relacion de las clases de Grzegorzcyk y el niimero de re-
cursiones anidadas

IEste es realmente un diagrama de coproducto.
2Véase en la Introduccion la interpretacién dada en [Bellantoni-Niggl] utilizando el con-
cepto de grado de una funcién.
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4.2. La doctrina inicial 7"

Se define la categoria inicial de la doctrina O" cuyos objetos tendrén la
forma de productos tensoriales de diferentes potencias de N; coni < n.

Proposicién 4.2.1. La doctrina O" estd dotada de una categoria inicial.

Demostracién. Ver [Otto] pagina 25. O

Definicién 4.2.2. Llamaremos categoria inicial de la doctrina O™ ala n—Com-
prension SM (2", Ty, Gy, 1k, €k) en (’)”

Damos a continuacién una descripcion de la categoria (Z", Ty, Gy, 1k, €k)
en forma recursiva, mientras que una descripcion en términos de Universos
de Herbrand puede encontrarse en el Apéndice C.1.

Los objetos de Z" son los siguientes, donde el indice del nivel se mi-
de por la profundidad del 4rbol de construccién del objeto en funcién del
producto tensorial:

1. Nivel 0: T,Ny,...,N,_1.
2. Nivel 1: X ® Y, donde X, Y estdn en el nivel 0.

3. Nivel k+1: X ® Y, donde X, Y estdn en niveles menores o iguales que
k y uno de ellos esté en el nivel k.

En concreto cualquier objeto de Z" es isomorfo (utilizando tinicamente
composiciones de los isomorfismos naturales a, d, i y s y sus inversas) a
un objeto de la forma

Ny ONyZ N,

n

donde X0 = T, X1 = X @ X*[
Las flechas de Z" son las siguientes:

1. Nivel 0:

a) Las identidades de los objetos de nivel 0: 1, 1n,,..., 1N, ;-
b) Las funciones 0; y s; paraj=0,1,...,n — 1 donde

Omy1 = Gm(om) Y Sm+1 = Gk(sm)

param =0,...,n—2.

3En adelante nos referiremos a ella de este modo pero también como Z".
“Esta forma podra simplificarse eliminando todas las ocurrencias de T, aceptando que
cuando se elimina todo, se obtiene T.
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c) Las funciones procedentes de todas las transformaciones natu-
rales generadas por €, 17i, Gx y T que pueden reducirse a todas
las obtenidas por composicién a partir de

7]0(N0) :No — T,‘Gk(Nk) : Nk+1 — N, parak =0,1,...,n=2
2. Nivel k +1:

a) Las identidades de los objetos de nivel kE]

: . k k+1 s 1 _ ..
b) Las funciones 0] osjys; paraj= 0,1,...,n— 2 donde 8j = 8j
m+1 _ m
. = st os.:.
Y S SHEE

c¢) Los productos tensoriales de dos flechas de nivc

d) el menor o igual que k cuando al menos una de ellas es del nivel
k.

e) Las composiciones posibles de dos flechas de nivel menor o igual
que k que no sean igual que alguna de las flechas de esos niveles.

f) Las flechas que surgen de los isomorfismos naturales a4, d y s
y sus inversasﬂ al aplicarlos a objetos del nivel k, siempre que
haya objetos en el nivel k que tengan la forma X ® (Y ® Z) para
el caso de a y su inversa o de la forma X ® Y para las restantes
transformaciones.

g) Las flechas que surgen de las aplicaciones de los endofuntores
id, Tiy Gjcon 0 < j < n —1 sobre los morfismos del nivel k.

h) Las funciones obtenidas al aplicar el diagrama RP a funciones
g: X —Yyh:Ny®X — Y que ocurren en un nivel menor
o igual que k y al menos una de ella ocurre en el nivel k, donde
ToX esisomorfoa TpY y a TE]

i) Las funciones obtenidas al aplicar el diagrama RRS de nivel m,
param =0,...,n—2afuncionesg: X — Yyh:Y — Y que
ocurren en un nivel menor o igual que k y al menos una de ella
ocurre en el nivel k, donde T,,T,;,_1 - - - ToY es isomorfo a Tﬂ

Los endofuntores de Z" son los siguientes:

5No son necesarias ya que son idénticas a productos tensoriales de flechas identidad de
objetos no generados usando ®.

®No es necesario aplicar el isomorfismo i ya que es definible a partir de d y s.

7Es decir, X e Y son productos tensoriales construidos a partir de T y/o Np.

8Es decir Y es un producto tensorial construido a partir de T, Ny, ..., N.
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1. Nivel 0:

a) El endomorfismo identidad id.
b) El endomorfismo ®.

c) Los endomorfismos Ty, Gy parak =0, ..., n — 2y todas sus com-
posiciones (el conjunto es finito y con el mismo ntimero de ele-
mentos como funciones monétonas de n en n).

2. Nivel k + 1:

Los obtenidos al aplicar el producto tensorial a dos endofuntores de
niveles menores uno de los cuales debe pertenecer al nivel k.

Las transformaciones naturales:

1. Nivel O:

a) Losisomorfismos naturales a, s, d e i

b) Las transformaciones naturales entre los endomorfismos gene-
rados por las Ty y Gy.

2. Nivel k + 1:

Las obtenidas al aplicar el producto tensorial a dos transformaciones
de niveles menores una de las cuales debe pertenecer al nivel k.

4.3. 71" como categoria simétrica monoidal cartesiana

En esta Seccién se va a demostrar que la categoria inicial Z" es carte-
siana. La demostracion se basa en los resultados de [Roman-Paré] para la
categoria SM inicial con Objeto de Niimeros Naturales a la Izquierda.

Las propiedades de dicha categoria y las de Z" son muy similares dado
que el esquema utilizado alli es el mismo que el utilizado en la presente
tesis sin la condicién de acotaciéon sobre los objetos que conllevan los dia-
gramas RRS aqui introducidos.

Para terminar se demostraréa la equivalencia de dicho esquema con otros
ampliados que reproducen con mayor fidelidad los esquemas introducidos
en [Grzegorczyk] donde se definen las clases que queremos caracterizar.
Estos nuevos esquemas conllevan el uso de morfismos de proyeccién y de la
operacién tuplo sobre los morfismos de Z" y por lo tanto una estructura
cartesiana.
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Definicién 4.3.1. Una categoria simétrica monoidal cartesiana (categoria SM
cartesiana en adelante) es una categoria simétrica monoidal cuya estructura
monoidal viene dada por el producto cartesiano.

De la Definicién anterior se extrae el hecho de que la unidad del pro-
ducto tensorial es un objeto terminal de la categoria.

Proposicion 4.3.2. Toda categoria SM cartesiana estd dotada para cada objeto
X de morfismos duplicacién en la forma 6x : X — X ® X y morfismos de
borrado en la forma tx : X — T.

Observacion. Podemos pensar en la interpretacion informdtica de los morfis-
mos 6 y T como el que duplica un dato'y el que borra un dato respectivamente.

Estos morfismos conllevan una estructura de comonoide sobre cualquier
objeto de la categoria. Estos conceptos se estudian con mds detalle en el
Apéndice C.3.

Teorema 4.3.3. Si (C,®, T,a,i,d) es una categoria SM, A el funtor
AN:C—CRC
tal que AN(X) = X @ X y t el funtor
t:C —C

tal que t(X) = T para todo objeto X de C con transformaciones naturales monoi-
dales

0: 1o — A

T:1lg —> ¢

tales que las composiciones

XX XX Teox X

X% Xox ¥ xeT -4 X
son los morfismos identidad para todo objeto X en C, entonces C es SM cartesiana.

De este modo las componentes naturales de § y T en cada objeto son los
morfismos duplicacién y borrado respectivamente.
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Observacién. Desde un punto de vista informatico el Teorema anterior di-
ce esencialmente que cualquier categoria SM es SM cartesiana si podemos
duplicar y borrar datos e, informalmente: duplicar y posteriormente borrar un
mismo dato es lo mismo que no hacer nada.

En la categoria 2" podemos definir los morfismos duplicacién y borra-
do de manera que se satisfagan las hipétesis del Teorema

Los morfismos de borrado 7x : X — T en Z" se definen recursiva-
mente considerando:

1. si X = T tomamos 71 = 1+
2. si X = Ny tomamos Ty, = #0(Np)
3. si X = Nyconk =1,..,n—1por recursioén plana tenemos

0,2 T 5T

TT Ny ®@ T Ne® T
i
T T

entonces tomamos Ty, = fod !

4. si X = Y®Z con Yy Z en alguno de los casos anteriores entonces
tenemos igualmente el morfismo de borrado tomando

TXX = Txy & TXZ

De esta manera obtenemos los morfismos de borrado para cualquier objeto
de Z".
Los morfismos de duplicacién dy, se obtienen por los diagramas

Op1®T S ®T
Nep1 ® T N1 ® T

I 4

T®T

paratodo k = 1,..,n — 2, tomando dy,,, = G¢(fod™!).
El caso de én, cuando 1 > 2 se obtiene tomando

on, = To(fod™)
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cuando k = 0 en el diagrama anterior.

Cuando n = 2 se da el problema de que no disponemos ni de un diagra-
ma que nos lo proporcione ni unos funtores de coerciéon que nos permitan
bajar un nivel el objeto sobre el que actta.

Con estas definiciones tenemos un comonoide coconmutativo a partir
de cada objeto X de Z" cuando n > 2 (véase el Apéndice C.3). De este
modo, al trabajar en 7", estamos realmente trabajando en una categoria de
comonoides coconmutativos.

Ahora estamos en condiciones de definir en Z" los morfismos proyeccion
y la operacion tuplo entre morfismos de Z" siempre que n > 2.

Definicién 4.3.4. Para todos X, Y en Z" con n > 2 los diagramas

XoY ™ XxeoT -4 X

XY i
XY = TeY —Y
cuyas composiciones dan respectivamente el morfismo primera proyeccion,
que denotamos por 719, y el morfismo segunda proyeccién, que denotamos por
USE

Definicién 4.3.5. Sean f : X — Yy g : X — Z dos morfismos en Z".
Denominamos tuplo de f y g, y lo denotamos por (f,g) EI al morfismo que
se obtiene de la composiciéon

X% xexBygz

como

(f®g)odx = (f,8)

Con estas definiciones se prueba en el Apéndice C.3 que Z" conn > 2es
cartesiana y se da la expresioén del producto en términos de los morfismos
Jx y Tx para un objeto X en I"H

9En adelante expresaremos (f,g) simplemente por f, ¢ cuando no sean necesarios los
paréntesis.
19De hecho el resultado que se demuestra es que la categoria de comonoides coconmuta-
tivos de cualquier categoria SM es cartesiana.
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4.4. Esquemas de recursion acotada

En esta Seccién probamos que ciertos diagramas que utilizamos en las
diferentes doctrinas son un caso particular de otros utilizados en descrip-
ciones de las clases de la Jerarquia de Grzegorzcyk mientras que los recipro-
cos, que probarian la equivalencia de todos ellos, sélo es cierta bajo ciertas
condiciones de acotacién. Esta intuicién se explica en lo que sigue.

Denominamos esquema de recursion ramificada sequra (o esquema RRS) en
Z" con n > 2 al dado por la siguiente Definicién:

Definicién 4.4.1. Para todos morfismos ¢ : X — Yy h:Y — Y con
Tk...ToY isomorfo a T existe un tinico f : N1 ® X — YenZ" conn > 2
tal que

s ®X
TOX——> N1 ® X N1 @ X

| if lf

X r Y p Y

Sk+1®X

conmuta. Expresamos RRSi(g, 1) = f.

Denominamos esquema de recursion ramificada segura parametrizada (o es-
quema RRSP) en I" con n > 2 al dado por la siguiente Definicién:

Definicién 4.4.2. Para todos morfismos g: X — Yyh: X®Y — Y con
Tk...ToY isomorfo a T existe un tinico morfismo f : N1 ® X — Yen I"
con n > 2 tal que el siguiente diagrama

Op1®X Sk1®@X

TeX N1 ® X Nip1 ®@ X
T
X g X®Y p Y

conmuta. Expresamos RRSP(g,h) = f.

Teorema 4.4.3. Toda funcion definida por el esquema RRS puede definirse usando
el esquema RRSPE]

Demostracion. Ver el Apéndice C.4. O

Esto es tanto como asegurar que el esquema RRS es un caso particular del esquema
RRSP.
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El reciproco sélo es cierto bajo ciertas condiciones tal como se muestra
a continuacion.

Denominamos esquerma RRSP acotado en 7" con n > 2 al dado por la
siguiente Definicion:
Definicién 4.4.4. Para todos morfismos g: X — Yyh: X®Y — Y con
Tk.. ToX y Ti...ToY isomorfos a T existe un tnico f : Nyy1 ® X — YenZ"
con n > 2 tal que el siguiente diagrama

Op1®X Skp1®@X

T®X N1 ® X N1 ® X
T
X g X®Y p Y

conmuta.

Teorema 4.4.5. Toda funcion definida usando el esquema RRSP acotado puede
definirse usando el esquema RRS.

Demostracién. Ver el Apéndice C.4. ]
Denominamos esquema de recursion dependiente sequra (o esquema RDS)
enZ" con n > 2 al dado por la siguiente Definicién:

Definicién 4.4.6. Para todos los morfismos ¢ : X — Yy h: (Nj;1 ® X) ®
Y — Y donde Ti...TyY es isomorfoa T existe un dnico f : N1 1 ® X — Y
enZ" con n > 2 tal que el siguiente diagrama

0 X X
ToX —1%7 N, @ X N1 ® X
"
(011 ®X), o7t il f lf
(Nip1 @ X) @Y — Y

conmuta. Expresamos RDSy (g, h) = f.

Teorema 4.4.7. Toda funcién definida usando el esquema RRS puede definirse
usando el esquema RDS.

Demostracion. Ver el Apéndice C.4. O

Por ultimo tenemos:

Teorema. Toda funcion definida usando el esquema RRPS puede definirse usando
el esquema RDS.

Demostracién. Ver el Apéndice C.4. O
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4.5. Las doctrinas A"

Introducimos a continuacién las doctrinas A" para las cuales las doc-
trinas O" son un caso particular. En concreto, A" son aquellas doctrinas
cuyas n-Comprensiones SM contienen una clase de objetos cerrada bajo el
producto cartesianoas doctrinas A" ademds estan cerradas respecto a
los diagramas RDS definidos en la Seccién anterior, cuando X e Y son ob-
jetos cartesianos, y que como hemos visto son mds generales que los RRS
bajo los que estaban cerradas las doctrinas O".

Denotamos en la siguiente Definicién por ® igualmente al producto
cartesiano en C y por T a la unidad de ese producto, mientras que 71 y 711
denotan las proyecciones primera y segunda y f, g es la operacién tuplo de
morfismos en C. Véase la Seccion 4.3l

Definicién 4.5.1. Definimos las doctrinas A" como aquellas cuyos objetos
son n-Comprensiones SM (C, Ty, Gy, 1k, €¢) con 0 < k <n —2

» dotadas de un diagrama unario (llamado diagrama inicial)
T-5HN-5N
en C tal que

To(T-L No —5 No) =T -5 T 5 T

y ademds, si definimos recursivamente para cadai =1,2,..,n — 2 los
objetos N; por las reglas

N1 = GoNp

Nit1 = GiN;

tenemos paracadai =0,1,..,n—2yj=0,1,..,n—1

T sii=j=0 N L
; sii =
TN, =N, sii=j#£0  GNj={ " /
Nj en otro caso

N]' en otro caso

conl < j < n—2. Con esto podemos generar todos los diagramas
iniciales en la forma

0j 5j
T —)N]‘ — N]‘

12Esto es, donde la operacién tensor es ademds un producto cartesiano. Véase la Seccion
[4.3) para estos conceptos.
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» cerradas bajo

e recursion plana (RP):
paratodos g: X — Yy h: Ng® X — Y donde ToX y ToY
son isomorfos a T para cada X e Y existe un tinico morfismo
f:Np®X — Y enC, que denotaremos por RP(g, ), tal que el
siguiente diagrama conmut.

0®X s®X

TeX No® X No® X
M\J{f/
Y

* recursion ramificada sequra en cada nivel k (RRSy):
paracadak =0,1,...,n — 2y para todos los morfismos

g:X—Yyh: Y —Y
donde Ty...TyY es isomorfo a T existe un tinico
fiNep1 ®@X — Y
en C tal que conmuta el siguiente diagrama

0®X s®@X

T®X N1 ® X N1 ® X
iJ/ if lf
X 2 Y ; Y

» y donde para cualquier par de objetos X e Y en C en la forma

n—1
QN;*
i=0

el producto tensorial X ® Y es también cartesiano (llamamos a estos
objetos cartesianos)

» para los objetos cartesianos las n-Comprensiones (C, Ty, Gy, 1k, € ) tam-
bién estan cerradas bajo el esquema de recursion dependiente segura en
cada nivel k (RDSy):

13Este es realmente un diagrama de coproducto.
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paracadak =0,1,..,n — 2y para todos los morfismos
g X—=Yyh: (N1 ®X)QY — Y

donde T...ToY es isomorfo a T y X e Y son objetos cartesianos existe
un tnico
fiN1®@X — Y

en C tal que conmuta el siguiente diagrama

01X ®X
TeX —27 >Ny @ X —4 Niy1 ® X
"
(0 +1®X),go7t il / lf
(N1 ®@X)®Y Y

h

Aligual que O" la doctrina A" estd dotada de una doctrina inicial que de-
notaremos por J". Su descripcion es la misma que la de Z" excepto que
en el nivel k + 1 cambiamos las funciones generadas por RRS por funciones
generadas por RDS. Los objetos de Z" y J" son los mismos, todas las fle-
chas de 7" son flechas de J", todos los endomorfismos y transformaciones
naturales son iguales.

4.6. Set como doctrina A"

En la presente Seccién se va a estudiar un ejemplo importante de doc-
trina como las definidas en la Secciéon anterior. Set no solo satisface las con-
diciones que hacen de ella una doctrina A" sino que es un caso importante
puesto que se utilizard en el capitulo siguiente para la caracterizacién de
clases de funciones subrecursivas.

Si consideramos Set como categoria SM (en realidad SM cartesiana con
el producto tensorial dado por (x,1)) podemos considerar el 2-funtor SM

(n’ Tl?/ GI?/ 1711(1’ ellcl) — (Set/ Tk/ Gk/ Nks Gk)
como un modelo entre n-Comprensiones SM.

Definicién 4.6.1. Sean Ny = {(k,n)/n € N} conk = 0,1,...,n — 1. Cada
par (k, n) lo denotaremos por 1.
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Veamos cémo puede definirse una doctrina 4" a partir de la categoria
SM Set:

De aqui en adelante k toma los valores 0, ..., n — 2. Sea si(ny) = (n + 1)i.
Para cada n; € INy tenemos que s es la funcién sucesor en INy.

Sea Tj el endofuntor en Set definido por

%] sik=0yX=(0,n)conn €N
1 sik=0y X =N

T.X = (k—1,n) sik#0yX=(kn)conneN
INy_1 sik #0y X = INg
TYRTZ siX=Y®Z
X en otro caso

\

Analogamente se define el endofuntor Gy por

(k+1,n) siX = (k,n) conn € N

Nk 1 si X = N

G X = ]
GYRGZ siX=Y®Z
X en otro caso

Con esto puede demostrarse, de acuerdo con la Definicion que
(Set, Ty, Gy, 1k, €k ) es una n-Comprension SM.

Definicién 4.6.2. La doctrina Set" es aquella cuyos objetos son n-Compren-
siones SM cartesianas (Set, Ty, Gg, x, €x) con0 < k <n —2

» dotadas de un diagrama unario (llamado diagrama inicialﬂ
1-% Ny -+ No
en Set tal que
To(1 -5 No == No) =1 % 1 451
y entonces tenemos todos los diagramas

0j 5j

140 es en este caso la funcién constantemente igual a cero y s es la funcién que, dado un
nimeor natural, devuelve su siguiente.
15Donde 0; y s; son las copias de las funciones cero y sucesor en cada nivel IN;.
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» y cerradas bajo

e recursién plana (RP) andloga a y
e recursion ramificada sequra en cada nivel k (RDSy) analoga a

4.7. Cobertura de Freyd de una doctrina

La cobertura de Freyd, construccion categorial que usaremos como técni-
ca para probar determinadas propiedades de las construcciones sintacticas,
es un caso particular de un concepto mds general que introducimos en la
siguiente Definicion.

Definicién 4.7.1. Dado un funtorI' : C — Set llamamos adherencia de Artin
a la categoria coma S¢t/T generada a partir de I':

= cuyos objetos son 3-tuplos (X, f,U) donde

¢ X es un conjunto
* U esun objetode C
* fesuna funcion X — I'

» cuyos morfismos entre los objetos (X, f1,U) y (Y, f, V) son cuadra-
dos conmutativos

1

X—Y

| s

Fur—h;l"v

esto es, pares (hy, hy) donde X £> YyUu £> V.

Definicién 4.7.2. SiC es una categoria con un objeto terminal 1 su cobertura
de Freyd es la adherencia de Artin para el funtor I' = C(1, —).

Dado que hemos definido una doctrina (entendida como una 2-categoria)
podemos considerar la teoria algebraica en la que ésta se inscribe. En parti-
cular consideraremos la Teoria Algebraica de Lawvere bajo la cual se define la
doctrina aqui introducida. Expresamos asi el modo categorial de construir
un 4lgebra universal para categorias con una cierta propiedad (ser simétri-
ca monoidal en nuestro caso).
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Definicién 4.7.3. Una Teoria monoidal de Lawvere es una categoria monoidal
(X,®,T) en la cual cada objeto es isomorfo a un producto tensorial finito
n .

® X’ de un objeto distinguido X denominado el objeto genérico de la teoria

j=0

X.

Definicién 4.7.4. Un homomorfismo de las teorias monoidales X y X’ es un
funtor que preserva la estructura monoidal.

Definicién 4.7.5. Sea (C, ®, T) una categoria monoidal y sea (X, ®, T) una
Teoria monoidal de Lawvere. Un modelo de X en (C,®, T) es un funtor
X — C que preserva la estructura monoidal y un homomorfismo entre mo-
delos de X es una transformacion natural entre esos funtores.

A partir de este momento, y a lo largo de esta Seccién, todo lo que se
referiera a J" valdra también para 7".

Los morfismos en J" que denominamos formales, por su parecido con
los términos en los lenguajes formales, pueden identificarse con programas
generados en dicha categoria. Para dar una descripcién de cudles son esos
morfismos consideraremos el modelo inicial de la Teoria monoidal de Law-
vere que hemos definido.

Denominaremos modelo estandar al modelo en n —o Set de la categoria
inicial J".

Definicién 4.7.6. El modelo estandar de los morfismos formales es el funtor T',,
expresado por el diagrama

n —o Set

J" -
X %
n—oJ"
esto es
Iy=(n—-oI)ox
donde I es el funtor
r:J" — Set
definido por I'X = J"(T,X)yI'f = fo —.
Teniendo en cuenta que el funtor I, acttia sobre los objetos T y N,,_1 de

I segtnl
r,Tr=1—1—...—1

16ver el Apéndice C.2.
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y
I''N,.i=IN-—N—... — N

donde las flechas son las identidades, sus expresiones sobre los elementos

de J" son{|
= sobre los objetos N; de J" para 0 < j < n — 2 tenemos
TuNj = [(n —T) o XI(N))
que es igual a n — I' aplicado alfl

ON;

L
|

1

|

TI—ZN]'
Vl—lN]‘

17Usaremos a partir de aqui la notacién k establecida en la Seccién 3.5.
18Debe notarse aqui que se da la igualdad por casos siguiente:

— T i0<j<k-1
RN = si0<j <
N,_1 enotro caso
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y que nos proporciona@

n—ZN]'
n— 1N

Esto es al mismo tiempo un objeto en n — Set y una composicién de
funciones en Set ]

» sobre los morfismos f : Ny — Njde J" paral < k,j <n—2viene
representado por cuadrados conmutativos en la forma

[uf = [(n = T)ox](f) = (n — T)(xNy — XN))

Y sedala igualdad:

_ 1 i0<i<k-1
kIN; = StV=T=
IN,,_1 enotro caso

20En términos de secuencias de 1y IN tendriamos n — 1 series de cuadrados conmutati-
Vos.
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que esigual an —o I" aplicado a

0N ON;
GXONk GXON]
_ 1f _
IN IN;
T Ng TaN;
n—2xn—
n — 2N 2 n—2N;
an—ZNk n72Xn72Nj
n—1f

n—1N; n—1N

76
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y que nos proporciona

0Ny o 0N,
00Ny OxolN;
NG v N,

TN, TN,
AN el 2N;
(=N 2N,
7 — 1N nY n—1N;

Esto es al mismo tiempo una flecha de n —o Set y una secuencia de
cuadrados conmutativos en Set ]

z . . o
De un modo més general puede considerarse objetos en la forma N ; . En

este caso, dado que los endofuntores T y G preservan el producto tensorial,
tendriamos cadenas en la forma

[GNj®-ij-®6Nj—>...—>n—1Nj®-0‘-/-®n—1Nj]

y una expresioén andloga para los morfismos. Dada la longitud de estas ex-
presiones se va a trabajar en lo sucesivo mddulo potencias tensoriales.

21En términos de secuencias de 1y IN tendriamos 1 — 1 series de cubos.
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Ejemplo 4.7.7. Cuando j = 2y n = 5 tenemos
I''nNhb=IN—N—-—N—1—71
Proposicion 4.7.8. Salvo isomorfismo T, es el tinico funtor en A" en la forma
J" — Set"
Demostracion. Ver [Otto] pagina 48. O

Definicién 4.7.9. La cobertura de Freyd de J" en el caso de la n-Comprensioén
n —o Set viene dada por la categoria coma (n—Set)/T, asociada a J" por el
funtor I', : J" — n —o Set cuyos

= objetos son triplos (X, f, U) donde
* X es un objeto de n —o Set, es decir, una cadena en la forma
[Xo - X1 = .. = anl]

¢ U es un objeto de [J", es decir, el producto tensorial de distintas
potencias de objetos Nj en la forma

* fesuna funciéon X — I',U en n —o Set, es decir, una cadena de
cuadrados como los del Apéndice C.2

» morfismos entre los objetos (X, f1, U) y (Y, f2, V) son cuadrados con-
mutativos

hy
X Y
fli lfz
rnLI‘F;E?'rn‘/

esto es, pares (hy,h,) donde X 25 Y enn —o Set yu L2 Vengn y

rnhZ

por lo tanto I',U I',V también en n —o Set.

Dichos cuadrados pueden ser vistos, segiin el Apéndice C.2, como
cadenas de cubos conmutativos en n —o Set.
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Completando la Seccién 4.6 tenemos los dos siguientes resultados que
conectan la estructura sintctica aqui descrita con la semantica de las fun-
ciones numéricas.

Proposicion 4.7.10. La imagen de los objetos Ny por medio del funtor I' son con-
juntos cuyos elementos tienen la forma TNy, = {stdyn/n € IN} donde stdy. :
IN — I' N se define por el esquema

{stdkO =0,

stdy(sn) = s(stdyn)

conk=0,1,..,n—1.

Demostracién. Ver [Otto] pagina 48. O
Corolario 4.7.11. I'N, = Ny paratodok =0,1,...,n — 1.

Demostracion. Ver la Seccion (.6l O

Esta Proposicion nos indica que los conjuntos que se generan por medio
del funtor I' aplicado a los niveles de los nameros naturales de 7" en Set
se comportan como los propios ntimeros naturales.

En adelante por lo tanto tendremos copias de los conjuntos de los nu-
meros naturales en la forma Ny, indexados por niveles y que se definen
analogamente a los niveles N segtin la Seccién 4.6

Ejemplo 4.7.12. Si tomamos la n-Comprensiéon SM (n —o Set, T, G, 1, €7)
tenemos en particular secuencias

X=Xy—> X1 —> ..~ X1

y
Y=Yy—>Y1 —>..—> Y, 1

que son objetos de n — Set y, usando la notacién de la Seccién 3.5 por
facilitar la lectura,

I'yN: = [0N; — IN; — ... = n —2IN;
j j j j

y _ _ __
I''N; = [ONI —1N; —» ... = n— ZNl]

que son elementos de I', J™.
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Trabajando médulo potencias tensoriales, tendremos cuadrados conmuta-

tivos
hy

X Y

d s

rnN] Thz. ran

y por lo tanto n — 2 cubos conmutativos en la forma

1
Xk Yk
/ k /
h1+1 )
Xk+l . Yk-i-l f2
h
k+1
{(+1 _ EN] 3 2 4 EN[
kaJNj“ Iyhy /
o kN,
k+ 1IN; + 1IN,
] T, hl£+l

paracadak € {0,...,.n — B}EZI

22En términos de secuencias de T y N tendriamos n — 1 series de cubos.



Capitulo 5

Subrecursion y doctrinas

El presente Capitulo estd dedicado a presentar una caracterizaciéon de
la Jerarquia de Grzegorzcyk por medio de las estructuras introducidas hasta
el momento. En la primera Seccién se da una definicién clasica de dicha
jerarquia y de algunas de sus propiedades estableciendo su relacién con
el conjunto de las funciones recursivas primitivas mientras que en las dos
siguientes se presentan varias caracterizaciones por medio de esquemas
recursivos no acotados. En particular se mencionan los trabajos de J. Be-
llantoni y J. Cook, D. Leivant y M. Wirz.

La Seccién 5.4 da cuenta de como se interpreta la operaciéon de com-
posicién segura en las doctrinas del Capitulo anterior, en la Seccién 5.5 se
introducen las clases K" y en la 5.6 se explica como se generan funciones
recursivas en las doctrinas iniciales presentadas. La Seccién 5.7 contiene el
Teorema de caracterizacion que da sentido a la presente tesis.

5.1. La Jerarquia de Grzegorzcyk

Las clases de funciones subrecursivas introducidas en [Grzegorczyk] se
definen del siguiente modo:

Definicién 5.1.1. La secuencia de funciones binarias F; para j € IN se define
recursivamente como:

81
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Fo(x,y) =y+1
Fl(x/y) =x+y
B(xy)=x+1)y+1)

y el esquema

{ Fir1(0y) = Fa(y + 1,y +1)
Fia(x+1,y) = Fuy1(x, Fia(x,y))

para n>1.

Definicién 5.1.2. La Jerarquia de Grzegorzcyk es la secuencia de las clases £"
de funciones numéricas, donde £" es la menor clase tal queﬂ

1. incluye a las funciones sucesor, proyecciones primera y segunda y
F,(x,y) como iniciales y

2. esta cerrada con respecto a las operaciones de sustitucion y recursion
acotada que se definen a continuacion.

Definicién 5.1.3. Diremos que una clase de funciones X estd cerrada respecto
a la operacion de recursion acotada si dadas tres funciones g, h, j en X, entonces
toda funcién f que satisface las tres siguientes condiciones

f(u,0) = g(u)
flu,x+1) =h(u,x, f(u,x))
fu,x) <ju,x)

pertenece a X
Teorema 5.1.4. Las clases de la Jerarquia de Grzegorzcyk estin en la relacion

& gn—‘—l
para todon € IN.

Las funciones numéricas son aquellas cuyos argumentos son ntimeros naturales y sus
valores son niimeros naturales.
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Demostracion. Ver [Grzegorczyk|] pagina 32. ]

Teorema 5.1.5. |J £" = RPﬂ
nelN

Demostracion. Ver [Grzegorczyk|] pagina 39. ]

5.2. La Jerarquia de Grzegorzcyk por recursion segura

La forma de definir la Jerarquia de Grzegorzcyk plantea el problema del
cierre respecto a la recursién acotada. En concreto se quiere responder a la
cuestion de si dadas dos funciones g y & existe una funcién j que cumpla la
tercera condicion de la Definicion Dicho de otro modo: si dadas tres
funciones g, h y j, la funcién f definida usando las primeras dos clausulas
de la recursién acotada cumple también la tercera condicién.

Para resolver este problema se han propuesto formas distintas para ca-
racterizar la Jerarquia de Grzegorzcyk. Una de ellas es la introducida por Lei-
vant en [Leivant[2]] considerando funciones de coerciénﬂ

Bellantoni y Cook consideraron el esquema de recursién segura, introdu-
cido por en [Bellantoni-Cook|], como una forma de sustituir la condicién de
acotacién del esquema de recursion acotada de la Definicién[5.1.3/por una con-
dicién de tipo sintactico. La idea de Bellantoni y Cook en [Bellantoni-Cook]]
es definir dos tipos de variables segtin el uso que de ellas se hace. Con ese
esquema y otras funciones iniciales se obtienen nuevas clases de funciones
que se ha demostrado que son equivalentes a las clases subrecursivas £"
de Grzegorzcyk ([Wirz] y [Bellantoni-Niggl]).

La caracterizacion de [Wirz], que generaliza la de Bellantoni-Cook al
considerar en lugar de dos tipos de variables n tipos o especies de variables,
se describe en lo que sigue.

Se va a definir una serie de clases que denotaremos B". Para ello usare-
mos un lenguaje que contiene n especies de variables diferentes que denota-
remos por los nameros 0,1, ...,n — 1.

Notacién. Usaremos en lo sucesivo las siguientes reglas:

1. para las variables de la especie n usaremos los simbolos

Xn, xn,l/ xn,2/

2RP denota aqui, como en la Introduccién, la clase de las funciones Recursivas Primiti-
vas.

3Esta primera utilizacién del esquema de recursion coercitiva para la descripcion de la Je-
rarquia de Grzegorzcyk es el publicado por [Leivant[2]] y viene descrito en el Apéndice D.2.
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YnrYn1,Yn2, -

2. una sucesion de variables de la especie n

Xn1ser Xn,m
la denotaremos por Tnlﬂ

3. cada funcién f de la clase B" contendrd variables de las especies
0,1,...,n-1 separadas por un punto y coma y ordenadas de mayor
a menor y de izquierda a derecha:

f (%=1 Xn=2; .3 X0)

En el caso de que la sucesién de variables de una especie sea vacia no
se escribe y habrd dos puntos y coma seguidos. Si ello se produce en
la primera de las especies consideradas tendremos, en el caso de la
anterior

f (=1 X 5 X1;)

y si se produce en la tltima
fGXn=2;..; %0)

4. el valor de una funcién se clasifica también en una especieE]

Establecemos ahora las diferentes formas de denotar una funcién defi-
nida por especies. Estas notaciones tienen relacién con el ntimero de recur-
siones computadas para el cdlculo de la salida de la funcién y es compara-
ble al concepto de grado de una funcién de [Bellantoni-Niggll], del cual se ha
hablado en la Introduccién.

» Diremos que una funcién f es de tipo (ag, ax_1, ..., a0; ay,) si sus argu-
mentos son de las especies ay, ai_1, ..., 4g; 4, en su dominio y su codo-
minio es de la especie a,,. La expresaremos por

f

AkAk—1---00,0m

» Definimos el nivel de una funcién f como la especie de su codominioﬂ

“La sucesion puede ser vacia.
5Si una variable es de la especie n también es de la especie 1 + 1.
6Si una variable es del nivel # también es del nivel n + 1.
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Definicién 5.2.1. Para cada n > 0 definimos la clase B"*! como la mas
pequeria de las clases de funciones conteniendo las funciones iniciales
1. (constante cero) 0 (nivel 0)
2. (proyecciones)
T (X115 wver X5 oo X0, s XO,rg) = X

paracada0 <k <ny1l <j<r(nivel k)

3. (sucesor) S(xg) = xo + 1 (nivel 0)
4. (predecesor) P(0p) = 0, P(xo + 1) = xp (nivel 0)
5. (condicional) C (0o, yo,z0) = Yo, C(x0 + 1, y0,20) = zo (nivel 0)

y estd cerrada bajo las operaciones

1. (recursién sequra)

f (%5 s Xy 25 X1, Ot Xk) = §(Xns oo X2 X1, X )
f (s e X2 Xor 1, Uk + LX) =
(X5 s Xy 25 Xy 17 Okt 15 X f (X5 o5 Xy 25 Xk 10 Ok115 X))

donde ¢ y h estdn en B" ! y el nivel de f es el maximo de los niveles
degydeh

2. (composicién segura)
f(X; i %0) = B(Fu(Xn; ); 1 (X; Xn—1); -5 70 (X i X0) )

donde 7y, ..., 7, y h estdn en B"*t1, el nivel de las 7, es menor o igual
que ny el de rg es 0. El nivel de f es el nivel de h.

La definicién de B" presupone conocer de antemano el nivel de algunas de
las funciones que forman esas clases.

De acuerdo con [Wirz], que generaliza [Bellantoni-Cook], las clases B"
dan lugar a otras que resultan ser equivalentes a las clases de funciones
E™ que forman la Jerarquia de Grzegorzcyk. Las nuevas clases se obtienen
considerando aquellas funciones de B" cuyas variables se han colocado de
forma que todas son de la misma especie.

Definicién 5.2.2. Sean (B")* las clases de funciones que coinciden con B"
considerando que todas sus variables hacen referencia a los nimeros natu-
rales.
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Observacion. Esta Definicién supone considerar las funciones en (5")* co-
mo si las especies no existieran.

Teorema 5.2.3. (B")* = £" para cada n € IN.
Demostracion. Ver [Wirz]. O

Se ha utilizado la notacién (B")* para designar las clases de funciones
que se obtienen en [Wirz] aunque no utilice dicha notacién sino la traduc-
ci6n de las clases B" a otras andlogas a (B")* por medio de un Lema que
permite esa traduccién bajo una cierta condicién de acotacic’)nﬂ

5.3. Composicién segura y niveles de recursion

La composicion segura, tal como se ha introduce en [Wirz|], supone la
existencia de un nimero indeterminado de variables de distinto tipo (aqui
los denominamos especies, siguiendo la notacién de la Seccién anterior).
Hay una cantidad denumerable de variables de cada especie que deno-
tamos por los ntimeros naturales con un subindice que indica la especie.
Clasificamos las funciones por la especie més alta de sus argumentos y es-
cribimos las especies de mayor a menor de izquierda a derecha separados
por puntos y coma

La idea de la composicién segura se basa esencialmente en el hecho de
que cada variable a la izquierda no puede moverse a una posicién mds a la
derecha pero las variables a la derecha pueden ser cambiadas a posiciones
a la izquierda. Esta intuicion se explica en lo que sigue.

Esta operacién se usa en [Bellantoni-Cook] con dos tipos diferentes de
variables (normal a la izquierda y sequra a la derecha) y generalizada a n
tipos diferentes en [Wirz]ﬂ

Ejemplo 5.3.1. Si tenemos una funcién h(x;y) podemos definir por compo-
sicion segura una funcién f(x,y; ) por

fxy) =h(ma(xy ) ma(xy;)) = h(xy)

pero no podemos, en general, definir ¢(; x, y) = h(x;y).

"Dicha traduccién, prescindible en el presente estudio, puede consultarse en [Wirz] pa-
ginas 4y 5.

8La composicién usual no tiene en cuenta las especies, los subindices no indican especies
dado que s6lo hay una.

9Una definicién similar se puede encontrar en [Bellantoni-Niggl] bajo el nombre de com-
posicién completa.
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Ejemplo 5.3.2. Si tomamos las funciones iniciales de las clases B" de [WirZ]]
de la Definicién vemos que podemos expresarlas igualmente por me-
dio de variables seguras o normales a través de las siguientes expresiones

s(x;) =S ma(x;)) =S(Gx)

p(x;) = P(Gma(x)) = P(x)

Cxy,z;) = c(maa(x,y,2;5), m2(%,y,2:7), ma3(% Y, 2;5)) = (5%, 1, 2)
Estos ejemplos pueden generalizarse como sigue.
Teorema 5.3.3. Para cada funcién
W(X; s Xi15 2, X; -3 X0)
donde 0 < k < n existe una funcion

f(Xns o X1, 2 X -3 X0)

obtenida por composicién segura a partir de h y proyecciones tal que
h(X i X152, % 3 %0) = f (s oo Xiy1, 2% - X0)

Demostracién. Supongamos que la sucesion de variables ¥; tenga m; ele-
mentos para j = 1, ...,0. Tomamos

1. 75(Xy; ...; Xs; ) la sucesion 7ty ;(Xy; ... X5, ) parai = 1,...,ms y para cada
s=0,..,n

2. Tkr1(Xn; o Xr1s ) la sucesion 7ty 1 (X s Xey1, 2; ) parai = 1, ..., myq +
ly

3. 7x(Xu; .. Xk ) la sucesion 7ty (Xy; ...; Xy; ) parai =1, ..., my.

Entonces tenemos
f(%; s X1, 2 X5 -5 X0)

= h(70(X0); oo T (X o X1 )5 T (Xt o5 Xk )5 o5 T0 (Xt -5 X0)

= h(Xp; s Xk11, 2, Xk -+ X0)
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Es decir, cualquier variable que figure en el lugar argumental de especie
k puede pasar a un lugar argumental de especie t > k. Asi para cualquier
funcién
h(X; .o Xk 15 s s X0)

existe una funcién f que sélo tiene variables de la especie n y que toma los
mismos valores que h.
Con este Teorema podemos establecer el Teorema siguiente.

Teorema 5.3.4. Sean

n—1
n—1
n—1

Y
b i . i—
£oTING — N, fF N
i=0

i .

1

Y
— Ny, f: N0 — N

las funciones tales que, si identificamos los niimeros ny (k = 0, ...,n — 1) con n, las
funciones f, f* y f* dan el mismo valor para los arqumentos apropiados que sean
iguales en la identificacion anterior. Entonces

ffeB"— ffeB"«— fe (B")"
Demostracion. Se sigue de la definicién de (B")* y el Teorema O

Concluimos que f° puede ser exactamente f* o pueden ser distintas,
asi que no hay una tnica. Reciprocamente para una f’ si hay una tnica
funcion f*.

5.4. Composicion segura en J"

La composicion segura, tal como se ha definido en[5.2.1} tiene su repre-
sentacion en la doctrina J" por medio de diagramas asociados a las trans-
formaciones naturales 7. Para ello tomaremos transformaciones naturales
en la forma TO---kalﬂkm

n-1_ ..

Proposiciéon 5.4.1. Sea f : @ Nj’ — N,ﬁ un morfismo en J". Para 1y tenemos
j=0

diagramas conmutativos en la forma siguiente:

10Recordar que escribimos los multiplicatorios tensoriales en la forma ® y las potencias
significardn potencias tensoriales.
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n-1_ .. To..Ty_1f
To...Tk,l(]gNjf) e I Y /4
n—1 a.
TO"-kal”k(]chj]) TomkakaNi
T T(@ N P
Qe k(]@( ] ) Tg...ka TO.TkNm

conk=0,1,..,n— ZE
Demostracion. Se utiliza la propia definicién de transformacioén natural. [
Sea ¢ la transformacién natural que surge de la composiciéon
ol Ton1][ToTanz]... [ To-.. Tu—31n—2]

De este modo podemos construir el diagrama siguiente considerando
la transformacién natural Ty...T),—3#,—2

n-l g idf
]
ey N;
n—1 a.
Y(®N,) PN,

=0’

To...T, NP

o T (n(é)lNaj)
0--dp—2 0 j W

M Estamos realizando célculos del tipo

To- Te(Ny' o @ ... @ NS @ Ng¥) = Ny @ .. @ N

12Estamos realizando aqui célculos del tipo

To- Te(Ny"{ © .. @ Ng°) = Ny © ... © NgAY!

n n

La explicacién detallada de la manera en que surge este diagrama se encuentra en el Apén-
dice D.3.
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que se convierte,sim =n —1,en

n—1 e f
j B
]%N] Nn—l
n—1 oc] )
l/’(]_zo ] ) llen—l
Ap—1 B
Nt To...Tu—of Nii1
o,sim<n-—1,en
n—1 & f
]
&N N
n—1 @,
p(@N') YN

N‘Xn—l —l—
n—1 Tg...Tn,zf

El primer diagrama, cuando m = n — 1, puede reescribirse como
n—1
® N}’
j=0

n—1 g,
p(&N) /
j=0

N’Xn—l ,B
n—1 T()...Tn,2f Nn_l
con ello tendremos una expresion del morfismo f en términos de las coer-

ciones Tj dada por
n—1
e

f=1[To..Ta2f]o ¢(®ij)

j=0
o,sim <n—1,como

n—1
o

[Nfi — Tlof = [To.Tu-2f] o p(QN;)
j=0
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dado que el morfismo Ty...T,,—>f es
Ny — Nf—l

sim=n-—1y
N — T

n

sim<n-—1

Esto reproduce la formulacién del esquema de composicién segura de
la Definicién[5.2.1]dado que se obtiene una expresién de cada morfismo en
J" en términos de otros morfismos cuyas variables tienen como mucho las
mismas especies que el morfismo inicial. El output de especie n — 1, por lo
tanto, no depende de los inputs de especie inferior cuando estamos en J".
Y, en general, un output de especie s no depende de los inputs de especie
inferior a s.

5.5. La clase K"

Como se ha sefialado en la Introduccién, en J° se produce la situacion
de que la especie de las variables de los morfismos puede ser llevada hasta
el cero por medio de endofuntores Ty y T7. Ello provoca que todas las fun-
ciones numéricas definibles en 72 cuyo dominio y codominio no contenga
N, pueden reducirse a funciones cuyo dominio y codominio sean produc-
tos tensoriales de Ny, lo cual obviamente nos situaria fuera de cualquier
jerarquia de funciones subrecursivas de crecimiento progresivo tal como se
han presentado en la Introduccién. Este hecho se hace explicito en lo que
sigue.

Si tomamos la doctrina 72 y consideramos la aplicacién del funtor Ty

sobre la suma €@, obtenemos una copia de ésta en la forma @ . De este
10;0 00,0

modo en J? la multiplicacién dada por @ puede transformarse en ®

11,0 00,0

haciendo actuar de nuevo a T;. De este modo la exponenciacién 1 puede

definirse en 73 por el diagrama RRSP

T® Ny —22% Ny @ N N; @ Np

| |t I

No————— =Ny ® Ny No
id,s0

51®Np

Go®
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de modo que tendria la forma 1 y, aplicindole de nuevo T, se quedaria
10,0
en 71 .Igual sucederia con la tetracién.
00,0
Pasamos a continuacién por tanto a definir una clase K" de flechas de
J". Su descripcién, definicién y construccion es la misma que la de 7" en
la Seccién [4.2| con respecto a los objetos y flechas, excepto que en el nivel

k + 1 introducimos dos cambios

1. cambiamos las funciones generadas por RRS por funciones generadas por
RDSy

2. en el apartado f) de flechas en dicho nivel, donde dice las flechas que
surgen de las aplicaciones de los endofuntores id, Tj y Gjcon 0 < j <n —1
sobre los morfismos del nivel k, pondremos las flechas que surgen de las
aplicaciones de los endofuntores id y Gy sobre los morfismos del nivel k .

Los objetos de Z" y K" son los mismos.
Es importante notar que en J" hay una tnica clase K". Ademds tene-
mos el siguiente resultado.

Proposicién 5.5.1. K/ C K* siempre que j < s.

5.6. Secuencias de funciones en K"

En esta y en la siguiente Seccién se va a caracterizar cada clase £" de la
Jerarquia de Grzegorzcyk por medio de la clase K. Para ello se definird una
secuencia de funciones, llamada Secuencia de Hiperoperaciones, que permite
ordenar de una forma fécil las distintas clases £". Se mostrara su represen-
tacion en las distintas n-doctrinas iniciales.

Las funciones que aparecen en cada clase siguen la denominada Secuen-
cia de Hiperoperaciones que se define a continuacion.

Definicién 5.6.1. La Secuencia de Hiperoperaciones es la secuencia de ope-
raciones binarias H, : NxIN — IN indexadas por n € N y definidas

130Obsérvese que K" ya no satisfacen las condiciones que harian de ellas unas doctrinas

en A",
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recursivamente por

(b+1 si n=0

a si n=1,b=0
Hy(a,b) =} 0 si n=2b=0

1 si n>3,b=0

H, 1(a,Hy(a,b—1)) en otro caso

Paran = 0,1,2, 3 esta Definiciéon reproduce las operaciones bésicas arit-
méticas sucesor, suma, multiplicacién, exponenciacion y tetracion respectiva-
mente en la formal4

u Hg(a,b) =b+1

Hi(a,b) = a + b que se puede definir por el esquema

Hi(a,0) =a
Hi(a,sb) = Ho(a,Hy(a,b) = Hy(a,b) +1

» Hj(a,b) = a-b que se puede definir por el esquema

{HZ(a,O) =0
Hy(a,sb) = Hy(a,Hy(a,b)) = a+ Hy(a,b)

» Hz(a,b) = a’ que se puede definir por el esquema

{Hg,(a,O) =1
Hjs(a,sb) = Hp(a, H3(a,b)) = a-Hs(a,b)

Hy(a,b) =" a que se puede definir por el esquem

Hy(a,0) =a
Hy(a,sb) = H3(Hy(a,b),a)

Teorema 5.6.2. H, € £"\ &1,

14T¢ngase en cuenta que alguna de estas operaciones, a pesar de la forma en que han sido
definidas, son unarias.

a

15,a funcién Hy se denomina tetracion. Hy(a,b) =! a significa aqui a® (b veces),
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Demostracién. Ver [Grzegorczyk]. ]

De la descripcién anterior se desprende que la Jerarquia de Grzegorzcyk pue-
de darse en términos de la Secuencia de Hiperoperaciones:

» £9 contiene funciones tales como x +1,x +n
» £! contiene funciones tales como x + y, 4x

» £2 contiene funciones tales como xy, x"
. . 3%
» &3 contiene funciones tales como x¥, 3%

. . ., x*
» &% contiene funciones tales como la tefracién x*

Las funciones pertenecientes a la Secuencia de Hiperoperaciones pueden re-
presentarse en los esquemas de recursion de los que estdn dotadas las doc-
trinas A". Ello se desarrolla en lo que sigue.

Con el esquema RRSP podemos construir los diagramas de recursién
segura que corresponden a cada nivel de la Secuencia de Hiperoperaciones en
las diferentes clases de la Jerarquia de Grzegorzcyk como sigue

» en K%lasuma @ : N; ® Ny — Ny dada por

10;0
ToN — NNy —2N LN o N
1 T
No g~ No@No——7 No

tal que
{@(O,n) =n
@D (sx,n) =s(P(x,n))

» en K2 la multiplicaciéon @ : Ny ® Ny — Ny dada por
11,0

01 ®N1 S1 ®N1

T ® Ny Ni ® Np Ni ® Np

nll lm@ l@

Ny o N ©No No

16Usamos aqui la notacién establecida en la Seccién 5.2 sobre el tipo de una funcion.
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tal que
{@(Ofy) =0
Q(sx,y) = By, ®(x,y))

» en K3 la exponencial 1 : N, ® N — Nj dada por
21;1

ToN, —2MNM _NneoN —2M L NnoN

m| |t |t

Ny —>id,so Ni ® Np o ® Ny
tal que
T(0,y) =50
T (sx,y) = Go®y, T (x,v))
» en K* la tetracion 17 : N3 ® N — Nj dada por
321
TN —2  Nsa N, —222 L Ny@ N,

N [ k

Ny——— N, ® Ny Ny

id,e;Np T(71,m0)

tal que
{TT (O,y) =Y
M (sx,y) =1 (1, 70) (y, 1 (x,y))

Ademads la mayor de las especies de las variables de cada funcién de la
Secuencia de Hiperoperaciones definida por un esquema RRSPy es k + 1 segtin
la Definicion

Puede darse una definicién equivalente de la Jerarquia de Grzegorzcyk
usando, en lugar de las funciones F, introducidas en la Definici(’)n las
funciones de la Definicién siguiente en X" (ver [Wirz])

17Y ademas en este caso pertenece a la clase £t1 segun la igualdad

M = {f e RP/gr(f) <k}

de [Bellantoni-Niggl] como se ha sefialado en la Introduccién.
18Se usara igualmente la letra F dada su equivalencia.



CAPITULO 5. SUBRECURSION Y DOCTRINAS 96

Definicién 5.6.3. Definimos para toda k las funciones

F1(x) = XZ +2
F1(0) =2
Fi1(x+1) = F(Fpq1(x))

Proposicién 5.6.4. Las funciones F con k < n pertenecen a K si las reescribi-
1mos como

Fl(xl) = SO0 (S o) (®(X1,X1)))
Fr1(0k41) = k1 (k410 y1)) = 2
Frra(skp1(xx)) = Fe(Feyr(xks1))

sujeto a las reglas
F(x) = xi
F (x) = Fe(FP* ()

donde x; € Ny y F representa la m—ésima recursion de la funcion Fy.

Demostracién. Cuando k > 1 las funciones Fy se definen en K" por medio
de los diagramas

Or-+1 Sk+1
T Ni11 N1
id l i Fep i Fep
T C2 Nk Fy Nk
donde c; representa a la funcién con valor constante 2. ]

5.7. Caracterizaciéon por medio de n-Comprensiones

Se va a presentar en la presente Seccion la caracterizacion de las clases
E" por medio de las clases K" conn > 2.

Definicién 5.7.1. Denominamos G" al conjunto de funcioneﬁ

{rnTn,Q...Tof/f e K" y COd(f) = Nn—l}

9¢cod(f) significa aqui codominio de la funcién f.
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Teorema 5.7.2. G" = {T',f :IN%_; — IN,,_1/f € K"}

Demostracién. Ultilicese la definicién de los funtores I';, y T y el Teorema

633l O

Antes de pasar a la demostraciéon del Teorema principal recordamos
que cada funcién f de B" tiene la forma

f (=1 %n=2; ... ; X0)
de lo que se deduce, ordenando al revés sus argumentos, que tiene la forma
n—1 ‘
f : H N?l — IN,,_1
i=0
donde algunos «; pueden ser ceros@
Teorema 5.7.3. B" = G" para todon > 2.
Demostracion. Probaremos las dos inclusiones basandonos en [Wirz].
L
Vamos a demostrar en su lugar que para cada funcién f € B" tal que
n—1
&
f]IN; — N
i=0
hay una f" en K" tal que
n—1
f/ : ® Ni“ P Ni
i=0

Ademas f y f’ toman los mismos valores aplicados a los argumentos
adecuados (se considera que los nimeros en IN; se corresponden con
los de Nj). Diremos que f y f’ concuerdan. Esto lo demostramos por
induccién sobre la construccién o definiciéon de la funcién f en B".

» Si f es una funcién inicial tenemos los casos

a) f esla funcién cero: 0 : 1 — IN; concuerda con

0]‘:_]——>Nj

20Suponemos que tanto el producto cartesiano como el tensorial asocian por la derecha.
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b) f eslafuncién sucesor: s : IN; — IN; concuerda con
Sj: N] — N]

¢) la proyeccion 7y 1) N¥ — Ny concuerda con la fun-

cib
ax—j
®T“1®®Tk®m® ® ne @
i=j+1 i=k+1

) f esla funcién predecesor. Concuerda con la funciéon
RP(0,1n,) : No — Np
e) f eslafuncién condicional. Concuerda con la funcién
RP(rgoi,mpom): No® (No® No) — Np
» f se obtiene por composicion segura en la forma
f1;..5%0) = h(Fa (X Xn—1; ); - - -5 T0(Xn; Xp—1; - - -5 X0))
Asi tendremos h : H?:_Ol ]N?"' — Nj paracadas =0,...,n—1

una sucesion de funciones

{rst HNﬁI — Ns}1<t<a5

I=s

yf: ]_['11;3 INf.3 " — IN,,.. Para simplificar la demostracién vamos
a considerar que

h:Nu_1 xNi_, — N;

R NES
v Nﬂ—l — anl
B NE 2
t . ]anl X ]Nﬂ—2 — Nﬂ*Z
s:IN°? | xIN2_, — N, »

Entonces f : ]N?l_1 X IN%_2 — IN;. Por hipétesis de induccién
suponemos que 1,7, t,s concuerdan con las funciones h',+/,t', s’
entonces f concuerda con la siguiente composicién

21Esta funcién la denotaremos por 77, It
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T/Op[],:;,t/,sl

3 2 2 H .
anl X anZ Ny -1 % Nn—z - N]

donde p, 4 con e < d es la funcién cuyo dominio tiene la forma

®%_, X; para d < k, su codominio es @7_, X; y es igual a

eveces

d

a 797.[0 o afdJr

e /_/H
O7'[107'[1

» f se obtiene por recursion segura a partir de g,h € B™:

f(xn—l} cee s Xk42; xk+1/0k+1}7k) = 8(xn—1}~ c s Xk427 xk+1}7k)

f(xnfl) oo X2, X1, Zk1 T 1;7k) =

(X015 - - -5 Xg2s Xkg1s Uk+1}7k,f(xn—1} oo Xhy 2 Xkt 15 2kt 15 %K)

por hipétesis de induccién g y h concuerdan cambiando el orden
de los argumentos con las funciones ¢’ y b’ en K"

n—1
g R NYe N — N
i=k+1
n—1
n N1 ® ® N;Xi®N}?k®Nk — Ni
i=k+1

Sea X = ®!! N e Y = Ny, es facil ver que la tinica funcién f’
que existe por el esquema RDS

TeX —X N1 ® X N1 @ X
(om»% lid,f’ lf’
(Nk+1 ® X) QY W Y

concuerda cambiando el orden de los argumentos con la funcién

f.
2

Vamos a demostrar que con cada funcién f € K" tal que

s®X

n—1

cod(f) = ®Niﬁ"

i=0
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para cada j € n con B; # 0 las B; funciones f;x conk =1,...,B;, alas
que llamaremos proyecciones de f, tales que

_ /
fik =0 f
hay una funcién en B" que concuerda con fj;. La demostracion se
hace por induccién en el nivel de las funciones en K".
» fesdenivel 0:

a) f es la funcién cero o sucesor. Concuerdan con las corres-
pondientes en 5".

b) f esla funcién €x(Ny) : Ny;1 —> Ni que concuerda con la
funcién definida por la recursién segura

{ f(0;...;)=0
fn+1...5)=sGf(n;...;))
al elevar la especie del valor de f.

» f se obtiene por producto tensorial de gy h. Las proyecciones de
f son g o holas proyecciones de g o las de h.

» f surge de los isomorfismos naturales 4, s o d, las proyecciones
de f concuerdan con alguna de las proyecciones 7t .

» f esla composicién h o g. Para simplificar consideremos que
§:N,— Ns®Ny 'y h:Ns®N; — N; @ Ny ® Ny,

Entonces f : Nj — N; ® Ny ® Ny. Por hipétesis, con las dos
proyecciones de g, g1y §2, y con las tres de h, hy, hy y h3, existen
las funciones g/, g5, I, 1}, hf; que concuerdan con ellas. Vamos a
ver que con cada proyeccién de f, f1, f» y f3, hay una funcién en
B" que concuerda con ella.

» f se obtiene por recursion plana a partir de

§:X—=Yyh:Ng®@X —Y
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donde Y = N (eliminamos el caso en que Y = T que no da
lugar a funciones numéricas y el caso en que uno de sus factores
en el producto tensorial sea T):

T@XM)NO@)X(@NO@X

s

Y
entonces tenemos

fo(0®X)=goi

fo(s®X)=h
Por hipétesis de induccién con cada proyecciéon de g, g (j =
1,...,k) concuerda una funcién g} € B" y con cada proyeccién

deh, hj(j =1,...,k) concuerda una funcién h} € B". Es facil ver
quesi f; (j = 1,...,k) son las proyecciones de f, tenemos

Asi tenemos que con f; concuerda la funcién f].’ definida por la
recursion segura que sigue

fj(0,%) = gj(%)
filn+1,%) = hj(%)

= f se obtiene por recursién dependiente segura de nivel k a partir
de las funciones g : X — Yy h : Nyy1 ® X ® Y — Y (supone-
mos que Y es el producto tensorial de k factores de la forma N;
cons < k+1):

0®X s®@X

TeX N1 @ X N1 ®X

(om)M lid,f lf

(Nep1 ®X)®Y Y

Por hipétesis de induccién con cada proyeccioén g; de g concuer-
da una funcién g y con cada proyeccién h; de h concuerda una
funcion h!. Es facil ver que con cada proyeccion f; de f concuerda
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la funcién f]. Las funciones f/ se definen por recursiéon simulta-
nea donde no ponemos las especies de las variables, pero que es
facil ver que se cumplen los requisitos de la recursién segura:
! = /(= :
f1(0,%) = gi(%) parai=1,...,s
/ =\ — 1,/ = £/ ~ / ~
fin+1,%) = K% £{(n,%),..., £(n,%))
/ 7\ — 14/ = £/ v / v
fz(” + 11x) - hz(”r xlfl(n/ X), e -/fs(n/x))
/ v / = £/ v / =
fi(n+1,%) = h(n, %, f1(n, %), ..., fs(1n, %))
Anéalogamente a como se demuestra que las funciones recursi-
vas primitivas estdn cerradas respecto a la recursiéon simulténea,
puede demostrarse que B° estd cerrada respecto a la recursién

segura simultdnea, ya que puede reducirse a la segura usando la
funcién

s
Yy
S

=i
N—

Il
—~
=

=
xR

i=1

n i ! n
que pertenece a B" si las f; pertenecen a B".



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Con los resultados del dltimo Capitulo se ha completado la caracteri-
zacion por medio de Teoria de Categorias de las clases de la Jerarquia de
Grzegorzcyk. Se han corregido, extendido y generalizado los resultados de
[Otto] a cualquier estadio de los ntimeros naturales. Esto ha supuesto afron-
tar la dificultad de definir una estructura monoidal cuando lo més sencillo
era trabajar directamente con productos cartesianos al modo de los textos
clasicos. En este sentido hemos adaptado y generalizado los resultados de
[Roman-Paré] al contexto de una n-Comprensioén proporcionando una vi-
sién mds amplia.

Es destacable la dificultad que entrafia caracterizar en términos catego-
riales conceptos intuitivos como la composicién y la recursiéon seguras de
[Bellantoni-Cookl] o la idea de ramificacion de [Leivant]. Una vez definida
toda la estructura sintactica y recopilados los resultados es mas facil com-
prender la seméntica de las funciones cuyas variables estdn separadas por
puntos y coma. Abrir el campo de las caracterizaciones categoriales de la
subrecursién supone plantear como se puede, desde una rama de la Légica,
dar una visién de conjunto de un campo de estudio con unas implicaciones
tan practicas como es la Complejidad Computacional.

Es resefiable, asimismo, que el presente estudio estd basado de manera
muy importante en el trabajo de autores desaparecidos de la practica inves-
tigadora por razones diversas. Esta tesis puede suponer de algtin modo la
rehabilitacién de algunos de ellos.
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6.2. Trabajo futuro

La presente tesis puede ser extendida en varios sentidos, dado que se
han utilizado construcciones novedosas, tales como las n-Comprensiones
simétricas monoidales o los endofuntores de coercién sobre la categoria n.
Destacamos tres de esas vias posibles de extension.

1. El planteamiento mds obvio, a raiz de los conceptos introducidos en
el Capitulo 2, serfa plantear la construccion de clases de funciones
recursivas partiendo de 6rdenes no totales. Esto es, en lugar de con-
siderar el orden (total en realidad) dado por

B e e S —

se tratarfa de trabajar con otros en la forma

_
\'

de modo que los endofuntores sobre una categoria SM actuarian de
modo distinto. Puede ser interesante construir en base a ello un con-
cepto distinto de Comprensién a partir del cual se pudiera montar
unas doctrinas muy diferentes de las definidas aqui. Esta idea se basa
en la construccién hecha en [Otto] sobre el orden parcial

.

que da lugar a una caracterizacién de la clase de Funciones de Espacio
Polinomial.

2. Una linea de investigacion més tedrica puede consistir en dar una in-
terpretacion del trabajo hecho en la presente tesis desde el punto de
vista de fibrados cartesianos. La idea seria definir una cadena de fibra-
dos que nos permitieran trabajar sin coerciones. Esto es, tomando por
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ejemplo fibrados codominio en cada categoria exponencial en la forma
C" de modo que se suprimiera en cada actuacién del fibrado uno o
varios morfismos de las cadenas de que constan esas categorias. Sea
la cadena de funtores de olvid(ﬂ

1 1 1
Set™ d—> d—> Set? d—> Set

tales que para cada cadena de morfismos - foy Pz 0B en
Set™ actian del modo siguiente
RS = SO N = SR N

Del mismo modo pueden definirse por composicién més funtores a
partir de los d! para la cadena anterior dados por diagramas del tipo

d2
1/\1 ;

dl d d d!
Set" —— Gt 1 —— Get" 2 —— Gt 3 —— -+ - —— Set

42
43
Formalmente, sean los funtores
A =d' okl od" : Set* — Set!
con k > |y que acttian para una cadena de morfismos
ey S

en Set* del modo siguiente

P SO SN N E O E SR 1Y

Los funtores d’ son fibrados con productos finitos fibrados. Sea C una
categoria cartesiana. Definimos las categorias C™ como aquéllas cuyos
objetos son las cadenas

1E] contenido tedrico necesario para este y el siguiente ejemplos de posible trabajo futuro
puede encontrarse en el Apéndice E.1.
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y cuyos morfismos son n-tuplos de morfismos que hacen conmutar a
cuadrados generados por esas cadenas. Si se toma la siguiente cadena
de funtores

P! P2 Pt
C"—..—C —C
Podemos definir anadlogamente a lo anterior los funtores

Ptk — !

para cualquier k > I. Denominamos C¥ a las fibras de los funtores p’
con dominio en C". En particular éstas se definen como los conjuntos

Ct={XecC"/pX=Y}
A partir de la cadena de fibrados p"~" con n > m tenemos las fibras
Ch, ={XeC"/p""X=1""}

donde 17" =1 — 1 — "1 — 1 de modo que los objetos de
estas fibras son cadenas

Xy — - — Xy —1—1—m1—1

y los morfismos son cuadrados

Xn Xn—l te X 1 R 1
Y Yy 1 e Yo 1 o, 1

La idea consistiria en definir categorias fibradas en la forma Cj',,, con
m = 0,1, ..., n, obtenidas a partir de los fibrados p"~" , y dotadas de
diagramas inicial

1-5 N = N
conj = 0,1,..,n — 1 donde los objetos N]- son los del Capitulo 3, y
recursion ramificada

1% X OXXN]'+1><X sx X N]'+1><X

L e

X g XxY P Y
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donde f : Nj;1 X X — Y es tnico para todos ¢ : X — Yy
h: X xY — Y, con las condiciones k,/ > j+ 1 para X € C}", e
Y € C}%,. Puede tomarse la imagen de esas categorias fibradas en las
categorias Set™ para obtener caracterizaciones analogas de la Jerarquia
de Grzegorzcyk.

3. Otra idea para desarrollar en el futuro partiendo de lo aqui expuesto,
y aquella sobre la que més se ha trabajado, es otro punto de vista
fibracional sobre las categorias sintdcticas aqui presentadas. Se trata
de ver los morfismos de la doctrina Z" como flechas de las categorias
fibradas asociadas a unos ciertos fibrados. El desarrollo hecho hasta
el momento viene en el Apéndice E.2.






Apéndices

Apéndice A.
A.1 Productos de funtores y transformaciones naturales en 2.

Posibles productos de funtores y transformaciones naturales son Ty,
Te, Gy, Ge, nT, 3G, €T y €G. Veamos a qué transformaciones naturales dan
lugar estos productos:

id Tid
1. T_ ., dandolugara 2~ | T7 >2 y entonces
2—>2_ {12 g L VmZ2y
T T
T17 = 1T

dadoque Tid =TT =T.

c TG
2. T _ .- >,dandolugara 27 {re 2 y entonces
id Tid
Te=noe

dadoque TG =Gy Tid =T.

Gid

id
3. - C.» /IL? » dando lugar a 2 @ 2 y entonces
\T/ o7
Gn=mnoe

dado que Gid = Gy GT =T.
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GG

G SN
4. 5 G, e pdandolugara 2 e 2 y entonces
~57 Gid
Ge = 1G

dado que GG = Gid = G.

id idT
5 o /@* 5T, 5dandolugara 2 @ 2 y entonces
\“T'/7 TT
nT =1r

dado que idT =TT =T.

i idG
6. 2 | 2 S pdandolugara 2 @ 2 y entonces
17G = 1G

dado que idG = TG = G.

G GT

7. 2 | 2—L~pdandolugara 2 @ 2 y entonces
i idT
eT = 1T

dado que GT =idT =T.

G GG
8. 27 e 2% pdandolugara 2 @ 2 y entonces

\idj idG

eG = 1g

dado que GG = idG = G.
Resumiento tenemos las identidades:
Ty =nT =1t Ge=€eG=1g¢ Te=noe
Gy =rnoe nG =1g €T =17
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A.2 Conteo de funciones monédtonas den an

Vamos a establecer el nimero de funciones monétonas de n a n (objetos
de M), para ello asignamos al conjunto n el orden total (u orden lineal) <
entre nimeros naturales.

Proposicién. Sea f la funcion tal que f(i,k) con 0 < i < k es el niimero de
funciones mondtonas h de k a k tales que h(0) = i. La funcion g tal que g(k)
con k > 1y que da el niimero de funciones mondtonas de k a k puede ser definida

como
k—1

g(k) =} f(i k).

i=0
Con f definida por casos:

fO2=2  f1,2)=1

yparacadak >2con 0 <i <k

1 sii=k—1,
k-2

fi k) = Y f(k—1) si0<i<k-—1
j=i—1
2g(k—1) sii=0

Demostracion. El caso f(i, k) cuando k = 2 se sigue del hecho de que las
Unicas funciones mondtonas de 2 a 2 son

00,01, 11.

Cuando k > 0 observamos que f(k — 1,k) = 1 ya que la tnica funcién mo-
nétona h de k a k con h(0) = k — 1 es tal que para todoi =0, --- ,k—1,
h(i) =k —1.Si0 < i < k — 1 las funciones monétonas & tales que h(0) = i
toman valoresen {i,- - - ,k — 1} y entonces su niumero es la suma de las fun-
ciones monétonas cuya longitud es k — 1 empezando pori,i+1,--- ,k—1,
que son las mismas que las palabras monétonas cuya longitud es k — 1 em-
pezandopori—1,i,--- ,k—2ytomando valoresen {i—1,-- -,k —2}. Para
ver el valor de f(0, k) pensemos que el nimero de funciones monétonas h
de k a k tales que #(0) = 0 es la suma de las funciones monétonas s tales
que s(0) = 0y s(1) # 0y las funciones f tales que t(0) = #(1) = 0. El
namero de funciones s es exactamente el de las funciones monétonas de
k—1ak—1,estoes, g(k—1). Lo mismo sucede para las funciones t. []
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Ejemplo. Damos una tabla con los primeros valores de f:

=
»
N

3 4 5 6 7 8 9 10

012 6 20 70 252 504 2172 8670 33920
1{1 3 10 35 126 252 1086 4335 16960
2 1 4 15 56 210 582 2163 8290
3 1 5 21 84 330 1077 3955
4 1 6 28 120 495 1792
5 1 7 36 165 715
6 1 8 45 220
7 1 9 55
8 1 19
9 1
y entonces los primeros valores de g son:
\ 23 4 5 6 7 8 9 10

g‘3 10 35 126 452 1086 4335 16960 55918

A.3 Demostracion de la Proposicion 2.4.2]

Proposicién. Para cada n € N el monoide M, puede ser generado por medio
del conjunto finito
{Zd/ GO/ Tty GH—ZI TO/ Tty TH—Z}

Demostracién. Probar que toda funcién monétona de n a n puede expresar-
se por medio de un producto de distintas T'y G (posiblemente vacio y en
ese caso igual a id) es lo mismo que ver que M, estd generado por id, Ty y
Gy. Para ello se presentard un programa que, dada una funcién monétona
f de n a n, dard como output su representacion en términos de estos ge-
neradores. La idea es construir a partir de f una funcién g tomando tantos
valores diferentes como f de tal modo que haya una funcién monétona de
f agy gtomelos valores {0, 1, ..., s} cuando f tome s + 1 valores diferentes.

input f %La funcién mondétona a generar
pila =@ %Una pila para colocar las Ty G
i=0 %Una variable corriendo en n
g(0)=0

a=0

mientras i < n — 2 %Construccién de la funcién g
sif(i) # f(i+1) entoncesa =a+1
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i=i+1

g(i)=a

sia =n —1entonces % f es la identidad
pila = pila +id %+ introduce un objeto en una pila
fin

i=0

mientras i < n — 1 %Representacion de g
sig(i) =ientoncesi=i+1
en otro caso
sii <n—1entonces
sig(i) = g(i+1) entonces
sigue = verdadero
mientras sigue
i=i+1
sii < n—1 entonces
sig(i) # g(i + 1) entonces sigue = falso
en otro caso sigue = falso
k=i-1
mientras k > g(i)
pila = pila 4 Gy

k=k—-1
i=i+1
i=n—1
mientrasi > 0 % Representacion de f a partir de g

sig(i) # g(i — 1) entonces
si (i) # f(i) entonces
k= g(i)
mientras k < f(i)
pila = pila 4 Ty
k=k+1
i=i—1
k= g(0)
mientras k < f(0)
pila = pila + Ty
k=k+1 O

A.4 La categoria simplicial

En este Apéndice se van a introducir los conceptos de categoria simplicial,
operadores cara y degeneracion y conjunto simplicial tratando de establecer una
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relacion entre ellos y los conceptos definidos en el Capitulo 2.

En particular se vera que la categoria M, es un funtor homomorfismo
formado a partir de la categoria simplicial y que los endofuntores Ty y Gi
pueden expresarse en términos de los operadores cara y degeneracién. Los
resultados de este Apéndice permiten una interpretacion de los conceptos
expuestos en términos geométricos y sugiere trabajos posteriores.

Definicién. Sea A la categoria cuyos objetos son los conjuntos ordenados
n = {0,1,..,n — 1} y cuyos morfismos son las flechas entre esos conjuntos
preservando el orden. Denominamos categoria simplicial a la categoria A.

La categoria A puede también ser vista como una 2—categoria. De he-
cho puede ser vista como una subcategoria de Cat dado que sus objetos
son, como se ha visto en la primera Seccion, los predrdenes n y éstos pueden
ser vistos como categorias.

Ejemplo. Si tomamos el funtor homomorfismo A(2,3) sus flechas son 2-
tuplos del tipo (0 — 1,1 — 3), o bien (0 — 1,1 — 2). De hecho:

A(2,3) = {(00,10), (00,11), (00,12), (01,11), (01,12), (02,12)}
Definicién. Seai € {0,1,..,n} y sean

i:n—1—n

definido por
. j sij<i
%i(j) =
U) {] +1 sij>i
y
g:n—n+1
definido por

. ] sij<i
oi(j) = {] J

j—1 sij>i

morfismos en AE] A las 4; se les denomina operadores degeneracion y a las o;
operador cara.

Proposicién. Si f : m — n es una flecha en A entonces f puede expresarse en
términos de los operadores degeneracion y cara.

2Hay infinitos d; y 0;, uno para cada n tal que 1 sea mayor o igual que i.
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Demostracién. Sean iy, ..., iy los elementos de n en orden decreciente que no
estdan en la imagen de f(m) y sean jj, ..., j; los elementos de m en orden
creciente tales que

fG)=fG+1)
Bajo estas condiciones se satisface la ecuacion
f=0i0..00,000..00
O

Esta Proposicién expresa que cada flecha en la categoria simplicial pue-
de generarse a partir de las flechas degeneracién y cara.

Proposicion. Los operadores degeneracion y cara satisfacen las ecuaciones
1. (5]'0(51' 2(5,‘0(5]‘,1 sii <j
2. 0']'00'1' IO'I‘OO']'+1 sii S]
djo0 -1 sii < ]
3. 006 =41 sii=joi=j+1
diqo0; sii>j+1
Con estas definiciones tenemos las dos siguientes Proposiciones.
Proposiciéon. M,/ = A(n,n).

De este modo sabemos que los endofuntores Tj y G junto con el endo-
funtor identidad en n generan la categoria A(n, n), pero ademads se dan una
serie de relaciones entre los operadores ; y 0; y estos endofuntores que nos
permite deducir que los primeros también generan M,’. Esta intuicién se
formaliza en lo siguiente.

Proposicién. Para los generadores de M, y los de A tenemos las siguientes rela-
ciones coni € {0,1,...,n — 2}

1. 0'1'(51' = Ti
2. (51'0'1' =id
3. 0i6it1 = G;

Demostracion.
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1. Tomamosi € {0,1,...,n — 2} con
6i:n+1—nyo;:n—n+1

y calculamos el valor de

j sioi(j) <iyj<i
(6(0i(j)) = ai(f) sioi(j) <i _ ) i1 sioi(j) <iyj>i
iy oi(j) +1 sici(j) > j+1 sio(j) >iyj<i
j sioy(j) >iyj>i
] sij<iyj<i . Gicioi>i
={ j+1 sij=i :{]‘+1 si].:i J = Ti(j)
i sij—1>iyj>i J J

dado que el caso correspondiente al valor j — 1 es imposible segtin las
definiciones hechas.

2. Tomamosi € {0,1,...,.n — 2} con
6i:n+1—nyo;:n—n+1

y calculamos el valor de

j sidi(j) <iyj<i

o fEG) sieG)<i ) i1 sia()<iyj>i
("1(‘51(]”_{51(1)—1 SG()>i ~ ) -1 sia()>iyj<i
i sie() iy

josij<i ...
{j sij>i —40)

dado que los casos correspondientes a los valores j — 1y j+ 1 son
imposibles segtin las definiciones hechas.

3. Tomamosi € {0,1,...,.n — 2} con
6p:n+1—mnyo;:n—n+1

y calculamos el valor de

j sioi(j) <i+lyj<i

(61 (0:(f)) = 7i(f) siog(j) <i+1 _ ) j—1 sio(j) <i+lyj>i
AT oi()+1 sic(j)>i+1 j+1 sig(j) >i+1lyj<i
j sioi(j) >i+1yj>i
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j—1 sii<j<i+2 i1 sij—i+1 = G;(j)

o ssrrly s :{j sij<itloj>i+1
i sijzit2yj>i

dado que el caso correspondiente al valor j + 1 es imposible segtin las
definiciones hechas.

O]

Definicién. Un conjunto simplicial es un funtor

A — Set

A.5 Demostracién del Teorema [2.4.5]

Teorema. Seanm, i, i+1, j, k € n — 1, entonces:

1. id, Ty y Gi son idempotentes.

2. TiGr = Gr y G Ty = Ty

3. Tit1Gi = Tiy1 y GiTiv1 = Gy

4. TiGy = G T cuando k # m, m + 1.

5. TyT; = TiTy cuando j # k — 1,k + 1.

6. GyGj = GjGycuandoj #k— 1,k + 1.

7. TiTiy1 # Tia Ti y GiGiy1 # GiaGi.

8. TiTinTi = TiTi1y GiGi1Gi = GG
Demostracion.

1. Sea0 <k <n—1y p € n, entonces

_ _J Tvp sip#k
(TeTe)p = Ti(Tkp) = { To(p+1) sip—k

_lr sip#Fk _

_{p+1 sip=k — kP

Anélogamente tenemos
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Gkap:{ka sip#Ak+1 :{p sip#£k+1 _Tp

Ge(p—1) sip=k+1 p—1 sip=k+1

2. Sea0 <k <n—1yp € n, entonces

| Gkp sip#k [ Gyp sip #k
(Tka)P_{Gk(p+1) sip=k | p sip=k
_J Gp sipFk _
_{ka sip=k = Gwp

yaquesik = pentonces p+1 =k+1y Gy(p+1) = pyademds,
p#k+1lyGp=p.
Anélogamente tenemos

| Tkp sip#k+1 [ Typ sip#k+1
(Gka)p_{Tk(p+l) sip=k+1 | p sip=k+1

[ Tkp sip#k+1 _T
T\ Typ sip=k+1 ~ °F
yaquesip = k+1entonces p—1 = ky Ty(p —1) = p y ademads
p#kyTp=p.
3. Sea0 <k <n—2yp € n, entonces

(Tx11Gr)p = Gi(Trsap) = { Gi(p+1) sip=k+1

i k+1

p+1 sip=k+1

yaquesip=k+lentoncesp+1#k+1yGi(p+1)=p+1

Andlogamente tenemos
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sip #k+1

- _ ) Tkyap =
(GkTi+1)p = Tir1(Grp) = { Trii(p—1) sip=k+1

_lvr sip#Ak+1 _
_{ p—1 sip=k+1 = G

yaquesip=k+lentoncesp—1#k+1y T (p—1)=p—1
4. Seak #m,k#m+1,0<k <n-—2yp € n, entonces

— _J Gmp sip#k _
(Tka)p - Gm(TkP) - { Gm(P+1) sip =k

p sip#Fkyp#Fm+1
m sip#Fkyp=m+1

k+1 sip=kyk#m(p#m)
k sip=kyk=m(p=m)

El tltimo caso no puede darse por ir contra la hip6tesis. Por otra parte
tenemos

_ _ [ Tip sipFm+1 _
(GuTi)p = Ti(Gnp) = { Tim sip=m+1

p sip#m+1yp#k
k+1 sip#Fm+1lyp=k
m sip=m+1yk#m
m+1 sip=m+1lyk=m

El dltimo caso no puede darse por ir contra la hipétesis. El segundo
caso del primero coincide con el tercero caso del segundo y el tercero
con el segundo, teniendo en cuenta las hipétesis.

5.Seaj#i+1yj#i—1,entonces

Tip sip#i
Ty — To(Top) — j =
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p sipFiyp#]j

j+l sip#Fiyp=j

i+1 sip=iyj#i+1

i+2 sip=iyj=i+1

La dltima no se cumple ya que va contra el supuesto. Por otra parte
tenemos

Ty — T(Top) — J LiP sip#j _

p  sipFjyp#i

i+1 sip#jyp=i

j+1 sip=jyi#j+1

j+2 sip=jyi=j+1
La dltima linea no se cumple ya que va contra el supuesto. Y, ademas,
sip = jy p = i, obtenemos en ambos casos el mismo valor.

Respecto a la otra igualdad tenemos

. o ) ] . G]p Sip#i—f—l .
sipFi+lyp#j+1
sipFi+lyp=j+1
sip=i+lyi#j+1
j sip=i+lyi=j+1

La dltima no se cumple ya que va contra el supuesto. Por otra parte
tenemos

(chp—GAQM——{GJ sip=j+1

p sipFjtlyp#i+l
i sipFj+lyp=i+1
j
i

a sip=j+lyj#i+t]
sip=j+1lyj=i+1
La dltima linea no se cumple ya que va contra el supuesto. Y, ademas,
sip=j+1o0p=i+1obtenemos en ambos casos el mismo valor.
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6. Sea 0 < p < n, entonces

o o Tiap sip#i _
TiTi1p = Tisa(Tip) _{ Tiyi(p+1) sip=i
p sipFiyp#i+1
={ i+2 sip=i+1 (A)

i+2 sip=i

Por otra parte tenemos

| S [ Tip sip#i+1
T1+1TZP—T1(TZ+1P)_{ Ti(i+2) sip=i+1

p sipFiypFitl
i+1 sip=i (A1)
i+2 sip=i+1

Anélogamente tenemos

Giiip = Girr(Gip) = 4 Git1P sip#Fitl _
G1G1+1P - Gz—i—l(Gzp) - { Gi+l(P+1) Sip =i+1

p sip#i+lyp#i+2
i+1 sip=i+2 (B)
i sip=1i+1

Por otra parte tenemos

G; si i+2
Gi+1Gip = Gi(Gip1p) = { Gz.l(?i_|_1) siZii—i—Z -

i sip=i+1 (B1)

p sipFi+lyp#i+2
i sip=i+2

Como puede verse (B) y (B1) son diferentes.
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7. Sea 0 < p < n, entonces

o o TiaTip sip#Fi _
TZTHATZP—{ TimTi(p+1) sip=i

Ti(i+2) sip=i+1

Tip sip#Fiyp#Fitl
T;i(i+2) sip=i

i+2 sip=i+1
i+2 sip=i

{17 sip#iyp#Fi+l

Y puede verse por (A) que coincide con T;Tj .

. o GiyGip sip#i+1 _
Gsz+lep—{ Giy1Gii sip=i+1 B

Gip sip#Fi+lyp#it2
= Gz<l+1) Sip:i+2
Gi(i+1) sip=i+1

i sip=i+2
i sip=i+1

{ p sipFitlyp#i+2

Y puede verse por (B1) que coincide con G;;1G;.

A.6 Demostracién del Teorema 2.4.6

Teorema. Sean jyktal que0 < jk <n—1.
1. Sij # k entonces Gy T;Gy = G T y Ty G; Ty = T G;.
2. Sik # j+ 1entonces TyG;Ty = GiTy y G;TkG; = Ty G;.
3. Sik # j+ 1entonces Ty T;Ty = T T; y GjGxG; = G;G.
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Demostracién. Sea j # k.

TiGp sip#k+1
G.T:G jGkP p
kTiGip { TGk sip=k+1

Gkp sip#k+1yp#j
_ ) G(j+1) sipFk+lyp=j
Gik sip=k+1yk#j

Ge(k+1) sip=k+1yk=j

p sipFk+1lyp#j

jt+1 sip#Fk+lyp=jyj#k
=q7J sipF#Fk+lyp=jyj=k

k sip=k+1yk#j

k+1 sip=k+1yk=j

La tercera y quinta linea no puede tenerse por hipétesis. Por otra parte
tenemos "
Tip sip#k+1
= J
CiTjp {1% sip=k+1

p sip#Fk+1yp#j
j+1 sip#Fk+lyp=j
k sip=k+1yk#j
k+1 sip=k+1yk=j

En la que no puede tenerse la cuarta linea por la hipétesis. Asi tenemos
GiTiGy = G¢T;. Andlogamente

o) GTkp sip#Fk _
TkG]Tkp _{ G]Tk(k+1) Sip :k B
Tkp sipFkyp#j+1
_ ) Ty sip#Fkyp=j+1
Ti(k+1) sip=kyk#j
Tik sip=kyk=j

p sip#kyp#j+1

j sip#Fkyp=j+1lyj#k
=< j+1 sip#kyp=j+1lyj=k

k+1 sip=kyk#]j

k+1 sip=kyk=j
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La tercera y quinta linea no puede tenerse por hipoétesis. Por otra parte

tenemos # L
o) Gp sip _
TkG]p_{ Gi(k+1) sip=k

p sipFkyp#Fj+l
_ ] sip#Fkyp=j+1
k+1 sip=kyk#j
k sip=kyk=]j
En la que no puede tenerse la cuarta linea por la hipdtesis. Asi tenemos
Ty G; Ty = TxG;.

Seak #j+1
Top— 1 GiTip sip#k _
TkG]Tkp_{ G]Tk(k+1) Sip:k -
Tip sip#Fkyp#j+1
_) T sip#Fkyp=j+1
Ty(k+1) sip=kyk#j
Tik sip=kyk=j

p sipFkyp#Fj+l
j sip#Fkyp=j+lyj#k
=< j+1 sip#kyp=j+1lyj=k
k+1 sip=kyk#]j
k+1 sip=kyk=j
Por otra parte tenemos

= Tkp sip#j+1
G]Tkp_{Tkj sip=j+1

p sipFjtlyp#k

k+1 sip#j+lyp=k

j sip=j+1yk#]j

j+1 sip=j+lyk=j

Sip # j+1yp # k ambas coinciden. Si p = k, como k # j+ 1 por hi-
potesis, ambas toman el valor k+1.Sip = j+ 1y j = k ambas toman
elvalor j+1.S5ip = j+ 1y j # k ambas toman el valor j. Asi tenemos
TxG;Tx = G;Tj. Andlogamente

e TiGip sip#j+1
GJTkGJP_{ TiGjj sip=j+1
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Gip sip#j+1lyp #k
Gi(k+1) sip#j+1lyp=k
Gjj sip=j+1yk#j
Gi(j+1) sip=k+1yk=j

p sip#j+lyp#k

k+1 sip#j+lyp=kyj#k
=4 k sip#j+lyp=kyj=k

j sip=j+1lyk#]j

j sip=j+1yk=j

Por otra parte tenemos

L] Gp sip#k _
TkG]p_{ Gi(k+1) sip=k

p sip#Fkyp#j+1
)i sipAkyp=j+1
k+1 sip=kyk#j
k sip=kyk=]j
Sip # kyp # j+ 1 ambas toman el valor p. Si p = ky k # j+ 1 ambas
toman el mismo valork+1sik # jyksik =j.Sip=j+1yk #j+1
ambas toman el valor j. Asi tenemos G;TiG; = Ty G;.
Seak #j+1

T.T) ip£k
o Tihp sip# k- _
Hnnp_{vﬂuk+n sip=k

Tep sipFkyp#]
_ ) LG+1) sipFkyp=j
Ti(k+1) sip=kyk+1#]
Ty(k+2) sip=kyk+1=j

p sip#Fkyp#j+1

j+1 sipFkyp=jyk#j+1
=< j+2 sipFkyp=jyk=j+1

k+1 sip=kyk+1#j

k+2 sip=kyk+1=]j

Por otra parte tenemos

) Txp sip#j _
Tt ={ Wan) G2 -
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p sipFjyp#k

k+1 sip#jyp=k

j+1 sip=jyk#j+1

j+2 sip=jyk=j+1

Sip # jyp # k ambas coinciden. Si p = k, como k # j 4 1 por hip6tesis,
ambas toman el valor k + 1. Si p = j y j = k ambas toman el valor j 4 1. Si
p=7jj#kyk#j+1lambastomanelvalorj+1.Sip=j,j#kyk=j+1
ambas toman el valor j + 2. Asi tenemos Ty T;Ty = T;T;. Andlogamente

' | GGjp sip#j+1 _
qagp_{QQjﬁp:ﬁﬂ'_

Gip sip#j+1lyp#k+1
Gk sip#j+lyp=k+1
Gj sip=j+lyj#k+1
Gk sip=j+1lyj=k+1

sip#j+lyp#k+1
sip#j+lyp=k+1yk#j+1
sip#jtlyp=k+lyk=j+1
sip=j+1yj#k+1
sip=j+1lyj=k+1

Il
= xR

Por otra parte tenemos

~o_ G sipFj+1
q@p_{cg sip=j+1

p sip#j+lyp#k+1
k sip#j+lyp=k+1
j osip=j+lyj#k+1
k sip=j+1lyj=k+1
Sip#k+1yp #j+1ambastomanelvalorp.Sip=k+1yk #j+1
ambas toman el mismo valor k. Sip = j+1yj # k+ 1 ambos toman

elvalorj.Sip = j+1yj = k+ 1 ambas toman el valor k. Asi tenemos
G;GiG; = GG O
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A.7 Transformaciones naturales en n

Estas son las transformaciones naturales (50 en total) en 3:

000 = 000;000 = 001,000 = 002;000 = 011,000 = 012

000 = 022,000 = 111,000 = 112;000 = 122;000 = 222

001 = 001,001 = 002;001 = 011,001 = 012;001 = 022

001 = 111;001 = 112;001 = 122;001 = 222;002 = 002

002 = 012;002 = 022;002 = 112;002 = 122;002 = 222

011 = 011,011 = 012;011 = 022;011 = 111,011 = 112

011 = 122,011 = 222,012 = 012;012 = 022,012 = 112

012 = 122,012 = 222,022 = 022;022 = 122,022 = 222

111 = 111;111 = 112;111 = 122;111 = 222;112 = 112

112 = 122;112 = 222;122 = 122;122 = 222;222 = 222
Las transformaciones naturales en 4 se obtienen andlogamente del or-
den entre funciones monétonas de 4 a 4. Contando las flechas en el orden
entre sus funciones mondétonas se obtienen 466 transformaciones naturales.
Las transformaciones naturales entre un funtor y su predecesor estan en el

siguiente diagrama, donde H y F se usan genéricamente para describir las
transformaciones H = F.
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0000

FE‘Q
F€2 FGZ
0001 0002 0003
e F e F erF
F€1 FGZ
0011 0012 0013
Hl]l H771
Fep H172
eoF eF 0022 0023 —— 0033
EOF
€0F
FEl F€2
0111 0112 >0113 €0 eF
e F €1
Hi’]o
€0 2
Hipo Hipo 0122 0123 — 0133
H?]]
Fe Fe, | Hnmo
1111 1112 1113 o o
af 7 Hin
€1F F€2 H’72
1122 1123 1133
\ xof“ \GUF
Hﬂz
oF 0222 o 022351 o 0233 0333
qul \ \LHUO \iHl’]o Hio
1222 ——> 1223~ 1233 -~ 1333
lqu \LHm iHﬂl Hip
2222 o 2223 oy 2233 oF 2333
H112
3333

A.8 Demostracién del Teorema 2.5.8]
Teorema.
1. Ti€xs1 = €11k si0<k<n-—2.

2. 1’]ka+1 = Gk+177k si0<k<n-—2.

128



3. 7]ka = Tk77k = 1Tk5i0 <k<n-1.
4. .G, = Gre = 1GkSi0 <k<n-1.
5. Tiex :qkoekkank = qkoeksiO <k<n-1.
6. Mk+1Gr = Mkr1 0 €k Y €kTir1 = Mip1€6 510 <k <n —2.
7.85a0 <ij<n—-18j#i+1yj# i—1entoncesnT; = Ty y
€iG]' = G]'(:'Z'.
8. Ti Ttk = 111,y kG Gk = 16, 60 Ter1 Ttk = 11,1, Y €xGr G =
1Gka+1 si0<k<n-—1.
9. nka:1Gk5i0§k<n—1.
10. Gkalek5i0§k< n—1.
11. Tyi1€¢ = 1Tk+1 si0<k<n-—2
12. Gty = 1Gk si0<k<n-—2
13. Sean F y H dos funciones mondtonas, entonces Fly = 1rg y 1gF = 1gr.
Demostracion. O
1. Si ponemos € en lugar de €;;1 tenemos
Gi41 Gk+1
Ty e )
—n_ e n y n_ e n—n
~— 7 ~ 7
id id
que producen
Tjc Tic
Y como por el Teorema TxGy+1 = Ggy1Tx se tiene el resultado.
2. Si ponemos 7 en lugar de 77; tenemos

id id
Gry1  — ™\ — 7 Gru1
n—=n " “n y n 7" “n—=n
N~ T
Ty Ty
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que producen

Gri1 id
/"”—-\ /.—————-\
ne boagn oy onl biupn
Gr+1Tk TGyt

Y como por el Teorema TxGy+1 = Gyy1Tx se tiene el resultado.

. Si ponemos 77 en lugar de 7, tenemos que

id id
T TR X T
n—n_ |7 n y n {yn—n
S~ 7 ~—7
Ty Tx
producen
T Ty
TN TS
n Tyig n n T n
Vhgnoy nl ik
Ty Ty Ty Tk

y como T Ty = T por el Teorema tenemos el resultado.

. Si ponemos € en lugar de €, tenemos que

Gy Gy
Gy TN TN Gy
n—n_ |e n y n_ e n—n

N~ 7 ~ T

id id

producen
G Gr GGr
TN TN
n JGen y n {eGecn

~— 7 ~ T

Gy G

y como GGy = G por el Teorema tenemos el resultado.

. Si ponemos 71 y € en lugar de 7 y €

Gr TGk
Ty T P TEEEN
n—n_ |le n produce n_ | Tien
S~ 7 S~ 7
id T
que es
Gy
PTIRS
n_ 7€ n
S~ 7
Ti

al tenerse por el Teorema[2.4.5 Ty G = G.
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id Gx
P Gy /7 T
Andlogamente tenemosque n—n_ |7 _n producen_ |G n que
S~ 7 ~—___ 7
T G T
es
Gy

TR
n_ 7€ n
S~ 7
Ty
al tenerse por el Teorema[2.4.5/ G Ty = T.

. Si ponemos 77 por #ji11 Y € por € y recordamos el Teorema tene-
mos que
id Gy
T G PEETS
n_ |7 n—n produce n_ |7G n
~N_ ' 7 ~ 7
Tiea Tye1 Gk
Gy Gk
ST . T .
quees n_  |/7G, n iguala n_ |/ 7°¢ n. Andlogamente
~_' 7 ~_' 7
Tt Tt

Gy Gk Tt
n/{_y?\nniin roduce n/mn
k
id Tie1
Gg Gy
T .
que es n T n iguala n” 75 n

\J ~_' 7

Tt Tt

. Seaj#i+1yj#i—1.5iponemos # por1;y € por € y recordamos

el Teorema tenemos que
id T
n_ |7 n—>n produce n_ |77 n
S~ 7 ~N—" 7
T,' TiTj
y
id Tj
i TS
n—n_ | 7_n produce n Tl n
~— 7 ~—__" 7
T; T;T;

lo que implica que #;T; = Tjn;. Mientras que

G; GiG;
T Gj
n_ |le n—>n produce n | €Gi_n
~—_ 7 \_/
id Gj
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G G; GiG;
j TN TSN
n—>n_ | n produce n | Ge_n
~_ 7 S~ 7
id Gj
lo que implica que €;G; = Gje;.

. Si ponemos 77 por 17x y € por € tenemos que

id Ty Tqq
nTﬂiln /EU\ n produce n /Tm‘ n
kTk+1
T T Tie1 Tie

como T Ty41 Tk Ty = Ty Ty+1 por el Teorema|2.4.5/se sigue que Ty Ty 11k =
11,1,,,- Andlogamente tenemos que

Gr GGy 16k
TR
n_ |le _n—n produce n | €GnGon
~_" 7 \_//
id Git1 Gk

como Gi41Gx = G;Gys1Gy por Teorema 2.4.5 tenemos €,Gi41Gy =
1G,.,G,- Por otra parte tenemos que

id The1 Tie
n Mk /EU\ n produce n /m\ n
k1 Tk
Tie Tiey1 Ty Ty

como Tj 11T Ty = Ti11 Ty por el Teorema|2.4.5/se sigue que Ty 1 ik
11, ,1,- Andlogamente

Gr Gk Gk Gry1
1 GGy T T
n_ e n—>n produce n | GGz n
\/ \_//

id GG

como GxGrGyt1 = GrGg1 por el Teorema se sigue que €,G, Gy =
1Gka+1 :

. Si ponemos 7 por 1; tenemos que

id G
o Gr P T
n 7 n—n roduce n G n
Ty Ty Gy

como TGy = Gy por el Teorema se sigue que 17,Gy = 1g,.
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10.

11.

12.

13.

Si ponemos € por €, tenemos que

Gr Gi Tk
FEETIRS Tk /-'-\
n_ ¢ n—mn produce n JeTk —n
~_ 7 \_T,,/

id k

como G Ty = Ty por el Teorema se sigue que €Ty = 17,.
Si ponemos € por €; tenemos que

G

Ty T

k T4 1Gx

/”_\

n—n_ |e _n produce n ir1e_m
id

~_" 7 S~ Y 7
Tier

como Ty;1Gy = Ty4q por el Teorema se sigue que Ty 1€ = 1.

Si ponemos 77 por 7,41 tenemos que

id Gy
G SN TN
n—n_ |7 n produce n VG —n
~_' 7 ~—_ 7
Tt Gk Trt1

como Gy Ty1 = Gy por el Teorema se sigue que Gifjx41 = 1g,.

Sean F y H dos funtores. Entonces

H FH
r TN TN
n—n_ |1z n produce n_ |Flgn
~ 7 N~ T
H FH
y
H HF
~ TN\ __F TS
n 1l n—n produce n J1uEn
~_' 7 ~— 7
H HF

Asi, como dados dos funtores s6lo puede existir una transformacion
natural entre ellos, tenemos Fly = 1rg y 1gF = 1gr.

Teorema. Sea H una funcion mondtona y I, m, k € n tales que tengan sentido
las expresiones en las que figuren en las siguientes ecuaciones

1.
2.
3.

TIHTmﬂm = 1T,HTm = UITIHTm-
HTmé‘m,1 = 1HT,n-

GmHGlel = 1GmHGl = €meHG1.
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4. HGli’]1+1 = 1HG1-
5. €xTky1 = Mky1Gr = k41 © €.
Demostracion.

1. Ambas igualdades se siguen por los apartados 3 y 13 del Teorema

258
2. Se sigue por 11y 13 del Teorema[2.5.8|

3. Ambas igualdades se siguen por los apartados 4 y 13 del Teorema

258

4. Ambas igualdades se siguen por los apartados 12 y 13 del Teorema

258

5. Si ponemos € en lugar de € y 77 en lugar de 7441 tenemos, por el

Teorema apartado 3,

Gk
/\ Tk+]
n e n—n
id
Gk T Gk

que produce n_ |} €Ty _n yquees n_ €Ty _n iguala
\\~/ \\w,/
Tieya Ties1
Gr
n— —ids=n
~ b~

Tyet1

Analogamente

n |7z ni>n

Tiea
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Gr Gr
que produce n /m n quees n /UF n igual a
k k
\/ \/

Ty 1G Tiea

Gk
n— —idsn
~ b~

Tiet1

Apéndice B
B.1 Ejemplos de categorias monoidales

Ejemplo. Veamos los posibles productos tensoriales que pueden definirse

sobre la categoria 2. En el conjunto 2 = {0,1} pueden definirse las siguien-
tes funciones binarias asociativas

C()‘O 1 C3‘O 1 C5‘0 1 Clo‘o 1
0100 0100 00 1 0 |10
1100 111 1 110 1 1 |1 0

C12 01 C15‘0 1

0 |11 0 |11

1 |10 0 1 |11
1[0 1 6|0 1 7|01 |0 1
0110 0 0101 001 010
1 (01 1 (10 111 1101

Las seis primeras no pueden ser productos tensoriales al no tener unidad.
Las tltimas cuatro si pueden ser productos tensoriales, todos ellos simétri-
cos. La unidad es el 1 en ¢ y cg; es el 0 en ¢ y c7. Pero, cs y c9 son tales
que hay flechas f : a — by g : ¢ — d en 2 tales que no hay una flecha
h:a®c— b®d. Asi ® en esos casos no seria un funtor.

Ejemplo. La categoria 3 puede dotarse con un producto tensorial para ser
monoidal. Vamos a suponer que la unidad del posible tensor es el 1 y tal
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quel ®a=aya®1 = aparatodoa € 3. En ese caso el producto tensorial
aplicado a objetos deber tener la siguiente forma:

donde, para que sea asociativa, han de satisfacerse las siguientes igualda-
des:

aR0=0Ra b0=0®Qc c®R0=2QRa dR0=2Qc
aR2=0Qb bx2=00d c®2=2Qb dR2=2d

Todas las posibles soluciones son las siguientes, donde x € {0,1,2} yy €

{0,2}

01 2 012 012 01 2
00 0 0 0{0 0 O 0j0 0 2 00 0 2
110 1 2 110 1 2 110 1 2 110 1 2
2|10 2 «x 212 2 2 210 2 2 212 2y

012 012 012 01 2
0|1 0 2 012 00 012 01 02 0 2
110 1 2 110 1 2 1{0 1 2 110 1 2
2|12 2 2 210 2 2 211 2 0 212 2 2

Todas estas operaciones son simétricas excepto

0 1 2 01 2
0[0 0 0 0[0 0 2
100 1 2 100 1 2
2(2 2 2 2(0 2 2

Ahora falta comprobar que son funtores, es decir, que f ® g para f, g flechas
en 3 es una flecha en 3. Es decir,si f : a — by g : ¢ — d son flechas en 3
entonces debe existir una flechah: a ® c — b ®d.

Sabemos que f : 4 — bes una flechaen 3 siy sélosia < b. Asi, ® serd
un funtor si se tiene, para todoa,b,c,d € 3

a<bAc<d—a®c<b®d
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Esto hace que sélo puedan ser tensores las siguientes

0012 001 2 001 2 012
0/0 0 0 0/0 0 0 0/0 0 2 0/0 0 2
11012 11012 110 1 2 110 1 2
210 2 2 212 2 2 210 2 2 212 2 2

Ejemplo. Otro producto tensorial en 3 esta dado por la tabla

donde el objeto identidad del producto tensorial es el objeto terminal de
3, es decir el 2, un producto tensorial seria i ® j = min(i, j). Este producto
tensorial valdra para toda categoria n.

Ejemplo. Para cada n podemos definir una categoria monoidal simétrica
que denominaremos V.

Ejemplo. Para n podemos elegir como producto tensorial el minimo de dos
elementos:

i®j=min(i,j)
coni,j€{0,1,..,n —1} para obtener la tabla

® 01 2 n—2 n-—1
0 000 0 0
1 011 1 1
2 01 2 2 2
n—-21012 -+ n—-2 n—-2
n—-1/01 2 --- n—2 n-—1

Ejemplo. Para M, tenemos:

min(Hn—1),M(n—1)) si H<M
HM=<n—-1 si H=M
0 en otro caso
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B.2 Ejemplos de VV—categorias

Ejemplo. Sea V, = {2,c1,1,4,i,d}, vamos a construir sobre el conjunto
3 ={0,1,2} una V,-categoria que denominaremos 3.

Ejemplo. El morfismo objeto 3(A, B) puede definirse para los objetos de 3
por la siguiente tabla

A\B|0 1 2
0 1 11
1 011
2 0 01
En este caso tenemos que Mypc : 3(B,C) ® 3(A,B) — 3(A,C) son las
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funciones en 2 dadas en la siguiente tabla:

A B C|3(B,C)®3(A,B)|3(A,C) | Masc

0 0 0 11 1 |[1—1
00 1 11 1 [1—1
00 2 11 1 |1—1
01 0 0®1 1 [0—1
01 1 11 1 [1—1
01 2 101 1 [1—1
020 0®1 1 |0—1
02 1 0®1 1 |0—1
02 2 11 1 [1—1
1.0 0 190 0 |0—0
10 1 11 1 [1—1
10 2 11 1 |1—1
110 0®1 0 |0o—o0
11 1 11 1 |1—1
11 2 11 1 [1—1
1 20 0®1 0 |0—0
1 21 0®1 1 [0—1
1 2 2 11 1 [1—1
2 00 190 0 |0—0
2 0 1 180 0 |0—0
2 0 2 1®0 1 |0—1
2 1 0 020 0 |0—0
2 1 1 1©0 0 |0—0
2 1 2 1®0 1 |0—1
2 20 0®1 0 |0—0
2 2 1 0®1 0 |0—0
2 2 2 11 1 [1—1

Ejemplo. Vamos a definir una V,-categoria que denominaremos M, cuyo
conjunto de objetos es el conjunto de las flechas de 2

{G,T,id} = {foo, f11, for}

y los morfismos objetos vienen definidos por la tabla

M; ‘ G id T
G |1 1 1
id |0 1 1
T |0 0 1



Asi la tabla de M 4pc es

A B C | M;3B,C)®M;y(A,B) | M2(A,C) | Mapc
G G G 1®1 1 1—1
G G id 1®1 1 1—1
G G T 1®1 1 1—1
G id G 01 1 0—1
G id id 1®1 1 1—1
G id T 1®1 1 1—1
G T G 01 1 0—1
G T id 01 1 0—1
G T T 1®1 1 1—1
id G G 1®0 0 0—0
id G id 1®1 1 1—1
id G T 1®1 1 1—1
id id G 01 0 0—0
id id id 1®1 1 1—1
id id T 1®1 1 1—1
id T G 01 0 0—0
id T id 01 1 0—1
id T T 1®1 1 1—1
T G G 1®0 0 0—0
T G id 1®0 0 0—0
T G T 1®0 1 0—1
T id G 0®0 0 0—0
T id id 1®0 0 0—0
T id T 1®0 1 0—1
T T G 0®1 0 0—0
T T 1id 01 0 0—0
T T T 1®1 1 1—1

Ejemplo. Vamos a ver que podemos construir una V, — categoria cuyos
objetos son los elementos de M,;, que denominaremos M, donde la unidad
es el objeto terminal n — 1 de n. Se trata de la construcciéon generalizada de

los Ejemplos anteriores para n = 2, 3.

Con cada elemento H de M, asociamos el nimero k tal que H toma
al menos una vez el valor k pero no toma nunca un valor mayor que k.

Entonces k es justamente el valor de H(n —1).

Cada objeto de M, puede expresarse como una cadena de digitos entre
0y n—1 de forma que el digito que ocupa el lugar k (estableciendo el
primero como 0) en la cadena correspondiente al elemento H es H (k).
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Sean en general H y M dos elementos de M, entonces definimos los
morfismos objetos M, (H, M) como 0 si H no es menor o igual que M, es
decir, no hay una transformacion lineal de H a M;igualan —1siH = My
el minimode H(n —1) y M(n —1) cuando H < M.

B.3 Ejemplos de cotensores

Ejemplo. En V; los endofuntores — ® 0y — ® 1 son G e id respectivamente.
Parece que id tiene un adjunto derecho que es id. Veremos que el adjunto
derecho de G es justamente T.

Para cualquier A, C € 2 tenemos que el conjunto V(A ® 0, C) consta de
una tnica funcién. Como V, (A4, [0, C]) debe constar para cada A, B € 2 de
una tnica funcion, esto es posible excepto en el caso de que Asea 1y [0,C]
sea 0. Por tanto, para cada C tendremos que tener que [0,C] = 1, es decir
[0,—] = T. Ademas es facil ver que [1,—] = id. Asi, la operaciéon [—, —]
tiene la siguiente tabla

Los isomorfismos naturales unidad y counidad serdn
do: X —[0,X®0] =7
di: X —[1L,X®1] =id
e:[0,Z]®0—Z=¢
e1:[L,Z|®1 —Z=id
Ahora la adjunciéon

7T : VQ(X(X)Y,Z) = Vz((X, [Y,Z])

es tal que
X Y Z|W(XeY,Z) WX[Y,Z) =
0 0 0 foo fo €
0 0 1 for for idig
0 1 0 foo foo idg
0 1 1 for for idig
100 foo f1n noe
101 for fin U]
1 1 0 @ @ @
1 11 f11 fn idr
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Al ser V, monoidal simétrica cerrada puede considerarse que es una V-
categoria donde la tabla de morfismos objetos es la siguienteﬂ

V2(A,B)| O 1 V,2(A,B) |0 1
0 [0,0] [0,1] es decir 0 11
1 [1,0] [1,1] 1 |01

Cuya ley de composicion viene dada por la tabla

A B C| Mygc
0 0 0]1—1
0 0 1|1—1
0 1 0]0—1
01 1/]0—0
1 0 0/0—0
1 0 1/0—1
1 1 0/0—0
1 1 111—1

Ejemplo. Para V, los cotensores en la forma [p, ] para todos p,q € {0,1,...,n —
1} funcionan segun la regla siguiente

n—1 sig>
[p,q]z{ =7

q en otro caso
B.4 Ejemplos de V—categorias tensoriales

Ejemplo. Como V, y Mj son V,-categorias, podemos definir la V,-categoria
tensor V, ® M cuyo conjunto de objetos es

{(0,G),(0,id), (0,T), (1,G), (1,id), (1, T)}
y cuyos morfismos objetos vienen definidos como

(V2 @ M3)((A,B), (A",B)) =V,(A,A") @ My(B,B)

3Ver [Kelly].
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es decir, definidos por la tabla

Va@ My)(—,—) | (0,G) (0,id) (0,T) (1,G) (1,id) (1,T)
1 1

SO O OO
OO OO = =
SO O~
OO =R OO M
O == O ==
o e

es decir, (V, ® M3)((A,B),(A’,B")) =1siysblosi A — A’ es una flecha
de2yB — B’ es una flecha de Mgp , en otro caso vale 0.

Ejemplo. n esla V,—categoria cuyo conjunto de objetos es n y los morfis-
mos objetos son n(x,y) = [x,y].

Ejemplo. La categoria tensor n ® M, tiene como conjunto de objetos n ®
M., es decir los pares ordenados cuya primera componente es un elemento
de n y su segunda componente un elemento de M, y como morfismos
objetos

n® M,((k,H),(I,M)) =n(k 1) ® M,(H, M) =

min(H(n —1),M(n—1),k,1) si H>M

min(k,1) si H=M

0 si H<M
para objetos Hy Men M, yk,1 € {0,1,...,.n —1}.

B.5 Propiedades y ejemplos del final de un funtor
Proposicion. El final de un funtor es iinico salvo isomorfismo.

Demostracién. Ver [Kelly] pagina 27. O

La condicién de naturalidad nos permite ampliar los funtores counidad
de modo que obtenemos, al aplicar el funtor [X, —| a ¢ 4, el morfismo

X, 94] 1 [X, /A F(A, A)] — [X, (A, A)]

y la unicidad del final para un funtor dado nos permite asegurar que el final
se preserva por morfismos objetos, es decir que se satisface la igualdad

[X,/AF(A,A)] E/A[X,F(A,A)]
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La construccién del final para un funtor, tal como se ha dado, permite
ser ampliada para funtores de mds variables. De este modo tendremos por
ejemplo finales del tipo

/HAAE
A
para funtores F : A7 @ A® B — Vy finales del tipo

/ F(A,B,A,C)
A

para funtores F : (A®@ B)? ® (A®@ B) — V.

Definiciéon. Dados dos V—funtores F,G : A — B definimos el final del
bifuntor B(F—,G—) : A%? ® A — V como

A, B](F,G) — /A B(EA,GA)

con counidad ¢ ¢ : [A, B](F,G) — B(FA,GA).

Si [A, B](T, S) existe para todos los funtores T, S : A — B entonces es
el morfismo objeto de una V—categoria [A, 5] cuyos objetos son todos los
funtores A — B.

En este caso la ley de composicién de dicha categoria es la inducida por
el diagrama de coherencia de las }V—transformaciones naturales y tiene la
formaparaa: F — Gyp:G— HconF,G H: A— B

[A, B)(G,H) ® [A, B](F,G) M [A, B](F,H)

(PA®§0A\L l(PA

B(GA,HA) @ B(FA,GA) M B(FA,HA)

mientras que las identidades vienen dadas por la ecuacion ¢ 4jr = jra.
Esto motiva la siguiente Definicién.

Definicién. [A, B] es una V—categoria llamada categoria funtor. Sus objetos
son los funtores en la forma A — By sus morfismos las transformaciones
naturales entre esos funtores.

Definicién. Llamamos [A, B]o a la categoria subyacente de [A, B]. [A, B]o es
la categorfa ordinaria de todos los V—funtores de la forma A — B. Es
decir: [A, Blp = V — Cat.
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Denominamos los morfismos objetos de la categoria subyacente que he-
mos definido como

[A, Blo(F,G) = V[A, B](F, G)

cuyos elementos son « : T — [A, B](F,G) paracada A, Ben Ay F,G :
A — By a partir de los cuales podemos considerar familias VV—naturales

ap = @an: T — B(FA,GA)

para cada A € A. Estas componentes naturales resultan ser por la Defini-
cion las V —transformaciones naturales « : F — G.

Ejemplo. Cuando [A, B|(F, G) existe para cada F, G : A — Blo que obte-
nemos es exactamente los morfismos objeto de una V—categoria [A, B] que
tiene por objetos los V—funtores F : 4 — B.

Existe un V—funtmﬁ E:[A,B® Al — B cuyos funtores parciales son

E(-A)=¢,:[A B — B

E(T,-)=T:A—2B
Este V—funtor E induce para cada V-categoria C un funtor
VY —Cat(C,[A B]) — V—Cat(C® A, B)
que envia G : C — [A, B] ala compuesta
CRAS A4BALB

y, con G como antes, f: G — G a la composiciéon

E(B®14)
Teorema. [C, [A, B]] = [C ® A, B]
Demostracién. Ver [Kelly] pagina 31. O

Ejemplo. Si tomamos C = T en el Teorema anterior, los objetos de [A, B]
son los V—funtores A — B.

Ejemplo. Sitomamos C = 2 en el Teorema anterior, entonces
A, B](F,G) — / B(EA, GA)
A

como en la Definicion[6.2]

“Denominado funtor evaluacion.

145



Apéndice C
C.1 Descripcion de la categoria inicial Z"

Para describir la construccién de la categoria inicial Z" de la doctrina
O" con n > 1 vamos a tener en cuenta que es una 2-categoria, asi en cada
estadio de su construccién describiremos los objetos, flechas, endofuntores
y transformaciones naturales que van apareciendo:

Estadio 0 en el que tinicamente se ponen los datos exigidos por O":

» Objetos: T y Ny
» Flechas:

Identidades: 1+ : T — T, 1y, : No — Np
Morfismos del diagrama inicial: 0g : T — Noy so : No — N

Endofuntores:
o Binario: ®
o Monédicos: id, T y Gy parak =0,...,n —2

Transformaciones naturales:
o 1Tk:Tk:>Tk,1Gk:Gk:>Gk,ek:Gk:>id,17k:id:>Tkpara
k=0,...,n—2
o axyyz : X®(Y®Z) = (X®Y)®Z,ZX TX e X, d:
XQ@T & X, sxy: XY Y®RX

Estadio 1 se aplican los funtores y las transformaciones naturales a los ob-
jetos y flechas del estadio anterior; la composicién a las flechas, funtores y
transformaciones del estadio anterior. Hay que indicar los objetos, flechas,
endofuntores o transformaciones naturales que estdn repetidos (aparecen
mas de una vez en la unién de los dos estadios); lo que hacemos sélo en
algunos casos, encerrando entre corchetes cuando aparecen por segunda
vez.

= Objetos:

e Productos tensoriales: T® T, T ® Ny, No® T, Ny ® Ny

* Aplicacién de funtores: GoNo = Ny, ToNo, Tx T y G T, para k =
0,...,n =2y [TyNoy GyNo parak =1,...n — 2]

5No puede aplicarse ninguno de los diagramas de recursién ya que no hay ningtin objeto
delaforma T ® X.
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» Flechas:

¢ Identidades: 1747, 1T®N0/ 1N0®T/ InyoNy, 1Ny
* Generadas por G: Gg0p = 01 : T — Ny, Gosop = s1 : N — Ny,
[T()O() T — T,T]'Oo = G]Oo :00paraj: 1,...,1’1—2]

¢ Composiciones: spo0p: T — Ny, sp 050 = s% :No — Ny

e Por transformaciones naturales: €9(Np) : N1 — Ny, 70(Np) :
No — T, [ﬂk(NO) = €k(N0) : Ng — Ny parak =1,...,n—
2P (T) =9(T): T — Tparaj=0,1,...,n —2]

¢ Productos tensoriales: 1+ ® 1+, 11+ ® 1n,, 1T ® 0p, 1T ® s, 1n, ®

17, 1n, ® 1INy, Iny ® 0o, 1, ® 80, 0g @ 11, 0p ® 1, 00 ® Op, Op ® So,
So® 11,50 ® 1N0/ So ® 09, 5o ® So

s Endofuntores:

e Productostensoriales: i X®Y, X T;Y,GXQRY, XRGY, [ X®
TY, (i X® GY, GG XRTY, G X ® G;Y

e Composicion: Ty T;, G¢T;, TG, G¢G; parai,k =0,...,n — 2
s Transformaciones naturales:

* Productos de funtores y transformaciones: Tie, €T}, Tk, ni T},
Gjex, €xGj, Ginr, Mk Gj
* Composicion: ij; o €j, para j,k =0,...,n — ZH
Estadio 2 se aplican los funtores a los objetos y flechas de los estadios an-

teriores; la composicién a las flechas, funtores y transformaciones de los
estadios anteriores.

» Objetos:

¢ Productos tensoriales del estadio 0 y estadio 1:

®Todas producen la misma flecha.

"No se puede aplicar ningtin diagrama de recursién, ya que en el nivel 0 no hay ningtin
morfismo cuyo dominio sea un producto tensorial.

8La X yla Y indican los lugares argumentales o uno de ellos es T o Ny. Habra que poner
entre corchetes algunos de estos endofuntores ya que son iguales a alguno aparecido en el
estadio anterior o que aparecen antes en este estadio.

“Habré que poner entre corchetes algunas de estas transformaciones naturales ya que
son iguales a alguno aparecido en el estadio anterior o que aparecen antes en este estadio.
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(TRT)®T

T®N;

T®(T®T)
(T@N@)@T T@(N()@T)
(No@T)RT | Ng®(TQ®T)
(N()@N())@T No®(N0®T)
Ny ® Ny

(TT)® Ny
(T@N@)@Ng
(N0®T)®NO
(N0®N0)®N0
Ni®T

¢ Productos tensoriales del estadio 1 con el 1:

(TRT)(T®T)
(T®T)® (No® Np)
(T®No)® (T ®No)
(T ®Np) ® Nq
(No®@T)®(No® T)
(No®@Np)@(T®T)
(N0®No)®(N0®N0)
Ni®(No® T)
N1 ® N;

(TeT)e (T ®Np)
(T®T)®N;
(TON))®@(No® T)
(No®@T)®(T®T)
(No® T) ® (No ® Nop)
(No® Np) @ (T @ Np)
(N0®N0)®N1
N1 ® (T ® Np)

¢ Aplicaciéon del funtor G1: G1N; = sz

» Flechas

TR (T®Ny)
T® (N()@No)
No® (T ® Np)
No ® (No ® Np)

N7 ® Ny

(T@T)@(N@@T)
(TONY)@(T®T)
(T ® No) ® (No ® No)
(No® T)® (T ® Np)
(No® T)® Ny
(No®@ No) ® (No® T)
N@(TeT)
N1 ® (No® Np)

» Composiciones: sg 0 590 0y = s3 0 0p, s> 0 0p, s3, 53, 51001, 57,

ﬂo(No) @) 00 .

T — T, 00010(No), sooen(No), #o(No) o so,

1’]0(NQ) 0500 00, Sp © 00 o WQ(NQ), S% e} (—,‘O(NQ), 1’]0(N0) (¢} S(Z), €0(N0) ¢}
01, 01 0 770(No), €0(No) © 51, 1o(Np) o €0(Np)

¢ Aplicaciones de G;: G151 = 53, G101 = 0y,

e Transformaciones naturales: d+ =i+ : T® T — T, i}l, N :
1 . -1 _

T ® Ng — Np, INO, dNo :No® T — Ny, dNo’ [ST,T = 1T®T]/

ST,Nos SNo, T+ [SNo,No = INoo o

e Productos tensoriales:

10 Aplicar los restantes endofuntores Ty y Gy a los objetos del estadio 2 no produce ningtn
nuevo objeto.
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(Irelr)ely | Ire(lrely) | (Irely)@ly, | 11 (1T @1y,)
(1T @1n) @17 | 17 @ (1IN, ®17) | (1T ®1n) @1y, | 17 ® (In, ® 1N,
(1NO®1T)®1T 1N0 (1T®1T) (

) )

<1N0 ® 1No Q 1t 1N0 1No @1y (1N0 ® 1N0 ® 1No 1No ® <1N0 ® 1No

) )
Ing®17) @1y, | Iny ® (17 ® 1)
) )

(Ir@17)@(1IT®11) (1T®1T)®(1T®1N0) (1T®1T)®(1N0®1T)

(1@l (In01ly) | Ir@ly)@(1rely) | (Ir@1y) ® (17 @ 1y,)

(1T®1No) (In, ® 17) (1T®1N0)®(1N0®1N0) Iy, ®17)® (1T ®17)

(I ®@17) @ (17 @ 1ny) | (INg®@17) @ (Ing @ 17) | (Ing @ 17) ® (1 @ 1)

(1No ® 1No) (1T X 17) (1No ® 1No) & (1T ® 1N0) (1No ® 1No) & (1No ® 17)
(Iny @ 1) @ (Ing @ 1)

1+ ®@ 1N, In, @ Ing, Iny @ 17, 1N, ® 1, 1N, @ 1,

lret @ (17 017), (It @ 1Nn) @ lrgT, ITeT @ (17 ® 17), (17 @ 1y,) ®
lrem, e ® (17 ®17), (1T @ 1n,) @ 17e7, 17T @ (17 ®0), (1T ®s0) ®
I, 17eT® (17 ®00), (1T ®50) @ 17a7, ITeT @ (I, ® 17), (In, ® 1n,) ®
Iret, et ® (In @ 17), (Iny ® 1ny) ® 177, L1eT ® (1N, ® 0p), (Iny ®
So) RlreT, 17T ® (1N0 & 00), (1]\]0 & So) RlreT, 17T ® (00 & 1T), (00 &
Iny) @177, 1767 ® (00 @ 17), (0g ® 1n,) @ 17eT, 11T ® (00 ® 0p), (0p ®
So) Q@ lteTlTeT ® (00 & 00), (00 & So) @ lteT, l7gT ® (So (%9 1T)/ (So &
Ing) @ 11T/ l7eT @ (S0 ®17), (50 @ 1ny) @ 1767, 17T ® (50 ® 00), (S0 ®
s0) @ 11T 11eT @ (S0 ® 0p), (S0 ® $0) ® lrgTlreNn, ® (1T ®17), (1T ®
1N0) @ 1T®Nof 1T®No ® (1T ® 1T)/ (1T & 1N0> & 1T®N0, 1T®N0 ® (1T ® 1T),
(1T ®1ny) ® LNy, Iran, ® (1T ®00), (1T ®50) @ Irany, 1Ten, ® (1T ®
00), (11 ®50) ® 11Ny, 1Tan, @ (Iny @ 17), (1N, ® 1ny) @ Trany, Lren, ®
(In, ® 17), (Iny ® 1ny) @ T7ang, 11en, @ (Iny ® 00), (Iny ® S0) @ 11N,
Iron, ® (Iny ® 00), (Iny ®50) @ 17any, 1Ten, @ (00 @ 17), (0o ® 1n,) ®
Treng I1an, ® (00 ®17), (0o ® 1n,) @ 17any, 1Tan, ® (00 ®00), (0p ®s0) @
1T®N0/ 1T®Ng & (00 X 00), (00 & So) X 1T®N0' 1T®N0 & (So & 1T), (So & 1N0) &
Lrany 1Ten, ® (so®@17), (50 @ 1ny) ® 17Ny, 1Tan, @ (S0 ® 00), (o ®s0) ®
1T®No/ 1T®No X (So ®00), (So X S()) & 1T®N0, 1N0®T & (1T X 1T), (1T & 11\[0) &
Ine T, IngeT ® (17 @ 17), (17 ® 1n,) @ Inge T, IngeT @ (17 ® 17), (17 ®
Ing) ® Inge T, IngeT @ (11 @ 00), (11 ® 50) @ IngeT, IngeT @ (17 @ 00),
(1T ® SO) ® 1N0®Tf 1N0®T ® (1No ® 1T>/ (1N0 ® 1No) ® 1N0®T/ 1N0®T ® (1N0 ®
1T)/ (1No & 1No) ® 1N0®T' 1N0®7 X (1No ® 00)/ (1No ® SO) ® 1N0®Tr 1N0®T ®

(In, ®00), (1N, ®50) @ Inge T, IngeT @ (00 @ 17), (00 @ 1ng) @ Inge T/ Inge T ®

(0o ®17), (00 ® 1n,) @ Ingw T, IngeT ® (00 ®00), (00 ®50) @ IngeT, INyeT ®
(00 ®00), (00 ®50) ®@ Inye T, 1Ny T @ (S0 @ 17), (50 ® 1ny) @ Ingw T/ INpw T @
(s0®@17), (50 ® 1ny) @ InyeT, IngeT @ (S0 ® 00), (S0 ®50) @ Inga T, INgeT ®
(

50®00), (50 ®50) @ InyeT, Ingen, @ (17 @ 17), (1T ® 1n,) @ Inge Ny, INgeNy @
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(1T X 1T)/ (1T ® 1N0) ® 1N0®N01 1N0®No & (1T X 1T)/ (1T ® 1N0) ® 1N0®N0/
IngeN, @ (17 ® 00), (17 @ 50) @ IngenNy, IngaNy @ (17 ® 0p), (11 @ 80) ®
1N0®N0/ 1N0®N0 ® (1N0 ® 1T)/ (1N0 ® 1N0) ® 1N0®No' 1N0®N0 ® (1N0 ® 1T)/
(Iny ® 1ny) @ IngeNos 1NNy @ (Ing ® 00), (Ing ® 80) @ IngeNy, IngaN, @
(Iny ® 00), (Inp ® 50) @ Ingany, IngeNe ® (00 ® 17), (00 @ 1ny) ® IngeNs
IngoNe ® (00 ® 17), (00 ® 1n;) ® Ingang, IngaNe @ (00 ® Oo), (00 ® s0) ®
INyeNos INgeny @ (00 ® 00), (00 ® 50) @ Ingeng, Ingeny @ (S0 @ 1), (so ®
Iny) @ IngaNgs INgeny @ (S0 @ 17), (S0 @ 1ny) @ IngaNy, IngaNy @ (50 ® 0o),
(50 ®50) ® IngaNy, INgaNy @ (50 ® 0p), (50 ® 80) @ Ingeny, Iny @ (17 @ 17),
(1T ® 1No) ® 1N1’ 1N1 ® (1T ® 1T)/ (1T & 1N0) ® 1N1' 1N1 ® (1T @ 1T)I <1T ®
Iny) @ 1INy, Ing ® (17 ®00), (17 ®50) @ 1ny, Iny ® (17 ®0p), (17 ®50) @ 1,
Iny @ (Ing @ 17), (In, ® Ing) @ Iy, Iny ® (Iny ® 17), (In, ® 1n,) ® 1y,
Iny @ (Ing ®00), (Inp ®50) ® 1ny, Iy @ (1N, ® 00), (1N ®80) @ 1y, Iy ®
(00 X 1T)/ (00 X 1N0) X 1N1/ 1]\[1 &® (00 X 1T)/ (00 X 1N0) X 1N11 1]\]1 X (00 X
00), (00 & So) @ 1Ny, In, ® (00 & 00), (00 & So) ®@1In,, Iy ® (So X 1-|—), (So &
Iny) @ 1Ing, In, @ (50 @ 17), (50 ® 1n,) ® Iny, Iny @ (50 ®00), (S0 ®50) @ 1,
1N1 X (So X 00), (So & So) X 1N1; spo 0y ® (1T X 1T), (1T X 1N0) ® sg o 0Oy,
spo00g® (1T ® 1T), (1T ® 1N0) ® sgo0p, spo0y® (1T ® 1T), (1T ® 1N0) ®
500 0p, Sg o0y ® (1T & 00), (1T & So) ® sgo0g, so00p ® <1T & 00), (1T &
So) ® sg 0 0g, sg o0y ® (11\]0 & 1T), (11\]0 &® 1N0) ® sg o0y, spo0p® (1N0 ®
11), (In, ® 1n,) ® 50000, 0 © 0p @ (1n, ® 00), (1n, ® s0) ® S0 © 0p, Sp © Op @
(11\]0 &® 00), (1]\]0 & SO) ® sg o 0p, sgo0y® (00 &® 1T), (00 & 1N0) ® sg o 0g, sg ©
00 ® (0p @ 17), (0p ® 1n,) ® s 00y, 5o 0p @ (0g ® 0p), (00 ® so) ® sp o O,
50000 ® (0p ® 0p), (0p ®5p) ®5p00p, o000 (s0®17), (so® 1N0) ® sg o
0p, so 0 0p ® (So ® 1T)/ (S() ® 1N0) ® spo0p, spo0y® (So ® 00), (So ® So) ®
sg00g, sp00p® (S() & 00), (So ® So) ® sg o O, S% &® (1T & 1T), (1T &® 1N0) X
S%, 5[2) ® (1T & 1T)/ (1T ® 1N0) & S%, S% ® (1T ® 1T), (1T & 1N0) & S%, S% &
(1T ® 0p), (1T ®sp) @83, s3 @ (1T ® 09), (17 @ 80) ® 83, 3 @ (1n, ® 17),
(In, @ 1n,) ® 83, 853 @ (In, @ 17), (In, @ 1n,) ® 83, 83 @ (1n, ® 0p), (In, ®
50) ® 55, 55 @ (1, ® 00), (Iny @ 50) @ 55, 55 ® (00 @ 1), (00 ® 1) ® 55,
$5® (00 ®@17), (0p @ 1n,) ® 3, 55 ® (0p @ 0p), (0g @ s9) @ 3, 3@ (0g ® 09),
(00 ®50) @55, 5§ © (50 @ 17), (50 ® 1nyy) @85, 55 @ (S0 @ 17), (50 @ 1) @ 55,
S% ® (sp ® 0p), (Sp ®sp) ® S%, S% ® (sp ® 00), (So ® s0) ® S%, 01 ® (1T ®17),
(11 ®1n) ®01, 01 @ (17 ®17), (1T ®@1n,) ®01, 01 ® (17 ®17), (1T ®
1N0) ®0, 01 ® (1T &® 00), (1T &® So) ®0, 01 ® (1T & 00), (1T &® So) ® 01,
01 ® (1]\]0 ® 1T)/ (1]\]0 ® 1N0) ®01, 01 ® (1N0 ® 1T), (1]\]0 ® 1N0) ®01, 01 ®
(1N0 & 00), (1]\]0 &® So) ®01, 01 ® (1N0 ® 00), (1N0 ® So) ®0, 01 ® (00 &® 1-|—),
(00 ® 1N0) ®01,00® (00 ® 1T), (00 ® 1N0) ®0,00® (Oo ®Oo), (00 ®So) ® 01,
01 ® (0o ® 00), (00 ®s0) ®01,0; ® (So ® 17), (So X 1N0) ® 01,01 ® (so® 1-|-),
(so ® 1N0) ® 01, 01 ® (5o ® 0p), (50 ®50) ® 01,01 ® (5o ®0p), (S0 ®50) ® 04,
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@1T®17), (1T ®1n) ®s1,51Q (1T ®@17), (1T ®@1y,) @51,51 @ (1T ®
1), (It ® 1n,) ® 51, 81 ®@ (11 ® 0p), (11 ® 50) ® 51, 51 @ (17 ® 0p), (17 ®
50) ®s1,51 ® (In, ® 17), (In, ® 1n,) ® 51,51 @ (In, @ 17), (In, ® 1n,) @ 51,
51® (1n, ®00), (1n, ®50) ®51,51 @ (In, ®00), (In, ®50) ®51,51® (0 @ 1),
(00 X 1N0) ®51,51 ® (00 X 1T), (00 X 1N0) ®51,51 ® (00 X 00), (00 ®So) & 81,
$1® (00 ® 0p), (00 ®50) ®s1,51 R (s @ 17), (S0 ® 1n,) ®51,51 R (59 17),
(So & 1N0) ®s1,51 R (So & 00), (So &® So) ®s1,51Q (So &® 00), (So & So) ® s1,
€0(No) ® (1T ®17), (11 ® 1n,) ® €0(No), €0(No) @ (11 @ 11), (1T @ 1n,) ®
GO(N()), €0(N0) & (1T &® 1T), (1-|- ® 1No) ®€0(N0), €0(N0) & (1T ®00), (1T X
s50) ® €0(No), €0(No) ® (11 ® 0p), (17 ® s0) @ €9(Np), €0(No) ® (In, ® 17),
(Iny ® 1) © €0(No), €0(No) ® (1n, ® 1), (Iny ® 1ny) @ €0(No), €0(No) @
(1n, ® 00), (In, ® 50) ® €0(No), €0(No) @ (1n, ® 0p), (1n, ® s0) ® €o(No),
€0(No) ® (0p ® 17), (0p ® 1N0) ® €0(No), €0(No) ® (0p ® 17), (0p ® 1N0) &
€0(No), €0(No) ® (00 ® 0g), (00 ® s0) ® €0(No), €0(No) ® (0o ® 0g), (00 @
s0) @ €0(Np), €0(No) ® (50 ® 17), (S0 @ 1n,) ® €0(Np), €0(No) ® (50 ® 17),
(So X 1N0) X EQ(N()), eo(No) X (So X 00), (So &® So) X GQ(NQ), 60(N0) X (So X
00), (so ® o) ® €9(No), €1(No) ® (11 @ 17), (1T ® 1n,) ® €1(No), €1(No) ®
(It ®17), (1T ®1n,) ®e€1(No), €1(No) ® (17 @ 17), (1T ® 1n,) ® €1(No),
€1(No) ® (11 ® 0p), (11 ®s9) ® €1(No), €1(No) ® (1T ® 0p), (1T ® 59) ®
€1(No), €1(No) ® (I, ® 17), (1n, © 1) ® €1(No), €1(No) @ (1n, ® 17),
(In, ® 1n,) ® €1(Np), €1(No) ® (1n, ® 0p), (In, ® s0) ® €1(No), €1(Np) ®
(11\]0 ® 09), (1N0 ® sp) ®€1(Np), €1(Np) ® (0p ® 17), (0p ® 1N0) ® €1(Np),
€1(No) ® (0o ® 17), (00 ® 1n,) @ €1(No), €1(No) @ (0o @ 0p), (0o ® s9) ®
€1(No), €1(No) @ (0o ® 0p), (0o ® so) ® €1(No), €1(No) ® (50 ® 11), (so ®
1n,) ® €1(No), €1(Np) ® (so ® 17), (50 ® 1n,) @ €1(No), €1(No) ® (s0 @ ),
(so ®s0) ®e€1(Np), 61(N()) ® (So ® 0p), (So ®sp) ® €1(N0)E

» Endofuntores:

¢ Productos tensoriales:

Xo(YoZ),XeY)od? (XeY)® (Ze U)F

No puede aplicarse la recursién plana, ya que no hay en los estadios anteriores dos
funciones g : X — Yy h : Ng® X — Y, ya que la X sélo puede ser Ny o T, las h
que hay exigen que Y sea un producto tensorial o Ny ® Ng o Ny ® T y, no existe ningtin
morfismo cuyo dominio sea Ny o T y su codominio sea un producto tensorial. Tampoco
puede aplicarse la recursién ramificada segura de nivel 0, ya que en el estadio 1 no hay
ningun objeto de la forma N; ® X.

12Productos tensoriales de la identidad con el funtor ®.

13Producto tensorial de ® por él mismo.
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ZR(TiXRY),Zo (XQTY),Z® (GXK®Y),Z® (X®GY),Z® (TiX®
T.Y), Z® (IX®GY), Z® (GX® TY), Z® (GX ® GY), Z® T}T;X,
ZRGTX, ZRTiGX, ZR GGiX, (TiIXRY)RZ,(XRTY)® Z, (GX ®
Y)®Z, (X@GY)RZ, (TIiXRTY)®Z, (TiXRGY)RZ, (GXRTY)®
Z, (GkX ® GZY) & Z, TkTZ‘X ® Z, GkTZ‘X ® Z, TkGiX ® Z, GkGiX ® Z, para
ik=0,...n-2MTZe(X®Y), [Za (X0 TY), TZ2 (GX®Y),
TZ® (X®@GY), TZ® (TiX®TY), TIZ® (TiX®GY), TIZ® (GX®
T,Y), TZ® (GX ® GY), TZ® T},T;X, T,Z ® GT;X, T,Z ® TyGiX, T,Z ®
GiGiX, (IXRY)RTZ, (X TY)RTiZ (GXRY)®TiZ, (X®GY)®
TZ, (TiX@TY)RTZ (X®GY)RTZ (GX®TY)® TZ, (GX®
GZY) X T]'Z, T, T;X® T]'Z, G X® T]'Z, TG X® T]‘Z, GG X® T]Z,@ G]Z &
(iX®Y), GZ®(XQTY), GZ® (GX®Y), GZ® (X®GY), GZ®
(iIXRTY), GZ® (TiX®GY),GZ® (GX®TY), GZ® (GX® GY),
G]‘Z R Ty T; X, G]‘Z ® G T; X, G]‘Z ® Ty G; X, G]‘Z ® GrG; X, (TkX ® Y) &® G]‘Z,
(X®TY)®GZ (GX®Y)®GZ (X®GY)®GZ (X TY)® GZ,
(iX®GY)®GiZ (GXRTY)®GiZ, (GX®GY) ® GiZ TiTiX ® GiZ,
GiTiX® GiZ, TiGiX ® GiZ, Gy G X ® szg(Tjuc@ V)@ (i X®Y), (TTU®
V)@(XQTY), (TURV)® (GX®Y), (TU®V)® (X®GY), (TU®
V) ® (TkX ® TiY), (T]LI ® V) ® (TkX ® GZ'Y), (T]LI ® V) ® (GkX ® TZ'Y)/
(TURV)® (GX®GY), (TURV)® (Tih)X, (TU®V)® (GT)X, (TU®
V)@ (TiG)X, (TUR V) @ (GG)X, (TiIX®Y)® (TUR V), (X® TY) ®
(TURV), (GX@Y)®(TURV),(X®GY)® (TTU®V), (X TY)®
(TU® V), (TIX®GY)® (TU® V), (GX® TY) (TiU ® V) (G X ®
GY)® (TU® V), (TiT)X® (TUR V), (GT)X® (TTU® V), (T:G)X ®
(TU® V), (GG)X ® (TU ® V)J;(u ® T;V) ® (TkX ®Y), (U TV)®
(XRTY), UT,V)® (GX®Y), URT,V)® (X®GY), (URTV)®
(iXRTY), U TV)® (iX®GY), U T,V)® (GX®TY), (U
V)@ (GiX®GY), U TV)®(TiT)X, (U T,V)® (GT)X, U T;V)®

(T:G)X, (U TV)® (GG)X, (ThiXeY)2 (U TV), (X TY)® (U®

14Producto tensorial por la izquierda y derecha de la identidad con THX ® Y, X ® T;Y,
GX®Y, XGY, TiIXTY, I, X®GY, G X TY, G X ® GY, T} T;, G T;, Ty G;, GG;,
paraik=0,...,n—2.

15Producto tensorial de TjZ por la izquierda y derecha con HrX® Y, X ® T;Y, G X ® Y,
X® Gz’Y, TkX & Tl‘Y, TkX & Gl‘Y, GkX &® TiY, GkX ® G,'Y, Tle‘, GkTi/ TkGir GkGir para l,k =
0,...,n—2.

16Producto tensorial de GjZ por la izquierda y derecha con Ti X ® Y, X @ T;Y, G X ® Y,
XQGY, i XRTY, h X® GY, G X®TY, G X ® G;Y, T, T;, G T;, T G;, G G;, para i,k =
0,...,n—2.

17Producto tensorial de T;U® V porlaizquierday derecha con iX® Y, X ® T;Y, Gt X ®
Y XRGY, T XQTY, T X® GY,GXQTY, G X ® GY, T T;, Gt T;, T Gi, G G; para i,k =
0,...,n—2.
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T.V), (GX®Y)@(URTV),(XGY)(UTV),( (X T,Y)® (U
TZ‘V), (TkX &® GZY) ® (U &® TiV),(GkX &® TiY) ® (U &® TiV), (GkX ® G,Y) &®
U TV), (TH)X® (U TV), (GT)X ® (U T;V), (TiG)X @ (U®
T.V), (GG)X@ (U TV)FGUeV)® (TiXeY), (GURV)® (X®
T:Y), (GURV)® (GiX®Y), (GGUR V)R (X®GY), (GU®V)® (T X®
TiY), (Gku V) (TiX® GiY), (Gku V)R (GX® TiY), (Gku RV)®
(GX®GY), (GUR V) (TT)X, (GURV)® (GT)X, (GUR V) ®
(TG X, (GUR V)R (GkG) X, (TIX®Y)® (GGU® V), (X T;Y)® (GGU®
V), (GX@Y)2(GURV), (X®GY)2(GUaV),(IX®TY)® (GU®
V), (TiX®GY)R(GURV), (GXRTY)® (GU®RV), (GX® G;Y) ®
(GURV), (T X2 (GURV), (GT)X® (GUR V), (TiG) X ® (GU®
V), (GG)X @ (GUV)FUe GV)® (TiX®Y), (U GV)® (X®
TY),(U®GV)® (GX®Y),(URGV)®(X®GY),(U®GV)® (TiX®
T.Y), URGV)® (ThX® GY), (U GV)® (GX®TY), (U GV)®
(GX®GY), U GV)® (TiT)X, (U GV)® (GT)X, (U®GV)®
(TiGi)X, (U GV) ® (GG)X, (TX®Y)®@ (U GV), (X TY)® (U®
GV), (GX®Y)e(U®GV),( XGY)2 (URGV),(TiXT;Y)® (U
GV),(TiIX@GY)2(U®GV),(GXTY)2 (U GV), (GX®GY)®
(U®GYV), (iTH)X® (U®GV), (GT)X® (U® GV), (TiGH)X® (U
GV), (GG)X® (U GV)FTUR TV)2 (TiX®Y), (LU T,V)®
(X ® TiY), (Tku ® TZ'V) ® (GkX ® Y), (Tku ® TZ'V) ® (X ® GiY), (Tkll ®
TiV) ® (TkX ® TiY), (Tku ® TzV) Y (TkX &® GiY), (TkU &® TiV) &® (GkX &®
TZ'Y), (TkU ® T1V) & (GkX ® GiY), (Tku ® TZ'V) ® (Tle’)X, (TkU ® TZ'V) &
(GTHX, (U T;,V) @ (TiG) X, (TURT,V)® (GG)X, (THIX®Y) 2 (ThU®
T,V), ( XQTY)2 (iU T;V), (GX®Y)® (TU® TV), (X®GY)®
(TkLI® TiV), (TkX® TiY) ® (TkU® TiV), (TkX® G1Y) ® (TkU® Tzv), (GkX@
TY)® (LU R T;V), (GX® GY) ® (LU T;V), (T) X @ (U T;V),
(GT)X® (TUR T;V), (TiG)X @ (TU R T;V), (GG)X @ (LU ® T;V) Y
(URGV)2 (TiX®Y), (UG V)R (X TY), (U GV)® (GX ®

18Producto tensorial de U @ T;V por la izquierda y derecha con TriX® Y, X ® T;Y, Gy X ®
Y, XRGY, TiXQTY, T X® GY,GXQTY, G X ® GY, T T;, Gt T;, Ty G, G G; para i,k =
0,...,n—=2.

19Producto tensorial de GyU ® V por la izquierda y derecha con TiX ® Y, X ® T;Y, Gy X ®
Y, XRGY, T X TY, T X® GY,G X TY, G X ® GY, T} T;, Gt T;, T G;, G G; para i,k =
0,...,n—2.

20Producto tensorial de U ® G;V por la izquierda y derecha con THX ® Y, X @ T;Y, G X ®
Y, XRGY, T XQTY, T X® GY,G X TY, G X ® GY, T} T;, Gt T;, T G;, G G; para i,k =
0,...,n—2.

21producto tensorial de T, U @ T; por laizquierday derechacon i X ® Y, X ® T;Y, G X ®
Y, X® GiY, TkX X TiY, TkX (24 GI'Y, GkX & TL‘Y, GkX (24 GiY, TkTi/ GkTi/ TkGi/ GkGi para i,k =
0,...,.n—2.
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Y), (U GV)® (X®GY), (URGV)® (TiX® T;Y), (TLiU®GV)®
(TiX ® GY), (iU® GV)® (GX®TY), (THU®GV)® (GX® GY),
(TU @ GiV) @ (T,T) X, (T @ GiV) @ (G Ti) X, (T @ GiV) ® (TiGi) X,
(TU ® GiV) @ (GG)X, (TiXRY) @ (TLiU® GV), (X TY)® (TU®
GV), (GX®Y)® (TURGV),(X®GY) 2 (TURGV), (TXRTY)®
(TU ® GiV), (TiX ® GY) @ (Tl ® GiV), (GX @ T,Y) @ (Tl @ G;V),
( X ®GY)® (TU®GV), (TiT) X (iU GV), (GT)X® (TiU®

V), (TG)X @ (TU & GV), (G:G)X @ (T,U @ GV)PGU ® TiV)
(TkX ®Y), (GURTV)® (X®TY), (GUTV)® (GX®Y),(GU®
T,V)®(X®GY),(GGURT,V)® (TTiXQTY),(GURT;V) ® (TiX ® G/Y),
(GURTV)® (GX®TY), (GURT,V)® (GX®GY), (GURTV)®
(T TH X, (GURT;V) @ (GT)X, (GURT;V)® (ThG) X, (GUR T;V) ®
(GiGHX, (TIXRY)R (GURTV), ( XTY)® (GURTV), (GXRQY)®
(GURTV),(X®GY)® (GURTV), (XS TY)® (GUT,V), (TiX®
GiY) ® (GkLI &® TZ'V), (GkX ® Tl'Y) & (Gku & T,‘V), (GkX &® GiY) ® (Gku ®
V), (LT)X @ (GUR TV), (GT)X @ (GU® TV), (TiG) X @ (GU ®
T:V), (GiG)X @ (GU R T;V), (GX ® GY) @ (TiX @ Y) PG X ® G;Y) ®
(X TY), (GX®GY)®(GX®RY), (GX®GY)® (X® GY), (GX®
GY)®(THiX®TY), (GX®GY)® (THIX® GY), (GX®GY)® (GX®
TiY), (GiX ® GiY) @ (GX ® GY), (G X @ GY) @ (T, T}) X, (GX ® GY) ®
(GT) X, (G:X ® GiY) @ (TkG) X, (G:X ® GY) ® (GiG)X, (X R®Y) ®
(G X®GY), (XQTY)® (GXR®GY), (GXRY)® (GX®GY), (X®
GiY) ® (GkX ® GiY), (TkX ® TZ'Y) ® (GkX ® GiY), (TkX & G1Y) & (GkX &
GY), (GXRTY)®(GiX®GY), (GX®RGY)® (GX®GY), (T X ®
(GkX & GiY), (GkTi)X X (GkX X GZ'Y), (TkGZ‘)X ® (GkX ® GiY), (GkGl)X &
(GkX ® GY)

parai,j,k:O,...,n—Zﬁ

TT,U® (TiX®Y), TIT,U® (X®TY), [T,U® (GX®Y), T;T,U®
(X®GY), TiT,U® (TXQTY), TiT,U® (X QGY), TT,,U® (GX®
TY), TiThlU @ (GX ® GY), T;T,U ® (T T;) X, T;TuU @ (G T;) X, T; T, U ®

22Producto tensorial de TyU ® G;V por la izquierda y derecha con THX ® ¥, X ®
TY,GiX®Y, XRGY, i XTY, T X® GY,GX®TY, G X ® GY, Ty T;, G T;, Ty G;, G, G;
parai,k=0,...,n—2.

ZBProducto tensorial de G U ® T;V por la izquierda y derecha con TiX ® Y, X ®
TY, GiX®Y, X GY, T X TY, T X® GY, G X ® T;Y, G X ® G;Y, Ty T;, G T;, Ty Gi, Gk G;
parai,k=0,...,n—2.

24Producto tensorial de G¢X ® G;Y por la izquierda y derecha con THrX ® ¥, X ®
TY,GXQY,XGY, 1 XTY, I X® GY,GXQT;Y, G X ® GY, T T;, G T;, TiG;, G¢G;
parai,k=0,...,n—2.
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(TG X, TTU® (GG X, (TiX®Y) @ TiT,uyU, (X T,Y) @ T Ty U, (G X ®
Y) &® TijU, (X &® GIY) & Tijll, (TkX ® TiY> &® TijU, (TkX &® GzY) &®
T;TaU, (GX® T,Y) ® T;T,U, (GX ® GY) ® T;T,,U, (TiT;) X ® T;T,U,
(Gle)X & T]-Tmll, (TkGi)X & T]'Tmu, (GkGZ)X & T]TmUIﬂG]TmU ® (TkX X
Y), GijLI@ (X@ TiY), GijU & (GkX® Y), GijLI® (X@ GiY), G]‘Tmu@)
(iXQTY),GTuU @ (TiX®GY), GTuU®R (GXRT;Y),GiTuU® (G X ®
GiY), G]Tmu &® (TkTi)X, G]Tmu X (GkTi)X, G]Tmu & (TkGl‘)X, G]Tmll &®
(GG)X, (TIX®Y) ® GiT,U, (X®TY) ® GT,uU, (GX®Y)® GT,U,
(X ® G1Y) ® G]Tmll, (TkX ® TiY) ® G]TmLI, (TkX ® GZY) ® G]Tmu, (GkX ®
T,Y) ® GiTul, (GX ® GiY) ® GiTyU, (T T;) X ® GiTuU, (G T;) X ® G, U,
(TkGi)X ® GjTul, (G¢Gi) X @ G T, UF TGl @ (TiX @ Y), TiGul ® (X ®
TY), T;GuU® (GiX®Y), T;GuU® (X®GY), TjGuU® (THXRT;Y), T;GuU ®
(TiX@GY), TiGuU @ (GXRTY), T;GunU® (G X ® G;Y), T;GnU® (T; T;) X,
TiGul ® (GkTi) X, TjGulU @ (TkG) X, TjGuU @ (GkGi) X, (TiX ®Y) @ TiGyU,
TiGul, (TiX® GY) @ T;GuU, (GX® T;Y) @ TiGuU, (G X ® GY) ® TiG,U,
(TeT) X ® TiGul, (GeT1) X ® TiGul, (TGi) X ® TiGul, (GrGi) X @ T;GuUF)
GiGnlU ® (TiX®Y), GiGuU® (X®TY), GiGuU® (GX®Y), GGl ®
(X®GY),GGuU® (TiX®TY), GGl ® (TiX ® G;Y), GiGul @ (G X ®
T;Y), GiGuU ® (GiX ® GiY), GiG,U @ (T; T;) X, GiGuU @ (G T X, GiGpU ®
(TiGi) X, GiGnU ® (GkGi) X, (TiX ®Y) @ GiGuU, (X T;Y) ® GiGuU, (Gt X ®
Y) & G]GmU, (X & GZY) & G]Gmll, (TkX & TZ'Y) & G]Gmu, (TkX & G1Y) ®
G;Gnl, (GX®T;Y) ® GiGul, (GX ® G;Y) ® GiGuU, (TiTi)X ® G;Gul,
(GeT))X @ GiGul, (TeGi) X ® GiGul, (GGi) X ® GG U

parai,jk,m=0,...,n—2

» Aplicaciéon de funtores mondadicos:
TTiXQY, TiGXQY, TTTiXTY, TTTiX®GY, TiTGXRTY, TG X®

ZProducto tensorial de T;T»U por la izquierda y derecha con rX ® Y, X ® T}Y, Gy X ®
Y, XRGY, T XQTY, T1 X® GY,G X TY, G X ® GY, T T;, Gt T;, T G;, G G; para i,k =
0,...,n—2.

26Producto tensorial de Gj T U por la izquierda y derecha con THrX ® Y, X ® T;Y, Gt X ®
Y XRGY, T XQTY, T X® GY,GXRTY, G X ® GY, Ty T;, Gt T;, T G, G G; para i,k =
0,...,.n—2.

27Producto tensorial de TijU por la izquierda y derecha con THiX ® Y, X @ T;Y, Gy X ®
Y, X® GZ‘Y, TkX ® Tl'Y, TkX ® G,'Y, GkX ® TiY, GkX ® GiY, TkTi/ GkTir TkGir GkGi para l,k =
0,...,n—2.

28producto tensorial de GijU por la izquierda y derechacon HX® Y, X @ T;Y, Gy X ®
Y, XRGY, T X TY, T X® GY,G X TY, G X ® GY, T} T;, Gt T;, T G;, G G; para i,k =
0,...,n—2.
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G;Y, T]'TkTiX, T]'Gle', T]'TkGi, TijGl’, X® T]'TiY, X® T]'Gl'Y, T X ®
TTY, TX @ T,GY, GX @ TTY, GX © TiGY, G, T;, GG T PG TiX @
Y, GijX KY, GkaX R T;Y, GkaX ® G;Y, GijX ®T;Y, G]'GkX ® G;Y,
G,GkT;, GiTkGi, GGkGi, X @ GT,Y, X @ G,GY, TeX ® GT}Y, TeX @
GiGiY, GX ® GiT,Y, GiX ® GiG;Y, TxG,G;{¥)

parai,j,k=0,...,n—2
TiTi Ty T, T;T; Tk G, TiT; G Tin, TiTiGi G, T;Gj Tk T, TG Ty G, Ti GGy Tin,

T:GiGkGm, G Ti T T, GiTjTxGm, GiTiGk T, GiTjGxGm, GiG; Tk T, GiG;j TG,

GiGiGc T, GiG;G G

parai,jk,m=0,...,n—2.
» Transformaciones naturales:

TiTiex TieT; TiTime TipT Tiel, eTiTi T miDGTs
GiTiex GierT; GTine GumT; TierGi  eTiGi TG i T;G;
TiG]'Gk TinG]‘ TiGj’?k Tiﬂij Gjele' eijTi GjﬂkTi ﬂijTl‘
GiGjek GinG]' GiGjﬂk Gi;yij G]’GkGi €kG]'Gi Gji?kGi ﬂijGl'

parai,jk=0,...,n—2.

Estadio m + 1:

1. Objetos: Los obtenidos por el siguiente procedimiento:

a) Aplicar el producto tensorial a dos objetos cualesquiera de los
estadios anteriores con al menos uno de los dos del estadio m.

b) Aplicar el funtor G,, a N, para obtener N,,;1 sim < n—1, las
restantes aplicaciones de Gx no producen nuevos objetos.

c) La aplicacién de los funtores Ty (k = 0,...,n — 2) no produce
nuevos objetos.

2. Flechas: Las obtenidas por el siguiente procedimiento:

29T]~ aplicada, sino estd, a cadauno delos factoresde HX® Y, X ® T;Y, Gt X ® Y, X ® G;Y,
T XQTY, 1 XR®GY,GXRTY, G X®GY, T, T;, G T;, T, G;, G.G;

parai,k=0,...,n—2.

30Gj aplicada, si no estd, a cada uno de los factores de HrX XY, XX T;Y, G X XY,
X®GY, IiX®TY, IIiX® GY, GX®TY, GXGY, T}T;, GT;, TiG;, GG, para
i,k=0,...,n—2.
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a) Las identidades de los nuevos objetos obtenidos.
b) Sim < n —11las flechas Gy (0y—1) Y G (Sm—1)-
¢) Las funciones de la forma 0; o s;? y s;““s que no ocurran en esta-
: ; A 31 . ok ok s 4
dios e.mterloretc;, paraj=0,1,...,n— O], S, Y5 estan en
estadios anteriores.

d) Los productos tensoriales de dos flechas de estadio menor o igual
que m cuando al menos una de ellas es del nivel m.

e) Las composiciones posibles de dos flechas de estadio menor o
igual que m que no sean igual que alguna de las flechas de esos
niveles.

f) las flechas obtenidas al aplicar los endofuntores T; y G; a las fle-
chas obtenidas en el estadio m.

g) Las flechas que surgen del isomorfismo natural 2 y su inversa al
aplicarlo a objetos X, Y y Z tales que X ® (Y ® Z) sea un objeto
del estadio m.

h) Las flechas que surgen del isomorfismo d y su inversa al aplicar-
lo a objetos X tal que X ® T sea un objeto del estadio m.

i) Las flechas que surgen del isomorfismo s al aplicarlo a objetos X
e Y tales que X ® Y sea un objeto del estadio m.

j) Las funciones obtenidas al aplicar el diagrama de recursion pla-
na a funciones g : X — Yy h : No® X — Y que ocurren en
un estadio menor o igual que m y al menos una de ella ocurre en
el estadio m donde Ty X es isomorfoa TyY y a T

k) Las funciones obtenidas al aplicar el diagrama de recursién ra-
mificada segura de nivel s, paras = 0,...,n — 1, a funciones
g:X —Yyh:Y — Y que ocurren en un estadio menor o
igual que m y al menos una de ella ocurre en el nivel m, donde
TsTs_1-- - ToY es isomorfo a TFEI

Observacidon. Sise modifica este apartado k) cambiando recursion rami-
ficada segura por recursion dependiente sequra se obtiene la descripcion
de J".

3. Endofuntores:

31Gi m < n — 2 s6lo se tiene que hacer para j = 0,1, ..., m. 5]1 =sjy s;ﬂﬂ = s}” 0s;.

32Es decir, X e Y son productos tensoriales construidos a partir de T y/o Np.
33Es decir, Y es un producto tensorial construido a partir de T, Ny, ..., Ns.
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a) Los obtenidos al aplicar el producto tensorial a dos endofunto-
res de estadios anteriores uno de los cuales debe pertenecer al
estadio m.

b) Los obtenidos al aplicar cada uno de los productos de endofun-
tores de una variable (los T y G) de estadios anteriores a los en-
dofuntores del estadio m

4. Transformaciones naturales:

a) Las obtenidas al componer las transformaciones naturales de es-
tadios anteriores con los endofuntores de una variable de esta-
dios anteriores que no aparezcan en algiin estadio anterior.

b) Las obtenidas al componer transformaciones naturales de esta-
dios anteriores, si no aparecen en estadios anteriores.

C.2 La categoria coma (#—5et)/T,

Toda la estructura de las categorfas contenidas en G" debe ahora por
tanto poder construirse segtn el modelo definido y, en particular, la se-
mantica que éstas conllevan. Dicha estructura se describe a continuacién
en términos de su cobertura de Freyd.

Los resultados obtenidos en este apéndice para J" valen igualmente
para Z".

Se usard en el primer diagrama y en los siguientes la notaciéon st =
Stdnfl.

1. El objeto unidad T de J" tendra una descripcion en la forma

T T e T
T idq T id,idy rr

ya que Tkx; T : 1 — 1 es la identidad para todo k € {0,1,n — 2}.

34Debe recordarse que los endofuntores T y G distribuyen respecto a los productos tenso-
riales y que cualquier tira de endofuntores T y G es igual a una de longitud como méximo
2(n—1).
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2. Cada nivel de los numeros naturales N; quedara descrito por un dia-
grama en la form

IN e N 1 1
stl stl Oﬁidri Oaidrl
er’l—l — e an_l - TI'T — N T

rnOX()Nj T,,])(,‘N,‘ r”]JrlXJHNf

conj e {0,1,..,n—1} donde 1 = {0} es el objeto terminal de Set que
corresponde a la unidad T de 7. Este diagrama es en Set un diagrama

IN S N
IN M IN
1 S 1
1 1 1

con j veces N y 1 — j veces 1 en el que se aprecia claramente la estruc-
tura de niveles de los niimeros naturales que se ha definido.

3. Un producto tensorial de objetos de J" cualesquiera en la forma

Nk®Nj

Nyq sij>k>0

%5Basado en el calculo EN]- = {T k1> i>0
si >j>
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con k > j serd

NN ———IN, 1 ®IN,;_4
st®st

N®l——>TIN, 1 ®TT

stR0—sidT

1®1 I'TelT

0—idT®@0—>idr

1®1 IrTelT

0—idT®0—>idr

conjveces N®IN, k —jvecesN®1lyn—k—jveces1®1y conlos
morfismos de la columna derecha en la forma

Tulxi(Ne @ Nj)
con0 <]/ <n-2.

. . 0 .
. Los diagramas iniciales T — N; = N; tendran el aspecto de n — 2
cubos conmutativos de los cuales j tienen caras en la forma

1 IN N

L

I'T —— an,1 I anfl
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y otros n — j la forma

1 1 1
IT—=IT——>TIT

. Los morfismos recursivos resultado de una recursion RDS; en la for-
maf: Ny1®X — Yapartirdeg: X — Yyh:Y — Y
bajo la condicién de que Ty q...TpY sea isomorfoa T en J" vendran
expresados por cubos con k caras en la forma

N®X Y

| |

Tulx (Ny @ X) —=T,lxY
y otras n — k en la forma

N®X Y

| |

TN @ Tl X —TulxY

paral € {0,1,n —2}.

C.3 Funciones recursivas en categorias monoidales

Siguiendo [Roman-Paré], donde se introducen las estructuras categoria-

les que dan lugar a funciones recursivas primitivas en la categoria monoi-
dal inicial con Objeto de Niimeros Naturales a la Izquierda, podemos establecer
en la categoria inicial Z" de la doctrina O" algunos resultados analogos.

Se verd en lo que sigue que los morfismos que se generan en la cate-

goria 2" son morfismos entre comonoides coconmutativos en una categoria
simétrica monoidal.

Definicién. Un comonoide en una categoria SM C es una terna (A,d4,7a)
donde A esun objetode Cyta: A — T yds: A — A® Asondos
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morfismos en C tales que los diagramas siguientes conmutar@

A S L A®A A—%A0A A—%AmA

a1 -1

A®AT®2A®A®A AT T®A

Teorema. Cualquier objeto en una categoria SM cartesiana puede definirse 1ini-
camente como un comonoide.

Definicién. Un comonoide (A,d4,T4) es coconmutativo si se satisface la
igualdad s64 = d4.

Definicién. Sea C una categoria SM. Denominamos CC(C) a la categoria
cuyos

» objetos son comonoides coconmutativos en C

» morfismos entre comonoides coconmutativos (A,84,7a) y (B, s, Tg) son
morfismos f : A — B en C tales que los siguientes diagramas con-

mutan
A / B A ! B
d Tk NA
ARA—B®B T

fef
Teorema. La categoria CC(C) es cartesiana.

Demostracién. El producto viene dado por (A ® B, daxp, Taws) para (A, 04, Ta)
y (B,dp,8) en CC(C) ya que el diagrama siguiente conmuta para todo
f:C—Ayg:C— BenCC(C)

dO(A@TB) A ®B iO(TB®B)

(f®g)os f

C

36Usamos d y 7 sin subindice cuando éste es obvio.
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En el Teorema anterior se hace explicita la definicién de las proyecciones
en una categoria SM.

Proposicién. (Nj, 6, T) son comonoides coconmutativos para todoi = 0,1,...,n —
1.

Corolario. N¥ son comonoides coconmutativos para cada k € N y para todo
i=01,.,n-2

Teorema. Los diagramas RRS conmutan en la categoria CC(Z").

Las demostraciones de la Proposicién, el Corolario y el Teorema anterio-
res son andlogas a las de [Romdn-Paré] dado que la condicién de acotacién
no modifica nada en este caso.

Idénticos resultados a los de este Apéndice pueden demostarse para

J".

C.4 Relacién entre esquemas

En este Apéndice se demuestran varios resultados sobre la relacién exis-
tente entre los esquemas definibles en Z" con n > 2 de la Seccién 4.4. Tra-
bajamos con la doctrina Z" pero los mismos resultados valen para J".

En las demostraciones que siguen no escribiremos el subindice k + 1 de
N,0Oys.

Teorema. Toda funcién definida usando el esquema RRS puede definirse usando
el esquema RRSP.

Demostracion. Sean ¢ : X — Yy h : Y — Y dos morfismos en Z".
Consideremos el morfismo

h

hom : X®Y —Y

en 7" para el cual, por el esquema RRSP, tenemos un tinico morfismo f :
N ® X — Y tal que se satisfacen las ecuaciones

{fo(S@X):ho(m,f) (1)
(1, f)o(0® X) = (id,g)oi (2)

que se pueden desarrollar del modo siguiente para todo par (1, x) € N® X:

o - Fols®X)(mx) = f(n+1,%)
ho(my, f)(n,x)=h(x, f(n,x)) = (hom)(x, f(n,x)) =h(f(nx))
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de modo que tenemos

fn+1,x) = h(f(n,x))

Para la segunda ecuacién tendremos

(2) (71, f) o (0® X)(n,x) = (71, f)(0, x)

de modo que tenemos
f(0,x) = g(x)
Con todo esto concluimos que f es el morfismo tinico que se buscaba
para el esquema RRS. O

Teorema. Toda funcién definida usando el esquema RRSP acotado puede definirse
usando el esquema RRS.

Demostracién. Sean g : X — Yy h: X®Y — Y dos morfismos en Z"
conTj... ToX y Ty ... TpY isomorfos a T. Consideremos los morfismos

g=id,g: X — XYyh=m,h: XQY — X®Y

Podemos ver que Ti...Tp(X ® Y) es isomorfo a T. Asi, por el esquema
RRS, tenemos un tinico morfismo f = f1, o : N® X — X® Y con f; :
N®X — Xy fo: N® X — Y tal que se satisfacen las ecuaciones

{fo(S@X):hof (1)
fo(0®X)=goi (2)

La ecuacién (1) se puede desarrollar del modo siguiente para todo par
(n,x) e N® X:

(fi,fa) o (s® X)(n,x) = (f1, o) (n+1,x) = (fi(n +1,x), fo(n +1,x))
(720, 1) (f1, f2) (n, x) = (fa(n, %), h(f1(n, x), fa(n, x)))

de modo que tenemos

fin+1,x) = fi(n, x)
fa(n+1,x) = h(fi(n,x), f2(n, x))

con lo que el morfismo f;, por unicidad, es exactamente 7711 y la segunda
ecuacion se convierte en

fo(n+1,x) = h(x, fr(n,x))
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Para la ecuacion (2) tendremos
(f1,f2) 0 (0@ X)(n,x) = (f1, /2)(0,x) = (x, f2(0, %))
goi(—x) =8(x) = (x,8(x))
de modo que tenemos
f2(0,x) = g(x)

Con todo esto concluimos que f, es el morfismo tinico que se buscaba
para el esquema RRSP acotado. O
Teorema. Toda funcién definida usando el esquema RRS puede definirse usando
el esquema RDS.

Demostracion. Sean ¢ : X — Y y h : Y — Y dos morfismos en Z".
Consideremos el morfismo

h=hom:(N®X)®Y — Y

en Z" para el cual, por el esquema RDS, tenemos un tinico morfismo f :
N ® X — Y tal que se satisfacen las ecuaciones

{fo(s@)X):ho(id,f) (1)
(id, f)o(0® X) = (00 X),gom (2)

que se pueden desarrollar del modo que sigue para todo (n,x) € N ® X.
La ecuacién (1) proporciona

fo(s®X)(n,x)=f(n+1,x)
y también B B
(o (id, £))(n,x) = h((n,x), f(n,x)) =
(hom)((nx),f(nx)))

de modo que tenemos
f(n+1,x) = h(f(n,x))
Para la segunda ecuacién tendremos

(id, f) o (0® X) (=, x) = (id, )(0,x) = ((0,x), £(0, x))
((0® X),gom)(—x) = ((0,x),8(x))
de modo que tenemos
f(0,x) = g(x)
Con todo esto concluimos que f es el morfismo tinico que se buscaba
para el esquema RRS. O
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Teorema. Toda funcion definida usando el esquema RRPS puede definirse usando
el esquema RDS.

Demostracién. Andloga a la anterior demostracién. Para cualquier par de
morfismos g: X — Yyh: X®Y — Y enZ" consideremos el morfismo

h=(hom)oa1: (N®X)QY — Y

en 7" para el cual, por el esquema RDS, tenemos un tinico morfismo f :
N ® X — Y tal que se satisfacen las ecuaciones

{fo(s®x):ho(id,f) (1)
(id,f)o(0®X)=(0®X),gom (2)

que se pueden desarrollar del modo que sigue para todo (1, x) € N® X.
La ecuacion (1) proporciona

fols®X)(n,x) = f(n+1,x)
y también
(ko (id, £)](n, x) = h((n,x), f(n,x)) =
(o) 0a™']((n,2), f(n,2))) = (o m)(n, (x, f(n,x)))
de modo que tenemos

fn+1,x) = h(x, f(n,x))

Para la segunda ecuacién tendremos

(id, f) o (0® X)(—, x) = (id, f)(0,x) = ((0,x), f(0, x))
((0® X),gom)(—,x) = ((0,x),g(x))

de modo que tenemos
f(0,x) = g(x)

Con todo esto concluimos que f es el morfismo tinico que se buscaba
para el esquema RRPS. O
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Apéndice D
D.1 El esquema de recursion coercitiva

Vamos a considerar el esquema de recursion ramificada introducido en
[Marion] para cualquier élgebra libre, trabajando aqui solamente con el &l-
gebra de los nimeros naturales, y daremos algunos ejemplos.

Notacién. N se refiere a una copia de los nimeros naturales que se llamara
nivel k de los miimeros naturales y INy es INy x .%. X INy. Las funciones O y s
representan respectivamente las funciones cero y sucesor en cada nivel k.

Definicién. Una funcién
. 29 o
fi N x Nj% x .o x N; 0 — NP
se define por recursion primitiva ramificada a partir de las funciones
g: Nilal X .o X Nina" — Nr‘B

y

h:ING™ X .ox N % x N, — NP

in

si, para todo iy € ]I\I;.Xli1 X .. X IN?:" y para todo x € Ny

f(Okt1,9) = 8(¥)
f(sr01(x),9) = h(y, f(x,7))
con la condicién k + 1 > r. Esta tltima condicién se llamara el principio de
mmiﬁcacién@
Las funciones se expresan a partir de aqui segtin se explica en la Seccién

5.2.

Ejemplo. Definimos la suma @ : Ny ® Ng — Np y el producto ®
10,0 21,0
N> ® N; — Np segtn los esquemas

D (0,n) = id(n)

10,0
@ (sx,n) = s(D (x,1))
10;0 10;0

37Para nuestro propésito consideraremos la desigualdad k + 1 > r mientras que en el tex-
to citado fue postulado también k +1 > i; para todo j € {1,...,n} y considerando funciones

f: IN?;‘ X ..o X N — IN,/S tales que i1 > ... > iy.
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®(0,n) =0

21,0

® (sx,n) = B (n, @ (x,n))
21;0 10,0 21,0

Tomando estas funciones podemos defini

f (x,n) = h(Q)(x,n), P(x,m))

21,0 21;0 21;0

para una h adecuada y también funciones conteniendo a las funciones poten-
cia pwy,(x) = x™ que pueden ser definidas tnicamente con dos niveles por
el Teorema 2.4 de [Leivant] a partir deﬂ

tpk : (Nl)k ® No — Ny
10,0

definida com tpe(Y1, s Vi, X) = Y1 - ... - Yk + x y por la recursion

10,0
tpo(x) = sx
10,0
tpk-l—] (0/ ]/1/ y21 ey ]/k; x) =X

10,0
k1 (SY, Y1, Y2, oo Yis X) = tPi(Y2s ooos Yior tPk1 (Vo Y1, Y20 oo Yir X))
10,0 10,0 10,0

Es entonces claro que estamos generando polinomios.

Si se considera en cambio los resultados de [Bellantoni-Cook] y [Wirz]
podemos definir un nuevo esquema de recursién que considera diferentes
tipos de variables (dos tipos de variables denominadas normales y seguras
en [Bellantoni-Cook] y n diferentes tipos en [Wirz]). Ver Seccioén

Definicién. Una funcion f se define por recursién sequra a partir de las fun-
ciones gy h si

F (X Xig2s X1 O3 ) = (X s X2 X1 X))
f (o X2 Xy 1, Ok + LX) =
h(X; s X325 Xkt 1 Okt Xk f (s s Xk 25 Xk 1, Uk 15 X))

38La suma puede ser también definida como @ ya que satisface las condiciones del prin-
21,0
cipio de ramificacién.
39Expresamos el subindice de tp como 10;0 para expresar de forma sencilla 1.%.10;0.
“0Donde el simbolo - denota el producto usual.
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Ejemplo. Tomando funciones que ya conocemos podemos expresar

f(xy) =h(1T (xy) tpe(x,y))

43,2 43,2 43;3

para una h adecuada con la tetracion en la forma

1M (0,n)=n

43;2

T (sx,n) =1 (n, 1T (x,n))
432 21 432

que obviamente no son polinomiales.

En [Leivant[2]] se presenta una aproximacién diferente al principio de
ramificacién y, de hecho, el que inspira el presente trabajo. Se basa en el uso
de las denominadas funciones de coercién y da lugar a un nuevo esquema de
recursion (el esquema de recursion ramificada coercitiva). La idea es incremen-
tar el nivel del segundo input de la funcién h para que sea igual que el nivel
del output tal como se requeria en el esquema de recursién ramificada ori-
ginal.

Definicién. Denominamos para todo k = 0,1, ..., n — 2 funciones de coercién
a las funciones Gy : INy — N1 que se obtienen por los diagramas recur-
sivos siguientes

{Gk(ok) = Ok+1
Gr(skx) = sk41(Gr(x))

Analogamente tenemos las Ty : Ny; — INy definidas por

{n(ok) =0
Ti(skx) = sx—1(Ti(x))

Definicién. Una funcién
. S S
fiNgpp x Ny x e x NG, — NP
estd definida por recursion ramificada coercitiva a partir de las funciones

g N, X x N % — INP

h: Nilal X o X NZ‘”D‘" X Npﬁ — Np_lﬁ
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si existenfunciones de coercion

tales que, para todo y € lNZil X o X ]Nf:” y para todo x € N4

{f(ok+1,y> =3(7)
f(sk1(x),9) = Gp1h(¥, f(x,7))

con la condicién k +1 > p > 0. A esta tltima condicién le llamaremos el
principio de ramificacién coercitiva.

Las funciones de coercién dejan las variables sobre las que acttan tal
cual pero modificando su posicién dentro del dominio de definicién de la
funcién sobre la que operan.

Estas definiciones pueden trasladarse a una n-Comprension SM para
obtener esquemas de recursién limitadas por unas ciertas condiciones. Ello
puede hacerse siempre que en esa n-Comprensién tengamos definida una
estructura de categoria cartesiana monoidal. En la Seccién 4.4 se demuestra
(emulando los resultados de [Roman-Paré]) que éste es el caso cuando se
trata de Z" y también de J". De esta manera podremos usar tanto las
funciones proyeccién como la operacion tuplo entre los morfismos de una n-
Comprension SM tal como se definen en la Seccién 4.4.

En las definiciones siguientes los objetos en la forma Y), representan los
dominios de definicién de las variables de una funcién en forma ramifi-
cada, donde el subindice p indica el lugar que ocupa la variable més a la
izquierda en Y segtin la notaci6n establecida en[5.2] A su vez X denota un
producto tensorial de j potencias de objetos ocupando diferentes niveles de
recursion.

Definicién. Dada una n—Comprensiéon SM (C, Ty, Gy, 1k, €x) dotada de un
diagrama inicial como el de la Definicién anterior decimos que esta dotada
de un esquema de recursion ramificada coercitiva (RRC) si para todos morfis-
mos

g: X—Y,

y
h:X@Yp—>Yp_1

donde las N en X tienen indice mayor o igual que p existe un tinico mor-
fismo
f N Nk+1 ® X — Yp
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haciendo conmutar el diagrama siguiente

O 1®X ®X
T®X k+1 Nk+1 ® X Sk+1 Nk+1 @ X
sl lﬂ'llf lf
X idg XeY Gy 1h Yy

para endofuntores de coercion G,—1 : C — C en la n-Comprensién SM
(C, Ty, Gy, 1k, €x) tales que

Gp—l(NP—lﬁ) - Npﬁ
conk+1>p>0.
Observacion. Este esquema tiene una formulacién andloga dada por

0 X
ToX —""s N 9 X Niy1 ® X

s l 7T],f l Tpf

X X®Y, Y,

Sk+1®X

id,g

cuando las N en X tienen indice mayor que p para endofuntores de coercion
T, : C — C tales que

Ty(N,f) = N,_+#

Utilizando las funciones de coercién definidas més arriba podemos de-
finir un esquema de recursién coercitiva generalizado basado en el intro-
ducido en [Leivant|[2]].

Definicion. Una funcién
f :Ngq X ]Nilal X ... X ]Nina" — ]NP‘B

estd definida por recursion general ramificada coercitiva a partir de las funcio-
nes
N N % N,
g IN,M x o x IN; " — N,

y
h: N x .o x N, % x NP — NP

con p > r si existen funciones de coercién

G : N[ﬁ — NH_lﬁ
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paral = r,..,p — 1 tales que, para todo iy & ]N??l X . X IN?:” y para todo
x € Niqq
{f (01,%) = 3(7)
f(se41(x),9) = Gp1.-.Geh(Y, f(x,7))
con la condicién k 4+1 > p > r > 0. Nos referiremos a esta condicién como
el principio de recursion general ramificado coercitivo.

Este esquema puede ser representado en una n-Comprension SM de
acuerdo a lo siguiente.

Definicién. Dada una n—Comprensiéon SM (C, Ty, Gy, 1k, €x) dotada de un
diagrama inicial de la Definicién[4.1.T|decimos que esta dotada de un esquze-
ma de recursion general ramificada coercitiva (RGC) si para todos morfismos

g: X—Y)
y
h: XY, — Y,

existe un anico
f N Nk+1 ® X — Yp
tal que hace conmutar el diagrama

O 1®X
TOX——> N1 ® X N1 ®@ X

ysi \L yusi ,f lf

X idg XeY Gp 1Gp..Grh Yy

Sk+1®X

para endofuntores de coerciéon G; : C — C tales que

Gi(Ni-1P) = NP
en una n—Comprensiéon SM (C, Ty, Gk, g, €x) conl = r+1,..,py con k +
1>p=>r.

Observacién. Este esquema tiene una formulacién analoga utilizando los
endofuntores T; actuando sobre f

Op1®X Sk1®X

T®X Niyr X X Niy1 X X
ysi l?‘[],f \LTrJr]...Tpf
X Py X®Yy P Yp
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D.2 Uso del esquema de recursién coercitiva en [Leivant[2]]

Con las definiciones del Apéndice D.1 tenemos en [Leivant|[2]] los si-
guientes resultados.

Teorema. Una funcion sobre N es definible a partir de las funciones usuales, la
composicion y la recursion coercitiva si y sélo si es primitiva recursiva sobre N.

Entonces podemos enumerar las clases resultantes pertenecientes a la
clase de las funciones recursivas primitivas R’P mediante el conteo de las
recursiones coercitivas usadas en la definicién de una funcién particular.
La siguiente definicién formaliza esta idea.

Definicién. Los conjuntos C; de funciones recursivas primitivas sobre N de
nivel predicativo i estdn definidas por las siguientes reglas:

= C; son las funciones definidas usando recursiones ramificadas coer-
citivas no anidadas

» (; son las funciones definidas usando solamente el esquema de re-
cursion ramificada coercitiva

» si f estd definida por recursiéon ramificada coercitiva a partir de fun-
ciones g, , ..., §¢, de las cuales g, ..., §c, son aquéllas que usan sus ar-
gumentos criticos y g., € C;, entonces f € C; donde [ = max[l +

jl/ seey 1 + jp/jp+1/ "'Ijk]

» cada C; estd cerrada bajo composicién y para i > 2 también bajo re-
cursion ramificada.

Teorema. C; = £ parai > 3.

D.3 Seguridad

A partir de las transformaciones naturales Tj...T;_1%, podemos cons-
truir un diagrama formado por los cuadrados a que dan lugar esas trans-

n—1
. i ;
formaciones naturales actuando sobre un morfismo f : @ N j] — Nf_l
j=0
en J" y obtenemos lo siguiente:
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o idf
® NJ'/ fol
j=0
n—1 ([/-
ﬂo(gé i) Ny
n—1 a; Tof 8
]gN] TOanl
n—1 “j
'71(/_% i) TomNj_,
n—1 ToTif
a; ol1
j‘%NJ ToTiN}_y
n—1 ‘xj
'72(]§ i) TyTipNp
n—1 . To..Tu-sf
a; R P B
j:<n§972Nj To...Tu—3N
n—1 g(/- «
77’1—2(‘ ®2N] ) Tg...Tn,317n,2Nnﬁ;l
]:11*
Xp—1 ,B
N o To-TueaNy

En este diagrama se han usado las siguientes igualdades

y el hecho de que la flecha

n—1

To--.Te (@)

j=0

n—1
AR &j
N = QN
j=k+1

n—1 n—1 n—1
M1 @ Nj) i ( Q) Nj) — T ( Q) N))

j=k+1

j=k+1
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es en realidad una flecha
n—1 N n—1
j &j
QN — QN
j=k+1 j=k+2

paracadak =0,1,..,n — 2.

Apéndice E
E.1 Fibrados

Definicién. Sea p : C — B un funtor. Dado un objeto I en B llamaremos
fibra o categoria fibrada a la categoria C; = p~!(I) sobre I cuyos

» objetos son X € C tales que pX = |

» morfismos X — Y en C; son morfismos f : X — Y en C para los
cuales pf es el morfismo identidad sobre I en B.

Definicién. A un objeto X y un morfismo f como los de la Definicién an-
terior se les llama sobre I y sobre u respectivamente.

Definicién. Sea p : C — B un funtor. Un morfismo f : X — Y enC es
cartesiano sobre u : I — Jen Bsi pf = uyparatodog:Z — Y enC para
el cual pg = uow paraalgtnw : pZ — I determina un tnicoh : Z — X
en C sobre w tal que f o h = g. Diremos que f es cartesiano en C silo es sobre
su morfismo subyacente pf en B.

Definicién. El funtor p : C — B es un fibrado si paracadaY € Cy u :
I — pY en B hay un morfismo cartesiano f : X — Y sobre u en C.

Definicién. Sea p : C — B un fibrado. Si podemos escoger para cada
morfismo u : I — ] en By cada objeto X en C un morfismo cartesiano
sobre u en la forma

u(X) — X

entonces u determina un funtor
u*:C J — C I

denominado funtor de reindexado.
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E.2 Los fibrados 7 y g

En este tltimo Apéndice se describe una construccién anédloga a la he-
cha hasta aqui en términos de fibrados en el sentido categorial.

Para construir una semdntica inducida por fibrados sobre categorias SM
que emule lo hecho en las secciones anteriores tomamos los funtores de las
siguientes definiciones, donde se introducird una estructura general para
probar posteriormente que proporciona resultados equivalentes a los de
los capitulos anteriores@

Notacién. Enlo sucesivo (C, Ty, G, 1k, €) o simplemente C conk = 0,1,...,n —
2 se referira a una n-Comprensién SM de acuerdo a la Definicién [3.4.1|don-
de la operacién tensor de la estructura SM, denotado por (®,T,a,id),es
también un producto cartesiano. Consideraremos también las siguientes
reglas de notacion:

» denotaremos por J y T los morfismos duplicacién y borrado que dan
lugar al producto cartesiano para C

» no se mencionara subindices cuando éstos sean obvios
» escribiremos A para el morfismo id 4 dado un objeto Ay
» trabajaremos mddulo asociatividad e isomorfismo.

Definicién. Sea P¥(C) la categoria cuyos objetos son pares (X, A) de obje-
tos en C y cuyos morfismos entre (X, A) y (Y, B) son pares (f,u) de mor-
fismos en C donde

u:A—a2=B fARX — T Y
La composicion entre las flechas (f, u) donde

W:A—B  f:A@X —TY

y (g,v) donde
v:B—C g:BRY —TZ

en P¥(C) viene dada por

(Tkgo Tiu® T Y o Tk(A® TkY) o (A ®f) o ((514 ®X),MU)

41E1 contenido teérico sobre fibrados que se usaré en este Apéndice viene en el Apéndice
E.1.
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debido al siguiente diagrama sujeto a la notacién descrita més arriba:

A®X thc T.Z
oRX TkaZ

T Tkg

AR (A®X) T®f> ARTY = T AR T TYY =<— T A® TkYTmkaB R TrY

Escribimos f e ¢ para esta secuencia y por tanto para la composicién en
P(C).

La identidad en P*(C) vendra dada por (id,idx) : (X,A) — (X, A)
donde id es el resultado de la composicién

Ao X 4. TX

id satisface la condicién requerida para ser la identidad en P¥(C)
feid=idef=f

debido al hecho de que, para cualquier flecha f : A ® X — T;Y en PX(C),
el diagrama siguiente
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ARX

s®X io(T®X) e (A®X)

AR X AR (A®X) AR X T A® T X
f (2) Tif
T,Y - T T Y
(3)
TeY T.Y

conmuta porque conmutan los diagramas (1) por ser é un comonoide, (2)

por naturalidad de €, y (3) por ser Ty idempotente.
Mientras que el diagrama

A®X X Ae(Asx) — 2 AaTy — 4N s aeTy
(1) @(ARX)  (2) @Y (3) Tr@TY
i@ (AeX) TOASK ————=TOTY — =TT O TY
(4) i
i T,Y

conmuta porque conmutan los diagramas (1) por ser 6 un comonoide, (2)
por funtorialidad de ®, (3) por naturalidad de €, y (4) por ser T} funtores
SM.
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De este modo ambos diagramas dan el mismo morfismo.
La composicion e satisface la ley asociativa

(feg)eh=fe(geh)

ya que si tomamos flechas f : ARX — T;Y , g : AQY — TiZy
h:A®Z — TyW en P¥(C) los diagramas

A®X
0®RX
Ao A)oXx YN penesex LY Ag(AsTY)
ARTy
AR(feg)
A® (TA @ T ThY)
A®Tig
A®TZ - T,A® T, T, Z
Toh
W
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ARX
s®X

(A 2 A) %X SR (A®X)

(ARA)Rf

(ARA)®@A®X

A®(A®TY)
ART
A® (TA® TeTiY)
AQTig
Asf AQTZ
T,
T, A ® T, T Z
Tih

AQTY TA® TTY LW
@ T KA Tl Tilgol) ¢

conmutan Yy son iguales.

Definicién. Sea p : P¥(C) — C el funtor que asigna (f,u) auy (X, A) a
A.

Proposicién. p es un fibrado.

Demostracion. Las flechas cartesianas para p se obtienen considerando mor-
fismos en P¥(C) en la forma (ido (u ® Y),u) : (Y, A) — (Y, B).

Si tomamos cualquier flecha (f,u) : (X,A) — (Y, B) podemos cons-
truir otra (f,id) : (X, A) — (Y, A) tal que el siguiente diagrama

(X, 4) ———— (v,B)
(i) %@Y),u)
(Y, A)
commuta por la composiciéon
Ao X Fo(ido(u®Y)) LY
§®Xl TTk(ido(uG@Y))
A®(A®X) T@J;A@TkY?TkA®TkaY<—>TkA®TkY
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Finalmente (f,id) es obviamente tnico dados (ido (u®Y),u) y (f,u).
O

Las fibras de p vienen dadas por la siguiente Definicién.
Definicién. Sean (C/A), las categorias inducidas por los conjuntos
{(X,4) e PX(C)/p(X, A) = A}
cuyos objetos son X € C y cuyos morfismos so
ARX — TY
Los funtores de reindexado para el fibrado p tienen la forma
C — (¢/a),
y son tales que cada objeto de C queda fijo y se envia cada flecha
f:X—Y
a una composicion

Ao x Xt x I ry

Consideraremos ahora dos casos particulares del fibrado que hemos in-
troducido. Definiremos los fibrados g; y rx como casos de p y veremos que
dan lugar a fibras que contienen a las funciones recursivas de K".

Definicién. Sean las categorias R¥(C) aquellas cuyos objetos son pares (X, A)
de objetos en C y cuyos morfismos entre (X, A) y (Y, B) son pares (f,u) de
morfismos en C donde

u:A—B fARX — Ty 9. Ti1Y
paratodok =0,1,..,n —3.

Definicién. Sean 7, : R¥(C) — C para todo k = 0,1, ...,n — 3 los funtores
que asignan (f,u)auy (X,A)a A.

Proposicién. ry son fibrados para todo k = 0,1, ...,n — 3.

Las fibras de r vienen dadas por la siguiente Definicién.

“Esto es, los mismos que P¥(C) donde A y u son fijos.
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Definicién. Sean (C/4),, las categorias inducidas por los conjuntos
[(X, A) € R¥(C)/ri(X, A) = A}
cuyos objetos son X € C y cuyos morfismos son
ARX — Ty—2..Tk11Y

Observacién. (C/ A)rk son categorias SM paratodok = 0,1, ..., n — 3 dado que
Cloes.

Proposicién. Sea f un morfismo en K" obtenido por medio de un diagrama
RRSy. Entonces f € (K"/Nyj1)y, paratodok =1,...,n — 3.

Definicién. Sean las categorias Q*(C) aquellas cuyos objetos son pares
(X, A) de objetos en C y cuyos morfismos entre (X, A) y (Y, B) son pares
(f, u) de morfismos en C donde

u: A — B f . A ® Tnfz.Tk_;'_lX — Tnfz...Tk_;'_lY
paratodok =0,1,..,n —3.

Definicién. Sean g : Qk (C) — Cparatodok =0,1,...,n — 3 los funtores
que asignan (f,u)auy (X, A)aA.

Proposicién. gy son fibrados para todok = 0,1, ...,n — 3.
Las fibras de gy vienen dadas por la siguiente Definicion.

Definicién. Sean (C/a),, las categorias inducidas por los conjuntos
[(X,4) € QH(C)/¢(X, A) = A}
cuyos objetos son X € C y cuyos morfismos son
ART 2. Txr1 X — Ty2.. T 1Y

Observacién. (C/A)g, son categorfas SM para todo k = 0,1,...,n — 3 dado
que C lo es.

Proposicién. Sea f un morfismo en K" obtenido por medio de un diagrama RP.
Entonces f € (K"/Ny)g,-

Proposicién. Sea f un morfismo en K" obtenido por medio de un diagrama
RRSPy acotado. Entonces f € (K"/Nyy1)q, paratodok =1,...,n — 3.
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