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ABSTRACT. Nomizu’s theorem relates invariant affine connections on reductive
homogeneus spaces and nonassociative algebras. Among the algebras that ap-
pear in this relation we point out the so called Lie triple algebras which contain
most of the infinitesimal information on reductive spaces. The aim of this
work is to provide a brief survey on recent developements in this subject that
show the interplay of nonassociative structures and connections and to pose an
algebraic classification question on Lie triple algebras.

1. INTRODUCCION

El concepto de dlgebra triple de Lie fue introducido por K. Yamaguti en [21] con el
nombre de sistema triple de Lie general. Dicho concepto resulta ser la generalizacion
natural de los bien conocidos sistemas triples de Lie, de uso frecuente en Geometria
Diferencial y algebras de Jordan, y estd intimamente relacionado con los espacios
homogéneos reductivos.

El presente trabajo pretende motivar el interés que, desde perspectivas algebraicas
y geométricas, tiene el estudio de las algebras triples de Lie, asi como presentar
los problemas que, a lo largo de estos tltimos anos, hemos venido estudiando y
en los que estas algebras aparecen involucradas. Estos problemas tienen su punto
de partida en las ideas e investigaciones previas que uno de los autores (Alberto
Elduque), en colaboracién con el profesor H. C. Myung, habia realizado sobre ciertas
algebras no asociativas relacionadas con los grupos SU (3), G2 y Spin(7). El fruto de
nuestro trabajo conjunto ha sido posible gracias al inestimable esfuerzo que en su
dia nuestro querido Chicho, por entonces director del Departamento de Mateméticas
y Computacién de la U.R., hizo para que Alberto se incorporara a la Universidad
de La Rioja en 1996, y que permitié6 poco a poco nutrir de savia nueva al area
de Algebra de la U.R. Estamos seguros de que alld donde esté, al leer estas notas,
Chicho entendera cudn infinito es nuestro agradecimiento.
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El contenido del trabajo aparece desglosado de la forma siguiente: en la sec-
cion 2 se expone la relacion existente entre las algebras triples de Lie y los espacios
homogéneos reductivos. La seccién 3 estd dedicada a mostrar como el problema
geométrico del cdlculo de conexiones afines invariantes en espacios homogéneos se
traduce al problema algebraico de determinacion de algebras no asociativas con una
subdlgebra prefijada de su algebra de derivaciones; en ella se incluye también una
serie de resultados vinculados con este problema. La tltima seccién estd dedicada
a explicar el problema de estructura sobre dlgebras triples en el que actualmente
estamos trabajando.

2. ESPACIOS HOMOGENEOS Y ALGEBRAS TRIPLES DE LIE

La bien conocida correspondencia entre grupos de Lie y algebras de Lie crea
un importante vinculo entre el Algebra y la Geometria que permite tratar algunos
problemas desde distintas perspectivas. Los grupos de Lie aparecen de modo natural
como grupos de simetria de ciertos objetos geométricos, y su importancia radica
esencialmente en su accién en otras variedades diferenciables de entre las cuales
destacaremos los espacios homogéneos. Un espacio homogéneo de un grupo de Lie
G es una variedad diferenciable sobre la que G actiia de modo que la correspondiente
accion Gx M — M es diferenciable y transitiva. La variedad M se puede identificar
con el conjunto de clases a izquierda G/H, con H el subgrupo de isotropia de
cualquier elemento de M (la accién natural G x G/H — G/H, (o,7H)— oTH
dota a dicho cociente de estructura de variedad diferenciable difeomorfa a M). Si g
y b son las algebras de Lie de los grupos de Lie G y H respectivamente, el espacio
homogéneo se dice reductivo si el dlgebra de Lie g se descompone como

(1) g=hdm

con m subespacio de g invariante bajo la accién adjunta de H; esta condicién de
invarianza implica [h, m] C my, si H es conexo, ambas condiciones son equivalentes.
En esta situacién, para cualesquiera z,y € m, las proyecciones del corchete [z,y] € g
sobre m y h permiten definir en m el producto binario

(2) ormxXxm-—m, (‘r»y)'_)xoy::[xvy]m
y el producto triple
(3) [,,imxmxm-—m, (22— [zvy,z =]z 2]

que verifican, como consecuencia de que g es un algebra de Lie, los siguientes axio-
mas:

rzox =0,
[z, 2,y] =0,
z,y, 2]+ [y, z,x] + [z, 2,y + (xoy)oz+ (yoz)ox + (z0x) oy =0,

zoy, z,t]+[yoz,zt]+ [zox,y,t] =0,
z,y,z0t] = [v,y,z]ot + 2o [z,y,1],

[
[
[
(2,9, (2,8, sl = [l 9, 2], 6 8]+ [z, [, 9, 8] ]+ 2,2, 2, g, ]
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Un espacio vectorial m dotado de un producto binario o y otro triple [, , |
que verifique los axiomas dados en (4) se dice dlgebra triple de Lie o sistema triple
de Lie general (abreviadamente g.L.t.s.). Estos sistemas triples generales contienen
informacién esencial sobre la geometria de los espacios homogéneos reductivos.

Un caso particular y bien conocido de g.L.t.s. es el de los sistemas triples de Lie
(abreviadamente L.t.s.) en los que el producto binario es trivial (xoy =0 Vaz,y €
m). En el marco algebraico, estos sistemas han permitido, entre otras cosas, la in-
corporacién de métodos y resultados de dlgebras de Lie en el estudio de dlgebras de
Jordan (véase el Capitulo VIII en [14]). En el contexto geométrico, los L.t.s. estdn
relacionados con un tipo especial de espacios homogéneos reductivos, los llamados
espacios simétricos (véase [12]), en los que G estd dotado de un automorfismo dife-
renciable o de orden 2, de modo que H es aproximadamente el conjunto de elementos
fijados por o. Asi, en cualquier G/H espacio simétrico se tiene la descomposicién
g=hdm,donde h ={zecg:do(z) =z} ym={z €g:do(zx) =—x}, que verifica
[h,m] Cmy [m,m] Ch, por lo que el g.L.t.s. m tiene producto binario trivial.

Por tanto, la Geometria Diferencial proporciona abundantes e interesantes ejem-
plos de g.L.t.s., lo que justifica desde una perspectiva algebraica el estudio de este
tipo de sistemas.

En la siguiente seccion presentamos un problema concreto que entrelaza la geo-
metria, los g.L.t.s. y las algebras no asociativas. A partir de ahora, dada g algebra
de Lie arbitraria con producto [z,y], llamaremos descomposicion reductiva de g a
cualquier descomposicién g = h @ m, que satisfaga [h,h] C h y [h, m] C m. En esta
situacién, b es subdlgebra de g; el par (g, h) se dice par reductivo y el subespacio m
con los productos binario y triple definidos como en (2) y (3) tiene estructura de
g.L.t.s.

3. CONEXIONES AFINES Y ALGEBRAS NO ASOCIATIVAS

Desde el punto de vista de la Geometria Diferencial, una de las motivaciones
para el estudio abstracto de los g.L.t.s. procede del siguiente resultado probado por
Nomizu en 1954 (véase el Teorema 8.1 en [18]):

Teorema (Nomizu). St M ~ G/H es un espacio homogéneo reductivo con des-
composicion reductiva asociada g = h @ m, el conjunto de conexiones afines G-inva-
riantes estd en correspondencia biyectiva con el conjunto de aplicaciones bilineales
a:mxm— m tales que

Adh(a(z,y)) = a(Adh(z), Adh(y)) VYh e H, Yz,y € m.

Dicho de otro modo, cada conexién afin invariante estd determinada por un pro-
ducto bilineal « definido sobre m tal que Ad H|, es subgrupo del grupo de auto-
morfismos del dlgebra no asociativa (m, ), (Aut(m,«)). Esto implica que ad b
es subdlgebra del dlgebra de derivaciones de (m, «), (Der(m, «)), de modo que am-
bas condiciones son equivalentes si H es conexo. Esto permite estudiar y expresar
la torsién, curvatura, holonomia, etc. de la conexién asociada a (m,«) en térmi-
nos de esta dlgebra no asociativa. Observamos que el conjunto de multiplicaciones
a:m x m — m tales que ad h|n C Der(m, a) es exactamente el espacio vectorial de
homomorfismos de h-mddulos de m @z m en m, que se denota por Homy (m ®@g m, m).
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Asi pues, para espacios homogéneos reductivos, el problema de encontrar cone-
xiones afines invariantes se reduce al problema algebraico de encontrar estructu-
ras de algebras no asociativas en m con un conjunto de automorfismos prefijado
(AdH C Aut(m,«)), 6 con una subdlgebra prefijada del dlgebra de derivaciones
(adh C Der(m, @) en el caso conexo.

El uso combinado del Teorema de Nomizu y la estructura de la conocida dlgebra
de Cayley o de octoniones O cuyo grupo de automorfismos (dlgebra de derivaciones)
es el grupo de Lie simple excepcional G2 (dlgebra simple central de tipo G2), ha
permitido determinar en [7], [8], [9] y[3] los g.L.t.s. y las conexiones afines invariantes
asociadas a los espacios homogéneos S¢ ~ G5/SU(3), S” ~ Spin(7)/Ga, S*° ~
Spin(9)/ Spin(7) y a espacios cociente de Gs. Las conexiones afines invariantes en
espacios simétricos irreducibles y compactos fueron obtenidas en [15] y [16], y mds
recientemente en [1] mediante el cdlculo explicito del conjunto Hompy(m ®r m, m).
Presentamos a continuacién un resumen de algunos de los resultados contenidos en
estos trabajos.

3.1. Conexiones en esferas. Para la esfera 6-dimensional S%, a partir de los
resultados obtenidos en [7] se concluye que las algebras no asociativas (m, «) corres-
pondientes a las conexiones invariantes son todas ellas (salvo la asociada al producto
trivial) isomorfas al dlgebra de elementos de traza cero de la forma real compacta del
algebra de color introducida en [6], y que este espacio tiene una familia biparamétri-
ca de conexiones afines G-invariantes. En el caso S7, los resultados contenidos en
[8] muestran que las dlgebras no triviales (m, &) que aparecen son todas isomorfas al
algebra de Malcev (simple central no de Lie) de vectores en el dlgebra de Cayley O,
y que el espacio posee una familia uniparamétrica de conexiones Spin(7)-invariantes.
Finalmente, para S5, en [9] se obtiene que las conexiones Spin(9)-invariantes vienen
dadas por una familia triparamétrica de productos en Qp x @ donde Oy denota el
conjunto de elementos de traza cero en Q.

Los trabajos citados estudian una situacién mucho mas general: las descomposi-
ciones reductivas (de algebras de Lie simples centrales) asociadas a los pares reducti-
vos (Ge, Az), (Bs, G2) y (Ba, Bs) sobre cuerpos arbitrarios de caracteristica distinta
de 2 y 3. Esto permite un mayor conocimiento de las algebras involucradas en las
descomposiciones, y la restriccion al cuerpo real proporciona, por medio del teorema
de Nomizu, los resultados sobre conexiones en esferas que acabamos de exponer. Una
versién unificada y més simple (caso real) de estos resultados puede verse en [10].

3.2. Conexiones en espacios cocientes de G2. En el Capitulo II de [3] se es-
tudian, sobre cuerpos de caracteristica distinta de 2 y 3, los pares reductivos (g, b)
donde g es un algebra simple central de tipo G2 modelizada como algebra de deri-
vaciones de un dlgebra de Cayley, y h es una subédlgebra reductiva no abeliana, y se
determina completamente el conjunto A = Homp (m ®m, m) para las correspondien-
tes descomposiciones reductivas g = h @ m asociadas. En el caso real, se muestra
que las descomposiciones asociadas a estos pares son descomposiciones reductivas
de espacios homogéneos cocientes de G, que incluyen, entre otros, la variedad de
Stiefeld Stz ~ G2/SU(2), la variedad de Grassman C~1'7,2 ~ Go/SU(2)SO(2) y
el espacio simétrico G2/SO(4). Asi, los célculos sobre los conjuntos A para estas
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tres variedades permiten concluir que en St7 5 la familia de conexiones depende de
171 parametros; en C~1'7,2 la familia de conexiones depende de 18 parametros y en
G2/S0(4) la tinica conexién que aparece es la asociada al producto trivial.

Ademsés, desde el punto de vista de las dlgebras no asociativas, el interés de las
descomposiciones asociadas a estos pares radica en que permiten dar construcciones
nuevas de las dlgebras de Cayley y sus algebras de derivaciones; dichas construcciones
aparecen recogidas en la prepublicacién [2].

3.3. Conexiones en espacios simétricos. Las conexiones afines invariantes en
espacios simétricos Riemannianos irreducibles y compactos se calculan en [15], [16]
y también en [1] mediante el uso de técnicas completamente distintas. En [15] y [16]
se determina la dimensién del conjunto Homg(m ®g m, m) asociado a cada espacio
simétrico extendiendo escalares al cuerpo complejo y descomponiendo el producto
tensor m¢ ®c mc en suma directa de médulos irreducibles (tarea no siempre facil).
De esta manera, se prueba (véase el Teorema 8.1 en [15] y el Teorema 2.1 en [16]) que
la tnica conexién afin en este tipo de espacios es la canénica (asociada al producto
a = 0) salvo en unas pocas excepciones que recogen los espacios SU(n)/SO(n)
(n>3),SU(2n)/Sp(n) (n>3), Eg/Fyy SU(n) x SU(n)/SU(n) (n > 3) los cuales
estdn intimamente relacionados con las algebras de Jordan simples reales.

Ahora bien, estos calculos sobre homomorfismos efectuados en [15] y [16] se pue-
den simplificar y generalizar notablemente al observar que en las descomposiciones
(1) asociadas a los espacios simétricos, m tiene estructura de L.t.s. simple. Asi, en
[1] se determina el conjunto A = Hompe,m(m ®p m, m) de forma unificada para
cualquier m L.t.s. simple sobre un cuerpo F' arbitrario de caracteristica cero, me-
diante el uso de la informacion sobre algebras Zo-graduadas y simples como dlgebras
graduadas que proporcionan los diagramas de Dynkin afines asociados a los corres-
pondientes sistemas triples (véase [11]) y sin necesidad de descomponer m ®p m. El
teorema principal de este trabajo (véase el Teorema 4.3 en [1]) prueba que el conjun-
to de homomorfismos A es no nulo salvo en el caso en que m sea el L.t.s. de elementos
de traza genérica cero de un algebra simple de Jordan de grado mayor o igual que 3,
con producto triple dado por el asociador en la forma: [z, y, 2] = (yz)z — y(zz). La
restriccion de este teorema al caso real proporciona las conexiones afines invarian-
tes en los espacios simétricos irreducibles, poniendo asi de manifiesto el importante
papel que las &lgebras de Jordan desempenan en la existencia de conexiones no
candnicas en los espacios simétricos.

4. ALGEBRAS TRIPLES IRREDUCIBLES

Para cualquier (m, o, [, , ]) g.L.t.s., los axiomas dados en (4) permiten deducir
de forma fécil que

(a) el subespacio
Inder(m) = span ([z,y, —] : z,y € m)

es una subdlgebra de Lie de gl(m) que se dice dlgebra de derivaciones inter-
nas de m
(b) m es, de forma natural, Inder(m)-médulo ([z,y, —] -z := [z, ¥, 2])
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(c) el espacio vectorial
£(m) = Inder(m) & m

tiene estructura de algebra de Lie con el producto dado por la multiplicacion
en Inder(m) como subdlgebra de gl(m), la accién natural de Inder(m) sobre
m, y para cualesquiera x,y € m,

[x,y] =zoy+ [x,y, _]'

El algebra £(m) se dice envuelta estdndar de m.

Con el objetivo de profundizar en la estructura y clasificacién de los g.L.t.s. sim-
ples, hemos iniciado el estudio de la clasificacién de tales sistemas en la situacién
que, de forma natural, es més sencilla: los sistemas triples de Lie m que son irredu-
cibles para el algebra de Lie de sus derivaciones internas. En esta situacién, sobre
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero, se tiene que Inder(m) es
subdlgebra maximal y semisimple de la envuelta £(m), y que dicha envuelta es sim-
ple salvo en el caso de que m sea Inder(m)-mdédulo adjunto (es decir, Inder(m) como
ad Inder(m)-mdédulo natural y m son mdédulos isomorfos).

Por otro lado, en cualquier descomposicién reductiva g =h ®m de un &algebra
de Lie simple se tiene que el dlgebra g es, salvo isomorfismos, la envuelta estandar
del sistema triple de Lie m asociado a la descomposicién y la subdlgebra h es el
algebra de sus derivaciones internas: La aplicacién ®: g = h & m — £(m) dada por
h € b adhly € Inder(m) y 2 € m +— x es epimorfismo de dlgebras de Lie, y por
tanto isomorfismo por simplicidad de g. Asi pues, sobre cuerpos algebraicamente
cerrados de caracteristica cero, la clasificacién de los g.L.t.s. irreducibles con envuelta
simple se reduce a la determinacién de los pares reductivos (g, h) tales que g es
algebra de Lie simple, h es subdlgebra maximal y semisimple, y el complemento
de h en g es irreducible. Las subalgebras maximales de algebras simples han sido
estudiadas en [4] y [5], y esperamos que los resultados contenidos en estos trabajos
aporten luz al problema de clasificacién en el que estamos trabajando.

Sobre cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero, las dlgebras de Lie
simples son, salvo isomorfismos, de uno de los siguientes tipos (véase [13]):

I. Clasicas: dlgebras de transformaciones lineales sobre un espacio vectorial
V' (es decir, subdlgebras del dlgebra de Lie gl(V) = End(V') con producto
[f,9] = fg — gf) de uno de los siguientes tipos:

Ap: sl(V)={f €End(V) :traza f =0}, dimV =1+1, [ > 1,

By, Dy, Cy = Gtew(V,b) = {f € End(V) : b(fz,y) + b(x, fy) = 0},

donde b es forma bilineal no degenerada, simétrica en los tipos B; (dimV =
204+ 1,1 > 2)y D (dimV = 2[, | > 4) y antisimétrica en el tipo C;
(dimV =2[, [ > 3).

Las restricciones sobre [ en los casos B, D y C proceden de los siguientes
hechos: A1 & By = (4, By = (C9; Dy es 1-dimensional y Do & A1 & A; luego
no son simples, y D3 & As.
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II. Excepcionales: G5, Fy, Eg, F7y Eg.
Todas estas dlgebras pueden obtenerse a partir del dlgebra de octoniones
y de algebras simples de Jordan (véase el Teorema 4.13 en [19]).

A continuacién presentamos algunas construcciones de g.L.t.s. irreducibles cuya
envuelta es un algebra simple clasica. En lo que sigue, supondremos que el cuerpo
base es algebraicamente cerrado de caracteristica cero, aunque las construcciones
son validas eliminando la condicién de cerradura algebraica.

Ejemplo 1. Sea (V,b) espacio vectorial de dimensién mayor o igual que 3 dotado de
una forma bilineal b no degenerada simétrica o antisimétrica. El dlgebra g = s((V)
admite la descomposicién reductiva g = h & m donde

b = Gter(V, ),
m = Gymy(V,b) = {f € End(V) : b(fz,y) = b(x, fy), traza f = 0}.

En este caso se tiene que g es un dlgebra Zs-graduada ([h,m] Cm,[m,m|Ch) y
simple como algebra graduada, con parte par h subalgebra simple, y parte impar m;
por tanto el sistema triple m es h-irreducible (véase el Teorema 2.8 y el Lema 4.4
en [17]) con envuelta de tipo A y producto binario trivial.

Ejemplo 2. Sean V; y V5 espacios vectoriales de dimensién mayor o igual que 2,
y V =V ® V,. El édlgebra g = sl(V) admite descomposicién reductiva g =h G m
donde

h=sl(V1)® F1® F1®sl(V2),

m =sl(V1) @sl(V2).

En este caso, la subalgebra b es isomorfa a s[(V7) @ s[(V2), luego, como &lgebra de
Lie, es semisimple y no simple. La accién de h sobre m viene dada de forma natural
al considerar s[(V7) y s[(V2) como s[(V})-mddulos adjunto y trivial, y como s((V2)-
médulos trivial y adjunto respectivamente; por tanto m es h-irreducible con envuelta
de tipo A. Ademas, el producto binario en m como sistema triple es no trivial.

Ejemplo 3. Sean (V1,b1) v (Va, ba) espacios vectoriales de dimensién mayor o igual
que 2 dotados de formas bilineales no degeneradas by y bo, ambas simétricas o anti-
simétricas (en el caso simétrico, la dimensién distinta de 2). En el espacio vectorial
V = Vi & V5 definimos la forma bilineal b = b; L by (suma ortogonal de by y ba),
que es no degenerada, y simétrica o antisimétrica si ambas formas son del mismo
tipo. Asi, el dlgebra g = Gtew(V,b) admite la descomposicién reductiva g =h G m
donde

h="bh1®bho, hi ={f €End(V): f

m:{f_f* f(‘/l)g‘/z? f|V2£O}
con f* el homomorfismo adjunto de f respecto de b (f* es el tinico endomorfismo
de V tal que b(fx,y) = b(z, f*y)).

En este caso, la subdlgebra § es isomorfa a Gtero(V7, b1) @ Gterw(Va, bs), luego es
semisimple y no simple, y m como h-médulo es isomorfo a Hom(Vy, Vo) =2 V4 ® Va,
donde la accién de cada componente b; sobre Vi y Vs es la natural. Por tanto m es
h-irreducible con envuelta de tipo B, D 6 C, y con producto binario trivial.

v, € Géem(‘/hbi)? f|VJ = 0}7
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Ejemplo 4. Sean (V1,b1) v (Va, ba) espacios vectoriales de dimensién mayor o igual
que 2 dotados de formas bilineales no degeneradas simétricas o antisimétricas by y
bo. En el espacio vectorial V = V; ® V5 definimos la forma bilineal no degenerada
b = b1 ® by dada por

b1 @ ba(v1 ® v2, w1 ® wa) := by (v, w1)ba(ve, wa)

y observamos que b es simétrica (antisimétrica) si y sélo si by y by son del mismo
tipo (una es simétrica y la otra antisimétrica).
El isomorfismo natural entre los espacios vectoriales

End(V1) @ End(Vs) = End(V; ® V)

proporciona la descomposicién reductiva g = h @ m para el dlgebra g = Gterw (V) )
donde

h = Sterw(Vi,b1) ® F1 & F1® Stero(Va, by)
m = Gtern(V1, b1) @ Gymy(Va, be) & Gymg(Vi, b1) ® Stero(Va, ba)

En este caso, m es h-irreducible si y sélo si uno de los espacios V; es 2-dimensional
con b; antisimétrica, y la dimensién del otro es mayor o igual que 3.

Por tanto, suponiendo dimV; > 3, (Va,bs) con dim Vs = 2 y be antisimétrica,
obtenemos que la subdlgebra h es isomorfa a Geerw(Vy,b1) @ Stero(Va, ba), luego
es semisimple y no simple, y que el h-médulo m = Symy(V71,b1) @ Stero(Va, by)
es irreducible (producto tensor de irreducibles para cada componente simple) con
envuelta de tipo B, D é C. En este caso, el producto binario en m como sistema
triple es no trivial.

Los ejemplos que acabamos de presentar no son casos aislados, ya que a partir
de las Proposiciones 10.1 y 10.2 en [20], que clasifican los tipos de subdlgebras
semisimples y no simples de las dlgebras clasicas, se obtiene de forma féacil que
los pares reductivos (g, h) con g dlgebra simple clésica, ) subdlgebra semisimple y
no simple y tal que el complemento de h en g es irreducible son exactamente los
descritos en los ejemplos 2, 3 y 4. Por tanto, esto reduce el problema de clasificacién
planteado en esta seccién a la determinacion de los adecuados pares reductivos (g, b)
en los casos g clasica y b simple y g excepcional de tipo distinto de G2, ya que el
caso Gg aparece resuelto en [3].
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