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Introducción

Uno de los problemas más antiguos de las matemáticas y, por extensión de las cien-
cias y la ingeniería, es la resolución de ecuaciones no lineales. Como bien sabemos,
encontrar soluciones exactas de ecuaciones no lineales es un problema difícil y, por eso,
recurrimos habitualmente a su aproximación mediante la utilización de métodos iterati-
vos. Newton en 1669 y posteriormente Raphson en 1690, propusieron un procedimiento
numérico para resolver una ecuación algebraica. El método es el que ahora conocemos
como método de Newton o método de Newton-Raphson, que todavía sigue siendo una
técnica central en la resolución de ecuaciones no lineales. Una gran cantidad de tópicos
relacionados con el método de Newton ha centrado la atención de los matemáticos e
investigadores desde entonces.

A lo largo de esta memoria, para darle suficiente generalidad al problema de apro-
ximar soluciones de una ecuación no lineal, consideramos ecuaciones de la forma

F(x) = 0, (1)

donde F es un operador no lineal, F : Ω ⊆ X → Y , definido en un dominio abierto
convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X con valores en un espacio de Banach Y .
Así la ecuación (1) puede hacer referencia a una ecuación polinómica, a un sistema de
ecuaciones no lineales, a un problema diferencial, a un problema integral, a un problema
de optimización, etc., dependiendo de cuáles sean los espacios X e Y en los que esté
definido el operador F .

La generalización del método de Newton a espacios de Banach se debe al matemático
soviético L. V. Kantorovich, quien a mediados del siglo XX publica varios trabajos, de
entre los que destacamos [68] y [70]. La generalización del método de Newton para
resolver la ecuación (1) se escribe de la forma

x0 ∈ Ω, xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1F(xn), n≥ 0,

donde F ′(xn) es la derivada de Fréchet del operador F en el punto xn y [F ′(xn)]−1 su
operador inverso. A día de hoy, el método de Newton sigue siendo una de las técnicas
numéricas más utilizadas para aproximar una solución de (1). Esto es debido a su sim-
plicidad, fácil implementación y eficiencia. Recordamos que el método de Newton tiene
orden de convergencia dos [70].

Ahora bien, la aplicación del método de Newton pasa por la evaluación de F ′ en
cada paso xn de iteración. Bien porque ésta sea costosa de evaluar o porque no exista,
son especialmente interesantes los métodos iterativos que no utilizan derivadas ([3],
[5], [10], [87], [88]). Es frecuente entonces aproximar la derivada del operador F para
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Introducción

solventar el problema anterior. Así, habitualmente se aproxima la derivada de F por
una diferencia dividida de primer orden, dando lugar a métodos iterativos que utilizan
diferencias divididas en vez de derivadas. Es conocido [88] que el operador lineal y
acotado [x , y; F], con x , y ∈ Ω y x 6= y , definido en el espacio de Banach X , es una
diferencia dividida de primer orden de F en los puntos x e y si

[x , y; F](x − y) = F(x)− F(y).

El primer método que surge al tener en cuenta la aproximación anterior en el método
de Newton es el conocido método de la secante ([11], [88]),

x−1, x0 ∈ Ω, xn+1 = xn − [xn−1, xn; F]−1F(xn), n≥ 0,

que se obtiene al aproximar F ′(xn) por [xn−1, xn; F] y cuyo orden de convergencia es
superlineal.

Como mediante la aproximación anterior obtenemos el método de la secante a partir
del método de Newton, Hernández y Rubio se plantean en [60] la posibilidad de conectar
ambos métodos a partir de sus interpretaciones geométricas en el caso real, dando lugar
así a una familia uniparamétrica de métodos iterativos con memoria que en espacios de
Banach tiene el siguiente algoritmo











x−1, x0 ∈ Ω,

yn = λxn + (1−λ)xn−1, λ ∈ [0, 1],

xn+1 = xn − [yn, xn; F]−1F(xn), n≥ 0.

(2)

Notemos que el algoritmo anterior se reduce al método de la secante si λ = 0 y, si el
operador F es diferenciable, al método de Newton cuando λ = 1, puesto que en este
caso, yn = xn y [yn, xn; F] = F ′(xn). Hernández y Rubio muestran que a medida que
aumenta el valor de λ, aumenta la velocidad de convergencia de los métodos iterativos
de la familia (2), pero sin llegar a alcanzar el orden de convergencia cuadrático del
método de Newton.

Por otra parte, si consideramos X = Y , es conocido que si en el método de New-
ton se aproxima F ′(xn) por la diferencia dividida de primer orden [xn, xn + F(xn); F] ,
obtenemos el método de Steffensen ([4], [12]), cuyo algoritmo es











x0 ∈ Ω,

yn = xn + F(xn),

xn+1 = xn − [xn, yn; F]−1F(xn), n≥ 0,

(3)

que evidentemente es un método iterativo punto a punto. En este caso, se mantiene la
convergencia cuadrática del método de Newton.

En esta memoria vamos a analizar con detalle los métodos iterativos (2) y (3) desde
diferentes puntos de vista y con el claro objetivo de mejorar los estudios ya existentes
para estos métodos desde el punto de vista de la accesibilidad.

A la hora de estudiar la aplicabilidad de un método iterativo en la resolución de una
ecuación no lineal, aparecen dos problemas importantes: en primer lugar, la localización
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Introducción

de aproximaciones iniciales suficientemente buenas, de manera que el método iterativo
converja empezando en ellas; y en segundo lugar, que la sucesión dada por el método
iterativo converja a una solución de la ecuación a resolver.

Empezando por el segundo problema, destacamos que, a la hora de estudiar la con-
vergencia de un método iterativo, existen tres tipos de convergencia: local, semilocal y
global. En primer lugar, los resultados denominados de convergencia local. A partir de
determinadas condiciones para el operador F y exigiendo condiciones a una solución de
F(x) = 0, estos resultados proporcionan la denominada bola de convergencia del mé-
todo iterativo, que indica la accesibilidad de la raíz a partir de aproximaciones iniciales
consideradas en dicha bola. En segundo lugar, tenemos los resultados denominados de
convergencia semilocal. Estos resultados, a partir de determinadas condiciones para el
operador F y exigiendo condiciones a las aproximaciones iniciales de la raíz, propor-
cionan el denominado dominio de parámetros correspondiente a las condiciones que
deben de verificar las aproximaciones iniciales para tener asegurada la convergencia de
la sucesión dada por el método iterativo a la solución. Por último, tenemos los resulta-
dos de convergencia global. Estos resultados, a partir de condiciones para el operador
F , aseguran la convergencia de la sucesión a la solución independientemente de las
aproximaciones iniciales.

Como vemos, todos los resultados relativos a la resolución de los problemas plantea-
dos pasan por exigir determinadas condiciones al operador F . Sin embargo, la existen-
cia de condiciones para la solución, para las aproximaciones iniciales, o para ninguna
de éstas, determinan los diferentes tipos de resultados. El estudio de la convergencia
local tiene el inconveniente de tener que asegurar que una solución x∗ de F(x) = 0,
que desconocemos, verifique determinadas condiciones. Por otra parte, la ausencia de
condiciones para las aproximaciones iniciales, e incluso para una solución, hace que el
estudio de la convergencia global sea, en general, excesivamente particular en cuanto
al tipo de operadores a tratar.

En esta memoria vamos a hacer hincapié solo en la convergencia semilocal de los
procesos iterativos que aparecen a lo largo de ella, pero estudiándola con diferentes
técnicas de demostración y viendo qué es lo que aporta cada una de ellas en el estudio
de los métodos iterativos aquí presentados.

Comenzamos recordando el resultado de convergencia semilocal dado en [62] para
la familia de métodos iterativos (2) en condiciones de diferenciabilidad para el operador
F y demostrado mediante una técnica basada en relaciones de recurrencia. Esta técni-
ca de demostración ha sido desarrollada por el grupo de investigación PRIENOL para
demostrar la convergencia semilocal de distintos métodos iterativos ([39], [40], [41],
[45], [49]). Veremos cuál es el principal problema que se deduce del resultado dado en
[62] y cómo podemos solventarlo utilizando una novedosa técnica que consiste en una
sencilla modificación de la técnica anterior. Además, veremos que esta novedosa técnica
permite analizar situaciones en las que el operador F sea no diferenciable, lo cual, como
veremos después, puede ser importante desde el punto de vista práctico.

El estudio inicial que hacemos de la convergencia semilocal para el método de Stef-
fensen lo realizamos en condiciones de diferenciabilidad para el operador F y lo desarro-
llaremos mediante la conocida técnica de las sucesiones mayorizantes introducida por
Kantorovich para el método de Newton en [71]. Posteriormente, estudiaremos de nuevo
la convergencia semilocal de este método, pero ahora utilizando la nueva técnica intro-
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ducida anteriormente para estudiar la convergencia semilocal de la familia de métodos
iterativos (2), lo que permite aproximar soluciones de ecuaciones no lineales en las que
los operadores implicados sean no diferenciables mediante el método de Steffensen.

Por otra parte, la localización de buenas aproximaciones iniciales a partir de las cua-
les un método iterativo converge juega un papel destacado a la hora de elegir un método
iterativo para aproximar una solución de una ecuación no lineal. Es aquí donde pres-
taremos especial atención a lo largo de toda la memoria. En general, un inconveniente
que plantean los métodos iterativos que utilizan diferencias divididas es que su aplica-
bilidad es reducida porque los dominios de puntos de salida, a partir de los cuales está
garantizada la convergencia de los métodos, son reducidos. Así, teniendo en cuenta este
inconveniente, nos hemos planteado como principal objetivo en esta memoria la mejora
de los dominios de puntos de salida de los métodos (2) y (3).

La mejora de los dominios de puntos de salida de la familia de métodos iterativos
(2) la vamos a realizar a partir de dos procedimientos diferentes. Cuando exijamos que
el operador F sea diferenciable, situación ya abordada en [62], utilizaremos un método
iterativo híbrido (predictor-corrector) que permita utilizar un método iterativo de la
familia (2) empezando en una cierta iteración previamente calculada con un método
iterativo menos exigente a la hora de encontrar buenas aproximaciones iniciales que
garanticen la convergencia semilocal del mismo. En concreto, utilizaremos el conocido
método modificado de la secante, cuyo orden de convergencia es simplemente lineal.
En segundo lugar, veremos que la novedosa técnica de la que ya hemos hablado antes,
desarrollada para estudiar la convergencia semilocal de métodos iterativos, proporciona
ya de por sí mejores dominios de puntos de salida para la familia de métodos iterativos
(2) que la dada en [62].

Las dos mejoras del dominio de puntos de salida del método de Steffensen que se
presentan se han llevado a cabo desde una misma perspectiva: la construcción de un
método iterativo híbrido (predictor-corrector); si bien, contemplamos dos enfoques di-
ferentes cuando se construye el método iterativo híbrido (predictor-corrector). En pri-
mer lugar, cuando exijamos que el operador F sea diferenciable, comenzamos iterando
con el método modificado de Newton y, a partir de cierta iteración de éste, utilizaremos
el método de Steffensen. En segundo lugar, cuando no es necesaria la diferenciabilidad
del operador F , utilizamos el método modificado de la secante para empezar a iterar y,
posteriormente, utilizamos el método de Steffensen a partir de cierta iteración.

En cuanto a la estructura de esta memoria, la hemos dividido en tres partes con cinco
capítulos y es autocontenida. La mayoría de los resultados teóricos aquí presentados se
han demostrado de manera rigurosa y didáctica para que el lector interesado los pueda
seguir sin dificultad. Y, para los pocos resultados teóricos que no se han demostrado, se
ha citado la fuente donde poder consultarlos.

La primera parte de la memoria consta de un solo capítulo en el que se introdu-
cen los espacios de Banach y presentan los conceptos básicos que se utilizan a lo largo
de la memoria, destacando aquellos que aparecen con mayor frecuencia, como son la
diferenciación de operadores y las diferencias divididas en espacios de Banach.

La segunda parte de la memoria está dedicada a la familia de métodos iterativos con
memoria definida en (2), a los que llamaremos métodos tipo secante como consecuen-
cia de su origen geométrico en el caso escalar. Esta parte consta de dos capítulos. En
el primero analizamos la convergencia semilocal de estos métodos mediante una teoría
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Introducción

basada en relaciones de recurrencia, que como hemos indicado antes ha sido desarrolla-
da por el grupo PRIENOL a través de distintos trabajos en los que se estudian diferentes
métodos iterativos. Veremos que el dominio de puntos de salida que se obtiene es muy
reducido y lo mejoraremos a partir de la construcción de un método iterativo híbrido
(predictor-corrector). Este estudio se llevará a cabo en condiciones de diferenciabilidad
para el operador F . En concreto, exigiremos que la diferencia dividida de primer orden
[x , y; F] sea Lipschitz continua en el dominio Ω:

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ K(‖x − u‖+ ‖y − v‖), K ≥ 0, x , y, u, v ∈ Ω, x 6= y, u 6= v.

En el segundo capítulo de esta parte, el tercero de la memoria, es donde presentamos
la nueva técnica de demostración de la convergencia semilocal, aplicada aquí a los mé-
todos tipo secante. Vemos que no hay necesidad de construir un método iterativo híbrido
(predictor-corrector) para mejorar los dominios de puntos de salida de los métodos tipo
secante. Además, tampoco existe la necesidad de que el operador F sea diferenciable;
de hecho, la condición que se le exige al operador F es que la diferencia dividida de
primer orden [x , y; F] verifique la siguiente condición en el dominio Ω:

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ L + K(‖x − u‖+ ‖y − v‖); L, K ≥ 0; x , y, u, v ∈ Ω; x 6= y, u 6= v.

La tercera parte de esta memoria versa sobre el método de Steffensen, que recorde-
mos es un método iterativo punto a punto que no utiliza derivadas y que tiene el mismo
orden de convergencia cuadrático que el método de Newton. Esta parte también consta
de dos capítulos. En el primer capítulo de esta parte, el cuarto de la memoria, analizamos
la convergencia semilocal de este método desde la perspectiva de Kantorovich, utilizan-
do sucesiones mayorizantes. Para ello, exigimos que el operador F sea diferenciable y
F ′ Lipschitz continua en el dominio Ω,

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K ‖x − y‖, K ≥ 0, x , y ∈ Ω.

Como en estas condiciones el dominio de puntos de salida del método de Steffensen es
reducido con respecto al del método de Newton, buscamos una salida a este inconve-
niente que consiste en construir un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que
comienza calculando cierto número de iteraciones mediante el método modificado de
Newton, cuyo orden de convergencia es lineal, para pasar después al método de Steffen-
sen y aprovechar así su convergencia cuadrática. En el segundo capítulo de esta tercera
parte, el quinto de la memoria, es donde aprovechamos de nuevo las ventajas de la
nueva teoría para demostrar la convergencia semilocal, que hemos presentado en el ca-
pítulo 3 y que no necesita que el operador F sea diferenciable, y mejorar así el dominio
de puntos de salida del método de Steffensen. Para darle un enfoque todavía más gene-
ral, exigiremos que la diferencia dividida de primer orden [x , y; F] cumpla la siguiente
condición en el dominio Ω:

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ω(‖x − u‖,‖y − v‖), x , y, u, v ∈ Ω, x 6= y, u 6= v,

dondeω : R+×R+→ R+ es una función no decreciente en sus dos argumentos. Además,
para completar el estudio de la mejora del dominio de puntos de salida del método de
Steffensen, terminamos construyendo un método iterativo híbrido (predictor-corrector)
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Introducción

que comienza calculando un número finito de iteraciones con el método modificado de
la secante y termina aprovechando, de nuevo, la convergencia cuadrática del método de
Steffensen y sin necesitar que el operador F sea diferenciable.

Para terminar, destacamos que se han ilustrado todos los desarrollos teóricos reali-
zados en esta memoria con la resolución de sistemas de ecuaciones no lineales, tanto
en situaciones diferenciables como no diferenciables, que surgen de la discretización de
ecuaciones integrales de Hammerstein y de problemas conservativos en los que están
implicados problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Capítulo 1

Conceptos básicos

En este capítulo hacemos una introducción escueta de los espacios de Banach. Para un
estudio más detallado de estos espacios se puede consultar cualquiera de los numerosos
tratados que hay en la bibliografía matemática, entre los que citamos los de Berberian
[21], Rudin [92] y Curtain-Pritchard [31].

Como dice Wojtaszczyk [102] en su introducción, de los espacios de Banach no po-
demos esperar que nos resuelvan los problemas que estemos tratando, pero sí que nos
hagan ver dichos problemas con un nuevo enfoque y nos permitan aislar sus característi-
cas esenciales. Obtendremos así una gran generalidad en los resultados que obtenemos.
Además en muchos casos, el utilizar las técnicas y los teoremas generales de los espa-
cios de Banach nos puede sugerir nuevos problemas. Al trabajar con espacios de Banach
abarcamos una gran amplitud de situaciones, tales como ecuaciones en el campo real
o complejo, sistemas de ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecua-
ciones integrales.

1.1. Espacios de Banach

La estructura métrica se basa en la generalización de la idea de valor absoluto de un
número real o módulo de un número complejo.

Para cada elemento x de un espacio lineal X , se define norma de x al número real
no negativo ‖x‖ que satisface las siguientes tres condiciones:

N1 : ‖x‖> 0 si x 6= 0, ‖0‖= 0,

N2 : ‖λx‖= |λ|‖x‖ para todo λ ∈ K ,

N3 : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Además, un espacio lineal X en el que hay definida una norma se llama espacio normado.
En general, en un espacio normado se pueden introducir diferentes normas. Indica-

mos a continuación cómo relacionar las diferentes normas que podemos definir en un
espacio lineal. El concepto que las relaciona es el de normas equivalentes. Así, se dice
que dos normas diferentes ‖x‖ y ‖x‖′ de un espacio lineal son equivalentes si existen
constantes a, b tales que 0< a < b y

a‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ b‖x‖ para todo x ∈ X .

9
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Es conocido que en un espacio lineal de dimensión finita todas las normas son equiva-
lentes [73].

Una clase importante de los espacios lineales normados son los llamados espacios de
Banach. En la solución de muchos problemas el asunto a tratar es la existencia de un
límite x∗ de una sucesión {xn} en un espacio normado X ; situación familiar en el análisis
clásico vinculada a la idea de completitud. Es interesante destacar que la completitud
no se deduce de las propiedades de los espacios normados, sino que es una propiedad
adicional que un espacio puede tener o no.

Definición 1.1. Se dice que un espacio normado X es completo si toda sucesión de Cauchy
es convergente a un límite que es un elemento de X .

Definición 1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

A continuación damos algunos ejemplos de espacios de Banach.

Ejemplo 1.3. Los espacios realRn y complejoCn con la norma ‖·‖p, 1≤ p ≤∞, definida
por

‖x‖p =

�

n
∑

i=1

|x i|p
�

1
p

1≤ p <∞ y ‖x‖∞ =máx
(i)
|x i|, i = 1,2, . . . , n,

son espacios de Banach.

Ejemplo 1.4. El espacio C ([a, b]) de las funciones reales de una variable que son con-
tinuas en el intervalo cerrado [a, b] es un espacio de Banach para la norma

‖x‖∞ = máx
t∈[a,b]

|x(t)|.

Ejemplo 1.5. También se puede ver que los espacios C n ([a, b]) son espacios de Banach
para las normas

‖x‖∞ =máx{‖x‖,‖x ′‖, . . . ,‖x (n)‖}

y
‖x‖1 = ‖x‖+ ‖x ′‖+ · · ·+ ‖x (n)‖,

donde ‖ · ‖ denota la norma en C ([a, b]).

En cálculo se trabaja con funciones reales definidas sobre un intervalo real. En aná-
lisis funcional, consideramos espacios más generales, tales como espacios métricos o
normados y aplicaciones entre dichos espacios. En este caso, a estas aplicaciones se les
llama operadores. Diremos que un operador T aplica el espacio X en Y si a un elemento
x ∈ X le hace corresponder un elemento T (x) ∈ Y . En principio, T no tiene por qué
estar definido sobre todo el espacio X ni recorrer todos los valores de Y . Al conjunto de
puntos de X donde está definido T lo llamamos dominio de T , y lo denotaremos D(T ),
y al conjunto de valores de Y que toma el operador T lo llamamos rango de T , y lo
denotamos R(T ).

De especial interés son aquellos operadores que conservan las operaciones algebrai-
cas de los espacios donde están definidos.
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Definición 1.6. Un operador L que aplica un espacio lineal X en otro espacio lineal Y ,
ambos espacios sobre el mismo cuerpo K, se dice lineal si, para todo x1, x2 ∈ X , tenemos

L(x1 + x2) = L(x1) + L(x2),

y, para todo x ∈ X y todo λ ∈ K,

L(λx) = λL(x).

Es muy corriente en análisis funcional emplear la notación Lx en lugar de L(x) para
los operadores lineales.

Definición 1.7. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice acotado si existe
un número real c tal que, para todo x ∈ D(T ), se cumple

‖T (x)‖ ≤ c‖x‖. (1.1)

Observamos que la norma de la izquierda es la del espacio Y y la de la derecha la
del espacio X , aunque las hayamos denotado igual.

Notar que en el caso de operadores acotados, la imagen no tiene por qué estar aco-
tada, lo que verifican estos operadores es que transforman conjuntos acotados en con-
juntos acotados.

Al conjunto de los operadores lineales y acotados entre dos espacios lineales X e Y
lo denotaremos a partir de ahora por L (X , Y ). Es fácil ver que L (X , Y ) es un espacio
lineal sobre el mismo cuerpo K .

A continuación, vamos a definir una norma en el conjunto de operadores acotados.
Dejando a un lado el caso en que x = 0, nos podemos preguntar cuál es el menor número
c que verifica (1.1). De aquí surge la idea para definir la norma de un operador.

Definición 1.8. Sea T un operador acotado. Definimos la norma de T como

‖T‖= ı́nf{c;‖T (x)‖ ≤ c‖x‖, x ∈ D(T ), x 6= 0}= sup
x∈D(T )

x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

·

Como consecuencia, si T es acotado, entonces

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖. (1.2)

Otra fórmula alternativa para la norma anterior, cuando el operador T es lineal, es
la siguiente:

‖T‖= sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖T (x)‖. (1.3)

Que estas fórmulas son equivalentes y que todas ellas son en efecto normas puede
verse en [73]. Además, también se tiene que el espacio L (X , Y ) con Y completo y la
norma (1.3) es un espacio completo [73].

Teorema 1.9. Si un espacio normado X es de dimensión finita, entonces cada operador
lineal en X es acotado.
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Definición 1.10. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice continuo en
un punto x̃ ∈ X si para toda sucesión {xn}, tal que

ĺım
n→∞

xn = x̃ , se tiene ĺım
n→∞

T (xn) = T ( x̃).

Diremos que un operador es continuo si lo es en todos los puntos de su dominio.
Esta definición generaliza la idea de función continua del cálculo. Los operadores

lineales tienen la siguiente propiedad:

Teorema 1.11. Sea T un operador lineal entre dos espacios normados. Entonces,

(i) T es continuo si y sólo si es acotado.

(ii) Si T es continuo en un punto, entonces T es continuo en todos los puntos de su domi-
nio.

A continuación introducimos el concepto de Lipschitz continuidad.

Definición 1.12. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice que satisface
una condición de Lipschitz (o que es Lipschitz continuo) si existe una constante K ≥ 0 tal
que

‖T (x)− T (y)‖ ≤ K ‖x − y‖, ∀x , y ∈ X .

En tal caso, K se llama la constante de Lipschitz del operador T .

Ahora introducimos el operador inverso de uno dado, operador fundamental para
resolver ecuaciones de la forma Lx = y , donde L es un operador lineal.

Definición 1.13. Sea L es un operador lineal y acotado de X en Y . Si existe un operador
L−1 que aplica R(L) en D(L), de manera que

L−1 Lx = x , para todo x ∈ D(L),

LL−1 y = y, para todo y ∈ R(L),

diremos que L tiene inverso y que L−1 es el inverso de L.

Se puede probar que si L−1 existe, entonces también es un operador lineal. Una
propiedad algebraica que garantiza la existencia del inverso es la siguiente: si de la
relación Lx = 0 se deduce que x debe ser cero, entonces L tiene inverso. Esta condición
es además una condición necesaria.

La condición anterior es en general difícil de comprobar. Necesitaremos entonces una
caracterización analítica del concepto de inversión. Para ello, los siguientes resultados
son fundamentales [71, 89].

Lema 1.14 (Banach). Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X veri-
ficando

‖L‖ ≤ k < 1.

Entonces, el operador I − L tiene inverso continuo y cumple

‖(I − L)−1‖ ≤
1

1− k
·

12
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Unas ligeras variantes del lema anterior son los siguientes resultados.

Lema 1.15. Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X . Existe L−1 si y
sólo si existe un operador inversible M ∈ L (X , X ) tal que

‖I −M L‖< 1.

En este caso,

L−1 =
∞
∑

n=0

(I −M L)nM y ‖L−1‖ ≤
‖M‖

1− ‖I −M L‖
·

Lema 1.16. Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X . Existe L−1 si y
sólo si existe un operador lineal acotado M en X tal que existe M−1 y

‖M − L‖<
1

‖M−1‖
·

En este caso,

L−1 =
∞
∑

n=0

(I −M−1 L)nM−1

y

‖L−1‖ ≤
‖M−1‖

1− ‖I −M−1 L‖
≤

‖M−1‖
1− ‖M−1‖‖M − L‖

·

1.2. Diferenciación de operadores

En esta sección presentamos algunos de los conceptos y resultados básicos del cálcu-
lo diferencial en espacios de Banach. A parte del interés que esta sección pueda tener
por sí misma, en ella se establecerá el contexto que permitirá resolver ecuaciones con
operadores no lineales.

Comenzamos dando una primera definición de derivada para operadores definidos
en espacios de Banach.

Definición 1.17. Dado x0 ∈ X , si existe un operador L ∈ L (X , Y ) de manera que, para
todo x ∈ X , se cumple

ĺım
h→0

F(x0 + hx)− F(x0)
h

= L(x), (1.4)

entonces se dice que F es diferenciable Gateaux (o diferenciable débilmente) en x0. En esta
situación, el operador lineal L es la derivada de F en x0 y lo denotaremos L = F ′(x0).

Sin embargo, la derivada Gateaux no es una buena generalización del concepto de
derivada para funciones escalares, como pone de manifiesto la existencia de funciones
derivables Gateaux y no continuas. Para estar seguros de que las funciones diferenciables
son continuas, podemos introducir el siguiente concepto más fuerte de derivada.

13



Capítulo 1. Conceptos básicos

Definición 1.18. Si el límite de la ecuación (1.4) es uniforme en el conjunto {x ∈ X ;‖x‖=
1}, entonces se dice que F es diferenciable Fréchet (o simplemente diferenciable) en x0. En
este caso, el operador lineal L = F ′(x0) se llama derivada de F en x0.

Equivalentemente, el concepto de diferenciabilidad se puede expresar de la siguiente
forma. Dado x0 ∈ X , si existe un operador lineal y continuo L de X en Y de manera que

ĺım
‖v‖→0

‖F(x0 + v)− F(x0)− Lv‖
‖v‖

= 0,

entonces F es diferenciable Fréchet en x0 y el operador F ′(x0) = L se denomina derivada
de F en x0.

Decir que en el cálculo diferencial en espacios de Banach los operadores lineales
acotados juegan un papel similar al de las constantes en el cálculo diferencial real o
complejo.

Ejemplo 1.19. Si F es un operador de Rn en Rm que, a una n-tupla (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,
le hace corresponder (F1(x1, x2, . . . , xn), F2(x1, x2, . . . , xn), . . . , Fm(x1, x2, . . . , xn)) ∈ Rm,
tenemos que la derivada F ′ en un punto x0 = (x

(0)
1 , x (0)2 , . . . , x (0)n ) se representa por la

matriz Jacobiana

F ′(x0) =



















∂ F1

∂ x1

∂ F1

∂ x2
· · · ∂ F1

∂ xn

∂ F2

∂ x1

∂ F2

∂ x2
· · · ∂ F2

∂ xn

...
... . . . ...

∂ Fm

∂ x1

∂ Fm

∂ x2
· · · ∂ Fm

∂ xn



















x=x0

.

Para ver esto, notamos que la matriz F ′(x0) =

�

∂ Fi

∂ x j

�

x=x0

es un operador lineal acotado

de Rn en Rm, puesto que es una matriz m× n con coeficientes constantes [89].

Uno de los resultados que se pierden al pasar de los números reales a espacios más
generales es el Teorema del Valor Medio, que asegura que si f es una función diferen-
ciable en un intervalo [a, b], entonces

f (b)− f (a) = f ′(ξ)(b− a), donde ξ ∈ (a, b).

Veremos ahora una desigualdad que generaliza al Teorema del Valor Medio. Para
ello, dados dos puntos x e y , definimos el segmento que los une como

[x , y] = {x +λ(y − x);λ ∈ [0, 1]}.

Diremos que un conjunto Ω es convexo si para cualesquiera x , y ∈ Ω, el segmento [x , y]
que los une está contenido en Ω.

Teorema 1.20 (Teorema del Valor Medio). Sean X e Y dos espacios de Banach y F :
X → Y un operador diferenciable en un conjunto convexo Ω ⊆ X . Entonces, si x0, x1 ∈ Ω,
se tiene

‖F(x1)− F(x0)‖ ≤ sup
0<θ<1








F ′
�

x0 + θ (x1 − x0)
�








‖x1 − x0‖.
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Corolario 1.21. Con la notación anterior se tiene

‖F(x1)− F(x0)− F ′( x̄)(x1 − x0)‖

≤ sup
0<θ<1








F ′
�

x0 + θ (x1 − x0)
�

− F ′( x̄)







‖x1 − x0‖ con x̄ ∈ [x0, x1].

La demostración del corolario anterior se obtiene aplicando el teorema 1.20 al ope-
rador F − F ′( x̄).

1.3. Integración de operadores

A continuación comentamos algunos aspectos sobre el cálculo integral en espacios de
Banach. En primer lugar, definimos la integral en el sentido de Riemann para una función
de variable real y con valores en un espacio de Banach. A continuación, apoyándonos en
la definición anterior, definimos la integral de una función entre dos espacios de Banach
en general.

Definición 1.22. Sea F definida en un intervalo real [a, b] y con valores en un espacio de
Banach Y . Entonces podemos definir la integral de F como el límite de las siguientes sumas

n−1
∑

k=0

F(τk)(tk+1 − tk),

donde a = t0 < t1 < · · · < tn = b y τk ∈ [tk, tk+1], cuando máx
(k)
{tk+1 − tk} tiende a cero.

Si el límite dirigido anterior existe, lo llamaremos integral de F y lo denotaremos por
∫ b

a

F(t) d t.

Evidentemente, si la integral existe, es un elemento de Y . Una condición suficiente
para que exista dicha integral es que la función F sea continua en el intervalo cerrado
[a, b].

Las propiedades de esta integral se deducen de las conocidas para la integral de
Riemann en el caso real [71].

Definición 1.23. Supongamos ahora que T es un operador definido en un segmento [x0, x1] ⊆
X y con valores en el espacio L (X , Y ). En este caso, definimos:

∫ x1

x0

T (x) d x =

∫ 1

0

T
�

x0 + t(x1 − x0)
�

(x1 − x0) d t.

Notar que en este caso, la función T
�

x0+[·](x1−x0)
�

(x1−x0) está en las condiciones
de la definición 1.22 con [a, b] = [0,1].

Si en la definición anterior se considera el caso particular de que T = F ′, donde F es
un operador de X en Y que tiene derivada continua en el segmento [x0, x1], tenemos el
siguiente teorema que generaliza la conocida regla de Barrow del cálculo.
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Teorema 1.24. Si F es un operador de X en Y con derivada continua en el segmento
[x0, x1] ⊂ X , entonces

∫ x1

x0

F ′(x) d x = F(x1)− F(x0). (1.5)

El siguiente resultado nos permite acotar la integral de un operador que esté acotado
por una función real ([71]).

Lema 1.25. Sea T un operador en las condiciones de la definición 1.23 y φ(t) una función
real definida en [0, 1] e integrable. Si se verifican








T
�

x0 +τ(x1 − x0)
�








≤ φ
�

t0 +τ(t1 − t0)
�

, τ ∈ [0, 1],

y
‖x1 − x0‖ ≤ t1 − t0,

entonces















∫ x1

x0

T (x) d x
















≤
∫ t1

t0

φ(t) d t.

Como caso particular del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.26. Si se cumple la desigualdad

‖T (x)‖ ≤ φ(t),

para x y t verificando
‖x − x0‖ ≤ t − t0,

entonces















∫ x1

x0

T (x) d x
















≤
∫ t1

t0

φ(t) d t,

donde x1 es un elemento que cumple ‖x1 − x0‖ ≤ t1 − t0.

Terminamos con el Teorema de Taylor. Aunque hay varios enunciados similares [26],
hemos elegido el siguiente por su comodidad a la hora de utilizarlo.

Teorema 1.27 (Teorema de Taylor). Supongamos que F es un operador n veces diferen-
ciable en la bola B(x0, r) y que F (n) es integrable en el segmento [x0, x1] con x1 ∈ B(x0, r).
Entonces,

F(x1) = F(x0) +
n−1
∑

k=1

1

k!
F (k)(x0)(x1 − x0)

k + Rn(x0, x1), (1.6)

donde

Rn(x0, x1) =
1

(n− 1)!

∫ x1

x0

F (n)(x)(x1 − x)n−1 d x

=
1

(n− 1)!

∫ 1

0

F (n)
�

x0 + t(x1 − x0)
�

(x1 − x0)
n(1− t)n−1 d t. (1.7)
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1.4. Diferencias divididas

En esta sección trataremos resumidamente alguno de los conceptos que posterior-
mente serán utilizados en el desarrollo de esta memoria. Somos conscientes de que lo
aquí abordado necesita de un desarrollo más detallado del que aquí se presenta. Es por
ello que fundamentalmente nos esforzaremos simplemente en resumir ordenadamente
algunos de los resultados que posteriormente se utilizan.

El concepto de diferencia dividida en espacios de Banach fue introducido por J.
Schröder [94] generalizando el concepto de diferencia dividida de una función esca-
lar de la misma forma que la derivada Fréchet de un operador en espacios de Banach
generaliza el de la derivada de una función escalar.

Así, de forma natural, al considerar una diferencia dividida como una aproximación
de una derivada, si F es un operador entre dos espacios de Banach X e Y , a partir de la
estimación

F(x)≈ F(y) + F ′(y)(x − y) ⇒ F(x)− F(y)≈ F ′(y)(x − y)

y teniendo en cuenta que F ′(y) ∈ L (X , Y ), es claro que una diferencia dividida en es-
pacios de Banach, al ser una aproximación de la derivada, debe ser un operador lineal
acotado de X en Y que, al aplicarlo a (x − y), es igual a F(x)− F(y). Definimos formal-
mente a continuación el concepto de diferencia dividida de primer orden de un operador
F en espacios de Banach.

Definición 1.28. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador y Ω un
subconjunto abierto convexo no vacío de X . Un operador L ∈ L (X , Y ) se dice que es una
diferencia dividida de primer orden de F en los puntos x e y, x 6= y, si

L(x − y) = F(x)− F(y). (1.8)

En adelante, si L ∈ L (X , Y ) es una diferencia dividida de primer orden del operador
F en los puntos x e y , la denotaremos también por L = [x , y; F].

La condición (1.8) no determina la unicidad de la diferencia dividida a menos que la
dimensión de X sea uno (diferencia dividida en R). Se puede probar que si dim(X ) = d y
dim(Y ) = d ′, entonces existen d ′(d−1)+1 operadores lineales de E1 en E2 cumpliendo
(1.8) y que son linealmente independientes, donde E1 es un espacio normado completo
y E2 es un espacio normado [88].

Para la existencia de diferencias divididas de un operador, se puede ver [17]. Para
ejemplos en algunos espacios particulares, ver [99]. A continuación, damos dos ejemplos
en espacios de dimensión finita.

Ejemplo 1.29. Consideramos el caso X = Y = R2 y denotamos por F1 y F2 las compo-
nentes del operador F . Es decir,

para x =
�

x1
x2

�

∈ R2, tenemos F(x) =
�

F1(x1, x2)
F2(x1, x2)

�

.

Entonces, cada uno de los operadores lineales A1 y A2, dados por las matrices

A1 =

 

F1(x1,y2)−F1(y1,y2)
x1−y1

F1(x1,x2)−F1(x1,y2)
x2−y2

F2(x1,y2)−F2(y1,y2)
x1−y1

F2(x1,x2)−F2(x1,y2)
x2−y2

!
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A2 =

 

F1(x1,x2)−F1(y1,x2)
x1−y1

F1(y1,x2)−F1(y1,y2)
x2−y2

F2(x1,x2)−F2(y1,x2)
x1−y1

F2(y1,x2)−F2(y1,y2)
x2−y2

!

,

verifican (1.8).
Por otra parte, si F es diferenciable y su derivada Fréchet F ′ es continua en el seg-

mento [x , y] = {t x + (1− t)y; t ∈ [0,1]}, el operador lineal dado por

A3 =

∫ 1

0

F ′(x + t(y − x)) d t,

también verifica (1.8). Esto significa que cualquiera de los tres operadores anteriores son
diferencias divididas del operador F en los puntos x e y . Además, cualquier combinación
convexa de A1, A2 y A3 es también una diferencia dividida de F en x e y .

Ejemplo 1.30. Consideramos el espacio Rn con la norma del máximo, de manera que
si x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y A= (ai j)ni, j=1 ∈ L (R

n,Rn), tenemos

‖x‖∞ =máx
i
|x i|, ‖A‖∞ =máx

i

n
∑

j=1

|ai j|, i = 1,2, . . . , n.

Sea D un dominio abierto de Rn y F un operador definido en D, con valores en Rn y tal
que F(x) = (F1(x), . . . , Fn(x)). Sean x e y dos puntos distintos de D y denotamos por
[x , y; F] la matriz con entradas

[x , y; F]i j =
1

x j − y j

�

Fi(x1, . . . , x j, y j+1, . . . , yn)− Fi(x1, . . . , x j−1, y j, . . . , yn)
�

.

Es sencillo comprobar que el operador anterior [x , y; F] ∈ L (Rn,Rn) verifica la con-
dición (1.8). En efecto, veamos que se cumple

�

[x , y; F](x − y)
�

i
=
�

F(x)− F(y)
�

i
,

puesto que
�

[x , y; F](x − y)
�

i
=

n
∑

j=1

[x , y; F]i j(x j − y j)

=
n
∑

j=1

�

Fi(x1, . . . , x j, y j+1, . . . , yn)− Fi(x1, . . . , x j−1, y j, . . . , yn)
�

=
�

Fi(x1, y2, . . . , yn)− Fi(y1, y2, . . . , yn)
�

+
�

Fi(x1, x2, y3, . . . , yn)− Fi(x1, y2, . . . , yn)
�

+ · · ·+
�

Fi(x1, . . . , xn−1, yn)− Fi(x1, . . . , xn−2, yn−1, yn)
�

+
�

Fi(x1, . . . , xn)− Fi(x1, . . . , xn−1, yn)
�

= Fi(x1, . . . , xn)− Fi(y1, . . . , yn) =
�

F(x)− F(y)
�

i
.

A menudo, se requiere que la aplicación [·, ·; F] : X ×Y →L (X , Y ), tal que (x , y)→
�

x , y; F
�

∈ L (X , Y ), satisfaga una condición tipo Lipschitz en algún dominio, lo que
implica que el operador F sea diferenciable en el dominio, tal y como veremos después.
Nosotros utilizaremos dicha condición en la forma en que lo hace Laarsonen en [75].
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Definición 1.31. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador,
Ω un subconjunto abierto convexo no vacío de X y x e y dos puntos distintos de Ω que
tienen asociada una diferencia dividida de primer orden [x , y; F] ∈ L (X , Y ). Diremos que
la diferencia dividida de primer orden [x , y; F] es Lipschitz continua en Ω si existe una
constante K ≥ 0 tal que

‖
�

x , y; F
�

− [u, v; F]‖ ≤ K
�

‖x − u‖+ ‖y − v‖
�

; ∀x , y, u, v ∈ Ω; x 6= y, u 6= v. (1.9)

Veamos en el siguiente lema que la condición anterior implica que F es diferenciable
Fréchet en Ω ([88]).

Lema 1.32. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador, Ω un
subconjunto abierto convexo no vacío de X y x e y dos puntos distintos de Ω que tienen
asociada una diferencia dividida de primer orden [x , y; F] ∈ L (X , Y ) cumpliendo (1.9).
Entonces,

[x , x; F] = F ′(x), (1.10)

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ 2K ‖x − y‖, K ≥ 0. (1.11)

Notemos que en las condiciones indicadas se tiene que F ′ cumple una condición
Lipschitz de la forma (1.11) con constante de Lipschitz 2K .

Una consecuencia inmediata de (1.9) y (1.10) es:

‖[x , y; F]− F ′(z)‖ ≤ K
�

‖x − z‖+ ‖y − z‖
�

, K ≥ 0, ∀x , y, z ∈ Ω. (1.12)

Recíprocamente, si suponemos que F es diferenciable Fréchet en Ω y que su derivada
Fréchet satisface (1.11), entonces se sigue que F tiene tiene una diferencia dividida de
primer orden Lipschtz contínua en Ω. En efecto, para ello podemos tomar por ejemplo

�

x , y; F
�

=

∫ 1

0

F ′(x + t(y − x)) d t. (1.13)

Sin embargo, con la excepción del caso dim(X ) = 1, sabemos que ésta no es la única
diferencia dividida de primer orden Lipschitz contínua de F .

En el siguiente teorema [88] se da una caracterización de las diferencias divididas
de primer orden de la forma (1.13).

Teorema 1.33. Sea [·, ·; F] : Ω×Ω→ L (X , Y ) un operador que satisface las condiciones
(1.8) y (1.9). Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) La igualdad (1.13) se cumple para todo x , y ∈ Ω.

(ii) Para todo par de puntos u, v ∈ Ω tales que 2v − u ∈ Ω, se tiene

[u, v; F] = 2[u, 2v − u; F]− [v, 2v − u; F]. (1.14)

A continuación, exponemos brevemente algunas condiciones de tipo Lipschitz para
las diferencias divididas de primer orden que han sido utilizadas por otros autores.

La condición Lipschitz (1.9) ha sido utilizada, por ejemplo en [70], [75] y [87].
Utilizando la noción anterior de diferencia dividida Schmidt en [93] y Sergeev en [95]

19



Capítulo 1. Conceptos básicos

generalizan el método de la secante a espacios de Banach. Para probar la convergencia
de dicho método ambos consideran una condición Lipschitz de la forma:

‖
�

x , y; F
�

−
�

y, z; F
�

‖ ≤ K‖x − z‖, x , y, z ∈ Ω, K ≥ 0. (1.15)

Es fácil ver que (1.15) implica (1.9), puesto que

‖
�

x , y; F
�

−[u, v; F]‖ ≤ ‖
�

x , y; F
�

−
�

y, u; F
�

‖+‖
�

y, u; F
�

−[u, v; F]‖ ≤ K‖x−u‖+K‖y−v‖.

Además, tomando x = z en (1.15) se sigue
�

x , y; F
�

=
�

y, x; F
�

.
Numerosos ejemplos importantes de diferencias divididas satisfacen la condición

(1.9) pero no cumplen la relación simétrica anterior y, en consecuencia, no verifican
(1.15). Hacemos notar que en el ejemplo 1.29, A1 y A2 no son simétricas, mientras que
A3 y 1

2
A1 +

1
2
A2 si que lo son.

A continuación, generalizamos la condición de Lipschitz continuidad para la diferen-
cia dividida [x , y; F] ∈ L (X , Y ) suavizándola mediante la siguiente condición:

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ω
�

‖x − u‖,‖y − v‖
�

; x , y, u, v ∈ Ω, (1.16)

donde ω : R+×R+ → R+ es una función continua y no decreciente en sus dos compo-
nentes.

En el siguiente teorema veremos que la condición (1.16) verifica (1.10) cuando
ω(0,0) = 0 ([60]).

Teorema 1.34. Sea Ω un conjunto abierto convexo no vacío de un espacio de Banach
X . Suponemos que para cada par de puntos x , y ∈ Ω existe una diferencia dividida de
primer orden [x , y; F] ∈ L (X , Y ) satisfaciendo (1.16) y ω(0,0) = 0. Entonces, se verifica
la condición (1.10).

Es fácil ver ahora que la condición (1.16) generaliza la condición (1.9), sin más que
considerar ω(s, t) = K(s+ t).

Por otra parte, también podemos observar que si F no es diferenciable, entonces la
función ω dada en (1.16) es tal que ω(0, 0) > 0, como puede verse en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.35. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

x2 − y + 1+ 1
9
|x − 1|= 0,

y2 + x − 7+ 1
9
|y|= 0,

lo podemos escribir como F(x) = 0, donde x = (x1, x2) ∈ R2 y F : R2 → R2 con
F = (F1, F2) y

F1(x1, x2) = x1
2 − x2 + 1+ 1

9
|x1 − 1|,

F2(x1, x2) = x2
2 + x1 − 7+ 1

9
|x2|.

Tomando x = (x1, x2) ∈ R2 y la norma ‖x‖= ‖x‖∞ = máx
1≤i≤2

|x i|, la norma correspon-

diente a A∈ R2 ×R2 es:

‖A‖= máx
1≤i≤2

2
∑

j=1

|ai j|.
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Ahora, si v, w ∈ R2, podemos definir [v, w; F] ∈ L (R2,R2) como (véase [88])

[v, w; F]i1 =
Fi(v1, w2)− Fi(w1, w2)

v1 −w1
, [v, w; F]i2 =

Fi(v1, v2)− Fi(v1, w2)
v2 −w2

, i = 1,2.

Entonces,

[v, w; F] =





v2
1−w2

1

v1−w1
−1

1
v2

2−w2
2

v2−w2



+
1

9

 

|v1−1|−|w1−1|
v1−w1

0

0 |v2|−|w2|
v2−w2

!

y

‖[x , y; F]− [v, w; F]‖ ≤ ‖x − v‖+ ‖y −w‖+
2

9
,

de manera que ω(s, t) = s + t +
2

9
y ω(0,0) > 0. Observamos que esta situación surge

del hecho de que la función F es no diferenciable.

1.5. Algunas ecuaciones no lineales en espacios de Ba-
nach

La resolución de sistemas de ecuaciones no lineales de la forma F(x) = 0, donde
F : D ⊆ Rm → Rm está definida en un dominio abierto convexo no vacío D, es un
problema habitual de las ciencias y la ingeniería.

Notemos que los conocidos esquemas en diferencias finitas permiten transformar
problemas continuos, como ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales, en sistemas
de ecuaciones, tal como vemos a continuación.

1.5.1. Ecuaciones integrales de Hammerstein

Las ecuaciones de Hammerstein tienen un origen físico importante y surgen de la
dinámica de fluidos electromagnéticos [90]. En particular, las ecuaciones integrales no
lineales de tipo Hammerstein mixto son de la forma:

x(s) = f (s) +

∫ b

a

G(s, t)H(t, x(t)) d t, s ∈ [a, b], (1.17)

donde −∞ < a < b < +∞, la función f (s) es continua en [a, b] y dada, y el núcleo G
y la función H son conocidas. Estas ecuaciones aparecieron a principios de los años 30
del siglo XX como modelos generales del estudio de problemas de valores en la frontera
semilineales, donde el núcleo G(s, t) se presenta típicamente como la función de Green
de un operador diferencial [52]. Así, la ecuación (1.17) se puede reformular como un
problema de valores en la frontera de dos puntos con una cierta condición de contorno
no lineal [16]. También aparecen análogos multidimensionales de la ecuación (1.17)
como reformulaciones de una EDP elíptica con condiciones de contorno no lineales [79].
Ecuaciones integrales como (1.17) aparecen frecuentemente en numerosas aplicaciones
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del mundo real [19]. Por ejemplo, algunos problemas considerados en la teoría vehicular,
la biología y la teoría de colas llevan a ecuaciones integrales de este tipo [34]. Estas
ecuaciones también se aplican en la teoría de la transferencia radiactiva, en la teoría
del transporte de neutrones y en la teoría cinética de gases (véase [64] entre otros).
Destacamos además el papel significativo que juegan en varias aplicaciones [30], como
por ejemplo los modelos dinámicos de reactores químicos [22], que están gobernados
por ecuaciones de control, justificando así su estudio y resolución [53].

La resolución de la ecuación integral (1.17) es equivalente a resolver la ecuación
F(x) = 0, donde F : Ω ⊂ C ([a, b])→C ([a, b]) y

[F(x)](s) = x(s)− f (s)−
∫ b

a

G(s, t)H(t, x(t)) d t, s ∈ [a, b]. (1.18)

Notemos que, como ya hemos visto, C ([a, b]) con la norma del máximo es un espacio
de Banach y, por tanto, el operador (1.18) está definido entre dos espacios de Banach.

Cuando queremos aproximar una solución de la ecuación F(x) = 0, donde el opera-
dor F está definido por F : D ⊆ Rm → Rm en un dominio abierto convexo no vacío D,
mediante el método de Newton

¨

x0 ∈ D,

xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F(xn), n≥ 0,
(1.19)

lo que hacemos es resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en cada paso

F ′(xn)(xn+1 − xn) = −F(xn). (1.20)

En cambio, si el operador es de la forma F :C ([a, b])→C ([a, b]), no podemos utilizar
la idea anterior porque no sabemos resolver la ecuación integral que corresponde a la
ecuación (1.20) a partir de (1.18). Tampoco podemos aplicar directamente el método
de Newton ya que no conocemos el operador [F ′(x)]−1 para (1.18).

Así, como primer paso, discretizamos la ecuación (1.17) para transformarla en un
problema de dimensión finita. Consideramos entonces (1.17) con núcleo G la función
de Green en [a, b]× [a, b] y aproximamos la integral que aparece en (1.17) usando la
siguiente fórmula de cuadratura numérica de Gauss-Legendre con m nodos

∫ b

a

q(t) d t '
m
∑

i=1

wiq(t i),

donde los nodos t i y los pesos wi son conocidos.
Si denotamos la aproximación de x(t i) por x i y la de f (t i) por fi (i = 1, 2, . . . , m),

entonces la ecuación (1.17) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no li-
neales

x i = fi +
m
∑

j=1

ai jH(t j, x j) , j = 1, 2, . . . , m, (1.21)

donde

ai j = w jG(t i, t j) =







w j
(b−t i)(t j−a)

b−a
si j ≤ i,

w j
(b−t j)(t i−a)

b−a
si j > i.
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Ahora, el sistema (1.21) se puede escribir como

F(x)≡ x− f− Az= 0, F : Rm −→ Rm, (1.22)

donde
x= (x1, x2, . . . , xm)

T , f= ( f1, f2, . . . , fm)
T , A= (ai j)

m
i, j=1,

z= (H(t1, x1), H(t2, x2), . . . , H(tm, xm))
T .

1.5.2. Problemas conservativos

Es bien conocido que la energía se disipa en la acción de cualquier sistema dinámico
real, generalmente a través de algún tipo de fricción. Sin embargo, en ciertas situaciones
esta disipación es tan lenta que se puede despreciar en periodos de tiempo relativamente
cortos. En tales casos se supone la ley de conservación de la energía, es decir, que la suma
de la energía cinética y la energía potencial sea constante. Un sistema de este tipo se
dice que es conservativo.

Si ϕ y ψ son funciones arbitrarias con la propiedad de que ϕ(0) = 0 y ψ(0) = 0, la
ecuación general

µ
d2 x(t)

d t2 +ψ

�

d x(t)
d t

�

+ϕ(x(t)) = 0 (1.23)

puede ser interpretada como la ecuación del movimiento de una masa µ bajo la acción

de una fuerza restauradora −ψ
�

d x

d t

�

. En general, estas fuerzas no son lineales, y la

ecuación (1.23) se puede considerar como una ecuación básica de mecánica no lineal.
En este trabajo vamos a considerar el caso especial de un sistema no lineal conservativo
descrito por la ecuación

µ
d2 x(t)

d2 t
+ϕ(x(t)) = 0, (1.24)

en la que la fuerza de amortiguación es nula y, en consecuencia, no hay disipación de
energía. Diversos estudios de (1.23), con aplicaciones a un gran número de problemas
físicos, se pueden encontrar en las referencias clásicas [9] y [97].

Ahora, consideramos el caso especial de un sistema no lineal conservativo descrito
por la ecuación

d2 x(t)
d t2 +φ(x(t)) = 0 (1.25)

con condiciones de contorno
x(0) = x(1) = 0. (1.26)

La resolución de la ecuación diferencial (1.25) es equivalente a resolver la ecuación
F(x) = 0, donde F :C 2([0, 1])→C ([0, 1]) y

[F(x)](t) =
d2 x(t)

d t2 +φ(x(t)).

Notemos que, como ya hemos visto, C 2([0, 1]) es un espacio de Banach con la norma
‖x‖∞ = máx{‖x‖∞,‖x ′‖∞} teniendo en cuenta que C ([0,1]) es un espacio de Banach
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para la norma ‖ · ‖∞, de manera que el operador anterior F está definido entre dos
espacios de Banach.

Tal y como hemos indicado anteriormente, estamos interesados en aproximar una
solución de una ecuación no lineal F(x) = 0, donde F es un operador definido en un
dominio abierto convexo no vacío D de Rm y tal que F : D ⊆ Rm→ Rm. Así, a continua-
ción, utilizamos un proceso de discretización para transformar el problema de contorno
de segundo orden en un problema finito-dimensional. Transformamos entonces el pro-
blema (1.25)–(1.26) en un sistema de ecuaciones no lineales. Para ello se aproxima la
segunda derivada por una fórmula numérica estándar.

En primer lugar, introducimos los puntos t j = jh, j = 0, 1, . . ., m+1, donde h=
1

m+ 1
y m es un entero apropiado. El esquema es entonces designado por la determinación de
los números x j y se espera aproximar los valores x(t j) de la solución exacta en los puntos
t j. Una aproximación estándar para la segunda derivada en estos puntos es

x
′′

j ≈
x j−1 − 2x j + x j+1

h2 , j = 1,2, . . . , m,

de manera que un procedimiento natural para obtener dicho esquema es exigir que
los x j satisfagan en cada punto t j del interior de la malla la ecuación diferencial, y por
la aproximación indicada, tenemos

x j−1 − 2x j + x j+1 + h2φ(x j) = 0 (1.27)

y, como x0 y xm+1 están determinados por las condiciones de contorno, las incógnitas
son x1, x2, . . . , xm.

Adicionalmente, simplificamos mediante el uso de notación vectorial y matricial. In-
troducimos entonces los vectores

x=













x1

x2

...

xm













, vx =













φ(x1)

φ(x2)
...

φ(xm)













y la matriz

A=













−2 1 0 · · · 0
1 −2 1 · · · 0
0 1 −2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · −2













,

de manera que el sistema de ecuaciones, que surge de imponer que (1.27) se verifique
para j = 1, 2, . . . , m, puede ser escrito de forma compacta

F(x)≡ Ax+ h2vx = 0, (1.28)

donde F es una función de Rm en Rm.

Terminamos diciendo que, a lo largo de esta memoria, hemos denotado B(x ,ρ) =
{y ∈ X ;‖y − x‖ ≤ ρ} y B(x ,ρ) = {y ∈ X ;‖y − x‖< ρ}.
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Parte II

Una familia de métodos iterativos con
memoria que no utiliza derivadas: los

métodos tipo secante
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Como ya se ha indicado en la introducción de esta memoria, uno de nuestros ob-
jetivos principales es el estudio de métodos iterativos que no utilizan derivadas en su
algoritmo. En general, estos métodos iterativos tienen el inconveniente de que no es
sencillo localizar puntos de salida a partir de los cuales se asegure la convergencia de
los mismos.

En esta segunda parte de la memoria centraremos nuestra atención en la familia
de métodos iterativos tipo secante que, en el caso escalar, viene dada por el algoritmo
([60]):















dados t−1 y t0,

sn = λtn + (1−λ)tn−1, λ ∈ [0,1],

tn+1 = tn −
sn − tn

f (sn)− f (tn)
f (tn), n≥ 0,

cuando se aplica a la ecuacion escalar f (t) = 0. Esta familia surge a partir de las inter-
pretaciones geométricas del método de la secante ([11],[61]) y el método de Newton
([70], [71]). Una característica importante de esta familia es que no utiliza derivadas en
su algoritmo. Además, tiene orden de convergencia superlineal 1+

p
5

2
([62]) y a medida

que vamos considerando mayores valores de λ, próximos a uno, la velocidad de conver-
gencia aumenta. Notemos que para λ= 1 se obtiene el método de Newton, cuyo orden
de convergencia es, como bien sabemos, dos.

Son muchos los problemas planteados en Matemática Aplicada, Ingeniería y otras
Ciencias, cuya resolución pasa por considerar el problema de aproximar localmente una
raíz x∗ de una ecuación

F(x) = 0.

Para contemplar una mayor generalidad de este tipo de ecuaciones, vamos a considerar
que F es un operador definido en un subconjunto abierto convexo no vacío Ω de un
espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y . En estas condiciones tan
generales, como bien sabemos, la ecuación F(x) = 0 puede representar una ecuación
escalar, un sistema de ecuaciones, una ecuación diferencial, una ecuación integral, etc.

Comenzamos extendiendo la familia de métodos tipo secante anterior a espacios de
Banach con el objetivo de aproximar una solución x∗ de la ecuación F(x) = 0. Así, como
puede verse en [62], extendemos la familia anterior a espacios de Banach de la siguiente
forma:











x−1, x0 ∈ Ω,

yn = λxn + (1−λ)xn−1, λ ∈ [0,1),

xn+1 = xn − [yn, xn; F]−1F(xn), n≥ 0,

donde [x , y; F] es un operador diferencia dividida de primer orden de F en los puntos
x e y ([88]). La igualdad anterior no determina únicamente el operador [x , y; F] salvo
que X sea un espacio unidimensional.

Por una parte, tenemos que para λ= 0, obtenemos el método de la secante:

¨

x−1, x0 ∈ Ω,

xn+1 = xn − [xn−1, xn; F]−1F(xn), n≥ 0,
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que tiene orden de convergencia superlineal 1+
p

5
2

([88]). Por otra parte, si λ = 1, y
el operador F es diferenciable, entonces yn = xn, [yn, xn; F] = F ′(xn) y obtenemos el
método de Newton:

¨

x0 ∈ Ω,

xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F(xn), n≥ 0.

Aunque el método de la secante es menos utilizado que el método de Newton, su uti-
lización tiene gran interés puesto que no requiere la evaluación del operador derivada
primera de F .

En esta segunda parte de la memoria mostramos el principal problema que tiene el
resultado de convergencia semilocal dado en [62] para la familia de métodos iterativos
tipo secante y que se obtiene mediante una técnica basada en relaciones de recurrencia.
Es conocido que las hipótesis de todo resultado de convergencia semilocal de métodos
iterativos tiene dos partes diferenciadas. Por una parte, las condiciones iniciales exigi-
das a los puntos de salida; y por otra, las condiciones exigidas al operador F . Pues bien,
aquí nos ocuparemos de analizar las condiciones iniciales para mejorar el resultado de
convergencia semilocal dado en [62]. Para estudiar las restricciones que imponen las
condiciones iniciales utilizaremos el dominio de parámetros ([24, 25, 47]) y la región
de accesibilidad ([43, 47]). El dominio de parámetros de un método iterativo establece
gráficamente en el plano real la relación entre los parámetros que se definen a partir
de las condiciones iniciales impuestas. En cuanto a la región de accesibilidad, permite
visualizar qué puntos podemos considerar como puntos de salida a partir de los cuales el
método iterativo converge. Visualizaremos así perfectamente, utilizando el dominio de
parámetros y la región de accesibilidad, el problema principal que presenta el resultado
de convergencia semilocal dado en [62] para los métodos tipo secante. Este problema
corresponde con la situación que se plantea habitualmente cuando aplicamos los mé-
todos tipo secante para aproximar una solución de F(x) = 0: no es sencillo localizar
puntos de salida a partir de los cuales se asegure la convergencia de los métodos tipo
secante.

Resolveremos el problema anterior mediante dos procedimientos. En el capítulo 2,
utilizaremos un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que facilita la aplicabili-
dad de los métodos tipo secante y que está formado por un método iterativo predictor,
el método modificado de la secante, que permite localizar puntos de salida a partir de
los cuales se asegure la convergencia del método corrector, la familia de métodos itera-
tivos tipo secante, y aprovechar así la convergencia superlineal de estos métodos. En el
capítulo 3, obraremos de forma diferente y utilizaremos una nueva técnica para obtener
un novedoso resultado de convergencia semilocal para los métodos tipo secante, que
es menos exigente a la hora de obtener buenos puntos de salida para estos métodos.
Además, el nuevo resultado de convergencia semilocal que se obtiene tiene la ventaja
de que se puede aplicar a la resolución de ecuaciones en las que el operador implicado
F es tanto diferenciable como no diferenciable.
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Capítulo 2

Análisis de la accesibilidad de los
métodos tipo secante mediante una
teoría basada en relaciones de
recurrencia

En este capítulo, una vez detectado correctamente el problema de la deficiente ac-
cesibilidad de los métodos tipo secante a partir del resultado de convergencia semilocal
dado en [62], para resolverlo, consideraremos el método modificado de la secante en
espacios de Banach ([10, 11]):

¨

z−1, z0 ∈ Ω,

zn+1 = zn − [z−1, z0; F]−1F(zn), n≥ 0,

con el objetivo principal de construir un método iterativo híbrido (predictor-corrector)
que utilice el método modificado de la secante como predictor y la familia de métodos
tipo secante como corrector. Para ello, analizaremos la convergencia semilocal del mé-
todo modificado de la secante y, como las condiciones de convergencia impuestas a este
método son más suaves que las impuestas a los métodos tipo secante en [62], veremos
que se pueden mejorar los dominios de parámetros y las regiones de accesibilidad de los
métodos tipo secante a partir del método modificado de la secante. Así, garantizaremos
la convergencia de los métodos tipo secante saliendo desde los mismos puntos de sali-
da a partir de los cuales está garantizada la convergencia del método modificado de la
secante.

En la sección 2.1 presentamos el resultado de convergencia semilocal dado para los
métodos tipo secante en [62], lo analizamos mediante su correspondiente dominio de
parámetros y la región de accesibilidad de estos métodos, y vemos cuáles son las deficien-
cias que presenta. En la sección 2.2 introducimos el método modificado de la secante,
estudiamos su convergencia semilocal y vemos la mejora que presenta con respecto a los
métodos tipo secante en cuanto al domino de parámetros y la región de accesibilidad.
En la sección 2.3 construimos un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que se
beneficia de las ventajas de los métodos anteriores: los mayores dominio de parámetros
y región de accesibilidad del método modificado de la secante (método predictor) y la
velocidad de convergencia de los métodos tipo secante (método corrector). Analizare-
mos también su convergencia semilocal. Finalmente, en la sección 2.4, ilustramos todo
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Capítulo 2. Análisis de la accesibilidad de los métodos tipo secante mediante una teoría basada en relaciones de recurrencia

lo anterior con un sistema de ecuaciones no lineales.

2.1. Convergencia semilocal de los métodos tipo secante

En esta sección presentamos el resultado de convergencia semilocal dado en [62]
para los métodos tipo secante y en el que la técnica de demostración está basada en
relaciones de recurrencia. Para ello, suponemos que existe una diferencia dividida de
primer orden [x , y; F] ∈ L (X , Y ), para todo par de puntos distintos x , y ∈ Ω, y que se
cumplen las siguientes condiciones iniciales:

(C1) ‖x0 − x−1‖= α 6= 0 con x−1, x0 ∈ Ω,

(C2) fijado λ ∈ [0,1), existe A−1
0 = [y0, x0; F]−1 y es tal que que ‖A−1

0 ‖ ≤ β ,

(C3) ‖A−1
0 F(x0)‖ ≤ η,

(C4) ‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ K(‖x − u‖+ ‖y − v‖), K ≥ 0, x , y, u, v ∈ Ω,
x 6= y , u 6= v.

En primer lugar se definen las siguientes sucesiones reales de números positivos:

an = f (an−1)g(an−1)bn−1, bn = f (an−1)
2an−1 bn−1, n≥ 0, (2.1)

donde

a−1 =
η

α+η
, a0 = f (a−1)g(a−1)b−1, b−1 =

Kβα2

α+η
, (2.2)

f (t) =
1

1− t
, g(t) = (1−λ) + (1+λ) f (t)t, λ ∈ [0, 1). (2.3)

Notemos que tanto f (t) como g(t) son funciones crecientes enR−{1} y, además, f (t)>
1 en (0,1).

A partir de las condiciones iniciales (C1)–(C4), si x1 está bien definido, se deduce
que existe A−1

0 = [y0, x0; F]−1 y

‖x1 − x0‖= ‖A−1
0 F(x0)‖ ≤ η= f (an−1)an−1‖x0 − x−1‖,

K‖x1 − x0‖‖x0 − x−1‖ ≤ Kβα= f (a−1)b−1.
(2.4)

A continuación, se prueban mediante inducción sobre n las siguientes tres relaciones
de recurrencia para n≥ 1:

in) Existe A−1
n = [yn − xn; F]−1 y es tal que ‖A−1

n ‖ ≤ f (a−1)‖A−1
n−1‖,

iin) ‖xn+1 − xn‖ ≤ f (a−1)a−1‖xn − xn−1‖,

iiin) K‖A−1
n ‖‖xn − xn−1‖ ≤ f (a−1)bn−1.

Para n= 1. Suponiendo que a0 < 1 y x1 ∈ Ω, de (2.2) y (2.4), se sigue:

‖I − A−1
0 A1‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − A1‖

≤ ‖A−1
0 ‖

�

‖y1 − y0‖+ ‖x1 − x0‖
�

≤ K‖A−1
0 ‖

�

(1−λ) + (1+λ) f (a−1)a−1

�

‖x0 − x−1‖

≤ a0 < 1.
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2.1. Convergencia semilocal de los métodos tipo secante

Entonces, por el lema de Banach sobre inversión de operadores, el operador A−1
1 existe

y es tal que
‖A−1

1 ‖ ≤ f (a0)‖A−1
0 ‖.

Por tanto, tenemos i1).
Ahora, usando la fórmula de Taylor

F(x1) =
�

F ′(x0)− A0

�

(x1 − x0) +

∫ 1

0

�

F ′(x0 + t(x1 − x0))− F ′(x0)
�

(x1 − x0)d t,

(C4) y [x , x; F] = F ′(x), se obtiene

‖F(x1)‖ ≤ K
�

(1−λ)‖x0 − x−1‖+ ‖x1 − x0‖
�

‖x1 − x0‖

≤ K g(a−1)‖x0 − x−1‖‖x1 − x0‖.

Como ‖A−1
1 ‖ existe, si x2 está bien definido, se sigue

‖x2 − x1‖ ≤ f (a0)‖A−1
0 ‖‖F(x1)‖ ≤ f (a0)a0‖x1 − x0‖,

y tenemos ii2).
Notemos que, como consecuencia de (2.4) y i1), se sigue iii1), puesto que

K‖A−1
1 ‖‖x1 − x0‖ ≤ K f (a0)‖A−1

0 ‖‖x1 − x0‖ ≤ f (a0)b0.

Finalmente, suponiendo an < 1 y xn ∈ Ω, para todo n ≥ 1, los casos in+1), iin+1) y
iiin+1) se demuestran de forma totalmente análoga y se completa la inducción.

En segundo lugar, para probar la convergencia de la sucesión {xn} que definen los
métodos tipo secante, se estudian las sucesiones reales definidas en (2.1). Debemos
probar que {xn} es una sucesión de Cauchy contenida en Ω y que an < 1, ∀n≥ 0.

Se empieza denotando la sucesión de Fibonacci por {δn}, que se define como sigue

δ1 = δ2 = 1 y δn+2 = δn+1 +δn, n≥ 1, (2.5)

sn = δ1 +δ2 + · · ·+δn, n≥ 1, (2.6)

y se demuestran por inducción las siguientes dos propiedades:

P1) δn =
1
p

5

��

1+
p

5

2

�n

−

�

1−
p

5

2

�n�

>
1
p

5

�

1+
p

5

2

�n−1

, n≥ 1.

P2) sn = δn+2 − 1 y µn = s1 + s2 + · · ·+ sn = δn+4 − (n+ 3) n≥ 1.

Para mayor detalle, consúltese [62].
A continuación, presentamos algunas propiedades de las sucesiones {an} y {bn}, da-

das en (2.1), en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean las sucesiones {an} y {bn} definidas en (2.1) y λ ∈ [0,1) fijo. Si

a−1 =
η

α+η
<

3−
p

5

2
y b−1 =

Kβα2

α+η
<

a−1(1− a−1)2

1+λ(2a−1 − 1)
, (2.7)

entonces
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a) {an} y {bn} son decrecientes,

b) ϕ =
b0

b−1
∈ (0, 1) y

a0

1− a0
< ϕ,

c) an < ϕ
δn an−1 y bn < ϕ

δn+1 bn−1, para todo n≥ 1,

d) an < ϕ
sn a0, para todo n≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. a) Procedemos por inducción. De las hipótesis se tiene que a0 < a−1
y b0 < b−1. Si se verifican a j−1 > a j y b j−1 > b j, para j = 0,1, . . . , n, entonces

an+1 < f (an−1)g(an−1)bn−1 = an y bn+1 < f (an−1)
2an−1 bn−1 = bn.

Luego {an} y {bn} son decrecientes.
b) Es obvio por hipótesis.
c) Usamos inducción. De a0 < a−1 y b0 < ϕb−1 se deduce que

a1 < f (an−1)g(an−1)ϕb−1 = ϕa0 y b1 < f (an−1)
2 g(a−1)ϕb−1 = ϕb0.

Si suponemos b j < ϕδ j+1 b j−1, para j = 1,2. . . . , n, entonces

an+1 < f (an−1)g(an−1)ϕ
δn+1 bn−1 = ϕ

δn+2 an,

bn+1 < f (an−1)
2(ϕn g(an−1))ϕ

δn+1 bn−1 < ϕ
δn+1+δn bn = ϕ

δn+2 an.

d) es consecuencia de c). �

A continuación, probamos el teorema de convergencia semilocal.

Teorema 2.2. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador definido
en un conjunto abierto convexo no vacío Ω, x−1, x0 ∈ Ω dos puntos distintos y λ ∈ [0,1).
Suponemos que se cumplen las condiciones (C1)–(C4) y (2.7). Si B(x0, r0) ⊆ Ω, donde

r0 =
1− a0

1− 2a0
η, entonces los métodos tipo secante convergen a una solución x∗ de F(x) = 0

con R-orden de convergencia al menos 1+
p

5
2

. Además, xn, x∗ ∈ B(x0, r0), la solución x∗ es
única en B(x0,τ)∩Ω, donde τ= 1

Kβ
− r0 − (1−λ)α, y

‖x∗ − xn‖<
∆n

1−∆
ηϕ µn−1, n≥ 0, (2.8)

donde ϕ = b0

b−1
, ∆= a0

1−a0
, µ−1 = 0= µ0 y µn = s1 + s2 + · · ·+ sn, n≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que a0 < 1 y an < 1 para todo n ≥ 1. Veamos que {xn} es
una sucesión de Cauchy y que xn ∈ B(x0, r0), para n≥ 0. Ahora, para m≥ 1, vemos que

‖xn+m − xn‖ ≤ ‖xn+m − xn+m−1‖+ ‖xn+m−1 − xn+m−2‖+ · · ·+ ‖xn+1 − xn‖

≤ f (an+m−2)an+m−2 · · · f (an+1)an+1 f (an)an‖xn+1 − xn‖

+ f (an+m−3)an+m−3 · · · f (an+1)an+1 f (an)an‖xn+1 − xn‖

+ · · ·+ f (an)an‖xn+1 − xn‖+ ‖xn+1 − xn‖
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=





n+m−2
∏

j=n

f (a j)a j +
n+m−3
∏

j=n

f (a j)a j + · · ·+ f (an)an + 1



‖xn+1 − xn‖. (2.9)

Como {a j} es decreciente y f es creciente, por el lema 2.1 y (2.9), para n≥ 2, se tiene

‖xn+m − xn‖=
n+m−2
∏

j=n

ϕs j∆n
�

∆m−1 +∆m−2 + · · ·+ 1
�

‖x1 − x0‖,

donde ∆< 1, con lo que a0 <
1
2
. Entonces,

‖xn+m − xn‖=
�

ϕs1+s2+···+sn−1
�∆n(1−∆m)

1−∆
‖x1 − x0‖. (2.10)

En (2.9), si n= 1, se tiene

‖xm+1 − x1‖<
∆(1−∆m)

1−∆
‖x1 − x0‖, (2.11)

y, si n= 0, entonces

‖xm − x0‖<
1−∆m

1−∆
<

η

1−∆
= r0. (2.12)

Por tanto, xn ∈ B(x0, r0), para todo n ≥ 1, la sucesión {xn} está bien definida y es una
sucesión de Cauchy. Luego, ĺım

n→∞
xn = x∗ ∈ B(x0, r0).

Además, por (C4), existe F ′ y cumple ‖F ′(x) − F ′(y)‖ = ‖[x , x; F] − [y, y; F]‖ ≤
2K‖x − y‖, de manera que

F(xn) =
�

F ′(xn−1)− An−1

�

(xn−xn−1)+

∫ 1

0

(F ′(xn−1+t(xn−xn−1))−F ′(xn−1)(xn−xn−1) d t,

‖F(xn)‖ ≤ K
�

(1−λ)‖xn−1 − xn−2‖+ ‖xn − xn−1‖
�

‖xn − xn−1‖,

ĺım
n→∞
‖F(xn)‖ = 0 y, por la continuidad de F , vemos que x∗ es solución de F(x) = 0,

puesto que

ĺım
n→∞
‖F(xn)‖= ‖F(x∗)‖= 0.

También, haciendo n→∞ en (2.10), (2.11) y (2.12), se obtiene (2.8).
A continuación, probamos la unicidad de x∗. Sea z∗ otra solución distinta de F(x) = 0

en B(x0,τ)∩Ω, donde τ= 1
Kβ
− r0 − (1−λ)α. Si consideramos

F(z∗)− F(x∗) =

∫ z∗

x∗
F ′(x)d x =

∫ 1

0

F ′ (x∗ + t(z∗ − x∗)) (z∗ − x∗)d t = 0,
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y el operador T =

∫ 1

0

F ′ (x∗ + t(z∗ − x∗)) d t, entonces

‖A−1
0 T − I‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖T − A0‖

≤ ‖A−1
0 ‖

∫ 1

0





F ′ (x∗ + t(z∗ − x∗))− A0





 d t

= ‖A−1
0 ‖

∫ 1

0





F ′ (x∗ + t(z∗ − x∗))− F ′(x0) + F ′(x0)− A0





 d t

≤ β

�

∫ 1

0

2K‖x∗ + t(z∗ − x∗)− x0‖ d t + ‖F ′(x0)− A0‖

�

≤ β

�

∫ 1

0

2K((1− t)‖x∗ − x0‖+ t ‖z∗ − x0‖) d t + K(1−λ)α

�

= Kβ
�

(1−λ)α+ ‖x∗ − x0‖+ ‖z∗ − x0‖
�

< Kβ
�

(1−λ)α+ r0 +τ
�

= 1,

de manera que el operador T es invertible y, por tanto, z∗ = x∗.
Finalmente, las propiedades P1) y P2) implican que

µn−1 = δn+3 − (n+ 2)>
1
p

5

�

1+
p

5

2

�n+2

− (n+ 2),

ϕ µn−1 <

�

ϕ
3+
p

5
2
p

5

�

�

1+
p

5
2

�n

ϕn+2 <
ϕ
�

1+
p

5
2

�n

ϕn+2 .

En consecuencia, desde (2.8), obtenemos

‖x∗ − xn‖ ≤
�

∆

ϕ

�

η

ϕ2(1−∆)
ϕ
�

1+
p

5
2

�n

,

y como
∆

ϕ
< 1, el R-orden de convergencia de los métodos tipo secante es al menos

1+
p

5
2

, con lo que queda demostrado el teorema. �

A continuación, vamos a detallar cuáles son los problemas que se deducen del an-
terior resultado de convergencia semilocal. Comenzaremos estudiando el dominio de
parámetros asociado al teorema 2.2. Para representarlo gráficamente se colorean en el
plano los valores de los parámetros correspondientes a los puntos que verifican las con-
diciones que se imponen en el teorema 2.2. Observamos que las condiciones (C1)–(C3)
exigidas a los puntos de salida introducen los parámetros α, β y η, y la condición (C4)
exigida al operador F introduce el parámetro fijo K . En primer lugar, expresamos las dos
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condiciones dadas en (2.7) de forma explícita a partir de los valores que consideramos
para construir el dominio de parámetros: Kβη y Kβα. Así, las dos condiciones dadas en
(2.7) se pueden escribir de la siguiente forma:

Kβη

Kβα+ Kβη
<

3−
p

5

2
y 1<

Kβη

(Kβα+ Kβη)(Kβα+ Kβη+λ(Kβη− Kβα)
. (2.13)

A continuación, considerando que representamos en el eje de abscisas los valores
Kβη y en el de ordenadas los valores Kβα, dibujamos en la figura 2.1 los dominios de
parámetros que están sujetos a las condiciones dadas en (2.13) para los métodos tipo
secante tomando distintos valores de λ: λ = 0 (región verde), λ = 0.25 (región rosa),
λ= 0.5 (región amarilla) y λ= 0.75 (región morada).
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Figura 2.1: Dominios de parámetros de los métodos tipo secante correspondientes al teo-
rema 2.2 con λ = 0, 1

4
, 1

2
, 3

4
(regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).

A partir de la figura 2.1 observamos dos situaciones que destacamos a continuación.
En primer lugar, la elección de adecuados puntos de salida x−1 y x0 para los métodos
tipo secante es muy restrictiva, puesto que el dominio de parámetros es muy reducido.
En segundo lugar, si consideramos un valor fijo de Kβα perteneciente al dominio de
parámetros, observamos que los posibles valores que se pueden considerar de Kβη para
que los puntos de salida pertenezcan al dominio de parámetros, tienen una cota superior
y una cota inferior para la cantidad Kβη. Esto hace que incluso tomando la propia raíz
como punto de salida (Kβη = 0), no obtengamos puntos iniciales que verifiquen las
condiciones del teorema 2.2, lo que resulta evidente a partir de la segunda condición de
(2.13), puesto que obviamente nunca se verificará la desigualdad para α > 0 y η = 0
(es decir, x0 = x∗).

Sabemos que los puntos de salida de un método iterativo tienen asociados los pa-
rámetros dados en las condiciones iniciales. Para representar la región de accesibilidad
del método iterativo, coloreamos los puntos cuyos parámetros asociados verifican las
condiciones de convergencia y, en otro caso, no los coloreamos. La región de accesibi-
lidad asociada a una solución de F(x) = 0 nos indica entonces el dominio de puntos
de salida a partir de los cuales tenemos asegurada la convergencia del método iterativo
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que se aplica; es decir, el conjunto de puntos de salida que satisfacen las condiciones de
convergencia para el proceso iterativo considerado.

A continuación, vemos con un ejemplo académico cuál es la región de accesibilidad
asociada a la raíz z = 1 de la ecuación compleja F(z) = z3 − 1 = 0 cuando se aproxima
mediante los métodos tipo secante. Considerando el cuadrado [0.9,1.3] × [−0.2,0.2]
como dominio complejo, que únicamente contiene la raíz z = 1, obtenemos K = 3|1.3+
0.2i| = 3.9458 . . . Tomando z−1 = z0 − d, representamos la región de accesibilidad co-
loreando los puntos z0 que verifiquen las condiciones de convergencia dadas en (2.13).
Así, fijado α = |z0 − z−1| = |d|, en las figuras 2.2–2.5 se muestran las regiones de acce-
sibilidad de los métodos tipo secante para distintos valores de λ: λ = 0 (región verde),
λ= 1

4
(región rosa), λ= 1

2
(región amarilla) y λ= 3

4
(región morada).

Aquí, se observa que las regiones de accesibilidad de los métodos tipo secante que
se han pintado tienen el problema de que no se puede garantizar la convergencia para
ciertos valores de λ, aún estando cerca o en la misma raíz. Vemos que aparece una zona
hueca en la región de accesibilidad que contiene a la propia raíz. Evidentemente esta
restricción es consecuencia de la distancia entre los puntos de salida (o, equivalente-
mente, del valor de α) que no es suficientemente pequeña como para poder garantizar
la convergencia en estas situaciones concretas.

Por otra parte, si se consideran valores de α más pequeños, se puede ver en las
figuras 2.6–2.9 que, aunque se va reduciendo la zona hueca de convergencia, se reduce
la región de accesibilidad. De hecho, se puede comprobar que para α = 1/64 ya no
existe región de accesibilidad dado que las condiciones (2.13) no se cumplen.
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Figura 2.2: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 0 y con α= 1
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.
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Figura 2.3: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 1

4
y con α= 1

10
.
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Figura 2.4: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 1
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y con α= 1
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Figura 2.5: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 3

4
y con α= 1
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Figura 2.6: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 0 y con α= 1
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Figura 2.7: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 1

4
y con α= 1
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2.2. Convergencia semilocal del método modificado de
la secante

Una vez descritos los problemas que se deducen del teorema 2.2 para los métodos
tipo secante, introducimos ahora el método modificado de la secante y analizamos su
convergencia semilocal. Suponemos que existe un operador diferencia dividida de pri-
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Figura 2.8: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 3

4
y con α= 1
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Figura 2.9: Región de accesibilidad asociada a
la raíz z = 1 de la ecuación F(z) = z3 − 1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a λ= 1

2
y con α= 1

40
.

mer orden para cada par de puntos distintos x , y ∈ Ω y que se cumplen las siguientes
condiciones iniciales:

(H1) ‖z0 − z−1‖= α0 6= 0, con z−1, z0 ∈ Ω,

(H2) existe L−1
0 = [z−1, z0; F]−1 y es tal que ‖L−1

0 ‖ ≤ γ,

(H3) ‖L−1
0 F(z0)‖ ≤ ε,

(H4) ‖[z, y; F] − [u, v; F]‖ ≤ K(‖z − u‖ + ‖y − v‖), K ≥ 0, z, y, u, v ∈ Ω,
z 6= y , u 6= v.

Antes de probar la convergencia semilocal del método modificado de la secante bajo
las condiciones (H1)–(H4), probaremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.3. Sean (H1)–(H4). Si

Kγα0 < 1 y Kγε <

p

2(1+ (Kγα0)2)− (1+ Kγα0)
2

, (2.14)

entonces la ecuación

2Kγt2 − (1− Kγα0 + 2Kγε)t + (1+ Kγε)ε = 0 (2.15)

tiene dos raíces reales positivas. Si denotamos por R la menor de ellas, se tiene que Kγ(2R+
α0)< 1 y R> ε.

DEMOSTRACIÓN. Como el discriminante de la ecuación (2.15) está dado por

∆= (1− Kγα0 + 2Kγε)2 − 8Kγε(1+ Kγε)

=
�

(1− Kγα0 + 2Kγε) +
Æ

8Kγε(1+ Kγε)
��

(1− Kγα0 + 2Kγε)−
Æ

8Kγε(1+ Kγε)
�

,
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la ecuación (2.15) tiene dos raíces reales si y solo si ∆ > 0. Analizamos ahora los dos
factores de ∆. Por hipótesis, tenemos que Kγα0 < 1, de manera que ∆> 0 si

1− Kγα0 + 2Kγε >
Æ

8Kγε(1+ Kγε),

y operando llegamos a

(1− Kγα0)
2 − 4(1+ Kγα0)Kγε − 4(Kγε)2 > 0,

que nos conduce a la segunda condición dada en (2.14).
Notemos que

1− Kγα0 + 2Kγε >
Æ

8Kγε(1+ Kγε)> 0,

de manera que la menor raíz positiva de (2.15) es:

R=
1− Kγα0 + 2Kγε −

p

(1− Kγα0)2 − 4(1+ Kγα0)Kγε − 4(Kγε)2

4Kγ
. (2.16)

Probamos a continuación que Kγ(2R + α0) < 1. Para ello, necesitamos probar previa-
mente que Kγ(2ε +α0)< 1. A partir de la segunda condición dada en (2.14), tenemos

Kγα0 + 2Kγε <
Æ

2(1+ (Kγα0)2)− 1.

Además, como
Æ

2(1+ (Kγα0)2)− 1< 1,

ya que 2(1 + (Kγα0)2) < 4, por verificarse Kγα0 < 1, tenemos que Kγα0 + 2Kγε =
Kγ(α0+2ε)< 1. Ahora, observamos que la condición Kγ(2R+α0)< 1 es equivalente a
la condición

1+ Kγα0 + 2Kγε −
Æ

(1− Kγα0 + 2Kγε)2 − 8Kγε(1+ Kγε)< 2,

que se satisface trivialmente porque Kγ(α0+2ε)< 1. La desigualdad R> ε resulta fácil
de probar a partir de (2.16). �

Observemos que en el resultado anterior también podemos considerar la existencia
de una raíz doble. Para ello, basta considerar las desigualdades no estrictas.

A continuación damos un lema técnico sobre la sucesión {zn} dada por el método
modificado de la secante.

Lema 2.4. Sea {zn} la sucesión dada por el método modificado de la secante. Supongamos
(H1)–(H4). Si zn−1 6= zn con zn−1, zn ∈ Ω, entonces

(i) F(zn) = (Ln − L0)(zn − zn−1), donde L0 = [z−1, z0; F] y Ln = [zn−1, zn; F],

(ii) ‖zn+1 − zn‖ ≤ Kγ(‖zn − z0‖+ ‖zn−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖)‖zn − zn−1‖.
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DEMOSTRACIÓN. A partir del algoritmo del método modificado de la secante se sigue
F(zn−1) + L0(zn − zn−1) = 0, de manera que

F(zn) = F(zn)− F(zn−1)− L0(zn − zn−1) = (Ln − L0)(zn − zn−1).

Por otra parte, tenemos que

‖zn+1 − zn‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖F(zn)‖

≤ ‖L−1
0 ‖‖Ln − L0‖‖zn − zn−1‖

≤ Kγ(‖zn − z0‖+ ‖zn−1 − z−1‖)‖zn − zn−1‖

≤ Kγ(‖zn − z0‖+ ‖zn−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖)‖zn − zn−1‖. �

A continuación, presentamos el siguiente resultado de convergencia semilocal para
el método modificado de la secante.

Teorema 2.5. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador definido
en un conjunto abierto convexo no vacío Ω y z−1, z0 ∈ Ω dos puntos distintos. Suponemos
que existe [z−1, z0; F]−1 ∈ L (Y, X ) y que se cumplen las condiciones (H1)–(H4) y (2.14). Si
B(z0, R) ⊆ Ω, con R dado en (2.16), entonces la sucesión {zn} dada por el método modificado
de la secante está bien definida y converge a una solución z∗ de la ecuación F(x) = 0.
Además zn, z∗ ∈ B(z0, R) y z∗ es única en B(z0, r)∩Ω, donde r = 1

Kγ
− R−α0.

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos probando que la sucesión {zn} está bien definida, es
decir, zn ∈ B(z0, R) ⊆ Ω, para todo n ∈ N. Lo haremos por inducción sobre n. En primer
lugar, consideramos z1 = z0 − L−1

0 F(z0), donde L0 = [z−1, z0; F]. En este caso, por el
lema 2.3, tenemos

‖z1 − z0‖= ‖L−1
0 F(z0)‖ ≤ ε < R.

Luego, z1 ∈ B(z0, R) ⊆ Ω y podemos definir z2 = z1 − L−1
0 F(z1).

A continuación, por el lema 2.4, tenemos

‖z2 − z1‖ ≤ Kγ(‖z1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖)‖z1 − z0‖ ≤ Kγ(ε +α0)ε.

Por tanto, teniendo en cuenta (2.15) y (2.16), como Kγ(2R+α0)< 1, se sigue

‖z2 − z0‖ ≤ ‖z2 − z1‖+ ‖z1 − z0‖

≤ (1+ Kγ(ε +α0))ε

≤
�

1+
Kγ(ε +α0)

1− Kγ(2R+α0)

�

ε = R.

Luego, z2 ∈ B(z0, R) ⊆ Ω y podemos definir z3 = z2 − L−1
0 F(z2).

Utilizando inducción sobre n, suponemos que z j ∈ B(z0, R) ⊆ Ω, para j = 2, 3, . . . , n,

‖zn − zn−1‖< Kγ(2R+α0)‖zn−1 − zn−2‖,

‖zn − z0‖ ≤

�

1+ Kγ(ε +α0)
n−2
∑

i=0

(Kγ(2R+α0))
i

�

ε < R.
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Entonces, zn+1 = zn − L−1
0 F(zn) está bien definido. Además,

‖zn+1−zn‖ ≤ Kγ(‖zn−z0‖+‖zn−1−z0‖+‖z0−z−1‖)‖zn−zn−1‖< Kγ(2R+α0)‖zn−zn−1‖

‖zn+1 − z0‖ ≤ ‖zn+1 − zn‖+ ‖zn − z0‖

≤ Kγ(2R+α0)‖zn − zn−1‖+ ‖zn − z0‖

≤ (Kγ(2R+α0))n−1‖z2 − z1‖+ ‖zn − z0‖

≤

 

Kγ(ε +α0)(Kγ(2R+α0))n−1 + Kγ(ε +α0)
n−2
∑

j=0

(Kγ(2R+α0))
j + 1

!

ε

<

�

1+
Kγ(ε +α0)

1− Kγ(2R+α0)

�

ε

= R,

de modo que la sucesión {zn} está bien definida.

Por otra parte, resulta evidente que

‖zn+1 − zn‖ ≤ Kγ(ε +α0)(Kγ(2R+α0))
n−1,

y, como Kγ(2R + α0) < 1, se sigue que {zn} es una sucesión de Cauchy, y por tanto
convergente a un punto z∗ ∈ B(z0, R). Veamos que z∗ es solución de la ecuación F(x) = 0.
Como

‖F(zn)‖ ≤ ‖L0 − Ln‖‖zn − zn−1‖

≤ K
�

‖zn − z0‖+ ‖zn−1 − z−1‖
�

‖zn − zn−1‖

< K(2R+α0)‖zn − zn−1‖,

por la continuidad del operador F , es fácil ver que F(z∗) = 0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solución z∗ en B(z0, r)∩Ω, donde r = 1
Kγ
−

R − α0. Suponemos entonces que tenemos otra solución distinta y∗ ∈ B(z0, r) ∩ Ω de
F(x) = 0. Consideramos

F(y∗)− F(z∗) =

∫ y∗

z∗
F ′(u) du=

∫ 1

0

F ′(z∗ + t(y∗ − z∗))(y∗ − z∗) d t = 0,
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y el operador N =

∫ 1

0

F ′(z∗ + t(y∗ − z∗)) d t. Teniendo en cuenta

‖L−1
0 N − I‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖N − L0‖

≤ ‖L−1
0 ‖

∫ 1

0

‖F ′(z∗ + t(y∗ − z∗))− L0‖ d t

≤ ‖L−1
0 ‖

∫ 1

0

�

‖F ′(z∗ + t(y∗ − z∗))− F ′(z0)‖+ ‖F ′(z0)− L0‖
�

d t

≤ γ

∫ 1

0

2K‖z∗ + t(y∗ − z∗)− z0‖ d t + γ‖F ′(z0)− L0‖

≤ γ

∫ 1

0

2K
�

(1− t)‖z∗ − z0‖+ t‖y∗ − z0‖
�

d t + Kγ‖z0 − z−1‖

< Kγ(R+ r +α0)

= 1,

por el lema de Banach sobre inversión de operadores, se sigue que el operador N es
invertible, y por tanto y∗ = z∗. Notemos que r > R > 0, puesto que Kγ(2R+ α0) < 1,
por cumplirse (2.14) (ver el lema 2.3). �

Nuestro siguiente objetivo es comparar con mayor exactitud los dominios de paráme-
tros de los métodos tipo secante con el del modificado de la secante. Para ello, tenemos
que representar los mismos valores en los ejes de los planos donde pintamos los domi-
nios de los parámetros. Para ello, tenemos que escribir β en función de γ, de manera
que así representaremos los valores de los inversos de las mismas diferencias divididas.
Entonces, si existe L−1

0 y ‖L−1
0 ‖ ≤ ε, tenemos

‖I − L−1
0 A0‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A0‖ ≤ γK‖y0 − x−1‖ ≤ γKλα

y, siempre que γKλα < 1,

‖A−1
0 ‖ ≤

γ

1− γKλα
= β .

Como se puede observar en la figura 2.10, el dominio de parámetros del método mo-
dificado de la secante resuelve el problema que tenían los métodos tipo secante cuando
los valores de α0 o ε son pequeños. Fijando un valor de Kγα0 perteneciente al dominio
de parámetros, observamos que el valor de Kγε solo está acotado superiormente (no
inferiormente). Por ello, en las regiones de accesibilidad del método modificado de la
secante no aparecen zonas huecas conteniendo a la raíz, tal y como ocurre en las de los
métodos tipo secante.

Si consideramos de nuevo la ecuación compleja F(z) = z3 − 1 = 0 y observamos
las regiones de accesibilidad asociadas a la raíz z = 1 para el método modificado de
la secante (región roja) y los métodos tipo secante con distintos valores de λ (λ = 0
(región verde), λ = 1

4
(región rosa), λ = 1

2
(región amarilla) y λ = 3

4
(región morada))

en las condiciones indicadas anteriormente, vemos claramente la mejora que se consigue
tomando distintos valores del parámetro α0 en las figuras 2.11–2.19.
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Figura 2.10: Dominios de parámetros del método modificado de la secante correspon-
diente al teorema 2.5 (región roja) y de los métodos tipo secante correspondientes al teo-
rema 2.2 con λ = 0, 1

4
, 1

2
, 3

4
(regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).
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Figura 2.11: Región de accesibilidad asociada a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3 − 1 = 0 cuando se aproxima mediante el método modificado de la secante secante con
α= 1

4
.

2.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

A partir de lo visto anteriormente, el objetivo principal es ahora construir, apoyán-
donos en el método modificado de la secante, una modificación de los métodos tipo
secante que mejore su dominio de parámetros y su región de accesibilidad.

2.3.1. Construcción del método

Como se observa en la figura 2.10, los dominios de parámetros de los métodos tipo
secante son más reducidos que el dominio de parámetros del método modificado de la
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Figura 2.12: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 0
(región verde) y con α= 1
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Figura 2.13: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 3

4
(región morada) y con α= 1
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Figura 2.14: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 0
(región verde) y con α= 1
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Figura 2.15: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 3

4
(región morada) y con α= 1

10
.

secante. Trataremos entonces de asegurar que para una terna inicial (α0,γ,ε) que satis-
faga las condiciones dadas en (2.14), para estar así dentro del dominio de parámetros
del método modificado de la secante, obtengamos una terna (α,β ,η) que satisfaga las
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Figura 2.16: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 0
(región verde) y con α= 1

20
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Figura 2.17: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 1

4
(región rosa) y con α= 1

20
.
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Figura 2.18: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 0
(región verde) y con α= 1
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Figura 2.19: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raíz z = 1 de la ecuación F(z) =
z3−1= 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (región roja) y el
método tipo secante correspondiente a λ = 0 y
con α= 1

64
.

condiciones dadas en (2.7), después de realizar un cierto número de iteraciones N0 con
el método modificado de la secante, de manera que estemos en condiciones de poder
garantizar la convergencia de los métodos tipo secante. Cuando esto ocurra, podremos
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considerar la terna (αN0
,βN0

,ηN0
) como terna inicial (α,β ,η) de los métodos tipo secan-

te.
Nuestro objetivo inmediato es entonces construir una sencilla modificación de los

métodos tipo secante que sea convergente cuando se toman como puntos de salida los
mismos que garantizan la convergencia del método modificado de la secante. Así, con-
sideramos el método iterativo híbrido (predictor-corrector) dado por






















¨

z−1, z0 ∈ Ω,

zi+1 = zi − [z0, z−1; F]−1F(zi), i = 0,1, . . . , N0 − 1,
¨

x−1 = zN0−1, x0 = zN0
,

xn+1 = xn − [λxn + (1−λ)xn−1, xn; F]−1F(xn), λ ∈ [0,1), n≥ 0,

(2.17)

donde z−1 y z0 satisfacen (2.14), mientras que x−1 = zN0−1 y x0 = zN0
satisfacen (2.7).

Para que el método (2.17) sea convergente, nos planteamos dos cuestiones:

1. Localizar z−1 y z0 de manera que el método predictor (método modificado de la
secante) sea convergente.

2. Utilizando la convergencia del método predictor, calcular un valor N0 tal que zN0−1
y zN0

sean considerados como puntos iniciales a partir de los cuales la convergencia
del método corrector (la familia de métodos tipo secante para un valor fijo de λ)
esté garantizada.

Así, utilizaremos el método modificado de la secante durante un número finito de
pasos N0 hasta que zN0−1 = x−1 y zN0

= x0 cumplan las condiciones dadas en (2.7),
y después aplicaremos los métodos tipo secante en vez del método modificado de la
secante. La clave del problema está entonces en garantizar la existencia de N0.

2.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuación, vamos a estudiar la convergencia semilocal del método (2.17). A par-
tir del método predictor, consideramos la siguiente situación. Dadas las aproximaciones
iniciales z−1 y z0, consideramos la sucesión {zn} definida por el método modificado de
la secante y denotamos M = Kγ(2R+α0).

Para que el método modificado de la secante sea convergente, sabemos que la terna
inicial (α0,γ,ε) debe verificar las condiciones dadas en (2.14). Nos planteamos ahora
cómo encontrar N0 de manera que, a partir de la iteración N0 del método modificado
de la secante, podamos considerar los métodos tipo secante con x−1 = zN0−1 y x0 = zN0

cumpliendo (2.7), y, así vamos definiendo las ternas (αn,βn,ηn).
En primer lugar, observamos que la definición de la terna inicial (α0,β0,η0) para los

métodos tipo secante es inmediata sin más que tener en cuenta β0 =
γ

1−M
y η0 = ε,

puesto que

‖I − L−1
0 A0‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A0‖ ≤ γKλα0 < γKα0 < M < 1.

A continuación, procedemos de la siguiente forma.

46



2.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

• Primer paso del método predictor: definición de la terna (α1,β1,η1).
Como

‖z1 − z0‖= ‖L−1
0 F(z0)‖ ≤ ε = η0 = α1,

‖I − L−1
0 A1‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A1‖

≤ γK
�

‖λz1 + (1−λ)z0 − z−1‖+ ‖z1 − z0‖
�

≤ γK
�

(1+λ)‖z1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖
�

≤ γK
�

(1+λ)R+α0

�

< M ,

‖A−1
1 ‖= ‖[λz1 + (1−λ)z0, z1; F]−1‖ ≤

γ

1−M
= β1,

‖F(z1)‖ ≤ ‖L1 − L0‖‖z1 − z0‖

≤ K
�

‖z0 − z−1‖+ ‖z1 − z0‖
�

‖z1 − z0‖

≤ K(α0 + ε)‖z1 − z0‖,

‖z2 − z1‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖F(z1)‖ ≤ γK(α0 + ε)η0 ≤ γK(2R+α0)η0 = Mη0 = η1,

siempre que M < 1. Además, η1 = Mη0 < η0 si M < 1.

• Segundo paso del método predictor: definición de la terna (α2,β2,η2).
Como

‖z2 − z1‖= ‖L−1
0 F(z1)‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖F(z1)‖ ≤ γK(α0 + ε)η0 ≤ η1 = α2,

‖I − L−1
0 A2‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A2‖

≤ γK
�

‖λz2 + (1−λ)z1 − z−1‖+ ‖z2 − z0‖
�

≤ γK
�

(1+λ)‖z2 − z0‖+ (1−λ)‖z1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖
�

≤ γK(2R+α0)

= M ,

‖A−1
2 ‖=





[λz2 + (1−λ)z1, z1; F]−1




≤
γ

1−M
= β2,

‖F(z2)‖ ≤ ‖L2 − L0‖‖z2 − z1‖

≤ K
�

‖z1 − z−1‖+ ‖z2 − z0‖
�

‖z2 − z1‖

≤ K(2R+α0)‖z2 − z1‖,

‖z3 − z2‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖F(z2)‖ ≤ γK(2R+α0)‖z2 − z1‖ ≤ Mη1 = η2,

siempre que M < 1. Además, α2 = η1 = Mη0 = Mα1 < α1 y η2 = Mη1 = M2η0 < η0 si
M < 1.
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• n-ésimo paso del método predictor: definición de la terna (αn,βn,ηn).
Como

‖zn − zn−1‖ = ‖L−1
0 F(zn−1)‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖F(zn−1)‖

≤ γK(2R+α0)‖zn−1 − zn−2‖

≤ γK(2R+α0)ηn−2

= Mηn−2 = ηn−1 = αn,

‖I − L−1
0 An‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − An‖

≤ γK
�

‖λzn + (1−λ)zn−1 − z−1‖+ ‖zn − z0‖
�

≤ γK
�

(1+λ)‖zn − z0‖+ (1−λ)‖zn−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖
�

≤ γK(2R+α0)

= M ,

‖A−1
n ‖=





[λzn + (1−λ)zn−1, zn; F]−1




≤
γ

1−M
= βn,

‖F(zn)‖ ≤ ‖Ln − L0‖‖zn − zn−1‖

≤ K
�

‖zn−1 − z−1‖+ ‖zn − z0‖
�

‖zn − zn−1‖

≤ K(2R+α0)‖zn − zn−1‖,

‖zn+1 − zn‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖F(zn)‖ ≤ γK(2R+α0)‖zn − zn−1‖ ≤ Mηn−1 = ηn,

siempre que M < 1. Además, αn = ηn−1 = M n−1η0 = M n−1α1 < α1 y ηn = Mηn−1 =
M nη0 < η0 si M < 1.

Una vez construida la terna (αn,βn,ηn) formada por las sucesiones reales {αn}, {βn}
y {ηn}, buscamos un valor N0 ∈ N, de manera que la terna (αN0

,βN0
,ηN0
) verifique las

correspondientes condiciones de convergencia dadas en (2.7) para los métodos tipo
secante.

En primer lugar, consideramos la correspondiente primera condición de (2.7):

ηN0

αN0
+ηN0

<
3−
p

5

2
.

Como ηn = Mηn−1 y αn = ηn−1, la condición anterior se transforma en

M

1+M
<

3−
p

5

2
⇔ M <

p
5− 1

2
.

Debido al tipo de sucesiones que hemos definido y las cotas que hemos utilizado, obser-
vamos que el cálculo de nuevas iteraciones con el método predictor no permite verificar
la condición a partir de un n, luego esta condición tendremos que imponerla inicialmen-
te. Notemos que esta condición no representa una restricción excesiva.
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En segundo lugar, la correspondiente segunda condición de (2.7) se transforma en

KβN0
<

ηN0

(αN0
+ηN0

)(αN0
+ηN0

−λ(αN0
−ηN0

))
.

Luego

Kγ

1−M
<

MηN0−1

(1+M)ηN0−1(1+M −λ(1−M))ηN0−1
=

M

(1+M)(1+M −λ(1−M))ηN0−1
,

de manera que

KγηN0−1 <
M(1−M)

(1+M)(1+M −λ(1−M))
,

y así

M N0−1Kγη0 <
M(1−M)

(1+M)(1+M −λ(1−M))
.

Teniendo en cuenta ahora que M < 1 y η0 = ε, podemos escribir

N0 > 1+
log

�

M(1−M)
(1+M)(1+M−λ(1−M))

�

− log (Kγε)

log M
.

En consecuencia, si denotamos la parte entera del número real t por [t] y tomamos

N0 = 1+



1+
log

�

M(1−M)
(1+M)(1+M−λ(1−M))

�

− log (Kγε)

log M



 , (2.18)

fijado λ ∈ [0,1), ya podemos asegurar que los métodos tipo secante convergen cuando
parten de los puntos x−1 = zN0−1 y x0 = zN0

, donde N0 está definido en (2.18).
Finalmente, una vez estimado a priori el valor de N0, resumimos todo lo anterior en

el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador definido en
un conjunto abierto convexo no vacío Ω y z−1, z0 ∈ Ω dos puntos distintos. Suponemos que
existe [z−1, z0; F]−1 ∈ L (Y, X ) y que se cumplen las condiciones (H1)–(H4) y (2.14). Si
B(z0, R) ⊆ Ω, con R dado en (2.16) y M = Kγ(2R+α0)<

p
5−1
2

, entonces la sucesión dada
por el método híbrido (2.17) está bien definida y converge a una solución de la ecuación
F(x) = 0, donde N0 está definido en (2.18).

2.4. Aplicación

Hemos justificado anteriormente que la aplicación de los métodos tipo secante es
más restrictiva que la del método modificado de la secante. Veamos con un ejemplo que
esto es así. Consideramos la siguiente ecuación integral no lineal de tipo Hammerstein
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x(s) = 1+
1

2

∫ 1

0

G(s, t) x(t)2 d t, s ∈ [0, 1], (2.19)

donde x ∈ C[0, 1], t ∈ [0,1] y G es la función de Green en [0, 1]× [0,1].
A continuación, transformamos la ecuación integral (2.19) en un problema de di-

mensión finita, tal y como se hizo en la sección 1.5.1, de manera que la ecuación (2.19)
se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x)≡ x− 1−
1

2
Avx = 0, F : R8 −→ R8, (2.20)

donde

x= (x1, x2, . . . , x8)
T , 1= (1,1, . . . , 1)T , A= (ai j)

8
i, j=1, vx = (x

2
1 , x2

2 , . . . , x2
8)

T .

Además, tomando el operador diferencia dividida [u,v; F] = ([u,v; F]i j)8i, j=1 ∈ L (R
8,R8),

con

[u,v; F]i j =
1

u j − v j

�

Fi(u1, . . . , u j, v j+1, . . . , v8)− Fi(u1, . . . , u j−1, v j, . . . , v8)
�

,

u = (u1, u2, . . . , u8)T y v = (v1, v2, . . . , v8)T , tenemos que [u,v; F] = I − B, donde B =
(bi j)8i, j=1 con bi j =

1
2
ai j(u j + v j).

Eligiendo z−1 = (9/10, 9/10, . . . , 9/10)T y z0 = (1,1, . . . , 1)T como puntos de sa-
lida y la norma del máximo, obtenemos α0 = 0.1, γ = 1.1305 . . ., ε = 0.0687 . . .,
K = 0.0617 . . ., Kγα0 = 0.0069 . . . y Kγε = 0.0047 . . . Por tanto, se puede ver que se ve-
rifican las dos condiciones de (2.14) y podemos aplicar entonces el método modificado
de la secante para aproximar una solución del sistema (2.20). Por contra, no podemos
utilizar los métodos tipo secante, ya que la primera condición de (2.7) no se satisface,
puesto que

η

α+η
= 0.4072 . . .>

3−
p

5

2
= 0.3819 . . . ,

donde α= α0 y η= ε.
Por el teorema 2.5, el método modificado de la secante es convergente y, después

de ocho iteraciones y usando el criterio de parada ‖zn − zn−1‖ < 10−16, obtenemos la
aproximación numérica x∗ = (x∗1, x∗2, . . . , x∗8)

T de la solución de (2.20) que vemos en la
tabla 2.1. En la tabla 2.2 mostramos los errores ‖zn − x∗‖ obtenidos usando el mismo
criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 2.1 es una buena aproxima-
ción de la solución del sistema (2.20), puesto que ‖F(x∗)‖ ≤ C × 10−16. Mostramos la
sucesión {‖F(zn)‖} en la tabla 2.2.

Además, por el teorema 2.5, la existencia de la solución está garantizada en B(z0, 1.1683 . . .)
y es única en B(z0, 13.0286 . . .).

Ahora, vamos a aplicar el método híbrido (2.17) con λ = 1
2

para aproximar la solu-
ción de (2.20) dada en la tabla 2.1. Para esto, calculamos el valor N0 determinado por el
teorema 2.6. De acuerdo con la fórmula (2.18), N0 = 1 para λ = 1

2
; por tanto, después

de una iteración del método modificado de la secante, aplicamos el método tipo secante
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i x∗i i x∗i i x∗i i x∗i
1 1.005450 . . . 3 1.051629 . . . 5 1.069365 . . . 7 1.025815 . . .
2 1.025815 . . . 4 1.069365 . . . 6 1.051629 . . . 8 1.005450 . . .

Tabla 2.1: Aproximación de la solución x∗ de (2.20)

n ‖zn − x∗‖ ‖F(zn)‖
−1 1.6936 . . .× 10−1 1.5004 . . .× 10−1

0 6.9365 . . .× 10−2 6.1779 . . .× 10−2

1 6.6461 . . .× 10−4 5.9142 . . .× 10−4

2 8.6314 . . .× 10−6 7.6848 . . .× 10−6

3 1.1194 . . .× 10−7 9.9676 . . .× 10−8

4 1.4513 . . .× 10−9 1.2922 . . .× 10−9

5 1.8814 . . .× 10−11 1.6752 . . .× 10−11

6 2.4390 . . .× 10−13 2.1717 . . .× 10−13

7 3.1619 . . .× 10−15 2.8154 . . .× 10−15

Tabla 2.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {‖F(zn)‖}

correspondiente a λ = 1
2

y obtenemos la solución aproximada dada en la tabla 2.1 des-
pués de tres iteraciones más. En la tabla 2.3 se pueden ver los errores ‖xn − x∗‖ con el
criterio de parada ‖xn − xn−1‖< 10−16, así como la sucesión {‖F(xn)‖}.

n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
−1 1.6936 . . .× 10−1 1.5004 . . .× 10−1

0 6.9365 . . .× 10−2 6.1779 . . .× 10−2

1 6.6461 . . .× 10−4 5.9142 . . .× 10−4

2 1.5148 . . .× 10−10 1.3499 . . .× 10−10

3 2.6106 . . .× 10−15 2.3266 . . .× 10−15

Tabla 2.3: Errores absolutos obtenidos con el método híbrido (2.17) correspondiente a λ = 1
2

y
{‖F(xn)‖}
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Capítulo 3

Una mejora de la accesibilidad de los
métodos tipo secante mediante una
modificación de la teoría basada en
relaciones de recurrencia

En este capítulo, vamos a estudiar la convergencia semilocal los métodos tipo secante
teniendo en cuenta dos objetivos. En primer lugar, a partir de una modificación de la téc-
nica de demostración utilizada en [62], obtenemos un resultado nuevo de convergencia
semilocal para los métodos tipo secante que mejora notablemente el dominio de pará-
metros que se obtiene en [62]. Además, el resultado aquí obtenido permitirá obtener un
resultado nuevo de convergencia semilocal cuando el operador F es no diferenciable,
situación no contemplada en [62] y que se deducirá gracias a la novedosa condición que
se exige a la diferencia dividida de primer orden de F .

En la sección 3.1 mostramos el principal problema que presenta el estudio de la
convergencia semilocal dado en [62] para los métodos tipo secante, que tal y como
hemos visto en el capítulo anterior, es que el correspondiente dominio de parámetros
es reducido, lo que limita la aplicación de estos métodos para resolver F(x) = 0. En la
sección 3.2 vemos que el dominio de parámetros anterior se puede mejorar utilizando
una variante de la técnica de demostración de la convergencia semilocal presentada en
[62], que como hemos dicho anteriormente nos va a permitir considerar situaciones en
las que el operador F es no diferenciable. Finalmente, en la sección 3.3, ilustraremos lo
anterior con dos sistemas no lineales, uno diferenciable y otro no diferenciable.

3.1. Planteamiento del problema

Hemos visto en el capítulo anterior que en [62] se presentan los métodos tipo se-
cante y se da un resultado de convergencia semilocal bajo la exigencia de que exista la
diferencia dividida de primer orden del operador F para cada par de puntos distintos en
Ω y que se cumplan las siguientes condiciones iniciales:

(C1) ‖x0 − x−1‖= α 6= 0 con x−1, x0 ∈ Ω,

(C2) fijado λ ∈ [0, 1], existe A−1
0 = [y0, x0; F]−1 y es tal que ‖A−1

0 ‖ ≤ β ,
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(C3) ‖[y0, x0; F]−1F(x0)‖ ≤ η,

(C4) ‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ K(‖x − u‖+ ‖y − v‖), K ≥ 0, x , y, u, v ∈ Ω,
x 6= y , u 6= v.

Se obtienen entonces condiciones suficientes para que se dé la convergencia semilocal
de los métodos tipo secante y que están dadas en el siguiente resultado, ya introducido
en el capítulo anterior (teorema 2.2).

Teorema 3.1. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Ω ⊆ X → Y un operador definido en
un conjunto abierto convexo no vacío Ω, x−1, x0 ∈ Ω dos puntos distintos y λ ∈ [0, 1). Su-

pongamos que se cumplen las condiciones (C1)–(C4). Si B(x0, r) ⊆ Ω, donde r =
1− a

1− 2a
η

y

a =
η

α+η
<

3−
p

5

2
y b =

Kβα2

α+η
<

a(1− a)2

1+λ(2a− 1)
, (3.1)

entonces los métodos tipo secante convergen a una solución x∗ de la ecuación F(x) = 0
con R-orden de convergencia al menos 1+

p
5

2
. Además, si xn, x∗ ∈ B(x0, r), la solución x∗ es

única en B(x0,τ)∩Ω, donde τ= 1
Kβ
− r − (1−λ)α.

Hemos visto en el capítulo anterior que las condiciones (3.1) con λ ∈ [0,1), con-
siderando x = Kβη e y = Kβα, permiten construir el correspondiente dominio de
parámetros, que es la región del plano x y cuyos puntos aseguran que las condiciones
de convergencia se cumplen y proporcionan la convergencia de los métodos tipo secan-
te. De nuevo, para representarlo gráficamente, se colorean en el plano x y los valores
de los parámetros que verifican las condiciones (3.1) que se imponen en el teorema 3.1.
Observamos de nuevo que las condiciones iniciales (C1)–(C3) exigidas a los puntos de
salida introducen los parámetros α, β y η, mientras que la condición (C4) exigida al ope-
rador introduce el parámetro fijo K . En primer lugar expresaremos las dos condiciones
de forma explícita a partir de los valores que se consideran para construir el dominio de
parámetros: x = Kβη e y = Kβα, de manera que las condiciones (3.1) se transforman
en

x

x + y
<

3−
p

5

2
y 1<

x

(x + y)
�

x + y +λ(x − y)
� . (3.2)

A continuación, dibujamos en la figura 3.1 los dominios de parámetros que están
sujetos a las condiciones (3.2) para distintos valores de λ ∈ [0,1): λ= 0 (región verde),
λ= 1

4
(región rosa), λ= 1

2
(región amarilla) y λ= 3

4
(región morada).

Recordamos las dos situaciones que se observan en la figura 3.1, que es la misma
que la figura 2.1 del capítulo anterior. En primer lugar, la elección de adecuados puntos
de salida x−1 y x0 para los métodos tipo secante es muy restrictiva, puesto que el do-
minio de parámetros es muy reducido, lo que limita las posibilidades de elegir buenas
aproximaciones iniciales x−1 y x0. En segundo lugar, observamos que si consideramos
un valor fijo de Kβα perteneciente al dominio de parámetros, los posibles valores que
se pueden tomar de Kβη, para que pertenezcan al dominio de parámetros, tienen cotas
superior e inferior. Esto hace que incluso tomando la propia raíz como punto de salida,
Kβη= 0, no obtengamos valores de los parámetros de salida que verifiquen el resultado
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Figura 3.1: Dominios de parámetros de los métodos tipo secante correspondientes al teo-
rema 3.1 con λ = 0, 1

4
, 1

2
, 3

4
(regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).

de convergencia semilocal, lo que resulta evidente a partir de la segunda condición de
(3.2), puesto que obviamente nunca se verificará la desigualdad para α > 0 y η= 0 (es
decir, x0 = x∗). Para eliminar estas deficiencias, utilizamos una técnica diferente a la
utilizada en [62]. Tenemos como primer objetivo de este capítulo mejorar notablemente
el dominio de parámetros de los métodos tipo secante (figura 3.1) que se obtiene a partir
del teorema 3.1.

Por otra parte, si consideramos ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammers-
tein mixto, como las presentadas en la sección 1.5.1 con (1.17) y

H(t, x(t)) = δx(t)2 +µ|x(t)|, δ,µ ∈ R, µ 6= 0,

y las trasformamos, mediante un proceso de discretización, en sistemas de ecuaciones
no lineales de la forma

F(x)≡ x− f− A
�

δvx +µwx

�

= 0, F : Rm −→ Rm, (3.3)

donde vx = (x2
1 , x2

2 , . . . , x2
m)

T , wx = (|x1|, |x2|, . . . , |xm|)T , δ,µ ∈ R y µ 6= 0, es obvio
que la función F definida en (3.3) es no lineal y no diferenciable. Además, en este caso,
[u,v; F] = I − (δB + µC), donde B = (bi j)mi, j=1 con bi j = ai j(u j + v j) y C = (ci j)mi, j=1 con

ci j = ai j
|u j |−|v j |

u j−v j
, de manera que

‖[x,y; F]− [u,v; F]‖ ≤ L + K(‖x− u‖+ ‖y− v‖) con L = 2|µ| ‖A‖ y K = |δ| ‖A‖. (3.4)

Por tanto, si en vez de exigir la condición (C4) para la diferencia dividida de primer
orden del operador F , exigimos una condición del tipo (3.4) a F en el espacio de Banach
X , la dada por

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ L + K(‖x − u‖+ ‖y − v‖); L, K ≥ 0; x , y, u, v ∈ Ω; x 6= y; u 6= v,
(3.5)
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podremos considerar situaciones en las que el operador F sea no diferenciable, como
por ejemplo la indicada anteriormente para la función F definida en (3.3).

Así, para el caso anterior, vamos a obtener un nuevo resultado de convergencia semi-
local exigiendo la condición (3.5) al operador F , resultado que para L = 0 nos permitirá
mejorar los dominios de parámetros obtenidos en [62] para los métodos tipo secante
cuando el operador F es diferenciable, mientras que para L 6= 0 nos permitirá obtener
un resultado nuevo de convergencia semilocal cuando el operador F es no diferenciable.

3.2. Mejora del dominio de puntos de salida

Nuestro primer objetivo es entonces ampliar el dominio de parámetros de los méto-
dos tipo secante. Para ello desarrollaremos una nueva técnica para analizar la conver-
gencia semilocal de estos métodos, que además nos va a permitir utilizar los métodos
tipo secante para resolver ecuaciones en las que el operador F es no diferenciable. Co-
mo en [62], exigimos que exista una diferencia dividida de primer orden del operador
F para cada par de puntos distintos de Ω.

Por otra parte, si la sucesión {xn} está generada por los métodos tipo secante, resulta
evidente que existirán todas las diferencias divididas de primer orden [yk, xk; F], salvo
que xk = yk, en cuyo caso resulta evidente que xk es una solución de la ecuación F(x) =
0 y entonces xn = xk, para todo n ≥ k, de manera que la sucesión {xn} es convergente
a xk ≡ x∗ solución de F(x) = 0.

Teniendo en cuenta estas ideas, comenzamos dando un lema técnico que utilizaremos
posteriormente.

Lema 3.2. Sea {xn} la sucesión dada por los métodos tipo secante. Si xm−1 6= xm con
xm−1, xm ∈ Ω, entonces

F(xm) =
�

[xm, xm−1; F]− Am−1

�

(xm − xm−1), donde Am−1 = [ym−1, xm−1; F].

DEMOSTRACIÓN. A partir de la definición de {xn} se sigue que

F(xm) + [ym−1, xm−1; F](xm − xm−1) = 0,

de manera que

F(xm) = F(xm)− F(xm−1)− [ym−1, xm−1; F](xm − xm−1)

= [xm, xm−1; F](xm − xm−1)− [ym−1, xm−1; F](xm − xm−1)

= (
�

xm, xm−1; F]− Am−1

�

(xm − xm−1). �

A continuación presentamos el nuevo resultado de convergencia semilocal para los
métodos tipo secante.

Teorema 3.3. Sean X e Y dos espacios de Banach y F : Ω ⊆ X → Y un operador no
lineal definido en un dominio abierto convexo no vacío Ω. Suponemos que existe [x , y; F] ∈
L (X , Y ), ∀x , y ∈ Ω (x 6= y), y que se cumplen las condiciones (C1), (C2), (C3) y (3.5).
Fijado λ ∈ [0, 1), si la ecuación

h(t) = t

�

1−
m

1− β (L + K(2t + (1−λ)α))

�

−η= 0, (3.6)
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donde m = máx
�

β(L + K((1−λ)α+η)), β(L + (2−λ)Kη)
	

tiene al menos una raíz
positiva, y denotamos por R la raíz positiva más pequeña de (3.6),

β(L + K(2R+ (1−λ)α))< 1 (3.7)

y B(x0, R) ⊂ Ω, entonces los métodos tipo secante, empezando en x−1 y x0, está bien definida
y converge a una solución x∗ de F(x) = 0. Además, la solución x∗ y las iteraciones xn

pertenecen a B(x0, R) y x∗ es única en B(x0, R).

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos probando que la sucesión {xn} está bien definida, es
decir, xn ∈ B(x0, R) ⊂ Ω, ∀n ∈ N. A partir de (C3) se sigue que x1 está bien definida y
que ‖x1 − x0‖= ‖A−1

0 F(x0)‖ ≤ η < R, por ser R solución de (3.6). Luego x1 ∈ B(x0, R).
A continuación, utilizando (3.5) vemos que

‖I − A−1
0 A1‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − A1‖

≤ β(L + K(‖y1 − y0‖+ ‖x1 − x0‖))

≤ β(L + K((1+λ)‖x1 − x0‖+ (1−λ)‖x0 − x−1‖))

≤ β(L + K((1+λ)R+ (1−λ)α))

≤ β(L + K(2R+ (1−λ)α))< 1,

y por el lema de Banach sobre inversión de operadores, tenemos que A−1
1 existe y es tal

que

‖A−1
1 ‖ ≤

β

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
.

Además, por el lema 3.2, se sigue que F(x1) =
�

[x1, x0; F]− A0

�

(x1 − x0), de manera
que

‖F(x1)‖ ≤ ‖[x1, x0; F]− A0‖‖x1 − x0‖

≤ (L + K‖y0 − x1‖)‖x1 − x0‖

≤ (L + K(‖y0 − x0‖+ ‖x1 − x0‖))‖x1 − x0‖

≤ (L + K((1−λ)α+η))‖x1 − x0‖.

En consecuencia,

‖x2 − x1‖ ≤ ‖A−1
1 ‖‖F(x1)‖

≤
β(L + K((1−λ)α+η))

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
‖x1 − x0‖

≤ P‖x1 − x0‖

< η,

donde P =
m

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
< 1, y

‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ ≤ (1+ P)‖x1 − x0‖=
1− P2

1− P
‖x1 − x0‖<

η

1− P
= R.
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Por lo tanto, x2 ∈ B(x0, R).
Ahora, podemos demostrar por inducción matemática sobre n que se cumplen los

siguientes items para n ∈ N:

• El operador A−1
n−1 existe y es tal que ‖A−1

n−1‖ ≤
β

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
,

• ‖xn − xn−1‖ ≤ P ‖xn−1 − xn−2‖ ≤ P n−1 ‖x1 − x0‖< η,

• ‖xn+1 − x0‖ ≤
1− P n+1

1− P
‖x1 − x0‖<

η

1− P
= R,

siempre que Ai = [yi, x i; F] sea invertible y x i+1 ∈ B(x0, R), ∀i = 1,2, . . . , n− 2.
En primer lugar, por hipótesis, vemos que

‖I − A−1
0 An‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − An‖

≤ β(L + K(‖yn − y0‖+ ‖xn − x0‖))

≤ β(L + K(λ‖xn − x0‖+ (1−λ)‖xn−1 − x−1‖+ ‖xn − x0‖))

≤ β(L + K((1+λ)‖xn − x0‖+ (1−λ)‖xn−1 − x−1‖))

≤ β(L + K((1+λ)‖xn − x0‖+ (1−λ)‖xn−1 − x0‖+ (1−λ)‖x0 − x−1‖))

< β(L + K(2R+ (1−λ)α))

< 1.

Además,

‖A−1
n ‖ ≤

β

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
.

En segundo lugar, por el lema 3.2, tenemos que F(xn) =
�

[xn, xn−1; F]− An−1

�

(xn −
xn−1), de manera que

‖F(xn)‖ ≤ ‖[xn, xn−1; F]− An−1‖‖xn − xn−1‖

≤
�

L + K‖yn−1 − xn−1‖
�

‖xn − xn−1‖

≤
�

L + K(‖yn−1 − xn−1‖+ ‖xn − xn−1‖)
�

‖xn − xn−1‖

≤
�

L + K((1−λ)‖xn−1 − xn−2‖+ ‖xn − xn−1‖)
�

‖xn − xn−1‖
≤

�

L + (2−λ)Kη
�

‖xn − xn−1‖.

Por lo tanto,

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖A−1
n ‖‖F(xn)‖

≤
β(L + (2−λ)Kη)

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
‖xn − xn−1‖

≤
m

1− β(L + K(2R+ (1−λ)α))
‖xn − xn−1‖

= P ‖xn − xn−1‖

≤ Pn ‖x1 − x0‖

< η,
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y, en consecuencia,

‖xn+1 − x0‖ ≤
n+1
∑

i=0

‖x i − x i−1‖ ≤ (Pn + Pn−1 + · · ·+ P + 1)‖x1 − x0‖

≤
1− Pn+1

1− P
‖x1 − x0‖

<
η

1− P
= R,

por ser P < 1. Luego xn+1 ∈ B(x0, R), ∀n ∈ N.
Una vez probado que la sucesión {xn} está bien definida, vemos que es una sucesión

de Cauchy. En efecto, como

‖xn+ j − xn‖ ≤ ‖xn+ j − xn+ j−1‖+ ‖xn+ j−1 − xn+ j−2‖+ · · ·+ ‖xn+1 − xn‖

≤ (P j−1 + P j−2 + · · ·+ P + 1)‖xn+1 − xn‖

=
1− P j

1− P
‖xn+1 − xn‖

<
Pn

1− P
‖x1 − x0‖,

para j ≥ 1, y P < 1, es claro que {xn} es una sucesión de Cauchy. Por tanto, la sucesión
{xn} es convergente.

Ahora, si ĺım
n→∞

xn = x∗, vemos que x∗ es una solución de F(x) = 0. Como

‖F(xn)‖ ≤ (L + (2−λ)Kη)‖xn − xn−1‖

y ‖xn−xn−1‖ → 0 cuando n→∞, por la continuidad del operador F , se sigue fácilmente
que F(x∗) = 0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solución x∗ en B(x0, R). Suponemos que
tenemos otra solución distinta y∗ ∈ B(x0, R) de la ecuación F(x) = 0. Sea A= [y∗, x∗; F].
Si A es invertible, tenemos que x∗ = y∗, puesto que A(y∗− x∗) = F(y∗)− F(x∗). Para ver
que A es invertible, por el lema de Banach, basta con ver que ‖I −A−1

0 A‖< 1. En efecto,

‖I − A−1
0 A‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − A‖

≤ ‖A−1
0 ‖‖[y0, x0; F]− [y∗, x∗; F]‖

≤ β(L + K(‖y∗ − y0‖+ ‖x∗ − x0‖))

≤ β(L + K(‖y∗ − x0‖+ ‖x0 − y0‖+ ‖x∗ − x0‖))

≤ β(L + K(R+ (1−λ)α+ R))

= β(L + K(2R+ (1−λ)α))

< 1.

Luego el operador A−1 existe. �
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Notemos que las diferencias divididas utilizadas existen, ya que si existe j ∈ N tal
que x j = x j−1, entonces x j−1 = x∗ (la solución buscada). Además, si x j−1 = y j−1 =
λx j−1+(1−λ)x j−2, entonces x j−1 = x j−2, de manera que x j−2 = x∗. En ambos casos, la
sucesión {xn} es convergente trivialmente.

Una vez probada la convergencia semilocal de los métodos tipo secante, nuestro
siguiente objetivo es ver cuál es el dominio de parámetros de esta familia de métodos.
Para ello, trasformamos la ecuación (3.6) en la siguiente ecuación equivalente:

2Kβ t2 +
�

β(L + K((1−λ)α− 2η) +m− 1
�

t + η
�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

= 0, (3.8)

y vemos cuándo tiene raíces reales positivas. La ecuación anterior tendrá dos raíces
reales positivas si

β(L + K((1−λ)α− 2η) +m− 1< 0, (3.9)

1− β(L + (1−λ)Kα)> 0, (3.10)

∆ =
�

β(L + K((1−λ)α− 2η)) +m− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

=
�

β(L + K((1−λ)α− 2η)) +m− 1+
q

8Kβη
�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

×
�

β(L + K((1−λ)α− 2η)) +m− 1−
q

8Kβη
�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

> 0.

Observamos que los dos factores de ∆ son < 0 si

β(L + K((1−λ)α− 2η)) +m+
Ç

8Kβη
�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

< 1. (3.11)

Además, se cumple (3.9) si se satisface (3.11). Por lo tanto, la ecuación (3.8) tendrá dos
raíces reales positivas si se cumplen (3.10) y (3.11). Si la ecuación (3.8) tiene dos raíces
reales positivas, entonces la raíz positiva más pequeña es:

R =
1

4Kβ

�

1−m− β(L + K((1−λ)α− 2η))

−
q

(β(L + K((1−λ)α− 2η) +m− 1)2 − 8Kβη
�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

.
(3.12)

Notemos que también podemos considerar que la ecuación (3.8) tenga una raíz doble
sin más que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (3.11).

A continuación veremos cuándo se cumple la condición (3.7) que aparece en el teo-
rema 3.3. Para ello, distinguiremos los siguientes dos casos:

α≥ η⇒ m= β(L + K((1−λ)α+η)),

α≤ η⇒ m= β(L + (2−λ)Kη).

Si α≥ η, entonces

R =
1

4Kβ

�

1− β(2L + K(2(1−λ)α−η))

−
Ç

�

β(2L + K(2(1−λ)α−η))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�
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y de (3.7) se sigue

1

2

�

1+ Kβη−
r

�

β(2L + K(2(1−λ)α−η))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

< 1,

r

�

β(2L + K(2(1−λ)α−η))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

> Kβη− 1.

Para que se cumpla la última desigualdad basta con que Kβη− 1< 0, es decir,

Kβη < 1. (3.13)

Por lo tanto la condición (3.7) del teorema 3.3 se cumple si se verifica (3.13) cuando
α≥ η.

Por otra parte, si α≤ η, entonces

R =
1

4Kβ

�

1− β(2L + K((1−λ)α−λη))

−
Ç

�

β(2L + K((1−λ)α−λη))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

y de (3.7) se sigue

1

2

�

1+ Kβ((1−λ)α+η)

−
Ç

�

β(2L + K((1−λ)α−η))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

�

< 1,

r

�

β(2L + K((1−λ)α−η))− 1
�2
− 8Kβη

�

1− β(L + (1−λ)Kα)
�

> Kβ((1−λ)α+η)−1.

Para que se cumpla la desigualdad anterior basta con que Kβ((1−λ)α+η)− 1< 0, es
decir,

Kβ((1−λ)α+η)< 1. (3.14)

Por lo tanto la condición (3.7) del teorema 3.3 se cumple si se verifica (3.14) cuando
α≤ η.

En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los parámetros
α, β , η, L y K , como son que la ecuación (3.6) tenga al menos una raíz real positiva y que
la raíz positiva más pequeña de (3.6), denotada por R, cumpla (3.7), se van a cumplir
siempre que se verifiquen (3.10), (3.11) y (3.13) cuando α≥ η o (3.10), (3.11) y (3.14)
cuando α ≤ η. Así, enunciamos entonces el siguiente resultado, cuya demostración se
sigue fácilmente sin más que satisfacer las hipótesis del teorema 3.3.

Corolario 3.4. Sean X e Y dos espacios de Banach y F : Ω ⊆ X → Y un operador no
lineal definido en un dominio abierto convexo no vacío Ω. Suponemos que existe [x , y; F] ∈
L (X , Y ) ∀x , y ∈ Ω (x 6= y) y que una vez fijado λ ∈ [0, 1) se cumplen las condiciones
(C1), (C2), (C3), (3.5), (3.10) y (3.11). Además, si se cumplen (3.13) cuando α ≥ η o
(3.14) cuando α≤ η y B(x0, R) ⊂ Ω, donde R está definido en (3.12) con m=máx{β(L+
K((1 − λ)α + η)),β(L + (2 − λ)Kη)}, entonces la sucesión {xn} dada por los métodos
tipo secante, empezando en x−1 y x0, está bien definida y converge a una solución x∗ de
F(x) = 0. Además, la solución x∗ y las iteraciones xn pertenecen a B(x0, R) y x∗ es única
en B(x0, R).
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A continuación, dibujamos el dominio de parámetros asociado al resultado anterior
de convergencia semilocal. Para ello, seguimos el mismo criterio que antes y distingui-
mos dos casos: el caso diferenciable, L = 0, y el no diferenciable, L 6= 0.

Comenzamos con el caso diferenciable. Como se puede ver en las figuras 3.2 y 3.3, el
nuevo dominio de parámetros (figura 3.2) resuelve el problema que tienen los métodos
tipo secante en el dominio de parámetros correspondiente al teorema 3.1 (figura 3.1)
cuando los valores de α y η son pequeños. Fijado un valor de Kβα perteneciente al do-
minio de parámetros, observamos que el valor de Kβη sólo está acotado superiormente
y no inferiormente.
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Figura 3.2: Dominios de parámetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes al teorema
3.3 con L = 0; verde para λ = 0; rosa para
λ = 1/4, amarillo para λ = 1/2 y morado pa-
ra λ= 3/4.
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Figura 3.3: Dominios de parámetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes a los teore-
mas 3.1 y 3.3 con L = 0; verde para λ = 0;
rosa para λ = 1/4, amarillo para λ = 1/2 y
morado para λ= 3/4.

En segundo lugar, representaremos el dominio de parámetros correspondiente al teo-
rema 3.3 cuando F es no diferenciable, L 6= 0. En este caso el dominio de parámetros
depende de la cantidad Lβ , que tiene que cumplir que Lβ < 1

2
, sin más que observar la

condición (3.11). Así, dibujamos los casos Lβ = 1
10

y Lβ = 1
5

en las figuras 3.4 y 3.5,
respectivamente. Observamos que el dominio de parámetros se reduce al aumentar el
valor de Lβ , pero sigue teniendo buenas características locales.

3.3. Aplicación

A continuación ilustramos todo lo visto en la sección anterior con dos sistemas de
ecuaciones no lineales. En primer lugar, consideramos un sistema de ecuaciones no li-
neales diferenciable y vemos que no podemos garantizar la convergencia semilocal de
los métodos tipo secante mediante el teorema 3.1, mientras que si lo podemos hacer
a partir del teorema 3.3. En segundo lugar, consideramos un sistema de ecuaciones no
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Figura 3.4: Dominios de parámetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes al teorema
3.3 con Lβ = 1

10
; verde para λ = 0; rosa pa-

ra λ = 1/4, amarillo para λ = 1/2 y morado
para λ= 3/4.
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Figura 3.5: Dominios de parámetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes al teorema
3.3 con Lβ = 1

5
; verde para λ = 0; rosa pa-

ra λ = 1/4, amarillo para λ = 1/2 y morado
para λ= 3/4.

lineales no diferenciable y vemos que el teorema 3.3 garantiza la convergencia semilocal
de los métodos tipo secante.

3.3.1. Sistema de ecuaciones no lineales diferenciable

Sea la siguiente ecuación integral no lineal de tipo Hammerstein

x(s) = 1+

∫ 1

0

G(s, t) x(t)2 d t, s ∈ [0,1], (3.15)

donde x ∈ C[0,1] y G es la función de Green en [0, 1]× [0,1].
A continuación, usamos un proceso de discretización que la transforme en un proble-

ma de dimensión finita, tal y como se hizo en la sección 1.5.1, de manera que la ecuación
integral (3.15) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x)≡ x− 1− Avx = 0, F : R8 −→ R8, (3.16)

donde

x= (x1, x2, . . . , x8)
T , 1= (1, 1, . . . , 1)T , A= (ai j)

8
i, j=1, vx = (x

2
1 , x2

2 , . . . , x2
8)

T .

En este caso, el operador diferencia dividida es [u,v; F] = I −B, donde B = (bi j)8i, j=1
con bi j = ai j(u j + v j).

Eligiendo x−1 =
�

9
10

, 9
10

, . . . , 9
10

�T
y x0 = (1,1, . . . , 1)T como puntos de salida, λ = 1

2
y la norma del máximo, obtenemos α = 0.1, β = 1.3035 . . ., η = 0.1556 . . . y K =
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0.1235 . . .. Vemos entonces que la primera condición de (3.1) del teorema 3.1 no se
cumple puesto que

η

α+η
= 0.6088 . . .>

3−
p

5

2
= 0.3819 . . .

En consecuencia, no podemos garantizar la convergencia del método tipo secante con
λ= 1

2
mediante el teorema 3.1 dado en [62]. Sin embargo, si que la podemos garantizar

mediante el teorema 3.3, puesto que la correspondiente ecuación (3.6) es

h(t) = t

�

1−
(0.0376 . . .)

1− (0.1610 . . .)(2t + 0.05)

�

− (0.1556 . . .) = 0,

que tiene dos raíces reales positivas y la más pequeña, denotada por R = 0.1621 . . .,
cumple la condición (3.7), puesto que

βK(2R+ (1−λ)α) = 0.0602 . . .< 1.

En este caso, utilizando el método tipo secante correspondiente a λ = 1
2
, después de

cinco iteraciones y usando el criterio de parada ‖xn−xn−1‖< 10−16, obtenemos la apro-
ximación numérica x∗ = (x∗1, x∗2, . . . , x∗8)

T de una solución de (3.16) que vemos en la
tabla 3.1. En la tabla 3.2 mostramos los errores ‖xn − x∗‖ obtenidos usando el mismo
criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 3.1 es una buena aproxima-
ción de la solución del sistema (3.16), puesto que ‖F(x∗)‖ ≤ C × 10−16. Mostramos la
sucesión {‖F(xn)‖} en la tabla 3.2.

Además, por el teorema 3.3, la existencia y unicidad de la solución está garantizada
en la bola B(x0, 0.1621 . . .).

i x∗i i x∗i i x∗i i x∗i
1 1.012239 . . . 3 1.118079 . . . 5 1.159804 . . . 7 1.058428 . . .
2 1.058428 . . . 4 1.159804 . . . 6 1.118079 . . . 8 1.012239 . . .

Tabla 3.1: Aproximación de la solución x∗ de (3.16)

n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
−1 2.5980 . . .× 10−1 2.0008 . . .× 10−1

0 1.5980 . . .× 10−1 1.2355 . . .× 10−1

1 4.1222 . . .× 10−3 3.1494 . . .× 10−3

2 4.1117 . . .× 10−5 3.1489 . . .× 10−5

3 1.0346 . . .× 10−8 9.9173 . . .× 10−9

4 2.5597 . . .× 10−14 1.9590 . . .× 10−14

Tabla 3.2: Errores absolutos obtenidos con el método tipo secante correspondiente aλ= 1
2

y ‖F(xn)‖
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3.3.2. Sistema de ecuaciones no lineales no diferenciable

Consideramos ahora la siguiente ecuación integral no lineal de tipo Hammerstein

x(s) =
1

2
+

3

4

∫ 1

0

G(s, t)
�

x(t)2 + |x(t)|
�

d t, s ∈ [0,1], (3.17)

donde x ∈ C[0,1] y G es la función de Green en [0, 1]× [0,1].
A continuación, tal y como se hizo en la sección 1.5.1, transformamos (3.17) en el

siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x)≡ x−
1

2
−

3

4
A(vx +wx) = 0, F : R8 −→ R8, (3.18)

donde

x= (x1, x2, . . . , x8)
T ,

1

2
=
�1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2

�T

, A= (ai j)
8
i, j=1,

vx = (x
2
1 , x2

2 , . . . , x2
8)

T , wx = (|x1|, |x2|, . . . , |x8|)T .

En este caso, el operador diferencia dividida es [u,v; F] = I − 3
4
(C + D), donde C =

(ci j)8i, j=1 con ci j = ai j(u j + v j) y D = (di j)8i, j=1 con di j = ai j
|u j |−|v j |

u j−v j
.

Eligiendo x−1 =
�

2
5
, 2

5
, . . . , 2

5

�T
y x0 =

�

1
2
, 1

2
, . . . , 1

2

�T
como puntos de salida, λ= 3

4
y la

norma del máximo, obtenemos α = 0.1, β = 1.2170 . . ., η = 0.0824 . . ., L = 0.1853 . . .
y K = 0.0926 . . .. La ecuación (3.6) se reduce ahora a

h(t) = t

�

1−
(0.2376 . . .)

1− (1.2170 . . .)((0.1863 . . .) + (0.0926 . . .)(2t + 0.0250 . . .)

�

−(0.0824 . . .) = 0,

que tiene dos raíces reales positivas y la más pequeña, denotada por R = 0.1211 . . .,
cumple la condición (3.7), puesto que

β(L + K(2R+ (1−λ)α)) = 0.2557 . . .< 1.

Así, podemos garantizar la convergencia semilocal del método tipo secante correspon-
diente a λ = 3

4
mediante el teorema 3.3. Después de cuatro iteraciones y usando el

criterio de parada ‖xn − xn−1‖ < 10−16, obtenemos la aproximación numérica x∗ =
(x∗1, x∗2, . . . , x∗8)

T de una solución (3.18) que vemos en la tabla 3.3. En la tabla 3.4 mostra-
mos los errores ‖xn−x∗‖ obtenidos usando el mismo criterio de parada. Notemos que el
vector dado en la tabla 3.3 es una buena aproximación de la solución del sistema (3.18),
puesto que ‖F(x∗)‖ ≤ C × 10−16. Mostramos la sucesión {‖F(xn)‖} en la tabla 3.4.

Es más, por el teorema 3.3, la existencia y unicidad de la solución está garantizada
en la bola B(x0, 0.1211 . . .).

i x∗i i x∗i i x∗i i x∗i
1 0.506462 . . . 3 0.561738 . . . 5 0.583219 . . . 7 0.530722 . . .
2 0.530722 . . . 4 0.583219 . . . 6 0.561738 . . . 8 0.506462 . . .

Tabla 3.3: Aproximación de la solución x∗ de (3.18)
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n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
−1 1.8321 . . .× 10−1 1.5189 . . .× 10−1

0 8.3221 . . .× 10−2 6.9501 . . .× 10−2

1 7.8399 . . .× 10−4 6.5351 . . .× 10−4

2 1.4181 . . .× 10−6 1.1832 . . .× 10−6

3 2.3181 . . .× 10−11 1.9352 . . .× 10−11

Tabla 3.4: Errores absolutos obtenidos con el método tipo secante correspondiente aλ= 3
4

y ‖F(xn)‖
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Parte III

Un método iterativo punto a punto que
no utiliza derivadas: el método de

Steffensen
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En esta parte de la memoria consideraremos un operador F : Ω ⊂ X → X , donde Ω
es un dominio abierto convexo no vacío contenido en un espacio de Banach X , y nos
planteamos la aproximación de una solución de la ecuación

F(x) = 0

mediante un proceso iterativo punto a punto que no evalúe derivadas del operador F en
cada paso. Este tipo de procesos iterativos tienen gran interés debido a que la derivada
del operador F puede ser costosa de evaluar o porque incluso puede no existir, situa-
ciones que son desfavorables para la aplicación del método de Newton, cuyo algoritmo,
como bien sabemos, está dado por

¨

x0 ∈ Ω,

xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F(xn), n≥ 0.

Usualmente la no utilización de derivadas pasa por la aproximación de éstas. Así,
como bien sabemos en el caso de espacios de Banach, podemos considerar el concepto
de diferencia dividida. Es conocido ([88]) que, dado x ∈ X , si consideramos un punto
y ∈ X distinto, próximo a x , el operador [x , y; F] representa una aproximación de F ′(x).
Utilizando este hecho, es habitual construir procesos iterativos que utilizan diferencias
divididas en vez de derivadas.

Como en la primera parte de esta memoria, nuestro punto de partida es el método
de Newton. Para eliminar de su algoritmo la evaluación de las derivadas del operador
F , utilizaremos una aproximación de F ′(x) a partir de determinada diferencia dividida.
Como nuestro objetivo singular de esta parte de la memoria es la construcción de un
proceso iterativo punto a punto, teniendo en cuenta las características del operador
considerado, tomando como nodos x y x+ F(x), podemos utilizar éstos para considerar
la aproximación F ′(x) ≈ [x , x + F(x); F]. A partir de esta aproximación se define el
método de Steffensen ([3],[5],[12]), que está dado por el siguiente algoritmo











x0 ∈ Ω,

yn = xn + F(xn),

xn+1 = xn − [xn, yn; F]−1F(xn), n≥ 0.

Evidentemente, el método de Steffensen es un método iterativo punto a punto. Además,
como la aproximación de la derivada del operador F considerada en este caso es de
segundo orden, es conocido que el método de Steffensen tiene convergencia cuadrática
[12]. Por otra parte, como resulta evidente, este proceso iterativo tiene el mismo coste
computacional que el método de Newton. Por tanto, la eficiencia computacional ([84],
[98]) del método de Steffensen es la misma que la del método de Newton. Pese a las bue-
nas características que tiene el método de Steffensen, misma eficiencia computacional
que el método de Newton y la no evaluación de derivadas, es mucho menos utilizado
que el método de Newton para aproximar soluciones de F(x) = 0. Nuestro objetivo
principal se va a centrar entonces en mejorar la aplicabilidad del método de Steffensen.

Un aspecto importante a tener en cuenta cuando se estudia la aplicabilidad de un pro-
ceso iterativo es el conjunto de puntos de salida que podemos considerar para garantizar
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la convergencia del proceso iterativo a una solución de F(x) = 0 a partir de cualquiera
de sus puntos; esto es lo que llamamos accesibilidad del proceso iterativo, que se puede
observar experimentalmente mediante las conocidas cuencas de atracción, que son el
conjunto de todos los puntos de salida a partir de los cuales el proceso iterativo conver-
ge a una solución de F(x) = 0, fijada una tolerancia o un número máximo de iteraciones
([85]).

A continuación, en las figuras III.1–III.2 mostramos las cuencas de atracción asocia-
das a las tres raíces z∗ = 1, z∗∗ = exp 2πi

3
y z∗∗∗ = exp −2πi

3
de la ecuación F(z) = z3−1= 0,

donde F : C→ C, cuando aplicamos respectivamente los métodos de Newton y de Stef-
fensen. Para representar las cuencas de atracción hemos considerado un rectángulo en
el plano complejo D ⊂ C y asignado un color para cada raíz a la cual el método iterativo
elegido converge. Identificamos las cuencas de atracción de las tres raíces, cuando las
aproximamos por el método de Newton y por el método de Steffensen, con el objetivo
de comparar las regiones de accesibilidad de ambos métodos.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Figura III.1: Cuencas de atracción asociadas a
las raíces de F(z) = z3 − 1 = 0 para el método
de Newton.
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-1
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Figura III.2: Cuencas de atracción asociadas a
las raíces de F(z) = z3 − 1 = 0 para el método
de Steffensen.

En la práctica, consideramos una malla de 512× 512 puntos en D y elegimos estos
puntos como z0. Utilizamos el rectángulo [−2.5,2.5] × [−2.5,2.5] que contiene a las
tres raíces. Los métodos iterativos, empezando en un punto z0 ∈ D, pueden converger
a cualquiera de las raíces o, eventualmente, diverger. En todos los casos, utilizamos la
tolerancia 10−3 y un máximo de 50 iteraciones. Si no obtenemos la tolerancia deseada
con 50 iteraciones, no se continúa y decidimos que el método iterativo no converge a
ninguna solución comenzando en z0. En particular, hemos utilizado los colores cyan,
magenta y amarillo para las cuencas de atracción de las soluciones z∗, z∗∗ y z∗∗∗. El
color se hace más claro o más oscuro según sea el número de iteraciones utilizadas para
alcanzar una solución con la precisión fijada. Hemos pintado de negro los puntos del
rectángulo correspondientes a las aproximaciones iniciales a partir de las cuales no se
alcanza ninguna de las soluciones con tolerancia 10−3 en un máximo de 50 iteraciones.
Para otras estrategias se puede consultar [101] y las referencias allí dadas. Los gráficos
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se han generado con Mathematica 5.1 [103].
Vemos que las cuencas de atracción, cuando aplicamos el método de Steffensen, se

reducen considerablemente con respecto a las del método de Newton, lo que justifica
claramente que el método de Steffensen sea menos utilizado que el método de Newton
para resolver ecuaciones no lineales.

Aparte del estudio empírico de la accesibilidad de un proceso iterativo dado por
las cuencas de atracción, podemos realizar un estudio de la accesibilidad del proceso
iterativo a partir de las condiciones de convergencia impuestas al proceso iterativo, tal y
como se ha realizado en la segunda parte de esta memoria para los métodos tipo secante
mediante el dominio de parámetros.

En el primer capítulo de esta parte de la memoria realizamos un estudio de la con-
vergencia semilocal del método de Steffensen en condiciones de tipo Kantorovich, de
manera que podamos comparar su accesibilidad con la del método de Newton. Así, ve-
remos que el dominio de parámetros asociado a la convergencia semilocal del método
de Steffensen es más pequeño que el asociado a la del método de Newton. Para solventar
esta situación construiremos un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que no
evalúe derivadas en cada paso y con la misma accesibilidad que el método de Newton.

La utilización de la teoría de Kantorovich en el primer capítulo de esta parte de la
memoria para estudiar la convergencia semilocal de los métodos iterativos nos obliga a
considerar ecuaciones con operadores diferenciables. Así, en el segundo capítulo, modi-
ficaremos las condiciones de convergencia consideradas en el primero y desarrollaremos
una nueva teoría que permite aproximar las soluciones de ecuaciones con operadores
cualesquiera, tanto si son diferenciables como si no lo son. Para ello, utilizamos una no-
vedosa técnica basada en relaciones de recurrencia que proporciona nuevos resultados
de convergencia semilocal. Después, a partir del estudio de los dominios de parámetros
asociados a estos nuevos resultados, construiremos también un método iterativo híbri-
do (predictor-corrector) aplicable a ecuaciones con operadores cualesquiera y con una
buena accesibilidad de la solución.
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Capítulo 4

Análisis de la accesibilidad del método
de Steffensen mediante la teoría de
Kantorovich

Comenzamos este capítulo realizando un estudio de la convergencia semilocal del
método de Steffensen en condiciones de tipo Kantorovich. Hemos visto antes que para
establecer un resultado de convergencia semilocal se exigen dos tipos de condiciones:
condiciones sobre el operador y condiciones sobre los puntos de salida. Como nuestro
primer interés se centra en el estudio comparativo de la accesibilidad de los métodos
de Newton y de Steffensen a partir de la teoría de Kantorovich, exigiremos la misma
condición al operador F , que F ′ sea Lipschitz continua, es decir:

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K ‖x − y‖, K ≥ 0, ∀x , y ∈ Ω.

Notemos en primer lugar que, a partir de esta condición, siempre existe la diferencia
dividida

[x , y; F] =

∫ 1

0

F ′
�

x +τ(x − y)
�

dτ

para cualesquiera que sean los puntos x , y ∈ Ω. Si x = y entonces [x , x; F] = F ′(x),
[88]. Luego el método de Steffensen está definido en cada paso.

A partir del estudio de la convergencia semilocal del método de Steffensen, que reali-
zaremos mediante la teoría de Kantorovich, probaremos que la accesibilidad del método
de Newton es mucho mejor que la que se obtiene para el método de Steffensen en las
mismas condiciones.

En la sección 4.1, enunciamos el resultado de convergencia semilocal dado por Kan-
torovich [71] para el método de Newton y obtenemos un teorema de convergencia se-
milocal para el método de Steffensen. Luego, a partir de ambos resultados, comparamos
la accesibilidad de ambos métodos. Adelantamos que las diferencias observadas expe-
rimentalmente con las cuencas de atracción para la ecuación F(z) = z3 − 1 = 0 se
confirman con el estudio teórico.

A continuación, en la sección 4.2, consideramos el método modificado de Newton,
cuyo algoritmo está dado por

¨

z0 ∈ Ω,

zn+1 = zn − [F ′(z0)]−1F(zn), n≥ 0.
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Observamos que no se evalúa F ′ en un nuevo punto en cada paso, sino que basta con
localizar un punto z0 de Ω donde F ′ exista. Veremos más adelante que este método tiene
la misma accesibilidad que el método de Newton.

Teniendo esto en cuenta, en la sección 4.3, construimos un método iterativo híbri-
do (predictor-corrector) que tenga la misma eficiencia y accesibilidad que el método
de Newton y que no evalúe derivadas en cada paso. En particular, saliendo desde los
mismos puntos de salida que el método modificado de Newton, garantizamos la conver-
gencia del método híbrido con la misma velocidad de convergencia que con el método
de Steffensen, de manera que mejoramos la accesibilidad del método de Steffensen. Fi-
nalmente, en la sección 4.4, veremos una aplicación en la que consideramos un sistema
de ecuaciones no lineales que ilustra todo lo anterior.

4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Para realizar el estudio planteado en la introducción, normalizamos las condiciones
iniciales exigidas sobre el punto de salida y sobre el operador. De este modo, garantiza-
mos tanto la convergencia como la comparación de la accesibilidad de los métodos que
vamos a estudiar.

Así, suponemos que existe el operador Γ0 = [F ′(x0)]−1 ∈ L (X , X ), para algún x0 ∈ Ω,
y que se satisfacen las siguientes condiciones:

(C1) ‖F(x0)‖ ≤ δ,

(C2) ‖Γ0‖= ‖[F ′(x0)]−1‖ ≤ β ,

(C3) ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x − y‖, K ≥ 0, x , y ∈ Ω.

Comenzamos el estudio recordando el resultado clásico de convergencia semilocal
del método de Newton a una solución de la ecuación F(x) = 0 a partir de las condiciones
iniciales previamente descritas. La demostración de este teorema puede encontrarse en
[71].

Teorema 4.1 (Teorema clásico de Newton-Kantorovich). Sea F : Ω ⊆ X → X un opera-
dor una vez continuamente diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convexo no
vacíoΩ de un espacio de Banach X . Supongamos que se verifican las condiciones (C1)–(C3),
Kδβ2 ≤ 1

2
y B(x0, t∗) ⊆ Ω, siendo t∗ = (1 −

p

1− 2Kδβ2)/(Kβ). Entonces la ecuación
F(x) = 0 tiene una solución x∗ y el método de Newton es convergente a esta solución x∗ a
partir de x0. Además, xn, x∗ ∈ B(x0, t∗), para todo n ≥ 0. Por otra parte, si Kδβ2 < 1

2
, x∗

es la única solución de F(x) = 0 en B(x0, t∗∗)∩Ω, donde t∗∗ = (1+
p

1− 2Kδβ2)/(Kβ).

A partir del resultado de convergencia semilocal anterior, si queremos estudiar la
accesibilidad del método de Newton, basta con tener en cuenta que, dado x0 ∈ Ω, el
método tiene asociados dos parámetros (δ,β), dados en (C1) y (C2). Así, a partir de
la condición de convergencia Kδβ2 ≤ 1

2
, podemos definir el dominio de parámetros

correspondiente al teorema 4.1, que viene dado por el conjunto {(δ,β) ∈ R2/Kδβ2 ≤
1
2
}. Observemos que K es siempre una cantidad fija, de manera que no influye en el

dominio de parámetros.
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4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

En la figura 4.1 mostramos el dominio de parámetros asociado al método de Newton
que viene determinado por la condición Kδβ2 ≤ 1/2 del teorema 4.1. Notemos que
hemos pintado en el eje de abscisas los valores del parámetro β y en el eje de ordenadas
los valores Kδ.
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Figura 4.1: Dominio de parámetros del método de Newton.

A continuación, vamos a dar condiciones iniciales sobre el punto de salida y sobre el
operador F para garantizar la convergencia semilocal del método de Steffensen. Poste-
riormente, estableceremos su dominio de parámetros y haremos un estudio comparativo
de esta región con la asociada al método de Newton.

En primer lugar, establecemos la convergencia semilocal del método de Steffensen,
bajo las condiciones (C1)–(C3), de manera similar a la del método de Newton. Para ello,
utilizamos la conocida la técnica de las sucesiones mayorizantes ([71]).

Lo primero que vamos a probar es la existencia de [x0, y0; F]−1 ∈ L (X , X ) para
cualesquiera x0, y0 ∈ Ω. Así,

‖I − Γ0[x0, y0; F]‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′(x0)− [x0, y0; F]‖

= ‖Γ0‖‖F ′(x0)−
∫ 1

0

F ′(x0 +τ(y0 − x0)) dτ‖

≤ ‖Γ0‖
∫ 1

0

‖F ′(x0 +τ(y0 − x0))− F ′(x0)‖ dτ

≤
1

2
Kδβ ,

de modo que si Kδβ < 2, entonces existe [x0, y0; F]−1 ∈ L (X , X ) para algunos x0, y0 ∈
Ω y tales que

‖[x0, y0; F]−1‖ ≤
2β

2− Kδβ
= b.

A continuación, definimos el polinomio cuadrático

q(s) =
M

2
s2 −

s

b
+δ, M = K

�

1+
1

b

�

, s ∈ [0, s′], (4.1)
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Capítulo 4. Análisis de la accesibilidad del método de Steffensen mediante la teoría de Kantorovich

tal que s∗ ≤ s∗∗ < s′, donde hemos denotado la raíz positiva más pequeña del polinomio

q por s∗ =
1−
p

1− 2Mδb2

M b
y la mayor por s∗∗ =

1+
p

1− 2Mδb2

M b
, y la sucesión {sn}

definida por






s0 = 0,

sn+1 = sn −
q(sn)
q′(sn)

, n≥ 0.
(4.2)

Ahora, en el siguiente lema, damos la característica más importante de la sucesión
(4.2).

Lema 4.2. La sucesión {sn} dada en (4.2) converge de manera creciente a s∗.

La demostración del lema anterior es inmediata sin más que tener en cuenta que la
sucesión {sn} es monótona no decreciente y está acotada superiormente por s∗.

Teorema 4.3. Sea F : Ω ⊆ X → X un operador una vez continuamente diferenciable
Fréchet definido en un dominio abierto convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X . Si
se cumplen las condiciones (C1)–(C3), se satisfacen las condiciones

Kδβ ≤ 2, Mδb2 ≤
1

2
(4.3)

y B(x0, s∗+δ) ⊆ Ω, entonces, a partir de x0, el método de Steffensen converge a una solución
x∗ de F(x) = 0. Además, x∗ es la única solución de F(x) = 0 en B(x0, s∗∗ +δ)∩Ω, donde

s∗∗ = 1+
p

1−2Mδb2

M b
.

DEMOSTRACIÓN. Probamos la convergencia semilocal del método de Steffensen ha-
ciendo uso de un proceso inductivo.

Notemos que

‖x1 − x0‖= ‖[x0, y0; F]−1F(x0)‖ ≤ bδ = s1 − s0 < s∗ +δ,

de manera que x1 ∈ B(x0, s∗ +δ) ⊆ Ω y podemos definir x2. Ahora,

F(x1) = F(x1)− F(x0)− [x0, y0; F](x1 − x0)

=

∫ x1

x0

(F ′(z)− F ′(x0)) dz +
�

F ′(x0)− [x0, y0; F]
�

(x1 − x0)

=

∫ 1

0

(F ′(x0 +τ(x1 − x0))− F ′(x0)) dτ(x1 − x0) +
�

F ′(x0)− [x0, y0; F]
�

(x1 − x0).
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4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Por tanto,

‖F(x1)‖ ≤
K

2
‖x1 − x0‖2 +

K

2
‖F(x0)‖‖x1 − x0‖

≤
K

2
(s1 − s0)2 +

K

2
q(s0)(s1 − s0)

=
K

2

�

1− q′(s0)
�

(s1 − s0)2

=
M

2
(s1 − s0)2

= q(s1).

Ahora, puesto que la sucesión {sn} dada en (4.2) es creciente y el polinomio q dado en
(4.1) es decreciente en [0, s∗], se tiene

‖y1 − x0‖ ≤ ‖x1 − x0‖+ ‖F(x1)‖ ≤ s1 − s0 + q(s1)< s∗ + q(s0) = s∗ +δ.

Notemos que para poder definir x2 necesitamos de la existencia del operador [x1, y1; F]−1.
Teniendo en cuenta nuevamente que la sucesión (4.2) es creciente y el polinomio (4.1)
es decreciente en [0, s∗], se tiene:

‖I − Γ0[x1, y1; F]‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′(x0)− [x1, y1; F]‖

= ‖Γ0‖
�

‖F ′(x0)− F ′(x1)‖+ ‖F ′(x1)− [x1, y1; F]‖
�

≤ ‖Γ0‖

�

K ‖x1 − x0‖+
∫ 1

0

‖F ′(x1 +τ(y1 − x1))− F ′(x1)‖ dτ

�

≤ ‖Γ0‖
�

K ‖x1 − x0‖+
K

2
‖F(x1)‖

�

≤ ‖Γ0‖
�

K (s1 − s0) +
K

2
q(s1)

�

≤ ‖Γ0‖
�

Ks1 +
K

2
q(s0)

�

≤ ‖Γ0‖K

�

1−
q′(s0)

2

�

s1

≤ β

�

q′(s1) +
1

b

�

≤ β

�

q′(s1) +
1

β

�

< 1,

de modo que existe el operador [x1, y1; F]−1 y es tal que

‖[x1, y1; F]−1‖ ≤
β

1− ‖I − Γ0[x1, y1; F]‖
≤
−1

q′(s1)
.
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Entonces, se sigue

‖x2 − x1‖ ≤
−q(s1)
q′(s1)

≤ s2 − s1,

‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ ≤ s2 − s0 < s∗ < s∗ +δ,

luego x2 ∈ B(x0, s∗ +δ) ⊆ Ω, lo que permite definir y2.
Ahora, teniendo en cuenta que

F(xn) = F(xn)− F(xn−1)− [xn−1, yn−1; F](xn − xn−1)

=

∫ xn

xn−1

(F ′(z)− F ′(xn−1)) dz +
�

F ′(xn−1)− [xn−1, yn−1; F]
�

(xn − xn−1)

=

∫ 1

0

(F ′(xn−1 +τ(xn − xn−1))− F ′(xn−1)) dτ(xn − xn−1)

+
�

F ′(xn−1)− [xn−1, yn−1; F]
�

(xn − xn−1)

=

∫ 1

0

(F ′(xn−1 +τ(xn − xn−1))− F ′(xn−1)) dτ(xn − xn−1)

+

∫ 1

0

�

F ′(xn−1)− F ′(xn−1 +τ(yn−1 − xn−1) dτ
�

(xn − xn−1).

y
q(sn) = q(sn)− q(sn−1)− q′(sn−1)(sn − sn−1)

=

∫ 1

0

(q′(sn−1 +τ(sn − sn−1))− q′(sn−1)) dτ(sn − sn−1)

= M

∫ 1

0

τ(sn − sn−1)
2 dτ

=
M

2
(sn − sn−1)

2,

se tiene
‖F(xn)‖ ≤ q(sn), ∀n ∈ N,

puesto que

‖F(xn)‖ ≤
∫ 1

0

Kτ‖xn − xn−1‖2 dτ+

∫ 1

0

Kτ‖F(xn−1)‖‖xn − xn−1‖ dτ

≤
K

2
(sn − sn−1)2 +

K

2
q(sn−1)(sn − sn−1)

=
K

2

�

1− q′(sn−1)
�

(sn − sn−1)2

≤
M

2
(sn − sn−1)2

= q(sn).

78



4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Entonces, como q es decreciente en [0, s∗], se sigue:

‖yn − x0‖ ≤ ‖xn − x0‖+ ‖F(xn)‖ ≤ sn + q(sn)< s∗ + q(s0)< s∗ +δ,

y por tanto yn ∈ B(x0, s∗ +δ) ⊆ Ω.
A continuación probamos la existencia del operador [xn, yn; F]−1. Como

‖I − Γ0[xn, yn; F]‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′(x0)− [xn, yn; F]‖

= ‖Γ0‖
�

‖F ′(x0)− F ′(xn)‖+ ‖F ′(xn)− [xn, yn; F]‖
�

≤ ‖Γ0‖

�

K‖xn − x0‖+
∫ 1

0

‖F ′(xn +τ(yn − xn))− F ′(xn)‖ dτ

�

≤ ‖Γ0‖
�

K‖xn − x0‖+
K

2
‖F(xn)‖

�

≤ ‖Γ0‖
�

K(sn − s0) +
K

2
q(sn)

�

≤ ‖Γ0‖
�

Ksn −
K

2
q′(sn)(sn − sn−1)

�

≤ ‖Γ0‖K
�

1−
q′(s0)

2

�

sn

≤ β

�

q′(sn) +
1

b

�

≤ β

�

q′(sn) +
1

β

�

< 1,

tenemos que el operador [xn, yn; F]−1 existe y

‖[xn, yn; F]−1‖ ≤
β

1− ‖I − Γ0[xn, yn; F]‖
≤
−1

q′(sn)
.

Entonces,

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖[xn, yn; F]−1‖‖F(xn)‖ ≤
−q(sn)
q′(sn)

= sn+1 − sn,

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖+ ‖xn − x0‖ ≤ sn+1 − s0 < s∗ < s∗ +δ,

y como {sn} es una sucesión de Cauchy, se deduce que {xn} también lo es y, por tanto,
{xn} converge a x∗ ∈ B(x0, s∗ +δ). Veamos que x∗ es solución de la ecuación F(x) =
0. Hemos probado que ‖F(xn)‖ ≤ q(sn), de manera que por continuidad tenemos que
F(x∗) = 0.

A continuación probaremos la unicidad de solución. Suponemos que tenemos otra
solución z∗ ∈ B(x0, s∗∗ +δ)∩Ω de la ecuación F(x) = 0 distinta de x∗. Consideramos

F(z∗)− F(x∗) =

∫ z∗

x∗
F ′(x) d x =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(z∗ − x∗))(z∗ − x∗) d t = 0,
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y el operador N =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(z∗ − x∗)) d t. Teniendo en cuenta que

‖Γ0N − I‖ ≤ ‖Γ0‖‖N − F ′(x0)‖

≤ ‖Γ0‖
∫ 1

0

‖F ′(x∗ + t(z∗ − x∗))− F ′(x0)‖ d t

≤ βK

∫ 1

0

�

(1− t)‖x∗ − x0‖+ t(‖z∗ − x0‖)
�

d t

<
βK

2

� 2

M b
+δ

�

< 1,

puesto que Kδβ ≤ 2, el operador N es invertible y por tanto x∗ = z∗. �

En la figura 4.2 está representado el dominio de parámetros del método de Steffensen
que está sujeto a las condiciones dadas en (4.3). Notemos que en el eje de abscisas
estamos representando los valores β y en el de ordenadas los valores Kδ.

En la figura 4.3, mostramos el dominio de parámetros del método de Steffensen junto
con el del método de Newton. A la vista de la figura, observamos que la accesibilidad
del método de Steffensen se reduce de forma considerable con respecto a la del método
de Newton.
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Figura 4.2: Dominio de parámetros del método
de Steffensen.
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Figura 4.3: Dominios de parámetros de los mé-
todos de Newton (región roja) y de Steffensen
(región verde).

Buscando un cierto paralelismo con las cuencas de atracción, consideramos la otra
forma experimental de estudiar la accesibilidad de un proceso iterativo. Dado un punto,
éste tiene asociados los parámetros correspondientes y, si éstos verifican las condiciones
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4.2. Convergencia semilocal del método modificado de Newton

de convergencia, coloreamos dicho punto, y en otro caso, no lo coloreamos. Recorda-
mos que la región que queda entonces coloreada es lo que hemos llamado región de
accesibilidad del método iterativo.

Una vez más, la región de accesibilidad de un método iterativo nos indica experi-
mentalmente el dominio de puntos de salida a partir de los cuales tenemos asegurada
la convergencia del método iterativo, es decir, el conjunto de puntos de salida que satis-
facen las condiciones de convergencia para dicho método iterativo.

En las figuras 4.4–4.5 se muestran las regiones de accesibilidad asociadas a los mé-
todos de Newton y de Steffensen cuando se aplican a la resolución de la ecuación
F(z) = z3 − 1 = 0 una vez fijado K = 6|1.6 + 0.2i|. Notemos la gran diferencia que
existe entre las dos regiones de accesibilidad asociadas a ambos métodos, tal y como
ocurría con las cuencas de atracción asociadas a las soluciones de F(z) = z3 − 1 = 0, fi-
guras III.1–III.2. Esto vuelve a poner de manifiesto la reducida accesibilidad del método
de Steffensen.
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Figura 4.4: Región de accesibilidad para el mé-
todo de Newton cuando F(z) = z3 − 1 = 0 y
K = 6|1.6+ 0.2i|.
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Figura 4.5: Región de accesibilidad para el mé-
todo de Steffensen cuando F(z) = z3 − 1 = 0 y
K = 6|1.6+ 0.2i|.

4.2. Convergencia semilocal del método modificado de
Newton

Acabamos de ver que el método de Steffensen tiene peor accesibilidad de solucio-
nes que el método de Newton. Sin embargo, como veremos a continuación, el método
modificado de Newton mantiene la accesibilidad de soluciones del método de Newton,
pero pierde velocidad de convergencia, puesto que su orden de convergencia es lineal.
Esto nos hace considerar un método iterativo híbrido (predictor-corrector) formado por
los métodos modificado de Newton y de Steffensen. Así, mediante un método predictor
con buena accesibilidad y un método corrector con buena eficiencia, obtendremos un
método híbrido con características similares a las del método de Newton.
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Capítulo 4. Análisis de la accesibilidad del método de Steffensen mediante la teoría de Kantorovich

Comenzamos viendo que el método modificado de Newton tiene la misma accesi-
bilidad que el método de Newton. Establecemos entonces bajo qué condiciones para el
operador F y el punto de salida podemos garantizar la convergencia del método mo-
dificado de Newton a una solución de la ecuación F(x) = 0. Para ello suponemos que
existe el operador Γ 0 = [F ′(z0)]−1 ∈ L (X , X ), para algún z0 ∈ Ω, y que se satisfacen las
siguientes condiciones:

(H1) ‖F(z0)‖ ≤ δ0,

(H2) ‖Γ 0‖= ‖
�

F ′(z0)
�−1
‖ ≤ β0,

(H3) ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x − y‖, K ≥ 0, x , y ∈ Ω.

A partir de (H1)–(H3) definimos el siguiente polinomio cuadrático:

p(t) =
K

2
t2 −

t

β0
+δ0, t ∈ [t0, t ′], (4.4)

donde t∗ ≤ t∗∗ ≤ t ′, y denotamos por t∗ y t∗∗ sus dos raíces positivas. Definimos también
la función

h(t) = t + β0p(t). (4.5)

Ahora sea la sucesión {tn} definida por:
¨

t0 = 0,

tn+1 = h(tn) = tn + β0p(tn), n≥ 0.
(4.6)

Lema 4.4. La sucesión (4.6) converge de manera creciente a t∗.

DEMOSTRACIÓN. De (4.6), se sigue que

t1 − t0 = β0p(t0)> 0,

t1 − t∗ = h(t0)− h(t∗) = h′(θ0)(t0 − t∗)< 0,

de modo que t1 > t0 y t1 < t∗. Supongamos que tk ≥ tk−1 y tk < t∗ para k = 1,2 . . . , n−1.
Entonces, puesto que tn−1 < t∗, se tiene que p(tn−1)≥ 0 y

tn − tn−1 = β0p(tn−1)≥ 0.

Además,
tn − t∗ = h(tn−1)− h(t∗) = h′(θn−1)(tn−1 − t∗)< 0.

Por tanto, la sucesión {tn} es creciente y tn < t∗, para todo n ∈ N. Luego, existe l = ĺım
n

tn.

Ahora bien,
l = ĺım

n
tn+1 = ĺım

n

�

tn + β0p(tn)
�

.

Entonces, β0p(l) = 0, de donde se sigue que l = t∗. �
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Teorema 4.5. Sea F : Ω ⊆ X → X un operador una vez continuamente diferenciable
Fréchet definido en un dominio abierto convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X .
Supongamos que existe Γ 0 = [F ′(z0)]−1 ∈ L (X , X ), para algún z0 ∈ B(z0, t∗) ⊆ Ω, donde
t∗ es la menor raíz positiva del polinomio (4.4), y que se cumplen las condiciones (H1)–
(H3). Si

Kδ0β
2
0 ≤

1

2
, (4.7)

entonces el método modificado de Newton converge a una solución x∗ de la ecuación F(x) =
0. Además, si Kδ0β

2
0 <

1
2
, x∗ es la única solución de F(x) = 0 en B(x0, t∗∗) ∩ Ω, donde

t∗∗ = 1+
p

1−2Kδ0β
2
0

Kβ0
.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar consideramos z1 = z0 − Γ 0F(z0). En este caso,

‖z1 − z0‖= ‖ − Γ 0F(z0)‖ ≤ β0δ0 < t1 − t0 < t∗.

Luego, z1 ∈ B(z0, t∗) ⊆ Ω y podemos definir z2 = z1 − Γ 0F(z1).
Ahora,

F(z1) = F(z1)− F(z0)− F ′(z0)(z1 − z0)

=

∫ z1

z0

(F ′(u)− F ′(z0)) du

=

∫ 1

0

(F ′(z0 +τ(z1 − z0))− F ′(z0)) dτ(z1 − z0),

y

‖F(z1)‖ ≤
K

2
‖z1 − z0‖2 ≤

K

2
(t1 − t0)

2,

de forma que

‖z2 − z1‖ ≤
β0K

2
t2

1.

Teniendo en cuenta que la sucesión (4.6) cumple que t2 − t1 = β0p(t1) =
β0K t2

1

2
, se

sigue
‖z2 − z1‖ ≤ t2 − t1

y
‖z2 − z0‖ ≤ ‖z2 − z1‖+ ‖z1 − z0‖ ≤ t2 − t0 < t∗.

Luego, z2 ∈ B(z0, t∗) ⊆ Ω y podemos definir z3.
Ahora, desde

F(zn) = F(zn)− F(zn−1)− F ′(z0)(zn − zn−1)

=

∫ zn

zn−1

(F ′(u)− F ′(z0)) du

=

∫ 1

0

(F ′(zn−1 +τ(zn − zn−1))− F ′(z0)) dτ(zn − zn−1),
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y

p(tn) = p(tn)− p(tn−1) +
1

β0
(tn − tn−1)

=

∫ tn

tn−1

(p′(ω)− p′(t0)) dω

=

∫ 1

0

(p′(tn−1 +τ(tn − tn−1))− p′(t0)) dτ(tn − tn−1)

= K
�

(tn−1 − t0) +
1

2
(tn − tn−1)

�

(tn − tn−1),

se tiene
‖F(zn)‖ ≤ p(tn), ∀n ∈ N,

puesto que

‖F(zn)‖ ≤
∫ 1

0

K
�

‖zn−1 − t0‖+τ‖zn − zn−1‖
�

dτ‖zn − zn−1‖

≤ K
�

(tn−1 − t0) +
1

2
(tn − tn−1)

�

(tn − tn−1).

Entonces,
‖zn − zn−1‖ ≤ β0p(tn) = tn − tn−1,

y por tanto, como la sucesión {tn} es de Cauchy, se deduce que la sucesión {zn} también
lo es y, en consecuencia, {zn} converge a x∗ ∈ B(z0, t∗). Veamos que x∗ es solución de la
ecuación F(x) = 0. Hemos probado que ‖F(zn)‖ ≤ p(tn), de manera que F(x∗) = 0 por
continuidad.

Finalmente, suponemos que existe otra solución z∗ ∈ B(z0, t∗∗) ∩ Ω de la ecuación
F(x) = 0 y distinta de x∗. Consideramos

F(z∗)− F(x∗) =

∫ z∗

x∗
F ′(x) d x =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(z∗ − x∗))(z∗ − x∗) d t = 0

y el operador N =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(z∗ − x∗)) d t. Teniendo en cuenta que

‖Γ 0N − I‖ ≤ ‖Γ 0‖‖N − F ′(z0)‖

≤ ‖Γ 0‖
∫ 1

0

‖F ′(x∗ + t(z∗ − x∗))− F ′(z0)‖ d t

≤ β0K

∫ 1

0

�

(1− t)‖x∗ − z0‖+ t‖z∗ − z0‖
�

d t

<
Kβ0

2
(t∗∗ + t∗)

= 1,
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4.2. Convergencia semilocal del método modificado de Newton

vemos que el operador N es invertible y por tanto x∗ = z∗. �

En la figura 4.6 está representado el dominio de parámetros del método modifica-
do de Newton sujeto a la condición (4.7), donde en el eje de abscisas se representan
los valores β0 y en el de ordenadas los valores Kδ0. Observamos que este dominio de
parámetros coincide con el del método de Newton, figura 4.1.
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Figura 4.6: Dominio de parámetros del método modificado de Newton.

Para dar estimaciones del error cometido con el método modificado de Newton, uti-
lizamos un procedimiento dado por Ostrowski en [84] que permite acotar el error en
función de las raíces del polinomio (4.4).

Teorema 4.6. En las condiciones del teorema 4.5, consideramos el polinomio (4.4) y sean t∗

y t∗∗ sus dos raíces reales positivas y tales que t∗ ≤ t∗∗. Entonces, para el método modificado
de Newton, se obtienen las siguientes cotas de error:

i) Si t∗ < t∗∗,
((t∗∗ − t∗)t∗)n+1

(t∗∗)n+1 − (t∗)n+1 < t∗ − tn <
t∗(t∗∗ − t∗)(t∗Kβ0)n

t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n
.

ii) Si t∗ = t∗∗,
�1

2

�n

t∗ ≤ t∗ − tn ≤ t∗.

DEMOSTRACIÓN. Demostramos en primer lugar el apartado i). A partir de (4.4), como
t∗ < t∗∗, tenemos que

p(t) =
K

2
(t∗ − t)(t∗∗ − t).

Si denotamos an = t∗ − tn y bn = t∗∗ − tn, para todo n ≥ 0, entonces p(tn) =
K
2
an bn,

p′(t0) =
−1
β0

y

an+1 = t∗ − tn+1 = t∗ − tn − β0p(tn) = an −
Kβ0

2
an bn

bn+1 = t∗∗ − tn+1 = t∗∗ − tn − β0p(tn) = bn −
Kβ0

2
an bn.
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Como
an+1

bn+1
=

an

bn

2− Kβ0(t∗∗ − tn)
2− Kβ0(t∗ − tn)

,

y puesto que la función

Q(t) =
2− Kβ0(t∗∗ − t)
2− Kβ0(t∗ − t)

es estrictamente creciente, se sigue

t∗

t∗∗
=Q(t0)≤Q(t)≤Q(t∗) = Kβ0 t∗,

de manera que

an+1

bn+1
=

an

bn
Q(tn)≤

an

bn
Q(t∗)≤

an−1

bn−1
Q(t∗)2 ≤ · · · ≤

a0

b0
Q(t∗)n+1 =

t∗

t∗∗
(Kβ0 t∗)n+1,

an+1

bn+1
=

an

bn
Q(tn)≥

an

bn
Q(t0)≥

an−1

bn−1
Q(t0)

2 ≥ · · · ≥
a0

b0
Q(t0)

n+1 =

�

t∗

t∗∗

�n+2

.

Como bn+1 = (t∗∗ − t∗) + an+1, obtenemos

(t∗∗ − t∗)(t∗)n+2

(t∗∗)n+2 − (t∗)n+2 < t∗ − tn+1 <
t∗(t∗∗ − t∗)(t∗Kβ0)n+1

t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n+1 .

En segundo lugar vemos ii). Partiendo de (4.4), si t∗ = t∗∗, entonces an = bn y

p(tn) =
K

2
a2

n, de manera que

an+1

an
= 1−

Kβ0

2
an.

Ahora teniendo en cuenta que la función

R(t) = 1−
Kβ0

2
(t∗ − t)

es estrictamente creciente, se sigue que 1
2
= R(t0) ≤ R(t) ≤ R(t∗) = 1 y, como an+1 =

R(tn)an, entonces
an+1 ≤ an ≤ · · · ≤ a0 ≤ t∗ − t0 = t∗,

an+1 ≥
1

2
an ≥ · · · ≥

�1

2

�n+1

a0 =
�1

2

�n+1

t∗.

En consecuencia,
�1

2

�n+1

t∗ ≤ t∗ − tn+1 ≤ t∗. �

Notemos que a partir de este resultado resulta evidente que el método modificado de
Newton tiene al menos convergencia lineal.
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4.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

En la figura 4.7 observamos, al igual que ocurría para el método de Newton, la gran
diferencia existente entre los dominios de parámetros asociados a los métodos modifi-
cado de Newton y de Steffensen que surgen de imponer las condiciones que garantizan
la convergencia de ambos métodos.

En la figura 4.8 se muestran las regiones de accesibilidad, fijado el valor K = 6|1.6+
0.2i|, asociadas a los métodos modificado de Newton y de Steffensen, cuando se aplican
a la resolución de la ecuación F(z) = z3 − 1 = 0. Notemos que también hay una gran
diferencia entre las dos regiones de accesibilidad asociadas a ambos métodos. Esto nos
indica que el dominio de puntos de salida para obtener una aproximación de una solu-
ción de F(z) = z3 − 1 = 0 para el método modificado de Newton es mucho mayor que
para el de Steffensen.
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Figura 4.7: Dominios de parámetros de los mé-
todos modificado de Newton (región roja) y de
Steffensen (región verde).

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

Figura 4.8: Regiones de accesibilidad de los
métodos modificado de Newton (región roja) y
de Steffensen (región verde) para F(z) = z3 −
1= 0 y K = 6|1.6+ 0.2i|.

4.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

A partir de las situaciones anteriores, ahora nos planteamos construir una modifica-
ción del método de Steffensen que mejore su accesibilidad a una solución de F(x) = 0,
utilizando el método modificado de Newton como método predictor.

4.3.1. Construcción del método

Como se observa en la figura 4.7, el dominio de parámetros del método de Steffensen
está contenido en el dominio de parámetros del método modificado de Newton. Por
tanto, las condiciones exigidas al método de Steffensen para garantizar su convergencia
semilocal son evidentemente más restrictivas que las exigidas al método modificado de
Newton.
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Capítulo 4. Análisis de la accesibilidad del método de Steffensen mediante la teoría de Kantorovich

Tratamos entonces de asegurar que para un par inicial (δ0,β0) que satisfaga la condi-
ción (4.7), es decir que esté dentro del dominio de parámetros del método modificado de
Newton, obtengamos un par (δ,β) que satisfaga las condiciones dadas en (4.3), después
de realizar un cierto número N0 de iteraciones con el método modificado de Newton,
de manera que estemos en condiciones de poder garantizar la convergencia del método
de Steffensen al empezar en la iteración N0 obtenida mediante el método modificado de
Newton. De este modo, se puede considerar el par (δN0

,βN0
), asociado a la iteración N0

obtenida con el método modificado de Newton, como el par (δ,β) asociado a la iteración
inicial x0 del método de Steffensen.

Nuestro objetivo principal es construir una sencilla modificación del método de Stef-
fensen de manera que este método converja empezando en los mismos puntos de salida
que el método modificado de Newton. Consideramos entonces el método iterativo hí-
brido (predictor-corrector) dado por el siguiente algoritmo































¨

z0 ∈ Ω,

zi+1 = zi − [F(z0)]−1F(zi), i = 0, 1, . . . , N0 − 1,










x0 = zN0
,

yn = xn + F(xn),

xn+1 = xn − [xn, yn; F]−1F(xn), n≥ 0,

(4.8)

donde z0 satisface (4.7), mientras que x0 = zN0
satisface (4.3). Para que este algoritmo

sea convergente nos planteamos dos cuestiones:

1. Localizar z0 de manera que el método predictor, el método modificado de Newton,
sea convergente.

2. Utilizando la convergencia del método predictor, calcular un valor N0 tal que zN0
sea

considerado como punto de salida del método corrector, el método de Steffensen,
de manera que a partir de este punto podamos asegurar la convergencia de éste.

La idea es usar el método modificado de Newton durante un número finito de pasos
N0 hasta que zN0

= x0 cumpla las condiciones dadas en (4.3), y aplicar después el método
de Steffensen en vez del método modificado de Newton. La clave del problema reside
entonces en garantizar la existencia de N0.

4.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuación, vamos a estudiar la convergencia semilocal del método (4.8).

Método predictor: el método modificado de Newton

Consideramos la situación inicial a partir del método modificado de Newton. Dada
la aproximación inicial z0, partimos del par (δ0,β0) definido a partir de (H1) y (H2):

‖Γ 0‖= ‖[F ′(z0)]
−1‖ ≤ β0, ‖F(z0)‖ ≤ δ0.
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4.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

Para la convergencia del método debe verificarse la condición (4.7):

Kδ0β
2
0 ≤

1

2
.

Iterando, se van definiendo los pares (δn,βn) a partir del cumplimiento de la condiciones
(H1) y (H2), de modo que

‖F(zn)‖ ≤ p(tn) = δn ⇔
K

2
an bn = δn ⇔

K2

2
an bn = Kδn,

donde an = t∗ − tn y bn = t∗∗ − tn, siendo t∗ y t∗∗ (t∗ ≤ t∗∗) las dos raíces positivas de
(4.4). Por el teorema 4.6, tenemos

Kδn = Kp(tn) <
K2

2

t∗ t∗∗(t∗∗ − t∗)
t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n

(t∗Kβ0)n

=
K t∗ t∗∗

Æ

1− 2Kδ0β
2
0

β0

�

t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n
� (t∗Kβ0)n

Kδn = Kp(tn) <
K t∗ t∗∗(t∗Kβ0)n

β0(t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n)
(1− t∗Kβ0) (4.9)

A continuación, expresando βn en función de β0 y considerando

‖I − Γ 0F ′(zn)‖ ≤ ‖Γ 0‖‖F ′(z0)− F ′(zn)‖ ≤ Kβ0‖z0 − zn‖ ≤ Kβ0 t∗,

obtenemos

‖Γ n‖= ‖
�

F ′(zn)
�−1
‖ ≤ β , donde β = βn =

β0

1− Kβ0 t∗
.

Con lo que, tras aplicar este método, obtenemos el par (δn,β) para algún n ∈ N.

Método corrector: el método de Steffensen

El par (δn,β) debe verificar ahora las condiciones de convergencia dadas en (4.3)
para el método de Steffensen:

Kδβ ≤ 2 y Mδb2 ≤
1

2
,

donde δ = δn, b = 2β
2−Kδβ

y M = K
�

1+ 1
b

�

. Por tanto, sustituyendo los parámetros δ y
β del método predictor en (4.3), se tendrá:

• Si Kδβ ≤ 2, entonces Kδn ≤
2
β

,

• Si Mδb2 ≤ 1
2
, entonces 1

2
≥ Mδn b2 = K

�

1+ 2−Kδnβ

2β

�

δn

�

2β
2−Kδnβ

�2
, que es equiva-

lente a
5β2(Kδn)

2 − 4β(3+ 2β)(Kδn) + 4≥ 0,
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que se verifica si

Kδn ≤ P, donde P =
2(3+ 2β)β − 4

p

β2 + 3β + 1

5β2 .

Luego,

Kδn ≤mı́n

�

2

β
, P

�

=







P si β ≤ 2.5303 . . .

2

β
si β ≥ 2.5303 . . .

(4.10)

Definición de N0

Ahora vamos a definir N0 de manera que indique cuando se da el salto del método
predictor al método corrector. Notemos que la sucesión {δn} es decreciente, con lo que
buscamos el primer valor de n en (4.9) que verifique (4.10). Veámoslo:

Si β ≤ 2.5303 . . ., entonces

Kδn <
K t∗ t∗∗(Kβ0)n t∗

β0(t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n)
(1− Kβ0 t∗)< P.

Tomando logaritmos, encontramos un valor N0 ∈ N, de manera que el par (δN0
,βN0
)

satisfaga las condiciones de convergencia (4.3) del método corrector, y así obtene-
mos:

N0 ≥
log

�

Pβ0 t∗∗

t∗(Pβ0 + K t∗∗(1− t∗Kβ0))

�

log(t∗Kβ0)
.

Luego

N0 = 1+











log

�

Pβ0 t∗∗

t∗(Pβ0 + K t∗∗(1− Kβ0 t∗))

�

log(Kβ0 t∗)











.

Si β ≥ 2.5303 . . ., entonces

Kδn <
K t∗ t∗∗(t∗Kβ0)n

β0(t∗∗ − t∗(t∗Kβ0)n)
(1− t∗Kβ0)<

2

β
.

Tomando de nuevo logaritmos y procediendo como en el caso anterior, encontra-
mos un valor N0 ∈ N, de manera que el par (δN0

,βN0
) satisfaga las condiciones de

convergencia (4.3) del método corrector, obteniendo:

N0 = 1+











log

�

2β0 t∗∗

t∗(2β0 + Kβ t∗∗(1− Kβ0 t∗))

�

log(Kβ0 t∗)











.
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Por tanto, podemos asegurar que el método corrector es convergente partiendo del
punto x0 = zN0

.
A partir de los comentarios y resultados previos, queda probado el siguiente teorema

de convergencia semilocal para el método iterativo híbrido (predictor-corrector) dado
en (4.8).

Teorema 4.7. Sea X un espacio de Banach y F : Ω ⊆ X → X un operador una vez continua-
mente diferenciable Fréchet definido en un conjunto abierto convexo no vacío Ω y z0 ∈ Ω.
Suponemos que existe el operador Γ 0 = [F ′(z0)]−1 ∈ L (X , X ), que se satisfacen las condi-
ciones (H1)–(H3) y que B(z0, t∗) ⊆ Ω, con t∗ la menor raíz positiva del polinomio dado en
(4.4). Si además Kδ0β

2
0 ≤

1
2
, entonces existe N0 ∈ N de forma que el algoritmo (4.8) es

convergente con

N0 =























































1+











log

�

Pβ0 t∗∗

t∗(Pβ0 + K t∗∗(1− Kβ0 t∗))

�

log(Kβ0 t∗)











si β ≤ 2.5303 . . . ,

1+











log

�

2β0 t∗∗

t∗(2β0 + Kβ t∗∗(1− Kβ0 t∗))

�

log(Kβ0 t∗)











si β ≥ 2.5303 . . . ,

(4.11)

y β =
β0

1− Kβ0 t∗
.

4.4. Aplicación

Presentamos una aplicación donde vemos que no podemos aplicar el método de Stef-
fensen para aproximar una solución del problema discreto, que surge de discretizar una
ecuación integral no lineal de Hammerstein, porque no se cumplen las condiciones de
convergencia del teorema 4.3. Sin embargo, apoyándonos en el método híbrido (4.8),
vemos que podemos aplicar el método de Steffensen a partir de cierta iteración.

En principio, parece que la aplicación del método de Steffensen es más restrictiva que
la del método modificado de Newton. Veamos que esto es así en el siguiente ejemplo.

Consideramos la siguiente ecuación integral no lineal mixta de tipo Hammerstein

x(s) = 1+

∫ 1

0

G(s, t) x(t)2 d t, s ∈ [0,1], (4.12)

donde x ∈ C[0,1], t ∈ [0, 1] y el núcleo G es la función de Green en [0, 1]× [0,1].
A continuación, usamos un proceso de discretización que transforma (4.12) en un

problema finito dimensional, tal y como se hizo en la sección 1.5.1, manera que la ecua-
ción (4.12) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x)≡ x− 1− Avx = 0, F : R8 −→ R8, (4.13)
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donde

x= (x1, x2, . . . , x8)
T , 1= (1,1, . . . , 1)T , A= (ai j)

8
i, j=1, vx = (x

2
1 , x2

2 , . . . , x2
8)

T .

Además , F ′(x) = I − 2AD(x), con D(x) = diag{x1, x2, . . . , x8}.
Eligiendo como punto de salida z0 = (1.7, 1.7, . . . , 1.7)T y la norma del máximo,

obtenemos δ0 = 0.6713 . . ., β0 = 1.6549 . . ., K = 0.2471 . . ., Kδ0β
2
0 = 0.4543 . . . < 1

2
.

Por tanto, podemos aplicar el método modificado de Newton para resolver el sistema
(4.13), puesto que se verifica la condición (4.7) del teorema 4.5. Por contra, no podemos
aplicar el método de Steffensen, ya que no se verifica la segunda condición de (4.3) del
teorema 4.3, puesto que

Mδb2 = 0.9286 . . .>
1

2
,

donde δ = δ0, b = 1.9182 . . . y M = 0.3759 . . .
Como el método modificado de Newton es convergente por el teorema 4.5, lo aplica-

mos para obtener la aproximación numérica x∗ = (x∗1, x∗2, . . . , x∗8)
T de la solución del sis-

tema (4.13) y mostrada en la tabla 4.1, después de 20 iteraciones y usando como criterio
de parada ‖zn − zn−1‖< 10−16. En la tabla 4.2 se muestran los errores ‖zn − x∗‖ obteni-
dos con el mismo criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 4.1 es una
buena aproximación de la solución del sistema (4.13), puesto que ‖F(x∗)‖ ≤ C ×10−16.
Mostramos la sucesión {‖F(zn)‖} en la tabla 4.2.

i x∗i i x∗i i x∗i i x∗i
1 1.012239 . . . 3 1.118079 . . . 5 1.159804 . . . 7 1.058428 . . .
2 1.058428 . . . 4 1.159804 . . . 6 1.118079 . . . 8 1.012239 . . .

Tabla 4.1: Aproximación de la solución x∗ de (4.13)

n ‖zn − x∗‖ ‖F(zn)‖
0 6.8776 . . .× 10−1 6.7130 . . .× 10−1

1 6.1560 . . .× 10−2 4.6960 . . .× 10−2

2 1.1811 . . .× 10−2 8.9776 . . .× 10−3

3 2.0931 . . .× 10−3 1.5942 . . .× 10−3

4 3.7465 . . .× 10−4 2.8588 . . .× 10−4

5 6.6908 . . .× 10−5 5.0952 . . .× 10−5

...
...

...
19 2.2532 . . .× 10−15 1.7180 . . .× 10−15

Tabla 4.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de Newton y {‖F(zn)‖}

Por otra parte, si aplicamos el método híbrido (4.8) para aproximar la solución dada
en la tabla 4.1 con el mismo punto de salida, sólo necesitamos calcular el valor de N0
a partir del teorema 4.7 teniendo en cuenta el valor β = 5.4777 . . . Si nos fijamos en
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la fórmula (4.11), obtenemos N0 = 1. Por tanto, después de una iteración del método
modificado de Newton, podemos aplicar el método de Steffensen, obteniendo la apro-
ximación numérica de la solución dada en la tabla 4.1 tras realizar cuatro iteraciones
más con este método. En la tabla 4.3 se muestran los errores ‖xn − x∗‖ cuando usamos
el criterio de parada ‖xn − xn−1‖< 10−16, así como la sucesión {‖F(xn)‖}.

n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
0 6.8776 . . .× 10−1 6.7130 . . .× 10−1

1 6.1560 . . .× 10−2 4.6960 . . .× 10−2

2 8.2751 . . .× 10−4 6.3230 . . .× 10−4

3 1.4582 . . .× 10−7 1.1158 . . .× 10−7

4 4.4982 . . .× 10−15 3.4428 . . .× 10−15

Tabla 4.3: Errores absolutos obtenidos con el método híbrido (4.8) y {‖F(xn)‖}
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Capítulo 5

Una mejora de la accesibilidad del
método de Steffensen mediante una
modificación de la teoría basada en
relaciones de recurrencia

El estudio realizado en el capítulo anterior se restringe a la situación en la que el
operador F es diferenciable Fréchet. Evidentemente, una de las características que tiene
el método de Steffensen es que no necesita que el operador F sea diferenciable Fréchet,
simplemente necesita que exista una diferencia dividida definida en el dominio Ω.

Habitualmente para probar la convergencia semilocal de este proceso iterativo se
imponen dos condiciones básicas ([3], [5],[12]):

(I) Dados dos puntos cualesquiera x , y ∈ Ω, distintos, existe la diferencia dividida de
primer orden [x , y; F].

(II) La diferencia dividida verifica la condición

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ K(‖x − u‖+ ‖y − v‖) (5.1)

para K ≥ 0, x , y, u, v ∈ Ω con x 6= y y u 6= v.

La condición (5.1) se puede suavizar considerando la condición

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ K(‖x − u‖p + ‖y − v‖p) (5.2)

para K ≥ 0, p ∈ (0,1], x , y, u, v ∈ Ω con x 6= y y u 6= v. La condición (5.1) dice que la
diferencia dividida de primer orden es Lipschitz continua en Ω y la condición (5.2) dice
que la diferencia dividida es (K , p)-Hölder continua en Ω.

Si ahora consideramos una diferencia dividida de primer orden para la que existe
una función ω : R+ ×R+→ R+ no decreciente en sus dos argumentos tal que

‖[x , y; F]− [u, v; F]‖ ≤ω(‖x − u‖,‖y − v‖) (5.3)

para x , y, u, v ∈ Ω con x 6= y y u 6= v, es claro que si ω(s, t) = K(s + t) o ω(s, t) =
K(sp + t p), obtenemos como casos particulares las condiciones (5.1) y (5.2) respectiva-
mente. En estos casos, como ω(0, 0) = 0, F es diferenciable (véase [88]). Por tanto, los
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resultados de convergencia semilocal para el método de Steffensen dados habitualmente
por otros autores exigen veladamente que el operador F sea diferenciable.

En este capítulo nos planteamos la obtención de un resultado de convergencia semi-
local para el método de Steffensen cuando se aplica a ecuaciones en las que el operador F
puede no ser diferenciable. Para ello, consideramos las condiciones (I) y (5.3), teniendo
en cuenta que ω(0,0) 6= 0 si el operador F es no diferenciable.

Por otra parte, dada la generalidad de las condiciones de convergencia que vamos a
considerar, veremos, a partir del dominio de parámetros asociado al resultado de conver-
gencia semilocal, que la accesibilidad de la solución va a ser restrictiva en determinadas
condiciones. Para solventar esta dificultad, construiremos un método iterativo híbrido
(predictor-corrector).

En la sección 5.1 obtenemos un resultado de convergencia semilocal para el método
de Steffensen que permite aplicar este método a la resolución de ecuaciones con de-
terminados operadores no diferenciables. Para ello, utilizaremos una nueva técnica de
demostración de la convergencia semilocal basada en determinadas relaciones de re-
currencia que proporciona novedosos resultados acerca de la convergencia semilocal.
Después, analizamos el dominio de parámetros asociado al resultado obtenido, obser-
vando que en determinadas situaciones es un resultado muy restrictivo. En la sección 5.2,
pensando en la construcción de un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que
tenga las características comentadas anteriormente, obtenemos un nuevo resultado de
convergencia semilocal, en las mismas condiciones (I) y (5.3), para el método modifi-
cado de la secante ([88]). Veremos que el dominio de parámetros de este método es
menos restrictivo que el del método de Steffensen. Así, en la sección 5.3, construimos
un método iterativo híbrido (predictor-corrector) que se beneficia del buen dominio de
parámetros del método predictor (el método modificado de la secante) y de la veloci-
dad de convergencia del método corrector (el método de Steffensen). Terminamos con
la sección 5.4, donde veremos dos aplicaciones en las que se aproximan las soluciones de
dos sistemas no lineales, uno diferenciable y otro no diferenciable, mediante el método
híbrido previamente construido, pero que no se pueden aproximar mediante el método
de Steffensen.

5.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

A lo largo del capítulo exigiremos que para cada par de puntos distintos x , y ∈ Ω
exista una diferencia dividida de primer orden que denotaremos por [x , y; F].

Por otra parte, para la sucesión {xn} generada por el método de Steffensen, es claro
que existen todas las diferencias divididas de primer orden [xk, xk+ F(xk); F], salvo que
xk = xk + F(xk), en cuyo caso resulta evidente que xk es una solución de la ecuación
F(x) = 0 y en este caso tenemos que xn = xk para todo n≥ k, de manera que la sucesión
{xn} es convergente a xk ≡ x∗ solución de F(x) = 0.

5.1.1. Análisis general

Comenzamos con un lema técnico que utilizaremos posteriormente.
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Lema 5.1. Sea {xn} la sucesión dada por el método de Steffensen. Si xm−1 6= xm con
xm−1, xm ∈ Ω, entonces

F(xm) =
�

[xm, xm−1; F]− Am−1

�

(xm − xm−1), donde Am−1 = [xm−1, xm−1 + F(xm−1); F].

DEMOSTRACIÓN. A partir de la definición de {xn} se sigue que

F(xm−1) + [xm−1, xm−1 + F(xm−1); F](xm − xm−1) = 0,

de manera que

F(xm) = F(xm)− F(xm−1)− [xm−1, xm−1 + F(xm−1); F](xm − xm−1)

= [xm, xm−1; F](xm − xm−1)− [xm−1, xm−1 + F(xm−1); F](xm − xm−1)

=
�

[xm, xm−1; F]− Am−1

�

(xm − xm−1). �

A continuación presentamos un resultado de convergencia semilocal para el método
de Steffensen. Para ello, dados x0, x0+ F(x0) ∈ Ω, notemos que x0 6= x0+ F(x0), ya que
en otro caso x0 es una solución de F(x) = 0 y xn = x0 para todo n ∈ N. Suponemos las
siguientes condiciones:

(C1) ‖F(x0)‖ ≤ δ,

(C2) existe A−1
0 = [x0, x0 + F(x0); F]−1 y es tal que ‖A−1

0 ‖ ≤ β ,

(C3) ‖F(x)‖ ≤ σ, x ∈ Ω,

(C4) ‖[x , y; F]−[u, v; F]‖ ≤ω(‖x−u‖,‖y−v‖); x , y, u, v ∈ Ω; x 6= y; u 6= v,
donde ω : R+×R+→ R+ es una función continua no decreciente en los
dos argumentos.

Teorema 5.2. Sea F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X y con valores en X . Suponemos que existe
[x , y; F] ∈ L (X , X ), ∀x , y ∈ Ω (x 6= y), y que se cumplen las condiciones (C1)–(C4). Si la
ecuación

h(t)≡ (σ− t)

�

1−
β ω(η,σ)

1− β ω(t, t +δ)

�

+η= 0, (5.4)

donde η = δβ , tiene al menos una raíz real positiva, y denotamos por R la raíz positiva
más pequeña de (5.4),

β
�

ω(η,σ) +ω(R, R+δ)
�

< 1 (5.5)

y B(x0, R) ⊂ Ω, entonces el método de Steffensen, empezando en x0, está bien definido
y converge a una solución x∗ de F(x) = 0. Además, la solución x∗ y las iteraciones xn

pertenecen a B(x0, R) y x∗ es única en B(x0, R).

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos probando que la sucesión {xn} está bien definida, es
decir, xn ∈ B(x0, R) ⊂ Ω, ∀n ∈ N. Notemos que la raíz real positiva más pequeña R de la
ecuación (5.4) satisface que

R=
η

1− P
+σ, (5.6)
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donde η= δβ y P =
β ω(η,σ)

1− β ω(R, R+δ)
.

A partir de (C1)–(C2) se sigue que x1 está bien definida y

‖x1 − x0‖ ≤ ‖A−1
0 ‖‖F(x0)‖ ≤ βδ = η < R,

por (5.6). Luego, x1 ∈ B(x0, R). Además, de nuevo por (5.6), ‖x1+ F(x1)− x0‖ ≤ ‖x1−
x0‖+ ‖F(x1)‖ ≤ η+σ < R, de manera que x1 + F(x1) ∈ B(x0, R).

A continuación, utilizando (C4), vemos que

‖I − A−1
0 A1‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − A1‖

≤ β ω(‖x1 − x0‖,‖x1 + F(x1)− x0 − F(x0)‖)

≤ β ω(‖x1 − x0‖,‖x1 + F(x1)− x0‖+ ‖F(x0)‖)

≤ β ω(η,η+δ)

≤ β ω(R, R+δ)

< 1,

y por el lema de Banach sobre inversión de operadores, tenemos que A−1
1 existe y es tal

que

‖A−1
1 ‖ ≤

β

1− β ω(R, R+δ)
.

Además, por el lema 5.1, se sigue que F(x1) =
�

[x1, x0; F]− A0

�

(x1 − x0), de manera
que

‖F(x1)‖ ≤ ‖[x1, x0; F]− A0‖‖x1 − x0‖

≤ ω
�

‖x1 − x0‖,‖F(x0)‖
�

‖x1 − x0‖

≤ ω(η,δ)‖x1 − x0‖

≤ ω(η,σ)‖x1 − x0‖.

En consecuencia, como P < 1, se sigue que

‖x2 − x1‖ ≤ ‖A−1
1 ‖‖F(x1)‖ ≤ P ‖x1 − x0‖< η,

‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ ≤ (1+ P)‖x1 − x0‖=
1− P2

1− P
‖x1 − x0‖<

η

1− P
< R.

Por lo tanto, x2 ∈ B(x0, R). Además, como

‖x2 + F(x2)− x0‖ ≤ ‖x2 − x0‖+ ‖F(x2)‖<
η

1− P
+σ = R,

es claro que x2 + F(x2) ∈ B(x0, R).
Ahora podemos demostrar por inducción matemática sobre n que se cumplen los

siguientes items para n ∈ N:

• El operador A−1
n existe y es tal que ‖A−1

n ‖ ≤
β

1− β ω(R, R+δ)
,
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• ‖F(xn)‖ ≤ω(η,σ)‖xn − xn−1‖,

• ‖xn+1 − xn‖ ≤ P ‖xn − xn−1‖ ≤ Pn‖x1 − x0‖< η,

siempre que Ai = [x i, x i + F(x i); F] sea invertible y x i+1, x i+1 + F(x i+1) ∈ B(x0, R), ∀i =
1, 2, . . . , n− 1.

En primer lugar, vemos que

‖I − A−1
0 An‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − An‖

≤ β ω(‖xn − x0‖,‖xn − x0 + F(xn)− F(x0)‖)

≤ β ω(‖xn − x0‖,‖xn + F(xn)− x0‖+ ‖F(x0)‖)

≤ β ω(R, R+δ)

< 1,

por hipótesis. Además,

‖A−1
n ‖ ≤

β

1− β ω(R, R+δ)
.

En segundo lugar, por el lema 5.1, tenemos

F(xn) =
�

[xn, xn−1; F]− An−1‖‖xn − xn−1‖
�

(xn − xn−1),

de manera que

‖F(xn)‖ ≤ ‖[xn, xn−1; F]− An−1‖‖xn − xn−1‖

≤ ω
�

‖xn − xn−1‖,‖F(xn−1)‖
�

‖xn − xn−1‖

≤ ω(η,σ)‖xn − xn−1‖.

Como ya hemos indicado anteriormente, existen todas las diferencias divididas de
primer orden utilizadas porque, en otro caso, si existe j ∈ N tal que x j + F(x j) = x j,
obtendríamos que F(x j) = 0 y, por tanto, xn = x j, n≥ j, de manera que {xn} converge a
x j, lo que indicaría que ya habríamos alcanzado una solución de F(x) = 0 y el resultado
quedaría entonces probado.

En tercer lugar, vemos que

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖A−1
n ‖‖F(xn)‖

≤
β ω(η,σ)

1− β ω(R, R+δ)
‖xn − xn−1‖

= P ‖xn − xn−1‖

≤ Pn ‖x1 − x0‖

< η.
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En consecuencia,

‖xn+1 − x0‖ ≤
n+1
∑

i=0

‖x i − x i−1‖

≤
�

Pn + Pn−1 + · · ·+ P + 1
�

‖x1 − x0‖

≤
1− Pn+1

1− P
‖x1 − x0‖

<
η

1− P
< R,

‖xn+1 + F(xn+1)− x0‖ ≤ ‖xn+1 − x0‖+ ‖F(xn+1)‖

<
η

1− P
+σ

= R,

por (5.6) y ser P < 1. Luego, xn+1, xn+1 + F(xn+1) ∈ B(x0, R), ∀n ∈ N.
Una vez probado que la sucesión {xn} dada por el método de Steffensen está bien

definida, vemos que es una sucesión de Cauchy. En efecto, como

‖xn+ j − xn‖ ≤ ‖xn+ j − xn+ j−1‖+ ‖xn+ j−1 − xn+ j−2‖+ · · ·+ ‖xn+1 − xn‖

≤ (P j−1 + P j−2 + · · ·+ P + 1)‖xn+1 − xn‖

<
Pn

1− P
‖x1 − x0‖,

para j ≥ 1, y P < 1, es claro que {xn} es una sucesión de Cauchy. Por tanto, la sucesión
{xn} es convergente.

Ahora, si ĺım
n

xn = x∗, vemos que x∗ es una solución de F(x) = 0. Como

‖F(xn)‖ ≤ω(η,σ)‖xn − xn−1‖

y ‖xn− xn−1‖ → 0 cuando n→∞, por la continuidad del operador F se sigue fácilmente
que F(x∗) = 0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solución x∗ en B(x0, R). Supongamos enton-
ces que tenemos otra solución y∗ ∈ B(x0, R), y∗ 6= x∗, de la ecuación F(x) = 0. Sea A=
[y∗, x∗; F]. Si A es invertible, tenemos x∗ = y∗, puesto que A(y∗ − x∗) = F(y∗)− F(x∗).
Para ver que A es invertible, por el Lema de Banach basta con ver que ‖I − A−1

0 A‖ < 1.
En efecto, si x0 6= x0 + F(x0), entonces por hipótesis,

‖I − A−1
0 A‖ ≤ ‖A−1

0 ‖‖A0 − A‖ ≤ ‖A−1
0 ‖‖[x0, x0 + F(x0); F]− [y∗, x∗; F]‖

≤ β ω(‖y∗ − x0‖,‖x∗ − x0 − F(x0)‖)

≤ β ω(‖y∗ − x0‖,‖x∗ − x0‖+ ‖F(x0)‖)

≤ β ω(R, R+δ)< 1.

Luego el operador A−1 existe. �

100



5.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

5.1.2. Casos particulares

Es conocido que el operador F es diferenciable si la función ω que aparece en (C4)
cumpleω(0, 0) = 0 (véase [88]). En otro caso, el operador F es no diferenciable. En esta
sección vamos a analizar dos casos particulares de la función ω, uno no diferenciable y
otro diferenciable.

5.1.2.1. Caso no diferenciable

Es conocido que en la discretización de ecuaciones diferenciales e integrales ([37],
[38]), cuando el operador F no es diferenciable, la función ω que aparece en (C4) es
habitualmente de la forma

ω(s, t) = L + K(s+ t), con L, K ∈ R+. (5.7)

En este caso, la ecuación (5.4) del teorema 5.2 se transforma en la siguiente ecuación
cuadrática equivalente:

2Kβ t2 + (2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1)t

+η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2 = 0,
(5.8)

y la condición (5.5) del teorema 5.2 en la condición:

β(2L + K(2R+η+δ+σ))< 1. (5.9)

Analizamos a continuación la ecuación (5.8). Vemos entonces cuando tiene raíces reales
positivas. Si se verifican las condiciones

2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1< 0 (5.10)

y
η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2 > 0, (5.11)

la ecuación (5.8) tendrá dos raíces reales positivas. Por otra parte, como

∆ = (2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1)2

−8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

= (2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1

+
q

8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

)

× (2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1

−
q

8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

),

∆> 0 si los dos factores de ∆ son < 0, lo que se cumple cuando

2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ

+
q

8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

< 1.
(5.12)
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Además se cumple (5.10) si se cumple (5.12). Por lo tanto, la ecuación (5.8) tendrá dos
raíces reales positivas si se cumplen (5.11) y (5.12). En este caso, la raíz positiva más
pequeña es:

R=
1

4Kβ

�

1− 2Lβ − Kβ(δ−η) + Kβσ

−
Ç

�

2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1
�2 − 8Kβ

�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

)
(5.13)

Notemos que también podemos considerar que la ecuación (5.8) tenga una raíz doble
sin más que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (5.12).

A continuación vemos cuándo se cumple la condición (5.9), condición equivalente
a la condición (5.5) del teorema 5.2. Para ello, sustituimos el valor de R en (5.9), de
manera que

1
2

�

1+ 2Lβ + 3Kβσ+ Kβδ+ 3Kβη

−
q

(2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1)2 + 8Kβ
�

Kβσ2 +η(Lβ + Kβδ− 1) +σ(2Lβ + Kβ(η+δ)− 1)
�

)< 1.

Luego, la condición (5.5) del teorema 5.2 es equivalente a

1− 2Lβ − 3Kβσ− Kβδ− 3Kβη

+
q

(2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ− 1)2 + 8Kβ
�

Kβσ2 +η(Lβ + Kβδ− 1) +σ(2Lβ + Kβ(η+δ)− 1)
�

> 0.
(5.14)

En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los parámetros
δ, β , σ, L y K , como son que la ecuación (5.8) tenga al menos una raíz real positiva
y que la raíz positiva más pequeña de (5.8), denotada por R, cumple (5.9), se van a
cumplir siempre que se verifiquen (5.11), (5.12) y (5.14). Así, enunciamos entonces el
siguiente resultado, cuya demostración se sigue fácilmente sin más que satisfacer las
hipótesis del teorema 5.2 cuando la función ω es la dada en (5.7).

Corolario 5.3. Sea F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X y con valores en X . Supongamos que existe
[x , y; F] ∈ L (X , X ), ∀x , y ∈ Ω (x 6= y), y que se cumplen las condiciones (C1)–(C4),
siendo ω la función que se define en (5.7). Además, si se cumplen (5.11), (5.12), (5.14) y
B(x0, R) ⊂ Ω, donde R está definido en (5.13), entonces el método de Steffensen, empezando
en x0, está bien definido y converge a una solución x∗ de F(x) = 0. Además, la solución x∗

y las iteraciones xn pertenecen a B(x0, R) y x∗ es única en B(x0, R).

El corolario 5.3 nos permite visualizar el dominio de parámetros, que es la región del
plano cuyos valores representan los parámetros correspondientes a los puntos de salida
que satisfacen las condiciones de convergencia requeridas en el corolario 5.3 y a partir
de los cuales el método de Steffensen converge bajo las condiciones (C1)–(C4), donde
ω es la función que se define en (5.7). Para representarlo gráficamente, consideramos
x = β (eje de abscisas) e y = Kδ (eje de ordenadas) y coloreamos en el plano x y los
valores de los parámetros que verifican las condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) que se
exigen en el corolario 5.3. Observamos que las condiciones iniciales (C1)–(C2), exigidas
al punto inicial, definen los parámetros δ y β , mientras que las condiciones (C3)–(C4),
exigidas al operador, definen los parámetros fijos σ, L y K .
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Si nos fijamos en las condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3, vemos que
los valores de L y Kσ están libres, de manera que podemos considerar dos situaciones:
una, fijando L y variando Kσ; y dos, fijando Kσ y variando L. Para la primera situación,
a la vista de la figura 5.1, podemos decir que el dominio de parámetros es mayor cuanto
menor es el valor de Kσ. Para la segunda situación, a la vista de la figura 5.2, podemos
decir que el dominio de parámetros es mayor cuanto menor es el valor de L.
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Figura 5.1: Dominios de parámetros del mé-
todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.3 con L = 1
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Figura 5.2: Dominios de parámetros del mé-
todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.3 con Kσ = 1
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5.1.2.2. Caso diferenciable

Si hacemos L = 0 en (5.7), obtenemosω(s, t) = K(s+ t), de manera que la condición
(C4) se reduce ahora a una condición Lipschitz para la diferencia dividida de primer
orden del operador F . En este caso, el resultado análogo al corolario 5.3 para operadores
diferenciables es el siguiente.

Corolario 5.4. Sea F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X y con valores en X . Supongamos que existe
[x , y; F] ∈ L (X , X ), ∀x , y ∈ Ω (x 6= y), y que se cumplen las condiciones (C1)–(C4),
siendoω la función que se define en (5.7) con L = 0. Además, si se cumplen (5.11), (5.12),
(5.14) con L = 0 y B(x0, R) ⊂ Ω, donde R está definido en (5.13) con L = 0, entonces el
método de Steffensen, empezando en x0, está bien definido y converge a una solución x∗ de
F(x) = 0. Además, la solución x∗ y las iteraciones xn pertenecen a B(x0, R) y x∗ es única
en B(x0, R).

En el caso en que el operador F sea diferenciable, el corolario 5.4 nos proporciona
una situación totalmente análoga a la primera del corolario 5.3, puesto que L = 0 es fijo
y al variar el valor de Kσ, obtenemos unos dominios de parámetros análogos a los del
corolario 5.3 cuando L es fijo. Véase la figura 5.3.
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Figura 5.3: Dominios de parámetros del método de Steffensen correspondientes al coro-
lario 5.4 con L = 0 y Kσ = 1
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5.2. Convergencia semilocal del método modificado de
la secante

Una vez descritos los problemas que tiene el dominio de parámetros del método de
Steffensen, consideramos el método modificado de la secante

¨

z−1, z0 ∈ Ω,

zn+1 = zn − [z−1, z0; F]−1F(zn), n≥ 0,

que como veremos tiene un mejor dominio de parámetros que el método de Steffen-
sen. Sin embargo, el método modificado de la secante tiene convergencia lineal. Por lo
tanto, utilizaremos este método para obtener buenos puntos de salida para el método
de Steffensen. Comenzaremos estudiando su convergencia semilocal bajo las siguientes
hipótesis:

(H1) ‖z0 − z−1‖= α 6= 0 con z−1, z0 ∈ Ω,

(H2) ‖F(z0)‖ ≤ δ0,

(H3) existe L−1
0 = [z−1, z0; F]−1 y es tal que ‖L−1

0 ‖ ≤ γ,

(H4) ‖[x , y; F]−[u, v; F]‖ ≤ L+K(‖x−u‖+‖y−v‖), L, K ∈ R+; x , y, u, v ∈ Ω;
x 6= y; u 6= v.

Analizaremos el dominio de parámetros del método modificado de la secante, desta-
cando que es mayor que el del método de Steffensen. Como hemos indicado en la in-
troducción, construiremos un proceso iterativo híbrido predictor-corrector que utiliza
el método modificado de la secante como método predictor aprovechando su mayor
dominio de parámetros. Antes, damos el siguiente lema técnico.

Lema 5.5. Sea {zn} la sucesión dada por el método modificado de la secante. Si zm−1 6= zm
con zm−1, zm ∈ Ω, entonces
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i) F(zm) = (Lm − L0)(zm − zm−1), donde L0 = [z−1, z0; F] y Lm = [zm−1, zm; F].

ii) ‖zm+1 − zm‖ ≤ γ(L + K(‖zm − z0‖+ ‖zm−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖))‖zm − zm−1‖.

DEMOSTRACIÓN. A partir del algoritmo del método modificado de la secante se sigue
que F(zm−1) + L0(zm − zm−1) = 0, de manera que

F(zm) = F(zm)− F(zm−1)− L0(zm − zm−1) = (Lm − L0)(zm − zm−1).

Por otra parte,

‖zm+1 − zm‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖F(zm)‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖Lm − L0‖‖zm − zm−1‖

≤ γ(L + K(‖zm−1 − z−1‖+ ‖zm − z0‖‖))‖zm − zm−1‖

≤ γ(L + K(‖zm−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖+ ‖zm − z0‖))‖zm − zm−1‖. �

A continuación presentamos un resultado de convergencia semilocal para el método
modificado de la secante.

Teorema 5.6. Sea X un espacio de Banach y F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacío Ω. Supongamos que existe [z0, z−1; F]−1 ∈ L (X , X )
para z−1, z0 ∈ Ω (z−1 6= z0) y que se cumplen las condiciones (H1)–(H4). Si la ecuación

t =

�

1+
γ(L + K(α+η0))

1− γ(L + K(α+ 2t))

�

η0, (5.15)

donde η0 = δ0γ, tiene al menos una raíz positiva, y denotamos por r la raíz positiva más
pequeña de (5.15),

M = γ(L + K(α+ 2r))< 1 (5.16)

y B(z0, r) ⊂ Ω, entonces la sucesión {zn} dada por el método modificado de la secante,
empezando en z−1 y z0, está bien definida y converge a una solución z∗ de F(x) = 0.
Además, zn, z∗ ∈ B(z0, r) y z∗ es única en B(z0, r).

DEMOSTRACIÓN. Comenzamos probando que la sucesión {zn} está bien definida; es
decir, zn ∈ B(z0, r) ⊂ Ω, ∀n ∈ N. Notemos que la raíz real positiva más pequeña r de la
ecuación (5.15) satisface

r =

�

1+
γ(L + K(α+η0))

1−M

�

η0. (5.17)

A partir de (H2), (H3) y (5.16), se sigue que z1 está bien definido y que ‖z1 − z0‖ =
‖L−1

0 F(z0)‖ ≤ γδ0 = η0 < r, como consecuencia de (5.17). Luego, z1 ∈ B(z0, r).
A continuación, podemos definir z2 = z1 − L−1

0 F(z1) y

‖z2 − z1‖ = ‖L−1
0 F(z1)‖= ‖L−1

0 (L1 − L0)(z1 − z0)‖

≤ ‖L−1
0 ‖‖L1 − L0‖‖z1 − z0‖

≤ γ
�

L + K(‖z0 − z−1‖+ ‖z1 − z0‖)
�

‖z1 − z0‖

≤ γ(L + K(α+ γδ0))‖z1 − z0‖.
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Además, por (5.17), también se tiene

‖z2 − z0‖ ≤ ‖z2 − z1‖+ ‖z1 − z0‖ ≤
�

1+ γ(L + K(α+ γδ0))
�

‖z1 − z0‖

≤
�

1+ γ(L + K(α+η0))
�

η0 < r.

Luego, z2 ∈ B(z0, r).
Suponemos ahora, para i = 1, 2, . . . , n, que

‖zi − zi−1‖< γ(L + K(α+η0))M
i−2‖z1 − z0‖,

‖zi − z0‖<
�

1+ γ(L + K(α+η0))
1−M i−1

1−M

�

‖z1 − z0‖< r.

Entonces, zn+1 = zn − L−1
0 F(zn) está bien definido y

‖zn+1 − zn‖ = ‖L−1
0 F(zn)‖

= ‖L−1
0 (Ln − L0)(zn − zn−1)‖

≤ ‖L−1
0 ‖‖Ln − L0‖‖zn − zn−1‖

≤ γ
�

L + K(‖zn − z0‖+ ‖zn−1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖)
�

‖zn − zn−1‖

< γ(L + K(2r +α))‖zn − zn−1‖

= M‖zn − zn−1‖

< γ(L + K(α+η0))M n−1‖z1 − z0‖.

Notemos que las diferencias divididas de primer orden Ln existen ya que si zn = zn−1,
zn−1 es una solución de F(x) = 0, luego la sucesión {zn} es convergente y el resultado
quedaría probado.

Además, por (5.16), también tenemos que

‖zn+1 − z0‖ ≤ ‖zn+1 − zn‖+ ‖zn − z0‖

<
�

γ(L + K(α+η0))(M n−1 + · · ·+M + 1) + 1
�

‖z1 − z0‖

=

�

1+ γ(L + K(α+η0))
1−M n

1−M

�

‖z1 − z0‖

<

�

1+
γ(L + K(α+η0))

1−M

�

‖z1 − z0‖

≤
�

1+
γ(L + K(α+η0))

1−M

�

η0

= r,

Luego, zn+1 ∈ B(z0, r), ∀n ∈ N.
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Veamos ahora que la sucesión {zn} es de Cauchy. Como

‖zn+ j − zn‖ ≤ ‖zn+ j − zn+ j−1‖+ ‖zn+ j−1 − zn+ j−2‖+ · · ·+ ‖zn+1 − zn‖

< (M j−1 +M j−2 + · · ·+M + 1)‖zn+1 − zn‖

=
1−M j

1−M
‖zn+1 − zn‖

<
1−M j

1−M
γ(L + K(α+η0))M n−1‖z1 − z0‖

<
M n−1

1−M
γ(L + K(α+η0))‖z1 − z0‖,

para j ≥ 1 y M < 1, se sigue que {zn} es una sucesión de Cauchy. Por tanto, {zn} es
convergente.

Ahora, si ĺım
n

zn = z∗, vemos que z∗ es una solución de F(x) = 0. Como

‖F(zn)‖< (L + K(α+ 2r))‖zn − zn−1‖

y ‖zn− zn−1‖ → 0 cuando n→∞, por la continuidad del operador F se sigue fácilmente
que F(z∗) = 0.

Terminamos probando la unicidad de la solución z∗ en B(z0, r). Suponemos entonces
que existe otra solución y∗ ∈ B(z0, r), y∗ 6= z∗, de la ecuación F(x) = 0. Sea T =
[y∗, z∗; F]. Si T es invertible, tenemos que z∗ = y∗, puesto que T (y∗−z∗) = F(y∗)−F(z∗).
Para ver que T es invertible, por el Lema de Banach basta con ver que ‖I − L−1

0 T‖ < 1.
En efecto, por hipótesis,

‖I − L−1
0 T‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − T‖ ≤ ‖L−1
0 ‖‖[z−1, z0; F]− [y∗, z∗; F]‖

≤ γ(L + K(‖y∗ − z−1‖+ ‖z∗ − z0‖))

≤ γ(L + K(‖y∗ − z0‖+ ‖z0 − z−1‖+ ‖z∗ − z0‖))

≤ γ(L + K(2r +α))< 1.

Luego el operador T−1 existe. �

Una vez probada la convergencia semilocal del método modificado de la secante,
nuestro siguiente objetivo es ver cuál es el dominio de parámetros de este método. Para
ello, transformamos la ecuación (5.15) en la siguiente ecuación equivalente:

2Kγt2 +
�

γ(L + K(α− 2η0))− 1
�

t +η0(1+ Kγη0) = 0, (5.18)

y vemos cuándo tiene raíces reales positivas. La ecuación anterior tendrá dos raíces
reales positivas si γ(L + K(α− 2η0))− 1< 0 y

∆ =
�

γ(L + K(α− 2η0))− 1
�2
− 8Kγη0(1+ Kγη0)

=
�

γ(L + K(α− 2η0))− 1+
p

8Kγη0(1+ Kγη0)
�

×
�

γ(L + K(α− 2η0))− 1−
p

8Kγη0(1+ Kγη0)
�

> 0.
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Observamos que los dos factores de ∆ son < 0 si

γ(L + K(α− 2η0)) +
Æ

8Kγη0(1+ Kγη0)< 1. (5.19)

Luego,∆> 0 si se cumple (5.19). También γ(L+K(α−2η0))−1< 0 como consecuencia
de (5.19). En el caso anterior la raíz positiva más pequeña de (5.18) es:

r =
1

4Kγ

�

1− γ(L + K(α− 2η0))−
r

�

γ(L + K(α− 2η0))− 1
�2
− 8Kγη0(1+ Kγη0)

�

(5.20)
A continuación es fácil probar que la desigualdad (5.16) que aparece en el teore-

ma 5.6 se cumple si
Kγη0 < 1, donde η0 = δ0γ. (5.21)

Para ello, basta con sustituir el valor de r en (5.16) y utilizar (5.19) para ver que
Æ

8Kγη0(1+ Kγη0)> 4Kγη0,

de donde se sigue lo anterior.
En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los parámetros

α, δ0, γ, L y K , como son que la ecuación (5.15) tenga al menos una raíz real positiva y
que la raíz real positiva más pequeña de (5.15), denotada por r, cumpla (5.16), se van a
cumplir siempre que se cumplan (5.19) y (5.21). Así, enunciamos entonces el siguiente
resultado, cuya demostración se sigue fácilmente sin más que satisfacer las hipótesis del
teorema 5.6.

Notemos que también podemos considerar que la ecuación (5.18) tenga una raíz
positiva doble sin más que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (5.19).

Corolario 5.7. Sea X un espacio de Banach y F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacíoΩ. Supongamos que existe [z−1, z0; F]−1 ∈ L (X , X ),
para z−1, z0 ∈ Ω, y que se cumplen las condiciones (H1)–(H4), (5.19), (5.21) y B(z0, r) ⊂ Ω,
donde r está definido en (5.20). Entonces, la sucesión {zn} dada por el método modificado
de la secante, empezando en z−1 y z0, está bien definida y converge a una solución z∗ de
F(x) = 0. Además, zn, z∗ ∈ B(z0, r) y z∗ es única en B(z0, r).

A continuación, dibujamos el dominio de parámetros asociado al corolario 5.7. Para
ello, seguimos el mismo criterio que para el corolario 5.3, distinguiendo dos casos: el
caso no diferenciable (L 6= 0) y el diferenciable (L = 0). Antes destacamos que para re-
presentar gráficamente el dominio de parámetros, consideramos x = γ (eje de abscisas)
e y = Kδ0 (eje de ordenadas) y coloreamos en el plano los valores de los parámetros
que verifican las condiciones (5.19) y (5.21) que se exigen en el corolario 5.7. Note-
mos que las condiciones iniciales (H1)− (H3), exigidas a los puntos iniciales, definen los
parámetros α, δ0 y γ, mientras que la condición (H4), exigida al operador, define los
parámetros fijos L y K .

Comenzamos con el caso no diferenciable. Si nos fijamos en las condiciones (5.19)
y (5.21) del corolario 5.7, vemos que los valores de L y Kα están libres, de manera que
podemos considerar dos situaciones: una, fijando L y variando Kα; y dos, fijando Kα y
variando L. Para la primera situación, véase la figura 5.4, que nos muestra que el dominio
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de parámetros es mayor cuanto menor es el valor de Kα. Para la segunda situación, véase
la figura 5.5, que nos muestra que el dominio de parámetros es mayor cuanto menor
es el valor de L, tal y como ocurre para el método de Steffensen, pero destacando que
el dominio de parámetros del método modificado de la secante es significativamente
mayor que el correspondiente al del método de Steffensen.
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Figura 5.4: Dominios de parámetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con L = 1
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y Kα = 1
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Figura 5.5: Dominios de parámetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con Kα = 1
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En el caso en que el operador F sea diferenciable (L = 0), la situación es totalmente
análoga a la del caso no diferenciable donde L es fijo y Kα variable, de manera que el
dominio de parámetros es mayor cuanto menor es el valor de Kα. Véase la figura 5.6.
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Figura 5.6: Dominios de parámetros del método modificado de la secante correspondien-
tes al corolario 5.7 con L = 0 y Kα = 1
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A simple vista, si observamos las figuras 5.1, 5.2 y 5.3, vemos que el dominio de
parámetros del método de Steffensen es limitado con respecto al del método modificado
de la secante, véanse las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 y destacamos especialmente la reducción
que se presenta en las proximidades del eje de abscisas.

Así, nuestro siguiente objetivo es comparar con mayor exactitud los dominios de pa-
rámetros de los métodos de Steffensen y modificado de la secante. Para ello, tenemos
que representar en los ejes x e y de los planos donde vamos a pintar los dominios de
parámetros los mismos valores. Está claro que que el eje y representa los mismos valores
para los dos métodos porque δ y δ0 corresponden a ‖F(x0)‖ y ‖F(z0)‖, respectivamen-
te, obteniéndose ambos valores a partir del punto de salida de cada método. Para que
podamos representar los mismos valores en el eje x , escribimos β en función de γ, de
manera que ahora representamos en el eje x los valores de los inversos de las mismas
diferencias divididas. Así, si existe L−1

0 y ‖L−1
0 ‖ ≤ γ, entonces

‖A−1
0 ‖ ≤

γ

1− γ(L + K(α+δ0))
= β ,

siempre que γ(L + K(α+δ0))< 1, puesto que

‖I − L−1
0 A0‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A0‖ ≤ γ(L + K(α+δ0)).

Ya podemos entonces comparar los dominios de parámetros de ambos métodos. Si ob-
servamos las figuras 5.7 y 5.8, correspondientes al caso no diferenciable, vemos que el
dominio de parámetros del método modificado de la secante es mayor que el del método
de Steffensen. Análogamente, observamos lo mismo en las figuras 5.9 y 5.10 correspon-
dientes al caso diferenciable.
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Figura 5.7: Dominios de parámetros del mé-
todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.3 con Kσ = 1
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Figura 5.8: Dominios de parámetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con Kα = 1
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Figura 5.9: Dominios de parámetros del mé-
todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.4 con L = 0, Kσ = 1
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Figura 5.10: Dominios de parámetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con L = 0 y Kα = 1
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5.3. Método iterativo híbrido (predictor-corrector)

A la vista de todas las figuras anteriores acerca de los dominios de parámetros de los
métodos de Steffensen y modificado de la secante, observamos que tenemos muchas más
posibilidades de localizar más puntos de salida para obtener la convergencia semilocal
del método modificado de la secante que para la del método de Steffensen. Por tanto, las
condiciones que garantizan la convergencia semilocal del método de Steffensen son más
restrictivas que las que garantizan la convergencia semilocal del método modificado de
la secante.

5.3.1. Construcción del método

Nuestro objetivo inmediato va a consistir entonces en asegurar que para un par
(δ0,γ) que satisfaga las condiciones del corolario 5.7, es decir, que (δ0,γ) esté dentro
del dominio de parámetros del método modificado de la secante, obtengamos un par
(δN0

,βN0
) que satisfaga las condiciones del corolario 5.3, después de realizar un cierto

número N0 de iteraciones con el método modificado de la secante, y así asegurar la con-
vergencia del método de Steffensen al empezar este método en la iteración N0 obtenida
previamente mediante el método modificado de la secante. Cuando esto ocurra, pode-
mos considerar el par (δN0

,βN0
) como par inicial (δ,β) para el método de Steffensen.

Para ello, construimos una sencilla modificación del método de Steffensen que sea
convergente cuando se tomen como puntos de salida los mismos que en el método mo-
dificado de la secante que garantizan su convergencia. Así, consideramos el siguiente
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método iterativo híbrido (predictor-corrector):






















¨

z−1, z0 ∈ Ω,

z j+1 = z j − [z−1, z0; F]−1F(z j), j = 0, 1, . . . , N0 − 1,
¨

x0 = zN0
∈ Ω,

xn+1 = xn − [xn, xn + F(xn); F]−1F(xn), n≥ 0,

(5.22)

donde z−1 y z0 satisfacen las condiciones del corolario 5.7 y x0 satisfaga las condiciones
del corolario 5.3.

Para que (5.22) sea convergente, nos planteamos entonces dos cuestiones:

1. Localizar z−1 y z0 de manera que el método predictor (método modificado de la
secante) sea convergente.

2. A partir de la convergencia del método predictor, garantizar la existencia de un
valor N0 ∈ N tal que zN0

se pueda tomar como punto inicial x0 = zN0
a partir del

cual esté asegurada la convergencia del método corrector (método de Steffensen).

Así, utilizaremos el método modificado de la secante durante un número finito de
pasos N0 hasta que zN0

= x0 cumpla las condiciones exigidas para que el método de
Steffensen sea convergente ,y después, aplicaremos el método de Steffensen en vez del
método modificado de la secante. La clave del problema reside entonces en garantizar
la existencia de N0.

5.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuación, estudiamos la convergencia semilocal del método iterativo híbrido
(predictor-corrector) (5.22). A partir del método predictor (método modificado de la
secante), consideramos la siguiente situación. Dadas las aproximaciones iniciales z−1 y
z0, consideramos la sucesión {zn} dada por el método modificado de la secante y

‖z0 − z−1‖= α, ‖F(z0)‖ ≤ δ0, ‖[z−1, z0; F]−1‖ ≤ γ.

Para que el método modificado de la secante sea convergente, se tienen que cumplir las
condiciones del corolario 5.3. Después, iterando se van definiendo los pares (δn,βn).

En primer lugar, observamos que la definición del par inicial (δ0,β0) para el méto-
do de Steffensen es inmediato sin más que tener en cuenta que β0 =

γ

1−γ(L+K(α+δ0))
. A

continuación, procedemos de la siguiente forma.

• Primer paso del método predictor: definición del par (δ1,β1).
Notemos

‖F(z1)‖ ≤ ‖L1 − L0‖‖z1 − z0‖

≤
�

L + K(‖z0 − z−1‖+ ‖z1 − z0‖)
�

‖z1 − z0‖

≤
�

L + K(α+ γδ0)
�

γδ0

< γ (L + K(2r +α))δ0

= Mδ0 = δ1,
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‖I − L−1
0 A1‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A1‖

≤ γ
�

L + K(‖z1 − z−1‖+ ‖z1 − z0‖+ ‖F(z1)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2‖z1 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖+ ‖F(z1)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2r +α+δ1)
�

≤ γ
�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

= Q,

‖A−1
1 ‖= ‖[z1, z1 + F(z1); F]−1‖ ≤

γ

1−Q
= β1,

siempre que
Q = γ

�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

< 1. (5.23)

Además, δ1 = Mδ0 < δ0, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).

• Segundo paso del método predictor: definición del par (δ2,β2).
Notemos

‖F(z2)‖ ≤ ‖L2 − L0‖‖z2 − z1‖

≤
�

L + K(‖z1 − z−1‖+ ‖z2 − z0‖)
�

‖z2 − z1‖

≤ (L + K(2r +α))‖L−1
0 ‖‖F(z1)‖

< γ (L + K(2r +α))δ1

= Mδ1 = δ2,

‖I − L−1
0 A2‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − A2‖

≤ γ
�

L + K(‖z2 − z−1‖+ ‖z2 − z0‖+ ‖F(z2)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2‖z2 − z0‖+ ‖z0 − z−1‖+ ‖F(z2)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2r +α+δ2)
�

= γ
�

L + K(2r +α+M2δ0)
�

< γ
�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

= Q,

‖A−1
2 ‖= ‖[z2, z2 + F(z2); F]−1‖ ≤

γ

1−Q
= β2,

siempre que Q < 1. Además, δ2 = M2δ0 < δ0, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).
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• n-ésimo paso del método predictor: definición del par (δn,βn).
Notemos

‖F(zn)‖ ≤ ‖Ln − L0‖‖zn − zn−1‖

≤
�

L + K(‖zn−1 − z−1‖+ ‖zn − z0‖)
�

‖zn − zn−1‖

≤ (L + K(2r +α))‖L−1
0 ‖‖F(zn−1)‖

< γ (L + K(2r +α))δn−1

= Mδn−1 = δn,

‖I − L−1
0 An‖ ≤ ‖L−1

0 ‖‖L0 − An‖

≤ γ
�

L + K(‖zn − z−1‖+ ‖zn − z0‖+ ‖F(zn)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2‖zn − z0‖+ ‖z0 − z−1‖+ ‖F(zn)‖)
�

≤ γ
�

L + K(2r +α+δn)
�

= γ
�

L + K(2r +α+M nδ0)
�

< γ
�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

= Q,

‖A−1
n ‖= ‖[zn, zn + F(zn); F]−1‖ ≤

γ

1−Q
= βn,

siempre que Q < 1. Además, δn = M nδ0 < δ0, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).

Una vez construido el par (δn,βn) a partir de las sucesiones {δn} y {βn}, tenemos que
asegurar la existencia de un N0 ∈ N tal que el par (δN0

,βN0
) satisfaga las condiciones de

convergencia exigidas al método de Steffensen en el corolario 5.3. Si observamos las
condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3 y tenemos en cuenta que δn < δn−1
y βn =

γ

1−Q
≡ constante, ∀n ∈ N, por ser M < 1 y Q < 1, entonces podemos asegurar las

siguientes tres afirmaciones.
Primero, siempre que

σ(1− 2Lβ)− Kβσ2 > 0, (5.24)

donde β = γ

1−Q
, existirá N1 ∈ N tal que se cumpla la condición (5.11) del corolario 5.3;

es decir,

ηN1
(1− LβN1

− KβN1
δN1
) +σ(1− 2LβN1

− KβN1
(ηN1

+δN1
))− KβN1

σ2 > 0,

donde ηN1
= δN1

βN1
.

Segundo, siempre que

2Lβ − Kβσ+
Ç

8Kβ
�

σ(1− 2Lβ)− Kβσ2
�

< 1, (5.25)

donde β = γ

1−Q
, existirá N2 ∈ N tal que se cumpla la condición (5.12) del corolario 5.3;

es decir,

2LβN2
+ KβN2

(δN2
−ηN2

)− KβN2
σ

+
q

8KβN2

�

ηN2
(1− LβN2

− KβN2
δN2
) +σ(1− 2LβN2

− KβN2
(ηN2

+δN2
))− KβN2

σ2
�

< 1,
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donde ηN2
= δN2

βN2
. Notemos que (5.25) implica (5.24).

Tercero, siempre que

1− 2Lβ − 3Kβσ+
Ç

(2Lβ − Kβσ− 1)2 + 8Kβ
�

Kβσ2 +σ(2Lβ − 1)
�

> 0, (5.26)

donde β = γ

1−Q
, existirá N3 ∈ N tal que se cumpla la condición (5.14) del corolario 5.3;

es decir,

1− 2LβN3
− 3KβN3

σ− KβN3
δN3
− 3KβN3

ηN3

+
Æ

(2LβN3
+ KβN3

(δN3
−ηN3

)− KβN3
σ− 1)2 + 8KβN3

[. . .] > 0,

[. . .]≡ KβN3
σ2 +ηN3

(LβN3
+ KβN3

δN3
− 1) +σ(2LβN3

+ KβN3
(ηN3

+δN3
)− 1),

donde ηN3
= δN3

βN3
.

En consecuencia, podemos tomar N0 = máx{N1, N2, N3}, elegir x0 = zN0
y aplicar el

método de Steffensen a partir de la aproximación inicial x0 = zN0
para garantizar la

convergencia del método híbrido (5.22).
Para terminar, resumimos todo lo anterior en el siguiente resultado.

Teorema 5.8. Sea X un espacio de Banach y F : Ω ⊆ X → X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacío Ω. Supongamos que existe [x , y; F] ∈ L (X , X ),
∀x , y ∈ Ω, (x 6= y) y que se cumplen las condiciones (H1)–(H4), (C3), (5.19), (5.21),
(5.23), (5.25), (5.26) y B(z0, r) ⊂ Ω, donde r está dado en (5.20). Entonces, existe un
N0 ∈ N tal que, para x0 = zN0

, la sucesión {xn} dada por el método híbrido (5.22) está bien
definida y converge a una solución de F(x) = 0.

5.4. Aplicación

Ilustramos ahora el estudio realizado anteriormente con dos sistemas no lineales
siendo uno diferenciable y otro no diferenciable.

Consideramos el caso particular del problema conservativo dado en la sección 1.5.2 y
descrito por la ecuación (1.25) con las condiciones de contorno (1.26). A continuación,
tal y como se hace en la sección 1.5.2, lo transformamos en el sistema de ecuaciones no
lineales (1.28). Así,

F(x)≡ Ax+ h2vx = 0, F : Rm→ Rm, (5.27)

donde

x=













x1

x2

...

xm













, vx =













φ(x1)

φ(x2)
...

φ(xm)













, A=













−2 1 0 · · · 0
1 −2 1 · · · 0
0 1 −2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · −2













, h=
1

m+ 1
.

A partir de ahora centraremos nuestra atención en la resolución de dos sistemas
particulares de la forma (5.27), siendo uno diferenciable y otro no diferenciable.
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5.4.1. Sistema de ecuaciones no lineales diferenciable

La distribución constante de la temperatura se conoce en una varilla homogénea de
longitud 1 en la que, como consecuencia de una reacción química o algún proceso de
calor, el calor se genera a una velocidad φ(x(t)) por unidad de tiempo y por unidad de
longitud, siendo φ(x(t)) una función dada por el exceso de temperatura x de la varilla
sobre la temperatura circulante. Consideramos el problema en el que al final de la va-
rilla, t = 0 y t = 1, se mantienen esas temperaturas, discretizamos el correspondiente
problema de contorno dado por (1.25)–(1.26), y aproximamos una solución del siste-
ma no lineal que surge de la discretización. Por ejemplo, elegimos la ley exponencial,
φ(x(t)) = exp(x(t)), para la generación del calor.

Teniendo en cuenta ahora que la solución de (1.25)–(1.26) con φ(x(t)) = exp(x(t))
es de la forma

x(s) =

∫ 1

0

G(s, t)exp(x(t)) d t, (5.28)

donde G(s, t) es la función de Green en [0, 1]× [0,1], podríamos localizar la solución
x∗(t) en algún dominio. Así, tendríamos

‖x∗(s)‖ −
1

8
exp(‖x∗(s)‖)≤ 0,

de modo que ‖x∗(t)‖ ∈ [0,%1]∪ [%2,+∞], donde %1 = 0.1444 . . . y %2 = 3.2616 . . . son
las dos raíces reales positivas de la ecuación escalar 8t − exp(t) = 0.

Observando el resultado de convergencia semilocal presentado anteriormente, ve-
mos que sólo se podría garantizar la convergencia semilocal a una solución x∗(s) que
verificase ‖x∗(s)‖ ∈ [0,%1]. Así, consideraríamos el dominio

Ω= {x(s) ∈ C2[0,1] ; ‖x(s)‖ ≤ log(7/4), s ∈ [0,1]},

ya que %1 < log
�

7
4

�

< %2.
A la vista de cuál sería el dominio Ω para la ecuación (5.28), podemos considerar

(5.27) con F : eΩ ⊂ R8→ R8 y

eΩ= {x ∈ R8; ‖x‖ ≤ log(7/4)}.

De acuerdo con lo anterior, consideramos vx = (exp(x1), exp(x2), . . . , exp(x8))t . Por
tanto, la primera derivada de la función F definida en (5.27) está dada por

F ′(x) = A+ h2diag(v′x),

donde v′x = (exp(x1), exp(x2), . . . , exp(x8)). Además,

F ′(x)− F ′(y) = h2diag(z),

donde y = (y1, y2, . . . , y8)t y z = (exp(x1) − exp(y1), exp(x2) − exp(y2), . . . , exp(x8) −
exp(y8)). Ahora,

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ h2 máx
1≤i≤8

�

�exp(ci)
�

�‖x− y‖,
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donde c= (c1, c2, . . . , c8)t ∈ eΩ y h= 1
9
, de modo que

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤
7

4
h2‖x− y‖. (5.29)

Considerando (véase [88])

[x,y; F] =

∫ 1

0

F ′ (τx+ (1−τ)y) dτ,

teniendo en cuenta
∫ 1

0

‖τ(x− u) + (1−τ)(y− v)‖dτ≤
1

2
(‖x− u‖+ ‖y− v‖) ,

y (5.29), tenemos

‖[x,y; F]− [u,v; F]‖ ≤
∫ 1

0

‖F ′ (τx+ (1−τ)y)− F ′ (τu+ (1−τ)v)‖ dτ

≤
7

4
h2

∫ 1

0

(τ‖x− u‖+ (1−τ)‖y− v‖) dτ

=
7

8
h2 (‖x− u‖+ ‖y− v‖) .

En consecuencia, L = 0 y K = 7
648

.
Eligiendo como punto de salida x0 = (0, 0, . . . , 0)t , se obtieneδ = 1

81
, β = 11.177516 . . .

y σ = 2.260068 . . ., de manera que la condición (5.12) del corolario 5.3 no se verifica,
pues

2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ

+
q

8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

= 1.008409 . . .> 1.

Por tanto, según el corolario 5.3, no podemos aplicar el método de Steffensen para
aproximar una solución discreta de (5.27) con φ(s) = exp(s).

En cambio, si que podemos aplicar el método modificado de la secante considerando
como puntos de salida z−1 = (

1
10

, 1
10

, . . . , 1
10
)t y z0 = (0,0, . . . , 0)t . En este caso obtenemos

α= 1
10

, δ0 =
1
81

, γ= 11.237220 . . . y las condiciones (5.19) y (5.21) del corolario 5.7 se
cumplen, pues

γ(L + K(α− 2η0)) +
Æ

8Kγη0(1+ Kγη0) = 0.348583 . . .< 1,

Kγη0 = 0.016840 . . .< 1,

B(z0, r) ⊂ eΩ = B
�

0, log(7
4
)
�

, donde r = 0.142949 . . . Por tanto, el método modificado
de la secante converge a una solución de (5.27) con φ(s) = exp(s), la aproximación a
la solución viene dada por el vector x∗ = (x∗1, x∗2, . . . , x∗8)

t dado en la tabla 5.1 y después
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n x∗i n x∗i n x∗i n x∗i
1 0.05481058 . . . 3 0.12475178 . . . 5 0.13893761 . . . 7 0.09657993 . . .
2 0.09657993 . . . 4 0.13893761 . . . 6 0.12475178 . . . 8 0.05481058 . . .

Tabla 5.1: Aproximación de la solución x∗ de (5.27) con φ(s) = exp(s)

n ‖zn − x∗‖ ‖F(zn)‖
−1 4.5189 . . .× 10−1 8.6355 . . .× 10−2

0 1.3893 . . .× 10−1 1.2345 . . .× 10−2

1 2.0650 . . .× 10−4 3.5930 . . .× 10−5

2 1.8172 . . .× 10−6 2.4568 . . .× 10−7

3 1.6473 . . .× 10−8 2.1641 . . .× 10−9

4 1.4969 . . .× 10−10 1.9617 . . .× 10−11

5 1.3603 . . .× 10−12 1.7826 . . .× 10−13

6 1.2364 . . .× 10−14 1.6200 . . .× 10−15

Tabla 5.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {‖F(zn)‖}

de siete iteraciones con una tolerancia de 10−16. Observamos que ‖x∗‖= 0.138937 . . .≤
log(7

4
) y x∗ es única en la bola B(z0, 0.142949 . . .). En la tabla 5.2 se muestran los errores

‖zn−x∗‖ utilizando el criterio de parada ‖zn−zn−1‖< 10−16. Notemos que el vector dado
en la tabla 5.1 es una buena aproximación de la solución del sistema (5.27) con φ(s) =
exp(s), pues ‖F(x∗)‖ ≤ C × 10−16. Mostramos la sucesión {‖F(zn)‖} en la tabla 5.2.

Por otra parte, es fácil ver que se puede aplicar el método híbrido (5.22) porque se
cumplen las condiciones (5.23), (5.25) y (5.26) del teorema 5.8, puesto que

Q = γ
�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

= 0.046914 . . .< 1,

2Lβ − Kβσ+
q

8Kβ
�

σ(1− 2Lβ)− Kβσ2
�

= 0.992752 . . .< 1,

1− 2Lβ − 3Kβσ+
q

(2Lβ − Kβσ− 1)2 + 8Kβ
�

Kβσ2 +σ(2Lβ − 1)
�

= 0.272879 . . .> 0,

respectivamente, de manera que está garantizada la convergencia semilocal del método
(5.22) para un cierto N0 ∈ N. Así, la primera aproximación dada por el método modifica-
do de la secante (N0 = 1) cumple las condicines (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3:

ηN0
(1− LβN0

−KβN0
δN0
)+σ(1−2LβN0

−KβN0
(ηN0

+δN0
))−KβN0

σ2 = 1.634456 . . .> 0,

2LβN0
+ KβN0

(δN0
−ηN0

)− KβN0
σ

+
q

8KβN0

�

ηN0
(1− LβN0

− KβN0
δN0
) +σ(1− 2LβN0

− KβN0
(ηN0

+δN0
))− KβN0

σ2
�

= 0.988806 . . .< 1,

1− 2LβN0
− 3KβN0

σ− KβN0
δN0
− 3KβN0

ηN0

+
Æ

(2LβN0
+ KβN0

(δN0
−ηN0

)− KβN0
σ− 1)2 + 8KβN0

[. . .] = 0.337742 . . .> 0,
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donde [. . .] ≡ KβN0
σ2 + ηN0

(LβN0
+ KβN0

δN0
− 1) + σ(2LβN0

+ KβN0
(ηN0

+ δN0
) − 1),

respectivamente.
Por tanto, después de una aproximación del método modificado de la secante, pode-

mos aplicar el método de Steffensen para aproximar la solución x∗ dada en la tabla 5.1,
que se obtiene después de dos aproximaciones más con el método de Steffensen con
una tolerancia de 10−16. En la tabla 5.3 se muestran los errores ‖xn − x∗‖ y la sucesión
{‖F(xn)‖} utilizando el mismo criterio de parada que antes.

n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
−1 4.5189 . . .× 10−1 8.6355 . . .× 10−2

0 1.3893 . . .× 10−1 1.2345 . . .× 10−2

1 2.0650 . . .× 10−4 3.5930 . . .× 10−5

2 1.9072 . . .× 10−9 2.4981 . . .× 10−10

Tabla 5.3: Errores absolutos obtenidos con el método híbrido (5.22) y {‖F(xn)‖}

5.4.2. Sistema de ecuaciones no lineales no diferenciable

Consideramos ahora un sistema no diferenciable de ecuaciones no lineales, el dado
por (5.27) con

vx = (v1, v2, . . . , v8)
t , vi =

1

3
x2

i + |x i|+ 1, i = 1,2, . . . , 8. (5.30)

Notemos que si consideramos un sistema de ecuaciones del tipo (5.27), donde la
función φ(s) es no diferenciable, entonces la función F es no diferenciable y satisface
(5.3) con ω(0,0) 6= 0 (como veremos más adelante), no podemos aplicar los resultados
de convergencia semilocal en los que ω(0,0) = 0 y que generalmente son los que se
aplican.

Como en R8 podemos considerar diferencias divididas de primer orden que no ne-
cesitan que la función sea diferenciable [88], consideramos la diferencia dividida de
primer orden dada por [u,v; F] = ([u,v; F]i j)8i, j=1 ∈ L (R

8,R8), donde

[u,v; F]i j =
1

u j − v j

�

Fi(u1, . . . , u j, v j+1, . . . , v8)− Fi(u1, . . . , u j−1, v j, . . . , v8)
�

,

u= (u1, u2, . . . , u8)t y v= (v1, v2, . . . , v8)t , de modo que

[u,v; F] = A+ h2 diag(z),

donde zi =
ui+vi

3
+ |ui |−|vi |

ui−vi
, para i = 1, 2, . . . , 8, y h= 1

9
. Así, para la norma del máximo,

‖[x,y; F]− [u,v; F]‖ ≤ máx
1≤i≤8

�

�

�

�

x i − ui

3
+

yi − vi

3
+
|x i| − |yi|

x i − yi
−
|ui| − |vi|

ui − vi

�

�

�

�
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≤ h2

�

1

3
máx
1≤i≤8

�

�x i − ui + yi − vi

�

�+ máx
1≤i≤8

�

�

�

�

|x i| − |yi|
x i − yi

−
|ui| − |vi|

ui − vi

�

�

�

�

�

≤
h2

3
(‖x− u‖+ ‖y− v‖) + 2h2 =ω (‖x− u‖,‖y− v‖) ,

de manera que ω(s, t) = h2
�

s+t
3
+ 2

�

, L = 2
81

y K = 1
243

.
Además, ‖A‖= 4 y





vx





≤
1

3
máx
1≤i≤8

�

�x2
i

�

�+ máx
1≤i≤8

|x i|+ 1≤
1

3
‖x‖2 + ‖x‖+ 1.

De esta última expresión se sigue que

‖F(x)‖ ≤ 4‖x‖+ h2
�1

3
‖x‖2 + ‖x‖+ 1

�

= g(‖x‖).

Luego ‖F(x)‖ no está acotada porque g(s) es una función creciente, y por tanto, no
podemos aplicar el corolario 5.3.

Para solventar la dificultad anterior y poder aplicar el corolario 5.3, una alternativa es
localizar una raíz de la ecuación (5.27) en algún dominio y buscar alguna cota superior
para ‖F(x)‖ en él. Para esto, teniendo en cuenta que ‖A−1‖= 10 y que la solución x∗ de
(5.27) y (5.30) satisface

‖x∗‖ ≤ h2‖A−1‖




vx∗




 ,

se obtiene 10‖x∗‖2 − 213‖x∗‖+ 30 ≥ 0, de modo que ‖x∗‖ ∈ [0,%1]∪ [%2,+∞], donde
%1 = 0.141789 . . . y %2 = 21.158211 . . . son las dos raíces reales positivas de la ecuación
escalar 10t2 − 213t + 30= 0.

A partir de lo anterior, podemos considerar F : Ω ⊂ R8→ R8 con

Ω=
�

x ∈ R8; ‖x‖< 7/10
	

,

ya que %1 <
7

10
< %2. En este caso, a partir de (5.27), ‖F(x)‖ ≤ 2.823004 . . .= σ.

Si elegimos como punto de salida x0 = (0,0, . . . , 0)T , obtenemos δ = 1
81

y β =
11.174798 . . ., de manera que la condición (5.12) del corolario 5.3 no se verifica, ya
que

2Lβ + Kβ(δ−η)− Kβσ

+
q

8Kβ
�

η(1− Lβ − Kβδ) +σ(1− 2Lβ − Kβ(η+δ))− Kβσ2
�

= 1.016375 . . .≥ 1.

Por lo tanto, según el corolario 5.3, no podemos aplicar el método de Steffensen para
aproximar una solución de (5.27) con (5.30).

En cambio, sí que podemos aplicar el método modificado de la secante. Para ello,

basta con tomar como puntos de salida z−1 =
�

− 1
10

,− 1
10

, . . . ,− 1
10

�T
y z0 = (0, 0, . . . , 0)T .

En este caso, obtenemos α = 1
10

, δ0 =
1
8
, γ = 9.019689 . . . y las condiciones (5.19) y

(5.21) del corolario 5.7 se cumplen, puesto que

γ(L + K(α− 2η0)) +
Æ

8Kγη0(1+ Kγη0) = 0.400369 . . .< 1,
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Kγη0 = 0.004133 . . .< 1,

B(z0, r) ⊂ Ω = B
�

0, 7
10

�

, donde r = 0.145009 . . . Luego el método modificado de
la secante converge a una solución de (5.27) y (5.30), la dada por el vector x∗ =
(x∗1, x∗2, . . . , x∗8)

t en la tabla 5.4, después de diecinueve iteraciones con una toleran-
cia de 10−16. Observamos que ‖x∗‖ = 0.13855711 . . . ≤ 7

10
y x∗ es única en la bola

B(z0, 0.145009 . . .). En la tabla 5.5 mostramos los errores ‖zn − x∗‖ utilizando el crite-
rio de parada ‖zn − zn−1‖ < 10−16. Notemos que el vector dado en la tabla 5.4 es una
buena aproximación de la solución del sistema (5.27) con vx definido en (5.30), ya que
‖F(x∗)‖ ≤ C × 10−16. Mostramos la sucesión {‖F(zn)‖} en la tabla 5.5.

n x∗i n x∗i n x∗i n x∗i
1 0.05468713 . . . 3 0.12442184 . . . 5 0.13855711 . . . 7 0.09634112 . . .
2 0.09634112 . . . 4 0.13855711 . . . 6 0.12442184 . . . 8 0.05468713 . . .

Tabla 5.4: Aproximación de la solución x∗ de (5.27) y (5.30)

n ‖zn − x∗‖ ‖F(zn)‖
−1 2.3855 . . .× 10−1 1.1362 . . .× 10−1

0 1.3855 . . .× 10−1 1.2345 . . .× 10−2

1 2.7202 . . .× 10−2 2.8463 . . .× 10−3

2 5.3229 . . .× 10−3 5.7127 . . .× 10−4

3 1.0416 . . .× 10−3 1.1224 . . .× 10−4

4 2.0387 . . .× 10−4 2.1982 . . .× 10−5

5 3.9903 . . .× 10−5 4.3029 . . .× 10−6

...
...

...
18 1.9859 . . .× 10−14 2.6627 . . .× 10−15

Tabla 5.5: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {‖F(zn)‖}

Por otra parte, es fácil ver que se puede aplicar el método híbrido (5.22) porque se
cumplen las condiciones (5.23), (5.25) y (5.26) del teorema 5.8:

Q = γ
�

L + K(2r +α+Mδ0)
�

= 0.237293 . . .< 1,

2Lβ − Kβσ+
q

8Kβ
�

σ(1− 2Lβ)− Kβσ2
�

= 0.999986 . . .< 1,

1− 2Lβ − 3Kβσ+
q

(2Lβ − Kβσ− 1)2 + 8Kβ
�

Kβσ2 +σ(2Lβ − 1)
�

= 0.007699 . . .> 0,

respectivamente, de manera que está garantizada la convergencia semilocal del método
(5.22) para un determinado N0 ∈ N. Por tanto, después de dos aproximaciones del
método modificado de la secante (N0 = 2), se cumplen las condiciones (5.11), (5.12) y
(5.14) del corolario 5.3:

ηN0
(1− LβN0

−KβN0
δN0
)+σ(1−2LβN0

−KβN0
(ηN0

+δN0
))−KβN0

σ2 = 0.885410 . . .> 0,
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2LβN0
+ KβN0

(δN0
−ηN0

)− KβN0
σ

+
q

8KβN0

�

ηN0
(1− LβN0

− KβN0
δN0
) +σ(1− 2LβN0

− KβN0
(ηN0

+δN0
))− KβN0

σ2
�

= 0.998721 . . .< 1,

1− 2LβN0
− 3KβN0

σ− KβN0
δN0
− 3KβN0

ηN0

+
Æ

(2LβN0
+ KβN0

(δN0
−ηN0

)− KβN0
σ− 1)2 + 8KβN0

[. . .] = 0.087772 . . .> 0,

donde [. . .] ≡ KβN0
σ2 + ηN0

(LβN0
+ KβN0

δN0
− 1) + σ(2LβN0

+ KβN0
(ηN0

+ δN0
) − 1),

respectivamente.
Ahora, después de dos aproximaciones del método modificado de la secante, pode-

mos aplicar el método de Steffensen para aproximar la solución x∗ dada en la tabla 5.4,
que se obtiene después de tres aproximaciones con el método de Steffensen y una tole-
rancia de 10−16. En la tabla 5.6 mostramos los errores absolutos ‖xn − x∗‖ y la sucesión
{‖F(xn)‖} utilizando el mismo criterio de parada que antes.

n ‖xn − x∗‖ ‖F(xn)‖
−1 2.3855 . . .× 10−1 1.1362 . . .× 10−1

0 1.3855 . . .× 10−1 1.2345 . . .× 10−2

1 2.7202 . . .× 10−2 2.8463 . . .× 10−3

2 5.3229 . . .× 10−3 5.7127 . . .× 10−4

3 8.5147 . . .× 10−7 1.0405 . . .× 10−7

4 2.1147 . . .× 10−14 2.6189 . . .× 10−15

Tabla 5.6: Errores absolutos obtenidos con el método híbrido (5.22) y {‖F(xn)‖}
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A lo largo de toda esta memoria, dos han sido las cuestiones que más nos han preo-
cupado y a las que hemos tratado de dar respuesta. Por un lado, nos hemos preocupado
de analizar la convergencia semilocal de métodos iterativos que no utilizan derivadas,
tanto con memoria como punto a punto, cuando se aplican a la resolución de ecuaciones
no lineales, destacando el nuevo punto de vista, introducido y basado en una técnica de
demostración novedosa que consiste en una sencilla modificación de la teoría de las re-
laciones de recurrencia desarrollada a lo largo de todos estos últimos años por nuestro
grupo de investigación PRIENOL, dando lugar a resultados más que interesantes, como
se puede ver en numerosas publicaciones ([40], [41], [44], [45], [56], [58]).

Tal y como hemos visto, esta nueva técnica tiene la ventaja de que se puede aplicar
a situaciones en las que el operador implicado en la ecuación a resolver es no diferen-
ciable, lo que ya no es tan común en la literatura matemática que trata el estudio de
la convergencia semilocal de métodos iterativos. Esto no ha sido un inconveniente para
recordar otras técnicas de demostración de la convergencia semilocal, como es la co-
nocida técnica de la sucesiones mayorizantes, que originalmente fue desarrollada por
Kantorovich para probar la convergencia semilocal del método de Newton en espacios
de Banach y que después ha sido utilizada frecuentemente por otros autores como para
que en la actualidad sea la técnica clásica por antonomasia, sin olvidarnos, por supuesto,
de la técnica basada en relaciones de recurrencia desarrollada por el grupo PRIENOL.

Hay que destacar especialmente las ventajas que presenta la nueva técnica de de-
mostración de la convergencia semilocal que permite mejorar los dominios de puntos
de salida de los métodos iterativos aquí considerados y, como hemos indicado anterior-
mente, estudiar situaciones en las que el operador implicado no es diferenciable.

Por otro lado, la obtención de aproximaciones iniciales suficientemente buenas co-
mo para que los métodos iterativos aquí considerados fueran convergentes ha sido el
otro aspecto al que hemos prestado especialmente nuestra atención en esta memoria.
Para llevar a cabo este logro nos hemos apoyado en alguna de las características que
tiene la nueva técnica de demostración de la convergencia semilocal y, sobre todo, en la
construcción de métodos iterativos híbridos (predictor-corrector) que, al combinar dos
métodos iterativos, uno con un dominio de puntos de salida amplio y otro con una buena
velocidad de convergencia, tiene la utilidad de poder aprovechar la ventaja de cada uno
de los dos métodos iterativos que combina, dando lugar así a métodos iterativos que se
pueden tener en cuenta a la hora de resolver ecuaciones no lineales.

A la hora de aproximar soluciones de ecuaciones no lineales mediante métodos itera-
tivos hemos tenido en cuenta el hecho de que la derivada primera Fréchet del operador
implicado fuese difícil de evaluar en cada paso de iteración, costosa de calcular o que
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no existiese. Por esto, hemos considerado métodos iterativos que no utilizan derivadas.
Para ello, nos hemos apoyado en el método de Newton aproximando la derivada del ope-
rador que aparece en su algoritmo por una diferencia dividida de primer orden, dando
lugar así a dos clases de métodos iterativos: los métodos tipo secante, que se obtienen
a partir de la interpretación geométrica de los métodos de Newton y de la secante en el
caso real, y el método de Steffensen, que se construye a partir de la idea de mantener el
orden de convergencia del método de Newton.

Siguiendo en la línea de esta memoria, varias son las cuestiones que quedan abiertas
para tratar de estudiar en un futuro inmediato. Dos ideas que surgen de forma natural
después de la lectura de esta memoria son: por un lado, la construcción de métodos
iterativos a partir de la aproximación de las derivadas que aparecen en los algoritmos
de métodos iterativos de orden superior mediante diferencias divididas; y por otro lado,
utilizar diferentes diferencias divididas para aproximar la derivada primera del operador
que aparece en el método de Newton. Siempre manteniendo el orden de convergencia
de los métodos iterativos originales. Con respecto a la primera idea, podríamos partir
de métodos punto a punto de tercer orden como son los métodos de Halley ([42]) y de
Chebychev ([106]). Con respecto a la segunda, podríamos utilizar procedimientos de
interpolación lineal parecidos al presentado por Kurchatov para el método de Newton
en [74] y posteriormente mejorado por Shakno en [96].

Hemos puesto de manifiesto en esta memoria que el hecho de no tener que evaluar
la derivada del operador implicado en cada paso de la iteración de un método iterativo
es importante, como consecuencia de que ésta puede no existir o ser costosa de evaluar.
Está claro entonces cuál sería un siguiente paso: no tener que calcular operadores inver-
sos en la aplicación de un método iterativo, dando lugar así a procesos iterativos “libres
de inversos”. Esta idea la introduce Moser en [81] donde modifica el método de New-
ton introduciendo una aproximación del inverso de la derivada primera en cada paso
de la iteración y presentando un nuevo método tipo Newton que no evalúa operadores
inversos y que utiliza la misma cantidad de información en cada paso que el método
de Newton. Este método fue mejorado primero por Ulm ([100]) y redescubierto más
tarde por Hald ([57]). La idea que surge de todo lo anterior para desarrollar en el fu-
turo consiste en extender lo propuesto por Moser para el método de Newton a otros
métodos iterativos que no utilicen derivadas, procurando además no perder velocidad
de convergencia.

Recientemente, han aparecido métodos tipo Steffensen óptimos de cuarto orden que
no utilizan derivadas [78] y [91]. Pensamos que es factible encontrar otros métodos de
la misma clase de órdenes superiores, que puedan ser (o no) óptimos. Un enfoque tradi-
cional en los métodos tipo Steffensen ([1], [7]) para sistemas no lineales es la sustitución
de cada una de las derivadas parciales que componen la matriz jacobiana por su corres-
pondiente diferencia dividida. Conjugando las dos ideas que acabamos de exponer, se
puede pensar en el diseño de métodos en los que no se haga uso de la matriz jacobiana
ni de su aproximación por diferencias divididas, como por ejemplo, métodos tipo Broy-
den, conservando en la medida de lo posible el orden de convergencia del método de
partida.

Compaginar las distintas técnicas de demostración de la convergencia semilocal de
un método iterativo que se han presentado en esta memoria es una cuestión interesante
de abordar porque podría permitir mejorar los dominios de los puntos de salida del
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método iterativo. Habría que analizar con detenimiento el tipo de condiciones iniciales
que habría que imponer.

No queremos terminar sin recordar algunas de las fuentes de inspiración que hemos
tenido a lo largo de la elaboración de esta memoria en algún momento u otro, aunque
no hayan sido objeto de un estudio detallado: [15], [14], [2], [8], [6], [24], [25], [28],
[29], [33], [54], [55], [104], [105]. La mayoría de sus autores han colaborado de una
forma u otra con nuestro grupo de investigación PRIENOL. A todos ellos, una vez más,
gracias.
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- ¿Por favor, podría indicarme qué dirección he de seguir?
- Eso depende – le contestó el Gato – de adonde quieras ir.
- No me importa el lugar – dijo Alicia.
- En ese caso – le contestó el Gato – tampoco importa la dirección que tomes.

Alicia en el país de las maravillas, 1865

« Puedes llegar a cualquier parte, siempre que andes lo suficiente »

Lewis Carroll, 1832-1898
Matemático y escritor británico


