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Introduccion

Uno de los problemas mds antiguos de las matematicas y, por extension de las cien-
cias y la ingenieria, es la resoluciéon de ecuaciones no lineales. Como bien sabemos,
encontrar soluciones exactas de ecuaciones no lineales es un problema dificil y, por eso,
recurrimos habitualmente a su aproximaciéon mediante la utilizacién de métodos iterati-
vos. Newton en 1669 y posteriormente Raphson en 1690, propusieron un procedimiento
numérico para resolver una ecuacion algebraica. El método es el que ahora conocemos
como método de Newton o método de Newton-Raphson, que todavia sigue siendo una
técnica central en la resolucion de ecuaciones no lineales. Una gran cantidad de tépicos
relacionados con el método de Newton ha centrado la atencién de los matematicos e
investigadores desde entonces.

A lo largo de esta memoria, para darle suficiente generalidad al problema de apro-
ximar soluciones de una ecuacién no lineal, consideramos ecuaciones de la forma

F(x)=0, (1)

donde F es un operador no lineal, F : 2 € X — Y, definido en un dominio abierto
convexo no vacio €2 de un espacio de Banach X con valores en un espacio de Banach Y.
Asi la ecuacién (1) puede hacer referencia a una ecuacion polindmica, a un sistema de
ecuaciones no lineales, a un problema diferencial, a un problema integral, a un problema
de optimizacién, etc., dependiendo de cudles sean los espacios X e Y en los que esté
definido el operador F.

La generalizacion del método de Newton a espacios de Banach se debe al matematico
soviético L. V. Kantorovich, quien a mediados del siglo XX publica varios trabajos, de
entre los que destacamos [68] y [70]. La generalizacién del método de Newton para
resolver la ecuacion (1) se escribe de la forma

X, € 9, X, =X, —[F'(x,)] 'F(x,), n=>0,

donde F'(x,) es la derivada de Fréchet del operador F en el punto x, y [F'(x,)]" su
operador inverso. A dia de hoy, el método de Newton sigue siendo una de las técnicas
numéricas mas utilizadas para aproximar una solucion de (1). Esto es debido a su sim-
plicidad, facil implementacidén y eficiencia. Recordamos que el método de Newton tiene
orden de convergencia dos [70].

Ahora bien, la aplicacién del método de Newton pasa por la evaluacién de F’ en
cada paso x, de iteracién. Bien porque ésta sea costosa de evaluar o porque no exista,
son especialmente interesantes los métodos iterativos que no utilizan derivadas ([3],
[5],[10], [87], [88]). Es frecuente entonces aproximar la derivada del operador F para
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solventar el problema anterior. Asi, habitualmente se aproxima la derivada de F por
una diferencia dividida de primer orden, dando lugar a métodos iterativos que utilizan
diferencias divididas en vez de derivadas. Es conocido [88] que el operador lineal y
acotado [x,y;F], con x,y € Qy x # y, definido en el espacio de Banach X, es una
diferencia dividida de primer orden de F en los puntos x e y si

[x,y;Fl(x—y)=F(x)—F(y).

El primer método que surge al tener en cuenta la aproximacién anterior en el método
de Newton es el conocido método de la secante ([11], [88]),

X_1,Xo €Q, Xy =X, —[X,_1,x; F1'F(x,), n>0,

que se obtiene al aproximar F’(x,) por [x,_;,X,; F]y cuyo orden de convergencia es
superlineal.

Como mediante la aproximacion anterior obtenemos el método de la secante a partir
del método de Newton, Hernandez y Rubio se plantean en [60] la posibilidad de conectar
ambos métodos a partir de sus interpretaciones geométricas en el caso real, dando lugar
asi a una familia uniparamétrica de métodos iterativos con memoria que en espacios de
Banach tiene el siguiente algoritmo

X_1,Xg €€,
Yo=Ax,+(1—A)x,_,, Ae€[0,1], (2)

Xpt1 = Xp— [ynaxn;F]_lF(xn): n=0.

Notemos que el algoritmo anterior se reduce al método de la secante si A = 0y, si el
operador F es diferenciable, al método de Newton cuando A = 1, puesto que en este
caso, y, = X, YV [ ¥, X,; F] = F'(x,). Herndndez y Rubio muestran que a medida que
aumenta el valor de A, aumenta la velocidad de convergencia de los métodos iterativos
de la familia (2), pero sin llegar a alcanzar el orden de convergencia cuadratico del
método de Newton.

Por otra parte, si consideramos X = Y, es conocido que si en el método de New-
ton se aproxima F’(x,) por la diferencia dividida de primer orden [x,, x,, + F(x,); F],
obtenemos el método de Steffensen ([4], [12]), cuyo algoritmo es

X, € 0,

Yn =X, +F(x,), 3)
XT'H‘] = xn - [XTU yn; F]_IF(XH)J n Z O)

que evidentemente es un método iterativo punto a punto. En este caso, se mantiene la
convergencia cuadratica del método de Newton.

En esta memoria vamos a analizar con detalle los métodos iterativos (2) y (3) desde
diferentes puntos de vista y con el claro objetivo de mejorar los estudios ya existentes
para estos métodos desde el punto de vista de la accesibilidad.

A la hora de estudiar la aplicabilidad de un método iterativo en la resolucién de una
ecuacién no lineal, aparecen dos problemas importantes: en primer lugar, la localizacién
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de aproximaciones iniciales suficientemente buenas, de manera que el método iterativo
converja empezando en ellas; y en segundo lugar, que la sucesiéon dada por el método
iterativo converja a una solucion de la ecuacién a resolver.

Empezando por el segundo problema, destacamos que, a la hora de estudiar la con-
vergencia de un método iterativo, existen tres tipos de convergencia: local, semilocal y
global. En primer lugar, los resultados denominados de convergencia local. A partir de
determinadas condiciones para el operador F y exigiendo condiciones a una solucién de
F(x) = 0, estos resultados proporcionan la denominada bola de convergencia del mé-
todo iterativo, que indica la accesibilidad de la raiz a partir de aproximaciones iniciales
consideradas en dicha bola. En segundo lugar, tenemos los resultados denominados de
convergencia semilocal. Estos resultados, a partir de determinadas condiciones para el
operador F y exigiendo condiciones a las aproximaciones iniciales de la raiz, propor-
cionan el denominado dominio de pardmetros correspondiente a las condiciones que
deben de verificar las aproximaciones iniciales para tener asegurada la convergencia de
la sucesion dada por el método iterativo a la solucién. Por ultimo, tenemos los resulta-
dos de convergencia global. Estos resultados, a partir de condiciones para el operador
F, aseguran la convergencia de la sucesion a la solucién independientemente de las
aproximaciones iniciales.

Como vemos, todos los resultados relativos a la resolucion de los problemas plantea-
dos pasan por exigir determinadas condiciones al operador F. Sin embargo, la existen-
cia de condiciones para la solucion, para las aproximaciones iniciales, o para ninguna
de éstas, determinan los diferentes tipos de resultados. El estudio de la convergencia
local tiene el inconveniente de tener que asegurar que una soluciéon x* de F(x) = 0,
que desconocemos, verifique determinadas condiciones. Por otra parte, la ausencia de
condiciones para las aproximaciones iniciales, e incluso para una solucion, hace que el
estudio de la convergencia global sea, en general, excesivamente particular en cuanto
al tipo de operadores a tratar.

En esta memoria vamos a hacer hincapié solo en la convergencia semilocal de los
procesos iterativos que aparecen a lo largo de ella, pero estudidandola con diferentes
técnicas de demostracion y viendo qué es lo que aporta cada una de ellas en el estudio
de los métodos iterativos aqui presentados.

Comenzamos recordando el resultado de convergencia semilocal dado en [62] para
la familia de métodos iterativos (2) en condiciones de diferenciabilidad para el operador
F y demostrado mediante una técnica basada en relaciones de recurrencia. Esta técni-
ca de demostracién ha sido desarrollada por el grupo de investigacion PRIENOL para
demostrar la convergencia semilocal de distintos métodos iterativos ([39], [40], [41],
[45], [49]). Veremos cudl es el principal problema que se deduce del resultado dado en
[62] y cdmo podemos solventarlo utilizando una novedosa técnica que consiste en una
sencilla modificacion de la técnica anterior. Ademds, veremos que esta novedosa técnica
permite analizar situaciones en las que el operador F sea no diferenciable, lo cual, como
veremos después, puede ser importante desde el punto de vista practico.

El estudio inicial que hacemos de la convergencia semilocal para el método de Stef-
fensen lo realizamos en condiciones de diferenciabilidad para el operador F y lo desarro-
llaremos mediante la conocida técnica de las sucesiones mayorizantes introducida por
Kantorovich para el método de Newton en [71]. Posteriormente, estudiaremos de nuevo
la convergencia semilocal de este método, pero ahora utilizando la nueva técnica intro-
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ducida anteriormente para estudiar la convergencia semilocal de la familia de métodos
iterativos (2), lo que permite aproximar soluciones de ecuaciones no lineales en las que
los operadores implicados sean no diferenciables mediante el método de Steffensen.

Por otra parte, la localizaciéon de buenas aproximaciones iniciales a partir de las cua-
les un método iterativo converge juega un papel destacado a la hora de elegir un método
iterativo para aproximar una soluciéon de una ecuacion no lineal. Es aqui donde pres-
taremos especial atencién a lo largo de toda la memoria. En general, un inconveniente
que plantean los métodos iterativos que utilizan diferencias divididas es que su aplica-
bilidad es reducida porque los dominios de puntos de salida, a partir de los cuales esta
garantizada la convergencia de los métodos, son reducidos. Asi, teniendo en cuenta este
inconveniente, nos hemos planteado como principal objetivo en esta memoria la mejora
de los dominios de puntos de salida de los métodos (2) y (3).

La mejora de los dominios de puntos de salida de la familia de métodos iterativos
(2) la vamos a realizar a partir de dos procedimientos diferentes. Cuando exijamos que
el operador F sea diferenciable, situacion ya abordada en [62], utilizaremos un método
iterativo hibrido (predictor-corrector) que permita utilizar un método iterativo de la
familia (2) empezando en una cierta iteraciéon previamente calculada con un método
iterativo menos exigente a la hora de encontrar buenas aproximaciones iniciales que
garanticen la convergencia semilocal del mismo. En concreto, utilizaremos el conocido
método modificado de la secante, cuyo orden de convergencia es simplemente lineal.
En segundo lugar, veremos que la novedosa técnica de la que ya hemos hablado antes,
desarrollada para estudiar la convergencia semilocal de métodos iterativos, proporciona
ya de por si mejores dominios de puntos de salida para la familia de métodos iterativos
(2) que la dada en [62].

Las dos mejoras del dominio de puntos de salida del método de Steffensen que se
presentan se han llevado a cabo desde una misma perspectiva: la construccion de un
método iterativo hibrido (predictor-corrector); si bien, contemplamos dos enfoques di-
ferentes cuando se construye el método iterativo hibrido (predictor-corrector). En pri-
mer lugar, cuando exijamos que el operador F sea diferenciable, comenzamos iterando
con el método modificado de Newton y, a partir de cierta iteracion de éste, utilizaremos
el método de Steffensen. En segundo lugar, cuando no es necesaria la diferenciabilidad
del operador F, utilizamos el método modificado de la secante para empezar a iterar y,
posteriormente, utilizamos el método de Steffensen a partir de cierta iteracién.

En cuanto a la estructura de esta memoria, la hemos dividido en tres partes con cinco
capitulos y es autocontenida. La mayoria de los resultados tedricos aqui presentados se
han demostrado de manera rigurosa y didactica para que el lector interesado los pueda
seguir sin dificultad. Y, para los pocos resultados teéricos que no se han demostrado, se
ha citado la fuente donde poder consultarlos.

La primera parte de la memoria consta de un solo capitulo en el que se introdu-
cen los espacios de Banach y presentan los conceptos bdsicos que se utilizan a lo largo
de la memoria, destacando aquellos que aparecen con mayor frecuencia, como son la
diferenciacion de operadores y las diferencias divididas en espacios de Banach.

La segunda parte de la memoria estd dedicada a la familia de métodos iterativos con
memoria definida en (2), a los que llamaremos métodos tipo secante como consecuen-
cia de su origen geométrico en el caso escalar. Esta parte consta de dos capitulos. En
el primero analizamos la convergencia semilocal de estos métodos mediante una teoria
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basada en relaciones de recurrencia, que como hemos indicado antes ha sido desarrolla-
da por el grupo PRIENOL a través de distintos trabajos en los que se estudian diferentes
métodos iterativos. Veremos que el dominio de puntos de salida que se obtiene es muy
reducido y lo mejoraremos a partir de la construccién de un método iterativo hibrido
(predictor-corrector). Este estudio se llevara a cabo en condiciones de diferenciabilidad
para el operador F. En concreto, exigiremos que la diferencia dividida de primer orden
[x,y;F] sea Lipschitz continua en el dominio :

106,y Fl1=[w,v;i FII <K(llx —ull +lly =vID), K=0, x,y,u,veQ, x#yu#v.

En el segundo capitulo de esta parte, el tercero de la memoria, es donde presentamos
la nueva técnica de demostracién de la convergencia semilocal, aplicada aqui a los mé-
todos tipo secante. Vemos que no hay necesidad de construir un método iterativo hibrido
(predictor-corrector) para mejorar los dominios de puntos de salida de los métodos tipo
secante. Ademads, tampoco existe la necesidad de que el operador F sea diferenciable;
de hecho, la condicién que se le exige al operador F es que la diferencia dividida de
primer orden [x, y; F] verifique la siguiente condicion en el dominio Q:

106, 3 Fl1=[w,v; FI[| < L+ K(llx —ull + ly = vI); L,K =2 0; x, y,u,v € x # y,u # v.

La tercera parte de esta memoria versa sobre el método de Steffensen, que recorde-
mos es un método iterativo punto a punto que no utiliza derivadas y que tiene el mismo
orden de convergencia cuadratico que el método de Newton. Esta parte también consta
de dos capitulos. En el primer capitulo de esta parte, el cuarto de la memoria, analizamos
la convergencia semilocal de este método desde la perspectiva de Kantorovich, utilizan-
do sucesiones mayorizantes. Para ello, exigimos que el operador F sea diferenciable y
F’ Lipschitz continua en el dominio €,

IFFO)—FWI<Klx—yl, K=0, x,yeQ.

Como en estas condiciones el dominio de puntos de salida del método de Steffensen es
reducido con respecto al del método de Newton, buscamos una salida a este inconve-
niente que consiste en construir un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que
comienza calculando cierto nimero de iteraciones mediante el método modificado de
Newton, cuyo orden de convergencia es lineal, para pasar después al método de Steffen-
sen y aprovechar asi su convergencia cuadratica. En el segundo capitulo de esta tercera
parte, el quinto de la memoria, es donde aprovechamos de nuevo las ventajas de la
nueva teoria para demostrar la convergencia semilocal, que hemos presentado en el ca-
pitulo 3 y que no necesita que el operador F sea diferenciable, y mejorar asi el dominio
de puntos de salida del método de Steffensen. Para darle un enfoque todavia mas gene-
ral, exigiremos que la diferencia dividida de primer orden [x, y; F ] cumpla la siguiente
condicién en el dominio Q:

||[x:ysF:|_[u:V,F]”Sw(”x_ulLH)’_V”): x).y,U,VEQ, x#)’:”#",

donde w : R, xR, — R, es una funcién no decreciente en sus dos argumentos. Ademads,
para completar el estudio de la mejora del dominio de puntos de salida del método de
Steffensen, terminamos construyendo un método iterativo hibrido (predictor-corrector)
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que comienza calculando un niimero finito de iteraciones con el método modificado de
la secante y termina aprovechando, de nuevo, la convergencia cuadratica del método de
Steffensen y sin necesitar que el operador F sea diferenciable.

Para terminar, destacamos que se han ilustrado todos los desarrollos tedricos reali-
zados en esta memoria con la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales, tanto
en situaciones diferenciables como no diferenciables, que surgen de la discretizacidon de
ecuaciones integrales de Hammerstein y de problemas conservativos en los que estan
implicados problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Preliminares







Capitulo 1
Conceptos basicos

En este capitulo hacemos una introduccion escueta de los espacios de Banach. Para un
estudio mds detallado de estos espacios se puede consultar cualquiera de los numerosos
tratados que hay en la bibliografia matematica, entre los que citamos los de Berberian
[21], Rudin [92] y Curtain-Pritchard [31].

Como dice Wojtaszczyk [102] en su introduccion, de los espacios de Banach no po-
demos esperar que nos resuelvan los problemas que estemos tratando, pero si que nos
hagan ver dichos problemas con un nuevo enfoque y nos permitan aislar sus caracteristi-
cas esenciales. Obtendremos asi una gran generalidad en los resultados que obtenemos.
Ademads en muchos casos, el utilizar las técnicas y los teoremas generales de los espa-
cios de Banach nos puede sugerir nuevos problemas. Al trabajar con espacios de Banach
abarcamos una gran amplitud de situaciones, tales como ecuaciones en el campo real
o complejo, sistemas de ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecua-
ciones integrales.

1.1. Espacios de Banach

La estructura métrica se basa en la generalizacién de la idea de valor absoluto de un
numero real o médulo de un namero complejo.

Para cada elemento x de un espacio lineal X, se define norma de x al numero real
no negativo ||x|| que satisface las siguientes tres condiciones:

Ny : |lx][>0six #0, [[0]| =0,
N, : ||Ax]|| = |Al||x|| para todo A €K,
Ny flx+yll < llxll +llyll.
Ademas, un espacio lineal X en el que hay definida una norma se llama espacio normado.
En general, en un espacio normado se pueden introducir diferentes normas. Indica-
mos a continuacion como relacionar las diferentes normas que podemos definir en un
espacio lineal. El concepto que las relaciona es el de normas equivalentes. Asi, se dice

que dos normas diferentes ||x|| y ||x]|” de un espacio lineal son equivalentes si existen
constantes a, b talesque 0 <a<by

allx|| < |lx|I" < b||x|| paratodo x€X.
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Es conocido que en un espacio lineal de dimension finita todas las normas son equiva-
lentes [73].

Una clase importante de los espacios lineales normados son los llamados espacios de
Banach. En la solucién de muchos problemas el asunto a tratar es la existencia de un
limite x* de una sucesion {x,} en un espacio normado X; situacion familiar en el analisis
clasico vinculada a la idea de completitud. Es interesante destacar que la completitud
no se deduce de las propiedades de los espacios normados, sino que es una propiedad
adicional que un espacio puede tener o no.

Definicion 1.1. Se dice que un espacio normado X es completo si toda sucesion de Cauchy
es convergente a un limite que es un elemento de X.

Definicidn 1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.
A continuacién damos algunos ejemplos de espacios de Banach.

Ejemplo 1.3. Los espacios real R" y complejo C" con la norma ||-[[,, 1 < p < oo, definida
por

n
Il =| 2l | 1sp<co y o =méxlxl i=12,..n
i=1

son espacios de Banach.

Ejemplo 1.4. El espacio 6([a, b]) de las funciones reales de una variable que son con-
tinuas en el intervalo cerrado [a, b] es un espacio de Banach para la norma

Xl = max |x(t)].
tel

a,

Ejemplo 1.5. También se puede ver que los espacios 6™ ([a, b]) son espacios de Banach
para las normas

1]l = max{||x|l, [1x"[], ..., lx ™|}
Y / (n)

clly = Nl + [l 4 - - -+ ™1,
donde || - || denota la norma en 6 ([a, b]).

En cdlculo se trabaja con funciones reales definidas sobre un intervalo real. En ana-
lisis funcional, consideramos espacios mas generales, tales como espacios métricos o
normados y aplicaciones entre dichos espacios. En este caso, a estas aplicaciones se les
llama operadores. Diremos que un operador T aplica el espacio X en Y si a un elemento
x € X le hace corresponder un elemento T(x) € Y. En principio, T no tiene por qué
estar definido sobre todo el espacio X ni recorrer todos los valores de Y. Al conjunto de
puntos de X donde estd definido T lo llamamos dominio de T, y lo denotaremos 2(T),
y al conjunto de valores de Y que toma el operador T lo llamamos rango de T, y lo
denotamos Z(T).

De especial interés son aquellos operadores que conservan las operaciones algebrai-
cas de los espacios donde estan definidos.
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1.1. Espacios de Banach

Definicion 1.6. Un operador L que aplica un espacio lineal X en otro espacio lineal Y,
ambos espacios sobre el mismo cuerpo K, se dice lineal si, para todo x,,x, € X, tenemos

L(x; 4+ x3) = L(x1) + L(x),
Y, para todo x € X y todo A €K,
L(Ax) = AL(x).

Es muy corriente en andlisis funcional emplear la notaciéon Lx en lugar de L(x) para
los operadores lineales.

Definicion 1.7. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice acotado si existe
un ntmero real ¢ tal que, para todo x € 9(T), se cumple

1Tl < cllxl. (1.1)

Observamos que la norma de la izquierda es la del espacio Y y la de la derecha la
del espacio X, aunque las hayamos denotado igual.

Notar que en el caso de operadores acotados, la imagen no tiene por qué estar aco-
tada, lo que verifican estos operadores es que transforman conjuntos acotados en con-
juntos acotados.

Al conjunto de los operadores lineales y acotados entre dos espacios lineales X e Y
lo denotaremos a partir de ahora por £(X,Y). Es facil ver que £(X,Y) es un espacio
lineal sobre el mismo cuerpo K.

A continuacion, vamos a definir una norma en el conjunto de operadores acotados.
Dejando a un lado el caso en que x = 0, nos podemos preguntar cudl es el menor nimero
¢ que verifica (1.1). De aqui surge la idea para definir la norma de un operador.

Definicidon 1.8. Sea T un operador acotado. Definimos la norma de T como

, T ()l
IT|| = inf{c; [Tl < cllx|l, x € 2(T), x #0} = sup ———
x€9(T) ||
x#0
Como consecuencia, si T es acotado, entonces
TGO < (1Tl (1.2)

Otra férmula alternativa para la norma anterior, cuando el operador T es lineal, es
la siguiente:
ITIl= sup [[TCOIl. (1.3)
x€9(T)
llxlI=1
Que estas férmulas son equivalentes y que todas ellas son en efecto normas puede
verse en [73]. Ademads, también se tiene que el espacio £ (X,Y) con Y completo y la
norma (1.3) es un espacio completo [73].

Teorema 1.9. Si un espacio normado X es de dimensidn finita, entonces cada operador
lineal en X es acotado.

11
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Definicion 1.10. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice continuo en
un punto X € X si para toda sucesién {x,}, tal que

lim x, =X, setiene 1im T(x,)= T(X).
n—oo

n—oo

Diremos que un operador es continuo si lo es en todos los puntos de su dominio.
Esta definicién generaliza la idea de funcién continua del célculo. Los operadores
lineales tienen la siguiente propiedad:

Teorema 1.11. Sea T un operador lineal entre dos espacios normados. Entonces,

(i) T es continuo siy sélo si es acotado.

(ii) Si T es continuo en un punto, entonces T es continuo en todos los puntos de su domi-
nio.

A continuacién introducimos el concepto de Lipschitz continuidad.

Definicidon 1.12. Un operador T entre dos espacios normados X e Y se dice que satisface
una condicion de Lipschitz (o que es Lipschitz continuo) si existe una constante K > 0 tal
que

ITC)=TWIII<Kllx—yll, Vx,y€X.

En tal caso, K se llama la constante de Lipschitz del operador T.

Ahora introducimos el operador inverso de uno dado, operador fundamental para
resolver ecuaciones de la forma Lx = y, donde L es un operador lineal.

Definicion 1.13. Sea L es un operador lineal y acotado de X en Y. Si existe un operador
L7 que aplica #(L) en 9(L), de manera que

L7 'Lx =x, paratodo x € 9(L),
LL 'y =y, paratodo y € Z(L),
diremos que L tiene inversoy que L™! es el inverso de L.

Se puede probar que si L™! existe, entonces también es un operador lineal. Una
propiedad algebraica que garantiza la existencia del inverso es la siguiente: si de la
relacion Lx = 0 se deduce que x debe ser cero, entonces L tiene inverso. Esta condiciéon
es ademds una condicién necesaria.

La condicién anterior es en general dificil de comprobar. Necesitaremos entonces una
caracterizacién analitica del concepto de inversién. Para ello, los siguientes resultados
son fundamentales [71, 89].

Lema 1.14 (Banach). Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X veri-
ficando
IIL|| < k < 1.

Entonces, el operador I — L tiene inverso continuo y cumple

1

7yl
I —0)7 < 5

~
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1.2. Diferenciacion de operadores

Unas ligeras variantes del lema anterior son los siguientes resultados.

Lema 1.15. Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X. Existe L™! siy
solo si existe un operador inversible M € ¥(X,X) tal que

II—ML|| <1.
En este caso,

S ]
L= I-ML)'"M < ——m-
2U-MLYM y TS T

n=0
Lema 1.16. Sea L un operador lineal acotado en un espacio de Banach X. Existe L™! siy

sdlo si existe un operador lineal acotado M en X tal que existe M~ 'y

1
IM =L < 7=
M|

En este caso,

L= -MTL)M!
n=0

M M|

IL7HI < 7 S = '
1—=[I=M7'L|| = 1—[IM~H[IM — L]

1.2. Diferenciacion de operadores

En esta seccion presentamos algunos de los conceptos y resultados bdsicos del célcu-
lo diferencial en espacios de Banach. A parte del interés que esta seccion pueda tener
por si misma, en ella se establecerd el contexto que permitird resolver ecuaciones con
operadores no lineales.

Comenzamos dando una primera definiciéon de derivada para operadores definidos
en espacios de Banach.

Definicion 1.17. Dado x, € X, si existe un operador L € ¥(X,Y) de manera que, para
todo x € X, se cumple
., F(xo+hx)—F(x,)

h—0 h

= L(x), (1.4)

entonces se dice que F es diferenciable Gateaux (o diferenciable débilmente) en x,. En esta
situacién, el operador lineal L es la derivada de F en x, y lo denotaremos L = F'(x,).

Sin embargo, la derivada Gateaux no es una buena generalizacion del concepto de
derivada para funciones escalares, como pone de manifiesto la existencia de funciones
derivables Gateaux y no continuas. Para estar seguros de que las funciones diferenciables
son continuas, podemos introducir el siguiente concepto mas fuerte de derivada.

13



Capitulo 1. Conceptos basicos

Definicion 1.18. Si el limite de la ecuacion (1.4) es uniforme en el conjunto {x € X;||x|| =
1}, entonces se dice que F es diferenciable Fréchet (o simplemente diferenciable) en x,. En
este caso, el operador lineal L = F'(x,) se llama derivada de F en x,.

Equivalentemente, el concepto de diferenciabilidad se puede expresar de la siguiente
forma. Dado x, € X, si existe un operador lineal y continuo L de X en Y de manera que

IFGry +v) = FGrg) = Ll _

m
Ivll—0 V]|

b

entonces F es diferenciable Fréchet en x, y el operador F’(x,) = L se denomina derivada
de F en Xx,.

Decir que en el célculo diferencial en espacios de Banach los operadores lineales
acotados juegan un papel similar al de las constantes en el célculo diferencial real o
complejo.

Ejemplo 1.19. Si F es un operador de R" en R™ que, a una n-tupla (x1, x,,...,Xx,) € R",
le hace corresponder (F;(xq,Xq,...,X,), Fo(X1, X9, ...y X)), .o, Fr(Xq1, Xg,...,x,)) € R™,
tenemos que la derivada F’ en un punto x, = (xgo),xgo), .. ,X’go)) se representa por la
matriz Jacobiana

ok 0RO

( dx;  0xy dx, \
o, 0R 0R
dx;  0Xxy dx,
F'(xo) =
dx;  0xy Ix, x=x

i

Para ver esto, notamos que la matriz F'(x,) = ( ) es un operador lineal acotado
X=X

ox;
j
de R" en R™, puesto que es una matriz m x n con coeficientes constantes [89].

Uno de los resultados que se pierden al pasar de los nimeros reales a espacios mas
generales es el Teorema del Valor Medio, que asegura que si f es una funcién diferen-
ciable en un intervalo [a, b], entonces

f)—f(@=f'(€)b—a), donde &€ (a,b).

Veremos ahora una desigualdad que generaliza al Teorema del Valor Medio. Para
ello, dados dos puntos x e y, definimos el segmento que los une como

[x,y]={x+Aly =x); A €[0,1]}.

Diremos que un conjunto 2 es convexo si para cualesquiera x, y € 2, el segmento [x, y ]
que los une esta contenido en Q.

Teorema 1.20 (Teorema del Valor Medio). Sean X e Y dos espacios de Banach y F :
X — Y un operador diferenciable en un conjunto convexo Q2 C X. Entonces, si Xy, X; € €,
se tiene

|IF (x1) — F(xo)ll < sup
0<6<1

F/(Xo +6(x, _XO))H”xl — Xol|-

14



1.3. Integracion de operadores

Corolario 1.21. Con la notacion anterior se tiene
IF (x,) — F(xo) — F'(3)(x; — x)ll

< sup
0<0<1

F'((x0+ 000 = x0)) = F'(®) Il = xoll - con % € [xg, ).

La demostracion del corolario anterior se obtiene aplicando el teorema 1.20 al ope-
rador F — F'(x).

1.3. Integracion de operadores

A continuacion comentamos algunos aspectos sobre el calculo integral en espacios de
Banach. En primer lugar, definimos la integral en el sentido de Riemann para una funcién
de variable real y con valores en un espacio de Banach. A continuacién, apoyandonos en
la definicion anterior, definimos la integral de una funcién entre dos espacios de Banach
en general.

Definicidon 1.22. Sea F definida en un intervalo real [a, b] y con valores en un espacio de
Banach Y. Entonces podemos definir la integral de F como el limite de las siguientes sumas

n—1
D F(T )t — 1),
k=0

dondea=ty<t;<:---<t,=byT, €[ty tys], cuando I’I(l]fll)X{tkH — t} tiende a cero.

Si el limite dirigido anterior existe, lo llamaremos integral de F y lo denotaremos por

b
J F(t)dt.

Evidentemente, si la integral existe, es un elemento de Y. Una condicion suficiente
para que exista dicha integral es que la funcion F sea continua en el intervalo cerrado
[a,b].

Las propiedades de esta integral se deducen de las conocidas para la integral de
Riemann en el caso real [71].

Definicion 1.23. Supongamos ahora que T es un operador definido en un segmento [ x, X1 ]
X y con valores en el espacio £ (X,Y ). En este caso, definimos:

f 1 T(x)dx = J T(xo +t(x; — xo))(x1 —Xx,)dt.
Xq 0

Notar que en este caso, la funcion T(x0+ ['](xl—xo))(xl—xo) estd en las condiciones
de la definicién 1.22 con [a,b] =[0,1].

Si en la definicién anterior se considera el caso particular de que T = F’, donde F es
un operador de X en Y que tiene derivada continua en el segmento [ x, x; ], tenemos el
siguiente teorema que generaliza la conocida regla de Barrow del célculo.

15
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Capitulo 1. Conceptos basicos

Teorema 1.24. Si F es un operador de X en Y con derivada continua en el segmento
[xo,X1] C X, entonces

f 1F’(x)dx = F(x;) —F(xo). (1.5)

El siguiente resultado nos permite acotar la integral de un operador que esté acotado
por una funcién real ([71]).

Lema 1.25. Sea T un operador en las condiciones de la definicién 1.23 y ¢ (t) una funcion
real definida en [0, 1] e integrable. Si se verifican

|7(0+ 700 =x0) || < 960+ 76, = 10)), = el0,1),

Y
llxc; — xoll < t; —t,

JlT(x)dx gf lqb(t)dt.

Como caso particular del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.

entonces

Corolario 1.26. Si se cumple la desigualdad

TG < ¢ (1),

para x y t verificando
llx —xoll < t — ¢y,

J 1T(x)dx

donde x; es un elemento que cumple ||x; — x,|| < t; —t,.

entonces

Sf 1¢(t)dt,

Terminamos con el Teorema de Taylor. Aunque hay varios enunciados similares [26],
hemos elegido el siguiente por su comodidad a la hora de utilizarlo.

Teorema 1.27 (Teorema de Taylor). Supongamos que F es un operador n veces diferen-
ciable en la bola B(x,,)y que F™ es integrable en el segmento [x,,x,] con x; € B(x,, ).
Entonces,

F(x,) = F(xo) + Z %F“‘)(xo)(xl — %) + Ry, 1), (1.6)
donde =
R, (xo,x1) D L:l F™(x)(x; —x)* " dx
1 1
= =D J;) F(n)(xo-l-t(xl—xo))(xl_xo)n(l_t)n—1 dt. (1.7)
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1.4. Diferencias divididas

1.4. Diferencias divididas

En esta seccidén trataremos resumidamente alguno de los conceptos que posterior-
mente serdn utilizados en el desarrollo de esta memoria. Somos conscientes de que lo
aqui abordado necesita de un desarrollo mas detallado del que aqui se presenta. Es por
ello que fundamentalmente nos esforzaremos simplemente en resumir ordenadamente
algunos de los resultados que posteriormente se utilizan.

El concepto de diferencia dividida en espacios de Banach fue introducido por J.
Schroder [94] generalizando el concepto de diferencia dividida de una funcién esca-
lar de la misma forma que la derivada Fréchet de un operador en espacios de Banach
generaliza el de la derivada de una funcién escalar.

Asi, de forma natural, al considerar una diferencia dividida como una aproximacion
de una derivada, si F es un operador entre dos espacios de Banach X e Y, a partir de la
estimaciéon

FX)~F(y)+F(y)x—y) = FX)—F(y)~F(y)x—y)

y teniendo en cuenta que F'(y) € £(X,Y), es claro que una diferencia dividida en es-
pacios de Banach, al ser una aproximacion de la derivada, debe ser un operador lineal
acotado de X en Y que, al aplicarlo a (x — y), es igual a F(x)—F(y). Definimos formal-
mente a continuacién el concepto de diferencia dividida de primer orden de un operador
F en espacios de Banach.

Definicion 1.28. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : 2 € X — Y un operador y Q2 un
subconjunto abierto convexo no vacio de X. Un operador L € ¥ (X,Y) se dice que es una
diferencia dividida de primer orden de F en los puntos x e y, X # Y, si

L(x—y)=F(x)—F(y). (1.8)

En adelante, si L € £(X,Y) es una diferencia dividida de primer orden del operador
F en los puntos x e y, la denotaremos también por L =[x, y;F].

La condicion (1.8) no determina la unicidad de la diferencia dividida a menos que la
dimensién de X sea uno (diferencia dividida en R). Se puede probar que sidim(X)=d y
dim(Y) = d’, entonces existen d’(d —1) + 1 operadores lineales de E; en E, cumpliendo
(1.8) y que son linealmente independientes, donde E; es un espacio normado completo
y E, es un espacio normado [88].

Para la existencia de diferencias divididas de un operador, se puede ver [17]. Para
ejemplos en algunos espacios particulares, ver [99]. A continuacién, damos dos ejemplos
en espacios de dimensidn finita.

Ejemplo 1.29. Consideramos el caso X = Y = R? y denotamos por F; y F, las compo-
nentes del operador F. Es decir,

X
para x = ( xl ) €R? tenemos F(x)= (
2

Fy(xq,x5) )

FZ(xls xZ)

Entonces, cada uno de los operadores lineales A; y A,, dados por las matrices

Fi(x,yo)=Fi(y1,y2)  Filx,xo)—Fi(x1,y2)
— X1—)1 X2—Y2
Al - FZ(X1,}’25—F2(}’1,}’2) Fz(Xth%—Fz(Xb}’z)

X1—)1 Xo=Y2

17



Capitulo 1. Conceptos basicos

Fi(x1,x0)—F1(y1,%2)  Fi(r,x2)—F1(y1,)2)
— X1—)1 X2—Y2
A2 - Fz(XszB—Fz(}’bxz) Fz()’bxz%—Fz(J’b}’z) ’
X1—)1 X2—Y2
verifican (1.8).

Por otra parte, si F es diferenciable y su derivada Fréchet F’ es continua en el seg-
mento [x,y]={tx+(1—t)y;t €[0,1]}, el operador lineal dado por

1
A, =f F'(x+t(y —x))dt,
0

también verifica (1.8). Esto significa que cualquiera de los tres operadores anteriores son
diferencias divididas del operador F en los puntos x e y. Ademads, cualquier combinacion
convexa de A;, A, y A5 es también una diferencia dividida de F en x e y.

Ejemplo 1.30. Consideramos el espacio R" con la norma del maximo, de manera que

six =(xy,...,x,) ER"yA=(q; ?j:l € 2(R",R"), tenemos

n
Il = méxlxl, Ao =max Y Jlayl, =120,
j=1

Sea D un dominio abierto de R" y F un operador definido en D, con valores en R" y tal
que F(x) = (F,(x),...,F,(x)). Sean x e y dos puntos distintos de D y denotamos por
[x,y;F]la matriz con entradas

1
[x,y;F];; = o (Fi(xl,...,xj,yj+1,...,yn)—Fi(xl,...,xj_l,yj,...,yn)).

J J
Es sencillo comprobar que el operador anterior [x, y; F] € £ (R",R") verifica la con-
dicién (1.8). En efecto, veamos que se cumple

([x,y: Fl(x =), = (F()—F(y)),,

puesto que

n

([, y: Fl =), = D [0, y3 Fly(a— ¥))

j=1
:Z(Fi(xl,...,x]',yj+1,...,yn)_Fi(xl,...,Xj_l,yj,...,yn))
j=1

= (Fi(xlﬁyZ"")yn)_Fi(.yla.yZ"“’yn))+(Fi(xl)-xZ).yBJ‘°"yn)_Fi(x19.y23‘°"yn))
+"'+(Fi(X1,...,Xn_l,yn)—Fi(xl,...,Xn_z,yn_l,yn))-l-(Fi(Xl,...,Xn)—Fi(Xl,...,Xn_l,yn))
:Fi(xls'--’xn)_Fi(yli'--syn):(F(x)_F(y))i'

A menudo, se requiere que la aplicacién [-,;F]: X XY — £(X,Y), tal que (x, y) —
[x, y;F :| € Y(X,Y), satisfaga una condicion tipo Lipschitz en algin dominio, lo que
implica que el operador F sea diferenciable en el dominio, tal y como veremos después.
Nosotros utilizaremos dicha condicion en la forma en que lo hace Laarsonen en [75].

18



1.4. Diferencias divididas

Definicion 1.31. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Q@ € X — Y un operador;
Q un subconjunto abierto convexo no vacio de X y x e y dos puntos distintos de Q que
tienen asociada una diferencia dividida de primer orden [x, y;F] € £(X,Y). Diremos que
la diferencia dividida de primer orden [x,y;F] es Lipschitz continua en Q si existe una
constante K > 0 tal que

I[x,y;F]—[wv; FII<K(lx—ull+ly = vI); Vx,y,u,v€Q; x#y,u#v. (1.9

Veamos en el siguiente lema que la condicion anterior implica que F es diferenciable
Fréchet en Q ([88]).

Lema 1.32. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : 2 € X — Y un operador, Q un
subconjunto abierto convexo no vacio de X y x e y dos puntos distintos de Q) que tienen
asociada una diferencia dividida de primer orden [x,y;F] € £ (X,Y) cumpliendo (1.9).
Entonces,

[x,x;F]=F'(x), (1.10)

IFF(x)—F'II<2K|lx—yll, K=0. (1.11)

Notemos que en las condiciones indicadas se tiene que F’ cumple una condicién
Lipschitz de la forma (1.11) con constante de Lipschitz 2K.
Una consecuencia inmediata de (1.9) y (1.10) es:

I0x, ;s F1=F' @Il <K (llx —zll +lly —2ll), K=0, Vx,y,z€Q. (1.12)

Reciprocamente, si suponemos que F es diferenciable Fréchet en Q2 y que su derivada
Fréchet satisface (1.11), entonces se sigue que F tiene tiene una diferencia dividida de
primer orden Lipschtz continua en 2. En efecto, para ello podemos tomar por ejemplo

1
[x,y;F:|=J F'(x+t(y —x))dt. (1.13)
0

Sin embargo, con la excepcion del caso dim(X) = 1, sabemos que ésta no es la tinica
diferencia dividida de primer orden Lipschitz continua de F.

En el siguiente teorema [88] se da una caracterizacion de las diferencias divididas
de primer orden de la forma (1.13).

Teorema 1.33. Sea [-,-;F] : OxQ — £(X,Y) un operador que satisface las condiciones
(1.8) y (1.9). Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) La igualdad (1.13) se cumple para todo x,y € Q.

(ii) Para todo par de puntos u,v € S tales que 2v —u € ), se tiene

[u,v;F]=2[u,2v—u;F]—[v,2v—u;F]. (1.14)

A continuacién, exponemos brevemente algunas condiciones de tipo Lipschitz para
las diferencias divididas de primer orden que han sido utilizadas por otros autores.

La condicion Lipschitz (1.9) ha sido utilizada, por ejemplo en [70], [75] y [87].
Utilizando la nociéon anterior de diferencia dividida Schmidt en [93] y Sergeev en [95]
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Capitulo 1. Conceptos basicos

generalizan el método de la secante a espacios de Banach. Para probar la convergencia
de dicho método ambos consideran una condicion Lipschitz de la forma:

I,y F]=[y.5 F]Il<Klx—zl, x,y,z€9, K=>0. (1.15)
Es facil ver que (1.15) implica (1.9), puesto que
10, y5 F 1=l v FII < W [, v F =y, s F LI+ [y, ws F ][, v; F11| < Kllx—ul[+K || y—v].

Ademas, tomando x = z en (1.15) se sigue |:x,y;F:| = [y,x;F].

Numerosos ejemplos importantes de diferencias divididas satisfacen la condicion
(1.9) pero no cumplen la relacién simétrica anterior y, en consecuencia, no verifican
(1.15). Hacemos notar que en el ejemplo 1.29, A; y A, no son simétricas, mientras que
Ay %Al + %Az si que lo son.

A continuacion, generalizamos la condicion de Lipschitz continuidad para la diferen-
cia dividida [x, y; F] € £ (X,Y) suavizandola mediante la siguiente condicion:

10, ¥ F1=[w,v; FIlIl < o(llx —ull, Iy =vII); %, y,u,v€Q, (1.16)

donde w : R, xR, — R, es una funcién continua y no decreciente en sus dos compo-
nentes.

En el siguiente teorema veremos que la condicién (1.16) verifica (1.10) cuando
w(0,0) =0 ([60]).

Teorema 1.34. Sea Q) un conjunto abierto convexo no vacio de un espacio de Banach
X. Suponemos que para cada par de puntos x,y € S existe una diferencia dividida de
primer orden [x,y;F] € £ (X,Y) satisfaciendo (1.16) y w(0,0) = 0. Entonces, se verifica
la condicion (1.10).

Es facil ver ahora que la condicién (1.16) generaliza la condicion (1.9), sin mas que
considerar w(s,t) =K(s +t).

Por otra parte, también podemos observar que si F no es diferenciable, entonces la
funcion w dada en (1.16) es tal que w(0,0) > 0, como puede verse en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.35. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
x2—y+1+%|x—1| =0,
Y 4x=7+;lyl=0,

lo podemos escribir como F(x) = 0, donde x = (x;,x,) € R* y F : R* - R? con

F=(F,F,)y .
Fi(xy,x5) = x> — x5+ 1+ §|X1 —1],

Fy(x1,X) = x,° +x; =7 + %|xz|-
Tomando x = (x;,x,) € R? yla norma ||x|| = ||x]|, = 1me'1>§ |x;|, la norma correspon-
<i<

diente a A € R? x R? es:

2
Al = ;ggzlmiﬂ.
J:
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1.5. Algunas ecuaciones no lineales en espacios de Banach

Ahora, si v,w € R?, podemos definir [v,w;F] € Z(R? R?) como (véase [88])

F.(v{,wy)—F.(w{,w,) F.(vy,v,)—F;(v,wy)
[V,W;F]il — 1,72 i 1,72 ) [V,W;F]l-zz i\V"1> Y2 i\V1, "V2 Q= 1’2
Entonces,
L R L[ il
A e R o ] S A =
Vo—Wo Va—Wa

2
ILx, ys F1=Lv,wi Il < [lx = vl + [ly =wll + 5,

2
de manera que w(s,t) =s+t+ ) y w(0,0) > 0. Observamos que esta situacion surge

del hecho de que la funcion F es no diferenciable.

1.5. Algunas ecuaciones no lineales en espacios de Ba-
nach

La resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales de la forma F(x) = 0, donde
F : D C R™ —» R™ esta definida en un dominio abierto convexo no vacio D, es un
problema habitual de las ciencias y la ingenieria.

Notemos que los conocidos esquemas en diferencias finitas permiten transformar
problemas continuos, como ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales, en sistemas
de ecuaciones, tal como vemos a continuacion.

1.5.1. Ecuaciones integrales de Hammerstein

Las ecuaciones de Hammerstein tienen un origen fisico importante y surgen de la
dindmica de fluidos electromagnéticos [90]. En particular, las ecuaciones integrales no
lineales de tipo Hammerstein mixto son de la forma:

b

x(s)=f(s)+f G(s,t)H(t,x(t))dt, se<[a,b], (1.17)

a

donde —o00 < a < b < +00, la funcién f(s) es continua en [a, b] y dada, y el ntcleo G
y la funcién H son conocidas. Estas ecuaciones aparecieron a principios de los afios 30
del siglo XX como modelos generales del estudio de problemas de valores en la frontera
semilineales, donde el nucleo G(s, t) se presenta tipicamente como la funciéon de Green
de un operador diferencial [52]. Asi, la ecuacién (1.17) se puede reformular como un
problema de valores en la frontera de dos puntos con una cierta condiciéon de contorno
no lineal [16]. También aparecen andlogos multidimensionales de la ecuacién (1.17)
como reformulaciones de una EDP eliptica con condiciones de contorno no lineales [ 79].
Ecuaciones integrales como (1.17) aparecen frecuentemente en numerosas aplicaciones
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del mundo real [19]. Por ejemplo, algunos problemas considerados en la teoria vehicular,
la biologia y la teoria de colas llevan a ecuaciones integrales de este tipo [34]. Estas
ecuaciones también se aplican en la teoria de la transferencia radiactiva, en la teoria
del transporte de neutrones y en la teoria cinética de gases (véase [64] entre otros).
Destacamos ademas el papel significativo que juegan en varias aplicaciones [30], como
por ejemplo los modelos dindmicos de reactores quimicos [22], que estan gobernados
por ecuaciones de control, justificando asi su estudio y resolucién [53].

La resolucién de la ecuacion integral (1.17) es equivalente a resolver la ecuacion
F(x)=0,donde F : QC ¥¢([a,b]) = ¥¢([a,b]) y

b
[F(x)](s)=x(s)—f(s) —J G(s,t)H(t,x(t))dt, se<[a,b]. (1.18)

Notemos que, como ya hemos visto, 6([a, b]) con la norma del maximo es un espacio
de Banach y, por tanto, el operador (1.18) estd definido entre dos espacios de Banach.

Cuando queremos aproximar una solucion de la ecuacién F(x) = 0, donde el opera-
dor F esta definido por F : D € R™ — R™ en un dominio abierto convexo no vacio D,
mediante el método de Newton

Xo €D,
/ -1 (1.19)
Xn+1 =X, — [F (xn)] F(xn)a nz= 0)

lo que hacemos es resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en cada paso
F'(X,)(Xpi1 — X,) = —F(x,). (1.20)

En cambio, si el operador es de la forma F : 6 ([a, b]) — ¥¢([a, b]), no podemos utilizar
la idea anterior porque no sabemos resolver la ecuacion integral que corresponde a la
ecuacién (1.20) a partir de (1.18). Tampoco podemos aplicar directamente el método
de Newton ya que no conocemos el operador [F’(x)]™! para (1.18).

Asi, como primer paso, discretizamos la ecuacion (1.17) para transformarla en un
problema de dimension finita. Consideramos entonces (1.17) con ntcleo G la funcién
de Green en [a, b] x [a, b] y aproximamos la integral que aparece en (1.17) usando la
siguiente férmula de cuadratura numérica de Gauss-Legendre con m nodos

b m
f q(t)dt =~y wiq(ty),
a i=1

donde los nodos t; y los pesos w; son conocidos.

Si denotamos la aproximacion de x(t;) por x; y la de f(¢t;) por f; (i =1,2,...,m),
entonces la ecuacién (1.17) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no li-
neales

xi=fi+ Y ayH(t,x), j=1,2,...,m, (1.21)
j=1

donde
(b—t;)(t;—a)
J b—a
. o=
J b—a

sij<i,
a; =w;G(t;, t;) = oo
sij>i.
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1.5. Algunas ecuaciones no lineales en espacios de Banach

Ahora, el sistema (1.21) se puede escribir como
Fx)=x—f—Az=0, F:R™— R™, (1.22)

donde
X=(x1,Xp s X)) s =, fa 0 fd's A=(a)] ),

z=(H(ty,x;),H(ty,x5),....,H(t,,x,))".

1.5.2. Problemas conservativos

Es bien conocido que la energia se disipa en la accién de cualquier sistema dindmico
real, generalmente a través de algun tipo de friccién. Sin embargo, en ciertas situaciones
esta disipacion es tan lenta que se puede despreciar en periodos de tiempo relativamente
cortos. En tales casos se supone la ley de conservacién de la energia, es decir, que la suma
de la energia cinética y la energia potencial sea constante. Un sistema de este tipo se
dice que es conservativo.

Si ¢ y 1 son funciones arbitrarias con la propiedad de que ¢(0) =0y (0) =0, la

ecuacion general
d?x(t) dx(t)
p— | —— |+ ex(0) =0 (1.23)

dt

puede ser interpretada como la ecuacion del movimiento de una masa u bajo la accién

X
de una fuerza restauradora —) (E) En general, estas fuerzas no son lineales, y la

ecuacion (1.23) se puede considerar como una ecuacién basica de mecdnica no lineal.
En este trabajo vamos a considerar el caso especial de un sistema no lineal conservativo
descrito por la ecuacion
d?x(t)
d>t

en la que la fuerza de amortiguacion es nula y, en consecuencia, no hay disipacién de
energia. Diversos estudios de (1.23), con aplicaciones a un gran numero de problemas
fisicos, se pueden encontrar en las referencias cldsicas [9] y [97].

Ahora, consideramos el caso especial de un sistema no lineal conservativo descrito
por la ecuacién

u +¢(x()) =0, (1.24)

d?x(t)
1 +¢p(x(t))=0 (1.25)
con condiciones de contorno
x(0)=x(1)=0. (1.26)

La resolucién de la ecuacion diferencial (1.25) es equivalente a resolver la ecuacion

F(x)=0, donde F : 6%([0,1]) —» €([0,1]) y

d?x(t)
dt?

Notemos que, como ya hemos visto, €2([0,1]) es un espacio de Banach con la norma
lIx]lo = max{||x||s, x|l } teniendo en cuenta que € ([0,1]) es un espacio de Banach

[F(x)1(t) = + ¢ (x(1)).
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para la norma || - ||, de manera que el operador anterior F esta definido entre dos
espacios de Banach.

Tal y como hemos indicado anteriormente, estamos interesados en aproximar una
solucion de una ecuacién no lineal F(x) = 0, donde F es un operador definido en un
dominio abierto convexo no vacio D de R™ y tal que F : D € R™ — R™. Asi, a continua-
cién, utilizamos un proceso de discretizacidon para transformar el problema de contorno
de segundo orden en un problema finito-dimensional. Transformamos entonces el pro-
blema (1.25)-(1.26) en un sistema de ecuaciones no lineales. Para ello se aproxima la
segunda derivada por una férmula numérica estandar.

En primer lugar, introducimos los puntos ¢; = jh, j =0,1,...,m+1,donde h = ——

m+1
y m es un entero apropiado. El esquema es entonces designado por la determinacién de

los niimeros x; y se espera aproximar los valores x(t;) de la solucién exacta en los puntos
t;. Una aproximacion estandar para la segunda derivada en estos puntos es
7 xj—1_2Xj+xj+1 .
X; ~ 2 , J=1,2,...,m,
de manera que un procedimiento natural para obtener dicho esquema es exigir que
los x; satisfagan en cada punto ¢; del interior de la malla la ecuacion diferencial, y por
la aproximacion indicada, tenemos

y, COMO X, Y X,,4; estdn determinados por las condiciones de contorno, las incégnitas
SON X1, X5, vy Xpye

Adicionalmente, simplificamos mediante el uso de notacién vectorial y matricial. In-
troducimos entonces los vectores

X1 é(x;)
X3 é(x)
X = s Ve = .
Xy ¢ (xp)
y la matriz
-2 1 0 0
1 -2 1 0
Aa=| 0 1 -2 o |
o o o - =2
de manera que el sistema de ecuaciones, que surge de imponer que (1.27) se verifique
para j =1,2,...,m, puede ser escrito de forma compacta
F(x) = Ax+ h?*v, =0, (1.28)

donde F es una funcién de R™ en R™.

Terminamos diciendo que, a lo largo de esta memoria, hemos denotado B(x,p) =
{yeX;lly—xll<plyBlx,p)={y €X;lly —xll < p}.
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Parte 11

Una familia de métodos iterativos con
memoria que no utiliza derivadas: los
meétodos tipo secante
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Como ya se ha indicado en la introduccién de esta memoria, uno de nuestros ob-
jetivos principales es el estudio de métodos iterativos que no utilizan derivadas en su
algoritmo. En general, estos métodos iterativos tienen el inconveniente de que no es
sencillo localizar puntos de salida a partir de los cuales se asegure la convergencia de
los mismos.

En esta segunda parte de la memoria centraremos nuestra atencion en la familia
de métodos iterativos tipo secante que, en el caso escalar, viene dada por el algoritmo
([60]):

dados t_; y to,

s,=At,+(1—A)t,_;, A€[0,1],

Sp—t, >0
tn+1 tn f(sn) _f(tn)f(tn)’ n=y,

cuando se aplica a la ecuacion escalar f(t) = 0. Esta familia surge a partir de las inter-
pretaciones geométricas del método de la secante ([11],[61]) y el método de Newton
([70], [71]). Una caracteristica importante de esta familia es que no utiliza derivadas en
su algoritmo. Ademads, tiene orden de convergencia superlineal 1+T‘/§ ([62]) y a medida
que vamos considerando mayores valores de A, proximos a uno, la velocidad de conver-
gencia aumenta. Notemos que para A = 1 se obtiene el método de Newton, cuyo orden
de convergencia es, como bien sabemos, dos.

Son muchos los problemas planteados en Matemadtica Aplicada, Ingenieria y otras
Ciencias, cuya resolucion pasa por considerar el problema de aproximar localmente una
raiz x* de una ecuacién

F(x)=0.

Para contemplar una mayor generalidad de este tipo de ecuaciones, vamos a considerar
que F es un operador definido en un subconjunto abierto convexo no vacio 2 de un
espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y. En estas condiciones tan
generales, como bien sabemos, la ecuacién F(x) = 0 puede representar una ecuacion
escalar, un sistema de ecuaciones, una ecuacion diferencial, una ecuacion integral, etc.

Comenzamos extendiendo la familia de métodos tipo secante anterior a espacios de
Banach con el objetivo de aproximar una solucién x* de la ecuacién F(x) = 0. Asi, como
puede verse en [62], extendemos la familia anterior a espacios de Banach de la siguiente
forma:

X_1,Xo €D,

Y,=Ax,+(1—A)x,_,, Ae€[0,1),

Xn+1 :xn_[ynsxn;F]_lF(xn): n= 0;
donde [x, y; F] es un operador diferencia dividida de primer orden de F en los puntos
x e y ([88]). La igualdad anterior no determina tinicamente el operador [ x, y; F] salvo

que X sea un espacio unidimensional.
Por una parte, tenemos que para A = 0, obtenemos el método de la secante:

X_1,Xo €1,

Xpy1 = Xp— [xn—laxn; F]_IF(xn)a nz= O)
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que tiene orden de convergencia superlineal % ([88]). Por otra parte, si A = 1,y

el operador F es diferenciable, entonces y, = x,,, [V, X,; F] = F'(x,)) y obtenemos el
método de Newton:

X, € €,

Xns1 =X, —[F' ()] F(x,), n=0.

Aunque el método de la secante es menos utilizado que el método de Newton, su uti-
lizacion tiene gran interés puesto que no requiere la evaluacion del operador derivada
primera de F.

En esta segunda parte de la memoria mostramos el principal problema que tiene el
resultado de convergencia semilocal dado en [62] para la familia de métodos iterativos
tipo secante y que se obtiene mediante una técnica basada en relaciones de recurrencia.
Es conocido que las hipotesis de todo resultado de convergencia semilocal de métodos
iterativos tiene dos partes diferenciadas. Por una parte, las condiciones iniciales exigi-
das a los puntos de salida; y por otra, las condiciones exigidas al operador F. Pues bien,
aqui nos ocuparemos de analizar las condiciones iniciales para mejorar el resultado de
convergencia semilocal dado en [62]. Para estudiar las restricciones que imponen las
condiciones iniciales utilizaremos el dominio de pardmetros ([24, 25, 47]) y la region
de accesibilidad ([43, 47]). El dominio de parametros de un método iterativo establece
graficamente en el plano real la relacién entre los pardmetros que se definen a partir
de las condiciones iniciales impuestas. En cuanto a la regiéon de accesibilidad, permite
visualizar qué puntos podemos considerar como puntos de salida a partir de los cuales el
método iterativo converge. Visualizaremos asi perfectamente, utilizando el dominio de
parametros y la regién de accesibilidad, el problema principal que presenta el resultado
de convergencia semilocal dado en [62] para los métodos tipo secante. Este problema
corresponde con la situaciéon que se plantea habitualmente cuando aplicamos los mé-
todos tipo secante para aproximar una solucion de F(x) = 0: no es sencillo localizar
puntos de salida a partir de los cuales se asegure la convergencia de los métodos tipo
secante.

Resolveremos el problema anterior mediante dos procedimientos. En el capitulo 2,
utilizaremos un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que facilita la aplicabili-
dad de los métodos tipo secante y que esta formado por un método iterativo predictor,
el método modificado de la secante, que permite localizar puntos de salida a partir de
los cuales se asegure la convergencia del método corrector, la familia de métodos itera-
tivos tipo secante, y aprovechar asi la convergencia superlineal de estos métodos. En el
capitulo 3, obraremos de forma diferente y utilizaremos una nueva técnica para obtener
un novedoso resultado de convergencia semilocal para los métodos tipo secante, que
es menos exigente a la hora de obtener buenos puntos de salida para estos métodos.
Ademads, el nuevo resultado de convergencia semilocal que se obtiene tiene la ventaja
de que se puede aplicar a la resolucidn de ecuaciones en las que el operador implicado
F es tanto diferenciable como no diferenciable.
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Capitulo 2

Analisis de la accesibilidad de los
meétodos tipo secante mediante una
teoria basada en relaciones de
recurrencia

En este capitulo, una vez detectado correctamente el problema de la deficiente ac-
cesibilidad de los métodos tipo secante a partir del resultado de convergencia semilocal
dado en [62], para resolverlo, consideraremos el método modificado de la secante en
espacios de Banach ([10, 11]):

Z_1,20 €,
zn+1 = Zn - [2—1920; F]_lF(zn)7 nz= O:

con el objetivo principal de construir un método iterativo hibrido (predictor-corrector)
que utilice el método modificado de la secante como predictor y la familia de métodos
tipo secante como corrector. Para ello, analizaremos la convergencia semilocal del mé-
todo modificado de la secante y, como las condiciones de convergencia impuestas a este
método son mas suaves que las impuestas a los métodos tipo secante en [62], veremos
que se pueden mejorar los dominios de pardmetros y las regiones de accesibilidad de los
métodos tipo secante a partir del método modificado de la secante. Asi, garantizaremos
la convergencia de los métodos tipo secante saliendo desde los mismos puntos de sali-
da a partir de los cuales estd garantizada la convergencia del método modificado de la
secante.

En la secciéon 2.1 presentamos el resultado de convergencia semilocal dado para los
métodos tipo secante en [62], lo analizamos mediante su correspondiente dominio de
pardmetros y la region de accesibilidad de estos métodos, y vemos cudles son las deficien-
cias que presenta. En la seccion 2.2 introducimos el método modificado de la secante,
estudiamos su convergencia semilocal y vemos la mejora que presenta con respecto a los
métodos tipo secante en cuanto al domino de parametros y la region de accesibilidad.
En la seccién 2.3 construimos un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que se
beneficia de las ventajas de los métodos anteriores: los mayores dominio de parametros
y region de accesibilidad del método modificado de la secante (método predictor) y la
velocidad de convergencia de los métodos tipo secante (método corrector). Analizare-
mos también su convergencia semilocal. Finalmente, en la seccidn 2.4, ilustramos todo
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lo anterior con un sistema de ecuaciones no lineales.

2.1. Convergencia semilocal de los métodos tipo secante

En esta seccién presentamos el resultado de convergencia semilocal dado en [62]
para los métodos tipo secante y en el que la técnica de demostracién estd basada en
relaciones de recurrencia. Para ello, suponemos que existe una diferencia dividida de
primer orden [x,y;F] € ¥(X,Y), para todo par de puntos distintos x,y € £, y que se
cumplen las siguientes condiciones iniciales:

(C1) |lxg—x_1]| =a#0con x_j,x, € 2,

(C2) fijado A €[0,1), existe A;' = [y, Xxo; F1~" y es tal que que ||A;']| < B3,
(C3) |45 F(xo)ll < m,

(CH [I[x,y;F]=[w,v; FIl < K(llx —ull + Iy =vI), K=0,x,y,u,v €,

XFYy, u#v.
En primer lugar se definen las siguientes sucesiones reales de nimeros positivos:
a, = f(an—l)g(an—l)bn—b bn = f(an—l)zan—l bn—l: nz 0) (21)
donde
n KpBa?
a,= , ag=f(a_)gla)by, b= ) (2.2)
a+mn a+mn
1
fO=—, gO=0-D+A+Df(©O A€[0,1) 2.3)

Notemos que tanto f (t) como g(t) son funciones crecientes en R—{1} y, ademas, f (t) >
len (0,1).
A partir de las condiciones iniciales (C1)-(C4), si x; esta bien definido, se deduce
que existe Ay =[yo,x; F1 7'y
1 — xoll = ||A81F(Xo)|| <n=fla,_1)a,1llxo—x_4ll, 2.4)
Kllx; = xoll llxg —x_1 | S KBa = f(a_;)b_;. .

A continuacidn, se prueban mediante induccién sobre n las siguientes tres relaciones
de recurrencia paran > 1:

i,) Existe A" = [y, —x,;F]7 yestal que |A ']l < f(a_1)lIA LI,
i) |Ixpy — x|l < f(ay)allx, — x4,
iii,) KIA lx, —xpall < fla_y)by g
Para n = 1. Suponiendo que a, <1y x; € Q, de (2.2) y (2.4), se sigue:
=450 < 145" 1A, —A
14511 (12 = Yoll + lley = xo 1)
KIAGHI[(1 = 2) + (1 + 2)f (ay)a_y ] g — x4
ap < 1.

IA A

IA
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Entonces, por el lema de Banach sobre inversiéon de operadores, el operador A;l existe
y es tal que

IATH] < f (a)llAG -
Por tanto, tenemos i, ).
Ahora, usando la férmula de Taylor

1

F(x;)= (F/(xo) _Ao) (x1—x0) + J (F/(xo + t(x; — X)) — F/(Xo)) (x; — xo)dt,

0
(C4) y [x,x;F] = F'(x), se obtiene
IF(x))ll < K ((1 — Mllxg — x4l + [Ix; —x0||) 11 — x|
< Kgl(a_yllxe—x_qllllxy = xoll-
Como ||A}"]| existe, si x, estd bien definido, se sigue

1o, = x1 11 < £ (ao)llAG IHIEF Cep)Il < f (ag)aollxs — xoll,

y tenemos ii,).
Notemos que, como consecuencia de (2.4) y i,), se sigue iii;), puesto que

KA lllxy — xoll < Kf (ag)llAg 11, — xoll < £ (ap)by.

Finalmente, suponiendo a, < 1y x, € Q, para todo n > 1, los casos i,.,1), ii,41) ¥
iii,,,) se demuestran de forma totalmente analoga y se completa la induccién.

En segundo lugar, para probar la convergencia de la sucesion {x,} que definen los
métodos tipo secante, se estudian las sucesiones reales definidas en (2.1). Debemos
probar que {x,} es una sucesién de Cauchy contenida en Q y que a, <1, Vn>0.

Se empieza denotando la sucesion de Fibonacci por {6,,}, que se define como sigue

51 :52:1 y 6n+2:5n+1+5n, n= 1, (2.5)

S, =08,+8,+ 46, n>1, (2.6)

y se demuestran por induccién las siguientes dos propiedades:
oy 5 ] 14v5)'_(1=v5)"]_ 1 1+v5\" .
== — — , n=>1.
V5 2 2 V5 2

P2) s, =0, 0= 1lyu,=s;+s3+-+s5,=0,,4—(n+3) n=>1.

Para mayor detalle, consultese [62].
A continuacién, presentamos algunas propiedades de las sucesiones {a,} y {b, }, da-
das en (2.1), en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean las sucesiones {a,} y {b,} definidas en (2.1) y A € [0, 1) fijo. Si

1 < 3—-+5 KpBa? a_(1—a_)

a,= y b,

= = < s 2.7
a+n 2 a+n 1+A(2a_;—1) (2.7)

entonces
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a) {a,}y {b,} son decrecientes,

b,
b ¢ =—¢(0, 1)y

<,
by Ao

¢ a,<y’a, ,yb,<@’b _, paratodon>1,
d) a, < ¢’ray, para todo n > 1.

DEMOSTRACION. a) Procedemos por induccién. De las hipdtesis se tiene que a, < a_;
y by < b_;. Si se verifican a;_; > a; y b;_; > b;, para j =0,1,...,n, entonces

an+1 < f(an—l)g(an—l)bn—l =a, y bn+1 < f(an—l)zan—l bn—l = bn'

Luego {a,} y {b,} son decrecientes.
b) Es obvio por hipdtesis.
c¢) Usamos induccién. De a, < a_; y b, < ¢b_; se deduce que

a; < f(ap-1)g(a,1)pb_; = pa, y b, < f(a,—1)°g(a_)¢b_, = @b,.
Si suponemos b; < pd;,,b;_;, para j =1,2....,n, entonces

5n+2a
ns’

an+1 < f(an—l)g(an—l)(pgn+1 bn—l =@

bn+1 < f(an—l)z(@ng(an—l))@5n+l bn—l < (105n+1+5n bn = (p6n+2an'
d) es consecuenciadec). W

A continuacién, probamos el teorema de convergencia semilocal.

Teorema 2.2. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Q € X — Y un operador definido
en un conjunto abierto convexo no vacio €, x_;,x, € Q dos puntos distintos y A € [0, 1).
Suponemos que se cumplen las condiciones (C1)-(C4) y (2.7). Si B(xy,1) € €, donde
l—a
ro= #n, entonces los métodos tipo secante convergen a una solucién x* de F(x) =0
1+«/—

con R-orden de convergencia al menos . Ademds, x,,x* € B(x,, 1), la solucion x* es

tunica en B(x,y, T) NS, donde T = ﬁ — r0 1-Na, y

n

|x* —x, || < net—1, n>0, (2.8)

1-A

donde p = >, A= ,M 1=0=Uugypu,=s;+sy+---+s, n=>1

DEMOSTRACION. Tenemos que a, < 1y a, < 1 para todo n > 1. Veamos que {x,} es
una sucesion de Cauchy y que x,, € B(x,, ), para n > 0. Ahora, para m > 1, vemos que

||xn+m - Xn” < ||Xn+m - xn+m—1|| + ||Xn+m—1 - xn+m—2|| +eeet ||Xn+1 - Xn”
< f(an+m—2)an+m—2 °e 'f(an+1)an+1f(an)an”xn+1 - xn”
+f(an+m—3)an+m—3 o 'f(an+1)an+1f(an)an||xn+1 - xn”

+ -+ fla)anlx g = xa |+ |[x00 — X,
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2.1. Convergencia semilocal de los métodos tipo secante

n+m—2 n+m—3
= | [] flapag+ [ fl@pa;+-+flada, +1 | Iy —x,ll. 2.9
j=n j=n
Como {a;} es decreciente y f es creciente, por el lema 2.1y (2.9), para n > 2, se tiene
n+m—2
Bpem =Xl = [ ] @A™ (A 4+ A2 4+ 1] lx; — o,

j=n

donde A < 1, con lo que aq, < % Entonces,

g = 5ol = () S0 e 210
En (2.9), sin =1, se tiene
s =1l < S0 e ) (2.11)
y, si n = 0, entonces
1, — xoll < 11__AAm <= (2.12)

Por tanto, x, € B(x,, 1), para todo n > 1, la sucesion {x,} esta bien definida y es una
sucesiéon de Cauchy. Luego, lim x,, = x* € B(x,, I')-
n—.oo

Ademds, por (C4), existe F' y cumple [|F'(x) — F'(¥)ll = ll[x,x;F] = [y, y; F]ll <
2K||x — y||, de manera que

1
F(Xn) = (F/(xn—l)_An—l)(xn_xn—l)-i_f (F/(xn—l+t(xn_xn—l))_F/(xn—l)(xn_xn—l)dt:
0

IF Gea)ll < K ((1 = Wllx-g = Xnall + 1126, = a1 1ty = X4,

lim ||F(x,)|| = 0y, por la continuidad de F, vemos que x* es soluciéon de F(x) = O,
n—oo
puesto que

lim [|F(x,)l| = IF(x*)l| = 0.

También, haciendo n — oo en (2.10), (2.11) y (2.12), se obtiene (2.8).
A continuacién, probamos la unicidad de x*. Sea z* otra solucién distinta de F(x) =0

en B(x,, )N, donde T = $ —1,—(1—A)a. Si consideramos

Z*

*

F(z*)—F(x*) = J F'(x)dx = J F'(x*+t(z*—x*))(z" —x*)dt =0,

X
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1

y el operador T = f F'(x* + t(z*—x*))dt, entonces
0

1A' T =111 < AT — Al

IA

1
||A51||f |F/ (" + t(z" — x*)) — A || dt
0

1
= ||A51IIJ [P/ (e + t(2* = %)) = F'(x0) + F'(x0) = Ao || dt
0

IA

1
& (J 2K|[x" + t(z" — x") = x| d t + [|F'(x) _A0||)
0

IA

B (J 2K((1 = )|l = xoll + t |lz* — x0l]) dt + K(1 —A)a)
0
= KB ((1 =M+ |1x* — x|l + [l2* —x,ll)

< Kp ((1—A)a+r0+’r)
= ]_’

de manera que el operador T es invertible y, por tanto, z* = x*.
Finalmente, las propiedades P1) y P2) implican que

1 1‘+_~/§ n+2
Mn—1:5n+3_(n+2)>ﬁ 2 —(Tl+2),

s\
(90 m) o15%)

n+2 n+2
' 4

(’0 HMn—1 <

En consecuencia, desde (2.8), obtenemos

A + n
I — x| < (—) S —
2

A
y como — < 1, el R-orden de convergencia de los métodos tipo secante es al menos

_1+2¢§, con lo que queda demostrado el teorema. W

A continuacién, vamos a detallar cudles son los problemas que se deducen del an-
terior resultado de convergencia semilocal. Comenzaremos estudiando el dominio de
parametros asociado al teorema 2.2. Para representarlo graficamente se colorean en el
plano los valores de los pardmetros correspondientes a los puntos que verifican las con-
diciones que se imponen en el teorema 2.2. Observamos que las condiciones (C1)—(C3)
exigidas a los puntos de salida introducen los parametros a, 8 y 1, y la condicién (C4)
exigida al operador F introduce el parametro fijo K. En primer lugar, expresamos las dos
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2.1. Convergencia semilocal de los métodos tipo secante

condiciones dadas en (2.7) de forma explicita a partir de los valores que consideramos
para construir el dominio de pardmetros: Kf3m y Kffa. Asi, las dos condiciones dadas en
(2.7) se pueden escribir de la siguiente forma:

KfBn - 3—+5 1< Kfn
KBa+ KB 2 y (KBa+KBn)(KBa+Kpn+ AKSn—KBa)

A continuacién, considerando que representamos en el eje de abscisas los valores
K31 y en el de ordenadas los valores K 8a, dibujamos en la figura 2.1 los dominios de
parametros que estan sujetos a las condiciones dadas en (2.13) para los métodos tipo
secante tomando distintos valores de A: A = 0 (regién verde), A = 0.25 (region rosa),
A = 0.5 (regién amarilla) y A = 0.75 (regién morada).

(2.13)

05F

0.4+

0.0¢ ‘ ‘ ‘ J
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 2.1: Dominios de pardmetros de los métodos tipo secante correspondientes al teo-

rema 2.2 con A = 0, %, %,% (regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).

A partir de la figura 2.1 observamos dos situaciones que destacamos a continuacidn.
En primer lugar, la eleccidon de adecuados puntos de salida x_; y x, para los métodos
tipo secante es muy restrictiva, puesto que el dominio de pardmetros es muy reducido.
En segundo lugar, si consideramos un valor fijo de Kffa perteneciente al dominio de
parametros, observamos que los posibles valores que se pueden considerar de K37 para
que los puntos de salida pertenezcan al dominio de pardmetros, tienen una cota superior
y una cota inferior para la cantidad Kf31. Esto hace que incluso tomando la propia raiz
como punto de salida (Kf8n = 0), no obtengamos puntos iniciales que verifiquen las
condiciones del teorema 2.2, lo que resulta evidente a partir de la segunda condicién de
(2.13), puesto que obviamente nunca se verificard la desigualdad paraa >0y n =0
(es decir, x, = x*).

Sabemos que los puntos de salida de un método iterativo tienen asociados los pa-
rametros dados en las condiciones iniciales. Para representar la regiéon de accesibilidad
del método iterativo, coloreamos los puntos cuyos parametros asociados verifican las
condiciones de convergencia y, en otro caso, no los coloreamos. La regién de accesibi-
lidad asociada a una solucion de F(x) = 0 nos indica entonces el dominio de puntos
de salida a partir de los cuales tenemos asegurada la convergencia del método iterativo
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que se aplica; es decir, el conjunto de puntos de salida que satisfacen las condiciones de
convergencia para el proceso iterativo considerado.

A continuacién, vemos con un ejemplo académico cudl es la region de accesibilidad
asociada a la raiz z = 1 de la ecuacién compleja F(z) = z° — 1 = 0 cuando se aproxima
mediante los métodos tipo secante. Considerando el cuadrado [0.9,1.3] x [—0.2,0.2]
como dominio complejo, que iinicamente contiene la raiz z = 1, obtenemos K = 3|1.3+
0.2i| = 3.9458... Tomando z_; = 2, —d, representamos la regién de accesibilidad co-
loreando los puntos z, que verifiquen las condiciones de convergencia dadas en (2.13).
Asi, fijado a = |z, —2_;| = |d|, en las figuras 2.2-2.5 se muestran las regiones de acce-
sibilidad de los métodos tipo secante para distintos valores de A: A = 0 (regién verde),
A= % (regién rosa), A = % (regién amarilla) y A = % (regién morada).

Aqui, se observa que las regiones de accesibilidad de los métodos tipo secante que
se han pintado tienen el problema de que no se puede garantizar la convergencia para
ciertos valores de A, aun estando cerca o en la misma raiz. Vemos que aparece una zona
hueca en la region de accesibilidad que contiene a la propia raiz. Evidentemente esta
restriccion es consecuencia de la distancia entre los puntos de salida (o, equivalente-
mente, del valor de a) que no es suficientemente pequefia como para poder garantizar
la convergencia en estas situaciones concretas.

Por otra parte, si se consideran valores de a mds pequefios, se puede ver en las
figuras 2.6-2.9 que, aunque se va reduciendo la zona hueca de convergencia, se reduce
la region de accesibilidad. De hecho, se puede comprobar que para a = 1/64 ya no
existe regién de accesibilidad dado que las condiciones (2.13) no se cumplen.

0.2 02f
01t 01l
— -
'Y p o N
ANy \
00 /\ \ 00 < @<
L = | { i |
’ \ ) : < < 4 |
S— / \ - 4
5 < P
\\_// \ N>
—01f —01f
—02t, ‘ ‘ ‘ 4 —02t, ‘ ‘ ‘ A
0.9 1.0 11 12 13 0.9 10 11 12 13

Figura 2.2: Region de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) = 2> —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a A =0y con a =

10°

Figura 2.3: Regidén de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =23 —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo
secante correspondiente a A = % ycona=

10°
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0.2

0.1r

0.0r

-01+

-0.2¢, ‘ ‘ ‘ N
0.9 10 11 12 13

Figura 2.4: Regién de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) = 2> —1 =

0 cuando se aproxima mediante el método tipo

secante correspondiente a A = % ycona= %.

02 T T T

01} ]

i

01"

—0.2;\““\““\““\““\;
0.9 10 11 12 13

Figura 2.6: Region de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) = 2> —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo

secante correspondientea A =0y con a = %.

0.2F
01t
/\
00} ( () )
\ 4
\w’/
_0_1,
-02+L ‘ ‘ ‘ E
0.9 1.0 11 12 13

Figura 2.5: Regidn de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =22 —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo

secante correspondiente a A = % ycona=-L

10°
02f
01r
PN
0.0¢ ]
N>
-01+
02k, ‘ ‘ ‘ 3
09 10 11 12 13

Figura 2.7: Regién de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =22 —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo

secante correspondiente a A = ‘l‘ ycona= %.

2.2. Convergencia semilocal del método modificado de

la secante

Una vez descritos los problemas que se deducen del teorema 2.2 para los métodos
tipo secante, introducimos ahora el método modificado de la secante y analizamos su
convergencia semilocal. Suponemos que existe un operador diferencia dividida de pri-
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02p T :
01}
00} o

—01l

—QZZ “““““““““““ |

Figura 2.8: Region de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =22 —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo

027
01l
00"

—01}

—0.2:\““\““\““\““F
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Figura 2.9: Regién de accesibilidad asociada a
la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =22 —1 =
0 cuando se aproxima mediante el método tipo

secante correspondiente a A = % ycona= é

secante correspondiente a A = % ycona= 4%.

mer orden para cada par de puntos distintos x,y € 2 y que se cumplen las siguientes
condiciones iniciales:

(H1) |lzg—2_1ll = ay # 0, con z_;,2, € £,
(H2) existe Ly' =[z_,29; F] " yestal que [IL;]| <7,
(H3) |IL;'F(zo)ll <&,

HD lz,y; F1—[wv;Flll < K(lz —ull + lly —vI), K=0,zy,u,veqQ,
2F Yy, UuFv.

Antes de probar la convergencia semilocal del método modificado de la secante bajo
las condiciones (H1)-(H4), probaremos el siguiente lema técnico.

Lema 2.3. Sean (H1)-(H4). Si

- V2(1+ (Kyae)?)—(1+Kyay)

Kyay, <1 y 2

Kye

(2.14)
entonces la ecuacion
2Kyt*—(1—Kya,+2Kye)t +(1+Kye)e =0 (2.15)

tiene dos raices reales positivas. Si denotamos por R la menor de ellas, se tiene que Ky(2R+
a,)<1lyR>e.

DEMOSTRACION. Como el discriminante de la ecuacion (2.15) esta dado por

A=(1—Kya,+2Kye)*—8Kye(1+Kye)

= ((1—Kyao+2Kye) + v/8Kye(1+Kye) ) ((1 —Kyao + 2Kye) — v/8Kye(1 + Kye)),
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la ecuacion (2.15) tiene dos raices reales si y solo si A > 0. Analizamos ahora los dos
factores de A. Por hipoétesis, tenemos que Kya, < 1, de manera que A > 0 si

1—Kyay,+2Kye > \/8KY8(1 +Kye),
y operando llegamos a
(1—Kyay)*—4(1+Kyay)Kye —4(Kye)* > 0,

que nos conduce a la segunda condicién dada en (2.14).
Notemos que

1—Kyay+2Kye > \/8KY8(1 +Kye) >0,

de manera que la menor raiz positiva de (2.15) es:

R 1—Kyay+2Kye — /(1 —Kyay)?—4(1 +Kyay)Kye — 4(Kye)?

2.16
4Ky ( )

Probamos a continuacién que Ky(2R + a,) < 1. Para ello, necesitamos probar previa-
mente que Ky(2¢ + a,) < 1. A partir de la segunda condicién dada en (2.14), tenemos

Kya, +2Kye < /2(1 + (Kyag)?) — 1.

Ademas, como

V21 + (Kyag)?)—1<1,

ya que 2(1 + (Kya,)?) < 4, por verificarse Kya, < 1, tenemos que Kya, + 2Kye =
Ky(ay+2¢) < 1. Ahora, observamos que la condiciéon Ky(2R + a,) < 1 es equivalente a
la condicion

1+Kyay+2Kye — /(1 —Kya, + 2Kye)*> —8Kye(1+Kye) < 2,

que se satisface trivialmente porque Ky(a,+ 2¢) < 1. La desigualdad R > ¢ resulta fécil
de probar a partir de (2.16). =

Observemos que en el resultado anterior también podemos considerar la existencia
de una raiz doble. Para ello, basta considerar las desigualdades no estrictas.

A continuacién damos un lema técnico sobre la sucesién {z,} dada por el método
modificado de la secante.

Lema 2.4. Sea {z,} la sucesién dada por el método modificado de la secante. Supongamos
(H1)-(H4). Si z,_, # 2, con z,_4,%, € S, entonces

(l) F(zn) = (Ln _LO)(Zn _zn—l)J donde LO = [z—l,ZO;F]y Ln = [Zn—lazn;F]J

(i) [12p1 =2l < Ky(llz, = 20/l + ll25-1 = 2ol + ll20 — 21 DIz — 21 -
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DEMOSTRACION. A partir del algoritmo del método modificado de la secante se sigue
F(z,.1) + Ly(2,—2,_1) =0, de manera que

F(Zn) = F(Zn) - F(zn—l) - LO(Zn _Zn—l) = (Ln - LO)(Zn - Zn—l)'
Por otra parte, tenemos que

2031 = 2all <ML HIF (I

< LML, = LollllZ, — 2,4
< Ky(llz, = 2oll + [12,-1 — 21 Dll2, — 244l
< Ky(llz, = 2oll + 1201 = 2oll + llzo =21 [Dll2, — 2,0l

A continuacion, presentamos el siguiente resultado de convergencia semilocal para
el método modificado de la secante.

Teorema 2.5. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : Q € X — Y un operador definido
en un conjunto abierto convexo no vacio Qy z_,,2, € 2 dos puntos distintos. Suponemos
que existe [z_1,20; F]7' € £(Y,X) y que se cumplen las condiciones (H1)—-(H4) y (2.14). Si
B(2y,R) € Q, con Rdado en (2.16), entonces la sucesion {z,} dada por el método modificado
de la secante estd bien definida y converge a una solucién z* de la ecuacién F(x) = O.

Ademds z,,2* € B(zy,R) y 2" es tinica en B(zy,,r) N, donde r = Kiy —R—a,.

DEMOSTRACION. Comenzamos probando que la sucesién {z,} estd bien definida, es
decir, 2, € B(z,,R) C Q, para todo n € N. Lo haremos por induccién sobre n. En primer
lugar, consideramos 2z, = 2, — LglF (20), donde L, = [2_1,20; F]. En este caso, por el
lema 2.3, tenemos

|21 — 20ll = ||L51F(Zo)|| <e<R.

Luego, z; € B(2y,R) € Q y podemos definir z, = 2, — L7 F(z,).
A continuacioén, por el lema 2.4, tenemos

2o — 2111 < Ky(llz; — 20l + 120 —2_1IDll21 — 20|l < Ky (e + ap)e.
Por tanto, teniendo en cuenta (2.15) y (2.16), como Ky(2R + a,) < 1, se sigue

lzo —2oll < lzg — 21l + ll21 — 20l
< (A+Ky(e+ay))e

Ky(e+a
1+ 1 0) g =R.
1—Ky(2R+ ay)

Luego, 2z, € B(2y,R) € Q y podemos definir 25 = 2, — L7 F(z,).
Utilizando induccion sobre n, suponemos que z; € B(zy,R) € Q, para j =2,3,...,n,

ll2n = 2]l < Ky (2R + o)1z, — 2,l;

llz,, — 2ol < (1 +Ky(e + ao)i(K}f(ZR + ao))i) e <R.

i=0
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2.2. Convergencia semilocal del método modificado de la secante

Entonces, z,,, = 2, — L' F(z,) estd bien definido. Ademas,

211 —2,ll < Ky(llz, —20ll + [|2,-1 =20l + ll20 —2_1 D2, — 2,1 || < Ky(2R+ ap)llz, — 2,4l

201 —20ll < 21 — 20l + 2, — 20l
< Ky(2R+ ap)llz, — 2,1l + |2, — 2ol
< (Ky(2R+ ag))" Hlzg — 2yl + 1z, — 2o

n—2
- (KY(E + @) (K (2R +a0))™ + Kr(e +ag) Y (Ky(2R+ap)) + 1) )

=0

K +

< 1+ y(g aO) £
1—Ky(2R+ a,)

= R,

de modo que la sucesion {z,} esta bien definida.

Por otra parte, resulta evidente que

12001 — 20|l < Ky(e + ao)(Ky(2R + @0))" ™,

y, como Ky(2R + a,) < 1, se sigue que {z,} es una sucesion de Cauchy, y por tanto

convergente a un punto z* € B(z,,R). Veamos que z* es solucion de la ecuaciéon F(x) = 0.
Como

IFGzI < Lo = Lallllz, — 2,

IA

K (l12, = 2ol + lz0-1 —2_111) l12, — 24

< K(2R+ ao)llz, —2qll,

por la continuidad del operador F, es facil ver que F(z*) = 0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solucién z* en B(z,, ) N 2, donde r = Kiy —

R — a,. Suponemos entonces que tenemos otra solucién distinta y* € B(z,,r) N Q de
F(x) = 0. Consideramos

*

y 1
F(y")—F(z") = J F'(u)du= f F(z*+t(y"—z))(y*—2")dt =0,
0

Z*
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1

y el operador N = f F'(z*+ t(y*—2"))dt. Teniendo en cuenta
0

ILg'N =1l < LGN — Lol

1
< [ILg'] f IF'(z" + t(y" —2")) — Loll dt
0

1
< ||L51||f (IF"(z* + t(y* —2)) = F'(20)ll + IF"(20) — Loll ) d t
0
1
< YJ 2K||z" + t(y" —=2") =zl dt + 7||F'(20) — Lol
0
1
< Yf 2K (1= )llz* —zoll + tlly* —2oll) dt +Kyllzo— 2
0

< Ky(R+r+ay)
= 1,

por el lema de Banach sobre inversion de operadores, se sigue que el operador N es
invertible, y por tanto y* = z*. Notemos que r > R > 0, puesto que Ky(2R + a,) < 1,
por cumplirse (2.14) (ver el lema 2.3). ®

Nuestro siguiente objetivo es comparar con mayor exactitud los dominios de parame-
tros de los métodos tipo secante con el del modificado de la secante. Para ello, tenemos
que representar los mismos valores en los ejes de los planos donde pintamos los domi-
nios de los pardmetros. Para ello, tenemos que escribir 8 en funcién de y, de manera
que asi representaremos los valores de los inversos de las mismas diferencias divididas.
Entonces, si existe L' y ||L; || < &, tenemos

11— Ly Agll < 1L Lo —Aoll < YK lyo — x4l < yKAa

y, siempre que YKAa < 1, .
4 _
31 < T = B

Como se puede observar en la figura 2.10, el dominio de pardmetros del método mo-
dificado de la secante resuelve el problema que tenian los métodos tipo secante cuando
los valores de a, o0 € son pequefios. Fijando un valor de Kya, perteneciente al dominio
de pardmetros, observamos que el valor de Kye solo estd acotado superiormente (no
inferiormente). Por ello, en las regiones de accesibilidad del método modificado de la
secante no aparecen zonas huecas conteniendo a la raiz, tal y como ocurre en las de los
métodos tipo secante.

Si consideramos de nuevo la ecuacién compleja F(z) = 22 —1 = 0 y observamos
las regiones de accesibilidad asociadas a la raiz z = 1 para el método modificado de
la secante (regién roja) y los métodos tipo secante con distintos valores de A (A = 0
(regiéon verde), A = 1 (regién rosa), A = % (regién amarilla) y A = % (regién morada))
en las condiciones indicadas anteriormente, vemos claramente la mejora que se consigue
tomando distintos valores del pardmetro a, en las figuras 2.11-2.19.
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2.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

10
08/
06/

04!

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 2.10: Dominios de pardmetros del método modificado de la secante correspon-

diente al teorema 2.5 (region roja) y de los métodos tipo secante correspondientes al teo-

rema 2.2 con A = 0, %, %,% (regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).

QZf T 1
01} ]
o @
_0,1} ]
02b
0.9 1.0 11 12 13

Figura 2.11: Region de accesibilidad asociada a la raiz z = 1 de la ecuacién F(z) =

23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el método modificado de la secante secante con

=1
a=.

2.3. Meétodo iterativo hibrido (predictor-corrector)

A partir de lo visto anteriormente, el objetivo principal es ahora construir, apoyan-
donos en el método modificado de la secante, una modificacién de los métodos tipo

secante que mejore su dominio de parametros y su regién de accesibilidad.

2.3.1. Construccion del método

Como se observa en la figura 2.10, los dominios de pardmetros de los métodos tipo
secante son mas reducidos que el dominio de parametros del método modificado de la
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02 T
0.1} 1

0.0

-0.1r 1

—0.2’\““\““\““\““F

Figura 2.12: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz 2 = 1 de la ecuacién F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
meétodo tipo secante correispondiente al=0

(region verde) y con a = 3
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00r
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0.9 10 11 12 13

Figura 2.14: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz g = 1 de la ecuacién F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
meétodo tipo secante correispondiente aA=0

(region verde) y con a = 10"

(2

0.1r .

0.0+

-01+ 4

026 .

Figura 2.13: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz z = 1 de la ecuacion F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
método tipo secante correspondiente a A = %
1

(region morada) y con o = 5

0.2F ]

0.1r

0.0

-01¢+

-0.2L ‘ ‘ ‘ J

Figura 2.15: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz 2 = 1 de la ecuacién F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el

método tipo secante correspondiente a A = %

(region morada) y con a = %.

secante. Trataremos entonces de asegurar que para una terna inicial (a,, ¥, €) que satis-
faga las condiciones dadas en (2.14), para estar asi dentro del dominio de pardmetros
del método modificado de la secante, obtengamos una terna (a, 3, ) que satisfaga las
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o2F
01l

00!

Figura 2.16: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz g = 1 de la ecuacién F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
método tipo secante correispondiente al=0

(region verde) y con a = 20"

Qo 1
01}
0.0

-0.1

Figura 2.18: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz 2 = 1 de la ecuacién F(z) =
23 —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
método tipo secante correfpondiente aA=0

(region verde) y con a = o

0.2f b

0.1r

007 KD ]
-«

Figura 2.17: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz 2 = 1 de la ecuacién F(z) =
2% —1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
método tipo secante correspondiente a A = %
(region rosa) y con o = %.
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Figura 2.19: Regiones de accesibilidad asocia-
das a la raiz 2 = 1 de la ecuacién F(z) =
23—1 = 0 cuando se aproxima mediante el mé-
todo modificado de la secante (region roja) y el
método tigo secante correspondientea A =0y

con a= 64"

condiciones dadas en (2.7), después de realizar un cierto numero de iteraciones N, con
el método modificado de la secante, de manera que estemos en condiciones de poder
garantizar la convergencia de los métodos tipo secante. Cuando esto ocurra, podremos
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considerar la terna (ay,, By,, Ny,) como terna inicial (a, 3,71) de los métodos tipo secan-
te.

Nuestro objetivo inmediato es entonces construir una sencilla modificaciéon de los
métodos tipo secante que sea convergente cuando se toman como puntos de salida los
mismos que garantizan la convergencia del método modificado de la secante. Asi, con-
sideramos el método iterativo hibrido (predictor-corrector) dado por

r Z_1,%9 € QJ

Zi1 :Zi_[2052—1;F]_1F(Zi)) l:O) 17"':NO_1:
\ (2.17)

X_1 = 2ZNy—1> X0 = 2N,>
K xn+1 :Xn_[kxn+(1_A)xn—1’xn;F]_1F(xn)J A'E [031)7 nZOJ

donde z_; y 2, satisfacen (2.14), mientras que x_; = 2y _; ¥ Xq = 2y, satisfacen (2.7).
Para que el método (2.17) sea convergente, nos planteamos dos cuestiones:

1. Localizar z_, y 2z, de manera que el método predictor (método modificado de la
secante) sea convergente.

2. Utilizando la convergencia del método predictor, calcular un valor N, tal que zy _,
Y 2y, sean considerados como puntos iniciales a partir de los cuales la convergencia
del método corrector (la familia de métodos tipo secante para un valor fijo de A)
esté garantizada.

Asi, utilizaremos el método modificado de la secante durante un ntumero finito de
pasos N, hasta que zy _; = x_; y 2y, = X, cumplan las condiciones dadas en (2.7),
y después aplicaremos los métodos tipo secante en vez del método modificado de la
secante. La clave del problema estd entonces en garantizar la existencia de Nj.

2.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuacion, vamos a estudiar la convergencia semilocal del método (2.17). A par-
tir del método predictor, consideramos la siguiente situacion. Dadas las aproximaciones
iniciales z_; y 2,, consideramos la sucesién {z,} definida por el método modificado de
la secante y denotamos M = Ky(2R + a).

Para que el método modificado de la secante sea convergente, sabemos que la terna
inicial (a,, 7, €) debe verificar las condiciones dadas en (2.14). Nos planteamos ahora
cémo encontrar N, de manera que, a partir de la iteracién N, del método modificado
de la secante, podamos considerar los métodos tipo secante con x_; = 2y _; ¥ X = 2y,
cumpliendo (2.7), y, asi vamos definiendo las ternas (a,,, 8,,, N,,)-

En primer lugar, observamos que la definicién de la terna inicial (a,, 8y, 1) para los

métodos tipo secante es inmediata sin mas que tener en cuenta f3, = T Yo =¢6
puesto que

I = L5 Aol 1L 1o —Aoll < YK Adq < yKay < M <1.

A continuacién, procedemos de la siguiente forma.
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2.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

e Primer paso del método predictor: definicién de la terna (aq, 81, 1;).
Como
llz1 — 20l = ||L0_1F(Zo)|| SE=Ng=ay,

IT=Lg Al < LML — A

= YK(”AZI+(1_2')ZO_Z—1”+||Zl_zo||)
= YK((1+A)||Z1_ZO||+||Zo_z—1||)
< yK((1+ MR+ ay)
< M,
_ _ Y
A7 = A2y + (1= e 25 F1 P < L = B,
IFG)I < [[Ly— Loll llzy — 2l
< K(||ZO—Z_1||+||21—ZO||) 21 — 2ol

< K(ag+¢)|lz;—2ll,

1z, — 2|l < LG HIF (20N < vK (g + €)np < YK (2R + ag)ne = M1 = 1,

siempre que M < 1. Ademds, n;, =Mny,<ny,siM < 1.

e Segundo paso del método predictor: definicién de la terna (a,, 35, 1,).
Como

22 — 21l = ILg "F(z)Il < 1L IHIF (20l < vK (g + €)1g < 11 = @y,

I1—Ly'Asll < (1L MLy — Ayl

= YK(”)LZz"‘(l_)L)Zl_Z—l”‘i‘||Zz_zo||)
< yK ((1 + Mllzg — 2ol + (1 = Az — 20l + 120 _2—1”)
< YK(2R+ ay)
= M,

-1 -1 Y

1A Il = ”[Azz +(1—A)zy, 215 F] H < = B,
1-M
IFI < |ILy— Loll |z — 2|

IA

K(”zl — 24| + Iz, _Zo”) ||z — 24|
< K(2R+ a)|lz5— 2l
ll23 — 2|l < ||L51|| IF(z)Il < YK(2R + ap)llzy — 21 || < My =y,

siempre que M < 1. Ademés, a, =1, = Mng=Ma, < a; y n, = Mn, = M?n, < 1, si
M <1.
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e n-ésimo paso del método predictor: definicién de la terna (a,, 5,,7,.)-
Como

120 =2 all = L F (o) < ILGHHIF (2
< YKQR+ ag)llz,—1 — 2,2l
< YK(2R+ ag)n,
= Mnn—Zznn—lzan:
11 =Ly Al < NILGHHILe — Ayl
< YK(lllzn-i_(l_A')zn—l_z—l”+||Zn_ZO||)
< YK ((1+ Mz, = 2oll + (1= Dlizmg — 20/l + llzo —2_411)
< YK(2R+a,)
= M,
1)) — -1 v _
”An ” - ”[A’Zn-i_(]-_x)zn—lﬂzn;F] ” < 1—M - ﬁn:

IFGII < Ly = Loll llz, — 2,4

IA

K (I120-1 =211l + 112, —20ll) ll20 — 20l
< K2R+ ap) [|2, — 20 l;

12001 — 2all S LG IIF (I < YK (2R + ag)llz, — 2, 0]l < M1y =1y,

siempre que M < 1. Ademds, a, =1, = M" ny = M"la, <a,yn, = Mn,_; =
M™)y<mgsiM <1.

Una vez construida la terna (a,, 3,,n,,) formada por las sucesiones reales {a,}, {,}
y {n,}, buscamos un valor N, € N, de manera que la terna (ay,, By,, Ny,) verifique las
correspondientes condiciones de convergencia dadas en (2.7) para los métodos tipo
secante.

En primer lugar, consideramos la correspondiente primera condicién de (2.7):

NN, 3—4/5
< .
ay, + Ny, 2

Como 1, =Mn,_; ¥y &, =1,_1, la condicién anterior se transforma en

M  3-45 V5—1
< S M < .
1+M 2 2

Debido al tipo de sucesiones que hemos definido y las cotas que hemos utilizado, obser-
vamos que el cdlculo de nuevas iteraciones con el método predictor no permite verificar
la condicidn a partir de un n, luego esta condicién tendremos que imponerla inicialmen-
te. Notemos que esta condicién no representa una restriccion excesiva.
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2.4. Aplicaciéon

En segundo lugar, la correspondiente segunda condicién de (2.7) se transforma en

1N,
(aNO + TINO)(aNO + N, — A(aNO - T)NO)).

KBy, <

Luego

KY < MnNO—l . M
1I-M  (Q+Mny_(1+M—-2A0-M)ny,—1 (A+M)(A+M—A1—M))ny_1

de manera que
M(1—M)

SO+ MO+ M-A1—M))

Kynn,—
y asi
M(1—M)
Q+M)(Q1+M—-A1-M))

Teniendo en cuenta ahora que M < 1y n, = ¢, podemos escribir

MM Kyn, <

M(1—M)
log ( (1+M)(1+M—A(1—M))) —log(Kye)
log M '

Ny>1+

En consecuencia, si denotamos la parte entera del nimero real t por [t] y tomamos

M(1—M)
log ( (1+M)(1+M—A(1—M))) —log(Kye)

Ny=1+ |1+ ,
log M

(2.18)

fijado A € [0, 1), ya podemos asegurar que los métodos tipo secante convergen cuando
parten de los puntos x_; = zy,_; ¥ Xo = 2y,, donde N, estd definido en (2.18).

Finalmente, una vez estimado a priori el valor de N,, resumimos todo lo anterior en
el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : QQ € X — Y un operador definido en
un conjunto abierto convexo no vacio Qy z_4,2, € Q2 dos puntos distintos. Suponemos que
existe [z_1,20; F]7' € £(Y,X) y que se cumplen las condiciones (H1)-(H4) y (2.14). Si
B(29,R) €, con Rdado en (2.16) y M = Ky(2R + a,) < %, entonces la sucesion dada
por el método hibrido (2.17) estd bien definida y converge a una solucion de la ecuacion
F(x) =0, donde N, estd definido en (2.18).

2.4. Aplicacion

Hemos justificado anteriormente que la aplicaciéon de los métodos tipo secante es
mas restrictiva que la del método modificado de la secante. Veamos con un ejemplo que
esto es asi. Consideramos la siguiente ecuacién integral no lineal de tipo Hammerstein
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1
x(s)=1+%J G(s,t)x(t)*dt, se[0,1], (2.19)
0

donde x € C[0,1], t €[0,1] y G es la funcién de Green en [0,1] x [0, 1].

A continuacién, transformamos la ecuacién integral (2.19) en un problema de di-
mensidn finita, tal y como se hizo en la seccién 1.5.1, de manera que la ecuacion (2.19)
se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

1
F(x) EX—I—EAVXZO, F:R® — RS, (2.20)
donde

X=(x1,Xp,...,%)", 1=(1,1,...,1)", A= (q; i8,j:1’ v, = (x2,x3,...,x))".

Ademas, tomando el operador diferencia dividida [u,v; F] = ([u,v; F ]; j)f? ., € 2(R8,RY),
i,j=
con

[u,v;F];; = (Fi(ul, e U Vi, e V) —Filug, .ot g, v, vs)),

uj=v;
u = (ug,Uy,...,ug)’ yv=(v,v,,...,v3)", tenemos que [u,v;F] = I —B, donde B =
(b;);;_, con b;; = %aij(uj +v)).

Eligiendo z_; = (9/10,9/10,...,9/10)" y z, = (1,1,...,1)" como puntos de sa-
lida y la norma del méaximo, obtenemos a, = 0.1, y = 1.1305..., ¢ = 0.0687...,
K =0.0617...,Kya, =0.0069...y Kye =0.0047... Por tanto, se puede ver que se ve-
rifican las dos condiciones de (2.14) y podemos aplicar entonces el método modificado
de la secante para aproximar una solucion del sistema (2.20). Por contra, no podemos
utilizar los métodos tipo secante, ya que la primera condicién de (2.7) no se satisface,

puesto que

1 3—+5
=0.4072...>
a+n

donde a =aq,yn=c¢.

Por el teorema 2.5, el método modificado de la secante es convergente y, después
de ocho iteraciones y usando el criterio de parada ||z, —z, ;|| < 107'®, obtenemos la
aproximaciéon numérica x* = (x7, x;,..., xg)T de la solucion de (2.20) que vemos en la
tabla 2.1. En la tabla 2.2 mostramos los errores ||z, — x*|| obtenidos usando el mismo
criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 2.1 es una buena aproxima-
cién de la solucién del sistema (2.20), puesto que ||F(x*)|| < C x 107'°. Mostramos la
sucesion {||F(z,)||} en la tabla 2.2.

Ademads, por el teorema 2.5, la existencia de la solucién estd garantizada en B(z,, 1.1683....)
y es Unica en B(z,, 13.0286...).

Ahora, vamos a aplicar el método hibrido (2.17) con A = % para aproximar la solu-
cién de (2.20) dada en la tabla 2.1. Para esto, calculamos el valor N, determinado por el
teorema 2.6. De acuerdo con la férmula (2.18), N, = 1 para A = 1; por tanto, después
de una iteracion del método modificado de la secante, aplicamos efmétodo tipo secante

=0.3819...,
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2.4. Aplicaciéon

*

*

i xlf" i xlf‘ i X; i X;
11(1.005450...| 3| 1.051629... | 5| 1.069365...| 7| 1.025815...
211.025815... || 4| 1.069365... || 6 | 1.051629... | 8 | 1.005450...

Tabla 2.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {||F(z,)||}

correspondiente a A = % y obtenemos la solucién aproximada dada en la tabla 2.1 des-
pués de tres iteraciones mds. En la tabla 2.3 se pueden ver los errores ||x, —x*|| con el

Tabla 2.1: Aproximacidn de la solucién x* de (2.20)

n ||z, — x| ||F (z,,)l|

—1 ] 1.6936...x 107" | 1.5004...x 107"
0] 6.9365...x1072 | 6.1779...x 1072
1| 6.6461...x107* | 5.9142...x107*
2| 8.6314...x107° | 7.6848...x107°
3| 1.1194...x 1077 | 9.9676...x 107
41 14513...x107° | 1.2922...x107°
501.8814...x107" | 1.6752...x 107!
6|24390...x1071% | 2.1717...x 10713
713.1619...x 107" | 2.8154... x 1071°

criterio de parada ||x, —x, || < 107, asi como la sucesién {||F(x,)Il}.

Tabla 2.3: Errores absolutos obtenidos con el método hibrido (2.17) correspondiente a A =

{IIF(xp)Il}

n |Ix, —x*]| IIF(x,)l

—11] 1.6936...x 107! | 1.5004...x 107!
0] 6.9365...x1072 | 6.1779...x 1072
1| 6.6461...x107% | 5.9142...x10~*
211.5148...x1071°[1.3499...x 1071
312.6106...x107"° | 2.3266...x 107"
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Capitulo 3

Una mejora de la accesibilidad de los
meétodos tipo secante mediante una
modificacion de la teoria basada en
relaciones de recurrencia

En este capitulo, vamos a estudiar la convergencia semilocal los métodos tipo secante
teniendo en cuenta dos objetivos. En primer lugar, a partir de una modificacién de la téc-
nica de demostracion utilizada en [62], obtenemos un resultado nuevo de convergencia
semilocal para los métodos tipo secante que mejora notablemente el dominio de para-
metros que se obtiene en [62]. Ademas, el resultado aqui obtenido permitira obtener un
resultado nuevo de convergencia semilocal cuando el operador F es no diferenciable,
situacion no contemplada en [62] y que se deducira gracias a la novedosa condicién que
se exige a la diferencia dividida de primer orden de F.

En la seccién 3.1 mostramos el principal problema que presenta el estudio de la
convergencia semilocal dado en [62] para los métodos tipo secante, que tal y como
hemos visto en el capitulo anterior, es que el correspondiente dominio de pardmetros
es reducido, lo que limita la aplicaciéon de estos métodos para resolver F(x) = 0. En la
seccién 3.2 vemos que el dominio de pardmetros anterior se puede mejorar utilizando
una variante de la técnica de demostracion de la convergencia semilocal presentada en
[62], que como hemos dicho anteriormente nos va a permitir considerar situaciones en
las que el operador F es no diferenciable. Finalmente, en la seccién 3.3, ilustraremos lo
anterior con dos sistemas no lineales, uno diferenciable y otro no diferenciable.

3.1. Planteamiento del problema

Hemos visto en el capitulo anterior que en [62] se presentan los métodos tipo se-
cante y se da un resultado de convergencia semilocal bajo la exigencia de que exista la
diferencia dividida de primer orden del operador F para cada par de puntos distintos en
Q y que se cumplan las siguientes condiciones iniciales:

(C1) |lxg—x_1]| =a# 0 con x_;,x, € 0,
(C2) fijado A €[0,1], existe A,' = [y,, x0; F1 7" y es tal que [|A}|| < B,
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(C3) lllyo, x0; FI'Fxo)ll < m,

CHD llx, y; FI1=[wv; FIIl < K(llx —ull + lly —vI), K=0, x,y,u,v €Q,
X#Ey,uFv.

Se obtienen entonces condiciones suficientes para que se dé la convergencia semilocal
de los métodos tipo secante y que estan dadas en el siguiente resultado, ya introducido
en el capitulo anterior (teorema 2.2).

Teorema 3.1. Sean X e Y dos espacios de Banach, F : 2 € X — Y un operador definido en
un conjunto abierto convexo no vacio 2, x_,,x, € Q dos puntos distintos y A € [0,1). Su-

l1—a
pongamos que se cumplen las condiciones (C1)-(C4). Si B(x,,r) €, donde r = T—5q"
—2a
Y
3—+5 KBa? a(l—a)?
S/ y p KPe” _al-af 3.1)
a+n 2 a+n  1+A(2a—1)
entonces los métodos tipo secante convergen a una solucion x* de la ecuacién F(x) = 0

1++/5
2

con R-orden de convergencia al menos . Ademds, si x,,x* € B(x,, 1), la solucién x* es

unica en B(xy, T) N, donde T = $ —r—(1-2A)a.

Hemos visto en el capitulo anterior que las condiciones (3.1) con A € [0,1), con-
siderando x = Kfn e y = Kfa, permiten construir el correspondiente dominio de
parametros, que es la region del plano xy cuyos puntos aseguran que las condiciones
de convergencia se cumplen y proporcionan la convergencia de los métodos tipo secan-
te. De nuevo, para representarlo graficamente, se colorean en el plano xy los valores
de los parametros que verifican las condiciones (3.1) que se imponen en el teorema 3.1.
Observamos de nuevo que las condiciones iniciales (C1)-(C3) exigidas a los puntos de
salida introducen los parametros a, 3 y 1, mientras que la condicion (C4) exigida al ope-
rador introduce el parametro fijo K. En primer lugar expresaremos las dos condiciones
de forma explicita a partir de los valores que se consideran para construir el dominio de
parametros: x = Kf3n e y = Kf8a, de manera que las condiciones (3.1) se transforman

en
X 3—45 X

< y 1< .

x+y 2 (x+y)(x+y+7t(x—y))

(3.2)

A continuacién, dibujamos en la figura 3.1 los dominios de pardmetros que estan
sujetos a las condiciones (3.2) para distintos valores de A € [0,1): A = 0 (region verde),
A= % (region rosa), A = % (region amarilla) y A = % (region morada).

Recordamos las dos situaciones que se observan en la figura 3.1, que es la misma
que la figura 2.1 del capitulo anterior. En primer lugar, la elecciéon de adecuados puntos
de salida x_; y x, para los métodos tipo secante es muy restrictiva, puesto que el do-
minio de parametros es muy reducido, lo que limita las posibilidades de elegir buenas
aproximaciones iniciales x_; y x,. En segundo lugar, observamos que si consideramos
un valor fijo de KB a perteneciente al dominio de parametros, los posibles valores que
se pueden tomar de K 37, para que pertenezcan al dominio de pardmetros, tienen cotas
superior e inferior. Esto hace que incluso tomando la propia raiz como punto de salida,
K Bn = 0, no obtengamos valores de los pardmetros de salida que verifiquen el resultado
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Figura 3.1: Dominios de pardmetros de los métodos tipo secante correspondientes al teo-

rema 3.1 con A =0, %r, %,% (regiones verde, rosa, amarilla y morada, respectivamente).

de convergencia semilocal, lo que resulta evidente a partir de la segunda condicién de
(3.2), puesto que obviamente nunca se verificard la desigualdad para a >0y 1 =0 (es
decir, x, = x*). Para eliminar estas deficiencias, utilizamos una técnica diferente a la
utilizada en [62]. Tenemos como primer objetivo de este capitulo mejorar notablemente
el dominio de pardmetros de los métodos tipo secante (figura 3.1) que se obtiene a partir
del teorema 3.1.

Por otra parte, si consideramos ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammers-
tein mixto, como las presentadas en la seccién 1.5.1 con (1.17) y

H(t,x(t))=6x(t)*+ulx(t), 6,ueR, u#o,

y las trasformamos, mediante un proceso de discretizacién, en sistemas de ecuaciones
no lineales de la forma

F(x)=x—f—A(6v,+uw,)=0, F:R"—R", (3.3)

donde v, = (x},x7,...,x2)", w, = (Ixq], |x,],..., [x, )7, 6,4 € Ry u # 0, es obvio
que la funcidén F definida en (3.3) es no lineal y no diferenciable. Ademads, en este caso,
.|uj|_|vj

|
Cij = @y~ =, de manera que

%, y; F1=[u,v; F]l| < L + K([[x—ull + [[y —v|]) con L = 2|u| [|All y K = |5][|All. (3.4)

Por tanto, si en vez de exigir la condicidn (C4) para la diferencia dividida de primer
orden del operador F, exigimos una condicién del tipo (3.4) a F en el espacio de Banach
X, la dada por

D¢,y Fl1=[w,v; FII| < L+ K(llx —ull + Iy =vI); L,K = 05, y,u,v € Qs x # y;u # v,
(3.5)

55



Capitulo 3. Una mejora de la accesibilidad de los métodos tipo secante mediante una modificacion de la teoria basada en relaciones de recurrencia

podremos considerar situaciones en las que el operador F sea no diferenciable, como
por ejemplo la indicada anteriormente para la funcién F definida en (3.3).

Asi, para el caso anterior, vamos a obtener un nuevo resultado de convergencia semi-
local exigiendo la condicién (3.5) al operador F, resultado que para L = 0 nos permitird
mejorar los dominios de parametros obtenidos en [62] para los métodos tipo secante
cuando el operador F es diferenciable, mientras que para L # 0 nos permitira obtener
un resultado nuevo de convergencia semilocal cuando el operador F es no diferenciable.

3.2. Mejora del dominio de puntos de salida

Nuestro primer objetivo es entonces ampliar el dominio de pardmetros de los méto-
dos tipo secante. Para ello desarrollaremos una nueva técnica para analizar la conver-
gencia semilocal de estos métodos, que ademads nos va a permitir utilizar los métodos
tipo secante para resolver ecuaciones en las que el operador F es no diferenciable. Co-
mo en [62], exigimos que exista una diferencia dividida de primer orden del operador
F para cada par de puntos distintos de .

Por otra parte, si la sucesion {x,} esta generada por los métodos tipo secante, resulta
evidente que existirdn todas las diferencias divididas de primer orden [y, x;; F ], salvo
que Xx; = Yy, €n cuyo caso resulta evidente que x; es una solucion de la ecuacion F(x) =
0 y entonces x, = X;, para todo n > k, de manera que la sucesién {x,} es convergente
a x; = x* solucion de F(x) =0.

Teniendo en cuenta estas ideas, comenzamos dando un lema técnico que utilizaremos
posteriormente.

Lema 3.2. Sea {x,} la sucesion dada por los métodos tipo secante. Si x,,_; # X, con
Xm—1,Xm € §2, entonces

F(x,)= ([xm, X_1; F] _Am—l) (X —Xp_q), donde A,_1=1[Ymn_1>Xm1;F]
DEMOSTRACION. A partir de la definicién de {x,} se sigue que
F(xp) + [Ym—1>Xm—1; F](xp — 1) =0,
de manera que
F(xn) = F(xp)—FQp 1) = [Ymo1, Xm1; F10x0 — X5 1)
(X X1 F 100 — Xim—1) = [ et X1 F 10 — Xn—1)
= ([xm, Xm_1; F] _Am—l) (x,—x,_1). N

A continuacién presentamos el nuevo resultado de convergencia semilocal para los
métodos tipo secante.

Teorema 3.3. Sean X e Y dos espacios de Banach y F : Q € X — Y un operador no
lineal definido en un dominio abierto convexo no vacio Q. Suponemos que existe [x,y;F] €
2Z(X,Y), Vx,y € Q (x # y), y que se cumplen las condiciones (C1), (C2), (C3) y (3.5).
Fijado A €[0,1), si la ecuacién

m
h(t):t(l_1—[5(L+K(2t+(1—7L)a)))_n:O’ (36)
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donde m = max { B(L+K((1—A)a+mn)), B(L+(2—A)Kn) } tiene al menos una raiz
positiva, y denotamos por R la raiz positiva mds pequenia de (3.6),

B(L+K2R+(1—-A)a)) <1 (3.7)

¥ B(xy,R) C Q, entonces los métodos tipo secante, empezando en x_, Y X, estd bien definida
y converge a una solucién x* de F(x) = 0. Ademds, la solucién x* y las iteraciones X,

pertenecen a B(x,,R)y x* es tinica en B(x,,R).

DEMOSTRACION. Comenzamos probando que la sucesion {x,} estd bien definida, es
decir, x,, € B(xy,R) C Q, Vn € N. A partir de (C3) se sigue que x; esta bien definida y
que ||lx; — x|l = [IA;"F(x,)ll < m <R, por ser R solucién de (3.6). Luego x; € B(x,R).

A continuacién, utilizando (3.5) vemos que

IT=AG'A < NIAGHIIAG — Al
B(L +K(lly1 — Yoll + [l — x0l1))
B(L+K((1+A)lx; —xoll + (1 = AlIxo — x411))
B(L+K(1+A)R+(1—A)a))
B(L+KQ2R+(1—-ANa)) <1,

IAIN A

IA

y por el lema de Banach sobre inversién de operadores, tenemos que A]" existe y es tal
que

1—B(L+K2R+(1—-1N)a))

AT <

Ademaés, por el lema 3.2, se sigue que F(x;) = ([xl,xO;F] —AO) (xq — x;), de manera
que
IFGe)Il < [1Txq, x05 F1=AgllH I3y — x|

< (L+Kllyo—x1lDllx; — xoll
< (L +K(lyo—xoll + Iy = 2051 — X0l
< (L+K{(1=2A)a+mn)llx;—xll.

En consecuencia,

e =yl < IATHIE Gey)l
B(L+K(1-2A)a+n))

X —X
1—ﬁ@+K@R+u—Amn”1 ol
< P”xl_xO”
< n,
donde P m 1
onde P = <1,
1-BL+K2R+(1—Na)) = 7
1—p? n
¢, — x| < ¢ — 1 || + [[x; — x50l < (1 + P)[x; — x| = I, —x0l| < ——==R.

1-PpP 1-P

57
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Por lo tanto, x, € B(x,,R).
Ahora, podemos demostrar por induccion matematica sobre n que se cumplen los
siguientes items para n € N:

f
1—B(L+K(2R+(1—-1N)a))’

e El operador A existe y es tal que [|A || <

o llxy =Xl S PlIxyy —xpll S P ey —xoll <,

n+1

n
o |lx,. 1 —x|| < —||x; —xy|| < —— =R,
ot = oll € =l = xoll < 7=

siempre que A; = [y;, X;; F] sea invertible y x;,; € B(x(,R), Vi=1,2,...,n—2.
En primer lugar, por hipotesis, vemos que

IT=Ag Al < 1A A, — A,

< B+ K(lyn—yoll + llx, = x0l))

< BL+KAx, —xoll + (1= A)lxpmg — x4 || + |Ix, — x011))

< BLA+K(L+Mx, = xoll + (1= A)lx g —x411)

< B+ KT+ D, —xoll + (1= A)lxcq — X0l + (1 = D)l xg — x4 1))
< BL+K2R+(1—A)a))

< 1.

Ademas,

5
1-B(L+K2R+(1-Na))

En segundo lugar, por el lema 3.2, tenemos que F(x,) = ([xn,xn_l; F] —An_l) (x, —
X,_1), de manera que

IFGell < Do, X1 F1=Apqll 26, = X |
(L +K||yn—1 _xn—lll) ”xn _xn—lll
(L + K1Yy = X [l 4 120, = X0 D) 1136, = X

(L +K((1 = Dxpg = Xl + 1, = X1 D) 120, — X,
(L +@=2Kn) llx, —x, 4.

-1
1A <

IA

IA

IAIA

Por lo tanto,
1% =2l < IAHIF Gl

B(L+(2—2A)Kn)

< -

~ 1-B(L+K(2R+(1—-1)a)) ¢ =1
m

< -

S TR+ KER+ A=mya)) Xn ™ Xel

= P”Xn_xn—lll

< P"[[x; —xoll

< n,
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Yy, €n consecuencia,

I =Xl < Dl = x| S P+ P -+ P+ Dy — o

< —|lx;—x
5l
< ——=R,
1—-P
por ser P < 1. Luego x,,; € B(xy,R), Vn € N.
Una vez probado que la sucesion {x,} estd bien definida, vemos que es una sucesion

de Cauchy. En efecto, como

1x0s; =Xl < sy = X gl s jo = X jall - F l1x040 = 2]

< (PP 4P+ 4 P4 1) — Xl

1—p

= 1—p ||Xn+1_xn||
pn

< x, — xoll,
I~

para j > 1,y P <1, es claro que {x,} es una sucesién de Cauchy. Por tanto, la sucesién
{x,} es convergente.
Ahora, si lim x, = x*, vemos que x* es una solucién de F(x) = 0. Como
n—oo

IF(e)ll < (L + (2= A)Kn)llx, — x4

y ||x,—x,_1|l = 0 cuando n — oo, por la continuidad del operador F, se sigue facilmente
que F(x*)=0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solucién x* en B(x,,R). Suponemos que
tenemos otra solucién distinta y* € B(x,,R) de la ecuacion F(x) =0.SeaA=[y*, x*;F].
Si A es invertible, tenemos que x* = y*, puesto que A(y*—x*) = F(y*)—F(x*). Para ver
que A es invertible, por el lema de Banach, basta con ver que ||I —Aj'A|| < 1. En efecto,

IT=AG'All < JIAGH 1A —All
< 1A NILyo, o5 F1—[y*, x*; F1Il
< BELA+KUY" = yoll +11x* —x,l1))
< BELAKUy™—xoll + llxg = Yoll + 1™ — xol1))
< B(L+KR+(1—A)a+R))
= B(L+KQ2R+(1—A)a))
< 1.

Luego el operador A™! existe. W
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Notemos que las diferencias divididas utilizadas existen, ya que si existe j € N tal
que x; = Xx;_;, entonces x;_; = x* (la soluciéon buscada). Ademas, si x;_; = y;_; =
Ax;_; +(1—A)x;_,, entonces x;_; = X;_,, de manera que x;_, = x*. En ambos casos, la
sucesion {x,} es convergente trivialmente.

Una vez probada la convergencia semilocal de los métodos tipo secante, nuestro
siguiente objetivo es ver cudl es el dominio de pardmetros de esta familia de métodos.
Para ello, trasformamos la ecuacion (3.6) en la siguiente ecuacién equivalente:

2KBt*+ (BL+K(1—ANa—2n)+m—1)t+n(1—B(L+(1—A)Ka)) =0, (3.8)

y vemos cuando tiene raices reales positivas. La ecuacién anterior tendrda dos raices
reales positivas si
B(L+K(1—A)a—2n)+m—1<0, (3.9

1-B(L+(1—A)Ka)>0, (3.10)
A = (BL+K(Q—Na—2n))+m—1)"—8KBn(1—B(L+(1—A)Ka))
= (BL+K(Q—Ma—2n)+m—1+/8Kpn(1—B(L+(1—A)Ka)))
x (B(L+K((1—A)a—2n)+m—1—/8Kpn (1—B(L+(1—DKa)) ) > 0.

Observamos que los dos factores de A son < O si

BLL+K((1—Ma—2n)+m+/8Kpn(1—pL+(1-DKa))<1.  (3.11)

Ademads, se cumple (3.9) si se satisface (3.11). Por lo tanto, la ecuacién (3.8) tendra dos
raices reales positivas si se cumplen (3.10) y (3.11). Si la ecuacién (3.8) tiene dos raices
reales positivas, entonces la raiz positiva més pequefia es:

1
= W(l—m—/ﬁ'(L +K((1—V)a—2n))
— \/(/3(L +K((1—A)a—2n)+m—1)>—8KpBn(1—B(L+ (1 —A)Ka))) .

(3.12)
Notemos que también podemos considerar que la ecuacion (3.8) tenga una raiz doble
sin mas que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (3.11).
A continuacién veremos cuando se cumple la condicién (3.7) que aparece en el teo-
rema 3.3. Para ello, distinguiremos los siguientes dos casos:

» a>n=>m=pB(L+K(1-A)a+n)),
m a<n=>m=p(L+(2—-A)Kn).
Si a = m), entonces

1
~ 4Kp

—(B@L+K2(1—Va—n)—1)° —8Kpn (1—BL +(1 —)L)Ka)))

(1—BL+K(2(1—Va—n))
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y de (3.7) se sigue

% (1 +KpBn— \/([5(2L +K(2(1—A)a—n))—1)"—8Kpn(1—B(L+(1 —A)Ka))) <1,

\/(/5(2L +K(2(1-NVa—n))— 1)2 —8KBn(1-B(L+(1—A)Ka))>Kpn—1.
Para que se cumpla la dltima desigualdad basta con que K1 —1 < 0, es decir,

KBn<1. (3.13)

Por lo tanto la condicién (3.7) del teorema 3.3 se cumple si se verifica (3.13) cuando
a=.
Por otra parte, si a < 7), entonces

1
= KB (1—BL +K((1—2A)a—An))

—/(BL+K((1—)a—An)—1)" —8Kpn (1—B(L +(1— A)Ka)))

y de (3.7) se sigue

1
3 (1+KB((1—Na+mn)

— \/([J’(ZL +K(1—Na—n)—1)"—8Kkpn(1—B(L+(1 —A)Ka))) <1,

\/([5(2L +K((1—a—n))—1)" —8Kkpn (1—B(L+ (1 —A)Ka)) > KB((1—A)a+n)—1.

Para que se cumpla la desigualdad anterior basta con que KB((1—A)a+n)—1<0, es
decir,
KB((1—A)a+n)<1. (3.19)

Por lo tanto la condicién (3.7) del teorema 3.3 se cumple si se verifica (3.14) cuando
a<smn.

En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los pardmetros
a, 3,m, L yK, como son que la ecuacion (3.6) tenga al menos una raiz real positiva y que
la raiz positiva mas pequefia de (3.6), denotada por R, cumpla (3.7), se van a cumplir
siempre que se verifiquen (3.10), (3.11) y (3.13) cuando a > 1 0 (3.10), (3.11) y (3.14)
cuando a < 7. Asi, enunciamos entonces el siguiente resultado, cuya demostracion se
sigue facilmente sin mas que satisfacer las hipétesis del teorema 3.3.

Corolario 3.4. Sean X e Y dos espacios de Banach y F : € X — Y un operador no
lineal definido en un dominio abierto convexo no vacio 2. Suponemos que existe [x,y;F] €
L(X,Y)Vx,y € Q (x # y)y que una vez fijado A € [0,1) se cumplen las condiciones
(C1), (C2), (C3), (3.5), (3.10) y (3.11). Ademds, si se cumplen (3.13) cuando a = 7 o
(3.14) cuando a < ny B(x,,R) C ), donde R estd definido en (3.12) con m = max{f(L +
K((1 —=X)a+n)),B(L + (2— A)Kn)}, entonces la sucesion {x,} dada por los métodos
tipo secante, empezando en xX_; Y X,, estd bien definida y converge a una solucién x* de

F(x) = 0. Ademds, la solucién x* y las iteraciones x, pertenecen a B(xy,R) y x* es tinica
en B(x,,R).
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A continuacion, dibujamos el dominio de pardmetros asociado al resultado anterior
de convergencia semilocal. Para ello, seguimos el mismo criterio que antes y distingui-
mos dos casos: el caso diferenciable, L = 0, y el no diferenciable, L # 0.

Comenzamos con el caso diferenciable. Como se puede ver en las figuras 3.2 y 3.3, el
nuevo dominio de parametros (figura 3.2) resuelve el problema que tienen los métodos
tipo secante en el dominio de parametros correspondiente al teorema 3.1 (figura 3.1)
cuando los valores de a y 1) son pequefios. Fijado un valor de K fa perteneciente al do-
minio de pardmetros, observamos que el valor de K 87 sélo esta acotado superiormente
y no inferiormente.

Figura 3.2: Dominios de pardmetros de los mé-  Figura 3.3: Dominios de pardmetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes al teorema  todos tipo secante correspondientes a los teore-
3.3 con L = 0; verde para A = 0; rosa para  mas 3.1y 3.3 con L = 0; verde para A = 0;
A =1/4, amarillo para A = 1/2 y morado pa-  rosa para A = 1/4, amarillo para A = 1/2y
ra A =3/4. morado para A = 3/4.

En segundo lugar, representaremos el dominio de pardmetros correspondiente al teo-
rema 3.3 cuando F es no diferenciable, L # 0. En este caso el dominio de parametros
depende de la cantidad L3, que tiene que cumplir que L3 < %, sin mas que observar la

condicién (3.11). Asi, dibujamos los casos Lf3 = % yLB = % en las figuras 3.4y 3.5,
respectivamente. Observamos que el dominio de pardmetros se reduce al aumentar el
valor de Lf3, pero sigue teniendo buenas caracteristicas locales.

3.3. Aplicacion

A continuacién ilustramos todo lo visto en la seccidn anterior con dos sistemas de
ecuaciones no lineales. En primer lugar, consideramos un sistema de ecuaciones no li-
neales diferenciable y vemos que no podemos garantizar la convergencia semilocal de
los métodos tipo secante mediante el teorema 3.1, mientras que si lo podemos hacer
a partir del teorema 3.3. En segundo lugar, consideramos un sistema de ecuaciones no
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151

10

051

— 0.0 —
PR S R . PR R P S RS SR |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Figura 3.4: Dominios de pardmetros de los mé-  Figura 3.5: Dominios de pardmetros de los mé-
todos tipo secante correspondientes al teorema  todos tipo secante correspondientes al teorema
3.3con LB = %; verde para A = 0; rosa pa- 3.3 con L8 = %; verde para A = 0; rosa pa-
ra A = 1/4, amarillo para A = 1/2 y morado  ra A = 1/4, amarillo para A = 1/2 y morado
para A =3/4. para A =3/4.

lineales no diferenciable y vemos que el teorema 3.3 garantiza la convergencia semilocal
de los métodos tipo secante.

3.3.1. Sistema de ecuaciones no lineales diferenciable

Sea la siguiente ecuacion integral no lineal de tipo Hammerstein

1
x(s)=1+f G(s,t)x(t)*dt, se<[0,1], (3.15)
0

donde x € C[0,1] y G es la funciéon de Green en [0,1] x [0,1].

A continuacion, usamos un proceso de discretizacion que la transforme en un proble-
ma de dimension finita, tal y como se hizo en la seccién 1.5.1, de manera que la ecuacion
integral (3.15) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

F(x)=x—1—Av, =0, F:R® — RS, (3.16)
donde

x=(xp,Xy...,x3)", 1=(1,1,...,1)7, A= (a; ?,j:l’ VX=(xf,x§,...,x§)T.

En este caso, el operador diferencia dividida es [u,v; F] =1 —B, donde B = (b;; ?].:1
con le IaU(uJ-i-VJ) .
%, %, e, 19—0) vy X, = (1,1,...,1)" como puntos de salida, A =

K

y la norma del maximo, obtenemos a = 0.1, # = 1.3035..., n = 0.1556...

. B 1
Eligiendo x_; = ( >
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0.1235.... Vemos entonces que la primera condicién de (3.1) del teorema 3.1 no se
cumple puesto que

7 3—+5
—— =0.6088...>
a+n

=0.3819...

En consecuencia, no podemos garantizar la convergencia del método tipo secante con
A= % mediante el teorema 3.1 dado en [62]. Sin embargo, si que la podemos garantizar
mediante el teorema 3.3, puesto que la correspondiente ecuacion (3.6) es

(0.0376...)
1—(0.1610...)(2t + 0.05)

h(t)=t(1 )—(0.1556...):0,
que tiene dos raices reales positivas y la mas pequefia, denotada por R = 0.1621...,
cumple la condicién (3.7), puesto que

BK(2R+ (1—A)a) = 0.0602... < 1.

En este caso, utilizando el método tipo secante correspondiente a A = %, después de

cinco iteraciones y usando el criterio de parada ||x,—x, || < 107®, obtenemos la apro-
ximacién numérica x* = (xj,x3,. .,x)T de una solucién de (3.16) que vemos en la
tabla 3.1. En la tabla 3.2 mostramos los errores ||x, — x*|| obtenidos usando el mismo
criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 3.1 es una buena aproxima-
cién de la solucién del sistema (3.16), puesto que ||F(x*)|| < C x 107*¢. Mostramos la
sucesién {||F(x,)||} en la tabla 3.2.

Ademads, por el teorema 3.3, la existencia y unicidad de la solucién estd garantizada

en la bola B(x,,0.1621...).

* *

i X; i X; X; X
11]1.012239...{ 3| 1.118079... 1.159804... 1.058428...
21 1.058428... | 4| 1.159804... || 6| 1.118079... | 8 | 1.012239...

* *

~.,
~.

9]
N

Tabla 3.1: Aproximacion de la solucién x* de (3.16)

n lIxn, — X7 IF (x)l
—11] 2.5980...x 1071 | 2.0008...x 107!
1.5980...x 107! | 1.2355...x 107!
4.1222...x107% | 3.1494...x 1073
4.1117...x107> | 3.1489...x107°
1.0346...x1078 | 9.9173...x107°
2.5597...x107** | 1.9590... x 107!

A WDNRO

Tabla 3.2: Errores absolutos obtenidos con el método tipo secante correspondiente a A = % Y IIF(x)Il
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3.3.2. Sistema de ecuaciones no lineales no diferenciable
Consideramos ahora la siguiente ecuacién integral no lineal de tipo Hammerstein
1
1 3 )
x(s)= 5 + y G(s,t) (x(t) + |x(t)|) dt, se[0,1], (3.17)
0

donde x € C[0,1] y G es la funcién de Green en [0,1] x [0, 1].
A continuacion, tal y como se hizo en la seccion 1.5.1, transformamos (3.17) en el
siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

1 3
F(x)zx—E—ZA(vaer):o, F:R®— RS, (3.18)
donde
B . 1 (11 1\ B .
x—(xlij,...,x8) 5 5— 5,5,...15 5 A—(al] i,jzl’
Vx:(x%:vxgy"'rxz)TJ WX:(|X1|,|X2|,...,|X8|)T.

En este caso, el operador diferencia dividida es [u,v;F]=1— %(C + D), donde C =

8 _ —(d. B _ . vl
(ci Lj=1 CON C;j = a;;(u; +v;) y D =(d;; i j=1 COn d;; = a; —
T T
Eligiendo x_, = (g, 2., %) Y Xo = (%, S %) como puntos de salida, 2 = ? y la

norma del maximo, obtenemos a = 0.1, f# =1.2170..., 1 = 0.0824..., L = 0.1853...
y K =0.0926.... La ecuacion (3.6) se reduce ahora a

(0.2376...)
© 1—(1.2170...)((0.1863...) + (0.0926...)(2t + 0.0250...)

h(t)=t (1 )—(0.0824. ..)=0,
que tiene dos raices reales positivas y la mds pequefia, denotada por R = 0.1211...,
cumple la condicidén (3.7), puesto que

B(L+K(2R+(1—A)a))=0.2557...< 1.

Asi, podemos garantizar la convergencia semilocal del método tipo secante correspon-

diente a A = % mediante el teorema 3.3. Después de cuatro iteraciones y usando el

criterio de parada ||x, — x, ;]| < 107!°, obtenemos la aproximacién numérica x* =
(X}, x5,..., x5 T de una solucién (3.18) que vemos en la tabla 3.3. En la tabla 3.4 mostra-
mos los errores ||x, —x*|| obtenidos usando el mismo criterio de parada. Notemos que el
vector dado en la tabla 3.3 es una buena aproximacion de la solucién del sistema (3.18),
puesto que |F(x*)|| < C x 1071¢. Mostramos la sucesién {||F(x,)||} en la tabla 3.4.

Es mads, por el teorema 3.3, la existencia y unicidad de la solucién estd garantizada
en la bola B(x,,0.1211...).

* * * s *

i X i X X; i X;
1] 0.506462... || 3| 0.561738... 0.5832109... 0.530722...
21 0.530722... || 4 | 0.583219... | 6| 0.561738... 0.506462...

~.

9]
N

(0e]

Tabla 3.3: Aproximacidon de la solucion x* de (3.18)
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n lIxn — X7l IF ()l
—11] 1.8321...x 107" | 1.5189...x 107!
8.3221...x 1072 | 6.9501...x 1072
7.8399...x10™* | 6.5351...x107*
1.4181...x107° | 1.1832...x107°
2.3181...x 1071 | 1.9352...x 107!

W N~ O

Tabla 3.4: Errores absolutos obtenidos con el método tipo secante correspondiente a A = % Y IIF(x)Il
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Parte III

Un método iterativo punto a punto que
no utiliza derivadas: el método de
Steffensen
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En esta parte de la memoria consideraremos un operador F : Q C X — X, donde 2
es un dominio abierto convexo no vacio contenido en un espacio de Banach X, y nos
planteamos la aproximacion de una solucién de la ecuacion

F(x)=0

mediante un proceso iterativo punto a punto que no evaluie derivadas del operador F en
cada paso. Este tipo de procesos iterativos tienen gran interés debido a que la derivada
del operador F puede ser costosa de evaluar o porque incluso puede no existir, situa-
ciones que son desfavorables para la aplicacion del método de Newton, cuyo algoritmo,
como bien sabemos, esta dado por

X, € Q,

Xpy1 = Xp— [F/(Xn)]_lF(Xn), n=0.

Usualmente la no utilizacién de derivadas pasa por la aproximacidn de éstas. Asi,
como bien sabemos en el caso de espacios de Banach, podemos considerar el concepto
de diferencia dividida. Es conocido ([88]) que, dado x € X, si consideramos un punto
y € X distinto, préximo a x, el operador [x, y; F ] representa una aproximacién de F’(x).
Utilizando este hecho, es habitual construir procesos iterativos que utilizan diferencias
divididas en vez de derivadas.

Como en la primera parte de esta memoria, nuestro punto de partida es el método
de Newton. Para eliminar de su algoritmo la evaluacién de las derivadas del operador
F, utilizaremos una aproximacion de F’(x) a partir de determinada diferencia dividida.
Como nuestro objetivo singular de esta parte de la memoria es la construcciéon de un
proceso iterativo punto a punto, teniendo en cuenta las caracteristicas del operador
considerado, tomando como nodos x y x + F(x), podemos utilizar éstos para considerar
la aproximacion F'(x) ~ [x,x + F(x);F]. A partir de esta aproximacion se define el
método de Steffensen ([3],[5],[12]), que esta dado por el siguiente algoritmo

Xy €1,
Y =X, + F(x,),

Xpp1 = Xn— [X0 Yo F17'F(x,), n=>0.

Evidentemente, el método de Steffensen es un método iterativo punto a punto. Ademads,
como la aproximacion de la derivada del operador F considerada en este caso es de
segundo orden, es conocido que el método de Steffensen tiene convergencia cuadratica
[12]. Por otra parte, como resulta evidente, este proceso iterativo tiene el mismo coste
computacional que el método de Newton. Por tanto, la eficiencia computacional ([84],
[98]) del método de Steffensen es la misma que la del método de Newton. Pese a las bue-
nas caracteristicas que tiene el método de Steffensen, misma eficiencia computacional
que el método de Newton y la no evaluacién de derivadas, es mucho menos utilizado
que el método de Newton para aproximar soluciones de F(x) = 0. Nuestro objetivo
principal se va a centrar entonces en mejorar la aplicabilidad del método de Steffensen.

Un aspecto importante a tener en cuenta cuando se estudia la aplicabilidad de un pro-
ceso iterativo es el conjunto de puntos de salida que podemos considerar para garantizar
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la convergencia del proceso iterativo a una soluciéon de F(x) = 0 a partir de cualquiera
de sus puntos; esto es lo que llamamos accesibilidad del proceso iterativo, que se puede
observar experimentalmente mediante las conocidas cuencas de atraccién, que son el
conjunto de todos los puntos de salida a partir de los cuales el proceso iterativo conver-
ge a una solucién de F(x) = 0, fijada una tolerancia o un nimero maximo de iteraciones
([85D.

A continuacion, en las figuras I11.1-111.2 mostramos las cuencas de atraccion asocia-
das alastresraicesz* = 1, 2*" = exp % y 2™ = exp % dela ecuacién F(z) = 2°—1 =0,
donde F : C — C, cuando aplicamos respectivamente los métodos de Newton y de Stef-
fensen. Para representar las cuencas de atraccién hemos considerado un rectdngulo en
el plano complejo D C C y asignado un color para cada raiz a la cual el método iterativo
elegido converge. Identificamos las cuencas de atraccidn de las tres raices, cuando las
aproximamos por el método de Newton y por el método de Steffensen, con el objetivo
de comparar las regiones de accesibilidad de ambos métodos.

Figura III.1: Cuencas de atraccién asociadas a ~ Figura III.2: Cuencas de atraccién asociadas a
las raices de F(z) =23 —1 = 0 para el método  las raices de F(z) = 2 —1 = 0 para el método
de Newton. de Steffensen.

En la préctica, consideramos una malla de 512 x 512 puntos en D y elegimos estos
puntos como z,. Utilizamos el rectangulo [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5] que contiene a las
tres raices. Los métodos iterativos, empezando en un punto z, € D, pueden converger
a cualquiera de las raices o, eventualmente, diverger. En todos los casos, utilizamos la
tolerancia 102 y un mé4ximo de 50 iteraciones. Si no obtenemos la tolerancia deseada
con 50 iteraciones, no se continua y decidimos que el método iterativo no converge a
ninguna soluciéon comenzando en z,. En particular, hemos utilizado los colores cyan,
magenta y amarillo para las cuencas de atraccion de las soluciones z*, z** y z**. El
color se hace mds claro o mds oscuro segtin sea el numero de iteraciones utilizadas para
alcanzar una solucion con la precision fijada. Hemos pintado de negro los puntos del
rectangulo correspondientes a las aproximaciones iniciales a partir de las cuales no se
alcanza ninguna de las soluciones con tolerancia 10~ en un maximo de 50 iteraciones.
Para otras estrategias se puede consultar [101] y las referencias alli dadas. Los graficos
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se han generado con Mathematica 5.1 [103].

Vemos que las cuencas de atraccién, cuando aplicamos el método de Steffensen, se
reducen considerablemente con respecto a las del método de Newton, lo que justifica
claramente que el método de Steffensen sea menos utilizado que el método de Newton
para resolver ecuaciones no lineales.

Aparte del estudio empirico de la accesibilidad de un proceso iterativo dado por
las cuencas de atraccion, podemos realizar un estudio de la accesibilidad del proceso
iterativo a partir de las condiciones de convergencia impuestas al proceso iterativo, tal y
como se ha realizado en la segunda parte de esta memoria para los métodos tipo secante
mediante el dominio de parametros.

En el primer capitulo de esta parte de la memoria realizamos un estudio de la con-
vergencia semilocal del método de Steffensen en condiciones de tipo Kantorovich, de
manera que podamos comparar su accesibilidad con la del método de Newton. Asi, ve-
remos que el dominio de pardmetros asociado a la convergencia semilocal del método
de Steffensen es mds pequefio que el asociado a la del método de Newton. Para solventar
esta situacidn construiremos un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que no
evalte derivadas en cada paso y con la misma accesibilidad que el método de Newton.

La utilizacién de la teoria de Kantorovich en el primer capitulo de esta parte de la
memoria para estudiar la convergencia semilocal de los métodos iterativos nos obliga a
considerar ecuaciones con operadores diferenciables. Asi, en el segundo capitulo, modi-
ficaremos las condiciones de convergencia consideradas en el primero y desarrollaremos
una nueva teoria que permite aproximar las soluciones de ecuaciones con operadores
cualesquiera, tanto si son diferenciables como si no lo son. Para ello, utilizamos una no-
vedosa técnica basada en relaciones de recurrencia que proporciona nuevos resultados
de convergencia semilocal. Después, a partir del estudio de los dominios de parametros
asociados a estos nuevos resultados, construiremos también un método iterativo hibri-
do (predictor-corrector) aplicable a ecuaciones con operadores cualesquiera y con una
buena accesibilidad de la solucidn.

71






Capitulo 4

Analisis de la accesibilidad del método
de Steffensen mediante la teoria de
Kantorovich

Comenzamos este capitulo realizando un estudio de la convergencia semilocal del
método de Steffensen en condiciones de tipo Kantorovich. Hemos visto antes que para
establecer un resultado de convergencia semilocal se exigen dos tipos de condiciones:
condiciones sobre el operador y condiciones sobre los puntos de salida. Como nuestro
primer interés se centra en el estudio comparativo de la accesibilidad de los métodos
de Newton y de Steffensen a partir de la teoria de Kantorovich, exigiremos la misma
condicién al operador F, que F’ sea Lipschitz continua, es decir:

IFFO)—FWI<Kllx—yl, K=0, Vx,yeq.

Notemos en primer lugar que, a partir de esta condicidn, siempre existe la diferencia
dividida

[x,y;F]:J F’(x+T(x—y))dT
0

para cualesquiera que sean los puntos x,y € €. Si x = y entonces [x,x;F] = F'(x),
[88]. Luego el método de Steffensen estd definido en cada paso.

A partir del estudio de la convergencia semilocal del método de Steffensen, que reali-
zaremos mediante la teoria de Kantorovich, probaremos que la accesibilidad del método
de Newton es mucho mejor que la que se obtiene para el método de Steffensen en las
mismas condiciones.

En la seccién 4.1, enunciamos el resultado de convergencia semilocal dado por Kan-
torovich [71] para el método de Newton y obtenemos un teorema de convergencia se-
milocal para el método de Steffensen. Luego, a partir de ambos resultados, comparamos
la accesibilidad de ambos métodos. Adelantamos que las diferencias observadas expe-
rimentalmente con las cuencas de atraccién para la ecuacién F(z) = 22 —1 = 0 se
confirman con el estudio tedrico.

A continuacion, en la seccién 4.2, consideramos el método modificado de Newton,
cuyo algoritmo esta dado por

Zq € €,
Zn+1 = %p — [F/(ZO)]_lF(Zn): n=0.
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Observamos que no se evaltia F’ en un nuevo punto en cada paso, sino que basta con
localizar un punto z, de Q2 donde F’ exista. Veremos méds adelante que este método tiene
la misma accesibilidad que el método de Newton.

Teniendo esto en cuenta, en la seccion 4.3, construimos un método iterativo hibri-
do (predictor-corrector) que tenga la misma eficiencia y accesibilidad que el método
de Newton y que no evalie derivadas en cada paso. En particular, saliendo desde los
mismos puntos de salida que el método modificado de Newton, garantizamos la conver-
gencia del método hibrido con la misma velocidad de convergencia que con el método
de Steffensen, de manera que mejoramos la accesibilidad del método de Steffensen. Fi-
nalmente, en la seccién 4.4, veremos una aplicacion en la que consideramos un sistema
de ecuaciones no lineales que ilustra todo lo anterior.

4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Para realizar el estudio planteado en la introduccidn, normalizamos las condiciones
iniciales exigidas sobre el punto de salida y sobre el operador. De este modo, garantiza-
mos tanto la convergencia como la comparacién de la accesibilidad de los métodos que
vamos a estudiar.

Asi, suponemos que existe el operador I, = [F'(x,)]™! € £(X,X), para algin x, € Q,
y que se satisfacen las siguientes condiciones:

(CD) [IF(xoll <6,
(C2) Gl =I[F ()< B,
(C3) [[F'(x)—F'(NI<Kllx—yll, K=0, x,y €.

Comenzamos el estudio recordando el resultado cldsico de convergencia semilocal
del método de Newton a una solucién de la ecuacion F(x) = 0 a partir de las condiciones
iniciales previamente descritas. La demostracién de este teorema puede encontrarse en
[71].

Teorema 4.1 (Teorema clasico de Newton-Kantorovich). Sea F : Q € X — X un opera-
dor una vez continuamente diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convexo no
vacio Q) de un espacio de Banach X. Supongamos que se verifican las condiciones (C1)—(C3),
K862 < %y B(x,, t*) € Q, siendo t* = (1 — 4/1—2K532)/(Kf3). Entonces la ecuacién
F(x) = 0 tiene una solucion x* y el método de Newton es convergente a esta solucién x* a
partir de x,. Ademds, x,,x* € B(x,, t*), para todo n > 0. Por otra parte, si K&[3* < %, x*

es la tnica solucién de F(x) = 0 en B(x,, t*)NQ, donde t** = (1+ +/1—2K&B2)/(KB).

A partir del resultado de convergencia semilocal anterior, si queremos estudiar la
accesibilidad del método de Newton, basta con tener en cuenta que, dado x, € Q, el
método tiene asociados dos parametros (&, 3), dados en (C1) y (C2). Asi, a partir de
la condicién de convergencia K&f3% < %, podemos definir el dominio de parametros
correspondiente al teorema 4.1, que viene dado por el conjunto {(5,) € R*/K5? <
11. Observemos que K es siempre una cantidad fija, de manera que no influye en el
éominio de parametros.
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4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

En la figura 4.1 mostramos el dominio de pardmetros asociado al método de Newton
que viene determinado por la condicién K632 < 1/2 del teorema 4.1. Notemos que
hemos pintado en el eje de abscisas los valores del pardmetro 3 y en el eje de ordenadas
los valores K.

U, PR L PR L L
0.00 0.05

P S
0.10 0.15

Figura 4.1: Dominio de pardmetros del método de Newton.

A continuacién, vamos a dar condiciones iniciales sobre el punto de salida y sobre el
operador F para garantizar la convergencia semilocal del método de Steffensen. Poste-
riormente, estableceremos su dominio de pardmetros y haremos un estudio comparativo
de esta regién con la asociada al método de Newton.

En primer lugar, establecemos la convergencia semilocal del método de Steffensen,
bajo las condiciones (C1)-(C3), de manera similar a la del método de Newton. Para ello,
utilizamos la conocida la técnica de las sucesiones mayorizantes ([71]).

Lo primero que vamos a probar es la existencia de [x,, y,;F]™! € £(X,X) para
cualesquiera x, y, € Q. Asi,

II —Tolxg, Yos Il < ||r0||||F/(xO)_[XO).yO;F]”
1
= ||ro||||F/(x0)_J F'(xg+ 1(yo—x0))d 7l
0
1
< HFOHJ ||F/(x0+T(}’o_xo))_F/(xo)||dT
< 1K5 0
< KB,

de modo que si K53 < 2, entonces existe [x,, Yo; F]™! € £2(X,X) para algunos x,, y, €
Q y tales que
2p

2—K&B8
A continuacién, definimos el polinomio cuadratico

”[xo;.)’o;F]_l” < b.

M, s 1 ,
q(s)=55 _E+6’ M=K(1+3), s€[0,s'], 4.1)
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tal que s* < s** < s’, donde hemos denotado la raiz positiva mas pequefia del polinomio

1—+v1—2M§5b> 1++v1—2M5b?
b y la mayor por s** = Vi

q por s* = , ¥ la sucesion {s,}
definida por
So=0,
q(s,) (4.2)
Sn+1 = Sn 7)) nz

Ahora, en el siguiente lema, damos la caracteristica mas importante de la sucesién
4.2).

Lema 4.2. La sucesién {s,} dada en (4.2) converge de manera creciente a s*.

La demostracién del lema anterior es inmediata sin mds que tener en cuenta que la
sucesién {s,} es mondtona no decreciente y esta acotada superiormente por s*.

Teorema 4.3. Sea F : Q € X — X un operador una vez continuamente diferenciable
Fréchet definido en un dominio abierto convexo no vacio 2 de un espacio de Banach X. Si
se cumplen las condiciones (C1)-(C3), se satisfacen las condiciones

1
K6 <2,  M&b*< 3 (4.3)

¥ B(xy,s*+06) C Q, entonces, a partir de x,, el método de Steffensen converge a una solucion
x* de F(x) = 0. Ademds, x* es la tinica solucion de F(x) = 0 en B(xy,s™ + 6) N, donde

§FF = 1++/1-2M5b2

Mb

DEMOSTRACION. Probamos la convergencia semilocal del método de Steffensen ha-
ciendo uso de un proceso inductivo.

Notemos que
ey — o/l = T30, o3 FTF (o)l < b = s, —s < 5™+ 5,
de manera que x; € B(x,,s" 4+ 6) € Q y podemos definir x,. Ahora,
F(x;) = F(x;)—F(x0) —[x0, yo5 F1(x; — xo)
= JXl(F/(Z) —F'(xo)) dz + (F/(xo) — [x0, Yo; F]) (31 — o)

= f (F'(xo +7(x; —x0)) = F'(x)) dv(x; —x) + (F/(xo) — [x0, Yo F]) (31 = xo)-
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4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Por tanto,

K , K
IFGe)Il < E”xl_x(’” +§”F(x0)””x1_x0”

K 5 K
< 5(51 —5S0)° + ECI(SO)(Sl —5p)

K
= By (1 - q/(so)) (s _50)2

M( P
= —(s;—s
5 $175

= q(s1).

Ahora, puesto que la sucesion {s,} dada en (4.2) es creciente y el polinomio g dado en
(4.1) es decreciente en [0,s*], se tiene

1 —xo0ll < Iy = xoll + [[F(x )l <53 —50+q(s1) <s*+q(sg) =s"+ 0.

Notemos que para poder definir x, necesitamos de la existencia del operador [x,, y;; F] .
Teniendo en cuenta nuevamente que la sucesion (4.2) es creciente y el polinomio (4.1)
es decreciente en [0,s*], se tiene:

1T —Tolxy, yi FII < ITIHIF (x0) — [xy, ya; I
= Tl (IIF'(x0) = F'Gepll + 11F(xc1) =[xy, y1; F1IT)

< ||ro||(z<||x1—x0||+ f ||F'(x1+r(y1—x1))—F’(x1)||df)
< rgll (Kb, = ol + S 1FGe

< Il (K G =500+ Sa60)

<yl (K, + 59650

< ||r0||1<(1—q/(2‘9°))s1

< paGo+3)

< ﬁ(q’(s1)+%)

< 1,

de modo que existe el operador [x;, y;; F]™! y es tal que

B -1
1_||I_F0[x1:.)’1aF]|| q'(s))

1Dy, y; FI7HI <
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Entonces, se sigue
—q(sq)

= / SSZ_
q'(s1)

llxa =0l < Iy =3l + |36 = X0l < 5, —50 <s* <s*+6,

S1s

luego x, € B(xy,s*+ ) € Q, lo que permite definir y,.
Ahora, teniendo en cuenta que

F(xn) = F(Xn)_F(xn—l)_[xn—lﬂyn—l;F](xn_xn—l)

= J n (F/(Z)_F/(xn—l)) dZ + (F/(xn—l)_ [xn—lﬁyn—l;F]) (xn_xn—l)

= J (F/(xn—l + T(xn _xn—l))_F/(xn—l)) dT(xn _xn—l)
0

+ (F/(xn—l) — [ X1, Y15 F]) (%, — xp—1)
1
= J (F/(xn—l + T(xn _xn—l))_F/(xn—l)) dT(xn _xn—l)
0

1
+f (F/(xn—l) _F/(xn—l + T(.yn—l _xn—l) dT) (Xn _xn—l)'
0

’ q(s.) = q(s,) —q(sp-1) —q'(50—1)(sn —5p-1)
1
= J (q'(spy + (5, —5,0)) —q'(s,-1)) dT(s, —s,-1)
°
= Mf (s, —s,1)* dT
0
= s
se tiene
I1F(x)ll <q(sp), VneN,
puesto que

1 1
I1F ()l < J Ktlx, — x4 d7+f K[[F(x)lx, — x5l d7
0 0
K , K
< E(sn_sn—l) +Eq(sn—1)(sn_sn—1)

K
= E (]. — q'(Sn_1)) (Sn _Sn—l)2

< X ¥
< —(s5,— 5,
2 1

= q(s,).
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4.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Entonces, como q es decreciente en [0,s*], se sigue:
lyn = Xoll < llx; = xoll + IF ()l < 5, +q(s,) <s5*+q(se) <s*+6,

y por tanto y, € B(xy,s*+ ) C Q.
A continuacién probamos la existencia del operador [x,, y,; F] . Como

11— Tolon, Yus FIII < ITOIHIF o) — [, yo; FII

= Tl (I1F (o) = F' el + 1F () = [, 3 FIII)

< ”rO” (Kllxn _XOH +J ”F/(xn + T(yn _xn))_F/(xn)” dT)
sum(mu xm+—wwn0
s|m(m%—m+ msﬂ
< ol (K, = 50600, =5, )
suuw(rﬁfﬁ}n
1
< B(aGo+y)
< P (q’(sn) " %)
< 1,

tenemos que el operador [x,, y,; F] ™' existe y

I, yas F1| < 4 <
Yo F S T T ey P S 760
Entonces,
—q(s,)
Ia =l < Wi PTG < 2o =500,

||xn+1 _XOH < ||xn+1 _xn” + ”xn _XOH < Spy1 — S0 < s <st+ 5;

y como {s,} es una sucesion de Cauchy, se deduce que {x,} también lo es y, por tanto,
{x,} converge a x* € B(x,,s*+ ). Veamos que x* es solucion de la ecuaciéon F(x) =
0. Hemos probado que ||F(x,)|| < q(s,), de manera que por continuidad tenemos que
F(x*)=0

A continuacién probaremos la unicidad de solucién. Suponemos que tenemos otra
solucion z* € B(x,,s™ + 6) N Q de la ecuacion F(x) = 0 distinta de x*. Consideramos

Z*

F(z*)—F(x*) = J

*

1
F'(x)dx = f F'l(x*+t(z"—x")(g"—x*)dt =0
0
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1
y el operador N = J F'(x* + t(z*—x*))dt. Teniendo en cuenta que
0
ILN —I| < [ITolllIN —F(xo)l
< ||1"o||J IF'(x* + t(z" — x*)) = F'(xo)l dt

< /5KJ (A= 0)llx* —xoll + £Cllz* — x,[) dt

< ﬁTK(M_bJ”S)

< 1,
puesto que K63 < 2, el operador N es invertible y por tanto x* =z*. R

En la figura 4.2 esta representado el dominio de pardmetros del método de Steffensen
que esta sujeto a las condiciones dadas en (4.3). Notemos que en el eje de abscisas
estamos representando los valores 3 y en el de ordenadas los valores K 6.

En la figura 4.3, mostramos el dominio de pardmetros del método de Steffensen junto
con el del método de Newton. A la vista de la figura, observamos que la accesibilidad
del método de Steffensen se reduce de forma considerable con respecto a la del método
de Newton.

0.00 0.05 0.10 0.15

Figura 4.3: Dominios de pardmetros de los mé-
todos de Newton (region roja) y de Steffensen
(region verde).

Figura 4.2: Dominio de pardmetros del método
de Steffensen.

Buscando un cierto paralelismo con las cuencas de atraccion, consideramos la otra
forma experimental de estudiar la accesibilidad de un proceso iterativo. Dado un punto,
éste tiene asociados los parametros correspondientes y, si éstos verifican las condiciones
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4.2. Convergencia semilocal del método modificado de Newton

de convergencia, coloreamos dicho punto, y en otro caso, no lo coloreamos. Recorda-
mos que la regién que queda entonces coloreada es lo que hemos llamado region de
accesibilidad del método iterativo.

Una vez mads, la region de accesibilidad de un método iterativo nos indica experi-
mentalmente el dominio de puntos de salida a partir de los cuales tenemos asegurada
la convergencia del método iterativo, es decir, el conjunto de puntos de salida que satis-
facen las condiciones de convergencia para dicho método iterativo.

En las figuras 4.4-4.5 se muestran las regiones de accesibilidad asociadas a los mé-
todos de Newton y de Steffensen cuando se aplican a la resolucién de la ecuacién
F(z) = 22 —1 = 0 una vez fijado K = 6|1.6 + 0.2i|. Notemos la gran diferencia que
existe entre las dos regiones de accesibilidad asociadas a ambos métodos, tal y como
ocurria con las cuencas de atraccién asociadas a las soluciones de F(z) =2°>—1 =0, fi-
guras III.1-III.2. Esto vuelve a poner de manifiesto la reducida accesibilidad del método
de Steffensen.

02F —— —— —— —— a| 02F —— —— —— —— a|

01f

021 L L L L L L L L L L L L | -02p L L L L L L L L L L L L |
08 10 12 14 16 08 10 12 14 16

Figura 4.4: Region de accesibilidad para el mé-  Figura 4.5: Region de accesibilidad para el mé-
todo de Newton cuando F(z) = 2> —1 =0y  todo de Steffensen cuando F(z) =2°—1=0y
K =6]1.6 +0.2i|. K =6|1.6 4+ 0.2i].

4.2. Convergencia semilocal del método modificado de
Newton

Acabamos de ver que el método de Steffensen tiene peor accesibilidad de solucio-
nes que el método de Newton. Sin embargo, como veremos a continuacion, el método
modificado de Newton mantiene la accesibilidad de soluciones del método de Newton,
pero pierde velocidad de convergencia, puesto que su orden de convergencia es lineal.
Esto nos hace considerar un método iterativo hibrido (predictor-corrector) formado por
los métodos modificado de Newton y de Steffensen. Asi, mediante un método predictor
con buena accesibilidad y un método corrector con buena eficiencia, obtendremos un
método hibrido con caracteristicas similares a las del método de Newton.
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Comenzamos viendo que el método modificado de Newton tiene la misma accesi-
bilidad que el método de Newton. Establecemos entonces bajo qué condiciones para el
operador F y el punto de salida podemos garantizar la convergencia del método mo-
dificado de Newton a una solucién de la ecuaciéon F(x) = 0. Para ello suponemos que
existe el operador T, = [F'(2,)]™} € £(X,X), para algn z, € £, y que se satisfacen las
siguientes condiciones:

(H1) [[F(2o)ll < 6y,

H2) [Toll = 1[F' )] 1l < Bos
H3) |F'(x)—F I <Kllx—yl, K=0, x,y €.

A partir de (H1)-(H3) definimos el siguiente polinomio cuadratico:
K, t ,
p(t) =St =2 +8¢, tE[tot], 4.9)
0

donde t* < t** < t/, y denotamos por t* y t** sus dos raices positivas. Definimos también
la funcién

h(t) = t + Bop(t). (4.5)
Ahora sea la sucesién {t,} definida por:
to == 0,
(4.6)
the1 = h(t,) =t,+ Byp(t,), n=0.

Lema 4.4. La sucesion (4.6) converge de manera creciente a t*.

DEMOSTRACION. De (4.6), se sigue que
t; —to = Bop(ty) >0,

t, —t* =h(t,) —h(t*) = '(6,)(t, — t*) <O,

demodoque t; > t,yt; < t*.Supongamosque t, > t;_;yt, < t‘parak=1,2...,n—1.
Entonces, puesto que t,_; < t*, se tiene que p(t,_;) =0y

t,—toy = Bop(t,—1) = 0.

Ademas,
t,—t*=h(t,,)—h(t")=h"(0,,)(t,., —t*) <O.

Por tanto, la sucesién {t,} es creciente y t,, < t*, para todo n € N. Luego, existe [ =lim t,,.
n
Ahora bien,
l= 11”1111 thor = lirrln(tn + fa’op(tn)) .

Entonces, fB,p(l) = 0, de donde se sigue que [ =t*. W
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4.2. Convergencia semilocal del método modificado de Newton

Teorema 4.5. Sea F : Q € X — X un operador una vez continuamente diferenciable
Fréchet definido en un dominio abierto convexo no vacio €2 de un espacio de Banach X.
Supongamos que existe Ty, = [F'(z,)]7' € £(X,X), para algiin z, € B(z,, t*) C Q, donde
t* es la menor raiz positiva del polinomio (4.4), y que se cumplen las condiciones (H1)-
(H3). Si

1
K&op; < > 4.7)
entonces el método modificado de Newton converge a una solucion x* de la ecuacion F(x) =
0. Ademds, si K50[5§ < %, x* es la tinica solucion de F(x) = 0 en B(x,, t*) N Q, donde

e 1+4/1-2K 5,82

o Ko

DEMOSTRACION. En primer lugar consideramos z; = 2, — I',F(z,). En este caso,
llz1 —2oll = |l _FOF(ZO)” < fodo <ty —tp <t

Luego, 2, € B(z,, t*) € Q y podemos definir z, = 2, — [,F(2,).
Ahora,
F(z;) = F(2)—F(z)—F'(20)(z1 —2)

= J (F'(u) — F'(z)) du

=‘[uw%+da—%D—F@mdﬂm—%L
0

K 2 K 2
IF Gl < 5 llz = oIl < 56— o)

de forma que

BoK
llzo — 21l < Tf%

. oy BoKt}
Teniendo en cuenta que la sucesion (4.6) cumple que t, — t; = Bop(t;) = 7 se
sigue

lzo—2zll < t,—1t;
y

llzo —2oll < lzg — 21|l + |27 — 20|l < ty —to < 7.

Luego, 2, € B(2,, t*) € Q y podemos definir 2.
Ahora, desde

F(Zn) = F(zn)_F(zn—l)_F/(zO)(zn_Zn—l)
=.fﬂwwrwhwdu

= J (F/(zn—l + T(zn _Zn—l)) - F/(ZO)) dT(zn _Zn—l)’

0
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y
1
p(t,) = p(tn)—p(tn_1)+ﬁ—(tn—tn_1)
0
= f (p'(w)—p'(t)) dw
= f(p (tp1 +7(t, — t,21)) = p'(te)) d7(t, — t, 1)
= K((tn—l_t0)+E(tn_tn—l))(tn_tn—l);
se tiene
||F(Zn)|| Sp(tn): Vn EN;
puesto que
1
IFGII < f K (11201 — toll + 71z, — 2,1 |I) d7llz, — 2,4l
0
< K((t —t)+1(t—t ))(t—t )
— n—1 0 2 n n—1 n n—1/
Entonces,

||Zn _zn—1|| < ﬁop(tn) =t,—th o,
y por tanto, como la sucesion {t, } es de Cauchy, se deduce que la sucesién {z,} también
lo es y, en consecuencia, {z,} converge a x* € B(z,, t*). Veamos que x* es solucion de la
ecuacion F(x) = 0. Hemos probado que ||F(z,)|| < p(t,), de manera que F(x*) = 0 por
continuidad.
Finalmente, suponemos que existe otra solucién z* € B(z,, t"*) N Q2 de la ecuacién
F(x) =0y distinta de x*. Consideramos

Z*

F(z*)—F(x*) = f

*

F'(x)dx = f F'(x*+t(z"—x"))(z*—x*)dt =0
0

1
y el operador N = J F'(x*+ t(z* — x*))dt. Teniendo en cuenta que
0

IToN = Il < [IT,lIIN = F'(z,)l]

1
< ”FO”J IF/(x* + t(z* —x*)) — F'(z)ll dt
9
< ﬁOKf (X =Ollx* —zoll + tllz* —2oll) dt
< ﬂ(t**+t*)
- 1,
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4.2. Convergencia semilocal del método modificado de Newton

vemos que el operador N es invertible y por tanto x* =z*. ®

En la figura 4.6 estd representado el dominio de pardmetros del método modifica-
do de Newton sujeto a la condicién (4.7), donde en el eje de abscisas se representan
los valores 3, v en el de ordenadas los valores K6,. Observamos que este dominio de
parametros coincide con el del método de Newton, figura 4.1.

100 — — ——

0 Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il
0.00 005 0.0 015

Figura 4.6: Dominio de pardmetros del método modificado de Newton.

Para dar estimaciones del error cometido con el método modificado de Newton, uti-
lizamos un procedimiento dado por Ostrowski en [84] que permite acotar el error en
funcidén de las raices del polinomio (4.4).

Teorema 4.6. En las condiciones del teorema 4.5, consideramos el polinomio (4.4) y sean t*
y t** sus dos raices reales positivas y tales que t* < t**. Entonces, para el método modificado
de Newton, se obtienen las siguientes cotas de error:

) Sith <t

((t** _ t*)t*)n+1 - t* . t*(t** _ t*)(t*Kﬁo)n
(t**)n+1 _ (t*)n+l n e — t*(t*Kﬁo)n
i) Si t* = t*,
1\"
(—) t"<tr—t, < t".
2

DEMOSTRACION. Demostramos en primer lugar el apartado i). A partir de (4.4), como
t* < t™, tenemos que

K
p(0) = (" =)™ —0).

k%

Si denotamos a, = t*—t, y b, = t* —t,, para todo n > 0, entonces p(t,) = %anbn,

p'(t)) = _—; y
Kp
Apy1 = t*— by = t*— t, — ﬁop(tn) =a,— Toanbn
K
bn+1 = t7 - thy1 = £ — tn_ﬁop(tn) = bn_ %anbn‘

85
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Como
ani _ anz_KﬁO(t**_tn)

bn+1 B b_nz_KﬁO(t*_tn),

y puesto que la funcion
2—KpBy(t™ —1t)

2—Kpo(t*—t)

Q(t) =

es estrictamente creciente, se sigue
>|<
F = Q(ty) = Q(t) = Q(t") =Kpyt™,

de manera que

Ani1 a, * N2 << do xyn+1 t* xyn+1
= — _— e K
b an(tn)_ —Q(t )_ b 1Q(t )y << bOQ(t ) t**( Bot™)",
an+]_ _ (t ) (t ) _0 (t )n+1 - t_* i
b, bn . b 0= b by ° tr )

Como b, ,; = (t™ —t*) +a,,,, obtenemos

(t** _ t*)(t*)n+2 t*(t** _ t*)(t*KﬁO)n+l

*
(t**)n+2 _ (t*)n+2 <U =t < £ f*(t*KﬁO)n-H

En segundo lugar vemos ii). Partiendo de (4.4), si t* = t**, entonces a, = b, y

K ,
p(t,) = 5% de manera que

Ant1 KﬁO
=1——a,.
a, 2

Ahora teniendo en cuenta que la funcién

R(t)=1— ﬁo(t —

es estrictamente creciente, se sigue que % = R(ty) < R(t) <R(t*) =1y, como a,,; =
R(t,)a,, entonces

En consecuencia,
1 n+1
(5) t"<t'—t,,<t". N

Notemos que a partir de este resultado resulta evidente que el método modificado de
Newton tiene al menos convergencia lineal.

86



4.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

En la figura 4.7 observamos, al igual que ocurria para el método de Newton, la gran
diferencia existente entre los dominios de parametros asociados a los métodos modifi-
cado de Newton y de Steffensen que surgen de imponer las condiciones que garantizan
la convergencia de ambos métodos.

En la figura 4.8 se muestran las regiones de accesibilidad, fijado el valor K = 6/1.6+
0.2i|, asociadas a los métodos modificado de Newton y de Steffensen, cuando se aplican
a la resolucién de la ecuacién F(z) = z° —1 = 0. Notemos que también hay una gran
diferencia entre las dos regiones de accesibilidad asociadas a ambos métodos. Esto nos
indica que el dominio de puntos de salida para obtener una aproximacién de una solu-
cién de F(z) = 2z° — 1 = 0 para el método modificado de Newton es mucho mayor que
para el de Steffensen.

01r

I I I |
0.8 10 12 14 16

Figura 4.8: Regiones de accesibilidad de los
meétodos modificado de Newton (region roja) y
de Steffensen (regién verde) para F(z) = 2> —
1=0yK =6|1.6+0.2i|.

Figura 4.7: Dominios de pardmetros de los mé-
todos modificado de Newton (region roja) y de
Steffensen (region verde).

4.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

A partir de las situaciones anteriores, ahora nos planteamos construir una modifica-
cién del método de Steffensen que mejore su accesibilidad a una solucion de F(x) =0,
utilizando el método modificado de Newton como método predictor.

4.3.1. Construccion del método

Como se observa en la figura 4.7, el dominio de parametros del método de Steffensen
esta contenido en el dominio de pardmetros del método modificado de Newton. Por
tanto, las condiciones exigidas al método de Steffensen para garantizar su convergencia
semilocal son evidentemente mads restrictivas que las exigidas al método modificado de
Newton.
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Tratamos entonces de asegurar que para un par inicial (&,, 3,) que satisfaga la condi-
cién (4.7), es decir que esté dentro del dominio de parametros del método modificado de
Newton, obtengamos un par (9, 8) que satisfaga las condiciones dadas en (4.3), después
de realizar un cierto numero N, de iteraciones con el método modificado de Newton,
de manera que estemos en condiciones de poder garantizar la convergencia del método
de Steffensen al empezar en la iteraciéon N, obtenida mediante el método modificado de
Newton. De este modo, se puede considerar el par (dy,, By,), asociado a la iteracion N,
obtenida con el método modificado de Newton, como el par (8, 3) asociado a la iteracion
inicial x, del método de Steffensen.

Nuestro objetivo principal es construir una sencilla modificacién del método de Stef-
fensen de manera que este método converja empezando en los mismos puntos de salida
que el método modificado de Newton. Consideramos entonces el método iterativo hi-
brido (predictor-corrector) dado por el siguiente algoritmo

([ 2,€9,
Zi+1 :Zi_[F(ZO)]_lF(zi)) i :OJ 1)"'3N0_1)

8 xo =2y, (4.8)
Yn =X, +F(xy),

\ Xpy1 = X — [xn: Yns F]_lF(xn): nz= 0,

donde z, satisface (4.7), mientras que x, = zy, satisface (4.3). Para que este algoritmo
sea convergente nos planteamos dos cuestiones:

1. Localizar z, de manera que el método predictor, el método modificado de Newton,
sea convergente.

2. Utilizando la convergencia del método predictor, calcular un valor N, tal que zy, sea
considerado como punto de salida del método corrector, el método de Steffensen,
de manera que a partir de este punto podamos asegurar la convergencia de éste.

La idea es usar el método modificado de Newton durante un nimero finito de pasos
N, hasta que z), = x, cumpla las condiciones dadas en (4.3), y aplicar después el método
de Steffensen en vez del método modificado de Newton. La clave del problema reside
entonces en garantizar la existencia de N,,.

4.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuacion, vamos a estudiar la convergencia semilocal del método (4.8).

Método predictor: el método modificado de Newton

Consideramos la situacién inicial a partir del método modificado de Newton. Dada
la aproximacion inicial z,, partimos del par (6, B,) definido a partir de (H1) y (H2):

IToll = MLF' )T N < Bo,  IF(20)II < &
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4.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

Para la convergencia del método debe verificarse la condicién (4.7):

, 1
K50ﬁ0 < 5.

Iterando, se van definiendo los pares (6,, ,) a partir del cumplimiento de la condiciones
(H1) y (H2), de modo que

2

K
||F(Zn)|| < p(tn) = 6n d Ea b, = 6n = ?anbn :K5n9

n-n

donde a, =t*—t,y b, = t* —t,, siendo t* y t™ (t* < t**) las dos raices positivas de
(4.4). Por el teorema 4.6, tenemos

K2 t* t**(t** _ t*) *K i

2t — (K By)" (K fo)

Kt*t™,/1—2K5, 32

= ('K By)"
Bo (t** - f*(f*Kﬁo)n)
ﬁo(t** _ t*(t*KﬁO)n)

A continuacién, expresando (3, en funcién de f3, y considerando

Ké,=Kp(t,) <

(1—-t*KpBy) (4.9)

11 —=ToF (z)Il < ITolIIF(20) — F'(z )l < KBollzo — 2l < KBot*,
obtenemos

Bo

T =I[FG)]  II<B, donde B=p,= T-Kp.o

Con lo que, tras aplicar este método, obtenemos el par (6, ) para algiin n € N.

Método corrector: el método de Steffensen

El par (6, B) debe verificar ahora las condiciones de convergencia dadas en (4.3)
para el método de Steffensen:

1
K6B<2 y M&b* < 2

donde 6 =6,, b = 2_255 R4 M =K (1 + %) Por tanto, sustituyendo los pardmetros 6 y

f del método predictor en (4.3), se tendra:

e SiK6p <2, entonces Ko, < %,

2
e SiM6b% < %, entonces % > M§,b> =K (1 + %) O, (2_12!;/3) , que es equiva-

lente a
5B%(K56,)*—4B(3+2B)(KS6,)+4>0,
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que se verifica si

23+2B)B—4+4/B%+3B+1

K6,<P donde P=
Sp

Luego,
P si (3<2.5303...

K&, < min {%,P} = (4.10)

si f8>2.5303...

=N

Definicidon de N,

Ahora vamos a definir N, de manera que indique cuando se da el salto del método
predictor al método corrector. Notemos que la sucesién {6, } es decreciente, con lo que
buscamos el primer valor de n en (4.9) que verifique (4.10). Vedmoslo:

= Si 3 <2.5303..., entonces
<
Bo(t™ — t*(t*K B)")

Tomando logaritmos, encontramos un valor N, € N, de manera que el par (6, By,)
satisfaga las condiciones de convergencia (4.3) del método corrector, y asi obtene-
mos:

Ko

(1-KByt*) <P

1 Pﬁot**
08 ( t*(PBy+ Kt (1 — t*K[SO)))

N, >
° log(t*K 5,)

Luego

08 ( t(PB, + Kt (1 —K[J’Ot*)))

Ny=1+
° log(K Byt*)

= Sif3>2.5303..., entonces

5 Kt*t*(t*KB,)" (1— K By) 2

n < — <-—.
ﬁo(t**_ t*(t*Kﬁo)n) 0 /5

Tomando de nuevo logaritmos y procediendo como en el caso anterior, encontra-

mos un valor N, € N, de manera que el par (6y,, By,) satisfaga las condiciones de
convergencia (4.3) del método corrector, obteniendo:

K

°g(t*(2/50+1</5t**(1—Kﬁot*)))

Ny=1+
° log(K Bot*)
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Por tanto, podemos asegurar que el método corrector es convergente partiendo del
punto x, = zy, .

A partir de los comentarios y resultados previos, queda probado el siguiente teorema
de convergencia semilocal para el método iterativo hibrido (predictor-corrector) dado
en (4.8).

Teorema 4.7. Sea X un espacio de Banachy F : Q € X — X un operador una vez continua-
mente diferenciable Fréchet definido en un conjunto abierto convexo no vacio Qy z, € Q.
Suponemos que existe el operador Ty = [F'(2,)]7} € £(X,X), que se satisfacen las condi-
ciones (H1)-(H3) y que B(z,,t*) C Q, con t* la menor raiz positiva del polinomio dado en
(4.4). Si ademds K&,; < %, entonces existe N, € N de forma que el algoritmo (4.8) es
convergente con

| log(t*(Pﬁ +Iftﬁ*ig*—K[5 t*)))
1+ ‘;Og(Kﬁot*) - si f<25303...,
Ny = 1 'log ( 2ot ) (4.11)
1+ i 12;[? ;jt(*l)_m D) G g 2s303...,
\
yB= 1—[5%

4.4. Aplicacion

Presentamos una aplicacién donde vemos que no podemos aplicar el método de Stef-
fensen para aproximar una solucion del problema discreto, que surge de discretizar una
ecuacion integral no lineal de Hammerstein, porque no se cumplen las condiciones de
convergencia del teorema 4.3. Sin embargo, apoydndonos en el método hibrido (4.8),
vemos que podemos aplicar el método de Steffensen a partir de cierta iteracion.

En principio, parece que la aplicaciéon del método de Steffensen es mds restrictiva que
la del método modificado de Newton. Veamos que esto es asi en el siguiente ejemplo.

Consideramos la siguiente ecuacion integral no lineal mixta de tipo Hammerstein

1
x(s)=1 +f G(s,t)x(t)*dt, se€[0,1], (4.12)
0

donde x € C[0,1], t €[0,1] y el nticleo G es la funciéon de Green en [0,1] x [0, 1].

A continuacién, usamos un proceso de discretizacién que transforma (4.12) en un
problema finito dimensional, tal y como se hizo en la seccién 1.5.1, manera que la ecua-
cion (4.12) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

Fx)=x—1—Av, =0, F:R® — RS, (4.13)
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donde

x=(x1,%5,...,%5)", 1=(1,1,...,1)", A= (q; i8,j:1’ v, = (3,00, x))T.
Ademés , F'(x) = I — 2AD(x), con D(x) = diag{x,, x5, ..., Xg}.

Eligiendo como punto de salida z, = (1.7,1.7,...,1.7)" y la norma del maximo,
obtenemos &, = 0.6713..., By = 1.6549..., K = 0.2471..., K5, = 0.4543... < .
Por tanto, podemos aplicar el método modificado de Newton para resolver el sistema
(4.13), puesto que se verifica la condicién (4.7) del teorema 4.5. Por contra, no podemos
aplicar el método de Steffensen, ya que no se verifica la segunda condicién de (4.3) del
teorema 4.3, puesto que

1
M&b?=0.9286...> ot

donde 6 = 0,, b=1.9182...y M =0.3759...

Como el método modificado de Newton es convergente por el teorema 4.5, lo aplica-
mos para obtener la aproximacién numérica x* = (x7, xJ,..., x)T de la solucién del sis-
tema (4.13) y mostrada en la tabla 4.1, después de 20 iteraciones y usando como criterio
de parada ||z, —z,_,|| < 107'°. En la tabla 4.2 se muestran los errores ||z, — x*|| obteni-
dos con el mismo criterio de parada. Notemos que el vector dado en la tabla 4.1 es una
buena aproximacién de la solucién del sistema (4.13), puesto que ||F(x*)|| < C x 10716,
Mostramos la sucesién {||F(z,)||} en la tabla 4.2.

* * * *

i X! i X; i X; i X
1] 1.012239... || 3 |1.118079...( 5| 1.159804...| 7| 1.058428...
211.058428... | 4| 1.159804...| 6| 1.118079... || 8 | 1.012239...

Tabla 4.1: Aproximacion de la solucion x* de (4.13)

||z, —x"| |F (z,,)l|
6.8776...x 107" | 6.7130...x 107}
6.1560...x 1072 | 4.6960...x 1072
1.1811...x 1072 | 8.9776...x 1073
2.0931...x1073 | 1.5942...x 1073
3.7465...x107* | 2.8588...x 107
6.6908...x 10 | 5.0952...x107°

e TN WDN - OIS

19| 2.2532...x 107" | 1.7180...x 107 1°

Tabla 4.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de Newton y {||F(z,)I|}

Por otra parte, si aplicamos el método hibrido (4.8) para aproximar la solucién dada
en la tabla 4.1 con el mismo punto de salida, s6lo necesitamos calcular el valor de N
a partir del teorema 4.7 teniendo en cuenta el valor f = 5.4777... Si nos fijamos en
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la férmula (4.11), obtenemos N, = 1. Por tanto, después de una iteracién del método
modificado de Newton, podemos aplicar el método de Steffensen, obteniendo la apro-
ximacién numérica de la solucion dada en la tabla 4.1 tras realizar cuatro iteraciones
mas con este método. En la tabla 4.3 se muestran los errores ||x, —X*|| cuando usamos
el criterio de parada ||x, —x, || < 107!, asi como la sucesién {||F(x,)||}.

||x, — x| ||F (x,)l
6.8776...x 107" | 6.7130...x 107}
6.1560...x 1072 | 4.6960...x 1072
8.2751...x107* | 6.3230...x 107
1.4582...x1077 | 1.1158...x 1077
4.4982...x 107 | 3.4428...x 107

AN WN— OIS

Tabla 4.3: Errores absolutos obtenidos con el método hibrido (4.8) y {||F (x,)||}
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Capitulo 5

Una mejora de la accesibilidad del
método de Steffensen mediante una
modificacion de la teoria basada en
relaciones de recurrencia

El estudio realizado en el capitulo anterior se restringe a la situacion en la que el
operador F es diferenciable Fréchet. Evidentemente, una de las caracteristicas que tiene
el método de Steffensen es que no necesita que el operador F sea diferenciable Fréchet,
simplemente necesita que exista una diferencia dividida definida en el dominio €.

Habitualmente para probar la convergencia semilocal de este proceso iterativo se
imponen dos condiciones basicas ([3], [5],[12]):

(I) Dados dos puntos cualesquiera x, y € , distintos, existe la diferencia dividida de
primer orden [x, y; F].

(I La diferencia dividida verifica la condicion
[, y; F1—=[u,v; F]I| < K([lx —ull + [ly = vI) (5.1
paraK >0, x,y,u,veEQconx #y yu#v.
La condicién (5.1) se puede suavizar considerando la condicién
0%,y F1=[w, v; F1I < K(llx —ull” +[ly —vII) (5.2)

paraK >0,p €(0,1], x,y,u,v € Qcon x # y y u # v. La condicién (5.1) dice que la
diferencia dividida de primer orden es Lipschitz continua en 2 y la condicién (5.2) dice
que la diferencia dividida es (K, p)-Holder continua en €.

Si ahora consideramos una diferencia dividida de primer orden para la que existe
una funcién w : R, x R, — R, no decreciente en sus dos argumentos tal que

I0x, y; F1=[u,v; FI| < w(llx —ull, lly = vI}) (5.3)

para x,y,u,v € Q con x # y yu # v, es claro que si w(s,t) = K(s +t) o w(s,t) =
K(s? + t?), obtenemos como casos particulares las condiciones (5.1) y (5.2) respectiva-
mente. En estos casos, como w(0,0) =0, F es diferenciable (véase [88]). Por tanto, los
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resultados de convergencia semilocal para el método de Steffensen dados habitualmente
por otros autores exigen veladamente que el operador F sea diferenciable.

En este capitulo nos planteamos la obtencién de un resultado de convergencia semi-
local para el método de Steffensen cuando se aplica a ecuaciones en las que el operador F
puede no ser diferenciable. Para ello, consideramos las condiciones (I) y (5.3), teniendo
en cuenta que w(0,0) # 0 si el operador F es no diferenciable.

Por otra parte, dada la generalidad de las condiciones de convergencia que vamos a
considerar, veremos, a partir del dominio de pardmetros asociado al resultado de conver-
gencia semilocal, que la accesibilidad de la soluciéon va a ser restrictiva en determinadas
condiciones. Para solventar esta dificultad, construiremos un método iterativo hibrido
(predictor-corrector).

En la seccidn 5.1 obtenemos un resultado de convergencia semilocal para el método
de Steffensen que permite aplicar este método a la resoluciéon de ecuaciones con de-
terminados operadores no diferenciables. Para ello, utilizaremos una nueva técnica de
demostracion de la convergencia semilocal basada en determinadas relaciones de re-
currencia que proporciona novedosos resultados acerca de la convergencia semilocal.
Después, analizamos el dominio de parametros asociado al resultado obtenido, obser-
vando que en determinadas situaciones es un resultado muy restrictivo. En la seccién 5.2,
pensando en la construccion de un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que
tenga las caracteristicas comentadas anteriormente, obtenemos un nuevo resultado de
convergencia semilocal, en las mismas condiciones (I) y (5.3), para el método modifi-
cado de la secante ([88]). Veremos que el dominio de pardmetros de este método es
menos restrictivo que el del método de Steffensen. Asi, en la seccién 5.3, construimos
un método iterativo hibrido (predictor-corrector) que se beneficia del buen dominio de
parametros del método predictor (el método modificado de la secante) y de la veloci-
dad de convergencia del método corrector (el método de Steffensen). Terminamos con
la seccion 5.4, donde veremos dos aplicaciones en las que se aproximan las soluciones de
dos sistemas no lineales, uno diferenciable y otro no diferenciable, mediante el método
hibrido previamente construido, pero que no se pueden aproximar mediante el método
de Steffensen.

5.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

A lo largo del capitulo exigiremos que para cada par de puntos distintos x,y € Q
exista una diferencia dividida de primer orden que denotaremos por [x, y; F].

Por otra parte, para la sucesion {x,} generada por el método de Steffensen, es claro
que existen todas las diferencias divididas de primer orden [x,, x; +F(x;); F ], salvo que
X, = x; + F(x;), en cuyo caso resulta evidente que x; es una solucién de la ecuacién
F(x) = 0y en este caso tenemos que x, = Xx; para todo n > k, de manera que la sucesion
{x,} es convergente a x, = x* solucion de F(x) = 0.

5.1.1. Analisis general

Comenzamos con un lema técnico que utilizaremos posteriormente.
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5.1. Convergencia semilocal del método de Steffensen

Lema 5.1. Sea {x,} la sucesion dada por el método de Steffensen. Si x,,_, # X,, con
Xm_1, X € €2, entonces

F(x,,)= ([xm, X153 F] _Am—l) (X, — X_1), donde A,,_; = [X;—1, Xq + F(x,_1); F].
DEMOSTRACION. A partir de la definicién de {x,} se sigue que
F(xp1) + [Xpe1, X + F(x0—1); F](xp — Xpq) =0,
de manera que

F(xm) = F(Xm) - F(xm—l) - [xm—l) Xm—1 + F(xm—l); F](xm - xm—l)
[Xm9 Xm—15 F](Xm - Xm—l) - [xm—17 Xm—1 + F(xm—l); F](xm - xm—l)
= ( [xm’ Xm—15 F] _Am—l) (xm - xm—l)- n
A continuacién presentamos un resultado de convergencia semilocal para el método

de Steffensen. Para ello, dados x,, x, + F(x,) € €, notemos que x, # x, + F(x,), ya que
en otro caso X, es una soluciéon de F(x) =0y x, = x, para todo n € N. Suponemos las
siguientes condiciones:

(€ IIF(xpll <6,

(C,) existe Ay' =[x, X0+ F(x,); F1" y es tal que [|A;']| < B,

(G) IF()ll <o, x e,

(Cy) lllx, y; F1=Tw, v; FII| < w(llx—ull, ly—vI]); x,y,u,v € Q; x # y;u#v,
donde w : R, xR, — R, es una funcién continua no decreciente en los
dos argumentos.

Teorema 5.2. Sea F : Q € X — X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacio € de un espacio de Banach X y con valores en X. Suponemos que existe
[x,y;Fle £(X,X), Vx,y € Q(x # y), y que se cumplen las condiciones (C,)-(C,). Si la

ecuacion
B w(n,o)
1-Bow(t,t+9)

donde ) = 63, tiene al menos una raiz real positiva, y denotamos por R la raiz positiva
mds pequefia de (5.4),

h(t)E(O'—t)(l— +n =0, (5.4)

B (co(n, o)+ w(R,R+ 5)) <1 (5.5)

¥ B(xy,R) C , entonces el método de Steffensen, empezando en x,, estd bien definido
y converge a una solucién x* de F(x) = 0. Ademds, la solucién x* y las iteraciones x,

pertenecen a B(x,,R) y x* es tinica en B(x,,R).

DEMOSTRACION. Comenzamos probando que la sucesion {x,} estd bien definida, es
decir, x,, € B(x,,R) C 2, Vn € N. Notemos que la raiz real positiva mds pequefia R de la
ecuacion (5.4) satisface que

R=—1 4o, (5.6)

97



Capitulo 5. Una mejora de la accesibilidad del método de Steffensen mediante una modificacién de la teoria basada en relaciones de recurrencia

_ _ Bw(n,o0)
donden=0ByP= = fw(RRLS)

A partir de (C,)—(C,) se sigue que x; esta bien definida y

121 = xoll < 4G NIF (xo)ll < 6 =1 <R,

por (5.6). Luego, x; € B(x,,R). Ademés, de nuevo por (5.6), ||x; + F(x;) — x|l < ||x; —
Xoll + ||F(x1)|| £ M+ 0 <R, de manera que x; + F(x;) € B(x,,R).
A continuacién, utilizando (C,), vemos que

I1=AGALL < NIAGHHIIA, — Ayl
< B o(llx; —xoll [y + F(x1) = x0 — F(x0)11)
< B o(llxy —xoll, [y + FCxq) = xoll + [[F (xo)II)
< Bow(n,n+0)
< Bw(R,R+0)
< 1,

y por el lema de Banach sobre inversién de operadores, tenemos que A" existe y es tal
que
B

1—BwR,R+05)

-1
AT <

Ademas, por el lema 5.1, se sigue que F(x;) = ([xl,xo;F] —AO) (x; — xy), de manera
que

IFGe)ll < [IDxy, %05 F 1= Aol llxy — x|
< w(”xl_XOHa”F(xo)”)”xl_xO”
< (M, 8)[lx; — x|
< w(n,o)llx; = x|

En consecuencia, como P < 1, se sigue que

12, = x3[| < JHATHHIF Gell < Plloe; — xoll <,

2

1
||X1 —.X'O” < - <R.

Xo— Xoll < 1o, — x|+ 17 =X/l K (1+P)||x; —xp|| =
[z — xoll < [l — x|l + [l; — X0l < ( ) [l — xoll TP 1—p

Por lo tanto, x, € B(x,,R). Ademads, como
n
Iy + F(x2) — X0l < [locz — xoll + [[F(x2) ] < 1-p +0 =R,

es claro que x, + F(x,) € B(x,,R).
Ahora podemos demostrar por induccion matemadtica sobre n que se cumplen los
siguientes items para n € N:

B
1—BwR,R+6)

e El operador A ! existe y es tal que [|A || <
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o [[Flx)ll < w(n, o) llx, —x,ll,
o lxpir — x|l < Pllx, — x4l < PMlxy — x0ll <,
siempre que A; = [x;, x; + F(x;); F] sea invertible y x;,1,x;.; + F(x;;1) € B(xo,R), Vi =

1,2,...,n—1.
En primer lugar, vemos que

I1=AG'AN < IIAGHHIAG — Ayl
< B ollx, = xoll, llx, = x0 + F(x,) = F(x0)ll)
< B llxn, = xoll, llx, + F(x,) = Xoll + [1F (o)1)
< Bw(R,R+0)
< 1,
por hipotesis. Ademas,
_ p
A <

1—Bw(R,R+6)

En segundo lugar, por el lema 5.1, tenemos
F(xn) = ([xmxn—l; F:l _An—lll ”xn - Xn—l”) (xn - xn—l):
de manera que

IF )l

IA

D¢, Xm15 F 1= Al llx, = X4

IA

@ (11, = [l IF Gl = X

< w(n: 0) ”xn _xn—1||-

Como ya hemos indicado anteriormente, existen todas las diferencias divididas de
primer orden utilizadas porque, en otro caso, si existe j € N tal que x; + F(x;) = x;,
obtendriamos que F(x;) = 0y, por tanto, x,, = x;, n = j, de manera que {x,} converge a
X;, lo que indicarfa que ya habrfamos alcanzado una solucién de F(x) = 0y el resultado
quedaria entonces probado.

En tercer lugar, vemos que

lxnr = xall < IAZHIFGea)ll

B w(n,o) . — x|

1-Bw®R+6)"" "t
= P”Xn_xn—l”
< P™[xy — x|

A

n.
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En consecuencia,

n+1

s —Xoll < Dl = x4l
i=0

< (PP 4+ P+1) [ — x|
1_Pn+l

< —|x;—x
= x|

< 1 g
1—-P

%1 + F(xp1) — X0l < Ml — X0l + 11 (g )

< 1 45
1—-P

= R,

por (5.6) y ser P < 1. Luego, X,,1,X,41 + F(x,4+1) € B(xy,R), VYn € N.
Una vez probado que la sucesion {x,} dada por el método de Steffensen esta bien
definida, vemos que es una sucesion de Cauchy. En efecto, como

||xn+j _xn” < ||xn+j _xn+j—1|| + ||xn+j—1 _xn+j—2|| +--F ||xn+1 _xn”

< P+ P24+ + P+ 1)|xpg — x4l

n

A

ll2c1 — ol
1—-P ’
para j > 1,y P <1, es claro que {x,} es una sucesién de Cauchy. Por tanto, la sucesién
{x,} es convergente.
Ahora, si lim x,, = x*, vemos que x* es una solucién de F(x) = 0. Como
n

IF ()l < w(n, o) [lx, — x|

y |lx,—x,_1]| = 0 cuando n — oo, por la continuidad del operador F se sigue facilmente
que F(x*)=0.

Finalmente, probamos la unicidad de la solucién x* en B(x,,R). Supongamos enton-
ces que tenemos otra solucién y* € B(x,,R), y* # x*, de la ecuaciéon F(x) = 0. Sea A=
[y*,x*;F]. Si A es invertible, tenemos x* = y*, puesto que A(y* — x*) = F(y*) — F(x*).
Para ver que A es invertible, por el Lema de Banach basta con ver que [[I —A;'All < 1.
En efecto, si x, # x, + F(x,), entonces por hipdtesis,

IT=AG'AI < 114G 1A, —All < IAG HITxo, X0 + Fxo); F1—[y*, x*; F1Il

< B o(lly™—=xoll, lIx* = x0 = F(xo)ll)
< Bo(lly*=xoll, llx* = xoll + [1F (xo)I)
< Bw(R,R+05)<1.

Luego el operador A™! existe. M
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5.1.2. Casos particulares

Es conocido que el operador F es diferenciable si la funciéon w que aparece en (C,)
cumple w(0,0) = 0 (véase [88]). En otro caso, el operador F es no diferenciable. En esta
seccion vamos a analizar dos casos particulares de la funcién w, uno no diferenciable y
otro diferenciable.

5.1.2.1. Caso no diferenciable

Es conocido que en la discretizacion de ecuaciones diferenciales e integrales ([37],
[38]), cuando el operador F no es diferenciable, la funcién w que aparece en (C,) es
habitualmente de la forma

w(s,t)=L+K(s+t), con L,KeR,. (5.7)

En este caso, la ecuacion (5.4) del teorema 5.2 se transforma en la siguiente ecuacion
cuadratica equivalente:

2KBt2+(2LB+KP(E—n)—KBo —1)t

5.8
+n(1—LB—KBS)+c(1—2LB—KPB(n+056))—KBo*>=0, -8)

y la condicién (5.5) del teorema 5.2 en la condicién:
BRL+K(2R+n+d6+0))<1. (5.9)

Analizamos a continuacién la ecuacion (5.8). Vemos entonces cuando tiene raices reales
positivas. Si se verifican las condiciones

2LB+KB(E—n)—KBo—1<0 (5.10)

y
n(1—LB—KB&)+co(1—2LB—KPB(n+6))—KBo*>0, (5.11)

la ecuacioén (5.8) tendrd dos raices reales positivas. Por otra parte, como
A = (2LB+KP(6—n)—KBo—1)
—8KB[n(1—LB—KB&)+0(1—2LE—KB(n+5)—Kpo”]
= (2LB+KB(E—n)—KBo—1
+4/8KB[n(1—LB—KBS) +0(1—2LB—KP(n+8))—KBo?*])
x (2LB+KpB(6—n)—KBo —1
—/8KB[n(1—LB—KB&)+0(1—2LB—KB(n+8))—KBo>]),

A > 0 si los dos factores de A son < 0, lo que se cumple cuando

2LB +KB(5—n)—KBo
+4/8KB[n(1—LB—KBS)+0(1—2LB—KP(n+6))—KPo? ] <1.

(5.12)
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Ademas se cumple (5.10) si se cumple (5.12). Por lo tanto, la ecuacion (5.8) tendra dos
raices reales positivas si se cumplen (5.11) y (5.12). En este caso, la raiz positiva mas
pequena es:

1
R= W(l—zLﬁ—Kﬁ(é—nHKﬁa

—\/(ZLfa’ +KB(6—n)—KpBo — 1)2—8K[5 [n(1—LB—KBS&)+0o(1—2LR—KB(n+35)—KPo?])
(5.13)
Notemos que también podemos considerar que la ecuacién (5.8) tenga una raiz doble
sin mds que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (5.12).
A continuaciéon vemos cuando se cumple la condicién (5.9), condicién equivalente
a la condicion (5.5) del teorema 5.2. Para ello, sustituimos el valor de R en (5.9), de
manera que

S(1+2LB +3KPo +KPE +3Kpn

—/ LB +KB(5 —n)—KPo —1)* +8KB[KPo? +n(LP + KPS —1)+ o (2L +KP(n+8)—1)]) < 1.
Luego, la condicién (5.5) del teorema 5.2 es equivalente a

1-2LB—3KBo—KBS6—3KPn

+4/(2LB +KB(5 —n) —KPo —1)2 +8KP[KBo2 +n(LB + KPS —1)+o(2LB +KB(n+8)—1)] > 0.

(5.14)

En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los parametros

0, B, o, L y K, como son que la ecuacién (5.8) tenga al menos una raiz real positiva

y que la raiz positiva mas pequefia de (5.8), denotada por R, cumple (5.9), se van a

cumplir siempre que se verifiquen (5.11), (5.12) y (5.14). Asi, enunciamos entonces el

siguiente resultado, cuya demostracion se sigue facilmente sin mas que satisfacer las
hipétesis del teorema 5.2 cuando la funcién w es la dada en (5.7).

Corolario 5.3. Sea F : Q € X — X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacio 2 de un espacio de Banach X y con valores en X. Supongamos que existe
[x,y;F] € £(X,X), Vx,y € Q (x # y), ¥y que se cumplen las condiciones (C;)-(C,),
siendo w la funcion que se define en (5.7). Ademds, si se cumplen (5.11), (5.12), (5.14) y
B(x,R) C Q, donde R estd definido en (5.13), entonces el método de Steffensen, empezando
en x,, estd bien definido y converge a una solucién x* de F(x) = 0. Ademds, la solucion x*

y las iteraciones x,, pertenecen a B(xy,R) y x* es tinica en B(x,,R).

El corolario 5.3 nos permite visualizar el dominio de pardmetros, que es la regién del
plano cuyos valores representan los pardmetros correspondientes a los puntos de salida
que satisfacen las condiciones de convergencia requeridas en el corolario 5.3 y a partir
de los cuales el método de Steffensen converge bajo las condiciones (C;)—(C,), donde
w es la funcién que se define en (5.7). Para representarlo graficamente, consideramos
x = 3 (eje de abscisas) e y = K& (eje de ordenadas) y coloreamos en el plano xy los
valores de los parametros que verifican las condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) que se
exigen en el corolario 5.3. Observamos que las condiciones iniciales (C;)—(C,), exigidas
al punto inicial, definen los pardmetros 6 y 3, mientras que las condiciones (C;5)-(C,),
exigidas al operador, definen los parametros fijos o, L y K.
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Si nos fijamos en las condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3, vemos que
los valores de L y Ko estan libres, de manera que podemos considerar dos situaciones:
una, fijando L y variando Ko; y dos, fijando Ko y variando L. Para la primera situacién,
a la vista de la figura 5.1, podemos decir que el dominio de pardmetros es mayor cuanto
menor es el valor de Ko. Para la segunda situacion, a la vista de la figura 5.2, podemos
decir que el dominio de parametros es mayor cuanto menor es el valor de L.

Y e e S S L ) s s I A

Figura 5.1: Dominios de pardmetros del mé-

todo de Steffensen correspondientes al corola-
] =1 -1 1 1 1 i

rio 5.3 co'n L= 5)./K0 = 5707157 20 (regiones

verde, roja, amarilla y azul, respectivamente).

Figura 5.2: Dominios de pardmetros del mé-

todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.3 con Ko = %y L= %, %, %, % (regiones
verde, roja, amarilla y azul, respectivamente).

5.1.2.2. Caso diferenciable

Si hacemos L = 0 en (5.7), obtenemos w(s, t) = K(s+t), de manera que la condicién
(C4) se reduce ahora a una condicion Lipschitz para la diferencia dividida de primer
orden del operador F. En este caso, el resultado analogo al corolario 5.3 para operadores
diferenciables es el siguiente.

Corolario 5.4. Sea F : Q € X — X un operador no lineal definido en un dominio abierto
convexo no vacio 2 de un espacio de Banach X y con valores en X. Supongamos que existe
[x,y;F] € 2(X,X), Vx,y € Q (x # y), ¥ que se cumplen las condiciones (C;)-(C,),
siendo w la funcion que se define en (5.7) con L = 0. Ademds, si se cumplen (5.11), (5.12),
(5.14) con L = 0y B(x,,R) C €, donde R estd definido en (5.13) con L = 0, entonces el
meétodo de Steffensen, empezando en X, estd bien definido y converge a una solucion x* de

F(x) = 0. Ademads, la solucién x* y las iteraciones x, pertenecen a B(x,,R)y x* es tnica
en B(x,,R).

En el caso en que el operador F sea diferenciable, el corolario 5.4 nos proporciona
una situacion totalmente andloga a la primera del corolario 5.3, puesto que L = 0 es fijo
y al variar el valor de Ko, obtenemos unos dominios de parametros andlogos a los del
corolario 5.3 cuando L es fijo. Véase la figura 5.3.
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Sl I S S
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 5.3: Dominios de pardmetros del método de Steffensen correspondientes al coro-

lario 5.4 con L=0y Ko = 3, X L L (regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-

5°10° 15 20
vamente).

5.2. Convergencia semilocal del método modificado de
la secante

Una vez descritos los problemas que tiene el dominio de pardmetros del método de
Steffensen, consideramos el método modificado de la secante

Z_1,20 €,

zn+1 = Zn - [Z_l,ZO;F]_lF(Zn), n 2 O’

que como veremos tiene un mejor dominio de parametros que el método de Steffen-
sen. Sin embargo, el método modificado de la secante tiene convergencia lineal. Por lo
tanto, utilizaremos este método para obtener buenos puntos de salida para el método
de Steffensen. Comenzaremos estudiando su convergencia semilocal bajo las siguientes
hipétesis:

(Hy) llzg—2z4ll=a#0con z_y,2, €9,

(Hy) [[F(20)ll < 8o,

(Hs) existe Ly' =[z_1,%,; F] ' yestal que ||L; || <7,

(Hy) Nlx, y; F1=[u,v; F]ll < L+K(llx—ull+lly—vI), LK € Ry x, y,u,v € Q;

xXFEy,u#v.

Analizaremos el dominio de parametros del método modificado de la secante, desta-
cando que es mayor que el del método de Steffensen. Como hemos indicado en la in-
troduccién, construiremos un proceso iterativo hibrido predictor-corrector que utiliza

el método modificado de la secante como método predictor aprovechando su mayor
dominio de pardmetros. Antes, damos el siguiente lema técnico.

Lema 5.5. Sea {z,} la sucesion dada por el método modificado de la secante. Si z,,_; 7 2,,
con z,,_1,%, € S, entonces
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l) F(zm) = (Lm - LO)(Zm _Zm—l): dOTlde LO = [Z—I:ZO;F] Y Lm = [Zm—lszm; F]
W (|21 =2l < 7L+ K20 =20l + 121 — 20l + lI20 =21 [D)l|2 — 251 [l
DEMOSTRACION. A partir del algoritmo del método modificado de la secante se sigue
que F(2,,_,)+ Lo(2,, —2,,—1) = 0, de manera que
F(zn) = F(2n) = F(2n—1) — Lo(Zm — Zn—1) = (Ly — Lo) (2 — Zm—1)-
Por otra parte,
1Zme1 = Zmll < NLGHHIF Gl < NLGHHIL = Lol 12 — 2l
< v(L +K(llzn — 24l + 12 = 2o llIDI25 — 2
< YL+ K(llzm1 =20l + ll20 =21l + Iz = 2olD)l|2 — 2 [l W

A continuacién presentamos un resultado de convergencia semilocal para el método
modificado de la secante.

Teorema 5.6. Sea X un espacio de Banachy F : Q2 € X — X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacio Q. Supongamos que existe [z,,z_1; F ]! € £(X,X)
para z_1,2, € Q (2_, # 2,) ¥ que se cumplen las condiciones (H;)-(H,). Si la ecuacion

t:(1+ y(L +K(a+n,)) )Tlo:

1—y(L +K(a+2t)) (5.15)

donde n, = 0,Y, tiene al menos una raiz positiva, y denotamos por r la raiz positiva mds
pequefia de (5.15),
M=y(L+K(a+2r))<1 (5.16)

¥y B(zq,17) C §, entonces la sucesion {z,} dada por el método modificado de la secante,
empezando en z_; y 2, estd bien definida y converge a una solucion z* de F(x) = O.

Ademds, 2,,2* € B(zy,1) y 2" es tnica en B(z,, ).

DEMOSTRACION. Comenzamos probando que la sucesion {z,} esta bien definida; es
decir, z, € B(z,, 1) C 2, Yn € N. Notemos que la raiz real positiva mds pequefia r de la
ecuacion (5.15) satisface

r=(1+Y(L+K(a+n°)))no. (5.17)

1-M
A partir de (H,), (H3) vy (5.16), se sigue que 2, estd bien definido y que ||z; — 2,|| =

1L F(20)ll < v8 =mno < r, como consecuencia de (5.17). Luego, z; € B(z, ).
A continuacién, podemos definir z, =2, —L;'F(z,) y

lzo =2l = ||L51F(Z1)||:||L0_1(L1_L0)(Z1_Zo)||
< LG HHILy = Loll Iz — ol
< 7 (L +Kllzo — 21l + llzn —2olD) llzy — 2o
< r(L+K(a+7180))lz1 —2ll-
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Ademas, por (5.17), también se tiene

lzz =20l < llzy =21l + llzy = 2o/l < (1 4+ ¥ (L + K(a+78))) llzs — 2|l

< (1 + (L +K(a+n0)))n0 <r

Luego, 2, € B(2,1).
Suponemos ahora, parai=1,2,...,n, que

ll2; =21l < y(L +K(a+n0)M |z, — 2l

i—1

 — <|[1+vy(L+K(a+ _
l|z; — 2ol ( 7( (a+1o)) EY;

Entonces, z,,, = 2, — L' F(z,) est4 bien definido y

1201 —2all = [ILg F(2,)l]
”Lal(Ln_LO)(Zn_Zn—l)”
1L Ly = Loll 12, — 254

IA A

A

Y(L+K(2r + a))llz, — 2,4l
M”zn _zn—1”
< 7L +K(a+n0))M" Mz, —2ll.

) llz; — 2ol < T

Y(L + K(llz, — 2ol + 12,1 — 20l + 1120 _Z—1||)) |z, —2

n—1 ”

Notemos que las diferencias divididas de primer orden L, existen ya que si 2, = 2,_,
Z,_1 €s una solucion de F(x) = 0, luego la sucesion {z,} es convergente y el resultado

quedaria probado.
Ademaés, por (5.16), también tenemos que

211 —20ll < 21 — 20l + |2, — 2l

< (YL +K(@a+no)(M™ 4+ M +1)+1) ||z, — 2|

1—M"
= (1 +y(L +K(a+n0)) )”21 — 2|
r(L +K(a+ T)o)))

IA

(1 N (L +K(a+no)))

Mo

f— r’

Luego, 2,1 € B(2y,7), Yn €N.

106
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Veamos ahora que la sucesion {z,} es de Cauchy. Como

”Zn-l—j _Zn” < ||Zn+j _Zn+j—1|| + ||Zn+j—1 _Zn+j—2|| t-t ”Zn-l—l _Zn”

< (M7TP+ M2+ 4+ M+ 1)1z, — 2]

1—M/
= 1_—M”Zn+1_zn”
1—-M -
< 1—MY(L +K(a+no))M™ |2y — 2|
n—1
< v(L +K(a+ny))llz; —2ll,

1-M

para j > 1y M < 1, se sigue que {z,} es una sucesion de Cauchy. Por tanto, {z,} es
convergente.
Ahora, si limz, = 2", vemos que z* es una solucién de F(x) = 0. Como
n

IF(z)Il < (L +K(a +2r)llz, — 2,

y |2, —2,-1]| = 0 cuando n — oo, por la continuidad del operador F se sigue facilmente
que F(z*) =0.

Terminamos probando la unicidad de la solucién z* en B(z,, ). Suponemos entonces
que existe otra soluciéon y* € B(z,,r), y* # 2%, de la ecuacién F(x) = 0. Sea T =
[y*,2"; F].SiT esinvertible, tenemos que z* = y*, puesto que T(y*—z*) = F(y*)—F(2").
Para ver que T es invertible, por el Lema de Banach basta con ver que ||I — L51T|| <1.
En efecto, por hipétesis,

IT=LTI < NLGHHILe— T < LG N Ilz_1, 205 F1— [y ", 2% FI|

< y(L+Kly* =zl + 127 —2l))
< (L +K(ly* =20l + llzo =21 [| + 12" — 2011))
< y(L+KQ@2r+a))<1.

Luego el operador T~! existe. M

Una vez probada la convergencia semilocal del método modificado de la secante,
nuestro siguiente objetivo es ver cudl es el dominio de pardmetros de este método. Para
ello, transformamos la ecuacién (5.15) en la siguiente ecuacion equivalente:

2Kyt* + (y(L + K(a—2n0)) — 1) t + (1 + Kyne) =0, (5.18)

y vemos cudndo tiene raices reales positivas. La ecuacién anterior tendrd dos raices
reales positivas si y(L + K(a—21,))—1<0y

A = (Y(L+K(a_2770))_1)2_8KY770(1+KY770)
= (y(L +K(a—2n0))—1+ v/8Kyno(1+Kyn,))
x (y(L +K(a—21n0)) —1— +/8Kyno(1+Kyn,)) > 0.
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Observamos que los dos factores de A son < O si

y(L+K(a—2n,)) + \/8Ky7)0(1 +Kyn,) < 1. (5.19)

Luego, A > 0 si se cumple (5.19). También y(L+K(a—21n,))—1 < 0 como consecuencia
de (5.19). En el caso anterior la raiz positiva mas pequefia de (5.18) es:

1 2
r —(1—Y(L+K(a—2no))—\/(Y(L+K(a—2no))—1) —8KY7)0(1+KY770))

- 4Ky
(5.20)
A continuacién es facil probar que la desigualdad (5.16) que aparece en el teore-

ma 5.6 se cumple si
Kyn, <1, donde n,=70d,y. (5.21)

Para ello, basta con sustituir el valor de r en (5.16) y utilizar (5.19) para ver que

V 8Ky no(1 +Kyng) > 4Kynq,

de donde se sigue lo anterior.

En consecuencia, las condiciones de convergencia que se imponen a los parametros
a, 0y, Y, L y K, como son que la ecuacién (5.15) tenga al menos una raiz real positiva y
que la raiz real positiva mas pequeiia de (5.15), denotada por r, cumpla (5.16), se van a
cumplir siempre que se cumplan (5.19) y (5.21). Asi, enunciamos entonces el siguiente
resultado, cuya demostracion se sigue facilmente sin mds que satisfacer las hipétesis del
teorema 5.6.

Notemos que también podemos considerar que la ecuacién (5.18) tenga una raiz
positiva doble sin mds que tener en cuenta la desigualdad no estricta en (5.19).

Corolario 5.7. Sea X un espacio de Banachy F : 2 € X — X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacio Q. Supongamos que existe [z_;,%,; F1! € £(X,X),
para z_,,2, € Q,y que se cumplen las condiciones (H,)—-(H,), (5.19), (5.21) y B(z,,1) C Q,
donde r estd definido en (5.20). Entonces, la sucesion {z,} dada por el método modificado
de la secante, empezando en z_, Y 2,, estd bien definida y converge a una solucion z* de

F(x)=0. Ademds, 2,,2* € B(2y,r)y 2" es tnica en B(z,,1).

A continuacién, dibujamos el dominio de pardmetros asociado al corolario 5.7. Para
ello, seguimos el mismo criterio que para el corolario 5.3, distinguiendo dos casos: el
caso no diferenciable (L # 0) y el diferenciable (L = 0). Antes destacamos que para re-
presentar graficamente el dominio de pardmetros, consideramos x = y (eje de abscisas)
e y = K&, (eje de ordenadas) y coloreamos en el plano los valores de los pardmetros
que verifican las condiciones (5.19) y (5.21) que se exigen en el corolario 5.7. Note-
mos que las condiciones iniciales (H;)—(H;), exigidas a los puntos iniciales, definen los
parametros a, 0, y v, mientras que la condicién (H,), exigida al operador, define los
parametros fijos L y K.

Comenzamos con el caso no diferenciable. Si nos fijamos en las condiciones (5.19)
y (5.21) del corolario 5.7, vemos que los valores de L y Ka estdn libres, de manera que
podemos considerar dos situaciones: una, fijando L y variando Ka; y dos, fijando Ka y
variando L. Para la primera situacion, véase la figura 5.4, que nos muestra que el dominio
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de parametros es mayor cuanto menor es el valor de K a. Para la segunda situacion, véase
la figura 5.5, que nos muestra que el dominio de pardmetros es mayor cuanto menor
es el valor de L, tal y como ocurre para el método de Steffensen, pero destacando que
el dominio de pardmetros del método modificado de la secante es significativamente
mayor que el correspondiente al del método de Steffensen.

20

2.0

Figura 5.4: Dominios de pardmetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con L = 1 y Ka = %, %, %, %
(regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-
vamente).

Figura 5.5: Dominios de pardmetros del mé-
todo modificado de la secante correspondientes
al corolario 5.7 con Ka = %y L= %,%, %, %
(regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-
vamente).

En el caso en que el operador F sea diferenciable (L = 0), la situacién es totalmente
andloga a la del caso no diferenciable donde L es fijo y Ka variable, de manera que el
dominio de parametros es mayor cuanto menor es el valor de Ka. Véase la figura 5.6.

200

Figura 5.6: Dominios de pardmetros del

mét
tes al corolario 5.7 con L =0y Ka = %, %,
respectivamente).

ull=Q

do modificado de la secante correspondien-
, 11—0 (regiones verde, roja, amarilla y azul,
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A simple vista, si observamos las figuras 5.1, 5.2 y 5.3, vemos que el dominio de
parametros del método de Steffensen es limitado con respecto al del método modificado
de la secante, véanse las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 y destacamos especialmente la reduccién
que se presenta en las proximidades del eje de abscisas.

Asi, nuestro siguiente objetivo es comparar con mayor exactitud los dominios de pa-
rametros de los métodos de Steffensen y modificado de la secante. Para ello, tenemos
que representar en los ejes x e y de los planos donde vamos a pintar los dominios de
parametros los mismos valores. Estd claro que que el eje y representa los mismos valores
para los dos métodos porque 6 y &, corresponden a ||F(x,)|| v ||F(2,)|l, respectivamen-
te, obteniéndose ambos valores a partir del punto de salida de cada método. Para que
podamos representar los mismos valores en el eje x, escribimos 8 en funcién de v, de
manera que ahora representamos en el eje x los valores de los inversos de las mismas
diferencias divididas. Asi, si existe L' y ||L;'|| <y, entonces

14 _
1—y(L+K(a+8,)

1Al < B

siempre que y(L + K(a+ 6,)) < 1, puesto que
11— Ly Aol < L5 llLo — Aol < ¥ (L + K (@ + 8,)).

Ya podemos entonces comparar los dominios de pardmetros de ambos métodos. Si ob-
servamos las figuras 5.7 y 5.8, correspondientes al caso no diferenciable, vemos que el
dominio de parametros del método modificado de la secante es mayor que el del método
de Steffensen. Andlogamente, observamos lo mismo en las figuras 5.9 y 5.10 correspon-
dientes al caso diferenciable.

Y S e B A

Figura 5.7: Dominios de pardmetros del mé-

todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.3 con Ko = %y L= %, %, %, % (regiones
verde, roja, amarilla y azul, respectivamente)

con Ka = %

Figura 5.8: Dominios de pardmetros del mé-

todo modificado de la secante correspondientes

al corolario 5.7 con Ka = %y L= %, %, %, %
(regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-

vamente).
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Figura 5.9: Dominios de pardmetros del mé-

todo de Steffensen correspondientes al corola-
rio 5.4 con L =0, Ko = %yKa = %,%,%,%
(regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-

vamente).

Figura 5.10: Dominios de pardmetros del mé-

todo modificado de la secante correspondientes

al corolario 5.7 con L =0y Ka = %’%, %, %
(regiones verde, roja, amarilla y azul, respecti-

vamente).

5.3. Meétodo iterativo hibrido (predictor-corrector)

A la vista de todas las figuras anteriores acerca de los dominios de pardmetros de los
métodos de Steffensen y modificado de la secante, observamos que tenemos muchas mds
posibilidades de localizar mds puntos de salida para obtener la convergencia semilocal
del método modificado de la secante que para la del método de Steffensen. Por tanto, las
condiciones que garantizan la convergencia semilocal del método de Steffensen son mas
restrictivas que las que garantizan la convergencia semilocal del método modificado de
la secante.

5.3.1. Construccion del método

Nuestro objetivo inmediato va a consistir entonces en asegurar que para un par
(64,7) que satisfaga las condiciones del corolario 5.7, es decir, que (5,,7) esté dentro
del dominio de pardmetros del método modificado de la secante, obtengamos un par
(6, By,) que satisfaga las condiciones del corolario 5.3, después de realizar un cierto
numero N, de iteraciones con el método modificado de la secante, y asi asegurar la con-
vergencia del método de Steffensen al empezar este método en la iteracién N, obtenida
previamente mediante el método modificado de la secante. Cuando esto ocurra, pode-
mos considerar el par (Sy,, By,) como par inicial (5, 8) para el método de Steffensen.

Para ello, construimos una sencilla modificacion del método de Steffensen que sea
convergente cuando se tomen como puntos de salida los mismos que en el método mo-
dificado de la secante que garantizan su convergencia. Asi, consideramos el siguiente
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método iterativo hibrido (predictor-corrector):

( Z_1,%0 € Q:

< zj+l =Zj_[z—l)ZO;F:|_1F(Zj)J J =O, 1)'“;N0_1; (5 22)
Xo =2y, €1, '

Xn41 = Xp— [xna Xn + F(xn)a F]_IF(xn): nz 09

\

donde z_; y 2, satisfacen las condiciones del corolario 5.7 y x, satisfaga las condiciones
del corolario 5.3.
Para que (5.22) sea convergente, nos planteamos entonces dos cuestiones:

1. Localizar z_; y 2z, de manera que el método predictor (método modificado de la
secante) sea convergente.

2. A partir de la convergencia del método predictor, garantizar la existencia de un
valor N, € N tal que zy, se pueda tomar como punto inicial x, = zy a partir del
cual esté asegurada la convergencia del método corrector (método de Steffensen).

Asi, utilizaremos el método modificado de la secante durante un numero finito de
pasos N, hasta que zy, = x, cumpla las condiciones exigidas para que el método de
Steffensen sea convergente ,y después, aplicaremos el método de Steffensen en vez del
método modificado de la secante. La clave del problema reside entonces en garantizar
la existencia de Nj,.

5.3.2. Convergencia semilocal del método

A continuacion, estudiamos la convergencia semilocal del método iterativo hibrido
(predictor-corrector) (5.22). A partir del método predictor (método modificado de la
secante), consideramos la siguiente situacién. Dadas las aproximaciones iniciales z_; y
2y, consideramos la sucesion {z,} dada por el método modificado de la secante y

lzo—2z_1ll =a, [[F(2o)ll < &y, ||[Z—1,20;F:|_1|| <v.

Para que el método modificado de la secante sea convergente, se tienen que cumplir las
condiciones del corolario 5.3. Después, iterando se van definiendo los pares (6,, f3,,)-
En primer lugar, observamos que la definicion del par inicial (6,, 8,) para el méto-

do de Steffensen es inmediato sin mas que tener en cuenta que f3, = m.
- 0

continuacién, procedemos de la siguiente forma.

e Primer paso del método predictor: definicién del par (64, ;).
Notemos

1F (2,

IA

IL1 — Lol ll21 — 2ol

(L + K(|lzg — 21|l + |2, _ZOH)) |z — 2ol
(L +K(a+y50)) 10,
y(L+K(@2r+a))d,

Mb,= 04,

IA A

A
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5.3. Método iterativo hibrido (predictor-corrector)

11— Lg Al

IA

1L Lo — Ayl

Y(L + K(llzy — 21|l + llz1 — 20l + ||F(21)||))
v (L +K(2llz, —2oll + 120 — 21| + IF (z)ID))
y(L +K(2r+a+51))

}/(L +K(2r+a+M50))

Q,

IAIN A

IA

_ _ Y
||A11|| =||[z1,21 + F(21); F] 1” < m = f1,

siempre que
Q:}f(L +K(2r+a+M60))<1. (5.23)

Ademés, 6, = M6, < 6, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).

e Segundo paso del método predictor: definicién del par (5, 55).
Notemos

IF (z)l

IA

1L — Loll llz2 — 24l

IA

(L + K([lz1 — 21 [ + [l2, _Zo”)) ll2o — 21|l
(L +K(2r +a)) [ILGH [ IF (2l
y(L+K(@2r+a))o,

Mb, =6,

IA

A

11— Ly A

IA

1L NI — Agll

v (L +K(llzs — 2111 + llzo — 20|l + [IF (2,)11))
Y(L + K (2|25 — 2ol + ll20 — 24 || + ||F(22)||))
}/(L +K(2r+a+62))
r(L+K(@2r+a+M?25,))

}f(L +K(2r+a+M60))

Q,

A IAN A

A

5 - 1
”A21” = [I[23,2, + F(2,); F1 || < m = P,

siempre que Q < 1. Ademds, 6, = M5, < §,, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).
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e n-ésimo paso del método predictor: definicién del par (6, f3,,)-
Notemos

IFGEII < 1Ly — Lol 12, — 2ol
(L +K(llzpy — 241l + 12, — 201D 12, — 254
(L +K@r+a) 1L IF(z, )]
y(L+KQ2r+a))d,;
Mb, =6,
1L HIZo — Ayl
¥ (L + K2, — 24| + 12, — 2ol + 1Fz)I))
v (L +K(2lI2, — 2|l + 120 — 24 || + IF (z,)ID)
y(L +K(2r+a+6n))
r(L+K@r+a+M"5,y))
y(L+K(2r+a+M50))
= Q,
1A = 20+ F 25 FT ) < —— = B,

—-Q
siempre que Q < 1. Ademads, 6, = M"6, < §,, puesto que M < 1 si se cumple (5.23).

A IA

A

-1
11— Ly Al

o IA IANIA A

A

Una vez construido el par (6, 8,,) a partir de las sucesiones {6, } y {f3,}, tenemos que
asegurar la existencia de un N, € N tal que el par (S, By, ) satisfaga las condiciones de
convergencia exigidas al método de Steffensen en el corolario 5.3. Si observamos las
condiciones (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3 y tenemos en cuenta que 6,, < 6,_;
y B, = == = constante, Yn € N, por ser M < 1y Q < 1, entonces podemos asegurar las
51gu1entes tres afirmaciones.

Primero, siempre que

oc(1—2LB)—KPBo?*>0, (5.24)
donde 8 = ——, existird N; € N tal que se cumpla la condicién (5.11) del corolario 5.3;
es decir,

an(l - LﬁNl _KﬁNl 5N1) +o(1— 2L/5N1 _KﬁNl("le1 + 5Nl)) —KﬁNlo'z >0,

donde 1y, = 6y, By, -
Segundo, siempre que

2L[3—K[30+\/8K[5 [c(1—-2LB)—KBo?] <1, (5.25)

donde 8 = ——, existird N, € N tal que se cumpla la condicién (5.12) del corolario 5.3;
es decir,

2L/5N2 + KﬁN2(5N2 - TINZ) _KﬁNZO'
+ /8K By, [y, (1 — LBy, — K By, 8y,) + 0 (1 — 2L By, — K By, (i, + 5,) — KBy, 0% ] < 1,
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donde Ny, = 19) N, IJ’NZ. Notemos que (5.25) implica (5.24).
Tercero, siempre que

1—2LB—3KBo + \/(ZL/o’ —KBo—1)*+8KB[KBo>+0(2L—1)] >0, (5.26)

donde 8 = ﬁ, existird N5 € N tal que se cumpla la condicién (5.14) del corolario 5.3;
es decir,

1-— 2L/3N3 - SKﬁNgo' _KﬁN35N3 - 3K/3N377N3
+\/(2L/5N3 "‘I</51\13(5N3 _nNg)_KﬁN3O- —1)*+ 8K/3N3[- ..] >0,

[...]= K/jN30'2 + 77N3(L/5N3 +K[5N35N3 -+ (3'(211/5N3 +K/5N3(TIN3 + 5N3)_ 1),

donde 1y, = Oy, B,
3 3 -3 7 . .

En consecuencia, podemos tomar N, = max{N;, N,, N3}, elegir x, = zy, y aplicar el
método de Steffensen a partir de la aproximacion inicial x, = 2y, para garantizar la
convergencia del método hibrido (5.22).

Para terminar, resumimos todo lo anterior en el siguiente resultado.

Teorema 5.8. Sea X un espacio de Banachy F : Q2 € X — X un operador no lineal definido
en un dominio abierto convexo no vacio 2. Supongamos que existe [x,y;F] € £(X,X),
Vx,y € Q, (x # y)y que se cumplen las condiciones (H,)-(H,), (Cs), (5.19), (5.21),
(5.23), (5.25), (5.26) y B(zq,1) C €, donde r estd dado en (5.20). Entonces, existe un
N, € N tal que, para x, = zy,, la sucesién {x,} dada por el método hibrido (5.22) estd bien
definida y converge a una solucion de F(x) = 0.

5.4. Aplicacion

[lustramos ahora el estudio realizado anteriormente con dos sistemas no lineales
siendo uno diferenciable y otro no diferenciable.

Consideramos el caso particular del problema conservativo dado en la seccion 1.5.2 'y
descrito por la ecuacién (1.25) con las condiciones de contorno (1.26). A continuacion,
tal y como se hace en la seccién 1.5.2, lo transformamos en el sistema de ecuaciones no
lineales (1.28). Asi,

F(x)=Ax+h?*, =0, F:R™—R", (5.27)
donde
X ¢ (x;) -2 1 0 - 0
e | P | s T e
: * : ’ : : SR ’ m+1
. o) O 0 0 -~ =2

A partir de ahora centraremos nuestra atencién en la resolucién de dos sistemas
particulares de la forma (5.27), siendo uno diferenciable y otro no diferenciable.
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5.4.1. Sistema de ecuaciones no lineales diferenciable

La distribucién constante de la temperatura se conoce en una varilla homogénea de
longitud 1 en la que, como consecuencia de una reaccién quimica o algiin proceso de
calor, el calor se genera a una velocidad ¢ (x(t)) por unidad de tiempo y por unidad de
longitud, siendo ¢ (x(t)) una funciéon dada por el exceso de temperatura x de la varilla
sobre la temperatura circulante. Consideramos el problema en el que al final de la va-
rilla, t = 0 y t = 1, se mantienen esas temperaturas, discretizamos el correspondiente
problema de contorno dado por (1.25)-(1.26), y aproximamos una solucién del siste-
ma no lineal que surge de la discretizacion. Por ejemplo, elegimos la ley exponencial,
¢ (x(t)) = exp(x(t)), para la generacién del calor.

Teniendo en cuenta ahora que la solucion de (1.25)-(1.26) con ¢ (x(t)) = exp(x(t))
es de la forma

1
x(s) = f G(s,t)exp(x(t))dt, (5.28)
0

donde G(s, t) es la funcién de Green en [0,1] x [0, 1], podriamos localizar la solucion
x*(t) en algiin dominio. Asi, tendriamos

1
1" ()l = g exp(lix"(s)lD) < O,

de modo que ||x*(t)|| € [0, p;]U[@4, +00], donde p; =0.1444...y p, = 3.2616... son
las dos raices reales positivas de la ecuacién escalar 8t —exp(t) = 0.

Observando el resultado de convergencia semilocal presentado anteriormente, ve-
mos que sélo se podria garantizar la convergencia semilocal a una soluciéon x*(s) que
verificase ||x*(s)|| € [0, o,]. Asi, considerariamos el dominio

Q = {x(s) € C*[0,1]; lIx(s)Il < log(7/4), s €[0,11},

ya que o; < log(%) < P,.
A la vista de cudl seria el dominio 2 para la ecuacién (5.28), podemos considerar
(5.27) con F: QCR®*—>R%y
Q= {x e R ||x|| < log(7/4)}.

De acuerdo con lo anterior, consideramos v, = (exp(x;), exp(x,),...,exp(xg))". Por
tanto, la primera derivada de la funcion F definida en (5.27) esta dada por

F'(x) = A+ h*diag(v)),
donde v, = (exp(x;), exp(x,),...,exp(xg)). Ademas,
F'(x) — F'(y) = h*diag(z),

donde y = (y1, Y2, -- ,J’s)t y z = (exp(x;) — exp(y;), exp(x,) — exp(¥s),...,exp(xg) —
exp(ys)). Ahora,

/ _ / 2 4 ) _
IF'(x) = F'(y)Il < h* max [exp(c,)| [Ix— Il
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donde ¢ =(cy,¢y,...,c8)" € Qyh= %, de modo que
/ / 7 2
|F'(x) = F'(y)l| < Zh llx—yll. (5.29)
Considerando (véase [88])
1
[x,y;F]= J F'(tx+(1—-1)y)dr,
0
teniendo en cuenta
! 1
f ltx—w)+(1—1)y—v)ldT < E(IIX—UII +ly—vlD,
0

y (5.29), tenemos

Ixy; F1-[wv;F]ll < f IF' (vx+ (1 —7)y)—F' (ru+(1—1)v) [l dT
0

IA

7 1
thf (tllx—ull+ (1 =7)lly—vi)dz
0

7
= ghz(llx—ull+lly—V|l)-

En consecuencia, L=0y K = 578.
Eligiendo como punto de salida x, = (0,0, ..., 0)", se obtiene 6 = 8%, p=11.177516...
y o = 2.260068..., de manera que la condicion (5.12) del corolario 5.3 no se verifica,

pues
2LA+KB(6—n)—KPo
+4/8KB[n(1—LB—KBS) +0(1—2LB—KP(n+6))—KPo> | =1.008409...> 1

Por tanto, segun el corolario 5.3, no podemos aplicar el método de Steffensen para
aproximar una solucién discreta de (5.27) con ¢ (s) = exp(s).

En cambio, si que podemos aphcar el rnetodo modificado de la secante considerando
como puntos de salidaz_; = (10 00 10 “yz4,=1(0,0,...,0)". En este caso obtenemos

=, 00= 81, y =11.237220... y las condiciones (5.19) y (5.21) del corolario 5.7 se
cump?en pues

v(L +K(a—21,)) + v/8Kyny(1 + Kyn,) = 0.348583... < 1,

Kyny,=0.016840...<1,

B(zy,7) C Q=B (O, log(g)), donde r = 0.142949. .. Por tanto, el método modificado

de la secante converge a una solucién de (5.27) con ¢(s) = exp(s), la aproximacién a
la solucién viene dada por el vector x* = (x}, x;,...,x;)" dado en la tabla 5.1 y después
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n x?‘ n xlf" n x;“ n xf
1| 0.05481058...| 3 ]0.12475178... | 5 0.13893761... | 7 | 0.09657993...
21 0.09657993... || 4| 0.13893761... || 6 | 0.12475178... | 8 | 0.05481058...

Tabla 5.1: Aproximacion de la solucién x* de (5.27) con ¢(s) = exp(s)

||z, —x*| |F (z,,)l|
4.5189...x 107" | 8.6355...x 1072
1.3893...x 107! | 1.2345...x 1072
2.0650...x107* | 3.5930...x 10>
1.8172...x107° | 2.4568...x 1077
1.6473...x107° | 2.1641...x107°
1.4969...x1071° | 1.9617...x 107!
1.3603...x 10712 | 1.7826...x 10713
1.2364...x107'* | 1.6200... x 107%°

AU A WNRPR OIS

Tabla 5.2: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {||F(z,)||}

de siete iteraciones con una tolerancia de 107*¢. Observamos que ||x*|| = 0.138937... <
log(%) y X* es Uinica en la bola B(z,,0.142949...). En la tabla 5.2 se muestran los errores

||z,—x*|| utilizando el criterio de parada ||z,—z,_,|| < 107!°. Notemos que el vector dado
en la tabla 5.1 es una buena aproximacién de la solucién del sistema (5.27) con ¢(s) =
exp(s), pues ||F(x*)|| < C x 107, Mostramos la sucesién {||F(z,)||} en la tabla 5.2.

Por otra parte, es facil ver que se puede aplicar el método hibrido (5.22) porque se
cumplen las condiciones (5.23), (5.25) y (5.26) del teorema 5.8, puesto que

Q=71 (L+K(@2r+a+M5,))=0.046914... <1,
2LB—KPBo ++/8KB[ oc(1—2LP)—KBo? | =0.992752... < 1,
1—2LB —3KBo ++/(2LE —KBo —1)2 +8KB[KPo? +0(2LF —1)] = 0.272879...> 0,

respectivamente, de manera que estd garantizada la convergencia semilocal del método
(5.22) para un cierto N, € N. Asi, la primera aproximacién dada por el método modifica-
do de la secante (N, = 1) cumple las condicines (5.11), (5.12) y (5.14) del corolario 5.3:

nNO(l_LﬁNO _KﬁNO5NO)+O-(1_2L/3NO _KﬁNO(T’NO +6N0))_KﬁNOO-2 - 1.634456. . > O,

ZLﬁNO + KﬁNO(5NO - TINO) - KﬁNOO'

++/8K By, [ My, (1 — LBy, —K By, 8x,) + 0(1 — 2L By, — K By, (1, + 6,)) — KBy, 02 |
= 0.988806...< 1,

1—2Lfy, — 3K By,0 — KfBy,6n, — 3K By, N,

++/(2LBy, + KBy, (8, — My,) — KBy, 0 —1)* + 8K By, [...]=0.337742...> 0,
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donde [ ] = KBy, 0% + Ny, (LBy, + KBy, 0n, — 1) + 0(2LBy, + KBy, (1, + Ox,) — 1),
respectivamente.

Por tanto, después de una aproximacién del método modificado de la secante, pode-
mos aplicar el método de Steffensen para aproximar la solucion x* dada en la tabla 5.1,
que se obtiene después de dos aproximaciones mas con el método de Steffensen con
una tolerancia de 1071, En la tabla 5.3 se muestran los errores ||x, — x*|| y la sucesién
{l|F(x,)||} utilizando el mismo criterio de parada que antes.

|Ixn — 7| IF ()
4.5189...x 1071 | 8.6355...x107%
1.3893...x 107! | 1.2345...x107?
2.0650...x107* | 3.5930...x 107
1.9072...x1077 | 2.4981...x 1071

N|— O =S

Tabla 5.3: Errores absolutos obtenidos con el método hibrido (5.22) y {||F(x,)I|}

5.4.2. Sistema de ecuaciones no lineales no diferenciable

Consideramos ahora un sistema no diferenciable de ecuaciones no lineales, el dado
por (5.27) con

1
Ve =(V1, V9. sVg)s V= gxl? + |x;| + 1, i=1,2,...,8. (5.30)

Notemos que si consideramos un sistema de ecuaciones del tipo (5.27), donde la
funcion ¢ (s) es no diferenciable, entonces la funciéon F es no diferenciable y satisface
(5.3) con w(0,0) # 0 (como veremos mas adelante), no podemos aplicar los resultados
de convergencia semilocal en los que w(0,0) = 0 y que generalmente son los que se
aplican.

Como en R® podemos considerar diferencias divididas de primer orden que no ne-
cesitan que la funciéon sea diferenciable [88], consideramos la diferencia dividida de
primer orden dada por [u,v;F] = ([u,v; F]ij)?’j:1 € 2(R8,R®), donde

1
[u,V;F:Il] = ﬁ(Fl'(ul,...,uj,Vj+1,...,v8)_Fl‘(u1,...,uJ'_]_,Vj,..-,VS)),
iV

u=(uy,uy,...,us) yv=_(v1,v,,...,vg)", de modo que

[u,v;F] =A+ h*diag(z),

] =y . 7 4 :
Sy M, parai=1,2,...,8, yh= %. Asi, para la norma del médximo,

3 u;—v;

donde z; =

X; —U; —v. x| =1y u;| —|v;
Dy F]— s | < e |0y 2= bl =il =l

1<i<8 3 3 X;—Y; u,—v;
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)

;| — 1yl _ ;| — |y
Xi —JYi U —v;

7

1
Shz(— méx|xi—ul—+yl——vi + max

3 1<i<8 1<i<8

2
= g(llx—ull +lly—vI) +2h* = w (Ix—ull, [ly—viD),

_ 2 stt _ 2 _ 1
de manera que w(s,t) =h (T +2), L=2yK=5:
Ademas, ||A|| =4y

1 1
||Vx” < — méx |x12| + lrrslla's)élxil +1< §||x||2 + [|x]] + 1.

3 1<i<8

De esta ultima expresion se sigue que

1
IF < 4llx] + 12 (gnxnz Il + 1) — g(IxID.

Luego ||[F(x)|| no estd acotada porque g(s) es una funcidn creciente, y por tanto, no
podemos aplicar el corolario 5.3.

Para solventar la dificultad anterior y poder aplicar el corolario 5.3, una alternativa es
localizar una raiz de la ecuacién (5.27) en algtin dominio y buscar alguna cota superior
para ||F(x)|| en él. Para esto, teniendo en cuenta que ||JA™}|| = 10 y que la solucién x* de
(5.27) y (5.30) satisface

Il < R2IAT ) vy

se obtiene 10||x*||> — 213||x*|| + 30 > 0, de modo que ||x*|| € [0, p;]1U[©,, +00], donde
p; =0.141789...y p, =21.158211... son las dos raices reales positivas de la ecuacion
escalar 10t2—213t +30=0.

A partir de lo anterior, podemos considerar F : Q ¢ R® — R® con

b

Q= {xeR® |x|| <7/10},

ya que p; < % < p,. En este caso, a partir de (5.27), |F(x)|| < 2.823004...=o0.

Si elegimos como punto de salida x, = (0,0,...,0)”, obtenemos 6§ = é y B =
11.174798..., de manera que la condicion (5.12) del corolario 5.3 no se verifica, ya
que

2LB+KPB(O6—n)—KPBo
+4/8KB[N(1—LB—KBS) +0(1—2LB—KP(n+85))—KPo? ] =1.016375...> 1.

Por lo tanto, segun el corolario 5.3, no podemos aplicar el método de Steffensen para
aproximar una solucién de (5.27) con (5.30).
En cambio, si que podemos aplicar el método modificado de la secante. Para ello,

T
basta con tomar como puntos de salida z_; = ( 1 1 ..,—%) vz, =(0,0,...,0)".

10 107
En este caso, obtenemos a = %0, 0p = é, y = 9.019689... y las condiciones (5.19) y

(5.21) del corolario 5.7 se cumplen, puesto que

v(L +K(a—21,)) + v/8Kyn,o(1 + Kyn,) = 0.400369... < 1,
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Kyn, =0.004133... <1,

B(zy,1r) C Q = B(O,%), donde r = 0.145009... Luego el método modificado de
la secante converge a una solucion de (5.27) y (5.30), la dada por el vector x* =

(x},x5,...,x3)" en la tabla 5.4, después de diecinueve iteraciones con una toleran-
cia de 1071%, Observamos que ||x*|| = 0.13855711... < 1—70 y X* es Unica en la bola

B(zy,0.145009...). En la tabla 5.5 mostramos los errores ||z, — x*|| utilizando el crite-
rio de parada ||z, —z, ,|| < 107'. Notemos que el vector dado en la tabla 5.4 es una
buena aproximacion de la solucién del sistema (5.27) con v, definido en (5.30), ya que
|IF (x*)|| < C x 107'°. Mostramos la sucesién {||F(z,)||} en la tabla 5.5.

n x¥ n x¥t n X n X

110.05468713... | 3 [0.12442184 ... || 5 [0.13855711... | 7 [ 0.09634112...
2 10.09634112... | 4 | 0.13855711... | 6 | 0.12442184... || 8 | 0.05468713...

* *

Tabla 5.4: Aproximacion de la solucién x* de (5.27) y (5.30)

||z, — x*|] IF (z,)l|
2.3855...x 107! | 1.1362...x 107!
1.3855...x 107! | 1.2345...x 1072
2.7202...x 1072 | 2.8463...x 1073
5.3229...x107° | 5.7127...x 107
1.0416...x107% | 1.1224...x107*
2.0387...x107% | 2.1982...x 10
3.9903...x107° | 4.3029...x107°

e T A WDNER ORS

18| 1.9859...x 107 | 2.6627...x 1071°

Tabla 5.5: Errores absolutos obtenidos con el método modificado de la secante y {||F(z,)||}

Por otra parte, es facil ver que se puede aplicar el método hibrido (5.22) porque se
cumplen las condiciones (5.23), (5.25) y (5.26) del teorema 5.8:

Q=7 (L+K@2r+a+M§,))=0.237293... < 1,

2LB—KPBo ++/8KB[ oc(1—2LP)—KBo? | =0.999986... <1,

1—2LB —3KBo ++/(2LE —KBo —1)2 +8KB[KBo? + (2L —1)] = 0.007699...> 0,

respectivamente, de manera que estd garantizada la convergencia semilocal del método
(5.22) para un determinado N, € N. Por tanto, después de dos aproximaciones del
método modificado de la secante (N, = 2), se cumplen las condiciones (5.11), (5.12) y
(5.14) del corolario 5.3:

nN()(l_LﬁNo _KﬁN06N0)+O-(]‘_ZLﬁNO_KﬁNO(T’NO +6N0))_K/5N00-2 == 0.885410 el > 0,
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ZLﬁNO + KﬁNO(5NO - TINO) - KﬁNOO'

+1/8K By, [ My, (1 — LBy, —K By, 8x,) + (1 — 2L By, — K By, (1, + 6,)) — KBy, 02 |
=0.998721...<1,

1-— 2L/5N0 - 3K/5N00' _KﬁNO5NO - 3K/5N077N0
+4/ LBy, + KBy, (85, —1n,) — KBy, 0 —1)2 + 8Ky [...]=0.087772...> 0,

donde [ ] = KBy, 0% + Ny, (LBy, + KBy, 0n, — 1) + 0(2LBy, + KBy, (1, + Sx,) — 1),
respectivamente.

Ahora, después de dos aproximaciones del método modificado de la secante, pode-
mos aplicar el método de Steffensen para aproximar la soluciéon x* dada en la tabla 5.4,
que se obtiene después de tres aproximaciones con el método de Steffensen y una tole-
rancia de 107'°. En la tabla 5.6 mostramos los errores absolutos ||x, —x*|| y la sucesién
{IIF (x,)||} utilizando el mismo criterio de parada que antes.

n ||x, — x| || F (x,)ll
—1] 2.3855...x107" | 1.1362...x 107!
1.3855...x 107! | 1.2345...x 1072
2.7202...x 1072 | 2.8463...x 1073
5.3229...x107% | 5.7127...x107*
8.5147...x 1077 | 1.0405...x 1077
2.1147...x 107 | 2.6189...x 107

A WOINRRL O

Tabla 5.6: Errores absolutos obtenidos con el método hibrido (5.22) y {||F(x,)I|}
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Conclusiones y cuestiones abiertas

A lo largo de toda esta memoria, dos han sido las cuestiones que mas nos han preo-
cupado y a las que hemos tratado de dar respuesta. Por un lado, nos hemos preocupado
de analizar la convergencia semilocal de métodos iterativos que no utilizan derivadas,
tanto con memoria como punto a punto, cuando se aplican a la resolucién de ecuaciones
no lineales, destacando el nuevo punto de vista, introducido y basado en una técnica de
demostracion novedosa que consiste en una sencilla modificaciéon de la teoria de las re-
laciones de recurrencia desarrollada a lo largo de todos estos ultimos afios por nuestro
grupo de investigacion PRIENOL, dando lugar a resultados méds que interesantes, como
se puede ver en numerosas publicaciones ([40], [41], [44], [45], [56], [58]).

Tal y como hemos visto, esta nueva técnica tiene la ventaja de que se puede aplicar
a situaciones en las que el operador implicado en la ecuacién a resolver es no diferen-
ciable, lo que ya no es tan comun en la literatura matematica que trata el estudio de
la convergencia semilocal de métodos iterativos. Esto no ha sido un inconveniente para
recordar otras técnicas de demostracion de la convergencia semilocal, como es la co-
nocida técnica de la sucesiones mayorizantes, que originalmente fue desarrollada por
Kantorovich para probar la convergencia semilocal del método de Newton en espacios
de Banach y que después ha sido utilizada frecuentemente por otros autores como para
que en la actualidad sea la técnica cldsica por antonomasia, sin olvidarnos, por supuesto,
de la técnica basada en relaciones de recurrencia desarrollada por el grupo PRIENOL.

Hay que destacar especialmente las ventajas que presenta la nueva técnica de de-
mostracion de la convergencia semilocal que permite mejorar los dominios de puntos
de salida de los métodos iterativos aqui considerados y, como hemos indicado anterior-
mente, estudiar situaciones en las que el operador implicado no es diferenciable.

Por otro lado, la obtencidn de aproximaciones iniciales suficientemente buenas co-
mo para que los métodos iterativos aqui considerados fueran convergentes ha sido el
otro aspecto al que hemos prestado especialmente nuestra atencién en esta memoria.
Para llevar a cabo este logro nos hemos apoyado en alguna de las caracteristicas que
tiene la nueva técnica de demostracién de la convergencia semilocal y, sobre todo, en la
construccion de métodos iterativos hibridos (predictor-corrector) que, al combinar dos
métodos iterativos, uno con un dominio de puntos de salida amplio y otro con una buena
velocidad de convergencia, tiene la utilidad de poder aprovechar la ventaja de cada uno
de los dos métodos iterativos que combina, dando lugar asi a métodos iterativos que se
pueden tener en cuenta a la hora de resolver ecuaciones no lineales.

Ala hora de aproximar soluciones de ecuaciones no lineales mediante métodos itera-
tivos hemos tenido en cuenta el hecho de que la derivada primera Fréchet del operador
implicado fuese dificil de evaluar en cada paso de iteracidn, costosa de calcular o que
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no existiese. Por esto, hemos considerado métodos iterativos que no utilizan derivadas.
Para ello, nos hemos apoyado en el método de Newton aproximando la derivada del ope-
rador que aparece en su algoritmo por una diferencia dividida de primer orden, dando
lugar asi a dos clases de métodos iterativos: los métodos tipo secante, que se obtienen
a partir de la interpretacién geométrica de los métodos de Newton y de la secante en el
caso real, y el método de Steffensen, que se construye a partir de la idea de mantener el
orden de convergencia del método de Newton.

Siguiendo en la linea de esta memoria, varias son las cuestiones que quedan abiertas
para tratar de estudiar en un futuro inmediato. Dos ideas que surgen de forma natural
después de la lectura de esta memoria son: por un lado, la construccion de métodos
iterativos a partir de la aproximacién de las derivadas que aparecen en los algoritmos
de métodos iterativos de orden superior mediante diferencias divididas; y por otro lado,
utilizar diferentes diferencias divididas para aproximar la derivada primera del operador
que aparece en el método de Newton. Siempre manteniendo el orden de convergencia
de los métodos iterativos originales. Con respecto a la primera idea, podriamos partir
de métodos punto a punto de tercer orden como son los métodos de Halley ([42]) y de
Chebychev ([106]). Con respecto a la segunda, podriamos utilizar procedimientos de
interpolacién lineal parecidos al presentado por Kurchatov para el método de Newton
en [74] y posteriormente mejorado por Shakno en [96].

Hemos puesto de manifiesto en esta memoria que el hecho de no tener que evaluar
la derivada del operador implicado en cada paso de la iteraciéon de un método iterativo
es importante, como consecuencia de que ésta puede no existir o ser costosa de evaluar.
Esté claro entonces cudl seria un siguiente paso: no tener que calcular operadores inver-
sos en la aplicacién de un método iterativo, dando lugar asi a procesos iterativos “libres
de inversos”. Esta idea la introduce Moser en [81] donde modifica el método de New-
ton introduciendo una aproximacion del inverso de la derivada primera en cada paso
de la iteracion y presentando un nuevo método tipo Newton que no evalia operadores
inversos y que utiliza la misma cantidad de informacién en cada paso que el método
de Newton. Este método fue mejorado primero por Ulm ([100]) y redescubierto mas
tarde por Hald ([57]). La idea que surge de todo lo anterior para desarrollar en el fu-
turo consiste en extender lo propuesto por Moser para el método de Newton a otros
métodos iterativos que no utilicen derivadas, procurando ademds no perder velocidad
de convergencia.

Recientemente, han aparecido métodos tipo Steffensen éptimos de cuarto orden que
no utilizan derivadas [78] y [91]. Pensamos que es factible encontrar otros métodos de
la misma clase de 6rdenes superiores, que puedan ser (o no) éptimos. Un enfoque tradi-
cional en los métodos tipo Steffensen ([1], [ 7]) para sistemas no lineales es la sustitucion
de cada una de las derivadas parciales que componen la matriz jacobiana por su corres-
pondiente diferencia dividida. Conjugando las dos ideas que acabamos de exponer, se
puede pensar en el disefio de métodos en los que no se haga uso de la matriz jacobiana
ni de su aproximacion por diferencias divididas, como por ejemplo, métodos tipo Broy-
den, conservando en la medida de lo posible el orden de convergencia del método de
partida.

Compaginar las distintas técnicas de demostracion de la convergencia semilocal de
un método iterativo que se han presentado en esta memoria es una cuestion interesante
de abordar porque podria permitir mejorar los dominios de los puntos de salida del
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método iterativo. Habria que analizar con detenimiento el tipo de condiciones iniciales
que habria que imponer.

No queremos terminar sin recordar algunas de las fuentes de inspiracién que hemos
tenido a lo largo de la elaboracién de esta memoria en algin momento u otro, aunque
no hayan sido objeto de un estudio detallado: [15], [14], [2], [8], [6], [24], [25], [28],
[29], [33], [54], [55], [104], [105]. La mayoria de sus autores han colaborado de una
forma u otra con nuestro grupo de investigacion PRIENOL. A todos ellos, una vez mas,
gracias.
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- ¢Por favor, podria indicarme qué direccion he de seguir?

- Eso depende - le contestd el Gato — de adonde quieras ir.

- No me importa el lugar — dijo Alicia.

- En ese caso - le contesto el Gato — tampoco importa la direccién que tomes.

Alicia en el pats de las maravillas, 1865

« Puedes llegar a cualquier parte, siempre que andes lo suficiente »

Lewis Carroll, 1832-1898
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