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L eer y leer. Libros, articulos, notas...

O rganizar los apuntes, las ideas

R ecopilar informacién de los sitios mas insospechados
E scuchar las sabias palabras de los que nos precedieron
N avegar, ;porqué no? en el ciberespacio

Z ozobrar ante la adversidad y resurgir de nuevo

O lvidar los malos momentos

y recordar siempre los buenos.

D isfrutar de cada dia como si fuese el tltimo,

I nvestigar los porqués y los como,

A prender cada momento un poquito,

N o dejarse abatir por el cansancio y

A lcanzar una ilusién de la ninez.
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Introduccion

Cuando trabajamos con estructuras algebraicas, es interesante conocer las pro-
piedades que verifican para poder clasificarlas. A investigar estas propiedades y a
clasificar diferentes familias de algebras han dedicado su tiempo matematicos de
todas las épocas, utilizando las herramientas disponibles en cada momento.

Nuestra investigacion se ha centrado en una nueva herramienta, las derivaciones
ternarias -que extiende la idea de derivacién que se venia empleando para clasifi-
car ciertos tipos de &dlgebras- y un conjunto, el nucleo alternativo generalizado,
muy relacionado con ellas. Para saber si esta nueva herramienta es 1til, necesitaba-
mos comprobar si las clasificaciones que obtenemos son compatibles con las que se
obtenian con las herramientas anteriores, y si de algin modo «refinan» estas clasi-
ficaciones, y hemos comenzado esta comprobacién del modo més natural, con las
algebras conceptualmente «mas sencillas»: las dlgebras de Cayley—Dickson generali-
zadas y las dlgebras de divisién reales de dimensién finita. Los resultados obtenidos
son tan numerosos que han copado el alcance de esta tesis.

El primer contacto que tenemos con las matematicas se produce cuando nace-
mos, que nos pesan y nos miden, y nos asignan un numero en el test de Apgar.
A partir de ese momento, en toda nuestra infancia, incluso antes de ir al colegio,
nos rodean los nimeros naturales— tiene 13 meses, va a cumplir 2 anitos, vive en el
nimero 19 de Pio XII- y aprendemos a manejarlos y a realizar con ellos operaciones.

La suma, la resta y el producto no representan ningin problema (bueno, la
resta a veces si, pero es ficil comprender los enteros), pero en el momento en el que

aparece la division en escena tenemos que hacer mas grande el conjunto en el que



nos movemos e introducir @, los racionales. Enseguida se nos queda pequeno este
nuevo universo y conocemos al que nos acompanara durante toda nuestra vida: R,
que para la mayoria es suficiente, y su inseparable «hermano mayor» C.

El conocimiento que de estos cuerpos y las leyes que rigen sus operaciones tene-
mos, hace que «el orden de los factores no altera el producto» sea una expresién que
ha traspasado los limites de la matematica para convertirse en algo que podemos

oir en una conversacion de sabado por la noche.

Pero, ;qué pasa cuando si lo altera? Pues, sencillamente, que aparece la estruc-

tura de dlgebra de division.

El primer ejemplo de esta estructura fue descubierto por Sir William R. Ha-
milton, que, a mediados del siglo XIX, se plante6 extender la construccion de los
numeros complejos a dimensiones mayores que 2. Si bien Gauss habia representado
—hacia 1831- los complejos como elementos de un plano y el producto como giro,
Hamilton fue el primero en formalizar el concepto de nimero complejo como un
algebra de pares de nimeros reales con las operaciones suma y producto definidas
como en la actualidad. Partiendo de esta construccion, intenté llegar a un modelo
analogo para el espacio tridimensional, buscando la forma de multiplicar ternas de
nimeros reales de modo que la norma euclidea fuera multiplicativa, como ocurre
en el caso complejo. Después de diez anos sin éxito, parece que cruzando el puente
Brougham, en 1843, se le ocurrié que si no se restringia a las tres dimensiones y
en lugar de multiplicar ternas multiplicaba cuartetos podia obtener el sistema que

buscaba.

A partir de los cuaternios de Hamilton, H, Graves en 1844 e independientemente
Cayley en 1845, ampliaron esta construccién a dimensién ocho, dando el producto
(no asociativo en este caso) de los octoniones, @, y cerrando con ello la lista de las
algebras de divisién reales unitarias absolutamente valuadas.

En 1919 L.E. Dickson formaliza una construccién que obtiene el algebra de
Cayley desde los cuaternios del mismo modo que los complejos se obtienen desde
los reales, y en 1942 A. A. Albert la utiliza para obtener, a partir de un cuerpo

cualquiera, familias de algebras con involucién a las que llama dlgebras de Cayley—
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Dickson. La aplicacion de este proceso partiendo de un algebra cualquiera es lo que
se llama proceso de duplicacion de Cayley—Dickson y las algebras que se generan

son conocidas como dlgebras de Cayley—Dyckson generalizadas.

Una de las caracteristicas importantes de una estructura algebraica es su si-
metria, que puede medirse mediante su grupo de automorfismos. En el caso de
un algebra A, este grupo se aproxima mediante su algebra de Lie de derivaciones,
Der(A) (o el algebra de Lie del grupo de automorfismos en el caso real). Desde este
punto de vista, las dlgebras A con una estructura de Der(A) rica deberfan aparecer
a menudo.

Un ejemplo importante es el algebra de octoniones, que sobre cuerpos de carac-
teristica distinta de 2 y 3 tiene un algebra de Lie simple central de tipo G2 como
derivaciones. El dlgebra de octoniones es un caso particular de las algebras cons-
truidas mediante el proceso de duplicacién de Cayley—Dickson, cuyo estudio fue
desarrollado, sobre anillos conmutativos y asociativos, en 1985 por K. McCrimmon
en [33].

Otro ejemplo son las algebras de divisién reales, cuyas algebras de derivacio-
nes describieron en 1981 G.M.Benkart y J.M.Osborn, [5], y fueron utilizadas para
estudiar su estructura, [6]. Mas tarde, en 2004, D. Z. Dokovi¢ y K. Zhao, [12], se
centraron en el estudio de las algebras de divisién cuyos grupos de automorfismos
son grandes.

Recordemos que un dlgebra (no necesariamente asociativa) es de divisién si
para todo = # 0 los operadores de multiplicacién a izquierda, L., y a derecha,
R, son invertibles. En torno a 1958, J. Milnor y R. Bott [34] por un lado, y M.
Kervaire [24] por otro probaron, que dlgebras de divisién reales de dimensién finita
solamente aparecen en dimensiones 1, 2, 4 y 8. La clasificacién de estas algebras
ha sido completamente desarrollada entre 1985 y 2005 para dimensiones 1 y 2
[3, 8,9, 10, 21, 40], pero unicamente se conocen resultados parciales en dimensiones
4y8.

Los isomorfismos preservan toda la informacién algebraica, por lo que cuan-

do estudiamos una familia de algebras definidas mediante condiciones algebraicas,
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cualquier copia isomorfa de un miembro de la familia pertenecera a la familia. Es-
to hace que automorfismos e isomorfismos sean herramientas muy utiles a la hora
de trabajar con familias arbitrarias de algebras. Sin embargo, en ocasiones, los
automorfismos no detectan ciertas simetrias ocultas de las algebras. La siguiente
familia biparamétrica es un ejemplo de esto: dados « y 3 escalares de un cuerpo F
de caracteristica 0 con o # 0 o 8 # 0, definimos un nuevo producto en sli(n+ 1, F')

n > 1 mediante

a+ 0
n+1

Ty = ary + fyr — t(zy)1,

con zy el producto usual de matrices, t(z) la traza de = e I la matriz identidad.
Para todo n > 2, independientemente de « y (3, el dlgebra de derivaciones es
{ad,: x — ax —zala € sl(n+1,F)}. En lo que a automorfismos se refiere, hemos
de considerar todas estas dlgebras «de similar interés». Sin embargo, en la literatura
encontramos que el cason = 2y o = —w?f3, con 1 # w una raiz cibica de la unidad,
corresponde a un &algebra de Okubo, que tiene muchas propiedades interesantes
[16, 17, 18, 19]. Este dlgebra posee una forma cuadratica que admite composicién
aunque no tiene elemento identidad. Si no se ha detectado este caso excepcional,
parece que el estudio de esta familia mediante automorfismos puede ser enganoso.
Cuando tratamos con una familia concreta de algebras tal vez sea més natural
usar un grupo mas grande que el de automorfismos (ver [39] y sus referencias). Las
algebras de division reales de dimension finita forman, probablemente, una de esas
familias.

Para toda &lgebra no asociativa A, su nicleo alternativo generalizado N,y (A)
es siempre un algebra de Malcev con el producto conmutador y, reciprocamente,
toda algebra de Malcev sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3 es una
subdlgebra de Malcev de N,j;(A) para alguna A adecuada [38]. Sobre cuerpos alge-
braicamente cerrados de caracteristica cero, la clasificacién de las algebras simples
de dimensién finita generadas por su nicleo alternativo generalizado aparece en
[35]; son isomorfas a productos tensoriales de dlgebras asociativas simples y cocien-
tes simples de algebras simétricas de octoniones. Hay algunos problemas abiertos

en la teoria de las dlgebras de Malcev relativos a la existencia o no de dlgebras de
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Malcev que verifiquen ciertas propiedades ([11] Parte 1. Problema 81). Encontrar
algebras con grandes &lgebras de Lie de derivaciones ternarias, Tder(A), que pro-
bablemente se relacionen con grandes ntcleos alternativos generalizados, mientras
se estudian familias de algebras no asociativas puede que nos lleve a nuevos ejem-
plos de édlgebras de Malcev. Esto motiva el estudio de N1 (A) y Tder(A) en varias

familias de algebras no asociativas.

Objetivos

El primer objetivo que uno se plantea cuando comienza la andadura hacia una
tesis doctoral es «seguir aprendiendo». Lo que esto significa cambia en funcién de
la persona, en mi caso se trataba de aprender a investigar, aprender mas Algebra,
aprender a reconocer un buen problema... Sinceramente creo que este objetivo sigue
vigente en este momento y espero que por mucho tiempo.

Algunos de los objetivos que nos planteamos cuando presentamos la solicitud

de admisién de la tesis fueron:

= Calcular el algebra de derivaciones ternarias para las algebras de Cayley—

Dickson generalizadas.

= Calcular todas las posibles algebras de derivaciones ternarias para las algebras

de divisién reales de dimensién finita.

= Clasificar las dlgebras de division reales de dimensién finita usando este nuevo

invariante por isotopia, generalizando el trabajo de Benkart y Osborn.

El trabajo con las dlgebras de Cayley—Dickson generalizadas signific6 un acer-
camiento «natural» a las algebras no asociativas, y los resultados obtenidos jus-
tificaron el esfuerzo y motivaron que nos plantedramos la generalizacién a otras
familias de dlgebras, comenzando por las dlgebras de divisién reales de dimension
finita.

Comenzamos la memoria con el Capitulo 1, en el que recordaremos algunas

definiciones y conceptos que seran de utilidad a lo largo de los capitulos posteriores.
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También introduciremos aqui la notacion utilizada, asi como algunos resultados

conocidos.

En el Capitulo 2 centramos la investigacién en las algebras de Cayley—Dickson
generalizadas. Cuando aplicamos el proceso de duplicacién de Cayley—Dickson par-
tiendo de Ay = F (car F' # 2) obtenemos una extensién cuadratica separable de
F, Ay; en el segundo paso, un dlgebra de cuaternios generalizada As; después, un
algebra de octoniones generalizada As; después de este paso aparecen las algebras

A; de dimensién 2¢, que se llaman algebras de Cayley-Dickson generalizadas.

En nuestro estudio, basdndonos en el trabajo de K. McCrimon [33] para deriva-
ciones, calculamos las algebras de derivacién ternarias de las dlgebras A; obtenidas
mediante el proceso de duplicacién de Cayley—Dickson para cuerpos de caracteristi-
ca distinta de 2. Los resultados obtenidos para Tder(A;) revelan que «cierta si-
metria» de los octoniones se pierde cuando hacemos el proceso de duplicacién
de Cayley—Dickson mas alla de ¢t = 3.

También en este capitulo introducimos la nocién de automorfismo ternario de A
y determinamos los automorfismos ternarios de A; cuando t > 4 y la caracteristica

del cuerpo es distinta de 2 y 3.

En el Capitulo 3 se estudia el nicleo alternativo generalizado de las algebras de
division reales de dimensién finita. En los casos en que este nucleo posee dimen-
sion mayor o igual que dos, el algebra de division empieza a acercarse a algebras
obtenidas por el proceso de duplicacién de Cayley-Dickson. Como se vera, se ob-
tienen clasificaciones cuando la dimensién de este niicleo es al menos la mitad de la
dimensién del algebra ambiente. En caso de que la dimensién sea menor, es conve-
niente imponer alguna condicion algebraica extra tal como la flexibilidad o incluso
la asociatividad de las terceras potencias para obtener resultados concretos.

El objetivo del Capitulo 4 es explorar la familia de las dlgebras de divisién
reales de dimension finita utilizando sus derivaciones ternarias, ya que la clase
de isomorfia del dlgebra de derivaciones ternarias es un invariante por
isotopia. Nuestros métodos utilizan la teoria de representacion de las algebras

de Lie simples, por lo que solamente podemos considerar las dlgebras de divisién

6



reales cuyas algebras de Lie de derivaciones ternarias son no abelianas. La familia
de élgebras de divisién reales de dimensién ocho es, aun asi, demasiado compleja,
por lo que en este caso hemos de conformarnos con estudiar aquellas para las que
su algebra de Lie de derivaciones ternarias tiene una subdlgebra simple de rango
toral mayor o igual que dos. Hacer un acercamiento similar suponiendo que haya
una subalgebra simple de rango toral uno parece demasiado complicado para los
métodos que usamos.

Algunos de los resultados obtenidos a lo largo de estos afnos de investigacién
han sido presentados en diversos congresos tanto nacionales como internacionales,
y han aparecido publicados en relevantes revistas internacionales. Asi en el Capitu-
lo 2 se recogen los resultados del articulo Ternary derivations of generalized
Cayley—Dickson algebras publicado en Communications in Algebra [29] y par-
cialmente presentado en la International Conference of Lie and Jordan algebras,
their Representations and Applications organizada por el Instituto de Matematicas
y Estadistica de la Universidad de Sao Paulo en 2002.

Los resultados del Capitulo 4 han sido presentados a medida que los hemos
obtenido en la comunicacién Ternary derivations of real Division algebras
en el Primer congreso conjunto de la AMS y la RSME en Sevilla en 2003; en un
poster presentado en el ICM 2006, y han sido publicados en Linear Algebra and its
Applications [30].

En cuanto al Capitulo 3, la presentacion del estado de nuestra investigacién en
el congreso FEstructuras de Jordan en Algebm y Andlisis, celebrado en Almeria en
mayo de 2009, propicié conversaciones con Erik Darpo que nos hicieron cambiar
ligeramente el enfoque y favorecieron una elegante manera de concluirlo, por lo que

le estoy muy agradecida.






Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de estos Preliminares es preparar al lector para lo que se avecina,
recordando algunos conceptos y resultados que irdn apareciendo a lo largo de la
Memoria. Si bien su lectura puede ser obviada por quien esté familiarizado con el
tema, pretende ser un lugar al que acudir en busca de un recordatorio en caso de
ser necesario.

Comencemos pues con algunas definiciones:

Definicién 1.1.1. Un dlgebra sobre un cuerpo F es un F-espacio vectorial A,
dotado con una aplicacion bilineal -: A x A — A. Denotaremos el producto de
z,y € A mediante x -y, o simplemente xy, y L, : a — xa y R, : a — ax denotardn

los operadores de multiplicacion a izquierda y a derecha por x respectivamente.

Definicién 1.1.2. Dada un dlgebra A, diremos que es Zo—graduada si se puede
descomponer como A = A’G AL con x2yP € A*+8 Vpacan, yscas Yo, B € Ly. Es-
ta graduacion induce una Zy -graduacion en Endp(A) = (Endp(A))°® (Endp(A))!
de modo que dado d € Endp(A) se descompone como d = d°+d" con d*(A%) C A0

para €,0 € Zo. A d° se le llama parte par de d mientras que dl es su parte impar.

Por claridad en la notacién habitualmente sustituiremos los superindices 0 y 1

de las Zy—graduaciones por + y — respectivamente.



Preliminares

Aunque la tnica propiedad que le pedimos al producto es que sea bilineal,
dependiendo de las propiedades que verifique nos proporciona distintos tipos de

algebras.

Definicién 1.1.3. A es un dlgebra de Lie si su multiplicacion es anticonmutativa

(x2 = 0) y se verifica la identidad de Jacobi
(xy)z+ (yz)r + (22)y =0 Vi y.ca (1.1)

A es un dlgebra de Jordan si su multiplicacion es conmutativa (vy = yx) y se

verifica la identidad de Jordan

(zy)x? = x(yx?) Vo yeA. (1.2)

Un dlgebra es asociativa si x(yz) = (xy)z para todo x,y,z € A. Un dlgebra A se
llama alternativa si 2%y = x(vy), yz? = (yx)x para todo x,y € A. Un dlgebra se
dice flexible si verifica (vy)x = x(yx) para todo x,y € A. Un dlgebra se dice de

potencias tres—asociativas si verifica (zz)x = x(zx) para todo x € A.

En un &lgebra conmutativa se cumple que xy = yx para cualesquiera = e y en
A; si el dlgebra no es conmutativa, el producto conmutador mide lo cerca o lejos

que estd de serlo, y se denota por

[z,y] = zy — y.

Es importante recordar que un &lgebra asociativa con el producto conmutador es
un algebra de Lie, y que un dlgebra alternativa con el producto conmutador es un

dalgebra de Malcev, es decir, es anticonmutativa y verifica

[z, 21, [y, 1) = ([l w), 21, 8] + [lly, 21 8], 2] + ([, 8], ), 9] + [[[E, 2], ), 2]

para todo x,y, z,t € A.

Del mismo modo, en un algebra no asociativa es interesante definir el asociador

(z,y,2) = (2y)z — x(yz),
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que da una idea de lo lejos que esta el algebra de ser asociativa. Podemos expresar

las identidades indicadas en la Definicién 1.1.3 como:

(x,z,y) =0 identidad alternativa a izquierda (1.3)
(y,z,x) =0 identidad alternativa a derecha (1.4)
(x,y,2) =0 identidad flexible. (1.5)

En toda &dlgebra alternativa se satisfacen la identidad flexible y las identidades de

Moufang [43]

z(yzy) = ((xy)2)y a derecha (1.6)
(yzy)x = y(z(yx)) a izquierda (1.7)
(zy)(zz) = z(y2)x central. (1.8)

Teorema 1.1.4 (Artin,[43]). En un dlgebra alternativa, cualquier par de elementos

generan un dlgebra asociativa.

Definicién 1.1.5. Un automorfismo de A es una aplicacion lineal f : A — A
biyectiva y tal que
fly) = f(@)f(y) Vayea.

Una derivacion de A es una aplicacion lineal d : A — A tal que

d(zy) = d(x)y + 2d(y) Vayeca.

El conjunto de todas las derivaciones de un dlgebra, con el conmutador [d,d'] =
dd' — d'd, es un dlgebra de Lie que se denota por Der(A) y se llama dlgebra de

derivaciones de A.

Recordemos ahora la definicién de algunos conjuntos notables dentro de las

algebras:

Definicién 1.1.6. Se llama centro conmutativo al conjunto formado por los ele-

mentos del dlgebra que conmutan con todos los elementos
Comm(A) = {c € A| [c, A] = 0}.

11
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Se llama ntcleo asociativo a izquierda, central o a derecha respectivamente a los
conjuntos

Ni(4) = {n[(n, A, A) = 0},
N (4) = {n|(A,n, A) = 0}y
N (A) = {n|(A, A,n) = 0}.
El nucleo asociativo es
N(A) = Nij(A) NNy, (A) NN, (A).

Se llama centro de A al conjunto formado por los elementos que conmutan y asocian

con todos los elementos de A
Z(A) = Comm(A) NN(A).

Un conjunto notable de gran importancia en nuestro trabajo, tanto que forma

parte del titulo de la Memoria, es el nicleo alternativo generalizado.

Definicién 1.1.7 ([35]). El nucleo alternativo generalizado de un dlgebra A se

define como
Nalt(A) = {(L € A ‘ (avxvy) = _(xvavy) = ($7y7 CL) vx,yGA}o

Teorema 1.1.8 ([35]). Sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2, Ny (A)

con el conmutador es un dalgebra de Malcev para toda A.

A la hora de clasificar familias de algebras, se puede utilizar el grupo de au-
tomorfismos asociado y clasificarlas salvo isomorfismo, o bien se puede intentar
utilizar un grupo mas grande que el de automorfismos, que nos dé una clasificacién

«mas fina». De especial interés resultara la clasificacién salvo isotopfia.

Definicién 1.1.9. Dada un dlgebra A con producto xy, y tres aplicaciones lineales
biyectivas 1, p2,03 de A en A, llamamos isétopa de A a la nueva dlgebra que

resulta si en A consideramos el producto

zxy =@ (2(x)ps(y)).
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Una isétopa de especial utilidad es la que aparece cuando consideramos el pro-
ducto

xxy =Ry (x)L; (y),

que es unitaria con elemento unidad ab.

Definicién 1.1.10. Se llama automorfismo ternario de A a cualquier (1, Y2, 3)

tal que
e1(zy) = () e3(y),

donde 1,2 y w3 son aplicaciones lineales biyectivas.
Los automorfismos ternarios forman un grupo que denotaremos TAut(A).

Definicién 1.1.11. Dada un dlgebra arbitraria A sobre un cuerpo F, una deriva-

cién ternaria de A es una terna (dyi,ds,ds) € Endp(A)3 que verifica

di(zy) = da(2)y + xd3(y) (1.9)
para todo x,y € A.

El conjunto formado por las derivaciones ternarias de A, que denotaremos

Tder(A), es un algebra de Lie con el producto natural

[(d1, dz, d3), (dy,dy, d3)] = ([d, Y], [da, d3], [d3, d3)).

La estrecha relacién que hay entre Tder(A) y N1 (A4) queda reflejada en el siguiente

resultado:

Proposicién 1.1.12. Dada un dlgebra A,
a € Nait(A) siy sdlo si (Lgy,Ta,—La), (Ray —Ra,T,) € Tder(A), (1.10)

donde L, R, representan los operadores multiplicacion a izquierda y a derecha por

ayTy=1Ls+ R,.
Para realizar los calculos nos seran tutiles las siguientes identidades:
Lema 1.1.13 ([35]). Para todo a,b € Nai(A) y x € A se verifica:

13
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(i) Loy = LaLy + [Ra, La), Lya = LoLq 4 [Ly, Ra], Lan = L
(i) Raw = RyRa + [Ry, Lo, Rea = RyRy + [La, Ry], Ran = R}
(i1i) [La, Rp) = [Ra, L)

(1) [La, Lv] = Liap) — 2[Ra; Lv], [Ra, Ry] = —Rap) — 2[La, Ry

(v) La aplicacion Dgp = [Ly, Lp) + [La, Rp] + [Ra; Rb] es una derivacién de A,
Dap = adq5) —3[La, Rp] y 2Dap = adjq ) +[ada, ady] donde ad,: x — [a, z].

En particular alg(a) es asociativa para todo a € N, (A).

1.2. Algebras de composicion

Toda forma cuadrética n: A — F tiene asociada una forma bilineal simétrica,

n(z,y) = n(z +y) — n(z) —n(y).

Se dice que 1 es estrictamente no degenerada si su forma bilineal asociada es no

degenerada, es decir, si n(a,z) = 0 para todo x implica que a = 0.

Definicién 1.2.1. Un dlgebra A con producto xy se dice dlgebra de composicién

si existe una forma cuadrdtica estrictamente no degenerada n() que verifica

n(zy) =n(z)n(y) Vayea.
Un dlgebra de composicion con elemento unidad se llama dlgebra Hurwitz.

Los primeros ejemplos de algebras de composicién los encontramos en R con
n(r) = 22 y en C con n(z) = 27 donde Z denota el conjugado complejo de x.
Normalmente representamos los nimeros complejos como a + bi, con 2 = —1
a,b € R, y a partir de esta representaciéon Hamilton consideré expresiones de la
forma a + bi + ¢j + dk que se multiplican segun las reglas dadas en la Tabla 1.1.

Los octoniones O o numeros de Cayley son la siguiente generalizacion, y el modo

mas elemental de construirlos es dando la forma de multiplicar los elementos de una
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111 4 k
i+ -1 kK —j
7 -k -1 1

Tabla 1.1: Tabla de multiplicar de H

base {1, ay, as, a3, a4, as, ag, ar}. Esto se recoge en la Tabla 1.2. Nos resultard tam-
bién 1itil otra forma de la tabla en funcién de otra base {u, ey, es, €3, eq,€5,€6,€7}
que utilizaremos en el Capitulo 4.

Si observamos con atencion esta tabla podemos descubrir los cuaternios ocultos
en ella, sin mas que fijar la vista en los elementos 1,a1,as y as de la base. Del
mismo modo se encuentran los complejos considerando 1,a; en la tabla de O, o si
consideramos tinicamente las dos primeras filas y columnas de la tabla de H.

Una aplicacién lineal J : A — A de un algebra A es una involucidn si
J(J(a))=a y J(ab) =J(b)J(a) Vapea.

La aplicacién lineal x — T determinada por 1 — 1y a; — —a; es una involucién
que podemos definir en R, C, H y O. Es la que llamamos involucion estdndar y
en el caso de los nimeros complejos coincide con la habitual. Una caracteristica
de esta involucién es que tanto t(z) = z + T como n(z) = xZ son ndimeros reales,
es decir, estdn en el cuerpo base. Ademds, esta norma es multiplicativa (admite
composicién) y como estas dlgebras tienen unidad son Hurwitz.

Pero podemos dar una familia mas general de dlgebras de composicién, que in-
cluye a estas como caso particular, si en lugar de considerar la Tabla 1.2 nos fijamos
en la Tabla 1.3. Llamamos F(«) al dlgebra generada por 1y aq, H(a, 3) a la gene-
rada por {1,a1,a2,a3} y O(«, 8,7) a la generada por {1, a1, as, as, as, as, ag, ar}.

De nuevo, la aplicacién lineal determinada por 1 — 1 y a; — —a; es una
involucién en cada una de las algebras anteriores y verifica que tanto la traza

t(x) = 2 4+ & como la norma n(z) = xZ estdn en el cuerpo base, y la norma admite
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1 a1 as as ay as ag ar
1 1 aiq a9 as Qy as ae ar
a1 |a; -1 a3 —ay as —a4 —a7 Gg
as | ag —as -1 aiy Qg ar —a4 —as
as | as a9 —aq -1 ar —ag as — Q4
a4 | a4 —Qa5 —Qag —ag -1 ay as as
as |as a4 —ay; ag —a1 —1 —az a9
e | Qg ar a4 —a5; —a2 as -1 —Qq
ary | ay  —ag as a4 —as —az aq -1

Tabla 1.2: Tablas de multiplicar de Q

[ el €2 es €4 €5 €6 €r
u u €1 €2 €3 €4 €5 €6 (24
el | e —Uu €4 (&4 —€9 €6 —€; —€3
€y | €9 —€4 —Uu €5 €1 —E€3 (rd —€g
€3 | €3 —e7 —€5 —Uu €6 €2 —€4 €1
€4 | €4 () —€1 —€g —Uu er €3 —e€5
€5 | €5 —€g €3 —€g —€7 —Uu €1 €4
€ | €p €5 —€7 €4 —e3 —€1 —Uu €2
€7 | e7 €3 €g —€1 €5 —€4 —€2 —Uu

composicion, luego son algebras Hurwitz.

Observamos que n(x) = 2z = x(t(z) — z) = t(x)x — 22, por lo que
z? —t(x)z +n(z) =0,
y ademas se puede comprobar que estas dlgebras son alternativas y verifican
Z(ry) =n(z)y = =(Ty), (y2)T =n(z)y = (y2)z, (1.11)
n(zy, z) = n(y, zz) = n(z, 2y). (1.12)
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1.2 Algebras de composicion

Teorema 1.2.2. Sobre un cuerpo F de caracteristica distinta de 2. Si A es un

dlgebra Hurwitz, entonces A es isomorfa a una de las siguientes:
F’ F(a)7 H(a7ﬁ)’ (O)(Oéaﬂa’y)'

En particular, su dimension es 1, 2, 4 u 8.

1 aq as as ay as ag az
1 1 aq a9 as a4 as Qg (%4
ay | ax « as aa9 as aay —an —QQg
az | az  —ag B —Bai | ag ar Bay Bas
az | a3 —aas  Paq —af | ar aag —Bas —afay
Qg | G4  —Qs —0g —ar v —Ya1 —a2 —as
as | a5 —aay —ay —oag yay  —ary yas avyas
ag | ag  ay  —Pay  PBas yaz —vyaz =By —pya
a7 | ay  aag —Pas afay a3 —avyay Pryay afy

Tabla 1.3: Tabla de multiplicar de O(«, 8, 7)

Lema 1.2.3 (Kaplansky, [23]). Sea A un dlgebra de composicion de dimension

finita, a € A conn(a) # 0 y u = a®/n(a). El dlgebra (A, o), donde
_ p—1 -1
woy =R, ()L, (),

es un dlgebra de composicion unitaria, con la misma norma que A y elemento
unidad u?. Es decir, toda dlgebra de composicion de dimension finita es isétopa a

una Hurwitz y, por lo tanto, su dimension es 1, 2, 4 u 8.

En cualquier dlgebra Hurwitz la involucién estdandar la podemos expresar me-
diante

J:a—a=n(l,a)—a. (1.13)

El dlgebra O es O(—1,—1,—1). Contrariamente a lo que le ocurre a O, sobre

cuerpos algebraicamente cerrados todas las algebras Hurwitz, de dimensién mayor
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o igual que dos, poseen divisores de cero, es decir, elementos x # 0 tales que existe
xzy =06 yr =0 con y # 0. A las dlgebras Hurwitz con este tipo de elementos se
les denomina «split» o escindidas, y existe, salvo isomorfismo, una tnica algebra
de este tipo en cada dimension 2, 4, 8, y para cada una de ellas se puede encontrar
una base {e1,ea}, {e1,ea,ur,v1}, {e1,ea, ur, us, us, v1,v2,v3} respecto de la cual el

producto se puede representar mediante la tabla de multiplicacion 1.4

€1 €9 (5% u2 us V1 Vo V3
eg et 0| uy wa ug 0 0 0
ea | 0 ey | O 0 0 U1 V2 U3
Uy 0 Uy 0 V3 —7V9 —€1 0 0
ug 0 Uz | —U3 0 U1 0 —e€1 0
us 0 us Vg —U1 0 0 0 —e1
U1 U1 0 —€9 0 0 0 us —Uu2
Vg | VU2 0 0 —€9 0 —Uus 0 ul
V3 | U3 0 0 0 —€9 u9 —U1 0

Tabla 1.4: Tabla de multiplicar de las algebras Hurwitz «split»

Teorema 1.2.4. Para las dlgebras Hurwitz tenemos que:
= Der(F)=0
= Der(F(a)) =0

= Der(H(a, 3)) es un dlgebra de Lie simple central de tipo Ay (car F £ 2)

Der(O(a, 8,7) es un dlgebra simple de tipo Go (car F # 3)

Definicién 1.2.5. Se dice dlgebra paraHurwitz asociada a un dlgebra Hurwitz C

al dlgebra que se obtiene cambiando el producto xy de C por
TxY =TY.
Estas dlgebras poseen una forma bilineal asociativa
n(zx*y,z) =n(x,yx*z)
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1.3 Algebras de Cayley—Dickson generalizadas

Yy, salvo en dimension uno, no son Hurwitz. La unidad e de C satisface
xxe=exx=n(e,x)e—x. (1.14)

Un elemento de un dlgebra de composicion que cumpla (1.14) se llama paraunidad

y el dlgebra en la que se encuentra es necesariamente un dlgebra paraHurwitz.

Sea un cuerpo F' de caracteristica # 2,3 que contiene una raiz p de la ecuacién

3u(1 — p) =1, definimos un nuevo producto en si(3, F') mediante

1
wxy = pry + (1= pyz — g e(zy)l, (1.15)

con zy el producto usual de matrices, t(x) la traza de « e I la matriz identidad.
El &lgebra (sl(3, F), ) se denota por P3(F) y se llama dlgebra de pseudooctonio-
1

nes (sobre F). La forma cuadrética n(x) = § t(«?) la convierte en un algebra de

composicion con forma bilineal asociativa que cumple

(xxy)*xz=n(x)y=x=*(y*x),

al igual que las dlgebras paraHurwitz. A las dlgebras de composicién que cumplen

esta propiedad se les llama simétricas.

Definicién 1.2.6. Llamaremos dlgebras de Okubo sobre un cuerpo F a las formas

de Py(F), donde F denota la clausura algebraica de F.

1.3. Algebras de Cayley—Dickson generalizadas

Trabajar con los cuaternios, y especialmente con los octoniones, utilizando las
tablas 1.1, 1.2 o 1.3 puede ser poco operativo, por eso es de agradecer el desarrollo

del proceso de duplicacién de Cayley—Dickson.

Definicién 1.3.1. Una involucidon en un dlgebra unitaria A se dice escalar si tanto
la traza como la norma de cualquier elemento de A pertenecen al cuerpo base. Esto

es, se cumple t(z) :=x+Z € F yn(x) :=2% € F Veea.
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El proceso de Cayley—Dickson consiste en construir, a partir de un algebra
unitaria A con involucién escalar x +— Z, una nueva algebra que sigue teniendo
estas propiedades, tiene como subalgebra a A y su dimensién es el doble de la
original.

Dado 0 # p € F, el proceso de Cayley—Dickson nos da una nueva &lgebra (A, u)

sobre el espacio vectorial A x A con producto:
(a,b)(c,d) = (ac + pdb, da + be).

El elemento (1,0) es la unidad para este producto; {(a,0)|a € A} es un algebra
isomorfa a A; la aplicacién (a,b) — (a,—b) extiende la involucién de A a una
involucién escalar en (A, p); si n(x) es estrictamente no degenerada en A entonces
la forma bilineal n(z,y) = n(x + y) — n(x) — n(y) es no degenerada en (A,u) y
(A, p) es de composicidn si y sélo si A es asociativa [43]. Si llamamos u al elemento
(0,1), tenemos que u? = p(1,0), podemos escribir (A, u) = A @ Au y expresar el

producto como
(a + bu)(c+ du) = (ac + pdb) + (da + be)u.

Esta descomposicién es una Zs—graduacién de (A, p). Partiendo de Ag = F obte-
nemos inductivamente A; = (A;_1, ju¢) = Ay—1+ As_1us con u? = pyl. Sicar F # 2
en el primer paso obtenemos una extension cuadrética separable de F', Aq; en el
segundo paso un algebra de cuaternios generalizada As, que es asociativa pero no
conmutativa; después un &dlgebra de octoniones generalizada As, alternativa pe-
ro no asociativa; y después las algebras A; de dimensién 2¢ llamadas algebras de
Cayley—Dickson generalizadas. Aunque para t > 4 no son de composicién, todas

estas algebras son flexibles y ademds son cuadrdticas pues verifican que
z? —t(z)z +n(z) = 0.

El modo en que se heredan algunas de las propiedades algebraicas al duplicar
un dlgebra A lo recogié McCrimmon [32], en el contexto mucho més general de
algebras sobre anillos asociativos y conmutativos e involuciones no necesariamente

escalares. En nuestro caso, que F' es un cuerpo y car F' # 2:
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Teorema 1.3.2. 5i 0 # pu € F entonces

(A, 1) es conmutativa < A es conmutativa con involucidn dada por la iden-

tidad 1d 4,
w (A, n) es asociativa < A es conmutativa y asociativa,
= (A, ) es alternativa < A es asociativa,
= (A, ) es flexible & A es flexible,

n (A, u) es simple & A es simple como dlgebra con involucién pero no conmu-

tativa con involucion Ida con v € Z(A), py?* = 1.
Los conjuntos notables de (A, 1) vienen dados por:
» Comm(A,p)={a+bula,beF con blx—Z)=0 Vyeal,

m Ni(A,p) =N (A, p) ={a+bu|a € Z2(A), b € Ny (A) [ Comm(A) tales que
ci(eab) = (cac1)b y  (bea)er = bleica) Veyepeats

m Np(A,p) ={a+bu|a € Np(A) () Comm(A), b € Comm(A) tales que c1(cab)
= (c2c1)b y (bex)er = bcrca) Veyereals

» N(A,p) ={a+bu|a,be Z(A) con b[A, Al =0},
w Z(A,p)={a+bula,be F con blx—%)=0 Vyeal
Observar que Comm(A, u) = Z(A, p).

Corolario 1.3.3. Si A; es un dlgebra de Cayley—Dickson generalizada de dimen-
sion 2t obtenida a partir de F mediante el proceso de duplicacion de Cayley—Dickson

entonces:
s Comm(A4;) = Z(4),
w Z,(A) =F con Z, ={ce Z(A)|c=c},
s Z(A) =F sit>2,
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Dada un algebra Zs-graduada A = A;_1 & A;_1us existe un automorfismo
T:a+ buy — a — buy,

y todo automorfismo de A;_; se extiende de manera natural a un automorfismo
de A; que fija a u;. Para cada w € Nui(A) con n(w) # 0 la ecuacién (1.17)
implica que w(zy)w? = (wrw™!)(wyw?), entonces eligiendo w® = 1 tenemos que

1 es también un automorfismo. Para t mayor o igual que 4, j,, no

My T — WTw
es trivial si y sélo si \/Tut_l € F. En este caso el subgrupo generado por 7y pi,
es isomorfo a S3, el grupo simétrico de grado tres. En el caso de que y/ —3p; g F
solamente obtenemos el subgrupo generado por 7 que es isomorfo a Zs.

Estas son precisamente las componentes Zs y S3 que aparecen en el Teore-

ma 1.3.4, donde se describe el grupo de automorfismos de A; (¢t > 4), que ha sido

calculado en [14]:
Teorema 1.3.4. Sea F' un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3, entonces

Zo  si —3u;l ¢ F

Sy si \/-3u;'€F

donde Ss denota el grupo simétrico en tres cifras.

Aut(Af) = Aut(At_l) X

Sobre cuerpos de caracteristica distinta de 2, Jacobson probd que toda &alge-
bra Hurwitz se puede construir partiendo del cuerpo base y reiterando el proceso
de Cayley—Dickson, pero si car F' = 2 entonces F' no es Hurwitz, pues la norma

2

n(z) = x* no es estrictamente no degenerada y hemos de empezar el proceso por un

algebra Hurwitz de dimensién 2, obteniéndose el siguiente teorema que generaliza

el Teorema 1.2.2

Teorema 1.3.5 (Teorema generalizado de Hurwitz). Cualquier dlgebra Hurwitz es

isomorfa a una de las siguientes:

(I) El cuerpo base F, si su caracteristica es distinta de dos
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(II) K(p) = F & Fv, convv = v+ pu, 4p+ 1 # 0 y la involucion (a+ bv) =
(a+0b)—bv

(II1) Un dlgebra generalizada de cuaternios H(u, 8) = (K (), 8), con 8 # 0

(IV) Un dlgebra generalizada de Cayley C(u, 8,v) = (H(u, 8),7), con vy #0

Para las algebras de Cayley—Dickson generalizadas conviene observar el siguien-

te resultado:
Proposicion 1.3.6. Tenemos que
i) Na(A) = Ap sit < 3,
1) Nat(Ar) = F1® Fuy sit > 3.
Demostracion. i) Es obvio, ya que A; es alternativa si t < 3.
ii) Sea a € Nait(A¢) con t > 4 entonces a = a, + aju; con ap,a; € Ay

e Dados =,y € A;_; se verifica que (a1us, z,y) = —(x, a1ug,y) y por tanto
(12)y — a1(§7) = — (a1 @)y + (a1
Si 11 entonces T = —z por lo que
ar(yr) = (a19)r = (a1,y,7) =0 Voyearil-
Como también es cierto para x = 1 entonces a; € Nij(A4;—1) que es F1
cuando t > 4 luego a; € F1.
e Para cualesquiera z,y € A;_; también (ag, zus,y) = —(xu, ag,y) lue-
g0 (2a0)7 — (27)a0 = —(wG0)§ + 2(7ido) lo que implica que t(ao)z§ =
(zy)ao + x(yao) = t(ao)zy + (x,7,a0) y por tanto
(x,g7a0) =0 vm,y€A~
Entonces ag € Ny (A4¢—1) luego ag € F1 y por tanto a € F1 4 Fu.
Tenemos pues que N,t(A;) € F1+ Fu; para t > 4, por lo que basta ver que
ut € Nait(A:). Como Ay es flexible se verifica
(a,2,y) + (y,x,a) =0
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por lo que si vemos que (u;, z,y) = —(z,us,y) Vayea, entonces

(x7yaut) = _(uhyvx) = (yautux) = _(x7ut7y) = (uhxuy)v

con lo que se habra probado que u; € Ny (Ay).
Usamos elementos homogéneos para probar (u;, z,y) = —(z, ut, y).

Sean x,y € Ay

(u,z,y) = (@ —y2)ue = 7,7 ur = — [2,7] w,
—(@,ue,y) = (—2y+yz)ue = —[2, 7] u
(w,wue,y) = ey — pe(eg) = mdy — wys = e [T,y) = —p [z, 9]
—(wug, ue,y) = —ma,y+yap = —p [z, y]
(ut, m,yur) = ey — YT = g [Y, 7] = —pe [y, 7]
—(z,up, yur) = —yTpe + ey = — e [Y, 7]
(ut, Tug, yur) = Ty — up T = (YT — TY)up = pue [y, T ue = —p [y, v ug
—(wug, ug, yur) = —pyus + pruy = —p (Y — vY)u = —pg [y, ) ug

La igualdad se verifica cualquiera que sea la combinacién que tomemos, y como

(,, ) es trilineal queda demostrada la proposicién. O

En el caso del dlgebra de octoniones A5 = O(«, 3, 7) las identidades de Moufang

izquierda, central y derecha

(aza)y = a(x(ay)), (ax)(ya) = a(zy)a y w(aya) = ((za)y)a (1.16)
implican facilmente que

(LaUss L), (Uas Lo Ra), (Ras Ru1,U) € TAut(ds) — (117)
para todo a € A3 con n(a) # 0, donde
U,: x — azxa.

Lema 1.3.7. TAut(As) es el grupo generado por

{(La;Ua; La-1), (Ra, Ra-1,Ua), (€1d,1d, €1d) | n(a) # 0 y 0 # € € F}.
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Lema 1.3.8. Para todo a € Nt (At) con n(a) # 0 se verifica
(La,Uqy Ly-1), (Uq, La, Ra), (Ra, Ry-1,U,) € TAut(Ay) (1.18)

K. McCrimmon en [33] proporciona una descripcién de las derivaciones a partir
de las derivaciones de Cayley para las dlgebras de Cayley—Dickson generalizadas
sobre anillos de escalares asociativos y conmutativos.

Notar que Der(A) se extiende a Der(A, u) mediante d(a + bu) = d(a) + d(b)u.

Definicién 1.3.9. En un dlgebra A con involucién * una derivacién de Cayley de

A es una aplicacion lineal C: A — A tal que
Clzy) = Cla)y" + Cly)x
El conjunto de todas las derivaciones de Cayley de A se denota por Cayder(A)

Teorema 1.3.10. Dada un dlgebra de Cayley—Dickson generalizada Ay de dimen-

sion 2t (con t > 3) sobre F. Entonces si car F # 2,3

—~

Cayder(A;) =0, Der(A;) = Der(Aj3)

—~

donde Der(As3) es la extension natural de Der(As) a Der(A;) que anula a ug, ..., ut

mientras que si car F' # 2 entonces

—_~—

Cayder(A4;) =0, Der(A;) =Der(A3) @ FZys® ... FZ;

con Z; la extension natural de la derivacion de A; que anula a A;—1 y fija punto a

punto a A;—1u; y si car F' # 3 entonces

Cayder(At) = FSt, Der(At) = Der(Ag) D FW4 D...D FWt

con W; la extension natural de la derivacion de A; tal que Wi(a + bu;) = p;(b* —

b) + (a* — a)u; para todo a,b € A;_q y Si(x) = a* — .

1.4. Isotopia

Definicién 1.4.1. Un dlgebra es de division si para todo elemento no nulo los

operadores de multiplicacion a izquierda y a derecha por €l son invertibles.
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Si tenemos un algebra de divisiéon cualquier isétopa también es de division, por
eso comenzamos a estudiar la isotopia. El desarrollo de la investigacién nos ha
llevado a considerar otros tipos de transformaciones que conservan propiedades.

Como van a aparecer varios productos sobre el mismo espacio vectorial, a veces
serd til la notacién usada en [21]. Un élgebra serd un par (A, P) con P: AxA — A
aplicacién bilineal en un espacio vectorial A. El producto de z,y € A se denota
mediante xPy. Los operadores de multiplicacion a izquierda y a derecha por x se
denotan por Lp(z) y Rp(z) respectivamente. Fijada un dlgebra de divisién real de
dimensién finita (A, P), los siguientes productos también proporcionan dlgebras de
division:

i) xP°Py = yPx, el dlgebra opuesta de (A, P).

11) xpﬁy = @;1(@2<$)P§03(y)) con ¢ = (@1,9027()03% pi € GL(A) i = 172a3'
(A, P2) se obtiene por isotopia de (A, P).

ili) xP*y = Lp(x)*(y) donde Lp(z)* denota el operador adjunto de Lp(z) res-
pecto de alguna forma bilineal simétrica no degenerada en A. Diremos que

(A, P*) es una adjunta de (A, P).

Cuando no usemos esta notacién, la opuesta y la adjunta se denotardn mediante
A°P v A* respectivamente. Cuando un simbolo en particular represente el producto
en A (por ejemplo o) lo reflejaremos en los operadores de multiplicacién escribiendo
LS (o RY) en lugar de L, (o R,).

Las transformaciones P +— P°P, P£ P* se pueden ver como elementos del
grupo GL(Hom(A ® A, A)). El subgrupo G = G(A) generado por ellas actia en
{P € Hom(A ® A, A) | (A, P) es algebra de divisién}, por lo que es probablemen-
te mds natural estudiar las algebras de divisién bajo la accién de este grupo que
restringirnos a la accién del grupo de automorfismos (observar que la eleccién de dis-
tintas formas bilineales simétricas no degeneradas en la construccion de (A, P*) nos
lleva a dlgebras is6topas, lo que justifica nuestra notacién). Pensando en las dlge-
bras de divisién reales de dimensién finita nos referimos a los grupos G,, = G(R")

con n = 1,2,4,8. Es natural entonces identificar todo espacio vectorial real A de
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1.4 Isotopia

dimensién n con R™, y G(A) con G,, de modo que por ejemplo podemos decir
que dos algebras son isétopas incluso si los espacios vectoriales subyacentes son

diferentes.

Nota 1.4.2. En el caso de las dlgebras Hurwitz, en su orbita bajo el correspondiente
grupo G, solamente aparecen dlgebras isomorfas o isétopas, ya que al poseer invo-
lucion el dlgebra opuesta de un dlgebra Hurwitz es isomorfa a ella misma, y para
calcular el producto en la adjunta lo que hacemos es n(xxy, z) = n(y, zz) = n(zy, z)

con lo que la definicidn del producto es xxy = Ty = J(x)y, que nos da una isétopa.

La érbita de (A, P) por la accién de G(A) es compatible con el dlgebra de Lie

de derivaciones ternarias en el siguiente sentido:
Proposicién 1.4.3. Dada (dy,dz,ds) € Tder((A, P)) entonces
i) Tder((A, P°)) = {(d1,ds,d2) | (d1,dz,d3) € Tder((4, P))}
i) Tder((A, P£)) = {(¢7 'dipr, 3 dapa, 95 d3p3) | (da, d2, d3) € Tder(A, P)}
iii) Tder((4, P*)) = {(—d},d2, —d}) | (d1,d2,ds) € Tder(A, P)}.

Corolario 1.4.4. La clase de isomorfia de Tder((A, P)) es la misma que la de

Tder((A, P?)) para todo o € G(A).

Esto hace del dlgebra de Lie de derivaciones ternarias una herramienta natural

para estudiar las algebras de division reales.
Proposicion 1.4.5. Las isotopias forman un subgrupo normal de G.

Demostracion. La composicién de isotopias es una isotopia, pero ;qué pasa cuando
componemos una isotopia con la opuesta o la adjunta? Al componer con la opuesta

lo que tenemos es:

2(P2)Py = yPfx = o7 (pa(y)ps(z))

(PoP) ety = ot (py(2) PPa(y))
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Con lo que (P£)°P = (PP)(¢1:#3:%2) Para ver qué ocurre cuando componemos con

la adjunta utilizamos la forma bilineal n(, ) y lo que tenemos es:

n(z(P2)*y,z) = n(y,aP%z)=n(y,¢; " (p2(2)ps(2)))
n((9) "M ), e2(x)e3(2)) = n(pa2(2) P*(9}) " (y), ¢3(2))

= n(g3(pa@)P*(e]) (1)), 2)

lo que significa que (P£)* = (P*)((‘pg)_l’w’(“”;)_l) O

1.5. Algebras de division reales

En [5] G.Benkart y M.Osborn prueban que para toda &dlgebra A de divisién
real de dimensién finita Der(A) es compacta y obtienen una clasificacién de las
posibilidades para el algebra de derivaciones de un &lgebra de divisién real que

queda reflejada en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Dada A dlgebra de division real de dimension finita y Der(A) su

algebra de derivaciones:
» SidimA =1 o2, entonces Der(A) =0

= Sidim A = 4 entonces Der(A) es isomorfa a su(2) (forma compacta de sl(2))

o dimDer(A) =001

= Sidim A = 8 entonces Der(A) es isomorfa a una de las siguientes dlgebras

de Lie:
1. G2 compacta
2. su(3)
3. su(2) ® su(2)
4. su(2) ® N con N ideal abeliano de dimension 0 o 1

5. N abeliana de dimension 0, 1 o 2

Ademds todas estas posibilidades ocurren.

28



1.5 Algebras de division reales

Para mostrar ejemplos de todos los casos que describen en el teorema construyen

una generalizacién de O tomando una base {u, e, e, €3, €4, €5, €6, €7} tal que

u2:u, ue; = e; = e;u, e?:—ﬂiu, 1<:<7
€i€i11 = €13 = —€;11€;, €;11€i43 = €; = —€;13€i11 (1.19)
ei13e; = €;11 = —e;e;13  (interpretando los subindices médulo 7)
con f31,...,[7 numeros reales positivos, (cuando B; = 1 para todo i se obtiene

0), y demuestran que sea cual sea la eleccién para los §3; el dlgebra que resulta es
de divisién. Los valores que dan un ejemplo de algebras con las derivaciones que

buscan quedan recogidos en los siguientes corolarios:

Corolario 1.5.2. Para cada una de las dlgebras de Lie, L, enumeradas en el Teore-

ma 1.5.1 existe un dlgebra de division real, A, definida por (1.19) con Der(A) = L.

Concretamente:
1. Si B1 = ... = (7 entonces Der(A) = Go compacta;
2. 8101 # B2 y P2 =...= Pr entonces Der(A) = su(3);

3. Si B1 = P2 = P4 # B3 =85 = Ps = Br entonces Der(A) = su(2) & su(2);

4. SiB1, B2 y B3 son distintos, o = B4 y B3 = 5 = B = [r entonces Der(A) =
su(2) ® N con dim N = 1;

5. 51 b1, B2, Bs y Be son distintos, 51 = Pa, B3 = B5 y B = Pr entonces
dim Der(A) = 2 y Der(A) es abeliano;

6. Si B1, B2, B3, Ba y Be son distintos, B3 = Bs y Be = Br entonces la dimension
de Der(A) es 1;

7. 8i B1,..., 07 son todos distintos entonces Der(A) =0
Corolario 1.5.3. Sea B la subdlgebra generada por {u, ey, e, eq}
a) Si 1 = P2 = B4 entonces Der(B) = su(2)
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b) Si B1 = P4 # P2 entonces dim Der(B) =1

¢) Si B, B2 y Ba son distintos entonces Der(B) =0

u €1 €9 €3 €4 (&159 €g (&rd
u u nex ne2 nes neq nes nee ner
e1 | Cer | —fu ey e;  —ex eg —e5 —e3
ez | Ce2 | —e4 —Pu e er —e3 ey —€g
e3 | Ces | —er  —es —Pu e e2  —eq e
eq | Ces | €2 —er —eg —Pu ey es  —es
es | Ces | —eg €3 —ex —er —fu €1 €4
e | Ces | e —er eq —e3 —e1 —fu e
e7 | Cer | e3 eg —eq es —eq4 —€3 —fu

Tabla 1.5: Tabla de multiplicar de A con Der(A) = G,

En [6] estudiaron las dlgebras de divisién reales de dimensién finita mediante
sus derivaciones. Para que sirvan como ejemplo presentamos dos de los numerosos

resultados que obtienen.

Teorema 1.5.4. Un dlgebra real A es de division de dimension finita con Der(A)
la forma compacta de Go si y solo si A tiene una base {u,eq,eq,e3,€eq,€5,€6, €7}

con la tabla de multiplicacion dada en 1.5 para algunos valores de 3,1n,C tales que

pn¢ > 0.

Teorema 1.5.5. Si A es un dlgebra real de division de dimension finita tal que
Der(A) = su(3) y A no es un su(3)-mddulo irreducible, entonces A tiene una
base {u,v, 21, 29, 23, 24, 25, 26} cuya multiplicacion viene determinada por la tabla
1.6. Reciprocamente un dlgebra definida mediante la tabla 1.6 tiene a su(3) como

derivaciones.

Durante mucho tiempo se ha creido que R,C,H y O son hasta cierto punto!

las algebras de division reales de dimensién finita mas simétricas. Sin embargo hay

ILa componente conexa de la unidad del grupo de automorfismos de cada una de estas algebras
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otras dlgebras de division reales que comparten su grupo de automorfismos pero
no son isétopas a ellas [12]. En [6] se aisla otra algebra de divisién que se construye
partiendo de su(3), las matrices complejas 3 x 3 anti-hermitianas de traza cero,
reemplazando el producto usual de matrices xy por

2
zxy = alry —yz) £ V3ai{zy + yxr — gt(:vy)f}

Es una forma real del dlgebra de pseudooctoniones sobre C, por lo que su algebra
de Lie de derivaciones es isomorfa a su(3), lejos del dlgebra de Lie de derivaciones
de O que es un algebra de Lie simple compacta de tipo Ga. Sin embargo, la simetria
de las algebras de Okubo ha permitido dar construcciones sencillas de las dlgebras
de Lie excepcionales y comprender la simetria del cuadrado magico de Freudenthal
[16].

. Qué papel juega esta dlgebra cuando clasificamos mediante derivaciones ter-
narias? El algebra de Lie de derivaciones ternarias de esta excepcional algebra es
isomorfa a la de @, (Proposicién 4.4.1) de dimensién mdaxima, luego ambas perte-
necen a la misma drbita por la accién de Gg (Proposicién 4.1.12).

Las derivaciones ternarias detectan cierto tipo de simetria oculta, por ejem-
plo la de los octoniones y el dlgebra de Okubo, que no detectan las derivaciones
usuales. Pero jcémo puede un algebra de dimensién 8 como los octoniones te-
ner un algebra de derivaciones ternarias de dimensién 30?7 La respuesta es que
las derivaciones ternarias estan pensadas para ser compatibles con las algebras al-
ternativas, aquellas -como los octoniones- para las que N,i;(A) = A. Dado que
las condiciones para que un elemento a pertenezca a N, (A) son equivalentes a
(La,Tw, —Lq), (Rg, —Ra,T,) € Tder(A), un gran N,j¢ (A) implica una gran Tder(A),
como por ejemplo en el caso de los octoniones.

Las derivaciones ternarias pueden fallar en la deteccién de ciertos tipos de si-
metria en estructuras no asociativas, puesto que estan muy orientadas hacia las

algebras alternativas. Aun asi constituyen una herramienta genérica apropiada para

de divisién reales de dimensién finita tiene la mayor dimensién posible. Aun asi hay otras algebras

con mayores grupos de automorfismos.
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1.5 Algebras de division reales

estudiar ciertos fenémenos no asociativos incluso después de profundas alteraciones

como las realizadas por el grupo G.
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Capitulo 2

Algebras de Cayley—Dickson

Generalizadas

A lo largo de este capitulo trabajaremos sobre cuerpos de caracteristica distinta
de 2.

Partiendo de un 4lgebra unitaria A con involucién escalar,!  +— Z, yun 0 # p €
F, podemos construir mediante el proceso de Cayley—Dickson una nueva édlgebra

(A, 1) sobre el espacio vectorial A @ Au con producto:
(a + bu)(c+ du) = (ac + pdb) + (da + be)u.

Cuando comenzamos con Ay = F' (car F' # 2) obtenemos una extensién cuadratica
separable de F', A1, en el segundo paso un algebra de cuaternios generalizada Ao
y a partir de ella un algebra de octoniones generalizada Ajz. Todas estas estas
algebras son de composicién si bien en cada duplicacién hemos perdido alguna
caracteristica, de A; a As la conmutatividad, de A; a As la asociatividad, y a
partir de este momento podemos continuar el proceso de duplicacién, pero las
algebras que aparecen ya no son &lgebras de composicién. Estas A; de dimensién

2¢ resultantes son las dlgebras de Cayley—Dickson generalizadas.

Definicién 1.3.1

35



Algebras de Cayley—Dickson Generalizadas

Pese a sus diferencias si que tienen en comin que todas ellas son algebras

flexibles y cuadraticas y la ecuacién cuadratica que verifican es
22 —¢(x)r +n(x) =0 (2.1)

La forma bilineal n(x, y) = n(x+y)—n(z)—n(y) es no degenerada y la aplicacién a+
bu — a— bu extiende la involucién de A a una involucién en (A, u) con propiedades
andlogas [43]. La descomposicién (A, u) = AP Au es una Zs—graduacion de (A, p).
Partiendo de Ag = F obtenemos inductivamente A; = (Ai_1, put) = Ap—1 + As_ 1wy
con u? = ;1 (Seccién 1.3).

Respecto a sus algebras de derivaciones, un conocido resultado de Schafer [41]
establece que, sobre cuerpos de caracteristica distinta de 2 y 3, Der(A4;) = Der(A4s3)
cuando t > 3 (ver Teorema 1.3.10). Sorprendentemente, aunque Az y A; (¢t > 3)
comparten la misma algebra de derivaciones, es A3 la que aparece més a menudo
en la literatura con mucha diferencia.

El objetivo principal de este capitulo es calcular las dlgebras de derivaciones ter-
narias de las dlgebras A; obtenidas mediante el proceso de duplicacién de Cayley—
Dickson. Al contrario de lo que pasa con Der(A;), en el paso de t = 3 a t = 4,
Tder(A;) no permanece invariante: jdecrece! Es a partir de ¢ = 4 cuando se esta-
biliza. Esto revela que cierta simetria de los octoniones se pierde cuando hacemos

el proceso de duplicaciéon de Cayley—Dickson mas alla de t = 3. Probaremos que

Teorema 2.1.1. Sobre cualquier cuerpo de caracteristica # 2,3 y para t > 3

tenemos que
Tder(A;) = Der(A;) @ ((La, Ta, —La), (Ray —Ra, Ta) | a € Nae(Ay)),

donde ]5&(14,5) ={((d,d,d)|d € Der(A;)) y (S) denota la clausura lineal engendrada
por S.

Y su andlogo para cuerpos de caracteristica tres:
Teorema 2.1.2. Para todo cuerpo F de caracteristica 3 tenemos que Tder(A;) es
Der(As) + {((Lay T, —La), (Ra, —Ra,Ta), (Id,0,1d) | @ € Nt (A4y))
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stt>4, 0
algLie<(La7 Ta’ _La)7 (Ra7 _Ra7 Ta) | ac A3> + <(Id7 Oa Id)>7
donde alg;;.(S) es el dlgebra de Lie generada por S, sit = 3.

El comportamiento especial en caracteristica tres no es una sorpresa. Por el

Lema 1.1.13 todo a € Ny (A) verifica
[Lav Lm] = L[a,:c] - Q[Rav Lr]v

luego [adg, Lz] = Lig,2) — 3[Ra, Ls] donde ad,: x + [a,z]. Si car F' = 3 entonces
ad, € Der(A). Si ademds ¢t > 4 obtenemos una derivacién central ad,, que co-
rresponde a la derivacion W en el Teorema 1.3.10. Ademas, si car F' = 3 entonces
Der(As) no es un dlgebra simple central como muestra [1], sino que tiene un tnico
ideal propio I, isomorfo a un &dlgebra de Lie central simple de tipo Ay y ademds

I = Der(A3)/I como &lgebras de Lie.

El segundo resultado del capitulo es

Teorema 2.1.3. Dado (p1,p2,3) € TAut(A;) cont > 4 y car F # 2,3 entonces
existen @ € Aut(A4;),a,b € Naw(A4y) conn(a) #0#n(b) y 0# e € F tales que

(1,902, 903) = (eLa Ry, Uy Ry-10, €Ly-1Upp).

Junto con el Teorema 1.3.4 este resultado da una descripcién completa de

TAut(At)

El capitulo se divide como sigue: En la Seccién 2.2 consideramos probado el
Teorema 2.1.1 y probamos el Teorema 2.1.3. Las Secciones 2.3 y 2.4 se dedican a
calcular las derivaciones ternarias de A;. El desarrollo esta basado en el trabajo de
McCrimmon [33]. En la Seccién 2.3 introducimos el concepto de derivacién ternaria
de Cayley de Ay, y los resultados obtenidos se usan en la Seccién 2.4 para probar

los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.

Mientras que el estudio de las dlgebras de derivacion de las dlgebras formadas

por el proceso de duplicacién de Cayley—Dickson ha sido totalmente desarrollado
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por McCrimmon en [33] para anillos de escalares asociativos y conmutativos arbi-
trarios, hemos preferido en este caso trabajar sobre cuerpos de caracteristica # 2

para mantener los calculos razonablemente bajo control.

2.2. Automorfismos Ternarios

En toda esta seccion supondremos que car F' # 2, 3.

Sea (¢1, P2, p3) un automorfismo ternario de A = A;, t > 4. Consideramos las

aplicaciones ¢ = 902<Pf1a ¢3 = <p3<pf1 y un nuevo producto en A definido por

T *y = da(x)3(y).

Denotamos los operadores de multiplicacién a izquierda y a derecha en (A, x) por
L: y R} respectivamente. El isomorfismo de dlgebras ¢1: A — (A4, *) nos permite
considerar (A, ) como una duplicacién de ¢1(A¢—1) por el proceso de Cayley—

Dickson con vy = @1(ut). Sea e el elemento unidad en (A, *). Tenemos que
—1 —1 * —1 * —1
(,252 = R¢3(e), ¢3 = L¢2(e), Lac = L¢2(m)L¢2(e) y Rx = R¢3($)R¢3(e)' (22)
Lema 2.2.1. Con la notacion previa se verifica (Id, L}, Ry, ) = (Id, Ly,, Ry, )-

v

Demostracion. De (1.4.3) tenemos que
Tder(A,*) = {(d1, ¢ ' datpa, 3 'dsds | (dy, d2, ds) € Tder(A)}.

En particular, Tder(A) y Tder(A, ) comparten la misma proyeccién en la primera

componente. Del Teorema 2.1.1 obtenemos

Der(A, ) @ (Id, L;,, R;,) = Der(A) @ (Id, Ly, Ry,).

vt

Como Der(A) = Der(A3) es un dlgebra simple central de tipo Go (Teorema 1.2.4),

entonces el centro de esta proyeccion es (Id, Ly, , Ry ) = (Id, L, Ry,). O
Lema 2.2.2. Tenemos que L € (Ly,) y R}, € (Ry,).
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Demostracion. Probaremos primero la afirmacion para Ly, . Por el Lema 2.2.1 po-
demos escribir L = ald+BL,, + vR,,. Elevando al cuadrado y notando que
(L3,)%, L% ,R% € F1d entonces

Ut

2aBLy, +20yR,, + 26vL,, R, € F1d.

En la Zs-graduacién de Endp(A) que induce la de A = Ay @ Ai_qus, Ly,, Ry,

son de grado uno y L,, R,,,1d son de grado cero, por lo tanto
208L,, +20vR,, =0 'y 2BvL, R, € FId.

Como u; no pertenece al nicleo conmutativo de A tenemos que af =0 = ay y
By = 0. En el caso de que 8 = v = 0 entonces L;, = ald lo que no es posible,
luego

a=0, By=0 y L, =pBL, o L;, =7R,,.

Descartaremos esta tltima opcién.

Si Lj, = vR,, entonces, por (2.2) Ly, (y,) = YRy, Lg,(c)- Sin embargo
$2(v¢) = Lgy(v,) (1) = YRy, Lgy(e) (1) = v2(e)us
implicaria que Lg,(e)u; = Ruy Lygs(e), O €quivalentemente
(P2(e)ur)z = (P2(e)z)us.

Multiplicando por u; ambos lados de la ecuacién y utilizando la identidad de Mou-

fang a derecha tenemos que

Pa(e)(urwur) = ((P2(e)ur)x)ur = pada(e),

por lo que wyzuy = ppz. Multiplicando por u; de nuevo llegamos a w;z = zuy, lo

que no es posible. La demostracién de la afirmaciéon para Rj, es similar. O
Lema 2.2.3. Todo elemento a € N, (A) verifica
a(az) = n(a)z = (za)a.
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Demostracion. La traza de un elemento es t(a) = @ + a, por lo que para todo
a € Nait(A) se cumple a(az) = (t(a)l — a)(az) = t(a)az — a(az) = (t(a)a — a?)z =
n(a)z, que, como n(a) € F, es igual que zn(a) y haciendo los mismos productos,

pero esta vez a la derecha llegamos a n(a)x = (za)a O

Proposicién 2.2.4. Para todo automorfismo ternario (o1, 2, @3) eristen ez, e3 €

Nait(A) tales que p2 = Re, 01 Y 3 = Legp1.

Demostracion. Por el Lema 2.2.2 sean 3,y € I escalares tales que 3L,, = Lj,

1 « 1
= Ld)Q('Ut)Lqﬁz (e) Yy ’yR’U«t = th = Rd)g(ut)quS(e) EntOnCGS
Lgswe) = LuLpga(e) ¥ Boa(u) = By Bygs(e)- (2.3)

Evaluando en 1 deducimos que ¢o(vi) = uifBoa(e) y ds(ur) = yos(e)u, luego

podemos escribir (2.3) como

(Uuﬁqf)g(e),l‘) =0y (xa'7¢3(e)>ut) = 0.

Estas relaciones implican fécilmente que ¢a(e), ¢3(e) € (1,ur) = N (A) [14].

Entonces podemos escribir ¢o = R;;(e) = R., con e = ¢s(e)/n(ps(e)).

Anélogamente ¢3 = L., con ez = ¢a(e)/n(pa(e)). Recordar que ¢o = oyt y

¢3 = @3@;1, con lo que esto concluye la demostracién. O

Proposicién 2.2.5 (t > 4). Sea v € Nu(A) con n(v) # 0. La nueva dlgebra
(A, 0), con el producto definido por xoy = (xv)y, es isomorfa a A si y sdlo si existe

¢ € Nait(A) tal que v € Fe3.

Demostracién. Supongamos que v = ac® con a € F y ¢ € Nu(4), y definimos

w: x — acxc?. Tenemos que
waoy) = ac((zv)y)e® = a’c((vc’)y)c? = a®(cxe®)(cyc®) = p(x)u(y),

lo que nos da el isomorfismo.
Supongamos ahora que (A, o) es isomorfa a A, y consideramos ¢: A — (A, o0)
un isomorfismo. Podemos extender escalares a F, la clausura algebraica de F, para

obtener las algebras A, (A,0) y el isomorfismo ¢: A — (A,o0) inducido por &.
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Habiendo extendido los escalares podemos encontrar a € N,y (A) tal que v = a3,
con lo que la aplicacién p,: A — (A,0), definida mediante x — aza?, nos da
un isomorfismo. Por el Teorema 1.3.4 existe w € Ny (A) con w?® = 1,4 € 0,1

y o € Aut(A;_1) C Aut(4) tal que p;t¢ = p,rio, luego ¢ = pa,7'o. Como

3 = v~! podemos cambiar a por aw y escribir ¢ = p,7'c = paoT.

(aw)® =a
Para todo zo € A;_1 tenemos que 41,0(20) = pao7(z0) = d(z0) = d(x0) € A.
Por otro lado, si escribimos a = a1 + Bus, con o, f € F, entonces como o(xp) €

At—17

oo (z0) = ac(z9)a® = (ela(xo) + ega(a:o)) + (630(360) + 64%) us € A,

donde €, = a(a? + %), €2 = 2umaf?, e = 208y ¢4 = B(a® + pB8?). Por
tanto e;0(x0) + €20(Zo) v €30 (xo) + €40(ZTo) pertenecen a A;_1. Con g € As—1 y
t(xo) = 0 obtenemos que (€1 — €2)a(wg) y (€3 — €4)0 (o) también estdn en A; ;.
Podemos elegir zp,y9 € A;—1 con t(zg) = 0 = t(yo) v [z0,y0] # O, entonces
(e1 — €2)*0([w0,90]) = [(e1 — €2)a(z0), (1 — €2)a(yo)] € A¢—1, lo que implica que
€1 — €2 € F. Andlogamente €3 — ¢4 € F. Ahora, con zg = 1 también obtenemos que

€1 + €2 v €3 + €4 pertenecen a F', por tanto
ala® +mfB?), 2maf®, 2028y B(a® +mf?) € F.

En el caso de que 3 # 0 se sigue que 2 € Fy 3 la=B"'al +u; € A, por lo que
v=0373c con c = (B7ta)! € Na(A), lo que nos da el resultado en este caso. Si

3 =0 entonces a € F, v € F y el resultado es obvio. O
Ahora podemos dar la demostracién del Teorema 2.1.3.

Teorema (2.1.3). Dado (p1, 92, p3) € TAut(As) cont >4 ycar F # 2,3 entonces
existen ¢ € Aut(A;),a,b € Na(As) con N(a) #0# N(b) y 0 # € € F tales que

(¢1,92,903) = (eLa Ry, Uy Ry-10, €Ly-1Up).

Demostracion. De la Proposicién 2.2.4 tenemos que existen ey, e3 € N, (A) tales

que Y3 = Re,01 ¥ @3 = Leg01- Esto es, x %y = (xez)(esy). (Recordemos que con
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b2 = wa1t, b3 = w307 ", el producto x en A estd definido por xxy = ¢o(x)d3(y)).
Definimos ahora x oy = (wes)(esy). La aplicaciéon U.,: © +— egzes nos da un

isomorfismo de (A,0) en A. En particular, (A, %) es isomorfa a (A, 0). Ademas,

rxy=(zov)oy, con v=eges".

Por la Proposicién 2.2.5, existen ¢ € F y ¢ € Nu(A) tales que v = e (co

-1 -1 3

coc) = e leic®. Por la definicién de v tenemos que ey = e leled, luego z *
y = e (z(e3c)®e3)(esy) y v: @ — € lez(e3c)z(edc)?es nos da un isomorfismo de
(A, %) en A. (No hay mas que notar que y(x x y) = e ‘tez(ede)(z * y)(e3c)%es3 =

e Leg(ede) (e (x(e3c)3es)(e3y))(e3c)?es, que desplazando el escalar podemos ver

como (e teg(e3c)x(e3c)?es) (e Les(ede)y(ede)?es) = v(x)y(y)).

Por lo tanto ¢ = y¢1 € Aut(4) y

(1,92,03) = (Y '0, Rey v "0, Leyv ') = (eLoRop, UsRy-10, €L -1 Upp),

con a = 63730*1 yb= eg5c*2. Esto describe los automorfismos ternarios de A,

(¢1, P2, ©3), en funcién de Aut(A). O

2.3. Derivaciones Ternarias de Cayley

Definicién 2.3.1. Dada un dlgebra A con involucion x — T y dy,ds,ds € Endp(A),

diremos que (d1,d2,ds) es una derivacion ternaria de Cayley de A si
dy(zy) = da(x)y + d3(y)z. (2.4)

El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley de A se denota por TCayder(A).
Las derivaciones ternarias de Cayley generalizan la idea de derivacién de Cayley

introducida por McCrimmon en [33].
A partir de ahora supondremos que A = Ay cont >3 ycar F # 2.
Usaremos la notacién
C,=(R,,—Rz,t(x2)) v CL=(R.J,t(*z),—RzJ),
donde J: x +— T y t(xz): x — t(xz).
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Proposicién 2.3.2. Sia € Ny (A) entonces C,, C!, € TCayder(A).

Demostracion. Como y + § = t(y), entonces (x,y,a) = —(x,a,y) implica

(ry)a = z(ya) + (z,0,9) = —x(ay) + t(ya)r — (z,a,9) = —(ra)y + t(ya)z,

luego C, € TCayder(A). Comenzando con (§,Z,a) = —(y,a,T) obtenemos que
C! € TCayder(A). O

Dedicaremos esta seccién a demostrar que

Teorema 2.3.3 (t > 3).
TCayder(A;) = (Cy | a € Naie(Ar)) @ (Cl | a € Nap(Ar)).
Comenzaremos probando el siguiente lema.

Lema 2.3.4. Para toda (d1,ds,ds) € TCayder(A) se cumple que
(df,d3,df) y (di,dy,dg) € TCayder(A),
con d;" y d; las partes par e impar respectivamente de d;. 2

Demostracion. Toda (dy,dz,ds) € TCayder(A) verifica la ecuacién (2.4) para todo
x e y de A, en particular para z, y homogéneos. Esto implica que si tomamos
r =12 € A ey =1y € A, al hacer dy(vy) = dy(2y") = (df + d])(zy) =
di (xy) + dy (zy) nos queda df (vy) € A%V y dy (wy) € A=,

En el segundo término de la ecuacién (2.4) observamos que do(x)y tiene compo-
nentes dj (v)y € A% y d; (z)y € A7, mientras que d3(y)x se descompone como
df (y)z € A y dy (y)z € A,

Debido a la graduacién de A, se han de cumplir las igualdades en cada una de las
componentes, lo que significa que tanto (df,d3,d3) como (dy ,dy ,d; ) pertenecen

a TCayder(A) O

Nos referiremos a (di,dy, d3) como derivaciones ternarias de Cayley de grado
cero, mientras que a las derivaciones ternarias de Cayley de la forma (dj ,d5 ,d3 )

las llamaremos de grado uno.

2recordar la Definicién 1.1.2.
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2.3.1. Derivaciones Ternarias de Cayley de Grado Cero
Sea (dy,ds,ds) € Tder(A) de grado cero, entonces
di(a+ buy) = a;(a) + G (b)uy

para ciertas aplicaciones lineales «;, 3;: A;i—1 — A;—1. Imponiendo que d;(xzy) =

do(z)y + ds(y)z, sin mds que elegir adecuadamente x e y obtenemos

Proposicion 2.3.5. Las aplicaciones oy, as, as, 81, B2 y B3 satisfacen las siguien-

tes relaciones:
R1) ay(ab) = az(a)b+ az(b)a,
R2) ai(ab) = bBs(a) — aba(b),
R3) Bi(ab) = Bs(a)b — aas(b),
R4) Bi(ab) = fB2(a)b + aaz(b).
Evaluando las relaciones R1,..., R4 para a =1 o b = 1 obtenemos

Corolario 2.3.6.

A1) ai(a) = as(a) + as(l)a, B1) pi(a) = B3(a) — aas(1),
A2) ai(a) = az(l)a+ as(a), B2) pBi(a) = B3(1)a — as(a),
A3) ai(a) = Bs(a) — aBa(1), B3) pi(a) = Ba(a) + aas(1),
A4) ai(a) = afs(1) — PBa(a), B{) Bi(a) = B2(1)a + as(a)

Lema 2.3.7. Sea S un subespacio de A3 C Ay con dim S > 5, y © € A; tal que
[z,S5] =0. Entonces « € F.

Demostracion. Primero observamos que sia € A1 C Ay y Lola,_, ¥ Rala,_, son
biyectivas, entonces L, y R, son biyectivas también. En particular, como L,|4,
es biyectiva para todo a € As con n(a) # 0, entonces L, es biyectiva para estos
elementos.

Como dim S > 5, existe a € S con t(a) =0y n(a) # 0. Por (2.1) tenemos que

2ax = ax+za = t(x)a—n(a,x)1, y por tanto ax pertenece al algebra generada por
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a. Como L, es biyectiva entonces = € (1,a), por lo que z € F o bien [a, S] = 0. En
el segundo caso, como dim S > 5 podemos elegir 0 # s € S con t(s) = n(a,s) =0,
luego as = sa = as = —as. Entonces as =0y s = 0, lo que contradice la eleccién

de s. O

Proposicién 2.3.8 (¢ > 4). Euxisten €u,, €5, € F' y 6a,,08,: Ar—1 — F tales que
a;(a) = €q,a + 0q, (a) y Bi(a) = €ega+ 08,(a), i =1,2,3.

Demostracion. Procederemos en varios pasos:
Paso 1. eg = f3(1) — f2(1) = a3(1) + a2(1) € F.
Restando R3 de R4 obtenemos 0 = (B2(a) — fB3(a))b + a(asz(b) + az(b)).

Con a = 1 esto implica que az(b) + az(b) = €gb.

Por otro lado, con b = 1 obtenemos f3(a) — f3(a) = —aep.
Por lo tanto (aeg)b = a(egb), lo que significa que (A;_1, €9, As_1) = 0, y como t > 3
esto implica que ¢y € F' (Teorema 1.3.2).
Paso 2. e; = a3(1) — B3(1) = —aa(1) — B2(1) € F.

Por un lado, A1 + B2 implica que
ai(a) + Bi(a) = az(1)a + Bz(1)a = era + f3(1) t(a). (2.5)
Por otra parte, A4 + B3 implica que

ay(a) + B1(a) = afs(1) + aas(1) = aer + B5(1) t(a).

Entonces e1a = ae; para todo a € A;—;. Como ¢ > 3 se sigue que €; € F' (Teorema
1.3.2). Por tltimo, la igualdad as(1) — B3(1) = —as(1) — B2(1) es consecuencia de
la igualdad f5(1) — B2(1) = as(1) + aa(1).

Paso 3. a3(1) € F.

Sumando Al y B3, por (2.1), tenemos que aj(a) + B1(a) = as(a) + B2(a) +
t(a)ag(1) + t(as(l))a — n(as(1),a)l. Comparando con (2.5) tenemos

as(a) + Pa(a) = eaa — €1 t(a) + n(as(l),a)l, (2.6)

donde €3 = €1 — t(as(1)).
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Sumando R1 y R4 y utilizando (2.5) y (2.6) obtenemos
erab+ t(ab)B3(1)

ay(ab) + B1(ab) =

(a2(a) + B2(a)b + t(b)acs(1) + [a3(b), a] =
eaab — €1 t(a)b + n(az(1),a)b + t(b)aasz(1) + [as(b), al.

Para t(a) = t(b) = 0 esto es

[as(b),a] = (€1 +e2)ab+n(asz(1),a)b+ t(ab)Bs(1)

LA T ) (ab)B(1) 4+ n(as(1), )b,

2

por lo que, como — t(ab) = n(a,b), tenemos

€1 + €3
2

€1 + €3

[as(b) + 5

b,a] = t(ab)(B3(1) +

)+ n(as(1), a)b. (2.7)

Fijamos b con t(b) = 0 y consideramos S = {a € As| t(a) = n(a,b) = n(a, az(l)) =

0} cuya dimensién es > 5. Como la ecuacién (2.14) implica que [az(b) + <E<2b, 5] =
0 entonces, por el Lema 2.3.7

€1 + €2

SEbeF i) =0. (2.8)

Oég(b) +

Ahora (2.7) se puede leer t(ab)(83(1) + <) + n(az(1),a)b = 0. Eligiendo b
linealmente independiente con (83(1)4 <) podemos concluir que n(asz(1),a) =0
si t(a) = 0. Entonces a3(1) € F como querfamos.
Ultimo paso.

De los pasos previos tenemos que aa(1), as(1), B2(1) y fF5(1) estédn en F. De Al
y B1 también es cierto para a; (1) y £1(1). Ademds, como a3(1) € F, entonces (2.8)
implica que existen €,, € F'y dq,: A—1 — F tales que az(a) = €440 + doy(a). La
Proposicién se deduce ahora de A1, A2, B3 y B4. O

Proposicién 2.3.9 (¢ > 4). Con la notacidn anterior,
(dh d27 dS) = _EQQCl + 601301‘
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Demostracion. Por R1 tenemos
€ay @b + 80y, (ab) = €4, ab + €000 + oy (a)b + 04y (b)a. (2.9)
Eligiendo a,b € Ay con 1,a,b, ab base ortogonal con respecto a n(, ), tenemos
€0y = —€ay — €ay- (2.10)
Por (2.1) y (2.10) podemos reescribir (2.9) como

€aa (t(@)b +t(B)a—n(a,b)) + ea, t(B)a — duy(a)b
+ Bay(B)a+ ()5, (a) — Sa, (ab) = 0.

Agrupando términos tenemos

(—€a; t(b) +day(b))a +  (€as t(a) = day(a))b
- €ag Il(a, b) + t(b)(SCVz (a) - 6041 (ab) =0.

Eligiendo 1, a,b linealmente independientes, podemos decir que para todo a,b €
A q
ba,(a) = €az t(a), day(a) = €ayt(a) ¥y day(a) = €q, t(a).

Ahora escribimos R2 como

€ay @b+ €ay t(ab) = €g,ba+ 8p,(a)b — eg,ab — 0, (b)a

= —ep,ab+ eg, t(ab) — eg,ab+ 6p,(@)b — dp,(b)a.  (2.11)
De nuevo tomamos a,b € As con 1, a, b, ab base ortogonal de Ay para obtener
€ar = —€8, — €3,-
Sustituyendo esta relacién en (2.11) llegamos a
€ay t(ab) = €a, t(ab) — dp,(b)a — I3, ()b + da,(a) t(b).

Como antes, esta relacién implica facilmente que dg, =0 = dg, ¥ €8, = €q,. Como

€as—€as = €q, = —€3, —€g, entonces €g, = €,, también. Finalmente, de B3 tenemos
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que f1(a) = egya+aas(l) = €q,a+a(€q, +2€4,) = €q,a, luego €g, = €4, v 03, = 0.

Ahora que tenemos €q,, €3,,0q, y 0, en funcién de €4, y €q,, y considerando que

di(z) = dila+buy) = ai(a)+ B (b)us
= €a,a+ 0a,(a)+ (eg,b+ 93, (b))us
= —(€ay T €as)a + €ay t(a) — (€ay + €ay)buy
= —€0,0 — €qybUs + €00 — €0, DU = —€0,T + €0, 7,
da(z) = da(a+buy) = as(a) + Ba(b)us
= €00+ 00, (a) + (€5,0+ 5, (b))uy
= €ay0+ €qy t(a) + €qybuy
= €ay(a+bur) + €a; t(a) = €0, + €ay t(2),
d3(x) = ds(a+buy) = as(a)+ B3(b)u
= €a3a+ Oay(a) + (€g,0+ 95, (b))uy
= €00+ €q, t(a) + €g,buy
= €ay0— (€ay + €ay) tla) + €qqbuy
= —€a, t(a) — €a30 + €abUL = —€0, T — €4, t(T),
obtenemos (dy, ds, d3) = —€4,C1 + €4,C como querfamos demostrar. O
Proposicion 2.3.10. El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley de grado
cero de Az es (Cy|a € A2) @ (C) |a € Ag).

Demostracion. Dada (dy, ds, d3), derivacién ternaria de Cayley de grado cero de As,
sea w =dp(1) € Ay y 2 = d5(1) € As. Como car F # 2, entonces w = wo + 5 t(w),

z =20+ 3 t(2) con t(wg) =t(z0) =0y

da(1) + Ra, (1) — t(20) =

ds(1) — t(wo) + Rz, J(1)

Ahora, restando Cy,, + C7  de (di,ds,d3) podemos suponer, sin pérdida de gene-

ralidad, que aa(1),a3(1) € F. Como en los Pasos 2 y 3 en la demostracién de la
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Proposicién 2.3.8

Al + B2 implica que
ay(a) + Bi(a) = az()a+ B3(1)a = era + B3(1) t(a). (2.12)
Por otra parte, A4 + B3 implica que

ay(a) + B1(a) = afs(1) + aasz(1) = aey + B3(1) t(a).

Entonces €1a = ae; para todo a € Ay, de lo que se sigue que €1 = as(1) — G3(1) €
F| luego B3(1) € F. Evaluando Al, A3 y Bl en 1 se deduce que aq(1),082(1) y
ﬁl(l) e F.

Sumando Al y B3, por la ecuacién cuadritica (2.1), tenemos que
ai(a) + Bi(a) = az(a) + B2(a) + t(a)as(l) + t(as(1))a —n(as(1), a)l,
que comparando con (2.12) implica
az(a) + B2(a) = e2a — €1 t(a) + n(az(1),a)l, (2.13)

donde e = €1 — t(a3(1)) = —a3(1) — B5(1), ya que as(l) € F.
Sumando ahora R1 y R4 y utilizando (2.12) y (2.13) obtenemos
erab + t(ab)ﬁg;(].)
aq(ab) + B1(adb) = ~
(a2(a) + B2(a))b + t(b)aas(1) + [az(b), a] =

eaab — €1 t(a)b + n(as(1),a)b + t(b)aas(1) + [as(b), al.

Para a, b tales que t(a) = t(b) = 0 esto es

las(b),a] = (e1+€2)ab+n(as(1),a)b+ t(ab)Bs(1)

_ ate [a,b] — n(a,b) + t(ab)B3(1) + n(as(1), a)b,

2

€1 + €2
2

por lo que, como — t(ab) = n(a,b), tenemos

€1 + €2
2

€1 + €3
2

[as (D) + b,a] = t(ab)(B5(1) + )+ n(as(1),a)b. (2.14)
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Pero en nuestro caso 952 = —f3(1) y n(az(1),a)b = az(1)t(a)b = 0, por lo que

tenemos que

[az(b) + B3(1)b,a] = 0.
Entonces az(b) + 83(1)b € F, y podemos deducir de nuevo que existen e,, € F' y
0as: Aa — F tales que ag(a) = €4,a+0d4, (a). Por A2, A1, A3, A4y Bl tenemos que
la Proposicién 2.3.8 es vélida también en el caso t = 3. Igualmente la demostracién
de la Proposicién 2.3.9 se aplica ahora para demostrar que (d1,ds,ds) € (Cy|a €
As) + (Cl]a € As). Finalmente, no es dificil demostrar que la suma de estos

subespacios es directa. O

2.3.2. Derivaciones Ternarias de Cayley de Grado Uno
Sea (dy,ds,ds) € TCayder(A) de grado uno, entonces
di(a + buy) = a;(b) + Bi(a)u

para algunas aplicaciones lineales oy, 8;: A;—1 — A;—1. Imponiendo dy(zy) =

da(2)y + d3(y)x obtenemos fécilmente

Proposicion 2.3.11. Las aplicaciones oy, as, as, 51, B2 y B3 satisfacen las siguien-

tes relaciones:
R1) ai(ab) = az(a)b — pafz(b),
R2) ai(ab) = as(a)b + wafs(b),
R3) fBi(ab) = B2(a)b+ P3(b)a,
R}) wpi(ab) = bas(a) — acz(b).
Evaluando R1,..., R4 paraa =1 6 b = 1 obtenemos

Corolario 2.3.12.

A1) ai(a) = az(a) — pafa(l), B1) pi(a) = Ba(a) + Bs(1)a,
42) ai(a) = az(1)a — pufa(a), B2) Bi(a) = f2(1)a + B5(a),
A3) ai(a) = az(a) + pafs (1), B3) mwfi(a) = as(a) — aas(1),
Al) ai(a) = as(l)a + pfs(a), B4) wfi(a) = aas(l) — az(a).
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2.3 Derivaciones Ternarias de Cayley

Proposicién 2.3.13 (t > 4). Ezisten €q,, €3, € F' y 0a,,03,: Ai—1 — F tales que
a;(a) = €q,a+ 0, (a) y Bi(a) = €ga+05,(a), i =1,2,3.

Demostracion. De nuevo iremos paso a paso:

Paso 1. €p := a3(1) — ao(1) = pue(B2(1) + B3(1)) € F.

Primero restamos R2 de R1 para obtener 0 = (a3(a) — az(a))b— pa(B2(b) + B(b)).
Ahora, para a = 1 llamamos €y := a3(1) — az(1) y obtenemos epb = u:(B2(b) +
B3(b)); para b = 1 la expresién nos da as(a) — az(a) = aep, introduciendo estas
dos relaciones en la inicial tenemos (aeg)b = a(eph). Como ¢t > 3 esto implica que

€o € F' (Teorema 1.3.2).

Paso 2. 1 = a3(1) — pf3(1) = ax(1) + e B2(1) € F.

Comparando la férmula para aq (a)+p:31(a) obtenida de A2+, B1 con la obtenida
de A3 + B4, tenemos ag(1)a + uB3(1)a = prafBs(l) + aas(l), luego [as(1),a] =
pela, B3(1)] = [uefs(1),a]. Como t > 3y [as(1) — uefB3(1),a] = 0, entonces € € F
(Teorema 1.3.2). Laigualdad a3(1)—pe83(1) = aa(1)4uef2(1) deriva de la igualdad
a3(1) — az(1) = pe(B2(1) + F3(1)) € F del Paso 1.

Paso 3. B5(1) € F.
Por un lado A2+ p;B1 nos dice que ay(a) + puef1(a) = as(1)a+ pufs(1)a, sumando

y restando p:03(1)a tenemos

ai(a) + pefi(a) = era + e B3(1) t(a). (2.15)
Por otro lado de A3 + 1;B1 obtenemos

e1a + peB3(1) t(a)

ai(a) + peBr(a) = _ _
as(a) + pefa(a) + peafs(1) + uefBs(l)a = az(a) + pef(a)

+pe (8(@)B3(1) + t(B3(1))a — n(a, B3(1))) .
Por tanto

az(a) + pefa(a) = €2a — pyn(a, B3(1)), (2.16)
donde ez = €1 + e t(F5(1)).
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Sumando R2 y p:R3 tenemos
erab + piBs(1) t(ab)

a1 (ab) + b (ad) = ~
az(a)b + pef2(a)b + puafs(b) + pefs(b)a =

62ab — n(a, 53(1))11 + Mtdﬁg(i)) + ,U/tﬁgg(b)d

Como €; — €3 = —p t(05(1)), entonces dividiendo por p;

—t(B3(1))ab+ B3(1) t(ab) = —n(a,B3(1))b+abs(b) + fs(b)a
= —n(a, fF3(1))b + [B3(b), a] + t(b)afs(1).
Como ab = [a,b] + % (ab+ ba) = %[a,b] + 3(t(a)b + t(b)a — n(a, b)) entonces
[B3(b) + %t(ﬁs(l))b, al = pPs(1)t(ab) +n(a,B3(1))b - t(b)ass(1)
— t(Bs(1) (; H(a)b + %t(b)a _ %n(a, b)) .

En caso de que t(a) = t(b) = 0 entonces
55(0) + 5 t(Bs()bal = Bs(1)t(ab) + (e, B+ 5 t(55(1) n(a.b)

(00) = 3t ) ttat) + n(eSa(1)

Igual que en el Paso 3 de la demostracién de la Proposiciéon 2.3.8 fijamos b con
t(b) = 0 y consideramos S = {a € Asz| t(a) = n(a,b) = n(a,F3(1)) = 0} cuya
dimensién es > 5. Como la ecuacién anterior implica que [33(b)+ 3 t(83(1))b, S] = 0

entonces, por el Lema 2.3.7,

Bs(b) + %t(ﬁgg(l))b eF si t(b)=0. (2.17)
Por tanto, 0 = (B3(1) — % t(83(1))) t(ab) + n(a, B3(1))b, luego n(a,S3(1)) = 0 si
t(a) = 0; esto es, B3(1) € F.
Paso Final.
Por los pasos previos, aj(1),as(1),as(1),51(1),52(1) y B3(1) estdn en F, y por

(2.17) el resultado es cierto para 5. Usando las relaciones B2, B1, B3, B4 y Al ya

lo tenemos. O
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Proposicién 2.3.14 (¢t > 4). Con la notacion previa, (di,dz,ds) = €3,Cy, —
€s,Cy,, -

Demostracion. Por R3 tenemos
€g,ab + g, (ab) = eg,ab + g, (a)b + €g,ba + I, (b)a. (2.18)

Eligiendo a,b € Ay con 1,a,b,ab base ortogonal con respecto a n(, ), podemos

escribir esta ecuacién como
€8, ab + 6ﬁ1 (a‘b) = 6520‘() + €8, ab — €33 t(ab) + 552 (a)b + 6ﬂ3 (b)(l
y obtenemos
€8, = €3, + €3,- (2.19)
Por (2.1) y (2.19) podemos reescribir (2.18) como
€33 (t(a)b + t(b)a - n(a, b)) + (_ t(a)eﬁe, - 552 ((l))b
+ (553 (b)a — 553 (b) t(a) + (551 (ab) =0.
Agrupando términos tenemos
(653 t(b) + 6ﬁ3 (b))a - 552 ((I)b
+ 0p, (ab) — e, n(a,b) — dg,(b) t(a) = 0.
Eligiendo 1, a y b linealmente independientes, podemos decir que para todo a,b €
A g
0, (b) = —€p, t(b), dp,(a) =0y dg,(a) = —eg, t(a).
Ahora escribimos R4 como
pe€g, ab — peg, t(ab) = beqa,a + bIg, (@) — G€qyb — @da, (D)
= €qyab — €qy t(ab) + €q, t(0)a + €n,ab — €q, t(a)d
+005(@)b — 0, (b)a,
que agrupando adecuadamente queda:
0 = (Nt651 — €ag — Eaz)ab - (5a3 t(b) - 60&2 (b))(_l
(6 8(a) = Gag(@))b — pizcs, t(ab) + ca tlab).
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De nuevo tomamos a,b € Ay con 1,a,b, ab base de As para obtener
Ht€3; = €ay T €ay; das(b) = €ag t(b), [ (a) = €ay t(a) y €ag = Ht€B3s-

Como €q, +€q, = 1€, = [11€3, + [1tE3, entonces €,, = L1€g,. Con esta informacién

retomamos A3 que dice que

€010+ 00y (a) = €a,a+ €aytla) + peafs(l)
= [uep,a+ pueg, t(a) — pueg, t(a) + pues,a,

luego €,, = pt€g, + ht€a; ¥ 0o, = 0. Procedemos igual que en el caso de grado cero

para reconstruir (di,ds, ds) en funcién de eg, y €g,

di(z) = di(a+buy) = ar(b) + Sr(a)us

= €a,b+0a,(b) + (ep,a + g, (a))uy

= (ueep, + pe€ep,)b + (€p,a + egya — €, t(a))uy

= €g, (b + aur) — g, (—pueb + auy) = eg,xur — €, Tus,
da(z) = da(a+buy) = as(b) + Ba(a)us

= €a,b+ 00, (b) + (ega + 0, (a))uy

= pe€p,b+ pep, t(b) + € auy

= €g, (b + auy) + €, (D) = eg,xur + €, t(Tuy),
ds(z) = ds(a+buy) = az(b) + B3(a)us

= €a30+ 00, (D) + (€g,a + I3, (a))uy

= epsb+ prep, t(b) + e auy — e, t(a)uy

= €, (1 t(D)) + €, (1eb — auy)

= €3, t(xuy) — €8, TUL,
obteniendo (d1,dz,ds) = €g,Cy, — €3,C,, como querfamos demostrar. O

Proposicion 2.3.15. El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley de grado

uno de Az es (C, |z € Aqus) ® (CL |z € Agus).
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2.3 Derivaciones Ternarias de Cayley

Demostracion. Dada (dy, da,ds) derivacién ternaria de Cayley de grado uno de As,
si restamos Cg, (1) —l—C;s(l) a (dq,da, d3) obtenemos una derivacion tenaria de Cayley

(d}, db, df) con

dy(1) = da(1) +dz(1) =0,

dy(1) = ds(1)+ds(1) =0,
cuyas componentes segunda y tercera anulan al elemento 1, lo que implica que

dGi(z) = djel) = dy(2) + dy(L)a = dy(a) = dj = db,

di(y) = di(ly) =dy(1)g+ds(y) = ds(y) = dy =dj,

por lo que podemos suponer que di(1) = da(1) = d3(1) = 0, y probaremos que
(d1, ds, ds) = (0,0,0).

Entonces tenemos di = do = d3 y por lo tanto, a1 = as = az y 01 = P2 =
B3. Ademds como d;(1) = 0 entonces ;(1) = 0. Con el mismo razonamiento del
Paso 2 en la demostraciéon de la Proposicion 2.3.13, comparamos la formula para
a1(a) + psfBi(a) obtenida de A2 + u3B1 con la obtenida de A3 + B4 y tenemos
as(l)a + psPs(l)a = psafs(1l) + aas(l), luego [as(1),a] = 0 para todo a € Az, y
entonces «;(1) € F parai=1,2y 3.

Escribimos R2 + u3R3 como

ar(ab) + pspPi(ab) = (az(a) + pafa(a))b+ ps(ass(b) + Bs(b)a)
= (az(a) + psfa(a))b+ us[Bs(b), al, (2.20)

donde hemos usado que B5(b) = t(b)B3(1) — B3(b) = —B3(b). Para a = 1 obtenemos
al(b) + /L3ﬁ1(b) = 042(1)[). (2.21)

Incorporando (2.21) a la ecuacién (2.20) obtenemos que ao(1)(ab) = (az(1)a)b +
w383 (b),al. Como as(1) € F esto implica que [03(b),a] = 0 para todo a,b € A,.
Esto obliga a que f(5(b) € F. De (2.21) tenemos a1 (b) = as(1)b — pu3f1(b) y para
ajustarlo a la notacién anterior basta tomar e,, = as(1), d,,(a) = —pusfi(a),

€g, =0y dg, = B; entonces a;(a) = €4,a+0q4,(a) y Bi(a) = eg,a+0g,(a). Finalmente
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usamos R3, eg,ab + 0, (ab) = €g,ab + d3,(a)b + €g,ba + dp,(b)a, que con nuestras

condiciones queda
Bi(ab) = Bi(a)b+ Bi(b)a con fi(x) € F. (2.22)

Eligiendo a, b € A, linealmente independientes, tenemos que 81 = 63, = 0.

Ahora escribimos R4 como
0 = beas@+ b0a,(a) — GEa,b — @4, (D)

= €a3ab — €ny t(ab) + €y t(D)a + €q,ab — €4, t(a)b + dag ()b — 04, (D)a,

que agrupando adecuadamente queda:
0 = (76013 - E042)0‘6 - (60!3 t(b) - 5042 (b))a
+  (€ay t(a) = ba,(@))b + €a, t(ab).
De nuevo tomamos a,b € Ay con 1,a,b, ab base ortogonal de As para obtener
€ag = —€ay; Oay (D) = €ay t(b), 0ay(@) = €ay t(a) y €ay t(ab) =0

con lo que tenemos que €,;, = 0y 04, = 0. Por lo tanto (di,ds2,d3) = (0,0,0). O

2.4. Derivaciones Ternarias

Por la definicién de derivacién ternaria (1.9), las componentes de (dy,ds,ds) €

Tder(A) estan relacionadas mediante
diy =ds + Rdg(l) ydy =ds+ Ld2(1)~ (223)

Como en el Lema 2.3.4 Tder(A) hereda una Zs—graduacién de la Zo—graduacién de
A. La parte par de (dy, d2,d3) es (df,dg ,d3), y la parte impar (dj ,d; , d3 ). Llama-
remos a (df,d3,ds) derivacién ternaria de grado cero y a (dy ,d5 ,d3 ) derivacién
ternaria de grado uno.

Dedicaremos esta seccién a demostrar el Teorema 2.1.1 y el Teorema 2.1.2. Pri-

mero estudiaremos la situacién para t = 3. Si car F' # 3 entonces dada (dy, da,d3) €
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Tder(Ag), ag = dg(l) y az = dg(l),

1
(d17d27d3) - g(L2a2+a3aT2a2+a37 _L2a2+a3)

1

- g (R2a3+a2 ) _R2a3+a2 9 T2a3+a2) S Der(A3) .

Como las componentes anulan el elemento unidad, entonces
Tder(As) = Der(As) + ((La, Ta, La), (Ra, —Ra, Ta) | a € As).

Si car F' = 3 entonces, dada (dy,da,ds) € Tder(As), consideramos a1 = dy(1) y b=
dz(1) — 2dy(1). Como A3z = F'1+ [As, A3] podemos escribir b = 1/2T'(b) + > [b;, b}]

para algunos b;,b; € As. Ahora, como antes

(dla d27 d3) - (LalaTala _La1) - (Z([Lbn Rbdv _[TmebéL _[Lb,va;])>

i

—%T(b)(o,ld, —1d) € Der(As).

Como cualquier elemento en ]5e\r(A3) pertenece al algebra de Lie generada por
{(La,Ts,—La),(Ray —Ra,T,) | a € A3} [1], esto completa el caso ¢t = 3 en el Teore-

ma 2.1.2. En lo sucesivo supondremos que t > 4.

2.4.1. Derivaciones Ternarias de Grado Cero

Sea (di,ds,ds) una derivacién ternaria de grado cero, entonces
di(a+ buy) = a;(a) + Bi(b)uy,

para ciertas aplicaciones lineales «;, 3;: A;—1 — A;—1. Imponiendo que d;(xy) =

do(z)y + zds(y) obtenemos

Proposicion 2.4.1. Las aplicaciones oy, as, g, 81, B2 y B3 verifican las siguientes

relaciones:

R1) ay(ab) = az(a)b+ aas(b),

R2) ay(ab) = af(b) + B3(a)b,
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R3) B1(ab) = aas(b) + B3(a)b,
R4) 51 (ab) = ﬂg(a)b + aO_ég(b).
donde para cada aplicacion v, ¥ denota JvJ.

Proposicién 2.4.2 (t > 4). Con la notacion previa tenemos que la derivacion
ternaria (dy,ds,ds) pertenece a ((di,dz,ds)|di(a + buy) = ai(a) + a;(b)uy con
(a1, a2, 03) € Der(A;_1)) + ((Id, 1d, 0), (Id, 0, Id)).

Demostracion. Paso 1. € = ag(1l) — B3(1) = f2(1) — as(l) € F.
R1 — R2 implica que

(az(a) — Bs(a))b + a(asz(b) — B2(b)) = 0. (2.24)

Para a = 1 se deduce que (2(b) — a3(b) = €pb, y para b = 1 tenemos que az(a) —
Bs(a) = a(B2(1)—a3z(1)) = acp. Si afiadimos a (2.24) esta informacién se transforma
en (aep)b = a(eph), por lo tanto ey € F' (Teorema 1.3.2).

Paso 2. €1 = as(1) — @s(1) = fa(1) — B5(1) € F.

El razonamiento es el mismo que en el Paso 1 pero comenzando por R3 — R4 en

lugar de R1 — R2.

Paso 3. ¢g = €1 y az(1) = B3(1).

Tenemos que €1 = (2(1)—F5(1) = (as(1)+e€0)+(€o—a2(1)) = 2e0—(a2(1)—as(1)) =
2¢g — €1, luego ¢y = €. La otra igualdad es consecuencia directa de esta.

Paso 4. (a1 — 1,00 — Q2,00 — ag) € Tder(As_1).

Notar que R1—R2 con b = 1 implica que az(a)—F3(a) = ¢pa y que R3—R4 cona = 1
implica que ay(b) —as(b) = €1b. Como €y = ¢ entonces B3(a) = az(a) = as(a)+Aa,
donde A = —¢g. Ahora, R1 y R3 implican que (a1, ag, as+A1d), (1, as+A1d, ag) €
Tder(A;—1). Restando estas derivaciones ternarias llegamos a que (a3 — f1, a2 —
as — A1d, @2 — as + A1d) € Tder(A;—1), y sumando (0, AId,—A1d) € Tder(A;_1)
va lo tenemos.

Paso 5. a; = 0;,1=1,2,3y @z = as.

Para simplificar la notacion definimos ¢ = a1 — (1, Y2 = as — &@2. Entonces el
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Paso 4 queda (¢1, g2, —p2) € Tder(As—1). Por (2.23) tenemos que

pi(a) = pa(a) —apa(1),

p1(a) = pa(l)a—pa(a). (2.25)

Entonces,

2ps(a) = apa(1) + pa(l)a = t(a)p2(1) + t(p2(1))a — n(a, p2(1)1.

En este caso particular p2(1) = aa(1) — as(1), luego t(p2(1)) =0y

2pa(a) = t(a)pa(1) — n(a, pa(1)).

Si S =(a€ As|t(a) =0 = n(a,pa2(1))), entonces 2¢5(a) = 0 para todo a € S.
Como ¢1(ab) = pa(a)b— aps(b), entonces 2¢1 (ab) = 0 para todo a,b € S. Adem4s,
si anadimos las ecuaciones a (2.25), obtenemos que 0 = 2¢4 (ab) = [p2(1), ab] para
todo a,b € S. Como dim S > 6 entonces se deduce del Lema 2.3.7 que ¢3(1) € F.
Ademas, t(v2(1)) = 0 implica que p2(1) = 0. Ahora estd claro por (2.25) que
p1 = 0 = @, esto es, a1 = B1 y @z = as. Como por el argumento del Paso
4 tenemos que az = 3 = @ + AId entonces a3 = ag, y comparando R1 y R4
obtenemos as = (s.

Paso Final. Como ax(1) = aa(1) y A = a3(1l) — az(1l) = a1(1) — 2a2(1), entonces
az(l) € F'y

((202(1) + A) Id, an(1)1d, (as(1) + A)Id) € Tder(A;_,).
Restando esta derivacién ternaria a (aq, ag, as) tenemos que
(1 — (2a2(1) + A) Id, a2 — a2(1)Id, ag — ag(1)Id) € Tder(Ai—q).

Como cada componente de esta derivacion ternaria anula la unidad, entonces d =

a1 — (2a2(1) + A) Id = a2 — a2(1) Id € Der(A4;_1). Por lo tanto,
(alv 2, 013) = (d7 d7 d) + ((26 + )‘) Id7 61d7 (6 + )‘) Id),
donde € = ay(1) € F. Esto concluye la demostracién. O
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2.4.2. Derivaciones Ternarias de Grado Uno
Sea (di,ds,ds) una derivacién ternaria de grado uno, entonces
di(a + buy) = a;(b) + Bi(a)uy (2.26)

para algunas aplicaciones lineales oy, 8;: Ai—1 — A;_1. Imponiendo d;(zy) =

do(z)y + xds(y) obtenemos

Proposicion 2.4.3. Las aplicaciones a1, a9, s, 81,082 and B3 satisfacen las si-

guientes relaciones:

R1) ay(ab) = bas(a) + pafa(b),

R2) an(ab) = aa(a)b + puif3(b)a,

R3) Bi(ab) = Ba(a)b+ B3(b)a,

R4) pf1(ab) = acs(b) + bas(a).

donde para cada aplicacion v, 5 denota JvJ.

Podemos escribir facilmente las igualdades anteriores como

Proposicion 2.4.4. Las aplicaciones oy, as, as, 01, B2 y B3 verifican:
S1) (au, pePo, @3) € TCayder(A;_1),

S2) (ay, a9, pefs) € TCayder(A; 1),

S3) (01, B2, 03) € TCayder(A:—1),

S4) (P, a2, 3) € TCayder(A—1).

Proposicién 2.4.5 (t > 4). Con la notacidn previa tenemos que (dy,ds,ds) per-

tenece a <(Ru” 7Ru1,7Tut)a (LumTut’ 7Lut)>'

Demostracién. Como (81, B2, 33) € TCayder(A;_1) con t — 1 > 3 existen w,z €
Nt (Az—1) tales que (5, B2, 83) = Cy + CL. Primero probaremos en varios pasos

que w, z € F.
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Paso 1. w—z € F.

Por un lado, 81 = R, + R.J implica que ,utﬁl = wLg + peJR,. Por otra parte,
por S4 (uf1,as,as) € TCayder(A;_1), luego como antes deben existir w’, 2’ €
Nait(A¢_1) tales que s Ly + psJJR, = py 3y = Ry + R./J. Por lo tanto

W Wx + 2T = zw’ + T2 (2.27)
para todo x € A;_;. Si ademds, t(z) = 0 entonces
pi(w —z)x = z(w' — 2'), (2.28)

por lo que n(u (w0 — 2),2) = —n(p (w0 — 2)z, 1) = —n(z(w' - 2),1) =n(w' -2, z),
o equivalentemente n(uy(w—z) — (w' —2’),2) = 0 para todo x € A;_1 con t(z) = 0.
Entonces € = p(w—z) — (v’ — 2’) € F. Multiplicando a derecha por z con t(z) =0

y utilizando (2.28) obtenemos

ex = [z, w' — 2] (2.29)

Con z = (w' — 2') — 1 t(w’ — 2’) obtenemos que e((w' — 2') — L t(w' — 2)) = 0.

En particular, o bien w’ — 2/ € F o bien € = 0. En el primer caso (2.29) implica
que € = 0. En el segundo, (2.29) implica que w’ — 2’ € F. Luego en cualquier caso
tenemos que p(w — z) = w’ — 2’ € F como queriamos.

Paso 2. ap = =Ly, ¢ +t(xp 2) y ag = t(xp@0) — Ry, 2 J.

En el paso previo hemos probado que p; (w0 —2z) = w’ — 2’ € F. Imponiendo esto en
(2.27) obtenemos que 2’ = iz y w’ = pw. Por la definicién de w’ y 2’ tenemos que
(P, @, a3) = Cor + CL,, Tuego iz = — Ry, + t(xpe2) ¥ a3 = t(kpw) — Ry, J.
Paso 3. w,z € F.

Por un lado, del Paso 2 sabemos que oy = —L,,, 5 +1t(*/1:Z), pero por otro lado de S2
también sabemos que existen w”, 2z € Na(As—1) tales que oy = —Rygr + t(x2"),
luego —pswx + pg t(xz) = —zw” + t(2z"). Usando que t(y) = y + J, podemos

escribir esta identidad como —pwx + pexz + 2T = —xw” + 22" + 2" %, por lo que

— T + ez — e + t(x) ez = —aw” + 2" — 2"z + t(x)2". (2.30)

61



Algebras de Cayley—Dickson Generalizadas

Para todo € A;_1 con t(x) = 0 (2.30) significa que
(—pew — pez + 2" e = x(—w" + 2" — 2).

Como para (2.28) esto implica que

—1/

— Mt'lz) — M2 + Z,/ = —-w + 2// — /,LtZ e F. (231)

Con esta nueva informacién (2.30) nos da p¢z = 2”, y finalmente (2.31) implica
que W = w” € F;estoes, w € F. Como, por el Paso 1, w— 2z € F entonces z € F

también.

Paso Final. Hasta ahora tenemos que (81, 32,03) = wC; + 2Cf, o lo que es lo
mismo

O =wld+4zd, B =—-wld+zt(x) y B3 =wt(x) — 2J (2.32)

con w, z € F. Del Paso 2 también tenemos que ag = ;32 y a3 = p1y33. Como 3; =
B; entonces S1 significa que (@1, as,as) € TCayder(A;_1). Multiplicando S3 por
1y también tenemos (031, ag, a3) € TCayder(A;—1), por lo que (@ — utf51,0,0) €
TCayder(A;—1), lo que implica que o1 = p 01 también. De las relaciones o; = i 3;,

i=1,2,3y (2.32), como x = a+ bu; y (a + buy)uy = b + auy,

(di,da,d3)(z) = (o1(b) + Bi(a)ur, a2(b) + Ba(a)ur, a3 (b) + Bs(a)ur)
B () + Br(a)u, pe B2 (b) + Bo(a)uy, pef3(b) + Bz(a)uy)

(c
(
(e (wId4+2J)(b) + (wId +2J)(a)us, pe(—wId +2 t(x)) (D)
(-

+  (mwld+zt(x))(@)ue, pe(wt(x) — 2J)(b) + (wt(x) — 2J)(a)u)
= w(pb + aug, pe(=b) + (—a)uy, py t(b) + t(a)ur)
+ 2(peJ (b) + J(@)ue, pe t(b) + t(a)ue, pe(=J)(0) + (—=J)(a)ur)
= w(zug, —xup, wx + zuy) + 2(wx, Tup + upx, —ux),
con lo que (dy,da,d3) = w(Ry,, —Ru,, Tu,) + 2(Lu,, Tu,, —Lu,) O
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2.4 Derivaciones Ternarias

En breve.

En este capitulo hemos presentado los resultados de nuestro trabajo con las
algebras de Cayley—Dickson generalizadas. El objetivo que nos plantedbamos al
inicio era calcular sus derivaciones ternarias y sus automorfismos ternarios, y para
lograrlo hemos seguido dos caminos.

Para obtener los automorfismos ternarios hemos transformado el producto en
el algebra, utilizando isomorfismos y elementos pertenecientes al nicleo alterna-
tivo generalizado, N,i;(A), y asi hemos logrado, en el Teorema 2.1.3, la siguiente
descripcién de los automorfismos ternarios en funcién de los automorfismos.

Dado (¢1, @2, p3) € TAut(A;) con t > 4y car F # 2,3 entonces existen ¢ €
Aut(A;),a,b € Naj(A) con N(a) #0# N(b) y 0+# e € F tales que

(¢1,02,93) = (eLaRpp, U Ry-1p, €Ly 1 Upgp).

En cuanto a las derivaciones ternarias, en el Teorema 2.3.3 hemos calculado las

derivaciones ternarias de Cayley, que para t > 3 son
TCayder(A) = (Ca | a € Nay(A4))) @ (C) | a € Nay(Ay)),

y utilizando esta descripcién y la graduacion heredada por Tder(A) de la Zo—
graduacién inducida en A por el proceso de duplicacién, hemos visto cudles son
las derivaciones ternarias de grado cero y de grado uno, logrando de este modo la
descripcién completa de Tder(A) que queda reflejada en los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.

Asfi sobre cualquier cuerpo de caracteristica # 2,3 y para t > 3 tenemos que
Tder(4;) = Der(4;) & (Lo, Ty ~La): (Ras R Tu) | @ € Nay (A1),
Y para cuerpos de caracteristica tres Tder(A;) es
Der(Ay) + {(Las Tas ~La). (Ray —Ra, T2), (14, 0,1d) | @ € Na (A1),
sit>4,0
algrie((Las Tas —La), (Ray —Ra, Ta) | @ € Az) +((1d, 0,1d)),
sit=3.
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Capitulo 3

El nticleo alternativo
generalizado de las algebras
de division reales de

dimension finita

Nuestro interés por el nticleo alternativo generalizado y su comprobada utilidad
para determinar las derivaciones ternarias de las algebras de Cayley—Dickson gene-
ralizadas, nos llevaron a iniciar el estudio de las dlgebras de division reales por su
buisqueda. Comenzamos presentando algunos resultados generales, referentes tanto
a los nucleos asociativos, como a la conveniencia de considerar la dimensién de
N.it(A) mayor o igual que dos, y algunas propiedades de sus elementos.

En la Seccién 3.2 clasificamos las dlgebras de division reales de dimensién 4
cuyo nucleo alternativo generalizado tiene dimensién mayor o igual que dos en dos
familias cuya construccién damos, y observamos que si la dimensiéon es mayor o
igual a 3 se trata de un dlgebra isomorfa a la de cuaternios.

La Seccion 3.3 esta dedicada a las algebras de divisién reales de dimensién 8.
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

En este caso la exigencia de dimensién 2 para el nicleo alternativo generalizado
no facilita la clasificacién, por lo que nos limitamos a las algebras flexibles que
satisfacen esta condicién, y esto nos permite describirlas salvo isomorfismo. Para
las &dlgebras cuyo nitcleo alternativo generalizado tiene dimensién mayor que 2
no necesitamos mas condiciones y aparecen algebras que se pueden asociar a las
obtenidas por el proceso de duplicacién de Cayley—Dickson.

En la Seccién 3.4 nos centramos en las dlgebras de divisién con la propiedad de
inversién a izquierda, para las que damos una descripcion y logramos una clasifi-
cacion sencilla si imponemos algunas otras propiedades, como la flexibilidad o la

asociatividad de terceras potencias.

3.1. Algunos resultados generales

Proposiciéon 3.1.1. No existen dlgebras de division reales de dimension 8 con dos

nicleos asociativos (a izquierda, central o a derecha) isomorfos a H.

Demostracion. Sea A = (A, P) un algebra de divisién real de dimensién 8 con
dos nicleos isomorfos a H. Usando isotopia, podemos suponer que A tiene unidad.
Cambiando a (A, P°P) si es preciso, podemos suponer también que N, (A) = H. Por
dltimo, cambiando a (A, P*) y a una isétopa de nuevo si es necesario, suponemos
que Nj(4) 2 H y que A es unitaria.

A es un Nj(A)-médulo a izquierda y un N;(A)°P—mddulo a derecha. De he-
cho es un bimddulo, por lo que se descompone como A = Q1 & @2 con Q1 y Q-
sub—bimddulos irreducibles de dimensién 4. Por las dimensiones, para cualesquiera
elementos no nulos 1 € Q1 y 2 € Q2, Q; = Ni(A)z; = z; N, (A). Luego exis-
ten isomorfismos o1, 09: Nj(A) — N, (A), de élgebras de hecho, que verifican que
ary, = x101(a) y ary = xe03(a) para todo a € Nj(A). La aplicacién 02_101 es un
automorfismo de Nj(A), luego es interna. Sea e € Ny(A) con oy *o1(a) = eae™.
Entonces o1(a)os(e) = oa(e)oz(a). Tomando z103(e) en lugar de z; podemos su-
poner que o1 = o3. Esto es, existe un isomorfismo o: Nj(A) — N;(A) tal que

ax; = z;0(a) para todo a € Nj(A) (i = 1,2).
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3.1 Algunos resultados generales

Consideramos ahora u,v € A con z; = ww. El dlgebra (A,0) con z oy =
R;Y(z)L; ! (y) es unitaria, con unidad x1, y Q1 se convierte en su nicleo asociativo
a izquierda y a derecha. Por tanto podemos suponer que Nj(4) = Q; = N,(4) y
1 =1.

La aplicacién o es un automorfismo de Nj(A), luego es interna. Sea e € Nj(A)
tal que o(a) = eae™! para todo a € Nj(A), entonces axe = xgeae™!. Tomando xae
en lugar de x5 podemos suponer que o = Id.

Después de todas estas transformaciones, terminamos con un algebra de divisién
real A con una subdlgebra @ = Nj(A4) = N,(A) isomorfa a H y tal que A se puede
descomponer como A = Q © vQ, con Qu = v y av = va para todo a € Q.

Sea v?2 = a + vb con a,b € Q (notar que a = 0 implica que v(v — b) = 0
una contradiccién, luego a # 0). La ecuacién cuadrética de coeficientes cuaternios
2% + zb — a = 0 siempre tiene soluciones no nulas en @ [20]. Sea a’ una de estas

rafces y ' = —(a’)~ta. Tenemos
(@' + )V +v) = (—a+a)+ (@ +b +bv=(a')"((d)? +a'b—a)v =0,
luego A no es un algebra de division. O

La existencia de elemento identidad no es una propiedad usual en las dlgebras
de divisién reales de dimension finita, pero es una condicién demasiado general
como para poder obtener una clasificacién en virtud de ella. El siguiente resultado
muestra que es conveniente exigir que el nicleo alternativo generalizado sea de di-
mensién mayor o igual que dos. En este capitulo a partir de este momento, mientras

no se diga lo contrario, A denotard un dlgebra de division real de dimension finita.
Proposicién 3.1.2. A posee elemento identidad si y solamente si Ny (A) # 0.

Demostracion. La implicacién directa es obvia. Veamos que la reciproca es cierta.
Sea a € N(A). Por el Lema 1.1.13, el dlgebra generada por a es un algebra
de divisién asociativa y conmutativa de dimensién finita. En particular, posee un

elemento identidad e. Puesto que (a™,a™, ) = 0 para todo « € A entonces
e(ex) = (ee)x = ex,
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

por lo que, por la biyectividad de L, ex = x y e es identidad a izquierda de A. De

modo similar se obtiene que también es identidad a derecha. O

En lo que sigue se asumird siempre que dim N, (A) > 2.

Lema 3.1.3. Para cualquier a € N (A) se cumple que Lo, Ry y T, = Lo + R,

son semisimples.

Demostracion. Por [36], Nt (A) contiene las partes semisimple y nilpotente de sus
elementos, es decir, existen as y a,, en la subalgebra generada por a, de modo que
a = as +ap con L, y R,, semisimples y L,, y R,, nilpotentes. Puesto que el
algebra A es de divisién, a,, debe ser nulo y por lo tanto L, y R, son semisimples,

al igual que Ty, ya que [L,, R,] = 0. 0
Lema 3.1.4. N, (A) contiene una subdlgebra de A isomorfa a C.

Demostracion. Dado cualquier elemento a € Ny (A) que no pertenezca a R1, la
subdlgebra generada por a es de divisiéon, conmutativa y asociativa de dimensién
mayor o igual que 2. Al ser la dimensién de A finita, dicha dlgebra es isomorfa a C
y estd generada linealmente por {1,a}. Puesto que ambos elementos pertenecen a

Nait(A), queda demostrado el enunciado. O

Fijemos en lo que sigue una subdlgebra C de A tal que C =2 C y C C Ny (A).

Es conveniente resaltar que el elemento identidad de C' y el de A coinciden.
Lema 3.1.5. A es un C-bimddulo unitario.

Demostracion. Sea a un generador del dlgebra C. Como (a,a,z) = (x,a,a) = 0 se
sigue que A es un C-médulo a ambos lados. Como también (a, x,a) = 0, entonces es

un C-bimdédulo, que al compartir elemento identidad A y C resulta ser unitario. [

Sea

V={x€A|za=ax VaeC},
donde a es el conjugado complejo de a.
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3.1 Algunos resultados generales

Proposicién 3.1.6. Se tiene que V' es un sub-bimddulo de A y que
A=CaoV.
Demostracion. Claramente se tiene que para cualesquiera a,b € Cy x € V

(bx)a = b(za)=blax) = a(bz),

(zb)a = a(xb),

lo que muestra que V' es un sub-bimédulo.

Consideremos ahora a A como un C-médulo a izquierda. El conjunto {R, | a €
C'} es, por el Lema 3.1.5, un conjunto de transformaciones C-lineales semisimples
que conmutan entre si. Por lo tanto existe una C-base de vectores propios comunes
a todas estas transformaciones. Sean {1,x1,...,2,} (n = dim A/2) una tal C-base

v vi: C — C aplicaciones R-lineales tales que
zia = yi(a)zi Vaec-

Por ser A un bimédulo, ~;(ab)x; = z;(ab) = (z;a)b = (vi(a)z;)b = vi(a)(x;b) =
~i(a)y;(b)x;. De este modo vemos que ~; son R-automorfismos de la R-algebra C.

Por lo tanto, fijado 1,
ria =ax; Vecc obien x;0a=ax; Vico.

Definimos

S={xeA|za=ax Veec}

Si probamos que S = C entonces {z1,...,z,} CV y por lo tanto A = C+V. Esta
suma es, de hecho, directa ya que cualquier elemento no nulo x en la interseccién
verificaria que axr = xa = ax V,cc. Simplificando x se obtendria que a = a V,¢c,
lo que no es cierto.

Para probar que S = C, primero probamos que S es una subalgebra de A. En

efecto, fijemos a € C tal que a® = —1. Dados z,y € S arbitrarios, como a € N, (4),

a(zy) = (ax + za)y — x(ay) = 2(ax)y — z(ay)
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y, volviendo a multiplicar a izquierda por a,
—ay = —day — 4(ax)(ay) — 2(az)(ay) — zy,
de donde (ax)(ay) = —xy. Multiplicando esta ultima igualdad por —a se tiene que
a(zy) = —a((ax)(ay)) = 2x(ay) — (az)y,

por lo que (ax)y = z(ay), o lo que es lo mismo (z,a,y) = 0. Puesto que a €
N.it(A4), esto implica que (a,z,y) = (x,y,a) = —(z,a,y) = 0. En otras palabras,
a(zy) = (ax)y = (za)y = z(ay) = x(ya) = (zy)a. Queda probado asi que S es
una subdlgebra de A. Més atin, como (a,z,y) = (z,a,y) = (z,y,a) = [x,a] = 0,
entonces a pertenece al centro de S. Sin embargo, el centro de cualquier algebra
real de divisiéon unitaria de dimensién finita mayor o igual que dos es R1. Como

C' C S entonces necesariamente C = S. O

El siguiente lema muestra que para describir el producto en A basta centrarse

en el producto entre elementos de una C-base de V.

Lema 3.1.7. Para cualesquiera x,y € V y a € N (A) se tiene que
= (ax)y = (zy)a,
= z(ay) = alzy), y
- (az)(ay) = alwy)a.

Demostracion. Puesto que a € N,y (A) entonces,

(zy)a = —(za)y+x(ay +ya) = —(zva)y + z((a + a)y)

= —(za)y +t(a)zy = (za)y = (az)y.

A partir de a(zy) = (ax + za)y — z(ay) se prueba, de modo andlogo, la segunda

igualdad. La tercera es consecuencia de las dos primeras. O
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3.2 Algebras de division de dimensién cuatro

3.2. Algebras de division de dimensién cuatro

Las &lgebras reales de divisién de dimensién cuatro cuyo ntcleo alternativo
generalizado posee dimensién mayor o igual que dos vendran dadas por las dos
construcciones que presentamos a continuacion. Dado u € C se define Q7(C,u)

como el C-espacio vectorial C x C con el producto dado por
(a,b)(a’,V) = (ad’ + bb/u, ab’ + ba’ + bl').

Dado u € C con n(u) = 1, se define Q;7(C,u) como el C-espacio vectorial C x C

con el producto dado por
(a,b)(a’, V') = (ad’ + bb'u,ab’ + ba’).
Lema 3.2.1. Con estas definiciones se cumple que

= El dlgebra Q1(C,u) es un dlgebra de divisidn si y solamente si t(u) +1 <
n(u).

= FEl dlgebra Qrr(C,u) es un dlgebra de division si y solamente si u # 1.

Demostracion. Supongamos que (a, b)(c,d) = (0,0) en Q;(C,u), con (a,b) y (¢,d)

no nulos. En tal caso
ac+bdu=0 'y ad+bc+bd=0.

Es sencillo comprobar que si uno de los elementos a, b,c, d es nulo, entonces estas
ecuaciones implican que (a,b) o (¢,d) es nulo. Por lo tanto podemos asumir que
abed # 0.

De la primera condicién despejamos a = —c~'bdu, que sustituida en la segunda
condicién nos da

—n(d)c bu + bé + bd = 0.

Multiplicando por be se tiene que
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Puesto que {% | be C} ={be C|n(b) = 1}, entonces existe b que hace cierta la

igualdad anterior si y solamente si

o lo que es lo mismo,
n(c)n(d) = -—n(d)n(c)n(u, 1)+ n(d)2 n(u) + n(c)2
n(d)? n(u) + n(c)? — n(d)n(c) t(u).

Dividiendo por n(c) n(d) queda

n(d) n(u)
n(c)

Esto equivale a que exista A > 0 tal que 1 = A~ n(u) —t(u)+ X, o equivalentemente

1=

n(c)
+ nd) t(uw).

N2 = (t(u) + 1A +n(u) =0

tenga raices reales y al menos una de ellas sea positiva. La condicién de existencia
de raices reales es (t(u) + 1)? > n(u), mientras que una de ellas serd positiva si y
solamente si t(u) 4+ 1 > 0. Asi pues, existen divisores de cero en el dlgebra Qr(C, u)
si y solamente si t(u) + 1 > /n(u).
Supongamos ahora que (a,b)(c,d) = (0,0) en Qrr(C,u), con (a,b) y (¢,d) no
nulos. En tal caso
ac+bdu=0 'y ad+bc=0.

Como en el caso anterior puede suponerse que abed # 0. Tenemos pues que b =

— 8y que 0 = ac — %8 — gc — acBu, de donde

n
w= 20

n(d)
Puesto que n(u) = 1 entonces esta dltima condicién es equivalente a que u = 1.

Por lo tanto Q7 (C,u) posee divisores de cero si y solamente si v = 1. O

Teorema 3.2.2. Un dlgebra de division real de dimension cuatro posee nicleo
alternativo generalizado de dimension mayor o igual que dos si y solamente si es

isomorfa a un dlgebra Qr(C,u) o Qr;(C,u).
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3.2 Algebras de division de dimensién cuatro

Demostracion. Sea A un algebra de divisién real de dimensién cuatro con nicleo
alternativo generalizado de dimensiéon mayor o igual que dos. Elegimos una subélge-
bra C' C N (A) isomorfa a C. Como C-médulo a izquierda, A se descompone como

2

A = C@®Cz para un cierto x & C. Sean u,v € C tales que x* = u+ vx. Claramente

2

u # 0, ya que de lo contrario x* = vz implicaria que z = v € C, lo que no es cierto.

Cambiando « por az con 0 # a € C observamos que, como por el Lema 3.1.7

(az)(az) = ax’a = n(a)u + a*vx,

entonces eligiendo a tal que @?v = a si es preciso, se puede asumir que v = 0 o
v = 1. En el primer caso, v = 0, se podria elegir a con n(a) = \/ﬁ y asumir
que n(u) = 1. Esto muestra que A — Qr7(C,u), dada por a + bx — (a,b), es un
isomorfismo de dlgebras. En el segundo caso, v = 1, se obtiene que A es isomorfa
a un algebra Qr(C,u).

Veamos que efectivamente dim N,j;(Qr(C,u)) > 2. Por simplicidad de notacién
es conveniente denotar como x al elemento (0, 1), como a al elemento (a,0) y como
az al elemento (0,a) (a € C). De este modo el producto en Q;(C,u) se expresa

mediante

(a + bx)(c+ dz) = (ac + bdu) + (ad + bé + db)z.

Ahora, dado v € C,

(v(a+bz) + (a + bx)y)(c + dz) — (a + bz)(y(c + dx))
= ~ac+ ybdu + yadx + ybéx

= v((a+bx)(c+ dx)),

lo que nos muestra que (v, a+ bz, c+dzx) = —(a+bx,~, c+dz). Del mismo modo se
probarfa que (a+bz, c+dx,v) = —(a+bx,~, c+dzx), por lo que C C N, (Qr(C, u)).
Andlogamente C C N, (Qr7(C, w)). O

Es conveniente observar que, si dim Nyj;(A) > 3 entonces N,j¢(A) es un dlgebra
de Lie, y por lo tanto genera una subdlgebra asociativa de A de dimensién > 3

[38]. Esto implica que A es asociativa y por consiguiente isomorfa al dlgebra de
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

cuaternios. Como antes, y ya de ahora en adelante, C x C quedara identificado con

C@ Cx, z con (0,1) y (a,b) con a+ bz.
Lema 3.2.3. Se verifica que
s Nt (Qr(C,u)) =C.
» Nait(Qrr(C,u)) = C si y solamente si u # —1.

Demostracion. Bastard ver que Q;(C,u) no es isomorfa al dlgebra de cuaternios.
Para ello probamos, por ejemplo, que no es un dlgebra cuadratica. Dado b € C
con b3 ¢ R se tiene que (bz)(bz) = n(b)u + b*>z. Si Q;(C,u) fuese cuadritica
entonces existirfan o, 3 € R tales que n(b)u + bz = abz + ( por lo que b?> = ab y
asi an(b) = b, lo que no es posible ya que b ¢ R.

En cuanto a Q7 (C, u) observar que si u # —1 entonces « € R por lo que 1,2, u
pertenecen al dlgebra generada por x y asi Q7(C, u) no es cuadrédtica. Obviamente,

si Naig(Qrr(C,u)) = C entonces necesariamente u # —1. O
Proposicion 3.2.4. Se tiene que
= No hay ningin dlgebra Qr(C,u) que sea isomorfa a un dlgebra Qrr(C,u’).

= Dos dalgebras Qr(C,u) y Q(C,u’) son isomorfas si y solamente si u = u' o

Demostracion. Sea ¢: Qrr(C,v') — Qr(C,u) un isomorfismo. Llamaremos C' =
Cx0CQr(Cu)y xz=1(0,1) € Qr(C,u), mientras que llamaremos C' = C x 0 C
Qrr(C,u) y z' = (0,1) € Qrr(C,u"). Puesto que los isomorfismos preservan el
nicleo alternativo generalizado entonces podemos suponer que ¢(C) C C’. La
imagen del elemento bz € Qr7(C, ') cumple que ¢(br)? = ¢((bx)?) = @(bx?b) =
n(b)p(u’) € C. Sin embargo, si ¢(z) = c + da’ entonces p(bx)? = (¢(b)?c* +

n(p(b)d)u') + (t(e(b)c)p(b)d + (p(b)d)?)x’. De este modo se deberfa cumplir que
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3.2 Algebras de division de dimensién cuatro

t(p(b)e)p(b)d+ (p(b)d)? = 0, para todo b € C, y por lo tanto que ¢(b)3d® € R para
todo b € C, lo que no es cierto.

Observar que la aplicacién de Q;(C,u) — Q;(C,u) dada por
a+bx — a+ bwx',

para un elemento w € C prefijado que satisfaga w® = 1, es un isomorfismo cuya
restriccién a C' es la conjugacién compleja.

Dado un isomorfismo ¢: Qr(C,u) — Qr(C,u’), puesto que los isomorfismos
conservan el ntcleo alternativo generalizado, entonces podemos identificar el nicleo
alternativo generalizado, C, de Q;(C,u) con el de Q;(C,u"). Componiendo con el
isomorfismo anterior, se puede asumir también que la restriccién de ¢ a C es la
identidad. Como antes, = denota el elemento (0,1) de Q;(C,u), mientras que z’

denota el correspondiente elemento de Q;(C,w’). Dado a € C,

p(r)a = p(za) = p(az) = p(a)p(z) = ap(r)

implica que p(z) € {y € Q;(C,v) | ya = ayVsec} = Cx'. Sea ¢ € C tal que

o(x) = ca’. Tenemos que

ou+x) =u+ cx’
p(a?) =
(cx')? = N(c)u' + &2a’

de donde ¢ =cyasi N(c)=1yu=1u'.

Sea ahora ¢: Qr7(C,u) — Q7 (C,u’). Podemos asumir que u,u’ # —1. De nue-
vo, también podemos identificar el nicleo alternativo generalizado, C, de Q7 (C, u)
con el de Qrr(C,u') mediante . Mantendremos también el significado evidente de
zyax.

La aplicacién Q7 (C,u) — Q(C,u) dada por
o(a+bx) =a+ bwz',

para un cierto w € C con n(w) = 1, es un isomorfismo. Componiendo ¢ con él si

es preciso, se puede asumir que la restriccién de ¢ a C es la identidad.
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Al igual que para el caso anterior, es sencillo probar que ¢(Cz) = Cx’ por lo

que existe ¢ € C' tal que ¢(x) = cx. Ahora

pu) = u
pla?) =
(cx")? = n(c)u’
Puesto que n(u) = 1 =n(u’) entonces n(c) =1y u=1'. O

3.3. Algebras de divisién de dimensién ocho

3.3.1. Nucleo alternativo generalizado de dimension dos

En este caso, la estructura que induce la presencia de un nticleo alternativo
generalizado de dimensién dos no parece ser suficiente como para lograr una clasifi-
cacion. Debido a ello hemos limitado el alcance de nuestra investigacion a algebras
que ademas son flexibles.

Nuestra primera observacién, sin embargo, abarca a algebras que no necesaria-
mente son flexibles pero que si que satisfacen la asociatividad de terceras potencias,
es decir,

2r = xa’ (3.1)

Proposicién 3.3.1. Sea A un dlgebra de division real de dimension finita cuyo
nicleo alternativo generalizado tiene dimension mayor o igual que dos. Si ademds A
satisface la asociatividad de terceras potencias entonces existe una forma cuadrdtica

N: A — R definida positiva tal que
v =ty +N(y) =0 Vyea,
donde t(y) = N(y,1) y N(z,y) = N(z +y) — N(z) — N(y).

Demostracion. Sea C una subdlgebra de Nai(A) de dimensiéon dosy V = {z € A |

ax = xa Vaec}. Linealizando la identidad (3.1) se obtiene

(zy + ya)z + 2%y = ya® + x(xy + yz).

76



3.3 Algebras de divisiéon de dimensién ocho

Si se elige x € V e y = a € C, entonces
(zxa + ax)r + 2%a = ax® + z(ax + za)

implica que
t(a)z?® + 2%a = az® + t(a)2?,
por lo que z?a = ax? para todo a € C. Por la Proposicién 3.1.6 esto implica

que 22 € C. Ademds, por la asociatividad de terceras potencias, 222 = zz? implica

también que de hecho 22 € R. Si se define N(z) = —22 V¢ y se extiende de modo
que C'y V sean ortogonales y N () coincida con la norma usual de C, entonces dado

aeCyzxzeV
(a+2)? = a®>+ax+za+2®=t(a)a— N(a)+ (a+a)x — N(x)
= t(a)(a+x)—N(a+2z)=tla+2z)(a+z) — N(a+ x),

donde t(a + z) = t(a).
La forma cuadratica N () es definida positiva ya que lo es en C'y ademads también

en V, puesto que si 22 = —N(z) > 0 entonces (z — /—N(z))(z + /—N(z)) = 0,

y por lo tanto x € R. Como 22 > 0 entonces z = 0. O

Lema 3.3.2. Sean x,y € V tales que N(y,Cz) = 0. Entonces N(Cy,Cz) =0y
xy eV.

Demostracion. Puesto que x e y son ortogonales, entonces zy+yxr = —N(x,y) = 0,

por lo que anticonmutan. Sea ahora a € C'. Se tiene que por un lado
(zy)a + a(zy) = t(a)zy + t(zy)a — N(zy, a),

mientras que por otro lado, por el Lema 3.1.7,

(zy)a + a(zy) (zy)a — a(yz) = (va)y — y(ar) = (va)y — y(za)

t(a)zy — (za)y — y(za),
lo que implica que
t(zy)a — t(zy,a) = —t(za)y — t(y)za + t(za,y) = 0.
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Puesto que a es arbitrario, esto implica que t(zy) = N(zy,a) = 0 para todo a € C
0, equivalentemente, xy € V.

Finalmente, dados a,b € C,

(ay)(br) = b(yz)a = —b(zy)a = —a(zy)b = —(br)(ay),
lo que implica que N (ay,bx) = 0. O

La presencia de un nucleo alternativo generalizado de dimensién al menos dos
ha permitido introducir una estructura de C-espacio vectorial en A y determinar
el producto en A a partir de una C-base en lugar de una R-base. Para reducir las

posibilidades se asumird en lo que sigue que A es flexible.

Lema 3.3.3. Sean z,y € V tales que N(Cz,Cy) = 0. Se tiene que N(Czy,Cx) =
N(Czxy,Cy) =0 y que (xy)x € V.

Demostracion. Puesto que (zy)r = x(yzr) = —x(zy) entonces N(zy,z) = 0. En

general, dado a € C, por un lado

((az)y)(az) = a(((ax)y)r) = a((zy)z)a,

mientras que por otro

((az)y)(ax) = (az)(y(az)) = (z(y(az)))a = a((zy)z)a,

por lo que a?((zy)r) = ((zy)x)a®. Puesto que C = {a® | a € C}, se tiene que
(zy)z € V.
Finalmente, (zy)(azx) = a((zy)z) = ((xy)x)a = —(x(xy))a = —(ax)(zy) impli-

ca que N(zy,Cz) = 0. El resto del enunciado del lema se sigue facilmente. O

Siz,y € V son tales que N(Cxz,Cy) =0y N(z) = 1= N(y), entonces diremos
que el triple (z,y, zy) es un triple bdsico. Puesto que quizds la norma de xy puede

ser distinta de 1, el orden es importante en el triple basico.
Lema 3.3.4. Sea (z,y,zy) un triple bdsico y A = N(zy). Se tiene que
= z(zy) = =My, (zy)z = Ay,
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= y(ay) = Az, (2y)y = —Az.
Demostracion. Por el Lema 3.3.3 se tiene que V se descompone ortogonalmente
como V = Cz®Cy®C(zy). Puesto que z(xy) es ortogonal a Cx y C(xy), entonces
z(zy) = ay para un cierto a € C. Por flexibilidad, (zy)z = z(yz) = —z(zy) =
—ay. De igual modo se obtiene que y(xy) = —fz y que (zy)y = Bx para cierto
B eC.

Linearizando la identidad flexible se obtiene que para cualquier ¢ € C,

(zy)(c(zy)) + ((c(zy))y)z = 2(y(c(zy))) + (c(zy))(yz),

lo que implica que

—N(zy)ec+ ((Bz)c)x = z(¢(—px)) + N(zy)c.

Puesto que 72 = —1 = 32, esta 1ltima igualdad se puede escribir como — N (zy)é —

(¢ = e+ N(zy)c. Agrupando términos se tiene que — (N (zy)+6)¢ = (8+N(zy))c.
Al ser ¢ arbitrario, esto implica que 8 = —N(xy) = —\. Queda demostrado enton-

ces que (zy)y = —x = y(zy).
Considerando el triple bdsico (y,x,yz) en lugar de (x,y,zy) obtenemos que

z(zy) = (yz)xr = —Ay, por lo que a = —\. O
Lema 3.3.5. La forma bilineal : V x V — C, dada por

o(z,y) = —mc(zy),
es una forma hermitica en el C'-espacio vectorial V.

Demostracion. Dados x,y € V, escribimos y = az + z con z € V perpendicular a

Cz. De este modo,

o(z,y) = —moley) = —mo(b(=N(z))) = N(x)b,

o(y.x) = —mclyx) = —mc((br)r) = —mc(-N(z)b) = N(2)b = o(,y).

Claramente o(x,z) = N(x). Finalmente,

o(az,y) = —mc((ax)y) = —mc((zy)a) = —7c(zy)a = —ane(vy) = ao(z,y).
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Sea O(A\) = C*, {ey,...,eq4} la base canénica de O(\) y A € R con A > 0. Se

define el producto e;e; mediante la tabla

€1 €9 €3 €4
e1 | e ea es ey ceq de;
es | ea —eg ey —Aes aei | acey ade;
€3 | €3 —€4 —e1 )\62 bei béei bci(eiej)
es | es Aes —dea —Aep

con a,b,c,d € Cei,j > 2. Como antes, la aplicacién o: QO(A\) x O(A) — C dada
por o(z,y) = —7ce, (zy) es una forma hermitica en V = Ces @ Cez @ Cey con la

estructura de C' = Ce; espacio vectorial.

Teorema 3.3.6. Un dlgebra real de dimension ocho A es un dlgebra de division
flexible con nicleo alternativo generalizado de dimension mayor o igual que dos si

y solamente si es isomorfa a un dlgebra QO(N) para algin A > 0.

Demostracion. Veamos primero la implicacién directa. Si se elige un triple bésico

(z,y,zy) de A entonces la aplicacién
1'_)617 T — ez, Yyr— €3, TYr> ey

extendida por C-linealidad proporciona un isomorfismo entre A y O()), donde
A = N(zy).

Para probar el reciproco, bastarfa comprobar que Ce; C N (O(N)), que O(N)
es flexible y que es de divisién. Sea C = Cey y V = Cey @ Cez @ Cey. La primera
y la tercera afirmacién son una comprobacién directa.

Para probar que el algebra OQ(A) es un dlgebra de divisién, consideramos un
operador de multiplicacién a izquierda no invertible L,4,, cona € C'y v € V. Puesto
que L, es invertible si 0 # a € C entonces necesariamente v # 0. Reescalando el
vector v, se puede asumir que su norma o (v, v) es uno. Por el Lema 3.3.3, podemos
encontrar una C-base {x = v,y, 2y} de V con o(z,y) = o(z,2y) = o(y,zy) = 0
y o(z,z) = o(y,y) = 1. El Lema 3.3.4 muestra que Lq4,(C +Cz) C C+ Cz y
que L1+, Cy + Clzy) € Cy + C(ay), por lo que para probar la biyectividad de
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L4 podemos hacerlo independientemente en (C'+ Cz) y Cy+ C(xy). Puesto que
C + Cx es isomorfa al dlgebra Hy a+v € C'+ Cx entonces la restricciéon de Ly, a

este subespacio es biyectiva. En cuanto a su restriccién al subespacio Cz 4+ C(zy),
(a+v)(by + c(zy)) = aby + ac(zxy) + bry — eN(zy)y,

que sera nulo si y solamente si abc = N(¢)N(xy) y abc = —N(b). Estas condiciones
solamente son compatibles en el caso en que b = ¢ = 0.

La biyectividad del operador de multiplicacién a izquierda L, puede ser pro-
bada directamente sin utilizar este proceso de reduccién con la ayuda de un progra-
ma de calculo simbdlico. El operador de multiplicacién a izquierda por el elemento
genérico xie; + yiier + Toeo + yates + x3es + ysies + xaeyq + yaiey tiene matriz

coordenada en base {eq,ieq, ea,iea, €3,1€3, 4,14} a

r —hn —x2 —Y2 —r3 —Y3 —ATy —Ayy
Yy x1 . —Ye Ty —Yys Xz —Ays  Ary
Tz Y2 T =y —AT4 Ays Azz —Ays
Y2 —22 Y1 4l Ays  Azg —Ays —Azg
T3 Yys  ATs —Ays T~y —AT2 Ay
Ys —xz —Ays —Ary YT Ay2 Ax

Ty Ya —I3 Y3 T2  —Y2 Z1 —Y1

Yas —X4 Y3 T3 —Y2 —X2 Y1 x1

cuyo determinante es

(z + 23 + 23 + 7 + v +y3+
A2+ ) (24P AR+ 2l R+ 2+ A (22 +02))),

que claramente no toma el valor cero en ningiin punto si y solamente si A > 0. O

Proposicién 3.3.7. El dlgebra QO(X) es isomorfa a los octoniones Q si y solamente

st A=1.

Demostracion. Si O(X) es alternativa entonces, es(eses) = (ezes)eq implica que

—Aegeq = —ey, es decir, —\ey = —ey 0 equivalentemente A = 1.
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Reciprocamente, es sencillo probar que el dlgebra O(1) es isomorfa al dlgebra

0. O
Lema 3.3.8. Si A # 1 entonces N (O(N)) = Cey .

Demostracion. Si Nai(O(N)) # C = Ce; entonces existirfa y € Ny (O(N)) tal que
o(xz,y) =0conz = ey y o(y,y) = 1. Usando el triple basico (z,y, zy) encontramos,
como en la demostracién de la proposicién anterior, que y(y(zy)) = y?(zy) implica

que N(zy) =1, y que O(\) es isomorfa a los octoniones, por lo que A = 1. O
Lema 3.3.9. La aplicacion

o(u,v,w) = o(u, uv)
es una forma C-trilineal alternada en V.

Demostracion. Puesto que u(vv) = —N(v)u € V para cualesquiera u,v € V en-

tonces o (u(vv)) = 0. Linealizando esta igualdad se obtiene que
o(u,v,w) = —mo(u, vw) = 7o (u, wv) = —o(u, w,v).

De igual modo, u(uw) € Cw implica que o(u,u,w) = 0. Linealizando en u se
obtiene que o (u,v,w) = —o (v, u, w). Queda probado asi que o(u, v, w) es alternada.

Ahora,

o(u,v,aw) = o(u,v(aw)) = —7mc(u, (vw)a) = —7e(a, u(vw))

= —arc(u,vw) = ao(u, v, w),
que por la alternacia implica que o(u,v,w) es C-trilineal. O
Las algebras Q()\) poseen una rica estructura de automorfismos. Sea
S ={peGLc(V) | o(p(v), p(w)) = (v, w)Vowev y det(p) =1}.

Los elementos de S pueden extenderse, y asi los pensaremos, a aplicaciones C-

lineales de V' en V' cuya restriccién a C es la identidad. Dichas aplicaciones forman
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un grupo compacto isomorfo a SU(3). Ademds del grupo S es conveniente destacar

la aplicacién
K: aeq + bey + ces + dey — aeq + Beg + ces + Je4
Proposicién 3.3.10. Si A # 1 entonces el conjunto de automorfismos de Q(\) es

S UkS.

Demostracion. Dado un automorfismo ¢, componiendo con k si es preciso y pues-
to que ¢ necesariamente preserva el nicleo alternativo C' = Ce; de O(A), po-
demos suponer que la restriccién de ¢ a C' es la identidad. Esto implica que
o(v,w) = p(o(v,w)) = o(e(v),p(w)). Puesto que también ¢ conserva la forma

trilineal o(u, v, w) entonces

a(u,v,w) = o (p(u), p(v), p(w)) = det(p)o(u, v, w),

lo que prueba que det(p) = 1.

Sea ahora una aplicacién ¢ € S y consideramos un triple bésico (z,y,zy).
El conjunto (¢(z), ¢(y), p(zy)) cumple que o(p(z),p(y)) = o(z,y) = 0y que
a(e(x),p(x)) =1 =0(e(y),¢(y)), pero sin embargo podria no ser un triple basico
ya que a priori no sabemos si ¢(xy) = p(z)p(y) o no. Puesto que o(p(xy), p(z)) =

o(p(zy), ¢(y)) = 0, entonces existe d € C tal que p(zy) = do(x)p(y). Ahora bien,
o(p(xy), o(x), o(y)) = dewp)a(xy: )= Adet,(_(p) - -
o(p(wy), d~ p(xy)) = d~ o (p(zy), p(ey)) = d~'A

implica que d = 1, y que por lo tanto ¢(zy) = p(z)p(y). Puesto que ¢ actia como

la identidad en C, es claro que ¢ es un automorfismo de Q(\). O

Proposicién 3.3.11. Dos dlgebras O(X) y O(N') son isomorfas si y solamente si

A=),

Demostracion. Podemos suponer que A # 1 # X. Sea p: O(A) — O(XN) un iso-
morfismo. Identificamos el nicleo alternativo generalizado, C, de @(\) con el de

O()). Componiendo ¢ con k, podemos suponer que la restriccién de ¢ a C es la
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identidad. Identificaremos también el correspondiente espacio V' de O(X) con el de
o).

Observemos primero que si (z,y, zy) es un triple bésico en QO(\) y cambiamos y
por otro elemento z € V, con o(x,z) =0y o(z, 2) = 1, entonces z = ay+b(xy) para
ciertos a,b € C. Puesto que o(z, z) = 1, entonces N(a)+ AN (b) = 1. De este modo
la norma de zz queda N(xz) = N(a(zy)—Aby) = AN (a)+A2N(b) = A(1-AN(b))+
A2N(b) = . Es decir, el valor A no se altera al cambiar el segundo elemento (y
consecuentemente el tercero) en un triple bésico. Dados dos triples bésicos, (z, y, zy)
y (@',y,2'y"), podemos tomar z € V tal que o(z,2) =0 =o0(2,2') yo(2,2) = 1. A
partir de los triples bésicos (z,y, zy) v (z, 2, 2z) obtenemos que N(zy) = N(zz) ya
que comparten el primer elemento. A partir de (2',y’,2'y") y (¢, 2, 2"2) se obtiene
que N(z'y') = N(2'z) y finalmente a partir de los triples (x, z,22) y (2/,2,2'2)
se obtiene que N(zz) = N(z'z). A través de las igualdades hasta ahora obtenidas
llegamos a que N(zy) = N(2'y’). De este modo queda claro que el valor de N(zy),
es decir A\, no depende del triple basico de partida.

Puesto ¢ envia un triple basico de @(\) a un triple bésico de O()\’) entonces

necesariamente A = \’. O

3.3.2. Nucleo alternativo generalizado de dimensién mayor

que dos

En este apartado A denotard un dlgebra real de divisién de dimensién ocho.
Proposicién 3.3.12. Si N, (A) no es un dlgebra de Lie entonces A= Q.

Demostracion. En primer lugar, N (A) = R1 @ {a € Nu(4) | t(L,) = 0} es una
descomposicién de N,j;(A) como suma directa de dos ideales. Para que N, (A) no
sea un algebra de Lie se necesita que el segundo ideal en la descomposicién anterior
de N1t (A) no sea un algebra de Lie. En particular, la dimensién de este conjunto
ha de ser mayor o igual que cuatro. De este modo, N, (A) posee dimensién mayor
o igual que 5 y, por lo tanto, el dlgebra que genera es exactamente A. En parti-

cular, A es un algebra real de dimensién ocho generada por su ntcleo alternativo
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generalizado. Por [35], puesto que A es un &lgebra simple central, se tiene que o
bien el dlgebra derivada N (A) = [Na(A), Naw(A4)] contiene un ideal isomorfo
al algebra simple excepcional siete-dimensional, o bien A es un &dlgebra asociati-
va. Como Nyt (A) no es un algebra de Lie entonces debe darse necesariamente la
primera posibilidad. Ahora bien, en tal caso Nu;(A) = A, y por lo tanto A es un

algebra alternativa de divisién central (de dimensién ocho) no asociativa, es decir

A=Q0. O

Lema 3.3.13. Si Nuit(A) es un dlgebra de Lie de dimension mayor que dos, en-

tonces Noit(A) es cerrado por el producto de A y es isomorfa a H.

Demostracion. Puesto que N, (A) es un dlgebra de Lie entonces genera una subdl-
gebra asociativa de A. Por la restriccién en la dimension, esta subalgebra ha de ser
isomorfa a H. Puesto que cualquier subalgebra de H™ de dimensién mayor que dos

es H™, entonces se sigue el enunciado del lema. O

En lo siguiente identificaremos N,j;(A) con los cuaternios H. Dado a € H, puesto
que (Lo, Ty, —La) es una derivacién ternaria entonces (L,,U,, L7 '), con U, =
L,R,, es un automorfismo ternario. Del mismo modo (R, R; ', U,) es también un
automorfismo ternario.

El siguiente lema se basa en [28].
Lema 3.3.14. Seani,j € H C A tales que i> = —1 = j2, ij = —ji. Se tiene que
g = RjiRjRi
es un automorfismo de orden dos cuya restriccion a H es la identidad.
Demostracion. Puesto que (Rj;R;R;, ij_ile_lRi_l, —U;;U;U;) es un automorfis-
mo ternario y ademas
RjiR;Ri(1) = (ij)(ji) = —(ij)(ij) = 1,
—R; ' RyIR7(1) = —((=i)(=5))(=0i) =1,
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entonces 0 = Rj;R;R; = —Rj_ile_lRi_1 = —U;;U;U; es un automorfismo. El
cuadrado de o es
0* = RjRjR,R;;R;R; = —R;;R;R;R;iR;R;R; R,

= R;RjRiiRiR;jR; = —R;iR;R;jRiR; R; = —RjijjiRiji

= —R;R;=1d.
Claramente, puesto que H es asociativa, o fija a H. Como el subespacio de ele-
mentos fijos por o es una subdlgebra, entonces se trata de H o de A. En el se-
gundo caso se tiene que (z,i,5) = 0 Vica. Puesto que i,j € Nui(A) entonces
(x,4,7) = —(z,4,1) = —(i,2,7) = (J,x,1) = (4,4,2) = —(j,i,2) = 0. Ademads,
(ij,x,i) = i(4,2z,9) + (4,4, 2)i + (¢, jx,i) — (i,4,2i) = 0 [43, p.136] y de modo
analogo se puede llegar a probar que A es un H-bimdédulo. El argumento de la

demostracion de la Proposicion 3.1.1 muestra que esto no es posible, por lo tanto

o # 1d. O

Sea

A=Ha S(-1)

la descomposicién de A en subespacios fundamentales para o. Al ser o un auto-

morfismo, esta descomposicién es una Zs-graduacién. Tenemos también que
(wi)j = x(ji) vi,jEH,mES(—l)
Lema 3.3.15. Para cualesquiera a,b € H y xz,y € S(—1) se tiene que
" Ta = ax,
= (za)b = x(ba),
s a(bz) = (ba)z,
» (ax)(bz) = bz?a con x? € H,
donde a denota la imagen de a por la involucion estindar de H.
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Demostracion. Si se toma como C' cualquier subdlgebra de dimensiéon dos de Hi,
entonces, al ser S(—1) estable por la multiplicacién por elementos de H, se sigue
que también lo es por la multiplicacién por elementos de C' y que por lo tanto
S(—1) C V. De este modo za = ax V,ecq-

La segunda igualdad se ha probado ya para ciertos i, j que definen el automor-
fismo de orden dos o en el Lema 3.3.14. Primero probaremos que el automorfismo
no depende de la eleccion de ¢ y j, siempre que cumplan las hipdtesis del Lema

3.3.14. En efecto, si cambiamos j por j' = aj + Bij, con o + 32 = 1, entonces

RjiRy R = Rajtpijyillaj+pij i
= o’RjiR;R; + 5°R;R;;R; + aR; — faR;
= Oé2RjiRjRi -+ ﬂ2RjRini = (042 -+ ﬂQ)RﬂR]RZ
= o.

Si en lugar de cambiar solamente j por j' cambiamos también 7 por otro i’ entonces,

tomando z € H tal que 22

R.R.R; = R.yR.Ry = RjiyRj Ry,

= —1yqueiz = —iz, i’z = —2i/, 0 = Rj;RjR; =

Ahora que ya sabemos que (xa)b = xz(ba) para cualesquiera i,j € H tales
que a®> = b2 = —1 y ab = —ba, puesto que si a,b son linealmente dependientes
la igualdad del enunciado es trivial, resulta sencillo probarlo para elementos a,b
linealmente independientes. Por lo tanto la igualdad es cierta para cualesquiera
a,b.

La tercera igualdad es una consecuencia inmediata de la primera y segunda.

En cuanto a la tdltima igualdad, (az)(bx) = b((ax)x) = b(x?a) = br?a, debido

aque S(—1)CV. O

Se tiene ahora suficiente informacion para recuperar las algebras que se estan
considerando en este apartado. Dada el dlgebra de cuaternios H y u € H se define

H(u) como el espacio vectorial H x H con el producto dado por
(a,b)(c,d) = (ac + dub, da + be).
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

Proposicién 3.3.16. El dlgebra H(u) es un dlgebra de divisidn si, y solamente si,

u no es un numero real positivo o nulo.

Demostracion. Podemos suponer que u # 0, ya que si u = 0 entonces (0,1)(0,1) =
(0,0). Sea (a,b)(c,d) = (0,0) con (a,b) # (0,0) # (c,d). Se tiene que ac + dub =
0 = da + bé. Si ¢ = 0 entonces da = 0 = dub, lo que implica que o bien d = 0 o
bien (a,b) = (0,0). En cualquier caso se obtiene una contradiccién. Por lo tanto
¢ # 0. Del mismo modo se puede suponer también que a # 0. Podemos despejar

b= — 1?/((15) y sustituirla en ac + dub = 0 para asi obtener que ac — d;@‘(ig)c = 0.

Simplificando se tiene que dud = N(c)
u= N(c)N(d)™*.

Por lo tanto u es un numero real positivo o nulo si existen divisores de cero. El
reciproco es sencillo, puesto que en el proceso de deduccién que hemos llevado a

cabo casi todas los pasos son equivalencias. O

Proposicién 3.3.17. Para cualquier 0 # v € H y A > 0 se tiene que H(u) =
H(\v~tuw).

Demostracion. Identifiquemos H x 0 con H y 0 x H con Hz donde z = (0,1).
Con estas identificaciones, la férmula del producto en H(u) es (a + bx)(c + dz) =
(ac + dub) + (da + bé)x. Si se cambiase x por ¥’ = vz, con 0 # v € H, el
producto (a + bx')(c + da') quedaria (ac 4+ d(2')%b) + (da + bé)z’. Puesto que
()% = (va)(vz) = v2?v = N(v)v~tuw, entonces H(u) = H(N(v)v~luv) que

corresponde a la afirmacién del enunciado. O

Esta proposicién permite normalizar el elemento u que aparece en H(u), de

modo que puede asumirse que su norma es uno.

Corolario 3.3.18. Dados u,u’ € H con N(u) = N(u') =1, se tiene que H(u) =
H(u') si y solamente si T'(u) = T(u').

Demostracion. Basta recordar que dos elementos no nulos u, v’ € H son conjugados

si y solamente si N(u) = N(v') y T(u) = T(u). O
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3.4 Algebras de divisién con la propiedad de inversion a izquierda

Proposicién 3.3.19. Siu es un ndmero real negativo entonces H(u) es isomorfa
a O, mientras que siu € R entonces el nicleo alternativo generalizado de H(u) es

H.

Demostracion. Si u es un nimero real negativo entonces H(u) = H(—1) =2 O. Sea
u un numero no real. Si el nicleo alternativo generalizado de H(u) no fuese H,

entonces existirfa (0, d) para cierto 0 # d € H. De este modo

(dud, 0)(0,d) = (0, ddud) = N(d)(0, ud)

(07 d) (07 d) : (07 d) = _
(0,d) - (0,d)(0,d) = (0, d)(dud, 0) = N(d)(0, ad)

lo que implicaria que u = u, lo que no es cierto. O

3.4. Algebras de division con la propiedad de in-
version a izquierda

Aunque se han visto las restricciones que el nicleo alternativo generalizado
impone al producto en una estructura algebraica, quizas en el caso de dlgebras de
divisién existen otros tipos de clasificacién que también son de interés. En esta
seccion desarrollamos un tipo de clasificacion en esta linea. Sin embargo, sera en el
siguiente capitulo donde veamos que el estudio utilizando derivaciones ternarias es
una extension natural del estudio mediante el niicleo alternativo generalizado.

Una propiedad usual en &lgebra asociativa es que si un operador de multipli-
cacion es invertible entonces su inverso es de nuevo un operador de multiplicacién
del mismo tipo (a izquierda o a derecha).

A es un &lgebra de divisién si los operadores de multiplicacién a izquierda L,

y a derecha R, son biyectivos para todo a # 0.

Definiciéon 3.4.1. Diremos que un dlgebra de division verifica la propiedad de
mversion a izquierda st el inverso del operador multiplicacion a izquierda es otro

operador multiplicacion a izquierda, esto es
Lt € La={L,|x € A} para todo 0 # a € A.
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

Son ejemplos de dlgebras de divisién que cumplen esta propiedad R, C, H y O.

En todas ellas se verifica que si © # 0 entonces L;! = L,1 y R;! = R,-1, con

-1 _

Si A es un élgebra de divisién y ¢1, ¢2, 3 € GL(A) entonces podemos considerar

el producto
zoy:= ¢y (¢2(x)s(w)),

para el cual LY = ¢>1_1L¢2(w)¢3 es biyectiva si # # 0y R) = ¢1_1R¢3(y)¢2 es
biyectiva si y # 0. Con este producto (A, o) es dlgebra de divisién. En el Teorema
3.4.5 se probard que todas las dlgebra de divisién que cumplen la propiedad de
inversién a izquierda se pueden describir de este modo.

Conviene recordar la identidad de Hua [27], que dice que para cualesquiera ele-
mentos x, y en un algebra asociativa unitaria, tales que x, y, zy—1, sean invertibles,

se cumple que

zyr=x — (7 + (y~t—x)"H) L (3.2)

Si A es un algebra de divisién con la propiedad de inversién a izquierda entonces

podemos definir

S: A\ {0} — A\{0}
a +— Sa)=a"
determinada por Ly = L,-1 = Ls(q)- Claramente S es biyectiva, y verifica que

5% =1d.

Proposiciéon 3.4.2. Sea A un dlgebra de division que cumple la propiedad de

inversion a izquierda. Se tiene que LoLyLg € La Vg pca-

Demostracion. En el caso en que Ly, Ly v L,L, — Id sean invertibles, entonces
la identidad de Hua proporciona el resultado. Si @ o b son nulos, el resultado es
inmediato. Finalmente si L,L; — Id no es inversible pero a # 0 # b entonces
Ly — L;! no es invertible, pero como L, ! € L4 esto significa que L, = L;! y en

tal caso el resultado es de nuevo inmediato. O

90



3.4 Algebras de divisién con la propiedad de inversion a izquierda

Nos gustaria sin embargo incluir una demostracién alternativa que sirve sola-
mente para dlgebras reales de dimensién finita, y que descansa en nociones béasicas
de célculo diferencial. Esto prueba en qué forma resultados obtenidos inicialmente
de forma analitica, pueden rescatarse en un contexto mas general mediante técnicas

algebraicas como la identidad de Hua.

Lema 3.4.3. Sea A un dlgebra real de dimension finita que satisface la propiedad

de inversion a izquierda. Se tiene que LoLyL, € L Ya,b € A.

Demostracion. Para a # 0 y b cualquiera en A consideramos la curva

v:(—6€) — A\{0} — A\ {0}

-1
t = Lowp— La—tb

donde € es suficientemente pequeno como para que 0 & {a—tb | t € (—¢,¢€)}. Puesto
que esta aplicaciéon es composicién de diferenciables, entonces es diferenciable en
(—¢€,€), y cumple que L,_y7y(t) = Id por lo que (L, — tLy)y(t) = Id. Derivando
esta expresion

—Lyy(t) + (Lo — tLy)H(t) = 0,

que parat =0 es

4(0) =L Ly L, .

Como 7(t) € L4, que es un subespacio vectorial de Endg(A4), y por lo tanto es

1(#)—~(0)
h

cerrado en la topologia usual entonces 4(0) = limy_.o estd en L4, es decir,

L'LyL; ' € Ly Y0#a€ AyVbe A

Al ser la aplicacién S biyectiva, se tiene que L,LyL, € L4 para cualesquiera a,b

en A (si a = 0 el resultado es obvio). O
Fijado u € A no nulo podemos definir un nuevo producto

rxy = R, (z)L; ' (y),

u u
que verifica que
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

L G*I:I:I*BCOHSZUQ,

» (L)1 = (LuLl_%l(x)Lu) L' € L* para todo a # 0.
Por lo tanto, salvo isotopia podemos suponer que A posee elemento identidad e.
Teorema 3.4.4. (A, ) es un dlgebra de divisidn alternativa.

Demostracion. Puesto que L Ly L} € L%, evaluando este operador en el elemento
identidad e se tiene que

LiLLL =L}

ax(bxa)*

Con b = e se obtiene que (A,x) es un &lgebra de divisién alternativa a izquierda.

Por [43] se sigue que (A4, ) es un algebra de divisién alternativa. O

Centrémonos ahora en el caso real, donde se puede dar un paso mas gracias al
Teorema de Segre [42], que asegura que un &lgebra real de divisién siempre posee

algin elemento idempotente no nulo.

Teorema 3.4.5. Sea A un dlgebra real de division de dimension finita. Se tiene
que A satisface la propiedad de inversion a izquierda si, y solamente si, es isomorfa
a un dlgebra cuyo producto estd dado por o(x) * o(y), donde (A,*) es un dlgebra
isomorfa a R,C,H o O con elemento identidad e, o es un automorfismo de (A,x)

tal que 0 =1d y ¢ € GL(A) es una aplicacién lineal biyectiva que fija a e.

Demostracion. En la construcciéon anterior del producto *, podemos comenzar con
un idempotente u, ya que por el Teorema de Segre toda algebra real de divisién finta

posee idempotentes no nulos. Asi pues, e = u?

= u es idempotente y el producto
de A se recupera como

zy = Re(z) * Le(y),

con (A,*) un &lgebra alternativa de divisién de dimensién finita con elemento
identidad e, es decir, (A,x) es isomorfa a R,C,H o Q. Sean ¢ = R, y 0 = L,
y observemos, ya que va a ser muy importante, que p(e) = e = o(e).

La propiedad de inversién a izquierda se traduce en que ¢! (L:’(@) B o loe

L*, es decir, existe ¢ € GL(A) tal que 01 Lo~ = Ly - Evaluando esta igualdad
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3.4 Algebras de divisién con la propiedad de inversion a izquierda

en e se obtiene que o~ 1(x) = ¢(z). De este modo,
UﬁlL;U = L;_l(x)

y o es un automorfismo de (A4, *).
Puesto que o es un automorfismo, entonces L;,l(ac)o—2 = a‘lL;U_l = ;(m) —
L;,l(z) implica que 02 = Id.

La afirmacion reciproca es obvia, por lo que no la presentamos. O

3.4.1. Algebras de divisién flexibles con la propiedad de in-

version a izquierda

Puesto que la clasificacion salvo isomorfismo de las dlgebras que aparecen en el
Teorema 3.4.5 parece ser excesivamente compleja, nos limitaremos a su clasificacién

imponiendo algunas identidades no muy restrictivas.

Teorema 3.4.6. Sea A un dlgebra real de division de dimension finita que satisface
la propiedad de inversion a izquierda. Si A es ademds flexible entonces, o bien A

es un dlgebra alternativa, o bien A es un dlgebra para-Hurwtiz de dimension dos.

Demostracion. Nos basaremos en la descripcién del Teorema 3.4.5, pero para evitar
la excesiva apariciéon del simbolo * asumiremos que es el producto de A el que
denotaremos por x % y, mientras que el del algebra alternativa lo denotaremos
simplemente por xy.

La identidad flexible es (z * y) x * = = * (y x ). En términos del producto

alternativo y de las aplicaciones ¢ y o se tiene que

plp(r)o(y))o(x) = e(z)(op(y)z). (3.3)

Evaluando esta identidad en el elemento identidad = = 1 se tiene que po(y) =

op(y). Utilizando esta nueva relacién y cambiando y por o(y) se obtiene que
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

Puesto que 02 = Id, entonces A = S(1)@® S(—1) donde S(+1) denota el subespacio
fundamental de valor propio &1 de o. Si z € S(1) entonces se sigue que ?(z)z =

o(z)z, por lo que simplificando z se tiene que ¢?(z) = (x). Por ser ¢ biyectivo

concluimos que ¢(z) = x = o(x). Si o(z) = —x entonces —¢?(x)xr = @(z)r, y
obtendriamos que ¢(x) = —z = o(z). Concluimos pues que
»=o.

Volviendo a (3.3),
(zy)o () = o(x)(yz).

Linealizando en z se tiene que

(zy)o(2) + (zy)o(x) = o(2)(yz) + o (2)(y).

Evaluando en z = 1 se logra yo(z) + zy = yz + 0(2)y, o lo que es lo mismo

[ya U(Z) - Z] =0,

por lo que o bien dim A = 2 o bien 0 = Id. En el primer caso (4, *) es isomorfa
a C o a un §lgebra para-Hurwitz de dimensién dos. En el segundo caso (A,x) es

alternativa. O

3.4.2. Algebras de division de potencias tres asociativas con

la propiedad de inversién a izquierda

Examinaremos ahora el caso més general en el que el dlgebra cumpla la asociati-
vidad de las terceras potencias. El resultado que alcanzamos es que una tal dlgebra
es nuevamente, o bien un algebra alternativa, o bien un dlgebra para-Hurwitz de
dimension dos. Sin embargo, es interesante observar que mientras que en la demos-
tracién del Teorema 3.4.6 no se ha necesitado extender escalares al cuerpo de los
nimeros complejos, en este caso una demostracion sin esta extensién parece com-
plicada. Se pone asi de manifiesto la importancia de la descomposiciéon de Peirce

para resolver determinados problemas.
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3.4 Algebras de divisién con la propiedad de inversion a izquierda

Como en el caso flexible, intercambiaremos la notacién en la descripcién del
Teorema 3.4.5 de modo que el producto de A se denotard por x * ¢, mientras que
el del dlgebra alternativa se denotara por xy. El elemento identidad del dlgebra

alternativa se denotara por e. De este modo

rxy = p(r)o(y), (3.4)

con p € GL(A), p(e) =ey o € Aut(4), o =1d.

La asociatividad de terceras potencias en (A4, *) es equivalente a

p(p(x)o(z))o(z) = p(z)(o(p(r))z). (3.5)

En lo que sigue se asumird que (A,*) satisface la asociatividad de terceras

potencias.
Lema 3.4.7. Sio =1d entonces el dlgebra (A, ) definida por (3.4) es alternativa.

Demostracion. La asociatividad de terceras potencias se lee en este caso como

Puesto que A es alternativa entonces o(p(r)x) = ¢(x)2. Linealizando esta identi-

dad obtenemos

elp(m)z) + (p()y) = w()p(Y) + P(y)p(z).

Evaluando en y = e, y como ¢(e) = e, se tiene que

o(x) + ©*(x) = p(z) + o(),

lo que implica que ¢?(z) = p(x). Puesto que ¢ es biyectiva entonces necesariamente

p=1Idy (A,*) es alternativa. O

Lema 3.4.8. Sea A un dlgebra real de dimension menor o igual que dos que satis-
face la propiedad de inversion a izquierda. Si A satisface ademds la asociatividad
de las terceras potencias entonces A es o bien un dlgebra alternativa o un dlgebra

para-Hurwitz de dimension dos.
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Demostracion. Utilizaremos la descripcién del producto de A dada por (3.4).

Evidentemente basta considerar el caso en que dim A = 2. Por el Lema 3.4.7
también podemos suponer que o # Id. Puesto que dim A = 2 entonces A = C los
nameros complejos y necesariamente o es la conjugacién compleja. Sea ¢ la unidad
imaginaria. Se tiene que (i) = ap + a1¢ con ag, o; € R. Evaluando (3.5) en z =4
se tiene que

p((ao +ian)(—i)) = —af — of.

Aplicando nuevamente que ¢(i) = ag + iaq se obtiene que
aga; =0y oz? = —q3.

Puesto que a1 # 0, ya que sino ¢ no seria biyectiva, entonces ag = 0y a3 = —1.
Por lo tanto ¢ es la conjugacién compleja. Queda probado pues que A es un algebra

para-Hurwitz de dimension dos. O

Lema 3.4.9. Sea A un dlgebra real de division de dimension finita que satisface
la propiedad de inversion a izquierda cuyo producto viene descrito por (3.4). Si A

satisface la asociatividad de terceras potencias entonces se tiene que
po=0—p+Id y op=¢>—2p+20.
Demostracion. Linealizando (3.5) y evaluando en x = e se tiene que
O tpo+o=p+op+Id. (3.6)

Fijemos ahora b € S(1;0), un vector propio de o de valor propio 1. Aplicando
(3.6) se tiene que
¥*(b) = op(b). (3.7)

Si aplicamos (3.6) a ¢(b) obtenemos que

©*(b) + ©*(b) + ©*(b) = ¥ (b) + ©(b) + (b),

de donde se sigue que p(b) = ¢(b). Como ¢ es biyectiva entonces necesariamente

©?(b) = b. Ahora bien, (3.7) implica en este caso que ¢(b) = b.
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3.4 Algebras de divisién con la propiedad de inversion a izquierda

Puesto que la imagen de o +Id esta contenida en S(1;0), entonces (¢ —Id) (o +
Id) = 0, es decir,
po=0—p+Id.

Sustituyendo el valor de po en (3.6) se tiene que
op =% — 20+ 20.
O

Teorema 3.4.10. Sea A un dlgebra real de division de dimension finita que satis-
face la propiedad de inversion a izquierda. Si A satisface ademds la asociatividad
de terceras potencias entonces o bien A es alternativa o bien A es un dlgebra para-

Hurwitz de dimension dos.

Demostracion. Utilizaremos la descripciéon de A del Teorema 3.4.5 pero con la
notacién de (3.4). El caso en que o = Id o que la dimensién de A sea menor o igual
que dos ya se ha tratado por lo que se asumird que o # 1 y que dim A > 4.

Recordemos que se ha visto en la demostracion del Lema 3.4.9, y es también
consecuencia de que po = o — ¢ + Id, que para cualquier b € S(1;0) elemento fijo
por o se tiene que p(b) = b.

Extendiendo escalares al cuerpo de los numeros complejos podemos encon-
trar una base estdndar {ej, e, ui,v1} (dimA = 4) o {e1, e2,u1, us, uz, v1, V2, v3}
(dim A = 8) tal que, o bien {e1,e2} (dim A = 4), o bien {e1, e, u1,v1} (dim A = 8)
sea una base de S(1;0). Una base de S(—1;0) serfa {uj,v1} (dimA = 4) o
{ug,us,v2,v3} (dim A = 8). Linealizando (3.5) y evaluando en x = e; se tiene

que
ele(y)er)er + plero(y))er + e1o(y) = p(y)er + ero(p(y))er + ey,
0 equivalentemente
e10(y) — ery = —p(p(y)er)er — plero(y))er + (y)er + ero(o(y))er.
Multiplicando a derecha por el idempotente e¢; obtenemos que
e10(y) —e1y =e1o(y)er —eryer Vyea.
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Evaluando en y = u; € S(—1;0) se tiene que
—2ui = 0,

lo que no es posible. Esto prueba el resultado. O

3.5. Anexo: otra aproximacién al Teorema 3.4.5

La demostracion del Teorema 3.4.5 hace uso del Teorema de Segre y de la clasi-
ficacion de las algebras alternativas y las algebras de divisién alternativas a un lado.
En este anexo presentamos otra aproximacién usando solamente la representacion
de las algebras de Clifford reales que conduce a un resultado més débil.

Sea A un &lgebra real de divisién de dimensién finita que verifica la propiedad
de inversién a izquierda. Por la Proposicién 3.4.2, L,LyL, € La Vqpeca. Fijemos

un elemento 0 # e € A. Cambiando el producto de A por el nuevo producto
eL; ' (y), (3.8)

podemos asumir que A posee elemento identidad a izquierda e, por lo que Id € Ly.
La Proposicién 3.4.2 asegura entonces que L2, L3 € Ly Vyeca. La subdlgebra de
Endgr(A) generada por L, queda contenida en L, y es un &lgebra asociativa y
conmutativa de dimensién finita sin divisores de cero, es decir, un cuerpo que
necesariamente es isomorfo o bien a R o bien a C. En cualquier caso, existe una

ecuacion cuadratica

L2 —t(x)Ly +n(z)Id =0 Vaeq

de modo que n() es una forma cuadrética definida positiva, n(e) =1y t(e) = 2.
Sea V = {z € A|t(z) = 0}, como L2 = —n(x)1d V,ev, entonces la inclusién

x +— L, se extiende a un homomorfismo de algebras
Clifford(V, —n()) — Endg(A4)

y A es un Clifford(V, — n( ))-médulo irreducible.
La clasificacién del &lgebra de Clifford real de la forma cuadritica =% + ... +

a2 —x2,, —...—x,,, viene dada por la Tabla 3.1.
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p—q méd8| m=7% |p—q mbd38 m ="t
0 Man (R) 1 Mam (R) ® Mz (R)
2 Msm (R) 3 M3 (C)
5 | My 5| Myws () @ My ()
6 Mom-—1 (H) 7 Mjn (C)

Tabla 3.1: Clasificacién de las dlgebras de Clifford reales (n = p + q).

Si denotamos por d la dimensiéon de A entonces n := dimV = d — 1 y como

ademds p = 0 encontramos las siguientes posibilidades para Clifford(V, —n())
1. d impar (n par): se nos plantean dos posibilidades:

= Clifford(V,—n()) & Mam(R) con lo que el tinico médulo irreducible

tiene dimensién 2% y d = 2%, luego d = 1 y por tanto A = R.
= Clifford(V, —n()) & Mam-1(H) en este caso el médulo irreducible tendria
n+2 d+1

dimensién 4-2m~1 = 2™*! y tendria que verificarse que d = 272 =27z

lo que no es posible.
2. d par (n impar y m = 952): las posibilidades para Clifford(V, —n()) son

n Mom (R) & Mom (R): la dimensién de los médulos irreducibles es en este
caso 2°7° = d, luego d = 8 y Clifford(V, — n()) = Ms(R) & Mg(R)

= My (C): en este caso d =2-2°5° =2%. Sid=4entoncesn =3 =qy
p—q =5 méd 8 lo que no es posible (Tabla 3.1). S{ que es posible el
caso d = 2 que implica que Clifford(V,—n()) =C

. Mom—1(H) @ Mym-1(H): ahora la dimensién de los médulos irreducibles
es4-27 =25 =dlo que implica que d = 4 y aparece el caso M7 (H) ®
M(H)=HeoH

Proposicion 3.5.1. Las tinicas posibilidades para la dimension de A sond = 1,2,4

u 8. Las posibilidades para las correspondientes dlgebras de Clifford son:
R(d=1),C(d=2),HoH (d=4) y Ms(R) ® Ms(R) (d =38)
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

Sea ahora * un producto en A de modo que (A4, ) es un algebra Hurwitz con
elemento identidad e y misma forma cuadratica n( ). Los médulos irreducibles para

Clifford(V, —n()) se pueden construir como:

Clifford(V, —n()) — FEndg(A) Clifford(V, —n()) — Endgr(A4)
xeV — LI reV — R;
En el caso en que dimA = 1,2 es obvio que ambos mdédulos son isomorfos,
mientras que para d = 4,8 se obtienen los dos médulos irreducibles no isomorfos

entre si. Existe pues, f: A — A lineal biyectiva tal que

f(Ly(y) = Laf(y) o f(RL(y) = Laf(y)

para cualesquiera © € V e y € A. Puesto que las igualdades son también ciertas
para x = e entonces la restriccién x € V puede eliminarse. Tenemos pues que el
producto en A se recupera a partir del producto del dlgebra Hurwitz (A, *) mediante
o bien 2y = f(z * f~1(y)) o 2y = f(f~(y) * x), por lo que salvo isomorfismo o
bien zy = f(z)*xy o xy = y* f(x). Observando que (A4, *) es isomorfa a su opuesta
tenemos que, salvo isomorfismo, el producto en A es de la forma f(x) %y para una
cierta aplicacion lineal biyectiva f.

El producto que acabamos de describir no es realmente el de A ya que en (3.8)
se hizo un cambio. Deshaciendo este cambio concluimos que existen f, g lineales

biyectivas tales que

vy = f(z)*g(y) con gLhgC Lk,

donde la condicién en g es equivalente a la condicién de inversién a izquierda para

A. Es evidente que el Teorema 3.4.5 mejora esta descripcion, ya que permite asumir
que g es un automorfismo de cuadrado la identidad.

Se pueden caracterizar las aplicaciones g que cumplen la condicién gL},g C

D, bero puesto que la demostracién es demasiado técnica, en comparacién con

el caracter ilustrativo de este anexo, la obviaremos. Como ejemplo del tipo de

caracterizacién que se logra asumamos, por ejemplo, que (D, *) es un dlgebra de

octoniones. Cualquier componente de un automorfismo ternario de (D, x), como por
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3.5 Anexo: otra aproximacién al Teorema 3.4.5

ejemplo g, se escribe de forma no necesariamente inica como LZR;;2LZO' para ciertos
elementos a,b y un automorfismo o. Puede probarse que la condicién gL},g C L},
es equivalente a que g admita una descomposiciéon g = LZRZQLZU donde n(a) =1

y el automorfismo o cumple que 02 =1d, o(a) € Ray o(b) = a*bxa 1.
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El nucleo alternativo generalizado de las algebras de division reales

En breve.

Los resultados que hemos presentado en este capitulo relacionan las algebras de
division reales de dimensién finita con su nicleo alternativo generalizado.

Si la dimension del dlgebra es 4 aparecen tres familias no isomorfas: los cuater-
nios, H, con N,y (H) de dimensién 3, Q;(C,u) y Qrr(C,u), cuyos nicleos alterna-
tivos generalizados tienen dimension 2.

Para las dlgebras de dimensién 8 hemos visto en el Teorema 3.3.6 que son de
divisién flexibles con nicleo alternativo generalizado de dimensiéon mayor o igual
que dos si y solamente si son isomorfas a un dlgebra Q(\) para algin A > 0.
Ademas, O()\) es isomorfa a los octoniones si y solamente si A = 1.

Al considerar las dlgebras cuyo nucleo alternativo generalizado tiene dimensién
mayor que 2 hemos obtenido las dlgebras H(u) que son de divisién si, y solamente
si, u no es un nimero real positivo o nulo. Ademds la Proposicién 3.3.19 dice que
si u es un numero real negativo entonces H(u) es isomorfa a @, mientras que si
u ¢ R entonces el niicleo alternativo generalizado de H(u) es H.

Un resultado importante de este Capitulo es el Teorema 3.4.5 que dice que
dada un dlgebra A real de divisién de dimensién finita, se tiene que A satisface la
propiedad de inversién a izquierda si, y solamente si, es isomorfa a un dlgebra cuyo
producto estd dado por ¢(z) * o(y), donde (A, *) es un dlgebra isomorfa a R, C, H
o O con elemento identidad e, o es un automorfismo de (A, ) tal que 02 = Id y
@ € GL(A) es una aplicacién lineal biyectiva que fija a e.

Para estas dlgebras reales de divisién de dimensién finita que satisfacen la pro-
piedad de inversién a izquierda, hemos obtenido también que si ademads son flexi-
bles (Teorema 3.4.6) o si satisfacen la asociatividad de terceras potencias (Teorema
3.4.10) entonces o bien son alternativas o bien son algebras para—Hurwitz de di-
mension 2.

Hemos terminado el Capitulo con un Anexo que recoge nuestra primera apro-
ximacién al Teorema 3.4.5, utilizando la clasificacién de las algebras de Clifford

reales, por razones sentimentales ademaés de cientificas.
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Capitulo 4

Algebras de divisién reales

de dimension finita

Recordemos que un dlgebra (no necesariamente asociativa) es de divisién si
para todo = # 0 los operadores de multiplicacién a izquierda, L, y a derecha,
R, son invertibles. Milnor y Bott [34] y Kervaire [24] probaron que &lgebras de
division reales de dimensién finita solamente aparecen en dimensiones 1, 2, 4 y 8.
La clasificacion de estas dlgebras estd completamente desarrollada para dimensiones
1y 2]3,8,9, 10, 21, 40] pero sélo se conocen resultados parciales en dimensiones
4y8.

El objetivo de este capitulo es examinar la familia de las dlgebras de divisién
reales de dimension finita usando sus derivaciones ternarias. Para ello empleamos la
teoria de representacion de las algebras de Lie simples, lo que nos permite considerar
tnicamente las algebras de division reales cuyas algebras de Lie de derivaciones
ternarias son no abelianas.

A pesar de esta restriccion, la familia de algebras de divisién reales de dimensién
ocho es demasiado compleja para estudiarla globalmente con nuestras herramientas.
Esto nos restringe a estudiar aquellas dlgebras con una subdlgebra simple de rango

toral mayor o igual que dos en su algebra de Lie de derivaciones ternarias.
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Algebras de divisién reales de dimensién finita

El capitulo estd estructurado como sigue. En la seccién 4.1 demostramos que
el rango toral de Tder(A) de un dlgebra de divisién real de dimensién finita A
estd acotado superiormente por 2, 4, 5 6 6, y la dimensién por 2, 4, 11 6 30 respec-
tivamente dependiendo de si la dimension de A es 1, 2, 4 u 8. Estas dimensiones
méximas se alcanzan en las 6rbitas de R, C, H y O respectivamente (Proposicién

4.1.12).

Las algebras de division reales de dimension 1 y 2 son isétopas de R y C, luego

la teoria completa es trivial en ambos casos.

En la Seccién 4.2 estudiamos las algebras de divisién reales de dimensién cuatro.

El Teorema 4.2.1 muestra qué dos tipos de dlgebras modelizan este caso.

La Seccion 4.3 se dedica a las algebras de division reales de dimensién ocho,
donde cuatro tipos de dlgebras parecen ser los modelos naturales (Teorema 4.3.1).

De hecho todas las algebras que aparecen son de divisién.

En la Seccién 4.4 exploramos la familia de algebras no asociativas dadas por
(4.7). No solo el dlgebra de Okubo muestra un comportamiento excepcional, tam-
bién el dlgebra construida a partir de si(4, F') con el producto conmutativo xy +
yx — $t(zy)I tiene un dlgebra de derivaciones ternarias inusualmente grande (Pro-

posicién 4.4.1).

Denotaremos a los cuaternios y a los octoniones de traza cero como Hy y Qg
respectivamente, 2 € O se descompone como x = 1t(x) + xo con zy € Oy, t(z) =
r 4+ T la traza de x y * — Z la involucién usual en Q. Identificaremos C con
span{l,i) € O y H con span(l,i,j,ij) C O. Aunque en general trataremos de
evitarlo alguna vez usaremos la notaciéon z Py para el producto de A. Cuando no
usemos esta notacion la opuesta y la adjunta de A se denotardn mediante A°P
y A* respectivamente. Aunque en algin momento usaremos A* para el espacio
vectorial dual de A, el significado estara claro por el contexto. Cuando un simbolo
en particular como o represente el producto de A trataremos de reflejarlo en los
operadores de multiplicacién escribiendo L (resp. RS) en lugar de L, (resp. Rg).

Las descomposiciones de productos tensoriales de médulos se han obtenido de [7].
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4.1 Derivaciones ternarias

4.1. Derivaciones ternarias

A lo largo de esta seccién A denotard un algebra de division real de dimensién
finita. Es conveniente recordar que esto implica que A = A = Az y dimxS =
dim S = dim Sz para todo 0 # =z € A y todo subespacio S, como es habitual
xS ={za|a€ S}y Sxr={ax|ac S} También hay que recordar que para alge-
bras unitarias las componentes de cualquier derivacién ternaria (di,ds,ds) estdn

relacionadas por
di =dy+ Rgy1y vy di=d3+ Lg,(1)- (4.1)
Las derivaciones ternarias de cualquier algebra unitaria asociativa B son
{(d.d,d)|d € Der(B)} + ((Ly, Ly,0), (Ry,0, Ry) | b € B).

En particular, Tder(R) es un &lgebra de Lie abeliana de dimensién dos, Tder(C)
es un §lgebra de Lie abeliana de dimensién cuatro y Tder(H) & su(2) @ su(2) &
su(2) @ ((Id,1d,0), (0,1d,1d)), con su(2) la forma compacta de si(2,C), que es
isomorfa a los cuaternios de divisiéon de traza cero con el producto conmutador.
Las derivaciones ternarias de cualquier algebra alternativa con unidad B, sobre un

cuerpo de caracteristica # 3, son
{(d,d,d)|d € Der(B)} + ((Ly, Ty, —Ls), (Ry, =R, Tp) | b € B).
En el caso de los octoniones esto nos da
Tder(0) = Dy @ ((1d,1d, 0), (1d, 0,1d)),

con Dy el dlgebra de Lie compacta de tipo Dy [29].
Para cualquier algebra de divisién de dimensién finita podemos obtener una

is6topa unitaria mediante
zoy =R, (x)L, (), (4.2)

para la que el elemento uv juega el papel de unidad. Como salvo isomorfismos las

Unicas algebras de divisién unitaria reales de dimension 1 o 2 son R o C, entonces
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Algebras de divisién reales de dimensién finita

cualquier algebra de divisién de dimensién 1 o 2 es una isétopa de R o C. Su édlgebra

de derivaciones ternarias es un algebra de Lie abeliana de dimensién 2 o 4.

4.1.1. La estructura de Tder(A)

Los resultados siguientes son equiparables a los que aparecen en [5], si bien se
refieren a conceptos diferentes.

Dado d € Endg (V) siempre existen ds, d,, € Endg(V) tales que d = ds+d,,, con
ds semisimple, d,, nilpotente y [ds,d,,] = 0. Es lo que se conoce como descompo-
sicién de Jordan—Chevalley [5]. Dada (d1,ds,ds) € Tder(A) cada una de las com-
ponentes de puede escribir como d; = (d;)s + (d;),. Llamaremos parte semisimple

(respectivamente nilpotente) de (di,da,ds) a ((d1)s, (d2)s, (d3)s) (respectivamente

((d1)ns (d2)n, (d3)n))-

Lema 4.1.1 ([36]). Tder(A) contiene las partes semisimple y nilpotente de todos

sus elementos.
Proposicién 4.1.2. Todo elemento de Tder(A) es semisimple.

Demostracion. Tanto la parte semisimple como la nilpotente de los elementos de
Tder(A) son a su vez derivaciones ternarias de A, por lo que para demostrar el
teorema lo que hemos de probar es que la tinica derivacién ternaria nilpotente de
Aes (0,0,0).

Sea (dy,dy,d3) € Tder(A) con d = 0y d ' # 0 para algiin n; > 1 (i =
1,2,3). En caso de que ny = 1 entonces para algtiin 0 # y € ker(ds) (recordemos
que los d; son nilpotentes) y algin z € A, dy(zy) = xdz(y) = 0 luego d; = 0 y por
tanto (dy, ds,ds) = (0,0,0). El mismo argumento se puede aplicar cuando ng = 1,
por lo que podemos suponer que no,n3 > 2. En este caso

<n2+n3—2

dn2 +nz—2 _
1 (zy) ny —1

)d32—1<x>d§3—1<y>

implica que A = Ay C ker(df2™"s7?) para algin 0 # y € ker(dy* '), luego
dr2tms=2 — (. Por tanto 0 = d52~'(z)d5* ' (y) para todo x,y € A. Eligiendo

x & ker(dy? ') e y ¢ ker(dy* ") obtenemos una contradiccién. O
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4.1 Derivaciones ternarias

Corolario 4.1.3. Tder(A) es abeliana o Tder(A) = Tder(A) ® Z, con Tder(A) =
[Tder(A), Tder(A)] dlgebra de Lie semisimple compacta y Z el centro de Tder(A).

El espacio

siempre pertenece al centro de Tder(A). Usaremos esta notacién en adelante.

4.1.2. Trialdad

La proyeccién de Tder(A) en la i—ésima componente

m;: Tder(A) — Endg(A)

(dla an d3) = d’L

es una representacién de Tder(A). Entonces A se puede considerar un Tder(A)-
médulo de tres maneras, probablemente no isomorfas, Ay, As y As. El producto

en A es un homomorfismo

Ay ®As — A

rTR®Y = TY

de Tder(A)—-modulos. Esta situacién es comparable con el principio de trialdad local
en O, dénde estos modulos corresponden a las representaciones natural y espines

de D4 [25]

Lema 4.1.4. Dada una subdlgebra S < Tder(A) tal que Ay =2 A1 = A3 como
S-mddulos, podemos cambiar el producto en A de modo que una copia isomorfa a

S actie como derivaciones.

Demostracion. Si Ay =2 A; = Az como S-mddulos, entonces fijados los isomor-
fismos ¢o: Ay — As y ¢3: Ay — Az, tenemos que po(di(x)) = da(pa(x)) y
w3(di(z)) = ds(ps(x)) para todo (dy,ds,ds) € S. Por la Proposicién 1.4.3 po-
demos cambiar A por (A, o), con z oy = pa(x)ps(y), donde una copia isomorfa a

S actia como derivaciones. O
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Como las derivaciones de las algebras de division reales son conocidas, este truco
serd util.

Para usar modelos concretos de S, A;, As y As, tenemos que continuar con
estas manipulaciones. De nuevo fijamos una subédlgebra S C Tder(A4). Dado un
espacio vectorial B con tres estructuras de S—mdédulo, By, B} y Bj, representacio-
nes pi1,p2 v p3, e isomorfismos ¢;: B — A; como S—mddulos, podemos definir un
producto en B mediante z oy = ¢ *(p2(2)p3(y)). S es isomorfa a la subélgebra
{(p1(d), p2(d), p3(d)) |d € S} de Tder(B,o) y las tres estructuras de médulo in-
ducidas en el algebra B por las proyecciones de esta subdlgebra son exactamente
B, = Bj, By = B} y B3 = Bj. Por tanto, salvo isotopia, podemos identificar A;
con By y S con {(p1(d), p2(d), p3(d)) | d € S}.

Basamos nuestro estudio en la existencia de subélgebras grandes, S C Tder(A),
y las descomposiciones posibles de A;, Ay y A3 como S-mdédulos. Para poder
reducir el niimero de posibilidades, usamos un argumento de permutaciones que
dice que el papel que juegan A, Ay y A3 se puede intercambiar considerando otra
algebra en la 6érbita de A por la accién del correspondiente G(A) (1).

Por ejemplo, S es isomorfa a {(di,ds,ds2)|(d1,d2,d3) € S}, una subdlgebra
de Tder(A°P). Por tanto, una subdlgebra isomorfa a S actia como derivaciones
ternarias de A°P y las tres estructuras de médulo para esta subédlgebra inducida en
A°P son AP = Ay, AP = Az y AP = As.

Para intercambiar el papel de A; y A3 suponemos que S es semisimple y consi-
deramos cualquier forma bilineal, (, ), simétrica no degenerada en A. S es isomorfa
a {(=d3,da, —d7) | (dy,da,ds) € S}, una subdlgebra de Tder(A*). Las tres estruc-
turas de médulo para esta subdlgebra inducidas en A* son A} 2 (As)* el mddulo
dual de Az, A5 = Ay y A5 = (A1)* el médulo dual de A;. Como cualquier médu-
lo finito—dimensional de un dlgebra de Lie semisimple compacta es autodual [37]
entonces A} = Az, A5 = Ay y A5 = A;.

El nucleo de las proyecciones m; también es relevante. El ntcleo de, por ejemplo

71, es {(0,ds,ds) € Tder(A)}. El isomorfismo inducido en las derivaciones terna-

Irecordar la Seccién 1.4
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rias cuando pasamos de (A, P) a una isétopa (A, PZ) con ¢ = (@1, p2,p3) envia
(0,dz,d3) a (0,95 "doa, p3 'd3ps3), luego el niicleo de la primera proyeccién de
Tder((A, P£)) es isomorfo al de la primera proyeccién de Tder((4, P)). Entonces
por (4.2) para estudiar este nicleo podemos asumir que A es unitaria. Por (4.1),
(0,dg,d3) € Tder(A) siy sélo si (0,da,ds) = (0, R, —L,) con a € N (A) el nicleo
asociativo central de A, una subalgebra asociativa de A. El ntcleo kerm es iso-
morfo por tanto a R™, C~ o H™, dénde A~ representa es algebra de Lie obtenida

de A cuando tomamos el producto [z, y] = xy — yx.

Lema 4.1.5. A; siempre es un mddulo fiel para cualquier subdlgebra semisimple

de Tder(A) que no contenga ideales isomorfos a su(2).

Lema 4.1.6. Sidim A =4 y Tder(A) Nkerm; # 0 entonces ker m; = su(2) y A es

1sotopa a H.

4.1.3. Cota superior del rango toral de Tder(A)

En esta subseccién T' denota una subélgebra toral de Tder(A) que contiene a

las derivaciones ternarias (Id,1d,0) y (Id, 0,1d).

Como vimos en la Subseccién 4.1.2; el nicleo de la proyeccién en la segunda
componente de Tder(A) es isomorfo a R™,C~ o H™. La dimensién de cualquier
subespacio de elementos que conmutan en estas dlgebras es como mucho 2, por lo

que dim T Nker(my) < 2. Definiendo
T2 = {dg S EndR(A) | Hdl, ds € EndR(A) tal que (dl, dg, d3) S T},

tenemos que

dim7T < dim 72 + 2.
Como T? est4 formado por aplicaciones lineales semisimples que conmutan pode-
mos encontrar una base de A tal que la matriz coordenada de cualquier elemento
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d de T? tiene la forma

ai(d)
o, (d)
d A1 (d
Bild) M) w
—Ai(d)  Bi(d)
Bs(d)  As(d)
_)\s(d) ﬁs(d)
para ciertas aplicaciones lineales aq,..., o, Bi,..., 08¢, My.., Ae: T2 — R con
Aty ey As £ 0. Sea {vg, ..., v, wi,wy, ..., wl, w!} una tal base.

Lema 4.1.7. Ezxiste 0 # e € A tal que el subespacio Tg¢ = {ds € T?|dz(e) = 0}
verifica

dimT < dim T¢ + 4.

Demostracion. Distinguimos dos casos dependiendo de r. Si r > 0, entonces la
dimensién del nicleo de o es al menos dim 72 — 1 y cualquier do € ker(cy) anula
v1. Definiendo e = vy, obtenemos que dim7T < dim7? + 2 < dim TO2 + 3. En caso
de que r = 0, nos fijamos en ker(3;) y ker(A1). La dimensién de ker(51) Nker(A;)
es al menos dim7? — 2 y cualquiera de sus elementos anula w} (y w} de hecho).

Con e = w) obtenemos el resultado. O

El nuevo elemento unidad, e

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es unitaria. Consideramos

ey T¢ como en el Lema 4.1.7 y definimos
voy=aL7l(y).
El elemento e se convierte en la unidad de (A4, o). La aplicacién

: Tder(A) — Tder(A4,o0)

(di,da,d3) — (di,do, LedsL; ")
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es un isomorfismo de dlgebras de Lie. La subdlgebra toral T corresponde a ¢(T);
la proyeccién de T en la segunda componente, T5 es igual que la proyecciéon en
la segunda componente de ¢(7T'), denotada por ¥(T)2, y Tg = {ds € T? | da(e) =
0} = (T)2%. Como nuestro objetivo es acotar la dimensién de Tj entonces no hay

pérdida de generalidad en la siguiente
Suposicién: el elemento e del Lema 4.1.7 es la unidad de A.

La principal ventaja de esta suposicién sobre e es que para cada dy € T¢ y d1,d3

con (dy,ds,ds) € T la ecuacién (4.1) implica que dy = ds.

Cota del rango toral de Tder(A)

Fijamos una base {v1,..., v, w},wy,...,w,, w?} tal que la matriz coordenada

de los elementos de T tenga la forma canénica (4.4).
Proposicion 4.1.8. Tenemos que:

i) dim A = 4 implica dimT <5,

1) dim A = 8 implica dimT < 7.

Demostracion. La afirmacién es inmediata una vez que probemos que las restric-
ciones de aq, ..., ., B1,...,Bs a T§ se anulan. En ese caso, la aplicacién Tg — R®
d— (M\i(d), ..., Xs(d)) es inyectiva, luego dim7¢ < s <2 (dim A = 4) o dim 7§ <
s < 4 (dim A = 8). Las posibilidades dim T¢ = 2 y dim T = 4 implican que existen
elementos en T¢ sin valores propios reales, lo que es falso (e pertenece al niicleo de
cualquier elemento de T¢). La cota se sigue del Lema 4.1.7.

Probemos que a;(dz) = -+ = a,(d2) = 0 para todo dy € T¢. En otro caso,
consideramos dy € T§ con a;(dz) # 0. Tomamos dy con (dy,ds,d;) € Tder(A).
Como dy # 0 entonces d; # 0 y podemos elegir un vector propio x € A=Cxg A
de d; (usamos la misma notacién para la extensién natural de d; al dlgebra /i) con

un valor propio no nulo A € C. En A tenemos

dl(’Ulﬂj) = d2(’l)1).1‘ + vldl(x) = (Oél(dg) + )\)’Ulf.
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Como la multiplicacién por v; es biyectiva, entonces vix es un vector propio de
dy con valor propio aq(ds) + A. Reiterando tenemos que mai(ds) + A es un valor
propio de d; para todo natural m, lo que es imposible. Por lo tanto a;(ds) = 0
para todo dy € T¢. El mismo argumento sirve para s, . . ., ;.

Finalmente probemos que (31(d2) = --+ = Bs(d2) = 0 para todo dy € T3. De
nuevo suponemos que existe dy € T¢ con (31(dz) # 0, y consideramos 0 # d; con
(dy,dy,dy) € Tder(A). Los elementos w) + iw/ € A son vectores propios de dy de
valores propios (1 (da) & i\ (da) respectivamente. Dado un vector propio x de d;
con valor propio no nulo A € C, entonces d; ((w] £ iw))x) = (F1(d2) £ ir1(d2) +

A)(w] £ iwy)z. Por tanto

0 7# Wiz € A, (dy)+irs (da)+x T ABy (da) =i (d2) + A0
donde flg denota el espacio de vectores propios de d; de valor propio (. Iterando el

proceso, tenemos que para cada nimero natural m existe k tal que el subespacio

ArnBy (da)+kixi (dz)+x 10 es nulo, lo que no es posible. Entonces (1 (dz) = 0 para todo

dy € TZ. El mismo argumento funciona para fa, . .., Bs. O

Teorema 4.1.9. Tenemos que
i) dim A = 4 implica que el rango toral de Tder(A) es como mdximo 5,
it) dim A = 8 implica que el rango toral de Tder(A) es como mdximo 6.

Demostracion. Supongamos que la dimensién de A es 8 y el rango toral de Tder(A)
es 7. Entonces todas las desigualdades de la demostracién de la Proposicién 4.1.8

deben ser igualdades, y por tanto
1) dim7T = dim7? + 2 y dim T N ker(mz) = 2,
2) dim7? =dim 72 + 2y

3) dimTg = 3.
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La igualdad 3) y la demostracién de la Proposicién 4.1.8, nos dicen que podemos

tener una base de A en la que la matriz coordenada de cualquier d € T¢ es

0

0 Az(d)
Ma(d) 0

y la aplicacién T§ — R3, dada por d — (A1(d), A2(d), A3(d)), es un isomorfismo.
Entonces podemos elegir d € T con dimker(d) = 6. Veamos en varios pasos que
esto es imposible.

Paso 1. Sea 0 # d' tal que (d’,d,d’) € T. Para todo u € C consideramos A, = {v €
A|(d —pld)(d — p1d)(v) = 0}, donde fi es el conjugado complejo de i, entonces
Ay =Ag, porloque A=3" A, Ahora, d'(zy) = zd'(y) para todo x € ker(d)
implica que ker(d)A, C A,, entonces dim A, > 6 para todo A, # 0. Contando
dimensiones, tenemos que A = A,, para algtin p # 0. Restando un miltiplo real de
(1d,0,1d) a (d’,d,d"), podemos suponer que p € Ri, y dividiendo (d’,d,d’) por la
norma de p, también podemos suponer que u = 4, por lo que (d')? = —1Id.

Paso 2. ker(me) N T = {(Ry,0,R,) € T|a € Ny (A)} y N.(4) = C o H. Salvo
multiplos escalares, restando un miltiplo escalar de (Id,0,1d) a (R, 0, R,), por la
identidad 1) podemos elegir (R,,0, R,) € T con R = —1d.

Paso 3. (d',d,d") y (Ra,0, R,) pertenecen a la subdlgebra toral T', luego [d’, R,] = 0.
En particular, (¢ — R,)(d’ + Ry) = (d')? — R2 = —1d +1d = 0. Cambiando a por
—a, podemos elegir 0 # v € A que se anule por d’ = d'+ R,. La aplicacién d” tiene
en comun con d’ que (d”,d,d") € T (luego d” # 0) pero ker(d"”) # 0. Comenzando

el primer paso con d” en lugar de d’ llegamos a una contradiccion. O
Las derivaciones ternarias (Id,Id,0) y (Id, 0, Id) pertenecen a cualquier subdlge-
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bra toral maximal.

Corolario 4.1.10. El rango toral de Tder(A)" = [Tder(A), Tder(A)] es como mu-
cho3 (dimA=4)d4 (dimA=238).

4.1.4. Algebras con Tder(A) de dimensién méxima

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es unitaria. Para acotar la

dimensién de Tder(A) definimos la aplicacién
e: Tder(A) — AxA (4.5)
(di,dz,d3) —  (da(1),d3(1))

cuyo ntcleo, ker(e) = {(dy, d2,d3) € Tder(A) |dy = dy = d3}, es isomorfo a Der(A)

el dlgebra de derivaciones de A.
Proposicion 4.1.11. Se verifica que
i) dim A = 1 implica que dim Tder(A) = 2,
i1) dim A = 2 implica que dim Tder(A) = 4,
iii) dim A = 4 implica que dim Tder(A) < 11,
iv) dim A = 8 implica que dim Tder(A) < 30.

Demostracion. Claramente dim Tder(A) < dim(A4 x A) + dimker(e) = 2dim A +
dim Der(A). Las cotas se derivan de las correspondientes cotas de dim Der(A) en

[5], que vienen dadas por el Teorema 1.5.1. O

Recordar, [6], que para cada dimensién = 0,1,3 mdd 4 existe, salvo isomor-
fismo, un unico su(2)-médulo irreducible. El de dimensién 2m + 1, W(2m), es
absolutamente irreducible y C ®@g W(2m) = V(2m). V(2n — 1) en dimensién 4n
—el sl(2,C)-mdbdulo complejo V(2n — 1) visto como su(2)-mébdulo real— verifica
CorV(@n—-1)=2V(2n—-1)®V(2n — 1), luego End,, ) (V(2n — 1)) = H. Todo
su(2)-modulo fiel de dimensién 4 es isomorfo o bien a W (0) & W (2) o bien a V(1).
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Ambos casos son facilmente identificables porque End g, ) (W(0) @ W (2)) = RS R
y Endeu(2)(v(1)) = H.

Proposicion 4.1.12. Tenemos que:

i) St dim A = 4 entonces dimTder(4) = 11 si y sdlo si A es isétopa a los

cuaternios H.

it) Si dim A = 8 entonces dim Tder(A) = 30 si y sélo si A es isétopa a los

octoniones Q.

Demostracion. Supongamos que dimA = 4 y dimTder(A) = 11. Usando esta
dimensién, la cota del rango toral de Tder(A) y las posibles dimensiones de las
algebras de Lie semisimples de rango toral < 3, es facil concluir que las unicas
posibilidades son Tder(A)" = su(2) ® su(2) ® su(2) y £ = Zy o Tder(A)" = su(3)
y dim Z = 3. En el dltimo caso Tder(A)' Nkerm; = 0 para i = 1,2,3, ya que
su(3) no tiene representaciones de dimensién 4 no triviales. En el caso de que
Tder(A)" = su(2) @ su(2) @ su(2), si ker m; N Tder(A)" # 0 entonces A serd isétopa
a H. De otro modo, Tder(A)’ Nm; = 0 implica que A; es un su(2) ® su(2) & su(2)
modulo fiel. Para uno de estos su(2), A; se descompone como o bien W (0) ® W (2)
o bien V(1). Las otras dos copias de su(2) estaran en Endg,2)(A4;) = R, C o H lo
que no es posible.

Supongamos ahora que dim A = 8 y dim Tder(A4) = 30. Comparando las di-
mensiones de las dlgebras de Lie semisimples de rango toral < 4, la dimensién y el
rango toral de Tder(A), tenemos que o bien Tder(A) = Dy o Tder(A) = Gy & Gs.
En ambos casos kerm; N Tder(A)’ = 0. El tnico médulo fiel de dimensién 8 para
G5 es la suma directa de un médulo absolutamente irreducible de dimensién 7 y
uno trivial. El centralizador del médulo para esta accién, R @& R, deberia conte-
ner una copia de Gy lo que no es posible. Entonces, Tder(A)" = Dy. Los médulos
irreducibles de dimensién < 8 para D, son el trivial, el natural y los dos médulos
espines: V(0), V, V' y V”. En los tltimos tres médulos D4 actia como operadores
antisimétricos [25], respecto de la misma forma bilineal invariante (la de @). En el

caso de que dos de ellos sean isomorfos, podemos cambiar mediante alguna de las
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transformaciones reflejadas en la Proposicién 1.4.3 a un algebra A con As = As.
En cualquier caso, ni V@V, ni V'@V’ ni V”®@V" tienen submédulos de dimensién
8. Por lo tanto Ay, A2 y Az no son isomorfos. Como dim Homp, (4; ® 4;, Ax) =1,
({i,4,k} = {1,2,3}) y salvo permutaciones (ver Seccién 4.1.2) de A;, A; y Ay, este
producto viene dado por el producto de los octoniones (Principio de trialdad local),
entonces A estd en la érbita de O bajo la accién de Gg. En este caso A es isomorfa

o isétopa a Q. O

4.2. Dimension cuatro

Serd conveniente tener a mano realizaciones concretas de los su(2)-médulos
fieles de dimensién 4. Todos se obtienen de los cuaternios H. Los elementos de
traza cero, Hy, de H forman una subdlgebra de Lie de H™ isomorfa a su(2). H es

un su(2)-mdédulo de varias formas:
L: (a,z) — ax, R:(a,z)— —zay ad: (a,x)+— [a,z] (a € Hp,z € H).

Las dos primeras representaciones, Hy, y Hpg, son isomorfas a V(1), mientras la

tercera, Haq, es isomorfa a W(0) @ W(2).

Teorema 4.2.1. Un dlgebra real A es un dlgebra de division de dimension 4 con
dlgebra de derivaciones ternarias de Lie no abeliana si, y solo si, existe o € Gy tal

que A° es isomorfa a H con uno de los siguientes productos:
i) xy — %t(wyo)l, con >0
it) xy — t(xey)l, con c€ H y t(c) # 1

donde zy denota el producto en H, t() denota la traza e yo =y — 1t(y) es la parte

mmaginaria de y.

Demostracion. Consideramos (H, o) con zoy = xy—%t(myo) y B > 0. Claramente
(adgy,ad,,ad,) € Tder(H, o) para todo a € H, luego esta &lgebra de Lie no es

abeliana. Veamos que (H, o) es un dlgebra de divisién. En caso contrario, suponemos
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u €1 () €4

u u nex nez neq

e1|Cer —pPu ey —eg
ez | Cea —es —Pu e
es | Cea e —er —fu

Tabla 4.1: su(2) actia en A como derivaciones.

que zoy = 0 con z # 0 # y. Entonces, 0 # zy € R1 implica que y = aZ para
algin @ € R y Z el conjugado de x. Como zZ = n(z)1, la norma de z, entonces
xy = %t(zyo) implica que axZ = an(x) = %t(woyo) = (1 = B)an(zg), con xq
la parte imaginaria de z. Finalmente, n(z) > n(zg) nos lleva a que § < 0 lo que
no es posible. De modo andlogo se puede probar que el dlgebra descrita en ii) es
un algebra de divisién y que (adg, La, —R,) es una derivacién ternaria para todo
a € H, luego el algebra de Lie de derivaciones ternarias de este algebra de divisién

no es abeliana.

Probemos ahora el reciproco. Como Tder(A) no es abeliana, contiene una
subdlgebra isomorfa a su(2). Distinguimos dos casos dependiendo de la descom-
posicién de A; como su(2)-mdédulo.

i) Suponemos que W (0)®W (2) aparece dos veces en {41, Az, A3}. Como W (0)®
W)= W)y W)@ V(1) =V(1) 2V(1)® W(0) entonces A; = Ay = Az =
W (0)®W (2) y salvo isotopia podemos suponer que Der(A) contiene una subélgebra
isomorfa a su(2) (ver Seccién 4.1.2). Esto implica que la tabla de multiplicacién de

(A, o) viene dada por la Tabla 4.1 [6], que corresponde al producto i) del teorema.

ii) El producto tensorial V(1) @ V(1) no contiene submdédulos isomorfos a V (1),
por lo que, en caso de que Az = V(1) = As, entonces A; = W(0) @ W(2). Luego
si dos médulos A;, A; son isomorfos a V(1) entonces el otro es isomorfo a W (0) &
W (2). Por permutacién podemos suponer que A; = V(1) = Az (luego Ay =
W(0) @ W(2)).

Como vimos en la Seccién 4.1.2, salvo isotopia podemos ver A como (H, o)
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para algtin producto o, A; como Hy, y su(2) como {(Lg,ad,, L,)|a € Hy}, donde
los operadores de multiplicacién se refieren a H. Entonces, o verifica a(x o y) =
[a,z] o y + x o (ay) para todo a € Hy. El operador multiplicacién a izquierda

+ L3Ly, luego [Ly, L] = L

[a,x]"

L?:y— zoy verifica L, L, = L‘[’a .
Sea {ay, ..., a4} una base de H. El isomorfismo Endg (H) = HQHC°P nos permite

escribir de modo tnico
4
o J—
Lz - § Ltpi(I)Raz‘
i=1

para algun ¢;: H — H. Entonces

4 4 4
ZL%([G@])RM = LF(LCE] = [Lq, Lg] = Z[Lav Lgai(m)]Rai = ZL[a,gai(m)]Rai

i=1 i=1 =1

lo que implica que @;([a, z]) = [a, p;(x)] para cualesquiera a,z € Hy i =1,2,3,4.
Los médulos W (0) y W(2) son absolutamente irreducibles, luego los endomorfismos
de H,q como mdédulo forman un espacio vectorial de dimensién dos generado por
la identidad y la aplicacién = — ¢(x)1. Las aplicaciones ¢; se pueden escribir
entonces como ¢;(z) = «a;t(x) + f;z para algunos «;, 5; € R. El operador L se
puede escribir como LS = E?:l Lo, t(2)+ 82 Ra; - Por tanto, Ly = t(x) Ry + Lo Ry y
zoy = t(z)ya+ zyb, con a,b € Hy b # 0. Cambiando o por x o R; ' (y) obtenemos

oy =ay - Hz)ye,

donde ¢ = —b~ta. Siendo A un 4lgebra de divisién, (H, o) debe ser también algebra

de divisién, luego, coc = (1 —t(c))c? # 0 si ¢ # 0 implica que t(c) # 1.

Considerando el producto opuesto a T oy tenemos un nuevo producto zy —
t(y)cz. Usando la forma bilineal de H, el producto adjunto a este es Ty — t(Zcy),

que salvo isotopia corresponde al producto dado en ii). O

Se puede probar que si 5 # 1 en la parte i) del teorema, entonces Tder(A4) =
su(2) @ Zy. Para las élgebras en ii), si ¢ € R entonces A es una isétopa de los

cuaternios; si ¢ € R entonces Tder(A4) = su(2) ® Zy.
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4.3. Dimension ocho

En esta seccién supondremos que dim A = 8 y que Tder(A) no es abeliana.
Por comodidad en la notacién, hemos utilizado (, ) = $n(, ) en lugar de la forma

bilineal asociada a la norma. Probaremos que

Teorema 4.3.1. Un dlgebra real A es dlgebra de division de dimension 8 con una
subdlgebra simple de rango toral > 2 contenida en Tder(A) siy sdlo si existe T € Gg
tal que el producto en AT wiene dado por un producto en Q mediante una de las

formulas:
i) xy — %t(myo)l, con >0
i) xy + (a,z)b(cy), para algunos a,b,c € (1,i,7) con (a,bc) # —1

iit) xy + o(z,y), con o: O x O — C una aplicacién R-bilineal que verifica que
o(a,b) # —Xab, para algunos a,b € C no nulos y A\ > 1, y o(C*+,Q) +
o(0,CH) =04

) viene dado por su(3) mediante o[z, y] + V3i(zy + yx — Zt(xy)I), con zy el

producto usual de matrices y 0 # a € R.

Los productos del enunciado del Teorema 4.3.1 dan dlgebras de divisién. Esto
se deriva de [6] en el caso iv), y de la demostracién del Teorema 4.2.1, el Paso 9 de
la demostracién de la Proposicién 4.3.8 y el Lema 4.3.10 en los casos i), ii) y iii)

respectivamente.

Lema 4.3.2. El dlgebra de Lie de las derivaciones ternarias de las dlgebras del

Teorema 4.3.1 contiene una subdlgebra simple de rango toral > 2.

Demostracion. En el caso i), toda derivacién de @ es una derivacién de este nuevo
producto.

Para el producto ii), las derivaciones ternarias de @ de la forma (d,d’,d), con
d'(C) = 0 (que contienen una subdlgebra de Lie de tipo Bs), siguen siendo deriva-

ciones ternarias.
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Las derivaciones de @ que anulan C (que forman un dlgebra de Lie isomorfa a
su(3)) contindan siendo derivaciones para el producto iii).
Y para el producto iv) la representacién adjunta de su(3) nos da una subélgebra

de derivaciones isomorfa a su(3). O

La formulacién del Teorema 4.3.1 busca una descripcién sencilla de las familias

implicadas.

Nota 4.3.3. Para i) se puede dar otra descripcion, sdélo hay que desarrollar
o(x,y) como o(x,y) = a1y + a2Ty + asxy + a4Ty para ciertos ay,...,aq € C.
Como para cualquier a el producto de los octoniones verifica las relaciones xy =
a " ((aza)(aty)) y 2y = ((wa=1)(aya))a™!, entonces o se puede modificar me-
diante a=to(azxa,a ty) o o(xza=t, aya)a~t. Esto nos permite suponer que dos de
{ag,as,as} son escalares, lo que reduce el nimero de pardmetros involucrados en

la definicion de o a seis.

Nota 4.3.4. Mediante algunas manipulaciones con los elementos de Gg el producto
it) se transforma en xy + t(((ydb)c)x)e para algin e. Podemos usar entonces que
xy = e 1((exe)(e ty)) para obtener xy + t((exe)(((e~1y)b)c))1 andlogo a ii) en el
Teorema 4.2.1.

Este teorema no considera los casos en que Tder(A)" = su(2) @ su(2) @ su(2) ®
su(2), su(2) ® su(2) ® su(2), su(2) ® su(2), su(2) 6 0. De hecho se puede compro-
bar que el primer caso no es posible. El resto parecen ser posibles para pequenas
modificaciones del proceso de Cayley—Dickson cuando construimos los octoniones

a partir de los cuaternios.

Nota 4.3.5. El resultado también sugiere que de un dlgebra de division A, con pro-
ducto xPy, se obtienen otras dlgebras de division mediante xQy = xPy — (z,y)a,
para algin a € A y una forma bilineal (, ). No intentamos incorporar estas trans-
formaciones como elementos de G porque no preservan el dlgebra de Lie de las
derivaciones ternarias. Que el elemento a y la forma bilineal (, ) hagan de (A, Q)

un dlgebra de division dependerd, probablemente, del producto P.
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El rango toral de la parte semisimple de Tder(A) es < 4. Por tanto contiene

una subdlgebra compacta de las siguientes
SU(5)7 B4, C4, D4, F4, su(4), B3, 037 su(3), BQ, G27 su(?)

Cuando no haya riesgo de confusién, denotaremos un moédulo irreducible por
su dimensién. Observamos que para cualquier dlgebra de Lie real L y cualesquiera
L-médulos irreducibles V.y Wecon Co® V=2 C® W como C® L-mddulos, se tiene
que como L-médulos, VAV ZCRrVZCrWZW W yasi V=W. Por lo

tanto, a lo sumo hay una forma real irreducible de un médulo complejo.

Proposicion 4.3.6. FEl dlgebra de Lie de las derivaciones ternarias de un dlgebra
de division real de dimension finita no contiene ninguna subdlgebra isomorfa a Fy,

B4, 04, 5u(5) o 03.

Demostracion. La dimension del menor médulo irreducible no trivial para un alge-
bra split de tipo F} es 26, luego podemos eliminar Fy. En el caso de un algebra de
tipo By la dimension es 9, luego este caso no aparece. Algunas édlgebras de tipo Cy
admiten una representacion de dimensién ocho. Sin embargo esta representacién
posee una forma bilineal antisimétrica invariante, que a su vez implica que el dlge-
bra es split. Los médulos su(5)-irreducibles de dimensién < 8 tienen dimensién 1,
luego este algebra no aparece. Nos quedan las algebras de tipo Cs. Los mddulos
irreducibles de dimensién < 8 para este algebra son el trivial, de dimensién 1, y
el médulo irreducible de dimensién 6. Por tanto los tres médulos Ay, As y Az son

isomorfos. Salvo isotopia esto significa que C3 C Der(A) lo que no es posible [5]. O

Esta proposicién reduce los casos por analizar a Dy, su(4), Bs, su(3), Bs, Go y
su(2). Los casos mds grandes, esto es Dy, su(4) y Bs nos dan &lgebras isGtopas a
los octoniones. En particular, la parte semisimple de Tder(A) es el dlgebra de Lie

compacta de tipo Dy.

Proposicién 4.3.7. Si Tder(A) contiene una subdlgebra isomorfa a Dy, B3 o

su(4) entonces A es isdtopa a los octoniones.
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Demostracion. Los médulos irreducibles de dimensién < 8 para Bs son V(0), V(A1)

y V(A3) de dimensiones 1, 7 y 8 respectivamente.

O—O @
1 2 3

En caso de que A7 = Ay = Ajs, entonces salvo isotopia B3 actia como deriva-

ciones, lo que no es posible [5]. Ademds, si dos de ellos son isomorfos a 1 4 7 el
tercero también lo es, con lo que esta posibilidad no se puede presentar.
Salvo permutaciones, podemos suponer que A; = 8, A3 = 8, ambos absoluta-
mente irreducibles, y A2 =2 1+ 7. Como dim Homp,(V (A1) ® V(A3),V(A3)) = 1,
entonces salvo escalares, el producto 7 ® 8 — 8 se puede tomar como el induci-
do por el producto de los octoniones, donde Bj estd contenido en Tder(Q) como
{(d,d,d)|d € DerO} @ ((Lg + 2Rq, Lo — Ra, Lo + 2R,) |a € Q). Entonces, para
cada x 1 1, el operador multiplicacién a izquierda por x es aL, para algin o € R,
donde L, denota el operador multiplicaciéon correspondiente en los octoniones. El
operador multiplicacién a izquierda por 1 es S1d para algun 8 € R. Definiendo ¢
mediante 1 — (1, y  — ax six L 1, tenemos que A es isomorfa a la isétopa p(z)y
de los octoniones.

Los mddulos irreducibles de dimensién < 8 para su(4) tienen dimensién 1, 6
o 8. El médulo irreducible de dimensién ocho no es absolutamente irreducible, se
descompone como suma directa de dos médulos duales de dimensién 4 no isomorfos.
Igual que antes, la apariciéon de dos médulos 1+ 1 + 6 forzaria que el tercero fuera
igual, y su(4) actuaria como derivaciones de A. Por tanto, salvo permutaciones
Ay 214146, A3 2 8y A; = 8. Salvo isotopia, podemos ver A como los
octoniones, O, con un nuevo producto, o. Entonces su(4) estd contenido en Tder(Q)

como su(4) = {(d1,ds, dy) | d2(C) = 0}. Claramente,

1%

{LylacC}+{Ly|acC}CEndgus(8) =C,

luego {Lg|a € C} = {Lqs|a € C}. Como dim Homg,(4)(6 ® 8,8) = 2, entonces
existe e € C tal que z oy = e(zry) para todo z L C. Esto es, LS = L.L, para
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todo z L C. Ademsds, LS = L.L

o con ¢: C — C biyectiva. Luego si extendemos

v(a)
@ por ¢|ce = Id, entonces L; = LcL,(,) para todo x € O. Esto implica que

L (o7 (x) oy) = L' L(zy) = 2y, luego A es isétopa a los octoniones. O

€

Las tunicas posibilidades para una subdlgebra simple de las derivaciones terna-
rias de un algebra de divisién real de dimensién ocho no isétopa a los octoniones
son

G2, su(3), Bz y su(2).

4.3.1. Caso B,

Sea L un &lgebra de Lie compacta de tipo By contenida en Tder(A).

Q. @
1 2

Los C ®r L moédulos irreducibles tienen dimensién:
1
dim V(ml)\l + mz)\g) = 5(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 + mo + 2)(27711 + mo + 3)

Las tnicas posibilidades para dimensién < 8 son V(0), V(A1) (de dimensién cinco)
y V(A2) (de dimensién cuatro). De hecho, todo L-mdédulo V' con CRr V = V()
tendrd una forma bilineal invariante antisimétrica no degenerada, luego L sera iso-
morfa al dlgebra de Lie split de tipo Cs, lo que no es posible. Por lo tanto, un
L-médulo fiel de dimensién ocho se descompone como 8 o bien 1+ 1+ 1+ 5.
Ademsds, Ay, As y A3 no son isomorfos, puesto que esto significaria que By apa-
recerfa actuando como derivaciones y no es asi [5]. Salvo permutaciones la tnica
posibilidad es A7 28, Ao 21+1+1+5y A3 =8.

Primero determinaremos algunos modelos para L y los médulos implicados. Sea

T ={(1,i,7) € O. Tenemos
O=T&T* con dimT =3y dimT+ = 5.

El algebra
L' = {(d,d’,d) € Tdex(0) | &'} = 0, 1(d) = 0}
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Algebras de divisién reales de dimensién finita

donde t() denota la traza usual, es isomorfa a L, y la descomposicién de O para
las distintas proyecciones de L’ son O 214+ 1+ 145y O = O3 = 8. Por tanto,
salvo isotopfa podemos realizar la identificacién: A = (Q, o) para algtin producto o,
L={(d,d,d) € Tder(Q) | d'|r =0, t(d) =0}, 1+1+1=T,5 =T+, 0, 2 03 =8
yO,=14+141+5.

Proposicion 4.3.8. Sea A un dlgebra de division real de dimension finita con
By C Tder(A). Entonces existen a,b,c € (1,4,j) C O y o € Gy tales que el producto

en A? wviene dado por el producto xy de O mediante
zy + (a, x)b(cy),
con (a,bc) # —1.
Demostracion. Haremos la demostracién en varios pasos:

Paso 1. D = End(Q3) es un dlgebra de division de cuaternios:
03 es un L-médulo irreducible, luego D es un dlgebra de divisién. Como C®Qr Q3 =
V(A2) @ V(A2) entonces C @g D = M5(C). Luego D es un dlgebra de divisién de

cuaternios.

Paso 2. (Ly|la€T)+ (L |ae€T) C D:
Como d(zy) = d'(x)y + zd(y) entonces [d, L] = Lg (s, luego [d, L,] = 0 = [d, Lg]
para todo @ € T'. Luego, L,, LS € D para todo a € T

Paso 3. Endg(Q3) & L* ®@g D°P con L* = alg,(d|(d,d’,d) € L):
Como O3 es un L-modulo, es también un L*-mddulo y D = Endp«(Q03). Luego,
03 es un L* ®@g D°P—mébdulo de modo natural. El centralizador de esta accién es R,

el centro de D. Por el Teorema de Densidad de Jacobson, L* ®g D°P = Endg (Qs3).

Paso 4. Como L-mddulos, Endg(Q3) = L* ®g D°P:

El espacio vectorial Endg(Q3) es L-médulo de modo natural

(dv d/’ d) = [dv 90]'
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L* es L-submédulo de Endg(Q3) y D°P se puede ver como L-mdédulo trivial de

dimensién cuatro. Dado (d,d’,d) € L, p € L* y v € D°P tenemos que

(d7d/vd)'((p®7) = [d,<,0]®’}/

corresponde, por el isomorfismo anterior, a [d, ]y = (d,d’, d)-¢7, ya que d conmuta

con todos los elementos de D.

Paso 5. L* = L + 145 como L-mddulo:
La dimensién de L* es 64/4 = 16. Como la dimensién de L es 10 entonces el
complemento de L en L* tiene dimensién seis. La identidad Id pertenece a L*,

luego la tnica posibilidad es L* = L + 1+ 5.

Paso 6. Eziste ¥ € D con LS = L, para todo x € T+:

Larelacion [d, L] = LS, () implica que el subespacio {L2 |z € T*} es un submédu-
lo de Endg(03) = L* ®g D°P absolutamente irreducible de dimensién cinco. Estos
submédulos son {L, |z € T+}D. Entonces, existe v € D tal que LS = L,v para
todo z € T+.

Paso 7. Salvo isotopia, podemos suponer que existe 0 # a € T con LS = Ly, para
todo x € (Ra)*t:

Como (L, |a € T)+ (L |a € T) C Dy~ € D entonces dim(Ly N L3y~1) > 2. Sea
SCTyep:S—Ttal que Ly = L;(b)7_1 para todo b € S. Definimos ¢|p. = Id.
Seaa € T con (Ra)* = S@T+. Tenemos que para todo = € (Ra)*, L, = L;(w)fy_l.
Definimos

zoy=g(x) oy (y).
Dado z € (Ra)t,
zoy =)o (y) = Lo (v () = Layy ™ (y) = 2y

Como ¢ conmuta con d’, y v conmuta con d para todo (d,d’,d) € L, entonces

L C Tder(A4, o).

Paso 8. Salvo isotopia, existen a,b,c € T tales que x oy = xy + (z,a)b(cy):

Como L € Dy D = alg(L, |« € T) (H no tiene subdlgebras de dimensién tres)
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entonces existen a’,a”,a"” € T con L, = L4 + Lg»Lgw. Podemos suponer que

"1 a"ya,a" L 1. Luego,

"

aoy=ay+a (a"y)y xoy=wy para todo z L a.

Veamos ahora cuando este producto nos da un algebra de divisién. Dado 0 # v,

existe aa 4+ xg con xg L a tal que

"

(aa+z0)oy=0 & ady+ad(a"y)+z0y=0
& ad +ald(a"y)yt = —z0
& (ad +ala @)y a) =0

a=0y zo =0 (un caso trivial que omitimos)

i3
o

(o' + (a"(a"y))y ™" a) =
'a) + (a”(a"y), ay/n(y)) =
+ (a"a""yo, ayo /n(y)) + ((a" a")y1, ay1 /n(y)) =0
+ (a”a"” ;a)n(yo)/n(y) +(a"a” a)n(y1) /n(y) =0

0

a,a

t ¢ ¢ 2

— — —~ —~
Q\
S

)
)
)
)=

Q
S

donde n(y) = (y,y) es la norma usual de O, hemos escrito y = yo+y1 con yo € He
y1 € Ht, y la tltima equivalencia se verifica porque a”,a” L 1y a” L o' implica
"1

que a”’a” L T, luego (a’,a) # 0. Ahora escribimos o’ = aa+ by con by € T, by L a
y a # 0. Como

LZ_l(aibo) = ailLZ - aingo = ail(LG/ + La”La”/) - ailLbo
= La + O[ilLa//La///
entonces el producto xz oy = p(z) oy, con ¢: a +— a’l(a —bo) ¥ ¢lrayr = 1d

verifica que 2 oy = ay para todo x L a, y aoy = ay + a” +a”’(a”’y). Por lo tanto,

salvo isotopia, existen a,b,c € T tales que z oy = xy + (a, z)b(cy).

Paso 9. (0, 0) es dlgebra de division si y sdlo si (a,bc) # —1:
Como en el paso 8, dado 0 # y = yo +y1 € O con yo € H e y; € H*, sabemos

126



4.3 Dimension ocho

U el €o €3 ey es €6 €7
u u nex nex  mez  mes  Mes  neg  ney
e1 | Cer —Pu  eq e; —ey e —e5 —e€3
ez | Cea —es —Pu e el —e3 er  —¢g
e3 | Ces —er —es —Pu e e2  —ey e
es | Ces e —er —eg —Pu ey ez —es
es | Ces —es e3 —ex —er —Pu e e4
e | Ce¢ €5 —er eq —e3 —e1 —fu e
er | Cer e3 €e —eq es —eq4 —e3 —fu

Tabla 4.2: G5 actia en A como derivaciones.

que existe 0 # aa + ¢ con xg L a tal que (aa + xp) oy = 0 si y sélo si n(a) +

:EZ% (b(cy),ay) = 0. Como a # 0, esto es equivalente a (b(cy),ay/n(y)) = =1. O
lo que es lo mismo, (be, a) Z(a;’)) + (cb, a) 7;((3,;)) = —1. Como [b,¢] L T implica que
(be,a) = (cb, a) entonces esta tltima condicién es lo mismo que (be,a) = —1. O

4.3.2. Caso Gy

e— O
1 2

Los Go—médulos irreducibles de dimensién < 8 tienen dimensiones 1y 7. Es-
to significa que en caso de que Gy C Tder(A) entonces A7 = Ay & A3 X 1+ 7
y salvo isotopfa G5 actia como derivaciones. Por [6] podemos encontrar una ba-

se en la que la tabla de multiplicacién de A viene dada por la Tabla 4.2. Los

o]

o, vienen da-

operadores de multiplicacién a izquierda y a derecha por u, L y R
dos por diag(1,¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢) v diag(1,n,1,7,17,17,1,1m). Con el nuevo producto
roy = (RS)"Y(x)o (L) !(y) obtenemos, respecto de la base {u} U{e=ti=}i, una
tabla similar en la que ( = 1 = 5y 8 > 0. Este producto se puede recuperar
desde el producto xy de los octoniones mediante z ¢y = zy — %t(myo) donde

Yo =y — 3t(y).
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Proposicién 4.3.9. Si Tder(A) contiene una subdlgebra de tipo Go entonces A es

isotopa a Q@ con el producto dado por

B
Toy=umxYy — Tt(azjyo)7

donde xy denota el producto de los octoniones, yo =y — %t(y) y 8> 0. Ademds, si
B =1 entonces Tder(A) = Dy ® Zy y si f # 1 entonces Tder(A) = G2 @ 2.

Demostracion. La demostracion completa es una serie de calculos no muy ilumi-
nadores, por lo que daremos solamente un esquema. Primero observamos que la
involucién en los octoniones, x — Z, induce una involucién en A. A su vez tenemos

un automorfismo (dy,ds,ds) — (di, d3,dz) en Tder(A) donde

d(z) = d(@).

Este automorfismo descompone Tder(A) como suma directa de los espacios propios

S(1) y S(—1) correspondientes a los valores propios 1 y —1. Notar que
S(l) = {(d17d27d_2) € Tder(A) ‘ Jl = dl}a Yy
S(—l) = {(dl,dg, _(ZQ) S Tder(A) |£Z1 = —dl}.
Cualquier derivacion, d, de @ induce una derivacién en A, luego G2 = {(d, d,d) |d €
Der(0)} C S(1). Probaremos que si § # 1 entonces S(—1) = ((0,1d, —1d)) y
S(1) ={(d,d,d) | d € Der(0)} + ((21d, Id, 1d)).
Dada (dy,ds, —d3) € S(—1), dy = —d; implica que d;(1) € Qg y d1(Qp) C R1.

Usando la definicién de derivacién ternaria con x € Qg e y = x obtenemos que

—0n(x)di(1) = da(z)x — da(2)x,

donde n(z) es la norma usual de Q. Como 2y = (y — y) + t(y), entonces tenemos
que 2ds(x)x = (—pn(x)d1(1)) + t(da(z)x). Dividiendo por = en caso de que = # 0

obtenemos da(x) = 1Bdi(1)z — %%x para todo x € Qp. En particular, la
1 t(da(z)) 1 t(da(z)z)
2 n(z) 27 n(z)

1

digamos «, independiente de x. La aplicacién dz queda da(x) = 53d;(1)z+ax para

aplicacion x — — x tiene que ser lineal, luego — es una constante,

todo x € Qp. Restando (0, a«1d, —aId) podemos suponer que a = 0, luego
do(z) = ax y d3(x) = za si x € Qy,
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cona = 33d;(1), t(a) = 0. Veamos ahora que estas férmulas se extienden a todo A.
Con z,y € Qp y lo que sabemos de dy,ds y ds, como (azx)y+xz(ya) = a(zy)+ (xy)a,
no es dificil probar que d; (xy) = a(zy)+ (xy)a+ % (t(zy)di (1) —t(alzy)+ (2y)a)).
Como cada elemento de O es combinacion lineal de elementos xy con x,y € O
entonces dy(z) = az + za + %(t(z)dl(l) —t(az + za)). Como [ # 0 tenemos

1
di(z) = Bt(z)a —20(a, 2).
Cony=1yzx L 1,a,d2(1)p la definicién de derivacién ternaria implica ds(1) =

—a = a, luego

d2:Layd3:Ra.

Imponiendo la condicién de derivacion ternaria y nuestras férmulas a dy,ds,ds y
comparando escalares y partes vectoriales tenemos que =1 o a = 0. Por lo tanto

S(—1) = ((0,1d, — Id)).

Sea (dy,ds,ds) € S(1). Como d; = dj entonces di(1) € R1. Restando un
multiplo escalar de (21d,Id, Id) podemos suponer que d; (1) = 0, luego d; (®) C Oy.
La condicion de derivacién ternaria con x = y = 1y x = y € Qg implica que
da(1) € Qg y (da(z),y) + (x,d2(y)) = 0 para todo z,y € Qp. La misma condicién
con y = 1 implica que di(x) = do(z) — xd2(1) + %t(mdg(l)). Tomando trazas,
también obtenemos t(dz(x)) = [t(xdz(1)) para todo = € O. Ahora escribimos
dzloy: Op — O como z — f(x)+a(x)l, con f(z) € Oy y a(z) € R. La antisimetria

de dy hace que f sea antisimétrica, por lo tanto
f=D+ad,

con D € Der(0Q) y ad,: ¢ — ax — za para algin a € Qg. Restando (D, D, D),
podemos suponer que da(z) = [a, 2] + a(z)1 para todo x € O. Calculando la traza
de da(z) tenemos que St(xdz(1)) = 2a(x), luego a(z) = gt(.’l)dz(l)). Una pequenia

modificacién nos lleva a

dg(l‘) = [a,x] + gt(l‘dg(l)) + 7d2(1)
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para todo = € Q. Fécilmente también obtenemos que do(z) = [a, ] — gt(xdg(l)) -

@dz(l)‘ Con y =1 en la condicién de derivacién ternaria, obtenemos

di(z) = [a+ %dga),x}.

Después de algunos calculos, la condicién de derivacién ternaria implica que

E ), feoal] = (9,30 5 da(1),

donde (z,y, z) representa el asociador usual. Definimos @ = 3a+ gdg(l) #0(@a=0
implica que o bien 8 = 1 o bien dy(1) = 0, luego d; = dy = d3 = 0). Para todo
b 1L a, b L 1, la subdlgebra generada por a y b tiene dimensién > 3, luego es
una subélgebra de cuaternios. En particular, d2(1) debe conmutar con a, 1 y todo
elemento ortogonal a ellos, luego da2(1) pertenece al nicleo conmutativo de O. Por

lo tanto da(1) = 0. Esto implica que (x,y,a) = 0 para todo z,y, luego @ € R. Como
t(a) =0 entonces a = a = 0. Esto es, dy = dy = d3 = 0. O

4.3.3. Caso su(3) y A; no irreducibles

Los su(3)-mddulos irreducibles de dimensién < 8 tienen dimensiones 1, 6y 8. Al
contrario que el médulo de dimensién ocho, el de dimensidn seis no es absolutamente
irreducible. En el caso de que su(3) C Tder(A) entonces, salvo permutaciones,
las tnicas posibilidades para el trio (Aj, As, A3) son (8,8,8),(8,1+1+6,8) y
(1+146,1+1+46,14+1+6). En el segundo caso {Lg |a € 1+ 1} C End,,3)(8,8).
Sin embargo este espacio tiene dimensién uno, por lo tanto nos quedamos con
(8,8,8) y (1+1+6,14+1+6,14+1+6). En ambos casos, salvo isotopia, su(3)
actlia como derivaciones.

Consideramos el caso (1+14+6,1+1+6,14+146). Una primera aproximacién
al producto de A viene dada mediante la Tabla 1.6 descrita en [6]. Esta tabla con
m=0=03=01=0y=n=1l,m=mu=-1lym=mp=00=0=02=03=
79 = 13 = 0, nos da los octoniones. La forma bilineal usual (, ) de O se obtiene
haciendo esta base ortonormal. Denotamos por Lj el operador multiplicacién a

izquierda por x correspondiente a esta tabla y por L, el correspondiente a los
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U v Z1 29 23 24 25 26
u | mu+601v mpu40v | 2 29 23 Z4 25 26
v | msu+0sv mu—+ 00 | z3 26 —21 25 @ —Z4 —29
Z1 Z1 —Z3 —Uu zZ4 v —Z9 Z6 —Z5
) z9 —2Z6 —Z4 —Uu zZ5 z1 —2Z3 v
z3 z3 z1 —v —2Z5 —Uu Z6 V) —Z4
zZ4 Z4 —Z5 Z9 —Z1 —Zs —Uu v z3
z5 z5 z4 —Z6 z3 —Z2 —v —Uu Z1
Z6 Z6 zZ2 zZ5 —v Z4 —Z3 —z —U

Tabla 4.3: su(3) actia como derivaciones de A dejando submdédulos triviales.

octoniones. Sea Z el subespacio generado por {z1,...,z2s}. Claramente, para cada

z€Z
L;(Z) = Lx(z) + L(I7u)((01—1)u+o’2v) (Z) + L(ZD,U)(O'3U+(U4—1)’U) (Z)

Definiendo ¢: z — x + (z,u)((01 — 1)u + 02v) + (z,v)(osu + (04 — 1)v), tenemos
L3 (2) = Ly (2). En particular, p(z) es biyectiva y podemos definir un nuevo
producto
wxy=¢ l(z)oy,

tal que = x z = xz para todo z € A, z € Z. Esta claro que z xu = zou = za
yz*xv =z0v = zbcona=mu—"vyb= mu— mnv. Estonos dice que
zxx = zx+ (x,u)z(a—u)+ (x,v)z(b—v). La aplicacién ¢: z — z+ (x,u)(a —u)+
(z,v)(b — v) tiene que ser biyectiva. En consecuencia podemos definir finalmente

un nuevo producto z oy = x * 1~ !(y). Este producto verifica
ZOY=2Yyyroz=2u2

y Z+ = (u,v) es una subélgebra de dimensién dos. En otras palabras, salvo isotopia
podemos suponer que 01 =04 =7 =1, 7y = =1y 09 = 03 = 75 = 73 = 0 luego

la multiplicacién esta descrita en la Tabla 4.3. Podemos escribir el producto en A
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como

zxoy=uay+o(z,y), (4.6)

donde 0: O x O — C es una aplicacién bilineal que se anulaen O x Zy Z x O y

verifica
o(u,u) = (m —u+ v, o(u,v) = nou+ (03 — 1)v,
o(v,u) = mnzu+ (03— 1o, o(v,v) = (ng + u+ O4v.

Lema 4.3.10. O con el producto x oy de (4.6) es un dlgebra de division si y sélo

si o(a,b) # —Aab para cualesquiera a,b € Z*+ no nulos y A > 1.

Demostracion. Dado x oy = 0 con x # 0, escribimos = xg + 21 con xg € Z+

y 1 € Z. La igualdad x oy = 0 implica que zy = —o(z,y) (luego xg # 0).
Sea ¢ = o(x,y) € Z+. Tenemos y = —%c = —%c - %c. En particular,
c=o(z,y) = —%U(l‘o,i’oc). Cona=zpyb= n(@o)c tenemos que
(a,b) n(x b
o(a,b) = — ab,
n(zo)
con T:L(;('))) > 1. El reciproco es similar. O

Podemos dar un criterio mas especifico para comprobar si estas algebras son de
divisién. Por el lema, esto es equivalente a que el dlgebra Z+ sea de divisién, con el
producto aob+ Aab, para todo A > 0. El determinante del operador multiplicacién

a izquierda por au + Bv es una forma cuadratica en « y 8 con matriz coordenada

Q11 Q12

donde
Q21 Qg2

air = A+ Xy + 02) + 162 — n2b,
Q12 = (g1 = %A(*??Q + n3 + 01 + 94) + %(*77401 + 77392 - 77203 + 77104)7
oo = A2+ AN(=n4 + 03) + 1304 — na03.
Para ser un algebra de division, para un A dado, la forma cuadratica tiene que ser

definida positiva o negativa. Como esto se tiene que cumplir para todo A > 0, y

para A\ suficientemente grande es definida positiva, debe ser definida positiva para
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cualquier A > 0. Esto es equivalente a la no existencia de raices A > 0 de los
polinomios a1 v 11090 — a%Q. Los polinomios correspondientes a los octoniones

son aj; = (A+1)? y ajjaes —aly = (A + 1)4

4.4. Caso su(3) y A; irreducibles

Por [6], en este caso el producto en A se puede escribir mediante las matrices

complejas anti-hermitianas 3 x 3 de traza cero como

2
zxy = do'le,y] + fli(zy +yz — St(zy)])

donde zy denota el producto usual de matrices, I la matriz identidad y o/’ # 0.

Como las derivaciones ternarias se conservan extendiendo escalares, trabaja-
remos en una situaciéon més general. Consideramos F' un cuerpo algebraicamen-
te cerrado de caracteristica cero y A = A, (n > 2) el conjunto de las matrices

(n+1) x (n+ 1) sobre F de traza cero con el producto

T *y = azy + Byx — %t(my)[ (4.7)

donde (a, 8) # (0,0). Claramente ad, :  — ax — za es una derivacién de A, luego
Der(A, *) contiene la subdlgebra (ad, |a € A), un dlgebra de Lie de tipo A,,. El

resultado principal de esta seccién es
Proposicién 4.4.1. Se verifica una de las siguientes afirmaciones:
i) Tder(A) 2 A, @ 2.

ii) A es isétopa a un dlgebra de octoniones. En este caso a = —w?f3 con 1 # w

una raiz cubica de la unidad y Tder(A) = Dy @ Zy.

it1) A es isdtopa a las matrices 4 x 4 de traza cero con producto

1
x*y:xy+yx—§t(xy)l.

En este caso Tder(A) = A5 @ 2.
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Como corolario

Corolario 4.4.2. Sea A un dlgebra de division real de dimension ocho obtenida de
las matrices complejas anti-hermitianas 3 X 3 de traza cero con el producto dado
por

2
zxy = ad'le,y] + flilzy +yz — St(zy)l),

donde xy denota el producto usual de matrices y o' 3’ # 0. Entonces, o bien
i) Tder(A) = su(3) ® Zy o bien
i4) Tder(A) = Dy @ Zy. En este caso 3' = +/3a’ y A es una isétopa de Q.

Demostracion. Podemos escribir el producto como z xy = (o + B'i)xy + (/i —

o )yx — 2g/it(acy)f . Extendiendo escalares, la proposicién previa nos dice que las

tnicas dos posibilidades son i) y ii). La segunda ocurre si y sélo si (o + i) =

—w?(f'i — '), esto es, ' = +/3a’. O

4.4.1. Proyecciones de Tder(A)

Como ads—médulo, A =2 A, = V(A + \,). Es sabido [4] que Endp(A) =
A*@ AZ V(A 4+ \) @ V(AL + \y) se descompone como

V(4A) @ V(2\) @ V(0), sin =1
V(2>\1 + 2)\2) D V(g)\l) D V(3/\2) D 2V(/\1 + )\2) D V(O), sin=2

Endp (A)

1%

V(2A1 4 2X3) ® V(2A1 + A2) ® V(A2 + 2)3)
AV (2A) ®2V(A + A3) @ V(0), sin=3

V(2A +2\,) @ V(2)\1 + Ano1) @ V()\z + 2)\71)
BV (A2 + A1) ®2V(AN + X)) @V(0), sin >4

La forma bilineal (x,y) = t(xy) es no degenerada en A, cumple (x*y, z) = (z,y*2)

e induce una involucién en Endp(A). Sean Skew(A) los operadores antisimétricos
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4.4 Caso su(3) y A; irreducibles

para (, ), v Sym(A) los simétricos. Entonces

V(?/\l), sin=1

V(S)\l) D V(?))\Q) D V()\l + )\2), sin=2
Skew(A) =
V(QAl + )\2) D V()\Q + 2)\3) D V()\l + Ag), sin=3

VM + A1) @V A2 +20,) @ V(AL + Ay), sin>4
mientras que Sym(A) es la suma directa de los submdédulos restantes. En particular,
todo submddulo irreducible no isomorfo a V(A1 + A, ), estd formado por aplicaciones
simétricas o antisimétricas.

Sea S una subdlgebra de Lie de Endp(A) que contenga a ad 4, entonces S se
puede escribir como suma directa de submdédulos irreducibles y ada = V(A +
An) € 5. Como ady son operadores antisimétricos, entonces S debe contener las
componentes simétrica y antisimétrica de todos sus elementos.

Sea m;: (dy,da,ds) — d; y L; = m;(Tder(A)). L; es una subdlgebra de Lie de
Endgr(A) que contiene a ada, luego contiene las partes simétrica y antisimétrica
de todos sus elementos. Por lo tanto L; es invariante por la involucién d +— d*,
inducida por (, ). Entonces, dado (dy,ds,ds) € Tder(A), como (, ) es asociativa,
(—dj,ds,—d7) € Tder(A). La aplicacién

0: (d1,dz, ds) — (—d3, d3, —d])
es un automorfismo de Tder(A) con ©3 = Id. En particular, L; = L} = Ly = L.
Nota 4.4.3. En lo sucesivo estudiaremos el dlgebra de Lie
L =[L;, L;].

Como ads C L actia irreduciblemente en A, el trabajo de Dynkin [13] sugiere que
solo hay unas pocas posibilidades para L.

La trasposiciéon de matrices, z +— 2T

, es una involucién de (A, *) luego
T (d17 d?a d3) = (Jlﬁ J37 JQ)?
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donde d(z) = d(z7)7, es un automorfismo con 72 = Id. Ambos automorfismos 6 y

T estan relacionados mediante

01T = 0> (4.8)
Lema 4.4.4. Tenemos que, o bien L N Skew(A) = ads o Skew(A) C L.

Demostracion. Sea Ly = L N Skew(A), como Skew(A) =V (2 + A1) @V (A2 +
2Mn) ®V (A1 + \y,) entonces, bien Ly = ad 4 o bien Lg contiene una copia de V(As +
2Xn) 0 V(2A1 + \—1). En el caso de que Ly = ads &V (A2 + 2)\,), como A es un
Lo—médulo irreducible fiel, Ly debe ser semisimple como algebra de Lie. La forma
de Killing de Lg serd no degenerada e invariante, luego adg y V(Ag + 2A,,) serdn
ortogonales y V(Aa+2\,,) serd isomorfo a su médulo dual. En cualquier caso esto es
falso. De igual modo podemos descartar la posibilidad Lo = ada @V (2A1 + Ap—1),
y nos queda solamente Ly = Skew(A). O

Lema 4.4.5. Tenemos que o bien
i) L es {ad, |a € A}, Skew(A) o sl(A),
o bien
i) n=3 y L= As.

Demostracion. En caso de que L N Skew(A) = Skew(A), como Sym(A) N si(A)
es un Skew(A)-médulo irreducible, entonces L = Skew(A) o L = si(A). En lo
sucesivo supondremos que Ly = L N Skew(A) = ad4. Como ad 4~mddulo, Sym(A)

se descompone como

V(M) ®V(0), sin=1

V(2)\1 + 2)\2) (&) V()\l + )\2) &) VY(O)7 sin=2
Sym(A) =
VM +2X3) V(2 ) d V(A1 +A3) @V (0), sin=3

VM +20) e V(e + A1) V(A +A,) @ V(0), sin>4
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Distinguiremos varios casos:

1. V(2X\1 + 2)\,) € L N Sym(A): Consideramos las aplicaciones €,: ¢ +—
(w,a)b+ (x,b)a. Para todo d € Skew(A) tenemos [d, €4,b] = €q(a),b + €q,d(b)- Enton-
CeS €, 41 ,E1.p, ©5 UN vector de peso médximo, de peso 2A1 42X, y V(2A1 +2),)
es el submédulo generado por €g, g, ,,,- El peso minimo de V(2X; + 2),) es
—(2A1 +2X,,) y un vector peso asociado es €g, ., ; E, .1, -

Sea 044 & — (z,a)b — (z,b)a. Claramente, 6, € Skew(A). Ademds, dado un
f € Sym(A) tenemos que [f, €3] = —05(a),p + 0a,f»)- En particular el elemento
(€B1 i1, Brmi1s €Bnirn Enpra) = —40B, 11, B,,1, Pertenece a Lg. Conmutando este
elemento con adp,; i # j obtenemos que Skew(A) = 64,4 C Lo, contradiciendo
nuestra suposicion.

2. V(A 4+ M) € LNSym(A): Las aplicaciones Ty, : x — ax +xa — %_Ht(ax) son
simétricas y forman un submdédulo isomorfo a V(A1 + ;). Ademds,

[To, Tp)(z) = [[a, ], ] + (az)b — niﬂt(bx)a.

—t
n+1

Por tanto V(A1 + A,) € L N Sym(A) implica que adjq ) +:570as € Lo, lo que

_4
n+1
implica que d45 € Lo, luego Ly = Skew(A) con lo que llegamos a una contradiccién.

Notar que en este momento hemos probado el lema para el caso n = 2, luego
supondremos que n > 3.

3. V(A2 + A1) € LN Sym(A) y n > 3: La aplicacién € = €g, , By, —
€E) pi1,E2., €8 un vector de peso maximo, de peso Aa+ A, 1. Entonces V(de+An-1)
es el submédulo generado por e. Un vector peso de peso minimo es €g, ; B, 1, —
€Bpi11,Eno- COMO [€,€5, | By i1y = €Bpi11,Ene]l = —OEs i1, Bniro + 0B, 1 Ern —
0By p,Ens T 0B, 11,E 11 € Loy Lo = ada entonces esta aplicacion debe ser adp
para alguna matriz diagonal D € A. Cuando lo aplicamos a E;; con (i,j) ¢
{(1,n),(n,1),(2,n+1),(n+1,2),(n+1,1),(1,n+ 1),(2,n), (n,2)} obtenemos 0.
Los elementos E1 p, E2 pi1, F1ny1 y Fa,n son vectores propios de valor propio 1,
y los elementos Ey, 1, Ey41,2, Ent1,1 Yy En2 son vectores propios de valor propio

—1. Si denotamos por €; la aplicacion que asocia a D el i—ésimo elemento de su

diagonal, entonces ¢;(D) —¢;(D) = 0si (4,5) € {(1,n), (n,1), (2,n+1), (n+1,2),
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(n+1,1), (Ln+1), 2n), (12}, @(D) — en(D) = 1, (D) — enia(D) = 1,
e1(D) = ens1(D) = 1y (D) — en(D) = 1.
En el caso de que n > 3 entonces €;(D) = e3(D), luego D = e3(D) Id. Como la
traza de D es cero entonces D = 0. Esto contradice la igualdad €1 (D) — €, (D) = 1.
Para el caso n = 3 las condiciones anteriores sobre ¢;(D) son compatibles e
implican que D = diag(1/2,1/2,—-1/2,—1/2). En este caso L = ads ®V(2XA2)

serd isomorfa a un algebra de Lie simple de dimensién 35, esto es As. O

4.4.2. Demostracién de la Proposicién 4.4.1

L es un &lgebra de Lie simple y A es un L-médulo irreducible, luego Ly =
Ly = L3 = L® F1d. El nicleo de la proyeccién mo: Tder(A) — L; es {(d1,0,ds) €
Tder(A)}. Dadas dos derivaciones ternarias (di, 0, ds), (d},0,d5) € Tder(A), enton-
ces (—dj, —d5,0) y ([d},d5],0,0) estdn en Tder(A) también. El producto A *x A es
un submédulo no nulo de A para la accién de ad4, luego Ax A=Ay [d},d5] =0.

Tanto 71 (ker m2) como 73 (ker mo)*

son ideales que conmutan de L @ F'Id, por lo
que uno de ellos es F'Id. En el caso de que 7y (ker m3) = F Id tenemos que d; = A1d
para algin A € F, luego (—d3, —A1d,0) € Tder(A4) y d5 = A1d, lo que prueba que
kermy = F(Id, 0,1d). Si mg(kermz) = F'Id entonces ker o = F'(Id,0,1Id) también.
Argumentos andlogos prueban que kerm = F(0,1d, —Id) y kerms = F(Id,1d,0).
La proyeccién 79 nos da un isomorfismo del ideal {(d1, ds, d3) € Tder(A)|t(d2) =
t(ds) = 0} en L, luego Tder(A) = L & Z.

Eliminemos ahora la posibilidad L = si(A). En caso contrario, como L = sl(A)

es simple, las aplicaciones
f:dll—>d2 y §/Zd1P—>d3,

con (dy,ds,ds) € Tder(A), inducen automorfismos en L. Por lo tanto, para cada

de L
PdP~! YdeL

§(d)=1 o
—PdTP! vdelL
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para alguna aplicacién lineal inversible P. Andlogamente £'(d) es o bien QdQ~! o
bien —QdT Q™! para alguna @ inversible. Cambiando por isotopia, obtenemos el

producto o en A con una de las siguientes propiedades
1. {(d,d,d)|d € sl(A)} C Tder(A,o): en este caso o € Homy(A® A, A),
2. {(d,—d",d)|d € sl(A)} C Tder(A,o): entonces o € Homy (A* ® A, A),
3. {(d,d,—d") |d € sl(A)} C Tder(A,o): por tanto o € Homy (A ® A*, A),
4. {(d,—d",—d")|d € sl(A)} C Tder(A,o): luego o € Homp (A* @ A*, A),

donde A* denota el dual de A. Como médulo para sl(A), A es isomorfa a V(A1) y
AQA* 2V (A1+2,)®V(0), luego Homp (A® A*, A) = 0. Como Homy (A® A, A) =
Homyp (A4, A ® A*) entonces Homp (A ® A, A) = Homp (A* ® A*, A) = 0.

Fijémonos ahora en el caso L = Skew(A). Seaw € F, con w® = 1 una raiz primi-
tiva de la unidad. Como 62 = Id, los tinicos espacios vectoriales propios (asociados a
valores propios) posibles de 6 son de la forma S(w') = {(d, wid, w?'d) € Tder(A)}.
En el caso de que S(w) = S(w?) = 0, Der(A) = Skew(A), pero A ® A no contiene
ningun Skew(A)-submddulo isomorfo a A. En el caso de que S(w) # 0, cambiando
si es preciso w por w?, podemos suponer que V(2A1+\,_1) C S(w). Como la aplica-
cion p =0p, 1,1, T (2, B g 1) Ern — (2, By ) E1 gy estden V(2A + A1)
entonces

(¢, wp, w?p) € Tder(A).
En particular,

0,
@(En,l *En—i-l,l): 9 9
—wWEY py1 % Epy11 +w?Ey 1 * B, = (026 — wa) B+

+w?aE,, — wBE, i1 ni1 + (W — wQ)%I.

Sin > 2entoncesn+1 >3y a=0=73. Entonces n ha de ser igual a 1 6 2. En el
caso de que n = 1, Skew(A) = ad 4. Si por el contrario n = 2 entonces tenemos que

2
w-—w

diag(—wa +w?B, wla, —wB) = T2 (a+B)1, luego o = —w?f y salvo isotopia A

es un dlgebra de Okubo, esto es, una isétopa de un dlgebra de octoniones [17].
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Consideramos ahora el caso excepcional aparecido en el lema previo. El algebra
de Lie L se descompone como L = A3 @V (2A2) y el vector peso méximo de V(2Az)
€S QO = €p, 4, By — €Ey4,Bs5- Como por (4.8) el automorfismo 7 permuta S(w) y
S(w?), estos dos espacios tienen submédulos de la misma dimensién. Por tanto

S(w) =0=S(w?) y
Tder(A) = {(d,—d"*,—d*)|d € L} & Z,.
La condicién de derivacién ternaria de ¢ se puede ver como

plzxy) = —p(z) *y — z* p(y).
Evaluando en Ey4 2 * E5 1 tenemos que

¢(0)=0
<p(E4,2 * ES,I) =
—@(Ey2)* E31 — Es0x@(E31) =
—~aEi1 — BEss — BE33 — aEyq+ *3LT

luego av = [ y el dlgebra es isdtopa a la que aparece en el apartado iii). La existencia

de este caso se estudia en la siguiente seccién.

4.4.3. El caso excepcional

El dlgebra (A, x) correspondiente a n = 3y 0 # a = (3 es excepcional dentro
de la familia de dlgebras A,, de la matrices (n + 1) X (n 4+ 1) de traza cero con el

producto

a+ 0
— TP ay) 1.
ary + fyr — — 1 (wy)

En esta seccién comprobaremos que Tder(A, x) = As & Zy. Como hemos probado
que si L = ad 4 o bien (A, *) es isétopa a un &lgebra de octoniones o bien L & A,
entonces se trata de probar que en este caso excepcional L # ada. La forma
mas rdpida es comprobando que la aplicacién d = €g, , g, , — €E, 4, E, 5, descrita

anteriormente, nos da una derivacién ternaria (d, —d, —d). Esta aplicacién, como
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es simétrica respecto a (z,y) = t(xy) no pertenece a ad4. De hecho, linealizando

dos veces la identidad

1 1
zt — 515(962)532 - gt(:v?’)m + Z(it(x2)2 —t(z")I,

cierta para cualquier matriz x de As, se prueba facilmente que las aplicaciones
simétricas x — . a;xb; +b;xa; — (a;, x)b; — (b;, x)a; con Y, a;b;+b;a; =0, a;,b; €
Az, dan derivaciones ternarias de (A, x) de la forma (d,—d,—d). La aplicacién
€E, 3,Es.4 — €E, 4,E» 5 €8 Un ejemplo. De todos modos veremos otra aproximacion.
Para entender la forma en que As actia como derivaciones ternarias en A,
consideramos el espacio vectorial W (dim W > 2) provisto de una forma bilineal
simétrica no degenerada (, ). Para todo ¢ € Endp(W) denotamos por ¢* el adjunto
de ¢ respecto a (, ), luego (p(w),w’) = (w,¢*(w')) para todo w,w’ € W. El
algebra de Lie sl(W), de aplicaciones lineales de traza cero sobre W, actia sobre

las aplicaciones antisimétricas so(W) = {6 € Endp(W) |§* = —} mediante
w0 =pd+dp*. (4.9)

El médulo so(W) con esta accién es isomorfo a la segunda potencia exterior A2W
de W con la accién natural, el isomorfismo viene dado por wy A wa — Gy apy : W —
(w1, w)ws — (w2, w)w;. La forma bilineal (d1,d2) = #(d102) es no degenerada en
so(W) y para todo ¢ € sl(W) tenemos que (¢ - d1,02) = t(pd102 + d1¢p*d2) =
t(01020 + 01p™02) = (01, ™ + d2).

Consideremos ahora el espacio vectorial V', de dimensién cuatro sobre un cuerpo
F algebraicamente cerrado de caracteristica cero, y la accién natural de Az en V.
La segunda potencia exterior, W = A2V, tiene dimensién seis y el isomorfismo
A*V = F dado por el determinante respecto a una base fijada, proporciona una
forma bilineal simétrica no degenerada (, ) en W, invariante por la accién de As,
es decir, A3 actia en W como aplicaciones antisimétricas respecto a (, ). Como
dim so(W) = 15, tenemos que Az = so(W), luego As = sl(W) actia sobre As
mediante (4.9). Esta es la accién que estamos buscando.

Como dim W = 6, entonces ASW = F determina una forma trilineal simétrica

no nula (,,): so(W) ® so(W) @ so(W) = A2W @ A2W @ A2W — AW == F,
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invariante para sl(WW). Las formas bilineal y trilineal en so(WW) definen un producto
conmutativo * mediante

((51,62,5) = (51 * 52,6)

para todo 41, d2,0 € so(W). Este producto esta relacionado con la accién de si(W)

por
(¢ (01 %02),d) = (12,9 -0) = (01,02, - 9)
= —(@*'51,62,6)—((51,()0*'(52,6)
= ((=¢" - 61) % 02 + 01 % (=™ - 62),6),
esto es,

@ (01 %02) = (=" - 81) *Ig + 01 * (—™ - 02). (4.10)

De este modo sl(WW) actiia como derivaciones ternarias en (so(W), ).

Veamos que, salvo miltiplos escalares, este producto * es precisamente el pro-
ducto 61 * 03 = 9109 + 0201 — %t(élég) Id. Para esto observamos que en el caso de
que @ € so(W), p* = —p y ¢-d = pd — dp, recuperando por tanto la accién adjun-
ta de so(W). Ademds, por (4.10), * puede verse como un homomorfismo no nulo,
Sym(so(W)) — so(W), de so(W)-mddulos. En general no existen estos homomor-
fismos. Nuestra situacidn excepcional proviene del hecho de que so(W) = Asz, un
algebra de Lie de tipo A, y entonces, salvo multiplos escalares, existe un tnico
homomorfismo de este tipo: d1 * 6o = 0102 + J201 — %t(élég) Id.

Como sl(W)-médulo, so(W) =2 A2W = V()z) luego Endr(so(W)) =2 V(A\2) ®
V(A1) 2 V(0)BV (A1 +A5)DV (A2+Ay). Mirando Ay como incluido en End g (so(WV))
por (4.9), cualquier subdlgebra de Lie de Endg(so(W)) que contenga a As y la
identidad I es o bien A5 @ V(0) o todo Endp(so(WW)). En particular, la proyeccién
de Tder(A, ) en cada componente es A5 & V(0) o bien todo Endpg(so(W)). Co-
mo al principio de la Subseccién 4.4.2 podemos eliminar el ultimo caso y obtener

Tder(A) = A5 @ 2.
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En breve.

En este capitulo hemos utilizado el grupo G = G(A) presentado en la Seccién 1.4,
y el algebra de Lie de derivaciones ternarias de un dlgebra A, que es un invariante
de la accién de G, para modelizar y clasificar las algebras de division reales.

Hemos comenzado con algunos resultados sobre la estructura de Tder(A) y
acotando su dimensién y su rango toral. Si Tder A no es abeliana entonces Tder A =
S® Z donde Z es el centro y S es un dlgebra de Lie semisimple compacta, y tenemos
que para dim A = 4 la dimensién de Tder(A) es menor o igual que 11, el rango
toral de Tder(A) < 5, y si la dimensién de A es 8 entonces dim Tder(A4) < 30 y el
rango toral de Tder(A) < 6. En ambos casos el rango toral de S es menor o igual
que 4. Ademsds las cotas superiores se alcanzan unicamente en isétopas de H y Q.

Los resultados obtenidos para las distintas dimensiones quedan reflejados en la

siguiente tabla:

dim A Tder A A°
1 Z de dimensién 2 R
2 Z de dimensién 4 C
su(2) @ su(2) dsu(2) d 2 H
4 Ty — (I;Q'H)t(xyo)l con 3> 0
su(2) @ 2 zy —t(zey)lconce H, c¢ Ry t(c) #1
2y + (a, 2)b(cy)
contiene a By con a,b,c € (1,i,7) COy (a,bc) #—1

DypzZsipf=1
] GopzZsifg#1

Ty — %t(myo)l

xy + o(z,y) con o(a,b) #—Nab
contiene a su(3) 0#a,beCA>1,0(Ct0)+0(0,CH) =0

Dy® Zsif =+V3a

o' [z,y] + Bli(ey + yx — Ft(zy)I)
su(3) @ Z si B # +v3a/
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