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L eer y leer. Libros, art́ıculos, notas...

O rganizar los apuntes, las ideas

R ecopilar información de los sitios más insospechados

E scuchar las sabias palabras de los que nos precedieron

N avegar, ¿porqué no? en el ciberespacio

Z ozobrar ante la adversidad y resurgir de nuevo

O lvidar los malos momentos

y recordar siempre los buenos.

D isfrutar de cada d́ıa como si fuese el último,

I nvestigar los porqués y los cómo,

A prender cada momento un poquito,

N o dejarse abatir por el cansancio y

A lcanzar una ilusión de la niñez.
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a Fabián y Jesús Mari, que me abrieron las puertas de par en par y con su

ilusión y su entusiasmo por el trabajo (y la fiesta) me devolvieron a la juventud;
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3.4.1. Álgebras de división flexibles con la propiedad de inversión a

izquierda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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Introducción

Cuando trabajamos con estructuras algebraicas, es interesante conocer las pro-

piedades que verifican para poder clasificarlas. A investigar estas propiedades y a

clasificar diferentes familias de álgebras han dedicado su tiempo matemáticos de

todas las épocas, utilizando las herramientas disponibles en cada momento.

Nuestra investigación se ha centrado en una nueva herramienta, las derivaciones

ternarias -que extiende la idea de derivación que se veńıa empleando para clasifi-

car ciertos tipos de álgebras- y un conjunto, el núcleo alternativo generalizado,

muy relacionado con ellas. Para saber si esta nueva herramienta es útil, necesitába-

mos comprobar si las clasificaciones que obtenemos son compatibles con las que se

obteńıan con las herramientas anteriores, y si de algún modo ((refinan)) estas clasi-

ficaciones, y hemos comenzado esta comprobación del modo más natural, con las

álgebras conceptualmente ((más sencillas)): las álgebras de Cayley–Dickson generali-

zadas y las álgebras de división reales de dimensión finita. Los resultados obtenidos

son tan numerosos que han copado el alcance de esta tesis.

El primer contacto que tenemos con las matemáticas se produce cuando nace-

mos, que nos pesan y nos miden, y nos asignan un número en el test de Apgar.

A partir de ese momento, en toda nuestra infancia, incluso antes de ir al colegio,

nos rodean los números naturales– tiene 13 meses, va a cumplir 2 añitos, vive en el

número 19 de Pio XII– y aprendemos a manejarlos y a realizar con ellos operaciones.

La suma, la resta y el producto no representan ningún problema (bueno, la

resta a veces śı, pero es fácil comprender los enteros), pero en el momento en el que

aparece la división en escena tenemos que hacer más grande el conjunto en el que
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nos movemos e introducir Q, los racionales. Enseguida se nos queda pequeño este

nuevo universo y conocemos al que nos acompañará durante toda nuestra vida: R,

que para la mayoŕıa es suficiente, y su inseparable ((hermano mayor)) C.

El conocimiento que de estos cuerpos y las leyes que rigen sus operaciones tene-

mos, hace que ((el orden de los factores no altera el producto)) sea una expresión que

ha traspasado los ĺımites de la matemática para convertirse en algo que podemos

óır en una conversación de sábado por la noche.

Pero, ¿qué pasa cuando śı lo altera? Pues, sencillamente, que aparece la estruc-

tura de álgebra de división.

El primer ejemplo de esta estructura fue descubierto por Sir William R. Ha-

milton, que, a mediados del siglo XIX, se planteó extender la construcción de los

números complejos a dimensiones mayores que 2. Si bien Gauss hab́ıa representado

–hacia 1831– los complejos como elementos de un plano y el producto como giro,

Hamilton fue el primero en formalizar el concepto de número complejo como un

álgebra de pares de números reales con las operaciones suma y producto definidas

como en la actualidad. Partiendo de esta construcción, intentó llegar a un modelo

análogo para el espacio tridimensional, buscando la forma de multiplicar ternas de

números reales de modo que la norma eucĺıdea fuera multiplicativa, como ocurre

en el caso complejo. Después de diez años sin éxito, parece que cruzando el puente

Brougham, en 1843, se le ocurrió que si no se restrinǵıa a las tres dimensiones y

en lugar de multiplicar ternas multiplicaba cuartetos pod́ıa obtener el sistema que

buscaba.

A partir de los cuaternios de Hamilton, H, Graves en 1844 e independientemente

Cayley en 1845, ampliaron esta construcción a dimensión ocho, dando el producto

(no asociativo en este caso) de los octoniones, O, y cerrando con ello la lista de las

álgebras de división reales unitarias absolutamente valuadas.

En 1919 L.E. Dickson formaliza una construcción que obtiene el álgebra de

Cayley desde los cuaternios del mismo modo que los complejos se obtienen desde

los reales, y en 1942 A. A. Albert la utiliza para obtener, a partir de un cuerpo

cualquiera, familias de álgebras con involución a las que llama álgebras de Cayley–
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Dickson. La aplicación de este proceso partiendo de un álgebra cualquiera es lo que

se llama proceso de duplicación de Cayley–Dickson y las álgebras que se generan

son conocidas como álgebras de Cayley–Dyckson generalizadas.

Una de las caracteŕısticas importantes de una estructura algebraica es su si-

metŕıa, que puede medirse mediante su grupo de automorfismos. En el caso de

un álgebra A, este grupo se aproxima mediante su álgebra de Lie de derivaciones,

Der(A) (o el álgebra de Lie del grupo de automorfismos en el caso real). Desde este

punto de vista, las álgebras A con una estructura de Der(A) rica debeŕıan aparecer

a menudo.

Un ejemplo importante es el álgebra de octoniones, que sobre cuerpos de carac-

teŕıstica distinta de 2 y 3 tiene un álgebra de Lie simple central de tipo G2 como

derivaciones. El álgebra de octoniones es un caso particular de las álgebras cons-

truidas mediante el proceso de duplicación de Cayley–Dickson, cuyo estudio fue

desarrollado, sobre anillos conmutativos y asociativos, en 1985 por K. McCrimmon

en [33].

Otro ejemplo son las álgebras de división reales, cuyas álgebras de derivacio-

nes describieron en 1981 G.M.Benkart y J.M.Osborn, [5], y fueron utilizadas para

estudiar su estructura, [6]. Mas tarde, en 2004, D. Ž. Doković y K. Zhao, [12], se

centraron en el estudio de las álgebras de división cuyos grupos de automorfismos

son grandes.

Recordemos que un álgebra (no necesariamente asociativa) es de división si

para todo x 6= 0 los operadores de multiplicación a izquierda, Lx, y a derecha,

Rx, son invertibles. En torno a 1958, J. Milnor y R. Bott [34] por un lado, y M.

Kervaire [24] por otro probaron, que álgebras de división reales de dimensión finita

solamente aparecen en dimensiones 1, 2, 4 y 8. La clasificación de estas álgebras

ha sido completamente desarrollada entre 1985 y 2005 para dimensiones 1 y 2

[3, 8, 9, 10, 21, 40], pero unicamente se conocen resultados parciales en dimensiones

4 y 8.

Los isomorfismos preservan toda la información algebraica, por lo que cuan-

do estudiamos una familia de álgebras definidas mediante condiciones algebraicas,
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cualquier copia isomorfa de un miembro de la familia pertenecerá a la familia. Es-

to hace que automorfismos e isomorfismos sean herramientas muy útiles a la hora

de trabajar con familias arbitrarias de álgebras. Sin embargo, en ocasiones, los

automorfismos no detectan ciertas simetŕıas ocultas de las álgebras. La siguiente

familia biparamétrica es un ejemplo de esto: dados α y β escalares de un cuerpo F

de caracteŕıstica 0 con α 6= 0 o β 6= 0, definimos un nuevo producto en sl(n+ 1, F )

n ≥ 1 mediante

x ∗ y = αxy + βyx− α+ β

n+ 1
t(xy)I,

con xy el producto usual de matrices, t(x) la traza de x e I la matriz identidad.

Para todo n ≥ 2, independientemente de α y β, el álgebra de derivaciones es

{ada : x 7→ ax− xa | a ∈ sl(n+ 1, F )}. En lo que a automorfismos se refiere, hemos

de considerar todas estas álgebras ((de similar interés)). Sin embargo, en la literatura

encontramos que el caso n = 2 y α = −w2β, con 1 6= w una ráız cúbica de la unidad,

corresponde a un álgebra de Okubo, que tiene muchas propiedades interesantes

[16, 17, 18, 19]. Este álgebra posee una forma cuadrática que admite composición

aunque no tiene elemento identidad. Si no se ha detectado este caso excepcional,

parece que el estudio de esta familia mediante automorfismos puede ser engañoso.

Cuando tratamos con una familia concreta de álgebras tal vez sea más natural

usar un grupo más grande que el de automorfismos (ver [39] y sus referencias). Las

álgebras de división reales de dimensión finita forman, probablemente, una de esas

familias.

Para toda álgebra no asociativa A, su núcleo alternativo generalizado Nalt(A)

es siempre un álgebra de Malcev con el producto conmutador y, rećıprocamente,

toda álgebra de Malcev sobre un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2 y 3 es una

subálgebra de Malcev de Nalt(A) para alguna A adecuada [38]. Sobre cuerpos alge-

braicamente cerrados de caracteŕıstica cero, la clasificación de las álgebras simples

de dimensión finita generadas por su núcleo alternativo generalizado aparece en

[35]; son isomorfas a productos tensoriales de álgebras asociativas simples y cocien-

tes simples de álgebras simétricas de octoniones. Hay algunos problemas abiertos

en la teoŕıa de las álgebras de Malcev relativos a la existencia o no de álgebras de
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Malcev que verifiquen ciertas propiedades ([11] Parte 1. Problema 81). Encontrar

álgebras con grandes álgebras de Lie de derivaciones ternarias, Tder(A), que pro-

bablemente se relacionen con grandes núcleos alternativos generalizados, mientras

se estudian familias de álgebras no asociativas puede que nos lleve a nuevos ejem-

plos de álgebras de Malcev. Esto motiva el estudio de Nalt(A) y Tder(A) en varias

familias de álgebras no asociativas.

Objetivos

El primer objetivo que uno se plantea cuando comienza la andadura hacia una

tesis doctoral es ((seguir aprendiendo)). Lo que esto significa cambia en función de

la persona, en mi caso se trataba de aprender a investigar, aprender más Álgebra,

aprender a reconocer un buen problema... Sinceramente creo que este objetivo sigue

vigente en este momento y espero que por mucho tiempo.

Algunos de los objetivos que nos planteamos cuando presentamos la solicitud

de admisión de la tesis fueron:

Calcular el álgebra de derivaciones ternarias para las álgebras de Cayley–

Dickson generalizadas.

Calcular todas las posibles álgebras de derivaciones ternarias para las álgebras

de división reales de dimensión finita.

Clasificar las álgebras de división reales de dimensión finita usando este nuevo

invariante por isotoṕıa, generalizando el trabajo de Benkart y Osborn.

El trabajo con las álgebras de Cayley–Dickson generalizadas significó un acer-

camiento ((natural)) a las álgebras no asociativas, y los resultados obtenidos jus-

tificaron el esfuerzo y motivaron que nos planteáramos la generalización a otras

familias de álgebras, comenzando por las álgebras de división reales de dimensión

finita.

Comenzamos la memoria con el Caṕıtulo 1, en el que recordaremos algunas

definiciones y conceptos que serán de utilidad a lo largo de los caṕıtulos posteriores.
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También introduciremos aqúı la notación utilizada, aśı como algunos resultados

conocidos.

En el Caṕıtulo 2 centramos la investigación en las álgebras de Cayley–Dickson

generalizadas. Cuando aplicamos el proceso de duplicación de Cayley–Dickson par-

tiendo de A0 = F (carF 6= 2) obtenemos una extensión cuadrática separable de

F , A1; en el segundo paso, un álgebra de cuaternios generalizada A2; después, un

álgebra de octoniones generalizada A3; después de este paso aparecen las álgebras

At de dimensión 2t, que se llaman álgebras de Cayley–Dickson generalizadas.

En nuestro estudio, basándonos en el trabajo de K. McCrimon [33] para deriva-

ciones, calculamos las álgebras de derivación ternarias de las álgebras At obtenidas

mediante el proceso de duplicación de Cayley–Dickson para cuerpos de caracteŕısti-

ca distinta de 2. Los resultados obtenidos para Tder(At) revelan que ((cierta si-

metŕıa)) de los octoniones se pierde cuando hacemos el proceso de duplicación

de Cayley–Dickson más allá de t = 3.

También en este caṕıtulo introducimos la noción de automorfismo ternario de A

y determinamos los automorfismos ternarios de At cuando t ≥ 4 y la caracteŕıstica

del cuerpo es distinta de 2 y 3.

En el Caṕıtulo 3 se estudia el núcleo alternativo generalizado de las álgebras de

división reales de dimensión finita. En los casos en que este núcleo posee dimen-

sión mayor o igual que dos, el álgebra de división empieza a acercarse a álgebras

obtenidas por el proceso de duplicación de Cayley-Dickson. Como se verá, se ob-

tienen clasificaciones cuando la dimensión de este núcleo es al menos la mitad de la

dimensión del álgebra ambiente. En caso de que la dimensión sea menor, es conve-

niente imponer alguna condición algebraica extra tal como la flexibilidad o incluso

la asociatividad de las terceras potencias para obtener resultados concretos.

El objetivo del Caṕıtulo 4 es explorar la familia de las álgebras de división

reales de dimensión finita utilizando sus derivaciones ternarias, ya que la clase

de isomorf́ıa del álgebra de derivaciones ternarias es un invariante por

isotoṕıa. Nuestros métodos utilizan la teoŕıa de representación de las álgebras

de Lie simples, por lo que solamente podemos considerar las álgebras de división
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reales cuyas álgebras de Lie de derivaciones ternarias son no abelianas. La familia

de álgebras de división reales de dimensión ocho es, aun aśı, demasiado compleja,

por lo que en este caso hemos de conformarnos con estudiar aquellas para las que

su álgebra de Lie de derivaciones ternarias tiene una subálgebra simple de rango

toral mayor o igual que dos. Hacer un acercamiento similar suponiendo que haya

una subálgebra simple de rango toral uno parece demasiado complicado para los

métodos que usamos.

Algunos de los resultados obtenidos a lo largo de estos años de investigación

han sido presentados en diversos congresos tanto nacionales como internacionales,

y han aparecido publicados en relevantes revistas internacionales. Aśı en el Caṕıtu-

lo 2 se recogen los resultados del art́ıculo Ternary derivations of generalized

Cayley–Dickson algebras publicado en Communications in Algebra [29] y par-

cialmente presentado en la International Conference of Lie and Jordan algebras,

their Representations and Applications organizada por el Instituto de Matemáticas

y Estad́ıstica de la Universidad de Sao Paulo en 2002.

Los resultados del Caṕıtulo 4 han sido presentados a medida que los hemos

obtenido en la comunicación Ternary derivations of real Division algebras

en el Primer congreso conjunto de la AMS y la RSME en Sevilla en 2003; en un

póster presentado en el ICM 2006, y han sido publicados en Linear Algebra and its

Applications [30].

En cuanto al Caṕıtulo 3, la presentación del estado de nuestra investigación en

el congreso Estructuras de Jordan en Álgebra y Análisis, celebrado en Almeŕıa en

mayo de 2009, propició conversaciones con Erik Darpo que nos hicieron cambiar

ligeramente el enfoque y favorecieron una elegante manera de concluirlo, por lo que

le estoy muy agradecida.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de estos Preliminares es preparar al lector para lo que se avecina,

recordando algunos conceptos y resultados que irán apareciendo a lo largo de la

Memoria. Si bien su lectura puede ser obviada por quien esté familiarizado con el

tema, pretende ser un lugar al que acudir en busca de un recordatorio en caso de

ser necesario.

Comencemos pues con algunas definiciones:

Definición 1.1.1. Un álgebra sobre un cuerpo F es un F -espacio vectorial A,

dotado con una aplicación bilineal · : A × A → A. Denotaremos el producto de

x, y ∈ A mediante x · y, o simplemente xy, y Lx : a 7→ xa y Rx : a 7→ ax denotarán

los operadores de multiplicación a izquierda y a derecha por x respectivamente.

Definición 1.1.2. Dada un álgebra A, diremos que es Z2–graduada si se puede

descomponer como A = A0̄⊕A1̄ con xαyβ ∈ Aα+β ∀xα∈Aα, yβ∈Aβ y α, β ∈ Z2. Es-

ta graduación induce una Z2–graduación en EndF (A) = (EndF (A))0̄⊕(EndF (A))1̄

de modo que dado d ∈ EndF (A) se descompone como d = d0̄+d1̄ con dε(Aδ) ⊆ Aε+δ

para ε, δ ∈ Z2. A d0̄ se le llama parte par de d mientras que d1̄ es su parte impar.

Por claridad en la notación habitualmente sustituiremos los supeŕındices 0̄ y 1̄

de las Z2–graduaciones por + y − respectivamente.
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Preliminares

Aunque la única propiedad que le pedimos al producto es que sea bilineal,

dependiendo de las propiedades que verifique nos proporciona distintos tipos de

álgebras.

Definición 1.1.3. A es un álgebra de Lie si su multiplicación es anticonmutativa

(x2 = 0) y se verifica la identidad de Jacobi

(xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0 ∀x,y,z∈A. (1.1)

A es un álgebra de Jordan si su multiplicación es conmutativa (xy = yx) y se

verifica la identidad de Jordan

(xy)x2 = x(yx2) ∀x,y∈A. (1.2)

Un álgebra es asociativa si x(yz) = (xy)z para todo x, y, z ∈ A. Un álgebra A se

llama alternativa si x2y = x(xy), yx2 = (yx)x para todo x, y ∈ A. Un álgebra se

dice flexible si verifica (xy)x = x(yx) para todo x, y ∈ A. Un álgebra se dice de

potencias tres–asociativas si verifica (xx)x = x(xx) para todo x ∈ A.

En un álgebra conmutativa se cumple que xy = yx para cualesquiera x e y en

A; si el álgebra no es conmutativa, el producto conmutador mide lo cerca o lejos

que está de serlo, y se denota por

[x, y] = xy − yx.

Es importante recordar que un álgebra asociativa con el producto conmutador es

un álgebra de Lie, y que un álgebra alternativa con el producto conmutador es un

álgebra de Malcev, es decir, es anticonmutativa y verifica

[[x, z], [y, t]] = [[[x, y], z], t] + [[[y, z], t], x] + [[[z, t], x], y] + [[[t, x], y], z]

para todo x, y, z, t ∈ A.

Del mismo modo, en un álgebra no asociativa es interesante definir el asociador

(x, y, z) = (xy)z − x(yz),

10



que da una idea de lo lejos que está el álgebra de ser asociativa. Podemos expresar

las identidades indicadas en la Definición 1.1.3 como:

(x, x, y) = 0 identidad alternativa a izquierda (1.3)

(y, x, x) = 0 identidad alternativa a derecha (1.4)

(x, y, x) = 0 identidad flexible. (1.5)

En toda álgebra alternativa se satisfacen la identidad flexible y las identidades de

Moufang [43]

x(yzy) = ((xy)z)y a derecha (1.6)

(yzy)x = y(z(yx)) a izquierda (1.7)

(xy)(zx) = x(yz)x central. (1.8)

Teorema 1.1.4 (Artin,[43]). En un álgebra alternativa, cualquier par de elementos

generan un álgebra asociativa.

Definición 1.1.5. Un automorfismo de A es una aplicación lineal f : A → A

biyectiva y tal que

f(xy) = f(x)f(y) ∀x,y∈A.

Una derivación de A es una aplicación lineal d : A→ A tal que

d(xy) = d(x)y + xd(y) ∀x,y∈A.

El conjunto de todas las derivaciones de un álgebra, con el conmutador [d, d′] =

dd′ − d′d, es un álgebra de Lie que se denota por Der(A) y se llama álgebra de

derivaciones de A.

Recordemos ahora la definición de algunos conjuntos notables dentro de las

álgebras:

Definición 1.1.6. Se llama centro conmutativo al conjunto formado por los ele-

mentos del álgebra que conmutan con todos los elementos

Comm(A) = {c ∈ A | [c, A] = 0}.

11
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Se llama núcleo asociativo a izquierda, central o a derecha respectivamente a los

conjuntos

Nl(A) = {n|(n,A,A) = 0},

Nm(A) = {n|(A,n,A) = 0} y

Nr(A) = {n|(A,A, n) = 0}.

El núcleo asociativo es

N(A) = Nl(A) ∩Nm(A) ∩Nr(A).

Se llama centro de A al conjunto formado por los elementos que conmutan y asocian

con todos los elementos de A

Z(A) = Comm(A) ∩N(A).

Un conjunto notable de gran importancia en nuestro trabajo, tanto que forma

parte del t́ıtulo de la Memoria, es el núcleo alternativo generalizado.

Definición 1.1.7 ([35]). El núcleo alternativo generalizado de un álgebra A se

define como

Nalt(A) = {a ∈ A | (a, x, y) = −(x, a, y) = (x, y, a) ∀x,y∈A}.

Teorema 1.1.8 ([35]). Sobre un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2, Nalt(A)

con el conmutador es un álgebra de Malcev para toda A.

A la hora de clasificar familias de álgebras, se puede utilizar el grupo de au-

tomorfismos asociado y clasificarlas salvo isomorfismo, o bien se puede intentar

utilizar un grupo más grande que el de automorfismos, que nos dé una clasificación

((más fina)). De especial interés resultará la clasificación salvo isotoṕıa.

Definición 1.1.9. Dada un álgebra A con producto xy, y tres aplicaciones lineales

biyectivas ϕ1, ϕ2, ϕ3 de A en A, llamamos isótopa de A a la nueva álgebra que

resulta si en A consideramos el producto

x ∗ y = ϕ−1
1 (ϕ2(x)ϕ3(y)).
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Una isótopa de especial utilidad es la que aparece cuando consideramos el pro-

ducto

x ? y = R−1
b (x)L−1

a (y),

que es unitaria con elemento unidad ab.

Definición 1.1.10. Se llama automorfismo ternario de A a cualquier (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

tal que

ϕ1(xy) = ϕ2(x)ϕ3(y),

donde ϕ1, ϕ2 y ϕ3 son aplicaciones lineales biyectivas.

Los automorfismos ternarios forman un grupo que denotaremos TAut(A).

Definición 1.1.11. Dada un álgebra arbitraria A sobre un cuerpo F , una deriva-

ción ternaria de A es una terna (d1, d2, d3) ∈ EndF (A)3 que verifica

d1(xy) = d2(x)y + xd3(y) (1.9)

para todo x, y ∈ A.

El conjunto formado por las derivaciones ternarias de A, que denotaremos

Tder(A), es un álgebra de Lie con el producto natural

[(d1, d2, d3), (d′1, d
′
2, d
′
3)] = ([d1, d

′
1], [d2, d

′
2], [d3, d

′
3]).

La estrecha relación que hay entre Tder(A) y Nalt(A) queda reflejada en el siguiente

resultado:

Proposición 1.1.12. Dada un álgebra A,

a ∈ Nalt(A) si y sólo si (La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) ∈ Tder(A), (1.10)

donde La, Ra representan los operadores multiplicación a izquierda y a derecha por

a y Ta = La +Ra.

Para realizar los cálculos nos serán útiles las siguientes identidades:

Lema 1.1.13 ([35]). Para todo a, b ∈ Nalt(A) y x ∈ A se verifica:

13
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(i) Lax = LaLx + [Ra, Lx], Lxa = LxLa + [Lx, Ra], Lan = Lna

(ii) Rax = RxRa + [Rx, La], Rxa = RaRx + [La, Rx], Ran = Rna

(iii) [La, Rb] = [Ra, Lb]

(iv) [La, Lb] = L[a,b] − 2[Ra, Lb], [Ra, Rb] = −R[a,b] − 2[La, Rb]

(v) La aplicación Da,b = [La, Lb] + [La, Rb] + [Ra, Rb] es una derivación de A,

Da,b = ad[a,b]−3[La, Rb] y 2Da,b = ad[a,b] +[ada, adb] donde ada : x 7→ [a, x].

En particular alg〈a〉 es asociativa para todo a ∈ Nalt(A).

1.2. Álgebras de composición

Toda forma cuadrática n : A→ F tiene asociada una forma bilineal simétrica,

n(x, y) = n(x+ y)− n(x)− n(y).

Se dice que n es estrictamente no degenerada si su forma bilineal asociada es no

degenerada, es decir, si n(a, x) = 0 para todo x implica que a = 0.

Definición 1.2.1. Un álgebra A con producto xy se dice álgebra de composición

si existe una forma cuadrática estrictamente no degenerada n( ) que verifica

n(xy) = n(x) n(y) ∀x,y∈A.

Un álgebra de composición con elemento unidad se llama álgebra Hurwitz.

Los primeros ejemplos de álgebras de composición los encontramos en R con

n(x) = x2 y en C con n(x) = xx̄ donde x̄ denota el conjugado complejo de x.

Normalmente representamos los números complejos como a + bi, con i2 = −1

a, b ∈ R, y a partir de esta representación Hamilton consideró expresiones de la

forma a+ bi+ cj + dk que se multiplican según las reglas dadas en la Tabla 1.1.

Los octoniones O o números de Cayley son la siguiente generalización, y el modo

más elemental de construirlos es dando la forma de multiplicar los elementos de una
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1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Tabla 1.1: Tabla de multiplicar de H

base {1, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7}. Esto se recoge en la Tabla 1.2. Nos resultará tam-

bién útil otra forma de la tabla en función de otra base {u, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}

que utilizaremos en el Caṕıtulo 4.

Si observamos con atención esta tabla podemos descubrir los cuaternios ocultos

en ella, sin más que fijar la vista en los elementos 1, a1, a2 y a3 de la base. Del

mismo modo se encuentran los complejos considerando 1, a1 en la tabla de O, o si

consideramos únicamente las dos primeras filas y columnas de la tabla de H.

Una aplicación lineal J : A→ A de un álgebra A es una involución si

J(J(a)) = a y J(ab) = J(b)J(a) ∀a,b∈A.

La aplicación lineal x 7→ x̄ determinada por 1 7→ 1 y ai 7→ −ai es una involución

que podemos definir en R, C, H y O. Es la que llamamos involución estándar y

en el caso de los números complejos coincide con la habitual. Una caracteŕıstica

de esta involución es que tanto t(x) = x + x̄ como n(x) = xx̄ son números reales,

es decir, están en el cuerpo base. Además, esta norma es multiplicativa (admite

composición) y como estas álgebras tienen unidad son Hurwitz.

Pero podemos dar una familia más general de álgebras de composición, que in-

cluye a estas como caso particular, si en lugar de considerar la Tabla 1.2 nos fijamos

en la Tabla 1.3. Llamamos F (α) al álgebra generada por 1 y a1, H(α, β) a la gene-

rada por {1, a1, a2, a3} y O(α, β, γ) a la generada por {1, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7}.

De nuevo, la aplicación lineal determinada por 1 7→ 1 y ai 7→ −ai es una

involución en cada una de las álgebras anteriores y verifica que tanto la traza

t(x) = x+ x̄ como la norma n(x) = xx̄ están en el cuerpo base, y la norma admite
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1 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

1 1 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

a1 a1 −1 a3 −a2 a5 −a4 −a7 a6

a2 a2 −a3 −1 a1 a6 a7 −a4 −a5

a3 a3 a2 −a1 −1 a7 −a6 a5 −a4

a4 a4 −a5 −a6 −a7 −1 a1 a2 a3

a5 a5 a4 −a7 a6 −a1 −1 −a3 a2

a6 a6 a7 a4 −a5 −a2 a3 −1 −a1

a7 a7 −a6 a5 a4 −a3 −a2 a1 −1

Tabla 1.2: Tablas de multiplicar de O

u e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

u u e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −u e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 e2 −e4 −u e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 e3 −e7 −e5 −u e6 e2 −e4 e1

e4 e4 e2 −e1 −e6 −u e7 e3 −e5

e5 e5 −e6 e3 −e2 −e7 −u e1 e4

e6 e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −u e2

e7 e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −u

composición, luego son álgebras Hurwitz.

Observamos que n(x) = xx̄ = x(t(x)− x) = t(x)x− x2, por lo que

x2 − t(x)x+ n(x) = 0,

y además se puede comprobar que estas álgebras son alternativas y verifican

x̄(xy) = n(x)y = x(x̄y), (yx)x̄ = n(x)y = (yx̄)x, (1.11)

n(xy, z) = n(y, x̄z) = n(x, zȳ). (1.12)
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Teorema 1.2.2. Sobre un cuerpo F de caracteŕıstica distinta de 2. Si A es un

álgebra Hurwitz, entonces A es isomorfa a una de las siguientes:

F, F (α), H(α, β), O(α, β, γ).

En particular, su dimensión es 1, 2, 4 u 8.

1 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

1 1 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

a1 a1 α a3 αa2 a5 αa4 −a7 −αa6

a2 a2 −a3 β −βa1 a6 a7 βa4 βa5

a3 a3 −αa2 βa1 −αβ a7 αa6 −βa5 −αβa4

a4 a4 −a5 −a6 −a7 γ −γa1 −γa2 −γa3

a5 a5 −αa4 −a7 −αa6 γa1 −αγ γa3 αγa2

a6 a6 a7 −βa4 βa5 γa2 −γa3 −βγ −βγa1

a7 a7 αa6 −βa5 αβa4 γa3 −αγa2 βγa1 αβγ

Tabla 1.3: Tabla de multiplicar de O(α, β, γ)

Lema 1.2.3 (Kaplansky, [23]). Sea A un álgebra de composición de dimensión

finita, a ∈ A con n(a) 6= 0 y u = a2/ n(a). El álgebra (A, ◦), donde

x ◦ y = R−1
u (x)L−1

u (y),

es un álgebra de composición unitaria, con la misma norma que A y elemento

unidad u2. Es decir, toda álgebra de composición de dimensión finita es isótopa a

una Hurwitz y, por lo tanto, su dimensión es 1, 2, 4 u 8.

En cualquier álgebra Hurwitz la involución estándar la podemos expresar me-

diante

J : a 7→ ā = n(1, a)− a. (1.13)

El álgebra O es O(−1,−1,−1). Contrariamente a lo que le ocurre a O, sobre

cuerpos algebraicamente cerrados todas las álgebras Hurwitz, de dimensión mayor
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o igual que dos, poseen divisores de cero, es decir, elementos x 6= 0 tales que existe

xy = 0 ó yx = 0 con y 6= 0. A las álgebras Hurwitz con este tipo de elementos se

les denomina ((split)) o escindidas, y existe, salvo isomorfismo, una única álgebra

de este tipo en cada dimensión 2, 4, 8, y para cada una de ellas se puede encontrar

una base {e1, e2}, {e1, e2, u1, v1}, {e1, e2, u1, u2, u3, v1, v2, v3} respecto de la cual el

producto se puede representar mediante la tabla de multiplicación 1.4

e1 e2 u1 u2 u3 v1 v2 v3

e1 e1 0 u1 u2 u3 0 0 0

e2 0 e2 0 0 0 v1 v2 v3

u1 0 u1 0 v3 −v2 −e1 0 0

u2 0 u2 −v3 0 v1 0 −e1 0

u3 0 u3 v2 −v1 0 0 0 −e1

v1 v1 0 −e2 0 0 0 u3 −u2

v2 v2 0 0 −e2 0 −u3 0 u1

v3 v3 0 0 0 −e2 u2 −u1 0

Tabla 1.4: Tabla de multiplicar de las álgebras Hurwitz ((split))

Teorema 1.2.4. Para las álgebras Hurwitz tenemos que:

Der(F ) = 0

Der(F (α)) = 0

Der(H(α, β)) es un álgebra de Lie simple central de tipo A1 (carF 6= 2)

Der(O(α, β, γ) es un álgebra simple de tipo G2 (carF 6= 3)

Definición 1.2.5. Se dice álgebra paraHurwitz asociada a un álgebra Hurwitz C

al álgebra que se obtiene cambiando el producto xy de C por

x ∗ y = x̄ȳ.

Estas álgebras poseen una forma bilineal asociativa

n(x ∗ y, z) = n(x, y ∗ z)
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y, salvo en dimensión uno, no son Hurwitz. La unidad e de C satisface

x ∗ e = e ∗ x = n(e, x)e− x. (1.14)

Un elemento de un álgebra de composición que cumpla (1.14) se llama paraunidad

y el álgebra en la que se encuentra es necesariamente un álgebra paraHurwitz.

Sea un cuerpo F de caracteŕıstica 6= 2, 3 que contiene una ráız µ de la ecuación

3µ(1− µ) = 1, definimos un nuevo producto en sl(3, F ) mediante

x ∗ y = µxy + (1− µ)yx− 1
3

t(xy)I, (1.15)

con xy el producto usual de matrices, t(x) la traza de x e I la matriz identidad.

El álgebra (sl(3, F ), ∗) se denota por P8(F ) y se llama álgebra de pseudooctonio-

nes (sobre F ). La forma cuadrática n(x) = 1
6 t(x2) la convierte en un álgebra de

composición con forma bilineal asociativa que cumple

(x ∗ y) ∗ x = n(x)y = x ∗ (y ∗ x),

al igual que las álgebras paraHurwitz. A las álgebras de composición que cumplen

esta propiedad se les llama simétricas.

Definición 1.2.6. Llamaremos álgebras de Okubo sobre un cuerpo F a las formas

de P8(F̄ ), donde F̄ denota la clausura algebraica de F .

1.3. Álgebras de Cayley–Dickson generalizadas

Trabajar con los cuaternios, y especialmente con los octoniones, utilizando las

tablas 1.1, 1.2 o 1.3 puede ser poco operativo, por eso es de agradecer el desarrollo

del proceso de duplicación de Cayley–Dickson.

Definición 1.3.1. Una involución en un álgebra unitaria A se dice escalar si tanto

la traza como la norma de cualquier elemento de A pertenecen al cuerpo base. Esto

es, se cumple t(x) := x+ x̄ ∈ F y n(x) := xx̄ ∈ F ∀x∈A.
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El proceso de Cayley–Dickson consiste en construir, a partir de un álgebra

unitaria A con involución escalar x 7→ x̄, una nueva álgebra que sigue teniendo

estas propiedades, tiene como subálgebra a A y su dimensión es el doble de la

original.

Dado 0 6= µ ∈ F , el proceso de Cayley–Dickson nos da una nueva álgebra (A,µ)

sobre el espacio vectorial A×A con producto:

(a, b)(c, d) = (ac+ µd̄b, da+ bc̄).

El elemento (1, 0) es la unidad para este producto; {(a, 0)|a ∈ A} es un álgebra

isomorfa a A; la aplicación (a, b) 7→ (ā,−b) extiende la involución de A a una

involución escalar en (A,µ); si n(x) es estrictamente no degenerada en A entonces

la forma bilineal n(x, y) = n(x + y) − n(x) − n(y) es no degenerada en (A,µ) y

(A,µ) es de composición si y sólo si A es asociativa [43]. Si llamamos u al elemento

(0, 1), tenemos que u2 = µ(1, 0), podemos escribir (A,µ) = A ⊕ Au y expresar el

producto como

(a+ bu)(c+ du) = (ac+ µd̄b) + (da+ bc̄)u.

Esta descomposición es una Z2–graduación de (A,µ). Partiendo de A0 = F obte-

nemos inductivamente At = (At−1, µt) = At−1 +At−1ut con u2
t = µt1. Si carF 6= 2

en el primer paso obtenemos una extensión cuadrática separable de F , A1; en el

segundo paso un álgebra de cuaternios generalizada A2, que es asociativa pero no

conmutativa; después un álgebra de octoniones generalizada A3, alternativa pe-

ro no asociativa; y después las álgebras At de dimensión 2t llamadas álgebras de

Cayley–Dickson generalizadas. Aunque para t ≥ 4 no son de composición, todas

estas álgebras son flexibles y además son cuadráticas pues verifican que

x2 − t(x)x+ n(x) = 0.

El modo en que se heredan algunas de las propiedades algebraicas al duplicar

un álgebra A lo recogió McCrimmon [32], en el contexto mucho más general de

álgebras sobre anillos asociativos y conmutativos e involuciones no necesariamente

escalares. En nuestro caso, que F es un cuerpo y carF 6= 2:
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Teorema 1.3.2. Si 0 6= µ ∈ F entonces

(A,µ) es conmutativa ⇔ A es conmutativa con involución dada por la iden-

tidad IdA,

(A,µ) es asociativa ⇔ A es conmutativa y asociativa,

(A,µ) es alternativa ⇔ A es asociativa,

(A,µ) es flexible ⇔ A es flexible,

(A,µ) es simple ⇔ A es simple como álgebra con involución pero no conmu-

tativa con involución IdA con γ ∈ Z(A), µγ2 = 1.

Los conjuntos notables de (A,µ) vienen dados por:

Comm(A,µ) = {a+ bu | a, b ∈ F con b(x− x̄) = 0 ∀x∈A},

Nl(A,µ) = Nr(A,µ) = {a + bu | a ∈ Z(A), b ∈ Nm(A)
⋂

Comm(A) tales que

c1(c2b) = (c2c1)b y (bc2)c1 = b(c1c2) ∀c1,c2∈A},

Nm(A,µ) = {a+bu | a ∈ Nm(A)
⋂

Comm(A), b ∈ Comm(A) tales que c1(c2b)

= (c2c1)b y (bc2)c1 = b(c1c2) ∀c1,c2∈A},

N(A,µ) = {a+ bu | a, b ∈ Z(A) con b [A,A] = 0},

Z(A,µ) = {a+ bu | a, b ∈ F con b(x− x̄) = 0 ∀x∈A}.

Observar que Comm(A,µ) = Z(A,µ).

Corolario 1.3.3. Si At es un álgebra de Cayley–Dickson generalizada de dimen-

sión 2t obtenida a partir de F mediante el proceso de duplicación de Cayley–Dickson

entonces:

Comm(At) = Z(At),

Z∗(At) = F con Z∗ = {c ∈ Z(At) | c̄ = c},

Z(At) = F si t ≥ 2,
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N(At) = F si t ≥ 3.

Dada un álgebra Z2-graduada A = At−1 ⊕At−1ut existe un automorfismo

τ : a+ but 7→ a− but,

y todo automorfismo de At−1 se extiende de manera natural a un automorfismo

de At que fija a ut. Para cada ω ∈ Nalt(A) con n(ω) 6= 0 la ecuación (1.17)

implica que ω(xy)ω2 = (ωxω−1)(ωyω2), entonces eligiendo ω3 = 1 tenemos que

µω : x 7→ ωxω−1 es también un automorfismo. Para t mayor o igual que 4, µω no

es trivial si y sólo si
√
−3µ−1

t ∈ F . En este caso el subgrupo generado por τ y µω

es isomorfo a S3, el grupo simétrico de grado tres. En el caso de que
√
−3µ−1

t 6∈ F

solamente obtenemos el subgrupo generado por τ que es isomorfo a Z2.

Estas son precisamente las componentes Z2 y S3 que aparecen en el Teore-

ma 1.3.4, donde se describe el grupo de automorfismos de At (t ≥ 4), que ha sido

calculado en [14]:

Teorema 1.3.4. Sea F un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2 y 3, entonces

Aut(At) ∼= Aut(At−1)×

Z2 si
√
−3µ−1

t 6∈ F

S3 si
√
−3µ−1

t ∈ F

donde S3 denota el grupo simétrico en tres cifras.

Sobre cuerpos de caracteŕıstica distinta de 2, Jacobson probó que toda álge-

bra Hurwitz se puede construir partiendo del cuerpo base y reiterando el proceso

de Cayley–Dickson, pero si carF = 2 entonces F no es Hurwitz, pues la norma

n(x) = x2 no es estrictamente no degenerada y hemos de empezar el proceso por un

álgebra Hurwitz de dimensión 2, obteniéndose el siguiente teorema que generaliza

el Teorema 1.2.2

Teorema 1.3.5 (Teorema generalizado de Hurwitz). Cualquier álgebra Hurwitz es

isomorfa a una de las siguientes:

(I) El cuerpo base F, si su caracteŕıstica es distinta de dos
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(II) K(µ) = F ⊕ Fv, con vv = v + µ, 4µ + 1 6= 0 y la involución (a+ bv) =

(a+ b)− bv

(III) Un álgebra generalizada de cuaternios H(µ, β) = (K(µ), β), con β 6= 0

(IV) Un álgebra generalizada de Cayley C(µ, β, γ) = (H(µ, β), γ), con γ 6= 0

Para las álgebras de Cayley–Dickson generalizadas conviene observar el siguien-

te resultado:

Proposición 1.3.6. Tenemos que

i) Nalt(At) = At si t ≤ 3,

ii) Nalt(At) = F1⊕ Fut si t > 3.

Demostración. i) Es obvio, ya que At es alternativa si t ≤ 3.

ii) Sea a ∈ Nalt(At) con t ≥ 4 entonces a = ao + a1ut con a0, a1 ∈ At−1

• Dados x, y ∈ At−1 se verifica que (a1ut, x, y) = −(x, a1ut, y) y por tanto

(a1x̄)ȳ − a1(ȳx̄) = −(a1x)ȳ + (a1ȳ)x.

Si x⊥1 entonces x̄ = −x por lo que

a1(ȳx) = (a1ȳ)x ⇒ (a1, y, x) = 0 ∀x,y∈A,x⊥1.

Como también es cierto para x = 1 entonces a1 ∈ Nl(At−1) que es F1

cuando t ≥ 4 luego a1 ∈ F1.

• Para cualesquiera x, y ∈ At−1 también (a0, xut, y) = −(xut, a0, y) lue-

go (xa0)ȳ − (xȳ)a0 = −(xā0)ȳ + x(ȳā0) lo que implica que t(a0)xȳ =

(xȳ)a0 + x(ȳā0) = t(a0)xȳ + (x, ȳ, a0) y por tanto

(x, ȳ, a0) = 0 ∀x,y∈A.

Entonces a0 ∈ Nr(At−1) luego a0 ∈ F1 y por tanto a ∈ F1 + Fut.

Tenemos pues que Nalt(At) ⊆ F1 + Fut para t ≥ 4, por lo que basta ver que

ut ∈ Nalt(At). Como At es flexible se verifica

(a, x, y) + (y, x, a) = 0
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por lo que si vemos que (ut, x, y) = −(x, ut, y) ∀x,y∈At entonces

(x, y, ut) = −(ut, y, x) = (y, ut, x) = −(x, ut, y) = (ut, x, y),

con lo que se habrá probado que ut ∈ Nalt(At).

Usamos elementos homogéneos para probar (ut, x, y) = −(x, ut, y).

Sean x, y ∈ At−1

(ut, x, y) = (x̄ȳ − ȳx̄)ut = [x̄, ȳ]ut = − [x, ȳ]ut

−(x, ut, y) = (−xȳ + ȳx)ut = − [x, ȳ]ut

(ut, xut, y) = µtx̄y − µt(xȳ) = µtx̄y − µtyx̄ = µt [x̄, y] = −µt [x, y]

−(xut, ut, y) = −µtx, y + yxµt = −µt [x, y]

(ut, x, yut) = µtȳx̄− µtyx = µt [ȳ, x̄] = −µt [ȳ, x]

−(x, ut, yut) = −ȳxµt + µtxȳ = −µt [ȳ, x]

(ut, xut, yut) = µtx̄yut − utµtȳx = µt(yx̄− x̄y)ut = µt [y, x̄]ut = −µt [y, x]ut

−(xut, ut, yut) = −µtxyut + µtxutȳ = −µt(yx− xy)ut = −µt [y, x]ut

La igualdad se verifica cualquiera que sea la combinación que tomemos, y como

( , , ) es trilineal queda demostrada la proposición.

En el caso del álgebra de octoniones A3 = O(α, β, γ) las identidades de Moufang

izquierda, central y derecha

(axa)y = a(x(ay)), (ax)(ya) = a(xy)a y x(aya) = ((xa)y)a (1.16)

implican fácilmente que

(La, Ua, La−1), (Ua, La, Ra), (Ra, Ra−1 , Ua) ∈ TAut(A3) (1.17)

para todo a ∈ A3 con n(a) 6= 0, donde

Ua : x 7→ axa.

Lema 1.3.7. TAut(A3) es el grupo generado por

{(La, Ua, La−1), (Ra, Ra−1 , Ua), (ε Id, Id, ε Id) | n(a) 6= 0 y 0 6= ε ∈ F}.
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1.4 Isotoṕıa

Lema 1.3.8. Para todo a ∈ Nalt(At) con n(a) 6= 0 se verifica

(La, Ua, La−1), (Ua, La, Ra), (Ra, Ra−1 , Ua) ∈ TAut(At) (1.18)

K. McCrimmon en [33] proporciona una descripción de las derivaciones a partir

de las derivaciones de Cayley para las álgebras de Cayley–Dickson generalizadas

sobre anillos de escalares asociativos y conmutativos.

Notar que Der(A) se extiende a Der(A,µ) mediante d(a+ bu) = d(a) + d(b)u.

Definición 1.3.9. En un álgebra A con involución ∗ una derivación de Cayley de

A es una aplicación lineal C : A→ A tal que

C(xy) = C(x)y∗ + C(y)x

El conjunto de todas las derivaciones de Cayley de A se denota por Cayder(A)

Teorema 1.3.10. Dada un álgebra de Cayley–Dickson generalizada At de dimen-

sión 2t (con t ≥ 3) sobre F . Entonces si carF 6= 2, 3

Cayder(At) = 0, Der(At) = D̃er(A3)

donde D̃er(A3) es la extensión natural de Der(A3) a Der(At) que anula a u4, . . . , ut

mientras que si carF 6= 2 entonces

Cayder(At) = 0, Der(At) = D̃er(A3)⊕ FZ4 ⊕ . . .⊕ FZt

con Zi la extensión natural de la derivación de Ai que anula a Ai−1 y fija punto a

punto a Ai−1ui y si carF 6= 3 entonces

Cayder(At) = FSt, Der(At) = D̃er(A3)⊕ FW4 ⊕ . . .⊕ FWt

con Wi la extensión natural de la derivación de Ai tal que Wi(a + bui) = µi(b∗ −

b) + (a∗ − a)ui para todo a, b ∈ Ai−1 y St(x) = x∗ − x.

1.4. Isotoṕıa

Definición 1.4.1. Un álgebra es de división si para todo elemento no nulo los

operadores de multiplicación a izquierda y a derecha por él son invertibles.

25



Preliminares

Si tenemos un álgebra de división cualquier isótopa también es de división, por

eso comenzamos a estudiar la isotoṕıa. El desarrollo de la investigación nos ha

llevado a considerar otros tipos de transformaciones que conservan propiedades.

Como van a aparecer varios productos sobre el mismo espacio vectorial, a veces

será útil la notación usada en [21]. Un álgebra será un par (A,P ) con P : A×A→ A

aplicación bilineal en un espacio vectorial A. El producto de x, y ∈ A se denota

mediante xPy. Los operadores de multiplicación a izquierda y a derecha por x se

denotan por LP (x) y RP (x) respectivamente. Fijada un álgebra de división real de

dimensión finita (A,P ), los siguientes productos también proporcionan álgebras de

división:

i) xP opy = yPx, el álgebra opuesta de (A,P ).

ii) xPϕy = ϕ−1
1 (ϕ2(x)Pϕ3(y)) con ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi ∈ GL(A) i = 1, 2, 3.

(A,Pϕ) se obtiene por isotoṕıa de (A,P ).

iii) xP ∗y = LP (x)∗(y) donde LP (x)∗ denota el operador adjunto de LP (x) res-

pecto de alguna forma bilineal simétrica no degenerada en A. Diremos que

(A,P ∗) es una adjunta de (A,P ).

Cuando no usemos esta notación, la opuesta y la adjunta se denotarán mediante

Aop y A∗ respectivamente. Cuando un śımbolo en particular represente el producto

en A (por ejemplo ◦) lo reflejaremos en los operadores de multiplicación escribiendo

L◦a (o R◦a) en lugar de La (o Ra).

Las transformaciones P 7→ P op, Pϕ, P ∗ se pueden ver como elementos del

grupo GL(Hom(A ⊗ A,A)). El subgrupo G = G(A) generado por ellas actúa en

{P ∈ Hom(A ⊗ A,A) | (A,P ) es álgebra de división}, por lo que es probablemen-

te más natural estudiar las álgebras de división bajo la acción de este grupo que

restringirnos a la acción del grupo de automorfismos (observar que la elección de dis-

tintas formas bilineales simétricas no degeneradas en la construcción de (A,P ∗) nos

lleva a álgebras isótopas, lo que justifica nuestra notación). Pensando en las álge-

bras de división reales de dimensión finita nos referimos a los grupos Gn = G(Rn)

con n = 1, 2, 4, 8. Es natural entonces identificar todo espacio vectorial real A de
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1.4 Isotoṕıa

dimensión n con Rn, y G(A) con Gn, de modo que por ejemplo podemos decir

que dos álgebras son isótopas incluso si los espacios vectoriales subyacentes son

diferentes.

Nota 1.4.2. En el caso de las álgebras Hurwitz, en su órbita bajo el correspondiente

grupo G, solamente aparecen álgebras isomorfas o isótopas, ya que al poseer invo-

lución el álgebra opuesta de un álgebra Hurwitz es isomorfa a ella misma, y para

calcular el producto en la adjunta lo que hacemos es n(x∗y, z) = n(y, xz) = n(x̄y, z)

con lo que la definición del producto es x∗y = x̄y = J(x)y, que nos da una isótopa.

La órbita de (A,P ) por la acción de G(A) es compatible con el álgebra de Lie

de derivaciones ternarias en el siguiente sentido:

Proposición 1.4.3. Dada (d1, d2, d3) ∈ Tder((A,P )) entonces

i) Tder((A,P op)) = {(d1, d3, d2) | (d1, d2, d3) ∈ Tder((A,P ))}

ii) Tder((A,Pϕ)) = {(ϕ−1
1 d1ϕ1, ϕ

−1
2 d2ϕ2, ϕ

−1
3 d3ϕ3) | (d1, d2, d3) ∈ Tder(A,P )}

iii) Tder((A,P ∗)) = {(−d∗3, d2,−d∗1) | (d1, d2, d3) ∈ Tder(A,P )}.

Corolario 1.4.4. La clase de isomorf́ıa de Tder((A,P )) es la misma que la de

Tder((A,Pσ)) para todo σ ∈ G(A).

Esto hace del álgebra de Lie de derivaciones ternarias una herramienta natural

para estudiar las álgebras de división reales.

Proposición 1.4.5. Las isotoṕıas forman un subgrupo normal de G.

Demostración. La composición de isotoṕıas es una isotoṕıa, pero ¿qué pasa cuando

componemos una isotoṕıa con la opuesta o la adjunta? Al componer con la opuesta

lo que tenemos es:

x(Pϕ)opy = yPϕx = ϕ−1
1 (ϕ2(y)ϕ3(x))

x(P op)(ϕ1,ϕ3,ϕ2)y = ϕ−1
1 (ϕ3(x)P opϕ2(y))
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Con lo que (Pϕ)op = (P op)(ϕ1,ϕ3,ϕ2). Para ver qué ocurre cuando componemos con

la adjunta utilizamos la forma bilineal n( , ) y lo que tenemos es:

n(x(Pϕ)∗y, z) = n(y, xPϕz) = n(y, ϕ−1
1 (ϕ2(x)ϕ3(z)))

= n((ϕ∗1)−1(y), ϕ2(x)ϕ3(z)) = n(ϕ2(x)P ∗(ϕ∗1)−1(y), ϕ3(z))

= n(ϕ∗3(ϕ2(x)P ∗(ϕ∗1)−1(y)), z)

lo que significa que (Pϕ)∗ = (P ∗)((ϕ∗3)−1,ϕ2,(ϕ
∗
1)−1)

1.5. Álgebras de división reales

En [5] G.Benkart y M.Osborn prueban que para toda álgebra A de división

real de dimensión finita Der(A) es compacta y obtienen una clasificación de las

posibilidades para el álgebra de derivaciones de un álgebra de división real que

queda reflejada en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Dada A álgebra de división real de dimensión finita y Der(A) su

álgebra de derivaciones:

Si dimA = 1 o 2, entonces Der(A) = 0

Si dimA = 4 entonces Der(A) es isomorfa a su(2) (forma compacta de sl(2))

o dim Der(A) = 0 o 1

Si dimA = 8 entonces Der(A) es isomorfa a una de las siguientes álgebras

de Lie:

1. G2 compacta

2. su(3)

3. su(2)⊕ su(2)

4. su(2)⊕N con N ideal abeliano de dimensión 0 o 1

5. N abeliana de dimensión 0, 1 o 2

Además todas estas posibilidades ocurren.
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Para mostrar ejemplos de todos los casos que describen en el teorema construyen

una generalización de O tomando una base {u, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7} tal que

u2 = u, uei = ei = eiu, e2
i = −βiu, 1 ≤ i ≤ 7

eiei+1 = ei+3 = −ei+1ei, ei+1ei+3 = ei = −ei+3ei+1 (1.19)

ei+3ei = ei+1 = −eiei+3 (interpretando los sub́ındices módulo 7)

con β1, . . . , β7 números reales positivos, (cuando βi = 1 para todo i se obtiene

O), y demuestran que sea cual sea la elección para los βi el álgebra que resulta es

de división. Los valores que dan un ejemplo de álgebras con las derivaciones que

buscan quedan recogidos en los siguientes corolarios:

Corolario 1.5.2. Para cada una de las álgebras de Lie, L, enumeradas en el Teore-

ma 1.5.1 existe un álgebra de división real, A, definida por (1.19) con Der(A) = L.

Concretamente:

1. Si β1 = . . . = β7 entonces Der(A) = G2 compacta;

2. Si β1 6= β2 y β2 = . . . = β7 entonces Der(A) = su(3);

3. Si β1 = β2 = β4 6= β3 = β5 = β6 = β7 entonces Der(A) = su(2)⊕ su(2);

4. Si β1, β2 y β3 son distintos, β2 = β4 y β3 = β5 = β6 = β7 entonces Der(A) =

su(2)⊕N con dimN = 1;

5. Si β1, β2, β3 y β6 son distintos, β1 = β4, β3 = β5 y β6 = β7 entonces

dim Der(A) = 2 y Der(A) es abeliano;

6. Si β1, β2, β3, β4 y β6 son distintos, β3 = β5 y β6 = β7 entonces la dimensión

de Der(A) es 1;

7. Si β1, . . . , β7 son todos distintos entonces Der(A) = 0

Corolario 1.5.3. Sea B la subálgebra generada por {u, e1, e2, e4}

a) Si β1 = β2 = β4 entonces Der(B) = su(2)
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b) Si β1 = β4 6= β2 entonces dim Der(B) = 1

c) Si β1, β2 y β4 son distintos entonces Der(B) = 0

u e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

u u ηe1 ηe2 ηe3 ηe4 ηe5 ηe6 ηe7

e1 ζe1 −βu e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 ζe2 −e4 −βu e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 ζe3 −e7 −e5 −βu e6 e2 −e4 e1

e4 ζe4 e2 −e1 −e6 −βu e7 e3 −e5

e5 ζe5 −e6 e3 −e2 −e7 −βu e1 e4

e6 ζe6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −βu e2

e7 ζe7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −βu

Tabla 1.5: Tabla de multiplicar de A con Der(A) = G2

En [6] estudiaron las álgebras de división reales de dimensión finita mediante

sus derivaciones. Para que sirvan como ejemplo presentamos dos de los numerosos

resultados que obtienen.

Teorema 1.5.4. Un álgebra real A es de división de dimensión finita con Der(A)

la forma compacta de G2 si y solo si A tiene una base {u, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}

con la tabla de multiplicación dada en 1.5 para algunos valores de β, η, ζ tales que

βηζ > 0.

Teorema 1.5.5. Si A es un álgebra real de división de dimensión finita tal que

Der(A) = su(3) y A no es un su(3)–módulo irreducible, entonces A tiene una

base {u, v, z1, z2, z3, z4, z5, z6} cuya multiplicación viene determinada por la tabla

1.6. Rećıprocamente un álgebra definida mediante la tabla 1.6 tiene a su(3) como

derivaciones.

Durante mucho tiempo se ha créıdo que R,C,H y O son hasta cierto punto1

las álgebras de división reales de dimensión finita mas simétricas. Sin embargo hay
1La componente conexa de la unidad del grupo de automorfismos de cada una de estas álgebras
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1.5 Álgebras de división reales

u
v

z 1
z 2

z 3
z 4

z 5
z 6

u
η 1
u

+
θ 1
v

η 2
u

+
θ 2
v

σ
1
z 1

+
σ

2
z 3

σ
1
z 2

+
σ

2
z 6

σ
1
z 3
−
σ

2
z 1

σ
1
z 4

+
σ

2
z 5

σ
1
z 5
−
σ

2
z 4

σ
1
z 6
−
σ

2
z 2

v
η 3
u

+
θ 3
v

η 4
u

+
θ 4
v

σ
3
z 1

+
σ

4
z 3

σ
3
z 2

+
σ

4
z 6

σ
3
z 3
−
σ

4
z 1

σ
3
z 4

+
σ

4
z 5

σ
3
z 5
−
σ

4
z 4

σ
3
z 6
−
σ

4
z 2

z 1
τ 1
z 1

+
τ 2
z 3

τ 3
z 1

+
τ 4
z 3

−
u

z 4
v

−
z 2

z 6
−
z 5

z 2
τ 1
z 2

+
τ 2
z 6

τ 3
z 2

+
τ 4
z 6

−
z 4

−
u

z 5
z 1

−
z 3

v

z 3
τ 1
z 3
−
τ 2
z 1

τ 3
z 3
−
τ 4
z 1

−
v

−
z 5

−
u

z 6
z 2

−
z 4

z 4
τ 1
z 4

+
τ 2
z 5

τ 3
z 4

+
τ 4
z 5

z 2
−
z 1

−
z 6

−
u

v
z 3

z 5
τ 1
z 5
−
τ 2
z 4

τ 3
z 5
−
τ 4
z 4

−
z 6

z 3
−
z 2

−
v

−
u

z 1

z 6
τ 1
z 6
−
τ 2
z 2

τ 3
z 6
−
τ 4
z 2

z 5
−
v

z 4
−
z 3

−
z 1

−
u

T
ab

la
1.

6:
T

ab
la

de
m

ul
ti

pl
ic

ac
ió
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otras álgebras de división reales que comparten su grupo de automorfismos pero

no son isótopas a ellas [12]. En [6] se áısla otra álgebra de división que se construye

partiendo de su(3), las matrices complejas 3 × 3 anti–hermitianas de traza cero,

reemplazando el producto usual de matrices xy por

x ∗ y = α(xy − yx)±
√

3αi{xy + yx− 2
3
t(xy)I}.

Es una forma real del álgebra de pseudooctoniones sobre C, por lo que su álgebra

de Lie de derivaciones es isomorfa a su(3), lejos del álgebra de Lie de derivaciones

de O que es un álgebra de Lie simple compacta de tipo G2. Sin embargo, la simetŕıa

de las álgebras de Okubo ha permitido dar construcciones sencillas de las álgebras

de Lie excepcionales y comprender la simetŕıa del cuadrado mágico de Freudenthal

[16].

¿Qué papel juega esta álgebra cuando clasificamos mediante derivaciones ter-

narias? El álgebra de Lie de derivaciones ternarias de esta excepcional álgebra es

isomorfa a la de O, (Proposición 4.4.1) de dimensión máxima, luego ambas perte-

necen a la misma órbita por la acción de G8 (Proposición 4.1.12).

Las derivaciones ternarias detectan cierto tipo de simetŕıa oculta, por ejem-

plo la de los octoniones y el álgebra de Okubo, que no detectan las derivaciones

usuales. Pero ¿cómo puede un álgebra de dimensión 8 como los octoniones te-

ner un álgebra de derivaciones ternarias de dimensión 30? La respuesta es que

las derivaciones ternarias están pensadas para ser compatibles con las álgebras al-

ternativas, aquellas -como los octoniones- para las que Nalt(A) = A. Dado que

las condiciones para que un elemento a pertenezca a Nalt(A) son equivalentes a

(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) ∈ Tder(A), un gran Nalt(A) implica una gran Tder(A),

como por ejemplo en el caso de los octoniones.

Las derivaciones ternarias pueden fallar en la detección de ciertos tipos de si-

metŕıa en estructuras no asociativas, puesto que están muy orientadas hacia las

álgebras alternativas. Aun aśı constituyen una herramienta genérica apropiada para

de división reales de dimensión finita tiene la mayor dimensión posible. Aun aśı hay otras álgebras

con mayores grupos de automorfismos.
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estudiar ciertos fenómenos no asociativos incluso después de profundas alteraciones

como las realizadas por el grupo G.
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Cayley–Dickson

Generalizadas

A lo largo de este caṕıtulo trabajaremos sobre cuerpos de caracteŕıstica distinta

de 2.

Partiendo de un álgebra unitaria A con involución escalar,1 x 7→ x̄, y un 0 6= µ ∈

F , podemos construir mediante el proceso de Cayley–Dickson una nueva álgebra

(A,µ) sobre el espacio vectorial A⊕Au con producto:

(a+ bu)(c+ du) = (ac+ µd̄b) + (da+ bc̄)u.

Cuando comenzamos con A0 = F (carF 6= 2) obtenemos una extensión cuadrática

separable de F , A1, en el segundo paso un álgebra de cuaternios generalizada A2

y a partir de ella un álgebra de octoniones generalizada A3. Todas estas estas

álgebras son de composición si bien en cada duplicación hemos perdido alguna

caracteŕıstica, de A1 a A2 la conmutatividad, de A2 a A3 la asociatividad, y a

partir de este momento podemos continuar el proceso de duplicación, pero las

álgebras que aparecen ya no son álgebras de composición. Estas At de dimensión

2t resultantes son las álgebras de Cayley–Dickson generalizadas.

1Definición 1.3.1
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Álgebras de Cayley–Dickson Generalizadas

Pese a sus diferencias śı que tienen en común que todas ellas son álgebras

flexibles y cuadráticas y la ecuación cuadrática que verifican es

x2 − t(x)x+ n(x) = 0 (2.1)

La forma bilineal n(x, y) = n(x+y)−n(x)−n(y) es no degenerada y la aplicación a+

bu 7→ ā−bu extiende la involución de A a una involución en (A,µ) con propiedades

análogas [43]. La descomposición (A,µ) = A⊕Au es una Z2–graduación de (A,µ).

Partiendo de A0 = F obtenemos inductivamente At = (At−1, µt) = At−1 +At−1ut

con u2
t = µt1 (Sección 1.3).

Respecto a sus álgebras de derivaciones, un conocido resultado de Schafer [41]

establece que, sobre cuerpos de caracteŕıstica distinta de 2 y 3, Der(At) ∼= Der(A3)

cuando t ≥ 3 (ver Teorema 1.3.10). Sorprendentemente, aunque A3 y At (t ≥ 3)

comparten la misma álgebra de derivaciones, es A3 la que aparece más a menudo

en la literatura con mucha diferencia.

El objetivo principal de este caṕıtulo es calcular las álgebras de derivaciones ter-

narias de las álgebras At obtenidas mediante el proceso de duplicación de Cayley–

Dickson. Al contrario de lo que pasa con Der(At), en el paso de t = 3 a t = 4,

Tder(At) no permanece invariante: ¡decrece! Es a partir de t = 4 cuando se esta-

biliza. Esto revela que cierta simetŕıa de los octoniones se pierde cuando hacemos

el proceso de duplicación de Cayley–Dickson mas allá de t = 3. Probaremos que

Teorema 2.1.1. Sobre cualquier cuerpo de caracteŕıstica 6= 2, 3 y para t ≥ 3

tenemos que

Tder(At) = D̂er(At)⊕ 〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ Nalt(At)〉,

donde D̂er(At) = 〈(d, d, d) | d ∈ Der(At)〉 y 〈S〉 denota la clausura lineal engendrada

por S.

Y su análogo para cuerpos de caracteŕıstica tres:

Teorema 2.1.2. Para todo cuerpo F de caracteŕıstica 3 tenemos que Tder(At) es

D̂er(At) + 〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta), (Id, 0, Id) | a ∈ Nalt(At)〉
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si t ≥ 4, o

algLie〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ A3〉+ 〈(Id, 0, Id)〉,

donde algLie〈S〉 es el álgebra de Lie generada por S, si t = 3.

El comportamiento especial en caracteŕıstica tres no es una sorpresa. Por el

Lema 1.1.13 todo a ∈ Nalt(A) verifica

[La, Lx] = L[a,x] − 2[Ra, Lx],

luego [ada, Lx] = L[a,x] − 3[Ra, Lx] donde ada : x 7→ [a, x]. Si carF = 3 entonces

ada ∈ Der(A). Si además t ≥ 4 obtenemos una derivación central adut que co-

rresponde a la derivación W en el Teorema 1.3.10. Además, si carF = 3 entonces

Der(A3) no es un álgebra simple central como muestra [1], sino que tiene un único

ideal propio I, isomorfo a un álgebra de Lie central simple de tipo A2 y además

I ∼= Der(A3)/I como álgebras de Lie.

El segundo resultado del caṕıtulo es

Teorema 2.1.3. Dado (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ TAut(At) con t ≥ 4 y carF 6= 2, 3 entonces

existen ϕ ∈ Aut(At), a, b ∈ Nalt(At) con n(a) 6= 0 6= n(b) y 0 6= ε ∈ F tales que

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (εLaRbϕ,UaRb−1ϕ, εLa−1Ubϕ).

Junto con el Teorema 1.3.4 este resultado da una descripción completa de

TAut(At).

El caṕıtulo se divide como sigue: En la Sección 2.2 consideramos probado el

Teorema 2.1.1 y probamos el Teorema 2.1.3. Las Secciones 2.3 y 2.4 se dedican a

calcular las derivaciones ternarias de At. El desarrollo está basado en el trabajo de

McCrimmon [33]. En la Sección 2.3 introducimos el concepto de derivación ternaria

de Cayley de At, y los resultados obtenidos se usan en la Sección 2.4 para probar

los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.

Mientras que el estudio de las álgebras de derivación de las álgebras formadas

por el proceso de duplicación de Cayley–Dickson ha sido totalmente desarrollado
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Álgebras de Cayley–Dickson Generalizadas

por McCrimmon en [33] para anillos de escalares asociativos y conmutativos arbi-

trarios, hemos preferido en este caso trabajar sobre cuerpos de caracteŕıstica 6= 2

para mantener los cálculos razonablemente bajo control.

2.2. Automorfismos Ternarios

En toda esta sección supondremos que carF 6= 2, 3.

Sea (ϕ1, ϕ2, ϕ3) un automorfismo ternario de A = At, t ≥ 4. Consideramos las

aplicaciones φ2 = ϕ2ϕ
−1
1 , φ3 = ϕ3ϕ

−1
1 y un nuevo producto en A definido por

x ∗ y = φ2(x)φ3(y).

Denotamos los operadores de multiplicación a izquierda y a derecha en (A, ∗) por

L∗x y R∗x respectivamente. El isomorfismo de álgebras ϕ1 : A→ (A, ∗) nos permite

considerar (A, ∗) como una duplicación de ϕ1(At−1) por el proceso de Cayley–

Dickson con vt = ϕ1(ut). Sea e el elemento unidad en (A, ∗). Tenemos que

φ2 = R−1
φ3(e), φ3 = L−1

φ2(e), L
∗
x = Lφ2(x)L

−1
φ2(e) y R∗x = Rφ3(x)R

−1
φ3(e). (2.2)

Lema 2.2.1. Con la notación previa se verifica 〈Id, L∗vt , R
∗
vt〉 = 〈Id, Lut , Rut〉.

Demostración. De (1.4.3) tenemos que

Tder(A, ∗) = {(d1, φ
−1
2 d2φ2, φ

−1
3 d3φ3 | (d1, d2, d3) ∈ Tder(A)}.

En particular, Tder(A) y Tder(A, ∗) comparten la misma proyección en la primera

componente. Del Teorema 2.1.1 obtenemos

Der(A, ∗)⊕ 〈Id, L∗vt , R
∗
vt〉 = Der(A)⊕ 〈Id, Lut , Rut〉.

Como Der(A) ∼= Der(A3) es un álgebra simple central de tipo G2 (Teorema 1.2.4),

entonces el centro de esta proyección es 〈Id, L∗vt , R
∗
vt〉 = 〈Id, Lut , Rut〉.

Lema 2.2.2. Tenemos que L∗vt ∈ 〈Lut〉 y R∗vt ∈ 〈Rut〉.
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2.2 Automorfismos Ternarios

Demostración. Probaremos primero la afirmación para L∗vt . Por el Lema 2.2.1 po-

demos escribir L∗vt = α Id +βLut + γRut . Elevando al cuadrado y notando que

(L∗vt)
2, L2

ut , R
2
ut ∈ F Id entonces

2αβLut + 2αγRut + 2βγLutRut ∈ F Id .

En la Z2-graduación de EndF (A) que induce la de A = At−1 ⊕ At−1ut, Lut , Rut

son de grado uno y LutRut , Id son de grado cero, por lo tanto

2αβLut + 2αγRut = 0 y 2βγLutRut ∈ F Id .

Como ut no pertenece al núcleo conmutativo de A tenemos que αβ = 0 = αγ y

βγ = 0. En el caso de que β = γ = 0 entonces L∗vt = α Id lo que no es posible,

luego

α = 0, βγ = 0 y L∗vt = βLut o L∗vt = γRut .

Descartaremos esta última opción.

Si L∗vt = γRut entonces, por (2.2) Lφ2(vt) = γRutLφ2(e). Sin embargo

φ2(vt) = Lφ2(vt)(1) = γRutLφ2(e)(1) = γφ2(e)ut

implicaŕıa que Lγφ2(e)ut = RutLγφ2(e), o equivalentemente

(φ2(e)ut)x = (φ2(e)x)ut.

Multiplicando por ut ambos lados de la ecuación y utilizando la identidad de Mou-

fang a derecha tenemos que

φ2(e)(utxut) = ((φ2(e)ut)x)ut = µtφ2(e)x,

por lo que utxut = µtx. Multiplicando por ut de nuevo llegamos a utx = xut, lo

que no es posible. La demostración de la afirmación para R∗vt es similar.

Lema 2.2.3. Todo elemento a ∈ Nalt(A) verifica

ā(ax) = n(a)x = (xa)ā.
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Demostración. La traza de un elemento es t(a) = ā + a, por lo que para todo

a ∈ Nalt(A) se cumple ā(ax) = (t(a)1− a)(ax) = t(a)ax− a(ax) = (t(a)a− a2)x =

n(a)x, que, como n(a) ∈ F, es igual que xn(a) y haciendo los mismos productos,

pero esta vez a la derecha llegamos a n(a)x = (xa)ā

Proposición 2.2.4. Para todo automorfismo ternario (ϕ1, ϕ2, ϕ3) existen e2, e3 ∈

Nalt(A) tales que ϕ2 = Re2ϕ1 y ϕ3 = Le3ϕ1.

Demostración. Por el Lema 2.2.2 sean β, γ ∈ F escalares tales que βLut = L∗vt

= Lφ2(vt)L
−1
φ2(e) y γRut = R∗vt = Rφ3(ut)R

−1
φ3(e). Entonces

Lφ2(vt) = LutLβφ2(e) y Rφ3(ut) = RutRγφ3(e). (2.3)

Evaluando en 1 deducimos que φ2(vt) = utβφ2(e) y φ3(ut) = γφ3(e)ut, luego

podemos escribir (2.3) como

(ut, βφ2(e), x) = 0 y (x, γφ3(e), ut) = 0.

Estas relaciones implican fácilmente que φ2(e), φ3(e) ∈ 〈1, ut〉 = Nalt(A) [14].

Entonces podemos escribir φ2 = R−1
φ3(e) = Re2 con e2 = φ3(e)/ n(φ3(e)).

Análogamente φ3 = Le3 con e3 = φ2(e)/n(φ2(e)). Recordar que φ2 = ϕ2ϕ
−1
1 y

φ3 = ϕ3ϕ
−1
1 , con lo que esto concluye la demostración.

Proposición 2.2.5 (t ≥ 4). Sea v ∈ Nalt(A) con n(v) 6= 0. La nueva álgebra

(A, ◦), con el producto definido por x◦y = (xv)y, es isomorfa a A si y sólo si existe

c ∈ Nalt(A) tal que v ∈ Fc3.

Demostración. Supongamos que v = αc3 con α ∈ F y c ∈ Nalt(A), y definimos

µ : x 7→ αcxc2. Tenemos que

µ(x ◦ y) = αc((xv)y)c2 = α2c((xc3)y)c2 = α2(cxc2)(cyc2) = µ(x)µ(y),

lo que nos da el isomorfismo.

Supongamos ahora que (A, ◦) es isomorfa a A, y consideramos φ : A → (A, ◦)

un isomorfismo. Podemos extender escalares a F̄ , la clausura algebraica de F, para

obtener las álgebras Ā, (Ā, ◦) y el isomorfismo φ̄ : Ā → (Ā, ◦) inducido por φ.
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2.2 Automorfismos Ternarios

Habiendo extendido los escalares podemos encontrar a ∈ Nalt(Ā) tal que v−1 = a3,

con lo que la aplicación µa : Ā → (Ā, ◦), definida mediante x 7→ axa2, nos da

un isomorfismo. Por el Teorema 1.3.4 existe ω ∈ Nalt(Ā) con ω3 = 1, i ∈ 0, 1

y σ ∈ Aut(Āt−1) ⊆ Aut(Ā) tal que µ−1
a φ̄ = µwτ

iσ, luego φ̄ = µaωτ
iσ. Como

(aω)3 = a3 = v−1 podemos cambiar a por aω y escribir φ̄ = µaτ
iσ = µaστ

i.

Para todo x0 ∈ At−1 tenemos que µaσ(x0) = µaστ
i(x0) = φ̄(x0) = φ(x0) ∈ A.

Por otro lado, si escribimos a = α1 + βut, con α, β ∈ F̄ , entonces como σ(x0) ∈

Āt−1,

µaσ(x0) = aσ(x0)a2 =
(
ε1σ(x0) + ε2σ(x0)

)
+
(
ε3σ(x0) + ε4σ(x0)

)
ut ∈ A,

donde ε1 = α(α2 + µtβ
2), ε2 = 2µtαβ2, ε3 = 2α2β y ε4 = β(α2 + µtβ

2). Por

tanto ε1σ(x0) + ε2σ(x̄0) y ε3σ(x0) + ε4σ(x̄0) pertenecen a At−1. Con x0 ∈ At−1 y

t(x0) = 0 obtenemos que (ε1 − ε2)σ(x0) y (ε3 − ε4)σ(x0) también están en At−1.

Podemos elegir x0, y0 ∈ At−1 con t(x0) = 0 = t(y0) y [x0, y0] 6= 0, entonces

(ε1 − ε2)2σ([x0, y0]) = [(ε1 − ε2)σ(x0), (ε1 − ε2)σ(y0)] ∈ At−1, lo que implica que

ε1− ε2 ∈ F . Análogamente ε3− ε4 ∈ F . Ahora, con x0 = 1 también obtenemos que

ε1 + ε2 y ε3 + ε4 pertenecen a F , por tanto

α(α2 + µtβ
2), 2µtαβ2, 2α2β y β(α2 + µtβ

2) ∈ F.

En el caso de que β 6= 0 se sigue que β3 ∈ F y β−1a = β−1α1 + ut ∈ A, por lo que

v = β−3c3 con c = (β−1a)−1 ∈ Nalt(A), lo que nos da el resultado en este caso. Si

β = 0 entonces a ∈ F̄ , v ∈ F y el resultado es obvio.

Ahora podemos dar la demostración del Teorema 2.1.3.

Teorema (2.1.3). Dado (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ TAut(At) con t ≥ 4 y carF 6= 2, 3 entonces

existen ϕ ∈ Aut(At), a, b ∈ Nalt(At) con N(a) 6= 0 6= N(b) y 0 6= ε ∈ F tales que

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (εLaRbϕ,UaRb−1ϕ, εLa−1Ubϕ).

Demostración. De la Proposición 2.2.4 tenemos que existen e2, e3 ∈ Nalt(A) tales

que ϕ2 = Re2ϕ1 y ϕ3 = Le3ϕ1. Esto es, x ∗ y = (xe2)(e3y). (Recordemos que con
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φ2 = ϕ2ϕ
−1
1 , φ3 = ϕ3ϕ

−1
1 , el producto ∗ en A está definido por x∗y = φ2(x)φ3(y)).

Definimos ahora x ◦ y = (xe3)(e3y). La aplicación Ue3 : x 7→ e3xe3 nos da un

isomorfismo de (A, ◦) en A. En particular, (A, ∗) es isomorfa a (A, ◦). Además,

x ∗ y = (x ◦ v) ◦ y, con v = e2e
−3
3 .

Por la Proposición 2.2.5, existen ε ∈ F y c ∈ Nalt(A) tales que v = ε−1(c ◦

c ◦ c) = ε−1e4
3c

3. Por la definición de v tenemos que e2 = ε−1e7
3c

3, luego x ∗

y = ε−1(x(e2
3c)

3e3)(e3y) y γ : x 7→ ε−1e3(e2
3c)x(e2

3c)
2e3 nos da un isomorfismo de

(A, ∗) en A. (No hay más que notar que γ(x ∗ y) = ε−1e3(e2
3c)(x ∗ y)(e2

3c)
2e3 =

ε−1e3(e2
3c)(ε

−1(x(e2
3c)

3e3)(e3y))(e2
3c)

2e3, que desplazando el escalar podemos ver

como (ε−1e3(e2
3c)x(e2

3c)
2e3)(ε−1e3(e2

3c)y(e2
3c)

2e3) = γ(x)γ(y)).

Por lo tanto ϕ = γϕ1 ∈ Aut(A) y

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (γ−1ϕ,Re2γ
−1ϕ,Le3γ

−1ϕ) = (εLaRbϕ,UaRb−1ϕ, εLa−1Ubϕ),

con a = e−3
3 c−1 y b = e−5

3 c−2. Esto describe los automorfismos ternarios de A,

(ϕ1, ϕ2, ϕ3), en función de Aut(A).

2.3. Derivaciones Ternarias de Cayley

Definición 2.3.1. Dada un álgebra A con involución x 7→ x̄ y d1, d2, d3 ∈ EndF (A),

diremos que (d1, d2, d3) es una derivación ternaria de Cayley de A si

d1(xy) = d2(x)ȳ + d3(y)x. (2.4)

El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley deA se denota por TCayder(A).

Las derivaciones ternarias de Cayley generalizan la idea de derivación de Cayley

introducida por McCrimmon en [33].

A partir de ahora supondremos que A = At con t ≥ 3 y carF 6= 2.

Usaremos la notación

Cz = (Rz,−Rz̄, t(?z)) y C ′z = (RzJ, t(?z̄),−Rz̄J),

donde J : x 7→ x̄ y t(?z) : x 7→ t(xz).
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Proposición 2.3.2. Si a ∈ Nalt(A) entonces Ca, C ′a ∈ TCayder(A).

Demostración. Como y + ȳ = t(y), entonces (x, y, a) = −(x, a, y) implica

(xy)a = x(ya) + (x, a, ȳ) = −x(āȳ) + t(ya)x− (x, ā, ȳ) = −(xā)ȳ + t(ya)x,

luego Ca ∈ TCayder(A). Comenzando con (ȳ, x̄, a) = −(ȳ, a, x̄) obtenemos que

C ′a ∈ TCayder(A).

Dedicaremos esta sección a demostrar que

Teorema 2.3.3 (t ≥ 3).

TCayder(At) = 〈Ca | a ∈ Nalt(At)〉 ⊕ 〈C ′a | a ∈ Nalt(At)〉.

Comenzaremos probando el siguiente lema.

Lema 2.3.4. Para toda (d1, d2, d3) ∈ TCayder(A) se cumple que

(d+
1 , d

+
2 , d

+
3 ) y (d−1 , d

−
2 , d

−
3 ) ∈ TCayder(A),

con d+
i y d−i las partes par e impar respectivamente de di. 2

Demostración. Toda (d1, d2, d3) ∈ TCayder(A) verifica la ecuación (2.4) para todo

x e y de A, en particular para x, y homogéneos. Esto implica que si tomamos

x = xδ ∈ Aδ e y = yγ ∈ Aγ , al hacer d1(xy) = d1(xδyγ) = (d+
1 + d−1 )(xy) =

d+
1 (xy) + d−1 (xy) nos queda d+

1 (xy) ∈ Aδγ y d−1 (xy) ∈ A−δγ .

En el segundo término de la ecuación (2.4) observamos que d2(x)ȳ tiene compo-

nentes d+
2 (x)ȳ ∈ Aδγ y d−2 (x)ȳ ∈ A−δγ , mientras que d3(y)x se descompone como

d+
3 (y)x ∈ Aδγ y d−3 (y)x ∈ A−δγ .

Debido a la graduación de A, se han de cumplir las igualdades en cada una de las

componentes, lo que significa que tanto (d+
1 , d

+
2 , d

+
3 ) como (d−1 , d

−
2 , d

−
3 ) pertenecen

a TCayder(A)

Nos referiremos a (d+
1 , d

+
2 , d

+
3 ) como derivaciones ternarias de Cayley de grado

cero, mientras que a las derivaciones ternarias de Cayley de la forma (d−1 , d
−
2 , d

−
3 )

las llamaremos de grado uno.
2recordar la Definición 1.1.2.
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2.3.1. Derivaciones Ternarias de Cayley de Grado Cero

Sea (d1, d2, d3) ∈ Tder(A) de grado cero, entonces

di(a+ but) = αi(a) + βi(b)ut

para ciertas aplicaciones lineales αi, βi : At−1 → At−1. Imponiendo que d1(xy) =

d2(x)ȳ + d3(y)x, sin más que elegir adecuadamente x e y obtenemos

Proposición 2.3.5. Las aplicaciones α1, α2, α3, β1, β2 y β3 satisfacen las siguien-

tes relaciones:

R1) α1(ab) = α2(a)b̄+ α3(b)a,

R2) α1(ab) = b̄β3(ā)− aβ2(b),

R3) β1(ab) = β3(a)b̄− aα2(b),

R4) β1(ab) = β2(a)b̄+ aα3(b̄).

Evaluando las relaciones R1,. . . , R4 para a = 1 o b = 1 obtenemos

Corolario 2.3.6.

A1) α1(a) = α2(a) + α3(1)a, B1) β1(a) = β3(a)− aα2(1),

A2) α1(a) = α2(1)ā+ α3(a), B2) β1(a) = β3(1)ā− α2(a),

A3) α1(a) = β3(ā)− aβ2(1), B3) β1(a) = β2(a) + aα3(1),

A4) α1(a) = āβ3(1)− β2(a), B4) β1(a) = β2(1)ā+ α3(ā).

Lema 2.3.7. Sea S un subespacio de A3 ⊆ At con dimS ≥ 5, y x ∈ At tal que

[x, S] = 0. Entonces x ∈ F .

Demostración. Primero observamos que si a ∈ At−1 ⊆ At y La|At−1 y Ra|At−1 son

biyectivas, entonces La y Ra son biyectivas también. En particular, como La|A3

es biyectiva para todo a ∈ A3 con n(a) 6= 0, entonces La es biyectiva para estos

elementos.

Como dimS ≥ 5, existe a ∈ S con t(a) = 0 y n(a) 6= 0. Por (2.1) tenemos que

2ax = ax+xa = t(x)a−n(a, x)1, y por tanto ax pertenece al álgebra generada por
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a. Como La es biyectiva entonces x ∈ 〈1, a〉, por lo que x ∈ F o bien [a, S] = 0. En

el segundo caso, como dimS ≥ 5 podemos elegir 0 6= s ∈ S con t(s) = n(a, s) = 0,

luego as = sa = ās = −as. Entonces as = 0 y s = 0, lo que contradice la elección

de s.

Proposición 2.3.8 (t ≥ 4). Existen εαi , εβi ∈ F y δαi , δβi : At−1 → F tales que

αi(a) = εαia+ δαi(a) y βi(a) = εβia+ δβi(a), i = 1, 2, 3.

Demostración. Procederemos en varios pasos:

Paso 1. ε0 = β3(1)− β2(1) = α3(1) + α2(1) ∈ F .

Restando R3 de R4 obtenemos 0 = (β2(a)− β3(a))b̄+ a(α3(b̄) + α2(b)).

Con a = 1 esto implica que α3(b̄) + α2(b) = ε0b̄.

Por otro lado, con b = 1 obtenemos β2(a)− β3(a) = −aε0.

Por lo tanto (aε0)b̄ = a(ε0b̄), lo que significa que (At−1, ε0, At−1) = 0, y como t > 3

esto implica que ε0 ∈ F (Teorema 1.3.2).

Paso 2. ε1 = α3(1)− β3(1) = −α2(1)− β2(1) ∈ F .

Por un lado, A1 + B2 implica que

α1(a) + β1(a) = α3(1)a+ β3(1)ā = ε1a+ β3(1) t(a). (2.5)

Por otra parte, A4 + B3 implica que

α1(a) + β1(a) = āβ3(1) + aα3(1) = aε1 + β3(1) t(a).

Entonces ε1a = aε1 para todo a ∈ At−1. Como t ≥ 3 se sigue que ε1 ∈ F (Teorema

1.3.2). Por último, la igualdad α3(1)− β3(1) = −α2(1)− β2(1) es consecuencia de

la igualdad β3(1)− β2(1) = α3(1) + α2(1).

Paso 3. α3(1) ∈ F .

Sumando A1 y B3, por (2.1), tenemos que α1(a) + β1(a) = α2(a) + β2(a) +

t(a)α3(1) + t(α3(1))a− n(α3(1), a)1. Comparando con (2.5) tenemos

α2(a) + β2(a) = ε2a− ε1 t(a) + n(α3(1), a)1, (2.6)

donde ε2 = ε1 − t(α3(1)).
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Sumando R1 y R4 y utilizando (2.5) y (2.6) obtenemos

α1(ab) + β1(ab) =



ε1ab+ t(ab)β3(1)

(α2(a) + β2(a))b̄+ t(b)aα3(1) + [α3(b), a] =

ε2ab̄− ε1 t(a)b̄+ n(α3(1), a)b̄+ t(b)aα3(1) + [α3(b), a].

Para t(a) = t(b) = 0 esto es

[α3(b), a] = (ε1 + ε2)ab+ n(α3(1), a)b+ t(ab)β3(1)

=
ε1 + ε2

2
[a, b]− ε1 + ε2

2
n(a, b) + t(ab)β3(1) + n(α3(1), a)b,

por lo que, como − t(ab) = n(a, b), tenemos

[α3(b) +
ε1 + ε2

2
b, a] = t(ab)(β3(1) +

ε1 + ε2
2

) + n(α3(1), a)b. (2.7)

Fijamos b con t(b) = 0 y consideramos S = {a ∈ A3 | t(a) = n(a, b) = n(a, α3(1)) =

0} cuya dimensión es ≥ 5. Como la ecuación (2.14) implica que [α3(b)+ ε1+ε2
2 b, S] =

0 entonces, por el Lema 2.3.7

α3(b) +
ε1 + ε2

2
b ∈ F si t(b) = 0. (2.8)

Ahora (2.7) se puede leer t(ab)(β3(1) + ε1+ε2
2 ) + n(α3(1), a)b = 0. Eligiendo b

linealmente independiente con (β3(1)+ ε1+ε2
2 ) podemos concluir que n(α3(1), a) = 0

si t(a) = 0. Entonces α3(1) ∈ F como queŕıamos.

Último paso.

De los pasos previos tenemos que α2(1), α3(1), β2(1) y β3(1) están en F . De A1

y B1 también es cierto para α1(1) y β1(1). Además, como α3(1) ∈ F , entonces (2.8)

implica que existen εα3 ∈ F y δα3 : At−1 → F tales que α3(a) = εα3a+ δα3(a). La

Proposición se deduce ahora de A1, A2, B3 y B4.

Proposición 2.3.9 (t ≥ 4). Con la notación anterior,

(d1, d2, d3) = −εα2C1 + εα3C
′
1.
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Demostración. Por R1 tenemos

εα1ab+ δα1(ab) = εα2ab̄+ εα3ba+ δα2(a)b̄+ δα3(b)a. (2.9)

Eligiendo a, b ∈ A2 con 1, a, b, ab base ortogonal con respecto a n( , ), tenemos

εα1 = −εα2 − εα3 . (2.10)

Por (2.1) y (2.10) podemos reescribir (2.9) como

εα3(t(a)b+ t(b)a− n(a, b)) + εα2 t(b)a− δα2(a)b

+ δα3(b)a+ t(b)δα2(a)− δα1(ab) = 0.

Agrupando términos tenemos

(−εα1 t(b) + δα3(b))a + (εα3 t(a)− δα2(a))b

− εα3 n(a, b) + t(b)δα2(a)− δα1(ab) = 0.

Eligiendo 1, a, b linealmente independientes, podemos decir que para todo a, b ∈

At−1

δα1(a) = εα3 t(a), δα2(a) = εα3 t(a) y δα3(a) = εα1 t(a).

Ahora escribimos R2 como

εα1ab+ εα3 t(ab) = εβ3 b̄ā+ δβ3(ā)b̄− εβ2ab− δβ2(b)a

= −εβ3ab+ εβ3 t(ab)− εβ2ab+ δβ3(ā)b̄− δβ2(b)a. (2.11)

De nuevo tomamos a, b ∈ A2 con 1, a, b, ab base ortogonal de A2 para obtener

εα1 = −εβ2 − εβ3 .

Sustituyendo esta relación en (2.11) llegamos a

εα3 t(ab) = εβ3 t(ab)− δβ2(b)a− δβ3(ā)b+ δβ3(ā) t(b).

Como antes, esta relación implica fácilmente que δβ2 = 0 = δβ3 y εβ3 = εα3 . Como

εα2−εα3 = εα1 = −εβ2−εβ3 entonces εβ2 = εα2 también. Finalmente, de B3 tenemos
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que β1(a) = εβ2a+aα3(1) = εα2a+a(εα3 +2εα1) = εα1a, luego εβ1 = εα1 y δβ1 = 0.

Ahora que tenemos εαi , εβi , δαi y δβi en función de εα2 y εα3 , y considerando que

d1(x) = d1(a+ but) = α1(a) + β1(b)ut

= εα1a+ δα1(a) + (εβ1b+ δβ1(b))ut

= −(εα2 + εα3)a+ εα3 t(a)− (εα2 + εα3)but

= −εα2a− εα2but + εα3 ā− εα3but = −εα2x+ εα3 x̄,

d2(x) = d2(a+ but) = α2(a) + β2(b)ut

= εα2a+ δα2(a) + (εβ2b+ δβ2(b))ut

= εα2a+ εα3 t(a) + εα2but

= εα2(a+ but) + εα3 t(a) = εα2x+ εα3 t(x),

d3(x) = d3(a+ but) = α3(a) + β3(b)ut

= εα3a+ δα3(a) + (εβ3b+ δβ3(b))ut

= εα3a+ εα1 t(a) + εβ3but

= εα3a− (εα2 + εα3) t(a) + εα3but

= −εα2 t(a)− εα3 ā+ εα3but = −εα3 x̄− εα2 t(x),

obtenemos (d1, d2, d3) = −εα2C1 + εα3C
′
1 como queŕıamos demostrar.

Proposición 2.3.10. El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley de grado

cero de A3 es 〈Ca | a ∈ A2〉 ⊕ 〈C ′a | a ∈ A2〉.

Demostración. Dada (d1, d2, d3), derivación ternaria de Cayley de grado cero de A3,

sea w = d2(1) ∈ A2 y z = d3(1) ∈ A2. Como carF 6= 2, entonces w = w0 + 1
2 t(w),

z = z0 + 1
2 t(z) con t(w0) = t(z0) = 0 y

d2(1) +Rw̄0(1)− t(z̄0) =
1
2

t(w),

d3(1)− t(w0) +Rz̄0J(1) =
1
2

t(z).

Ahora, restando Cw0 + C ′z0 de (d1, d2, d3) podemos suponer, sin pérdida de gene-

ralidad, que α2(1), α3(1) ∈ F . Como en los Pasos 2 y 3 en la demostración de la
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Proposición 2.3.8

A1 + B2 implica que

α1(a) + β1(a) = α3(1)a+ β3(1)ā = ε1a+ β3(1) t(a). (2.12)

Por otra parte, A4 + B3 implica que

α1(a) + β1(a) = āβ3(1) + aα3(1) = aε1 + β3(1) t(a).

Entonces ε1a = aε1 para todo a ∈ A2, de lo que se sigue que ε1 = α3(1)− β3(1) ∈

F , luego β3(1) ∈ F . Evaluando A1, A3 y B1 en 1 se deduce que α1(1), β2(1) y

β1(1) ∈ F .

Sumando A1 y B3, por la ecuación cuadrática (2.1), tenemos que

α1(a) + β1(a) = α2(a) + β2(a) + t(a)α3(1) + t(α3(1))a− n(α3(1), a)1,

que comparando con (2.12) implica

α2(a) + β2(a) = ε2a− ε1 t(a) + n(α3(1), a)1, (2.13)

donde ε2 = ε1 − t(α3(1)) = −α3(1)− β3(1), ya que α3(1) ∈ F .

Sumando ahora R1 y R4 y utilizando (2.12) y (2.13) obtenemos

α1(ab) + β1(ab) =



ε1ab+ t(ab)β3(1)

(α2(a) + β2(a))b̄+ t(b)aα3(1) + [α3(b), a] =

ε2ab̄− ε1 t(a)b̄+ n(α3(1), a)b̄+ t(b)aα3(1) + [α3(b), a].

Para a, b tales que t(a) = t(b) = 0 esto es

[α3(b), a] = (ε1 + ε2)ab+ n(α3(1), a)b+ t(ab)β3(1)

=
ε1 + ε2

2
[a, b]− ε1 + ε2

2
n(a, b) + t(ab)β3(1) + n(α3(1), a)b,

por lo que, como − t(ab) = n(a, b), tenemos

[α3(b) +
ε1 + ε2

2
b, a] = t(ab)(β3(1) +

ε1 + ε2
2

) + n(α3(1), a)b. (2.14)
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Pero en nuestro caso ε1+ε2
2 = −β3(1) y n(α3(1), a)b = α3(1) t(a)b = 0, por lo que

tenemos que

[α3(b) + β3(1)b̄, a] = 0.

Entonces α3(b) + β3(1)b̄ ∈ F , y podemos deducir de nuevo que existen εα3 ∈ F y

δα3 : A2 → F tales que α3(a) = εα3a+δα3(a). Por A2, A1, A3, A4 y B1 tenemos que

la Proposición 2.3.8 es válida también en el caso t = 3. Igualmente la demostración

de la Proposición 2.3.9 se aplica ahora para demostrar que (d1, d2, d3) ∈ 〈Ca | a ∈

A2〉 + 〈C ′a | a ∈ A2〉. Finalmente, no es dif́ıcil demostrar que la suma de estos

subespacios es directa.

2.3.2. Derivaciones Ternarias de Cayley de Grado Uno

Sea (d1, d2, d3) ∈ TCayder(A) de grado uno, entonces

di(a+ but) = αi(b) + βi(a)ut

para algunas aplicaciones lineales αi, βi : At−1 → At−1. Imponiendo d1(xy) =

d2(x)ȳ + d3(y)x obtenemos fácilmente

Proposición 2.3.11. Las aplicaciones α1, α2, α3, β1, β2 y β3 satisfacen las siguien-

tes relaciones:

R1) α1(ab) = α3(a)b− µtāβ2(b),

R2) α1(ab) = α2(a)b+ µtāβ3(b̄),

R3) β1(ab) = β2(a)b+ β3(b)ā,

R4) µtβ1(ab) = bα3(ā)− āα2(b).

Evaluando R1,. . . , R4 para a = 1 ó b = 1 obtenemos

Corolario 2.3.12.

A1) α1(a) = α3(a)− µtāβ2(1), B1) β1(a) = β2(a) + β3(1)ā,

A2) α1(a) = α3(1)a− µtβ2(a), B2) β1(a) = β2(1)a+ β3(a),

A3) α1(a) = α2(a) + µtāβ3(1), B3) µtβ1(a) = α3(ā)− āα2(1),

A4) α1(a) = α2(1)a+ µtβ3(ā), B4) µtβ1(a) = aα3(1)− α2(a).
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Proposición 2.3.13 (t ≥ 4). Existen εαi , εβi ∈ F y δαi , δβi : At−1 → F tales que

αi(a) = εαia+ δαi(a) y βi(a) = εβia+ δβi(a), i = 1, 2, 3.

Demostración. De nuevo iremos paso a paso:

Paso 1. ε0 := α3(1)− α2(1) = µt(β2(1) + β3(1)) ∈ F .

Primero restamos R2 de R1 para obtener 0 = (α3(a)−α2(a))b−µtā(β2(b)+β3(b̄)).

Ahora, para a = 1 llamamos ε0 := α3(1) − α2(1) y obtenemos ε0b = µt(β2(b) +

β3(b̄)); para b = 1 la expresión nos da α3(a) − α2(a) = āε0, introduciendo estas

dos relaciones en la inicial tenemos (āε0)b = ā(ε0b). Como t > 3 esto implica que

ε0 ∈ F (Teorema 1.3.2).

Paso 2. ε1 = α3(1)− µtβ3(1) = α2(1) + µtβ2(1) ∈ F .

Comparando la fórmula para α1(a)+µtβ1(a) obtenida de A2+µtB1 con la obtenida

de A3 + B4, tenemos α3(1)a + µtβ3(1)ā = µtāβ3(1) + aα3(1), luego [α3(1), a] =

µt[ā, β3(1)] = [µtβ3(1), a]. Como t ≥ 3 y [α3(1) − µtβ3(1), a] = 0, entonces ε1 ∈ F

(Teorema 1.3.2). La igualdad α3(1)−µtβ3(1) = α2(1)+µtβ2(1) deriva de la igualdad

α3(1)− α2(1) = µt(β2(1) + β3(1)) ∈ F del Paso 1.

Paso 3. β3(1) ∈ F .

Por un lado A2+µtB1 nos dice que α1(a)+µtβ1(a) = α3(1)a+µtβ3(1)ā, sumando

y restando µtβ3(1)a tenemos

α1(a) + µtβ1(a) = ε1a+ µtβ3(1) t(a). (2.15)

Por otro lado de A3 + µtB1 obtenemos

α1(a) + µtβ1(a) =



ε1a+ µtβ3(1) t(a)

α2(a) + µtβ2(a) + µtāβ3(1) + µtβ3(1)ā = α2(a) + µtβ2(a)

+µt (t(ā)β3(1) + t(β3(1))ā− n(ā, β3(1))) .

Por tanto

α2(a) + µtβ2(a) = ε2a− µt n(a, β3(1)), (2.16)

donde ε2 = ε1 + µt t(β3(1)).
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Sumando R2 y µtR3 tenemos

α1(ab) + µtβ1(ab) =



ε1ab+ µtβ3(1) t(ab)

α2(a)b+ µtβ2(a)b+ µtāβ3(b̄) + µtβ3(b)ā =

ε2ab− µt n(a, β3(1))b+ µtāβ3(b̄) + µtβ3(b)ā.

Como ε1 − ε2 = −µt t(β3(1)), entonces dividiendo por µt

− t(β3(1))ab+ β3(1) t(ab) = −n(a, β3(1))b+ āβ3(b̄) + β3(b)ā

= −n(a, β3(1))b+ [β3(b), ā] + t(b)āβ3(1).

Como ab = 1
2 [a, b] + 1

2 (ab+ ba) = 1
2 [a, b] + 1

2 (t(a)b+ t(b)a− n(a, b)) entonces

[β3(b) +
1
2

t(β3(1))b, ā] = β3(1) t(ab) + n(a, β3(1))b− t(b)āβ3(1)

− t(β3(1))
(

1
2

t(a)b+
1
2

t(b)a−
1
2

n(a, b)
)
.

En caso de que t(a) = t(b) = 0 entonces

[β3(b) +
1
2

t(β3(1))b, ā] = β3(1) t(ab) + n(a, β3(1))b+
1
2

t(β3(1)) n(a, b)

=
(
β3(1)− 1

2
t(β3(1))

)
t(ab) + n(a, β3(1))b.

Igual que en el Paso 3 de la demostración de la Proposición 2.3.8 fijamos b con

t(b) = 0 y consideramos S = {a ∈ A3 | t(a) = n(a, b) = n(a, β3(1)) = 0} cuya

dimensión es ≥ 5. Como la ecuación anterior implica que [β3(b)+ 1
2 t(β3(1))b, S] = 0

entonces, por el Lema 2.3.7,

β3(b) +
1
2

t(β3(1))b ∈ F si t(b) = 0. (2.17)

Por tanto, 0 =
(
β3(1)− 1

2 t(β3(1))
)

t(ab) + n(a, β3(1))b, luego n(a, β3(1)) = 0 si

t(a) = 0; esto es, β3(1) ∈ F .

Paso Final.

Por los pasos previos, α1(1), α2(1), α3(1), β1(1), β2(1) y β3(1) están en F , y por

(2.17) el resultado es cierto para β3. Usando las relaciones B2, B1, B3, B4 y A1 ya

lo tenemos.
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Proposición 2.3.14 (t ≥ 4). Con la notación previa, (d1, d2, d3) = εβ2Cut −

εβ3C
′
ut .

Demostración. Por R3 tenemos

εβ1ab+ δβ1(ab) = εβ2ab+ δβ2(a)b+ εβ3bā+ δβ3(b)ā. (2.18)

Eligiendo a, b ∈ A2 con 1, a, b, ab base ortogonal con respecto a n( , ), podemos

escribir esta ecuación como

εβ1ab+ δβ1(ab) = εβ2ab+ εβ3ab− εβ3 t(ab) + δβ2(a)b+ δβ3(b)ā

y obtenemos

εβ1 = εβ2 + εβ3 . (2.19)

Por (2.1) y (2.19) podemos reescribir (2.18) como

εβ3(t(a)b+ t(b)a− n(a, b)) + (− t(a)εβ3 − δβ2(a))b

+ δβ3(b)a− δβ3(b) t(a) + δβ1(ab) = 0.

Agrupando términos tenemos

(εβ3 t(b) + δβ3(b))a − δβ2(a)b

+ δβ1(ab)− εβ3 n(a, b)− δβ3(b) t(a) = 0.

Eligiendo 1, a y b linealmente independientes, podemos decir que para todo a, b ∈

At−1

δβ3(b) = −εβ3 t(b), δβ2(a) = 0 y δβ1(a) = −εβ3 t(a).

Ahora escribimos R4 como

µtεβ1ab− µtεβ3 t(ab) = bεα3 ā+ bδα3(ā)− āεα2b− āδα2(b)

= εα3ab− εα3 t(ab) + εα3 t(b)ā+ εα2ab− εα2 t(a)b

+δα3(ā)b− δα2(b)ā,

que agrupando adecuadamente queda:

0 = (µtεβ1 − εα3 − εα2)ab− (εα3 t(b)− δα2(b))ā

+ (εα2 t(a)− δα3(ā))b− µtεβ3 t(ab) + εα3 t(ab).
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De nuevo tomamos a, b ∈ A2 con 1, a, b, ab base de A2 para obtener

µtεβ1 = εα3 + εα2 , δα2(b) = εα3 t(b), δα3(ā) = εα2 t(a) y εα3 = µtεβ3 .

Como εα3 +εα2 = µtεβ1 = µtεβ3 +µtεβ2 entonces εα2 = µtεβ2 . Con esta información

retomamos A3 que dice que

εα1a+ δα1(a) = εα2a+ εα3 t(a) + µtāβ3(1)

= µtεβ2a+ µtεβ3 t(a)− µtεβ3 t(a) + µtεβ3a,

luego εα1 = µtεβ2 +µtεβ3 y δα1 = 0. Procedemos igual que en el caso de grado cero

para reconstruir (d1, d2, d3) en función de εβ2 y εβ3

d1(x) = d1(a+ but) = α1(b) + β1(a)ut

= εα1b+ δα1(b) + (εβ1a+ δβ1(a))ut

= (µtεβ2 + µtεβ3)b+ (εβ2a+ εβ3a− εβ3 t(a))ut

= εβ2(µtb+ aut)− εβ3(−µtb+ āut) = εβ2xut − εβ3 x̄ut,

d2(x) = d2(a+ but) = α2(b) + β2(a)ut

= εα2b+ δα2(b) + (εβ2a+ δβ2(a))ut

= µtεβ2b+ µtεβ3 t(b) + εβ2aut

= εβ2(µtb+ aut) + εβ3µt t(b) = εβ2xut + εβ3 t(xut),

d3(x) = d3(a+ but) = α3(b) + β3(a)ut

= εα3b+ δα3(b) + (εβ3a+ δβ3(a))ut

= µtεβ3b+ µtεβ3 t(b) + εβ3aut − εβ3 t(a)ut

= εβ2(µt t(b)) + εβ3(µtb− āut)

= εβ2 t(xut)− εβ3 x̄ut,

obteniendo (d1, d2, d3) = εβ2Cut − εβ3C
′
ut como queŕıamos demostrar.

Proposición 2.3.15. El conjunto de las derivaciones ternarias de Cayley de grado

uno de A3 es 〈Cz | z ∈ A2u3〉 ⊕ 〈C ′z | z ∈ A2u3〉.
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Demostración. Dada (d1, d2, d3) derivación ternaria de Cayley de grado uno de A3,

si restamos Cd2(1)+C ′d3(1) a (d1, d2, d3) obtenemos una derivación tenaria de Cayley

(d′1, d
′
2, d
′
3) con

d′2(1) = d2(1) + d2(1) = 0,

d′3(1) = d3(1) + d3(1) = 0,

cuyas componentes segunda y tercera anulan al elemento 1, lo que implica que

d′1(x) = d′1(x1) = d′2(x) + d′3(1)x = d′2(x) ⇒ d′1 = d′2,

d′1(y) = d′1(1y) = d′2(1)ȳ + d′3(y) = d′3(y) ⇒ d′1 = d′3,

por lo que podemos suponer que d1(1) = d2(1) = d3(1) = 0, y probaremos que

(d1, d2, d3) = (0, 0, 0).

Entonces tenemos d1 = d2 = d3 y por lo tanto, α1 = α2 = α3 y β1 = β2 =

β3. Además como di(1) = 0 entonces βi(1) = 0. Con el mismo razonamiento del

Paso 2 en la demostración de la Proposición 2.3.13, comparamos la fórmula para

α1(a) + µ3β1(a) obtenida de A2 + µ3B1 con la obtenida de A3 + B4 y tenemos

α3(1)a + µ3β3(1)ā = µ3āβ3(1) + aα3(1), luego [α3(1), a] = 0 para todo a ∈ A2, y

entonces αi(1) ∈ F para i = 1, 2 y 3.

Escribimos R2 + µ3R3 como

α1(ab) + µ3β1(ab) = (α2(a) + µ3β2(a))b+ µ3(āβ3(b̄) + β3(b)ā)

= (α2(a) + µ3β2(a))b+ µ3[β3(b), ā], (2.20)

donde hemos usado que β3(b̄) = t(b)β3(1)−β3(b) = −β3(b). Para a = 1 obtenemos

α1(b) + µ3β1(b) = α2(1)b. (2.21)

Incorporando (2.21) a la ecuación (2.20) obtenemos que α2(1)(ab) = (α2(1)a)b +

µ3[β3(b), ā]. Como α2(1) ∈ F esto implica que [β3(b), ā] = 0 para todo a, b ∈ A2.

Esto obliga a que β3(b) ∈ F . De (2.21) tenemos α1(b) = α2(1)b − µ3β1(b) y para

ajustarlo a la notación anterior basta tomar εαi = α2(1), δαi(a) = −µ3β1(a),

εβi = 0 y δβi = βi entonces αi(a) = εαia+δαi(a) y βi(a) = εβia+δβi(a). Finalmente

55
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usamos R3, εβ1ab + δβ1(ab) = εβ2ab + δβ2(a)b + εβ3bā + δβ3(b)ā, que con nuestras

condiciones queda

β1(ab) = β1(a)b+ β1(b)ā con β1(x) ∈ F. (2.22)

Eligiendo a, b ∈ A2 linealmente independientes, tenemos que β1 = δβi = 0.

Ahora escribimos R4 como

0 = bεα3 ā+ bδα3(ā)− āεα2b− āδα2(b)

= εα3ab− εα3 t(ab) + εα3 t(b)ā+ εα2ab− εα2 t(a)b+ δα3(ā)b− δα2(b)ā,

que agrupando adecuadamente queda:

0 = (−εα3 − εα2)ab− (εα3 t(b)− δα2(b))ā

+ (εα2 t(a)− δα3(ā))b+ εα3 t(ab).

De nuevo tomamos a, b ∈ A2 con 1, a, b, ab base ortogonal de A2 para obtener

εα3 = −εα2 , δα2(b) = εα3 t(b), δα3(ā) = εα2 t(a) y εα3 t(ab) = 0

con lo que tenemos que εαi = 0 y δαi = 0. Por lo tanto (d1, d2, d3) = (0, 0, 0).

2.4. Derivaciones Ternarias

Por la definición de derivación ternaria (1.9), las componentes de (d1, d2, d3) ∈

Tder(A) están relacionadas mediante

d1 = d2 +Rd3(1) y d1 = d3 + Ld2(1). (2.23)

Como en el Lema 2.3.4 Tder(A) hereda una Z2–graduación de la Z2–graduación de

A. La parte par de (d1, d2, d3) es (d+
1 , d

+
2 , d

+
3 ), y la parte impar (d−1 , d

−
2 , d

−
3 ). Llama-

remos a (d+
1 , d

+
2 , d

+
3 ) derivación ternaria de grado cero y a (d−1 , d

−
2 , d

−
3 ) derivación

ternaria de grado uno.

Dedicaremos esta sección a demostrar el Teorema 2.1.1 y el Teorema 2.1.2. Pri-

mero estudiaremos la situación para t = 3. Si carF 6= 3 entonces dada (d1, d2, d3) ∈

56



2.4 Derivaciones Ternarias

Tder(A3), a2 = d2(1) y a3 = d3(1),

(d1, d2, d3) − 1
3

(L2a2+a3 , T2a2+a3 ,−L2a2+a3)

−1
3

(R2a3+a2 ,−R2a3+a2 , T2a3+a2) ∈ D̂er(A3).

Como las componentes anulan el elemento unidad, entonces

Tder(A3) = D̂er(A3) + 〈(La, Ta, La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ A3〉.

Si carF = 3 entonces, dada (d1, d2, d3) ∈ Tder(A3), consideramos a1 = d1(1) y b =

d2(1)− 2d1(1). Como A3 = F1 + [A3, A3] podemos escribir b = 1/2T (b) +
∑

[bi, b′i]

para algunos bi, b′i ∈ A3. Ahora, como antes

(d1, d2, d3)− (La1 , Ta1 ,−La1) −

(∑
i

([Lbi , Rb′i ],−[Tbi , Rb′i ],−[Lbi , Rb′i ])

)

−1
2
T (b)(0, Id,− Id) ∈ D̂er(A3).

Como cualquier elemento en D̂er(A3) pertenece al álgebra de Lie generada por

{(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ A3} [1], esto completa el caso t = 3 en el Teore-

ma 2.1.2. En lo sucesivo supondremos que t ≥ 4.

2.4.1. Derivaciones Ternarias de Grado Cero

Sea (d1, d2, d3) una derivación ternaria de grado cero, entonces

di(a+ but) = αi(a) + βi(b)ut,

para ciertas aplicaciones lineales αi, βi : At−1 → At−1. Imponiendo que d1(xy) =

d2(x)y + xd3(y) obtenemos

Proposición 2.4.1. Las aplicaciones α1, α2, α3, β1, β2 y β3 verifican las siguientes

relaciones:

R1) α1(ab) = α2(a)b+ aα3(b),

R2) α1(ab) = aβ2(b) + β̄3(a)b,
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R3) β1(ab) = aα2(b) + β3(a)b,

R4) β1(ab) = β2(a)b+ aᾱ3(b).

donde para cada aplicación γ, γ̄ denota JγJ .

Proposición 2.4.2 (t ≥ 4). Con la notación previa tenemos que la derivación

ternaria (d1, d2, d3) pertenece a 〈(d1, d2, d3) | di(a + but) = αi(a) + αi(b)ut con

(α1, α2, α3) ∈ D̂er(At−1)〉+ 〈(Id, Id, 0), (Id, 0, Id)〉.

Demostración. Paso 1. ε0 = α2(1)− β̄3(1) = β2(1)− α3(1) ∈ F .

R1− R2 implica que

(α2(a)− β̄3(a))b+ a(α3(b)− β2(b)) = 0. (2.24)

Para a = 1 se deduce que β2(b) − α3(b) = ε0b, y para b = 1 tenemos que α2(a) −

β̄3(a) = a(β2(1)−α3(1)) = aε0. Si añadimos a (2.24) esta información se transforma

en (aε0)b = a(ε0b), por lo tanto ε0 ∈ F (Teorema 1.3.2).

Paso 2. ε1 = α2(1)− ᾱ3(1) = β2(1)− β3(1) ∈ F .

El razonamiento es el mismo que en el Paso 1 pero comenzando por R3 − R4 en

lugar de R1− R2.

Paso 3. ε0 = ε1 y α3(1) = β3(1).

Tenemos que ε1 = β2(1)−β3(1) = (α3(1)+ε0)+(ε0−ᾱ2(1)) = 2ε0−(ᾱ2(1)−α3(1)) =

2ε0 − ε1, luego ε0 = ε1. La otra igualdad es consecuencia directa de esta.

Paso 4. (α1 − β1, α2 − ᾱ2, ᾱ2 − α2) ∈ Tder(At−1).

Notar que R1−R2 con b = 1 implica que α2(a)−β̄3(a) = ε0a y que R3−R4 con a = 1

implica que α2(b)−ᾱ3(b) = ε1b. Como ε0 = ε1 entonces β3(a) = α3(a) = ᾱ2(a)+λa,

donde λ = −ε0. Ahora, R1 y R3 implican que (α1, α2, ᾱ2+λ Id), (β1, ᾱ2+λ Id, α2) ∈

Tder(At−1). Restando estas derivaciones ternarias llegamos a que (α1 − β1, α2 −

ᾱ2 − λ Id, ᾱ2 − α2 + λ Id) ∈ Tder(At−1), y sumando (0, λ Id,−λ Id) ∈ Tder(At−1)

ya lo tenemos.

Paso 5. αi = βi, i = 1, 2, 3 y ᾱ2 = α2.

Para simplificar la notación definimos ϕ1 = α1 − β1, ϕ2 = α2 − ᾱ2. Entonces el
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Paso 4 queda (ϕ1, ϕ2,−ϕ2) ∈ Tder(At−1). Por (2.23) tenemos que

ϕ1(a) = ϕ2(a)− aϕ2(1),

ϕ1(a) = ϕ2(1)a− ϕ2(a). (2.25)

Entonces,

2ϕ2(a) = aϕ2(1) + ϕ2(1)a = t(a)ϕ2(1) + t(ϕ2(1))a− n(a, ϕ2(1))1.

En este caso particular ϕ2(1) = α2(1)− ᾱ2(1), luego t(ϕ2(1)) = 0 y

2ϕ2(a) = t(a)ϕ2(1)− n(a, ϕ2(1)).

Si S = 〈a ∈ A3 | t(a) = 0 = n(a, ϕ2(1))〉, entonces 2ϕ2(a) = 0 para todo a ∈ S.

Como ϕ1(ab) = ϕ2(a)b−aϕ2(b), entonces 2ϕ1(ab) = 0 para todo a, b ∈ S. Además,

si añadimos las ecuaciones a (2.25), obtenemos que 0 = 2ϕ1(ab) = [ϕ2(1), ab] para

todo a, b ∈ S. Como dimS ≥ 6 entonces se deduce del Lema 2.3.7 que ϕ2(1) ∈ F .

Además, t(ϕ2(1)) = 0 implica que ϕ2(1) = 0. Ahora está claro por (2.25) que

ϕ1 = 0 = ϕ2, esto es, α1 = β1 y ᾱ2 = α2. Como por el argumento del Paso

4 tenemos que α3 = β3 = ᾱ2 + λ Id entonces ᾱ3 = α3, y comparando R1 y R4

obtenemos α2 = β2.

Paso Final. Como ᾱ2(1) = α2(1) y λ = α3(1) − α2(1) = α1(1) − 2α2(1), entonces

α2(1) ∈ F y

((2α2(1) + λ) Id, α2(1) Id, (α2(1) + λ) Id) ∈ Tder(At−1).

Restando esta derivación ternaria a (α1, α2, α3) tenemos que

(α1 − (2α2(1) + λ) Id, α2 − α2(1) Id, α2 − α2(1) Id) ∈ Tder(At−1).

Como cada componente de esta derivación ternaria anula la unidad, entonces d =

α1 − (2α2(1) + λ) Id = α2 − α2(1) Id ∈ Der(At−1). Por lo tanto,

(α1, α2, α3) = (d, d, d) + ((2ε+ λ) Id, ε Id, (ε+ λ) Id),

donde ε = α2(1) ∈ F . Esto concluye la demostración.
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2.4.2. Derivaciones Ternarias de Grado Uno

Sea (d1, d2, d3) una derivación ternaria de grado uno, entonces

di(a+ but) = αi(b) + βi(a)ut (2.26)

para algunas aplicaciones lineales αi, βi : At−1 → At−1. Imponiendo d1(xy) =

d2(x)y + xd3(y) obtenemos

Proposición 2.4.3. Las aplicaciones α1, α2, α3, β1, β2 and β3 satisfacen las si-

guientes relaciones:

R1) α1(ab) = bα3(a) + µtāβ2(b),

R2) α1(ab) = α2(a)b̄+ µtβ̄3(b)a,

R3) β1(ab) = β2(a)b̄+ β3(b)a,

R4) µtβ1(ab) = āα2(b) + bᾱ3(a).

donde para cada aplicación γ, γ̄ denota JγJ .

Podemos escribir fácilmente las igualdades anteriores como

Proposición 2.4.4. Las aplicaciones α1, α2, α3, β1, β2 y β3 verifican:

S1) (ᾱ1, µtβ̄2, ᾱ3) ∈ TCayder(At−1),

S2) (α1, α2, µtβ̄3) ∈ TCayder(At−1),

S3) (β1, β2, β3) ∈ TCayder(At−1),

S4) (µtβ̄1, ᾱ2, α3) ∈ TCayder(At−1).

Proposición 2.4.5 (t ≥ 4). Con la notación previa tenemos que (d1, d2, d3) per-

tenece a 〈(Rut ,−Rut , Tut), (Lut , Tut ,−Lut)〉.

Demostración. Como (β1, β2, β3) ∈ TCayder(At−1) con t − 1 ≥ 3 existen w, z ∈

Nalt(At−1) tales que (β1, β2, β3) = Cw + C ′z. Primero probaremos en varios pasos

que w, z ∈ F .
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Paso 1. w − z ∈ F .

Por un lado, β1 = Rw + RzJ implica que µtβ̄1 = µtLw̄ + µtJRz. Por otra parte,

por S4 (µtβ̄1, ᾱ2, α3) ∈ TCayder(At−1), luego como antes deben existir w′, z′ ∈

Nalt(At−1) tales que µtLw̄ + µtJRz = µtβ̄1 = Rw′ +Rz′J . Por lo tanto

µtw̄x+ µtz̄x̄ = xw′ + x̄z′ (2.27)

para todo x ∈ At−1. Si además, t(x) = 0 entonces

µt(w̄ − z̄)x = x(w′ − z′), (2.28)

por lo que n(µt(w̄− z̄), x) = −n(µt(w̄− z̄)x, 1) = −n(x(w′− z′), 1) = n(w′− z′, x),

o equivalentemente n(µt(w̄− z̄)−(w′−z′), x) = 0 para todo x ∈ At−1 con t(x) = 0.

Entonces ε = µt(w̄− z̄)− (w′−z′) ∈ F . Multiplicando a derecha por x con t(x) = 0

y utilizando (2.28) obtenemos

εx = [x,w′ − z′]. (2.29)

Con x = (w′ − z′) − 1
2 t(w′ − z′) obtenemos que ε((w′ − z′) − 1

2 t(w′ − z′)) = 0.

En particular, o bien w′ − z′ ∈ F o bien ε = 0. En el primer caso (2.29) implica

que ε = 0. En el segundo, (2.29) implica que w′ − z′ ∈ F . Luego en cualquier caso

tenemos que µt(w̄ − z̄) = w′ − z′ ∈ F como queŕıamos.

Paso 2. α2 = −Lµtw̄ + t(∗µtz̄) y α3 = t(∗µtw̄)−RµtzJ .

En el paso previo hemos probado que µt(w̄− z̄) = w′− z′ ∈ F . Imponiendo esto en

(2.27) obtenemos que z′ = µtz̄ y w′ = µtw̄. Por la definición de w′ y z′ tenemos que

(µtβ̄1, ᾱ2, α3) = Cw′ + C ′z′ , luego ᾱ2 = −Rµtw + t(∗µtz) y α3 = t(∗µtw̄)−RµtzJ .

Paso 3. w, z ∈ F .

Por un lado, del Paso 2 sabemos que α2 = −Lµtw̄+t(∗µtz̄), pero por otro lado de S2

también sabemos que existen w′′, z′′ ∈ Nalt(At−1) tales que α2 = −Rw̄′′ + t(∗z̄′′),

luego −µtw̄x + µt t(xz̄) = −xw̄′′ + t(xz̄′′). Usando que t(y) = y + ȳ, podemos

escribir esta identidad como −µtw̄x+µtxz̄+µtzx̄ = −xw̄′′+xz̄′′+ z′′x̄, por lo que

− µtw̄x+ µtxz̄ − µtzx+ t(x)µtz = −xw̄′′ + xz̄′′ − z′′x+ t(x)z′′. (2.30)
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Para todo x ∈ At−1 con t(x) = 0 (2.30) significa que

(−µtw̄ − µtz + z′′)x = x(−w̄′′ + z̄′′ − µtz̄).

Como para (2.28) esto implica que

− µtw̄ − µtz + z′′ = −w̄′′ + z̄′′ − µtz̄ ∈ F. (2.31)

Con esta nueva información (2.30) nos da µtz = z′′, y finalmente (2.31) implica

que µtw̄ = w′′ ∈ F ; esto es, w ∈ F . Como, por el Paso 1, w− z ∈ F entonces z ∈ F

también.

Paso Final. Hasta ahora tenemos que (β1, β2, β3) = wC1 + zC ′1, o lo que es lo

mismo

β1 = w Id +zJ, β2 = −w Id +z t(∗) y β3 = w t(∗)− zJ (2.32)

con w, z ∈ F . Del Paso 2 también tenemos que α2 = µtβ2 y α3 = µtβ3. Como β̄i =

βi entonces S1 significa que (ᾱ1, α2, α3) ∈ TCayder(At−1). Multiplicando S3 por

µt también tenemos (µtβ1, α2, α3) ∈ TCayder(At−1), por lo que (ᾱ1−µtβ1, 0, 0) ∈

TCayder(At−1), lo que implica que α1 = µtβ1 también. De las relaciones αi = µtβi,

i = 1, 2, 3 y (2.32), como x = a+ but y (a+ but)ut = µtb+ aut,

(d1, d2, d3)(x) = (α1(b) + β1(a)ut, α2(b) + β2(a)ut, α3(b) + β3(a)ut)

= (µtβ1(b) + β1(a)ut, µtβ2(b) + β2(a)ut, µtβ3(b) + β3(a)ut)

= (µt(w Id +zJ)(b) + (w Id +zJ)(a)ut, µt(−w Id +z t(∗))(b)

+ (−w Id +z t(∗))(a)ut, µt(w t(∗)− zJ)(b) + (w t(∗)− zJ)(a)ut)

= w(µtb+ aut, µt(−b) + (−a)ut, µt t(b) + t(a)ut)

+ z(µtJ(b) + J(a)ut, µt t(b) + t(a)ut, µt(−J)(b) + (−J)(a)ut)

= w(xut,−xut, utx+ xut) + z(utx, xut + utx,−utx),

con lo que (d1, d2, d3) = w(Rut ,−Rut , Tut) + z(Lut , Tut ,−Lut)
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En breve.

En este caṕıtulo hemos presentado los resultados de nuestro trabajo con las

álgebras de Cayley–Dickson generalizadas. El objetivo que nos planteábamos al

inicio era calcular sus derivaciones ternarias y sus automorfismos ternarios, y para

lograrlo hemos seguido dos caminos.

Para obtener los automorfismos ternarios hemos transformado el producto en

el álgebra, utilizando isomorfismos y elementos pertenecientes al núcleo alterna-

tivo generalizado, Nalt(A), y aśı hemos logrado, en el Teorema 2.1.3, la siguiente

descripción de los automorfismos ternarios en función de los automorfismos.

Dado (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ TAut(At) con t ≥ 4 y carF 6= 2, 3 entonces existen ϕ ∈

Aut(At), a, b ∈ Nalt(At) con N(a) 6= 0 6= N(b) y 0 6= ε ∈ F tales que

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (εLaRbϕ,UaRb−1ϕ, εLa−1Ubϕ).

En cuanto a las derivaciones ternarias, en el Teorema 2.3.3 hemos calculado las

derivaciones ternarias de Cayley, que para t ≥ 3 son

TCayder(At) = 〈Ca | a ∈ Nalt(At)〉 ⊕ 〈C ′a | a ∈ Nalt(At)〉,

y utilizando esta descripción y la graduación heredada por Tder(A) de la Z2–

graduación inducida en A por el proceso de duplicación, hemos visto cuáles son

las derivaciones ternarias de grado cero y de grado uno, logrando de este modo la

descripción completa de Tder(A) que queda reflejada en los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.

Aśı sobre cualquier cuerpo de caracteŕıstica 6= 2, 3 y para t ≥ 3 tenemos que

Tder(At) = D̂er(At)⊕ 〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ Nalt(At)〉,

Y para cuerpos de caracteŕıstica tres Tder(At) es

D̂er(At) + 〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta), (Id, 0, Id) | a ∈ Nalt(At)〉,

si t ≥ 4, o

algLie〈(La, Ta,−La), (Ra,−Ra, Ta) | a ∈ A3〉+ 〈(Id, 0, Id)〉,

si t = 3.
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Caṕıtulo 3

El núcleo alternativo

generalizado de las álgebras

de división reales de

dimensión finita

Nuestro interés por el núcleo alternativo generalizado y su comprobada utilidad

para determinar las derivaciones ternarias de las álgebras de Cayley–Dickson gene-

ralizadas, nos llevaron a iniciar el estudio de las álgebras de división reales por su

búsqueda. Comenzamos presentando algunos resultados generales, referentes tanto

a los núcleos asociativos, como a la conveniencia de considerar la dimensión de

Nalt(A) mayor o igual que dos, y algunas propiedades de sus elementos.

En la Sección 3.2 clasificamos las álgebras de división reales de dimensión 4

cuyo núcleo alternativo generalizado tiene dimensión mayor o igual que dos en dos

familias cuya construcción damos, y observamos que si la dimensión es mayor o

igual a 3 se trata de un álgebra isomorfa a la de cuaternios.

La Sección 3.3 está dedicada a las álgebras de división reales de dimensión 8.
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En este caso la exigencia de dimensión 2 para el núcleo alternativo generalizado

no facilita la clasificación, por lo que nos limitamos a las álgebras flexibles que

satisfacen esta condición, y esto nos permite describirlas salvo isomorfismo. Para

las álgebras cuyo núcleo alternativo generalizado tiene dimensión mayor que 2

no necesitamos más condiciones y aparecen álgebras que se pueden asociar a las

obtenidas por el proceso de duplicación de Cayley–Dickson.

En la Sección 3.4 nos centramos en las álgebras de división con la propiedad de

inversión a izquierda, para las que damos una descripción y logramos una clasifi-

cación sencilla si imponemos algunas otras propiedades, como la flexibilidad o la

asociatividad de terceras potencias.

3.1. Algunos resultados generales

Proposición 3.1.1. No existen álgebras de división reales de dimensión 8 con dos

núcleos asociativos (a izquierda, central o a derecha) isomorfos a H.

Demostración. Sea A = (A,P ) un álgebra de división real de dimensión 8 con

dos núcleos isomorfos a H. Usando isotoṕıa, podemos suponer que A tiene unidad.

Cambiando a (A,P op) si es preciso, podemos suponer también que Nr(A) ∼= H. Por

último, cambiando a (A,P ∗) y a una isótopa de nuevo si es necesario, suponemos

que Nl(A) ∼= H y que A es unitaria.

A es un Nl(A)–módulo a izquierda y un Nr(A)op–módulo a derecha. De he-

cho es un bimódulo, por lo que se descompone como A = Q1 ⊕ Q2 con Q1 y Q2

sub–bimódulos irreducibles de dimensión 4. Por las dimensiones, para cualesquiera

elementos no nulos x1 ∈ Q1 y x2 ∈ Q2, Qi = Nl(A)xi = xi Nr(A). Luego exis-

ten isomorfismos σ1, σ2 : Nl(A) → Nr(A), de álgebras de hecho, que verifican que

ax1 = x1σ1(a) y ax2 = x2σ2(a) para todo a ∈ Nl(A). La aplicación σ−1
2 σ1 es un

automorfismo de Nl(A), luego es interna. Sea e ∈ Nl(A) con σ−1
2 σ1(a) = eae−1.

Entonces σ1(a)σ2(e) = σ2(e)σ2(a). Tomando x1σ2(e) en lugar de x1 podemos su-

poner que σ1 = σ2. Esto es, existe un isomorfismo σ : Nl(A) → Nr(A) tal que

axi = xiσ(a) para todo a ∈ Nl(A) (i = 1, 2).
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Consideramos ahora u, v ∈ A con x1 = uv. El álgebra (A, ◦) con x ◦ y =

R−1
v (x)L−1

u (y) es unitaria, con unidad x1, y Q1 se convierte en su núcleo asociativo

a izquierda y a derecha. Por tanto podemos suponer que Nl(A) = Q1 = Nr(A) y

x1 = 1.

La aplicación σ es un automorfismo de Nl(A), luego es interna. Sea e ∈ Nl(A)

tal que σ(a) = eae−1 para todo a ∈ Nl(A), entonces ax2 = x2eae
−1. Tomando x2e

en lugar de x2 podemos suponer que σ = Id.

Después de todas estas transformaciones, terminamos con un álgebra de división

real A con una subálgebra Q = Nl(A) = Nr(A) isomorfa a H y tal que A se puede

descomponer como A = Q⊕ vQ, con Qv = vQ y av = va para todo a ∈ Q.

Sea v2 = a + vb con a, b ∈ Q (notar que a = 0 implica que v(v − b) = 0

una contradicción, luego a 6= 0). La ecuación cuadrática de coeficientes cuaternios

z2 + zb − a = 0 siempre tiene soluciones no nulas en Q [20]. Sea a′ una de estas

ráıces y b′ = −(a′)−1a. Tenemos

(a′ + v)(b′ + v) = (−a+ a) + (a′ + b′ + b)v = (a′)−1((a′)2 + a′b− a)v = 0,

luego A no es un álgebra de división.

La existencia de elemento identidad no es una propiedad usual en las álgebras

de división reales de dimensión finita, pero es una condición demasiado general

como para poder obtener una clasificación en virtud de ella. El siguiente resultado

muestra que es conveniente exigir que el núcleo alternativo generalizado sea de di-

mensión mayor o igual que dos. En este caṕıtulo a partir de este momento, mientras

no se diga lo contrario, A denotará un álgebra de división real de dimensión finita.

Proposición 3.1.2. A posee elemento identidad si y solamente si Nalt(A) 6= 0.

Demostración. La implicación directa es obvia. Veamos que la rećıproca es cierta.

Sea a ∈ Nalt(A). Por el Lema 1.1.13, el álgebra generada por a es un álgebra

de división asociativa y conmutativa de dimensión finita. En particular, posee un

elemento identidad e. Puesto que (an, am, x) = 0 para todo x ∈ A entonces

e(ex) = (ee)x = ex,
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por lo que, por la biyectividad de Le, ex = x y e es identidad a izquierda de A. De

modo similar se obtiene que también es identidad a derecha.

En lo que sigue se asumirá siempre que dim Nalt(A) ≥ 2.

Lema 3.1.3. Para cualquier a ∈ Nalt(A) se cumple que La, Ra y Ta = La + Ra

son semisimples.

Demostración. Por [36], Nalt(A) contiene las partes semisimple y nilpotente de sus

elementos, es decir, existen as y an, en la subálgebra generada por a, de modo que

a = as + an con Las y Ras semisimples y Lan y Ran nilpotentes. Puesto que el

álgebra A es de división, an debe ser nulo y por lo tanto La y Ra son semisimples,

al igual que Ta, ya que [La, Ra] = 0.

Lema 3.1.4. Nalt(A) contiene una subálgebra de A isomorfa a C.

Demostración. Dado cualquier elemento a ∈ Nalt(A) que no pertenezca a R1, la

subálgebra generada por a es de división, conmutativa y asociativa de dimensión

mayor o igual que 2. Al ser la dimensión de A finita, dicha álgebra es isomorfa a C

y está generada linealmente por {1, a}. Puesto que ambos elementos pertenecen a

Nalt(A), queda demostrado el enunciado.

Fijemos en lo que sigue una subálgebra C de A tal que C ∼= C y C ⊆ Nalt(A).

Es conveniente resaltar que el elemento identidad de C y el de A coinciden.

Lema 3.1.5. A es un C-bimódulo unitario.

Demostración. Sea a un generador del álgebra C. Como (a, a, x) = (x, a, a) = 0 se

sigue que A es un C-módulo a ambos lados. Como también (a, x, a) = 0, entonces es

un C-bimódulo, que al compartir elemento identidad A y C resulta ser unitario.

Sea

V = {x ∈ A | xa = āx ∀a ∈ C},

donde ā es el conjugado complejo de a.
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Proposición 3.1.6. Se tiene que V es un sub-bimódulo de A y que

A = C ⊕ V.

Demostración. Claramente se tiene que para cualesquiera a, b ∈ C y x ∈ V

(bx)a = b(xa) = b(āx) = ā(bx),

(xb)a = ā(xb),

lo que muestra que V es un sub-bimódulo.

Consideremos ahora a A como un C-módulo a izquierda. El conjunto {Ra | a ∈

C} es, por el Lema 3.1.5, un conjunto de transformaciones C-lineales semisimples

que conmutan entre śı. Por lo tanto existe una C-base de vectores propios comunes

a todas estas transformaciones. Sean {1, x1, . . . , xn} (n = dimA/2) una tal C-base

y γi : C → C aplicaciones R-lineales tales que

xia = γi(a)xi ∀a∈C .

Por ser A un bimódulo, γi(ab)xi = xi(ab) = (xia)b = (γi(a)xi)b = γi(a)(xib) =

γi(a)γi(b)xi. De este modo vemos que γi son R-automorfismos de la R-álgebra C.

Por lo tanto, fijado i,

xia = axi ∀a∈C o bien xia = āxi ∀a∈C .

Definimos

S = {x ∈ A | xa = ax ∀a∈C}.

Si probamos que S = C entonces {x1, . . . , xn} ⊆ V y por lo tanto A = C+V . Esta

suma es, de hecho, directa ya que cualquier elemento no nulo x en la intersección

verificaŕıa que ax = xa = āx ∀a∈C . Simplificando x se obtendŕıa que a = ā ∀a∈C ,

lo que no es cierto.

Para probar que S = C, primero probamos que S es una subálgebra de A. En

efecto, fijemos a ∈ C tal que a2 = −1. Dados x, y ∈ S arbitrarios, como a ∈ Nalt(A),

a(xy) = (ax+ xa)y − x(ay) = 2(ax)y − x(ay)
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y, volviendo a multiplicar a izquierda por a,

−xy = −4xy − 4(ax)(ay)− 2(ax)(ay)− xy,

de donde (ax)(ay) = −xy. Multiplicando esta última igualdad por −a se tiene que

a(xy) = −a((ax)(ay)) = 2x(ay)− (ax)y,

por lo que (ax)y = x(ay), o lo que es lo mismo (x, a, y) = 0. Puesto que a ∈

Nalt(A), esto implica que (a, x, y) = (x, y, a) = −(x, a, y) = 0. En otras palabras,

a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x(ya) = (xy)a. Queda probado aśı que S es

una subálgebra de A. Más aún, como (a, x, y) = (x, a, y) = (x, y, a) = [x, a] = 0,

entonces a pertenece al centro de S. Sin embargo, el centro de cualquier álgebra

real de división unitaria de dimensión finita mayor o igual que dos es R1. Como

C ⊆ S entonces necesariamente C = S.

El siguiente lema muestra que para describir el producto en A basta centrarse

en el producto entre elementos de una C-base de V .

Lema 3.1.7. Para cualesquiera x, y ∈ V y a ∈ Nalt(A) se tiene que

(ax)y = (xy)a,

x(ay) = ā(xy), y

(ax)(ay) = ā(xy)a.

Demostración. Puesto que a ∈ Nalt(A) entonces,

(xy)a = −(xa)y + x(ay + ya) = −(xa)y + x((a+ ā)y)

= −(xa)y + t(a)xy = (xā)y = (ax)y.

A partir de a(xy) = (ax + xa)y − x(ay) se prueba, de modo análogo, la segunda

igualdad. La tercera es consecuencia de las dos primeras.
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3.2. Álgebras de división de dimensión cuatro

Las álgebras reales de división de dimensión cuatro cuyo núcleo alternativo

generalizado posee dimensión mayor o igual que dos vendrán dadas por las dos

construcciones que presentamos a continuación. Dado u ∈ C se define QI(C, u)

como el C-espacio vectorial C× C con el producto dado por

(a, b)(a′, b′) = (aa′ + bb̄′u, ab′ + bā′ + b̄b̄′).

Dado u ∈ C con n(u) = 1, se define QII(C, u) como el C-espacio vectorial C × C

con el producto dado por

(a, b)(a′, b′) = (aa′ + bb̄′u, ab′ + bā′).

Lema 3.2.1. Con estas definiciones se cumple que

El álgebra QI(C, u) es un álgebra de división si y solamente si t(u) + 1 <√
n(u).

El álgebra QII(C, u) es un álgebra de división si y solamente si u 6= 1.

Demostración. Supongamos que (a, b)(c, d) = (0, 0) en QI(C, u), con (a, b) y (c, d)

no nulos. En tal caso

ac+ bd̄u = 0 y ad+ bc̄+ b̄d̄ = 0.

Es sencillo comprobar que si uno de los elementos a, b,c, d es nulo, entonces estas

ecuaciones implican que (a, b) o (c, d) es nulo. Por lo tanto podemos asumir que

abcd 6= 0.

De la primera condición despejamos a = −c−1bd̄u, que sustituida en la segunda

condición nos da

−n(d)c−1bu+ bc̄+ b̄d̄ = 0.

Multiplicando por b̄c se tiene que

cd̄
b̄2

n(b)
= n(d)u− n(c).
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El núcleo alternativo generalizado de las álgebras de división reales

Puesto que { b̄2

n(b) | b ∈ C} = {b ∈ C | n(b) = 1}, entonces existe b que hace cierta la

igualdad anterior si y solamente si

n(cd̄) = n(n(d)u− n(c)),

o lo que es lo mismo,

n(c) n(d) = − n(d) n(c) n(u, 1) + n(d)2 n(u) + n(c)2

= n(d)2 n(u) + n(c)2 − n(d) n(c) t(u).

Dividiendo por n(c) n(d) queda

1 =
n(d) n(u)

n(c)
+

n(c)
n(d)

− t(u).

Esto equivale a que exista λ > 0 tal que 1 = λ−1 n(u)−t(u)+λ, o equivalentemente

λ2 − (t(u) + 1)λ+ n(u) = 0

tenga ráıces reales y al menos una de ellas sea positiva. La condición de existencia

de ráıces reales es (t(u) + 1)2 ≥ n(u), mientras que una de ellas será positiva si y

solamente si t(u) + 1 > 0. Aśı pues, existen divisores de cero en el álgebra QI(C, u)

si y solamente si t(u) + 1 ≥
√

n(u).

Supongamos ahora que (a, b)(c, d) = (0, 0) en QII(C, u), con (a, b) y (c, d) no

nulos. En tal caso

ac+ bd̄u = 0 y ad+ bc̄ = 0.

Como en el caso anterior puede suponerse que abcd 6= 0. Tenemos pues que b =

− adc
n(c) y que 0 = ac− adcd̄u

n(c) = ac− acn(d)
n(c)u, de donde

u =
n(c)
n(d)

.

Puesto que n(u) = 1 entonces esta última condición es equivalente a que u = 1.

Por lo tanto QII(C, u) posee divisores de cero si y solamente si u = 1.

Teorema 3.2.2. Un álgebra de división real de dimensión cuatro posee núcleo

alternativo generalizado de dimensión mayor o igual que dos si y solamente si es

isomorfa a un álgebra QI(C, u) o QII(C, u).
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Demostración. Sea A un álgebra de división real de dimensión cuatro con núcleo

alternativo generalizado de dimensión mayor o igual que dos. Elegimos una subálge-

bra C ⊆ Nalt(A) isomorfa a C. Como C-módulo a izquierda, A se descompone como

A = C⊕Cx para un cierto x 6∈ C. Sean u, v ∈ C tales que x2 = u+vx. Claramente

u 6= 0, ya que de lo contrario x2 = vx implicaŕıa que x = v ∈ C, lo que no es cierto.

Cambiando x por ax con 0 6= a ∈ C observamos que, como por el Lema 3.1.7

(ax)(ax) = āx2a = n(a)u+ ā2vx,

entonces eligiendo a tal que ā2v = a si es preciso, se puede asumir que v = 0 o

v = 1. En el primer caso, v = 0, se podŕıa elegir a con n(a) = 1√
n(u)

y asumir

que n(u) = 1. Esto muestra que A → QII(C, u), dada por a + bx 7→ (a, b), es un

isomorfismo de álgebras. En el segundo caso, v = 1, se obtiene que A es isomorfa

a un álgebra QI(C, u).

Veamos que efectivamente dim Nalt(QI(C, u)) ≥ 2. Por simplicidad de notación

es conveniente denotar como x al elemento (0, 1), como a al elemento (a, 0) y como

ax al elemento (0, a) (a ∈ C). De este modo el producto en QI(C, u) se expresa

mediante

(a+ bx)(c+ dx) = (ac+ bd̄u) + (ad+ bc̄+ d̄b̄)x.

Ahora, dado γ ∈ C,

(γ(a+ bx) + (a+ bx)γ)(c+ dx)− (a+ bx)(γ(c+ dx))

= γac+ γbd̄u+ γadx+ γbc̄x

= γ((a+ bx)(c+ dx)),

lo que nos muestra que (γ, a+bx, c+dx) = −(a+bx, γ, c+dx). Del mismo modo se

probaŕıa que (a+bx, c+dx, γ) = −(a+bx, γ, c+dx), por lo que C ⊆ Nalt(QI(C, u)).

Análogamente C ⊆ Nalt(QII(C, u)).

Es conveniente observar que, si dim Nalt(A) ≥ 3 entonces Nalt(A) es un álgebra

de Lie, y por lo tanto genera una subálgebra asociativa de A de dimensión ≥ 3

[38]. Esto implica que A es asociativa y por consiguiente isomorfa al álgebra de
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cuaternios. Como antes, y ya de ahora en adelante, C×C quedará identificado con

C⊕ Cx, x con (0, 1) y (a, b) con a+ bx.

Lema 3.2.3. Se verifica que

Nalt(QI(C, u)) = C.

Nalt(QII(C, u)) = C si y solamente si u 6= −1.

Demostración. Bastará ver que QI(C, u) no es isomorfa al álgebra de cuaternios.

Para ello probamos, por ejemplo, que no es un álgebra cuadrática. Dado b ∈ C

con b3 6∈ R se tiene que (bx)(bx) = n(b)u + b̄2x. Si QI(C, u) fuese cuadrática

entonces existiŕıan α, β ∈ R tales que n(b)u+ b̄2x = αbx+ β por lo que b̄2 = αb y

aśı α n(b) = b̄3, lo que no es posible ya que b3 6∈ R.

En cuanto a QII(C, u) observar que si u 6= −1 entonces u 6∈ R por lo que 1, x, u

pertenecen al álgebra generada por x y aśı QII(C, u) no es cuadrática. Obviamente,

si Nalt(QII(C, u)) = C entonces necesariamente u 6= −1.

Proposición 3.2.4. Se tiene que

No hay ningún álgebra QI(C, u) que sea isomorfa a un álgebra QII(C, u′).

Dos álgebras QI(C, u) y QI(C, u′) son isomorfas si y solamente si u = u′ o

u = ū′.

Dos álgebras QII(C, u) y QII(C, u′) son isomorfas si y solamente si u = u′

o u = ū′.

Demostración. Sea ϕ : QII(C, u′) → QI(C, u) un isomorfismo. Llamaremos C =

C× 0 ⊆ QI(C, u) y x = (0, 1) ∈ QI(C, u), mientras que llamaremos C ′ = C× 0 ⊆

QII(C, u′) y x′ = (0, 1) ∈ QII(C, u′). Puesto que los isomorfismos preservan el

núcleo alternativo generalizado entonces podemos suponer que ϕ(C) ⊆ C ′. La

imagen del elemento bx ∈ QII(C, u′) cumple que ϕ(bx)2 = ϕ((bx)2) = ϕ(b̄x2b) =

n(b)ϕ(u′) ∈ C. Sin embargo, si ϕ(x) = c + dx′ entonces ϕ(bx)2 = (ϕ(b)2c2 +

n(ϕ(b)d)u′) + (t(ϕ(b)c)ϕ(b)d + (ϕ(b)d)2)x′. De este modo se debeŕıa cumplir que
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t(ϕ(b)c)ϕ(b)d+(ϕ(b)d)2 = 0, para todo b ∈ C, y por lo tanto que ϕ(b)3d3 ∈ R para

todo b ∈ C, lo que no es cierto.

Observar que la aplicación de QI(C, u)→ QI(C, ū) dada por

a+ bx 7→ ā+ b̄wx′,

para un elemento w ∈ C prefijado que satisfaga w3 = 1, es un isomorfismo cuya

restricción a C es la conjugación compleja.

Dado un isomorfismo ϕ : QI(C, u) → QI(C, u′), puesto que los isomorfismos

conservan el núcleo alternativo generalizado, entonces podemos identificar el núcleo

alternativo generalizado, C, de QI(C, u) con el de QI(C, u′). Componiendo con el

isomorfismo anterior, se puede asumir también que la restricción de ϕ a C es la

identidad. Como antes, x denota el elemento (0, 1) de QI(C, u), mientras que x′

denota el correspondiente elemento de QI(C, u′). Dado a ∈ C,

ϕ(x)a = ϕ(xa) = ϕ(āx) = ϕ(ā)ϕ(x) = āϕ(x)

implica que ϕ(x) ∈ {y ∈ QI(C, u′) | ya = āy ∀a∈C} = Cx′. Sea c ∈ C tal que

ϕ(x) = cx′. Tenemos que

ϕ(x2) =


ϕ(u+ x) = u+ cx′

(cx′)2 = N(c)u′ + c̄2x′

de donde c̄2 = c y aśı N(c) = 1 y u = u′.

Sea ahora ϕ : QII(C, u)→ QII(C, u′). Podemos asumir que u, u′ 6= −1. De nue-

vo, también podemos identificar el núcleo alternativo generalizado, C, de QII(C, u)

con el de QII(C, u′) mediante ϕ. Mantendremos también el significado evidente de

x y x′.

La aplicación QII(C, u)→ QII(C, ū) dada por

ϕ(a+ bx) = ā+ b̄wx′,

para un cierto w ∈ C con n(w) = 1, es un isomorfismo. Componiendo ϕ con él si

es preciso, se puede asumir que la restricción de ϕ a C es la identidad.
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Al igual que para el caso anterior, es sencillo probar que ϕ(Cx) = Cx′ por lo

que existe c ∈ C tal que ϕ(x) = cx. Ahora

ϕ(x2) =


ϕ(u) = u

(cx′)2 = n(c)u′

Puesto que n(u) = 1 = n(u′) entonces n(c) = 1 y u = u′.

3.3. Álgebras de división de dimensión ocho

3.3.1. Núcleo alternativo generalizado de dimensión dos

En este caso, la estructura que induce la presencia de un núcleo alternativo

generalizado de dimensión dos no parece ser suficiente como para lograr una clasifi-

cación. Debido a ello hemos limitado el alcance de nuestra investigación a álgebras

que además son flexibles.

Nuestra primera observación, sin embargo, abarca a álgebras que no necesaria-

mente son flexibles pero que śı que satisfacen la asociatividad de terceras potencias,

es decir,

x2x = xx2 (3.1)

Proposición 3.3.1. Sea A un álgebra de división real de dimensión finita cuyo

núcleo alternativo generalizado tiene dimensión mayor o igual que dos. Si además A

satisface la asociatividad de terceras potencias entonces existe una forma cuadrática

N : A→ R definida positiva tal que

y2 − t(y)y +N(y) = 0 ∀y∈A,

donde t(y) = N(y, 1) y N(x, y) = N(x+ y)−N(x)−N(y).

Demostración. Sea C una subálgebra de Nalt(A) de dimensión dos y V = {x ∈ A |

āx = xa ∀a∈C}. Linealizando la identidad (3.1) se obtiene

(xy + yx)x+ x2y = yx2 + x(xy + yx).
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3.3 Álgebras de división de dimensión ocho

Si se elige x ∈ V e y = a ∈ C, entonces

(xa+ ax)x+ x2a = ax2 + x(ax+ xa)

implica que

t(a)x2 + x2a = ax2 + t(a)x2,

por lo que x2a = ax2 para todo a ∈ C. Por la Proposición 3.1.6 esto implica

que x2 ∈ C. Además, por la asociatividad de terceras potencias, x2x = xx2 implica

también que de hecho x2 ∈ R. Si se define N(x) = −x2 ∀x∈V y se extiende de modo

que C y V sean ortogonales y N( ) coincida con la norma usual de C, entonces dado

a ∈ C y x ∈ V

(a+ x)2 = a2 + ax+ xa+ x2 = t(a)a−N(a) + (a+ ā)x−N(x)

= t(a)(a+ x)−N(a+ x) = t(a+ x)(a+ x)−N(a+ x),

donde t(a+ x) = t(a).

La forma cuadráticaN( ) es definida positiva ya que lo es en C y además también

en V , puesto que si x2 = −N(x) ≥ 0 entonces (x−
√
−N(x))(x+

√
−N(x)) = 0,

y por lo tanto x ∈ R. Como x2 ≥ 0 entonces x = 0.

Lema 3.3.2. Sean x, y ∈ V tales que N(y, Cx) = 0. Entonces N(Cy,Cx) = 0 y

xy ∈ V .

Demostración. Puesto que x e y son ortogonales, entonces xy+yx = −N(x, y) = 0,

por lo que anticonmutan. Sea ahora a ∈ C. Se tiene que por un lado

(xy)a+ a(xy) = t(a)xy + t(xy)a−N(xy, a),

mientras que por otro lado, por el Lema 3.1.7,

(xy)a+ a(xy) = (xy)a− a(yx) = (xā)y − y(āx) = (xā)y − y(xa)

= t(a)xy − (xa)y − y(xa),

lo que implica que

t(xy)a− t(xy, a) = − t(xa)y − t(y)xa+ t(xa, y) = 0.
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Puesto que a es arbitrario, esto implica que t(xy) = N(xy, a) = 0 para todo a ∈ C

o, equivalentemente, xy ∈ V .

Finalmente, dados a, b ∈ C,

(ay)(bx) = b̄(yx)a = −b̄(xy)a = −ā(xy)b = −(bx)(ay),

lo que implica que N(ay, bx) = 0.

La presencia de un núcleo alternativo generalizado de dimensión al menos dos

ha permitido introducir una estructura de C-espacio vectorial en A y determinar

el producto en A a partir de una C-base en lugar de una R-base. Para reducir las

posibilidades se asumirá en lo que sigue que A es flexible.

Lema 3.3.3. Sean x, y ∈ V tales que N(Cx,Cy) = 0. Se tiene que N(Cxy,Cx) =

N(Cxy,Cy) = 0 y que (xy)x ∈ V .

Demostración. Puesto que (xy)x = x(yx) = −x(xy) entonces N(xy, x) = 0. En

general, dado a ∈ C, por un lado

((ax)y)(ax) = ā(((ax)y)x) = ā((xy)x)ā,

mientras que por otro

((ax)y)(ax) = (ax)(y(ax)) = (x(y(ax)))a = a((xy)x)a,

por lo que a2((xy)x) = ((xy)x)ā2. Puesto que C = {a2 | a ∈ C}, se tiene que

(xy)x ∈ V .

Finalmente, (xy)(ax) = ā((xy)x) = ((xy)x)a = −(x(xy))a = −(ax)(xy) impli-

ca que N(xy,Cx) = 0. El resto del enunciado del lema se sigue fácilmente.

Si x, y ∈ V son tales que N(Cx,Cy) = 0 y N(x) = 1 = N(y), entonces diremos

que el triple (x, y, xy) es un triple básico. Puesto que quizás la norma de xy puede

ser distinta de 1, el orden es importante en el triple básico.

Lema 3.3.4. Sea (x, y, xy) un triple básico y λ = N(xy). Se tiene que

x(xy) = −λy, (xy)x = λy,
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y(xy) = λx, (xy)y = −λx.

Demostración. Por el Lema 3.3.3 se tiene que V se descompone ortogonalmente

como V = Cx⊕Cy⊕C(xy). Puesto que x(xy) es ortogonal a Cx y C(xy), entonces

x(xy) = αy para un cierto α ∈ C. Por flexibilidad, (xy)x = x(yx) = −x(xy) =

−αy. De igual modo se obtiene que y(xy) = −βx y que (xy)y = βx para cierto

β ∈ C.

Linearizando la identidad flexible se obtiene que para cualquier c ∈ C,

(xy)(c(xy)) + ((c(xy))y)x = x(y(c(xy))) + (c(xy))(yx),

lo que implica que

−N(xy)c̄+ ((βx)c)x = x(c̄(−βx)) +N(xy)c.

Puesto que x2 = −1 = y2, esta última igualdad se puede escribir como −N(xy)c̄−

βc̄ = β̄c+N(xy)c. Agrupando términos se tiene que −(N(xy)+β)c̄ = (β̄+N(xy))c.

Al ser c arbitrario, esto implica que β = −N(xy) = −λ. Queda demostrado enton-

ces que (xy)y = −λx = y(xy).

Considerando el triple básico (y, x, yx) en lugar de (x, y, xy) obtenemos que

x(xy) = (yx)x = −λy, por lo que α = −λ.

Lema 3.3.5. La forma bilineal σ : V × V → C, dada por

σ(x, y) = −πC(xy),

es una forma hermı́tica en el C-espacio vectorial V .

Demostración. Dados x, y ∈ V , escribimos y = ax + z con z ∈ V perpendicular a

Cx. De este modo,

σ(x, y) = −πC(xy) = −πC(b̄(−N(x))) = N(x)b̄,

σ(y, x) = −πC(yx) = −πC((bx)x) = −πC(−N(x)b) = N(x)b̄ = σ(x, y).

Claramente σ(x, x) = N(x). Finalmente,

σ(ax, y) = −πC((ax)y) = −πC((xy)a) = −πC(xy)a = −aπC(xy) = aσ(x, y).
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Sea O(λ) = C4, {e1, . . . , e4} la base canónica de O(λ) y λ ∈ R con λ > 0. Se

define el producto eiej mediante la tabla

e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 −e1 e4 −λe3

e3 e3 −e4 −e1 λe2

e4 e4 λe3 −λe2 −λe1

ce1 dej

ae1 ace1 adej

bei bc̄ei bd̄(eiej)

con a, b, c, d ∈ C e i, j ≥ 2. Como antes, la aplicación σ : O(λ) × O(λ) → C dada

por σ(x, y) = −πCe1(xy) es una forma hermı́tica en V = Ce2 ⊕ Ce3 ⊕ Ce4 con la

estructura de C = Ce1 espacio vectorial.

Teorema 3.3.6. Un álgebra real de dimensión ocho A es un álgebra de división

flexible con núcleo alternativo generalizado de dimensión mayor o igual que dos si

y solamente si es isomorfa a un álgebra O(λ) para algún λ > 0.

Demostración. Veamos primero la implicación directa. Si se elige un triple básico

(x, y, xy) de A entonces la aplicación

1 7→ e1, x 7→ e2, y 7→ e3, xy 7→ e4

extendida por C-linealidad proporciona un isomorfismo entre A y O(λ), donde

λ = N(xy).

Para probar el rećıproco, bastaŕıa comprobar que Ce1 ⊆ Nalt(O(λ)), que O(λ)

es flexible y que es de división. Sea C = Ce1 y V = Ce2 ⊕ Ce3 ⊕ Ce4. La primera

y la tercera afirmación son una comprobación directa.

Para probar que el álgebra O(λ) es un álgebra de división, consideramos un

operador de multiplicación a izquierda no invertible La+v con a ∈ C y v ∈ V . Puesto

que La es invertible si 0 6= a ∈ C entonces necesariamente v 6= 0. Reescalando el

vector v, se puede asumir que su norma σ(v, v) es uno. Por el Lema 3.3.3, podemos

encontrar una C-base {x = v, y, xy} de V con σ(x, y) = σ(x, xy) = σ(y, xy) = 0

y σ(x, x) = σ(y, y) = 1. El Lema 3.3.4 muestra que La+v(C + Cx) ⊆ C + Cx y

que La+vCy + C(xy) ⊆ Cy + C(xy), por lo que para probar la biyectividad de
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La+v podemos hacerlo independientemente en (C+Cx) y Cy+C(xy). Puesto que

C+Cx es isomorfa al álgebra H y a+v ∈ C+Cx entonces la restricción de La+v a

este subespacio es biyectiva. En cuanto a su restricción al subespacio Cx+C(xy),

(a+ v)(by + c(xy)) = aby + ac(xy) + b̄xy − c̄N(xy)y,

que será nulo si y solamente si abc = N(c)N(xy) y abc = −N(b). Estas condiciones

solamente son compatibles en el caso en que b = c = 0.

La biyectividad del operador de multiplicación a izquierda La+v puede ser pro-

bada directamente sin utilizar este proceso de reducción con la ayuda de un progra-

ma de cálculo simbólico. El operador de multiplicación a izquierda por el elemento

genérico x1e1 + y1ie1 + x2e2 + y2ie2 + x3e3 + y3ie3 + x4e4 + y4ie4 tiene matriz

coordenada en base {e1, ie1, e2, ie2, e3, ie3, e4, ie4} a

x1 −y1 −x2 −y2 −x3 −y3 −λx4 −λy4

y1 x1 −y2 x2 −y3 x3 −λy4 λx4

x2 y2 x1 −y1 −λx4 λy4 λx3 −λy3

y2 −x2 y1 x1 λy4 λx4 −λy3 −λx3

x3 y3 λx4 −λy4 x1 −y1 −λx2 λy2

y3 −x3 −λy4 −λx4 y1 x1 λy2 λx2

x4 y4 −x3 y3 x2 −y2 x1 −y1

y4 −x4 y3 x3 −y2 −x2 y1 x1


cuyo determinante es

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + y2
1 + y2

2 + y2
3+

λ
(
x2

4 + y2
4

))2 (
x2

1 + y2
1 + λ

(
x2

2 + x2
3 + y2

2 + y2
3 + λ

(
x2

4 + y2
4

)))2
,

que claramente no toma el valor cero en ningún punto si y solamente si λ > 0.

Proposición 3.3.7. El álgebra O(λ) es isomorfa a los octoniones O si y solamente

si λ = 1.

Demostración. Si O(λ) es alternativa entonces, e3(e3e4) = (e3e3)e4 implica que

−λe3e2 = −e4, es decir, −λe4 = −e4 o equivalentemente λ = 1.
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Rećıprocamente, es sencillo probar que el álgebra O(1) es isomorfa al álgebra

O.

Lema 3.3.8. Si λ 6= 1 entonces Nalt(O(λ)) = Ce1.

Demostración. Si Nalt(O(λ)) 6= C = Ce1 entonces existiŕıa y ∈ Nalt(O(λ)) tal que

σ(x, y) = 0 con x = e1 y σ(y, y) = 1. Usando el triple básico (x, y, xy) encontramos,

como en la demostración de la proposición anterior, que y(y(xy)) = y2(xy) implica

que N(xy) = 1, y que O(λ) es isomorfa a los octoniones, por lo que λ = 1.

Lema 3.3.9. La aplicación

σ(u, v, w) = σ(u, uv)

es una forma C-trilineal alternada en V .

Demostración. Puesto que u(vv) = −N(v)u ∈ V para cualesquiera u, v ∈ V en-

tonces πC(u(vv)) = 0. Linealizando esta igualdad se obtiene que

σ(u, v, w) = −πC(u, vw) = πC(u,wv) = −σ(u,w, v).

De igual modo, u(uw) ∈ Cw implica que σ(u, u, w) = 0. Linealizando en u se

obtiene que σ(u, v, w) = −σ(v, u, w). Queda probado aśı que σ(u, v, w) es alternada.

Ahora,

σ(u, v, aw) = σ(u, v(aw)) = −πC(u, (vw)a) = −πC(a, u(vw))

= −aπC(u, vw) = aσ(u, v, w),

que por la alternacia implica que σ(u, v, w) es C-trilineal.

Las álgebras O(λ) poseen una rica estructura de automorfismos. Sea

S = {ϕ ∈ GLC(V ) | σ(ϕ(v), ϕ(w)) = σ(v, w)∀v,w∈V y det(ϕ) = 1}.

Los elementos de S pueden extenderse, y aśı los pensaremos, a aplicaciones C-

lineales de V en V cuya restricción a C es la identidad. Dichas aplicaciones forman
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3.3 Álgebras de división de dimensión ocho

un grupo compacto isomorfo a SU(3). Además del grupo S es conveniente destacar

la aplicación

κ : ae1 + be2 + ce3 + de4 7→ āe1 + b̄e2 + c̄e3 + d̄e4

Proposición 3.3.10. Si λ 6= 1 entonces el conjunto de automorfismos de O(λ) es

S t κS.

Demostración. Dado un automorfismo ϕ, componiendo con κ si es preciso y pues-

to que ϕ necesariamente preserva el núcleo alternativo C = Ce1 de O(λ), po-

demos suponer que la restricción de ϕ a C es la identidad. Esto implica que

σ(v, w) = ϕ(σ(v, w)) = σ(ϕ(v), ϕ(w)). Puesto que también ϕ conserva la forma

trilineal σ(u, v, w) entonces

σ(u, v, w) = σ(ϕ(u), ϕ(v), ϕ(w)) = det(ϕ)σ(u, v, w),

lo que prueba que det(ϕ) = 1.

Sea ahora una aplicación ϕ ∈ S y consideramos un triple básico (x, y, xy).

El conjunto (ϕ(x), ϕ(y), ϕ(xy)) cumple que σ(ϕ(x), ϕ(y)) = σ(x, y) = 0 y que

σ(ϕ(x), ϕ(x)) = 1 = σ(ϕ(y), ϕ(y)), pero sin embargo podŕıa no ser un triple básico

ya que a priori no sabemos si ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) o no. Puesto que σ(ϕ(xy), ϕ(x)) =

σ(ϕ(xy), ϕ(y)) = 0, entonces existe d ∈ C tal que ϕ(xy) = dϕ(x)ϕ(y). Ahora bien,

σ(ϕ(xy), ϕ(x), ϕ(y)) =

 det(ϕ)σ(xy, xy) = λ det(ϕ) = λ

σ(ϕ(xy), d−1ϕ(xy)) = d̄−1σ(ϕ(xy), ϕ(xy)) = d̄−1λ

implica que d = 1, y que por lo tanto ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). Puesto que ϕ actúa como

la identidad en C, es claro que ϕ es un automorfismo de O(λ).

Proposición 3.3.11. Dos álgebras O(λ) y O(λ′) son isomorfas si y solamente si

λ = λ′.

Demostración. Podemos suponer que λ 6= 1 6= λ′. Sea ϕ : O(λ) → O(λ′) un iso-

morfismo. Identificamos el núcleo alternativo generalizado, C, de O(λ) con el de

O(λ′). Componiendo ϕ con κ, podemos suponer que la restricción de ϕ a C es la
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identidad. Identificaremos también el correspondiente espacio V de O(λ) con el de

O(λ′).

Observemos primero que si (x, y, xy) es un triple básico en O(λ) y cambiamos y

por otro elemento z ∈ V , con σ(x, z) = 0 y σ(z, z) = 1, entonces z = ay+b(xy) para

ciertos a, b ∈ C. Puesto que σ(z, z) = 1, entonces N(a) +λN(b) = 1. De este modo

la norma de xz queda N(xz) = N(ā(xy)−λb̄y) = λN(a)+λ2N(b) = λ(1−λN(b))+

λ2N(b) = λ. Es decir, el valor λ no se altera al cambiar el segundo elemento (y

consecuentemente el tercero) en un triple básico. Dados dos triples básicos, (x, y, xy)

y (x′, y′, x′y′), podemos tomar z ∈ V tal que σ(z, x) = 0 = σ(z, x′) y σ(z, z) = 1. A

partir de los triples básicos (x, y, xy) y (x, z, xz) obtenemos que N(xy) = N(xz) ya

que comparten el primer elemento. A partir de (x′, y′, x′y′) y (x′, z, x′z) se obtiene

que N(x′y′) = N(x′z) y finalmente a partir de los triples (x, z, xz) y (x′, z, x′z)

se obtiene que N(xz) = N(x′z). A través de las igualdades hasta ahora obtenidas

llegamos a que N(xy) = N(x′y′). De este modo queda claro que el valor de N(xy),

es decir λ, no depende del triple básico de partida.

Puesto ϕ env́ıa un triple básico de O(λ) a un triple básico de O(λ′) entonces

necesariamente λ = λ′.

3.3.2. Núcleo alternativo generalizado de dimensión mayor

que dos

En este apartado A denotará un álgebra real de división de dimensión ocho.

Proposición 3.3.12. Si Nalt(A) no es un álgebra de Lie entonces A ∼= O.

Demostración. En primer lugar, Nalt(A) = R1⊕ {a ∈ Nalt(A) | t(La) = 0} es una

descomposición de Nalt(A) como suma directa de dos ideales. Para que Nalt(A) no

sea un álgebra de Lie se necesita que el segundo ideal en la descomposición anterior

de Nalt(A) no sea un álgebra de Lie. En particular, la dimensión de este conjunto

ha de ser mayor o igual que cuatro. De este modo, Nalt(A) posee dimensión mayor

o igual que 5 y, por lo tanto, el álgebra que genera es exactamente A. En parti-

cular, A es un álgebra real de dimensión ocho generada por su núcleo alternativo
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generalizado. Por [35], puesto que A es un álgebra simple central, se tiene que o

bien el álgebra derivada Nalt(A)′ = [Nalt(A),Nalt(A)] contiene un ideal isomorfo

al álgebra simple excepcional siete-dimensional, o bien A es un álgebra asociati-

va. Como Nalt(A) no es un álgebra de Lie entonces debe darse necesariamente la

primera posibilidad. Ahora bien, en tal caso Nalt(A) = A, y por lo tanto A es un

álgebra alternativa de división central (de dimensión ocho) no asociativa, es decir

A ∼= O.

Lema 3.3.13. Si Nalt(A) es un álgebra de Lie de dimensión mayor que dos, en-

tonces Nalt(A) es cerrado por el producto de A y es isomorfa a H.

Demostración. Puesto que Nalt(A) es un álgebra de Lie entonces genera una subál-

gebra asociativa de A. Por la restricción en la dimensión, esta subálgebra ha de ser

isomorfa a H. Puesto que cualquier subálgebra de H− de dimensión mayor que dos

es H−, entonces se sigue el enunciado del lema.

En lo siguiente identificaremos Nalt(A) con los cuaternios H. Dado a ∈ H, puesto

que (La, Ta,−La) es una derivación ternaria entonces (La, Ua, L−1
a ), con Ua =

LaRa, es un automorfismo ternario. Del mismo modo (Ra, R−1
a , Ua) es también un

automorfismo ternario.

El siguiente lema se basa en [28].

Lema 3.3.14. Sean i, j ∈ H ⊆ A tales que i2 = −1 = j2, ij = −ji. Se tiene que

σ = RjiRjRi

es un automorfismo de orden dos cuya restricción a H es la identidad.

Demostración. Puesto que (RjiRjRi,−R−1
ji R

−1
j R−1

i ,−UjiUjUi) es un automorfis-

mo ternario y además

RjiRjRi(1) = (ij)(ji) = −(ij)(ij) = 1,

−R−1
ji R

−1
j R−1

i (1) = −((−i)(−j))(−ji) = 1,
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entonces σ = RjiRjRi = −R−1
ji R

−1
j R−1

i = −UjiUjUi es un automorfismo. El

cuadrado de σ es

σ2 = RjiRjRiRjiRjRi = −RjiRjRiRjiRiRiRjRi

= RjiRjRijiiRiRjRi = −RjiRjRijRiRjRi = −RjijjiRiji

= −RjRj = Id .

Claramente, puesto que H es asociativa, σ fija a H. Como el subespacio de ele-

mentos fijos por σ es una subálgebra, entonces se trata de H o de A. En el se-

gundo caso se tiene que (x, i, j) = 0 ∀x∈A. Puesto que i, j ∈ Nalt(A) entonces

(x, i, j) = −(x, j, i) = −(i, x, j) = (j, x, i) = (i, j, x) = −(j, i, x) = 0. Además,

(ij, x, i) = i(j, x, i) + (i, j, x)i + (i, jx, i) − (i, j, xi) = 0 [43, p.136] y de modo

análogo se puede llegar a probar que A es un H-bimódulo. El argumento de la

demostración de la Proposición 3.1.1 muestra que esto no es posible, por lo tanto

σ 6= Id.

Sea

A = H⊕ S(−1)

la descomposición de A en subespacios fundamentales para σ. Al ser σ un auto-

morfismo, esta descomposición es una Z2-graduación. Tenemos también que

(xi)j = x(ji) ∀i,j∈H,x∈S(−1)

Lema 3.3.15. Para cualesquiera a, b ∈ H y x, y ∈ S(−1) se tiene que

xa = āx,

(xa)b = x(ba),

a(bx) = (ba)x,

(ax)(bx) = b̄x2a con x2 ∈ H,

donde ā denota la imagen de a por la involución estándar de H.
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Demostración. Si se toma como C cualquier subálgebra de dimensión dos de H,

entonces, al ser S(−1) estable por la multiplicación por elementos de H, se sigue

que también lo es por la multiplicación por elementos de C y que por lo tanto

S(−1) ⊆ V . De este modo xa = āx ∀a∈H.

La segunda igualdad se ha probado ya para ciertos i, j que definen el automor-

fismo de orden dos σ en el Lema 3.3.14. Primero probaremos que el automorfismo

no depende de la elección de i y j, siempre que cumplan las hipótesis del Lema

3.3.14. En efecto, si cambiamos j por j′ = αj + βij, con α2 + β2 = 1, entonces

Rj′iRj′Ri = R(αj+βij)iRαj+βijRi

= α2RjiRjRi + β2RjRijRi + αβRi − βαRi

= α2RjiRjRi + β2RjRijRi = (α2 + β2)RjiRjRi

= σ.

Si en lugar de cambiar solamente j por j′ cambiamos también i por otro i′ entonces,

tomando z ∈ H tal que z2 = −1 y que iz = −iz, i′z = −zi′, σ = RjiRjRi =

RziRzRi = Rzi′RzRi′ = Rj′i′Rj′Ri′ .

Ahora que ya sabemos que (xa)b = x(ba) para cualesquiera i, j ∈ H tales

que a2 = b2 = −1 y ab = −ba, puesto que si a, b son linealmente dependientes

la igualdad del enunciado es trivial, resulta sencillo probarlo para elementos a, b

linealmente independientes. Por lo tanto la igualdad es cierta para cualesquiera

a, b.

La tercera igualdad es una consecuencia inmediata de la primera y segunda.

En cuanto a la última igualdad, (ax)(bx) = b̄((ax)x) = b̄(x2a) = b̄x2a, debido

a que S(−1) ⊆ V .

Se tiene ahora suficiente información para recuperar las álgebras que se están

considerando en este apartado. Dada el álgebra de cuaternios H y u ∈ H se define

H(u) como el espacio vectorial H×H con el producto dado por

(a, b)(c, d) = (ac+ d̄ub, da+ bc̄).
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Proposición 3.3.16. El álgebra H(u) es un álgebra de división si, y solamente si,

u no es un número real positivo o nulo.

Demostración. Podemos suponer que u 6= 0, ya que si u = 0 entonces (0, 1)(0, 1) =

(0, 0). Sea (a, b)(c, d) = (0, 0) con (a, b) 6= (0, 0) 6= (c, d). Se tiene que ac + d̄ub =

0 = da + bc̄. Si c = 0 entonces da = 0 = d̄ub, lo que implica que o bien d = 0 o

bien (a, b) = (0, 0). En cualquier caso se obtiene una contradicción. Por lo tanto

c 6= 0. Del mismo modo se puede suponer también que a 6= 0. Podemos despejar

b = − dac
N(c) y sustituirla en ac + d̄ub = 0 para aśı obtener que ac − d̄udac

N(c) = 0.

Simplificando se tiene que d̄ud = N(c)

u = N(c)N(d)−1.

Por lo tanto u es un número real positivo o nulo si existen divisores de cero. El

rećıproco es sencillo, puesto que en el proceso de deducción que hemos llevado a

cabo casi todas los pasos son equivalencias.

Proposición 3.3.17. Para cualquier 0 6= v ∈ H y λ > 0 se tiene que H(u) ∼=

H(λv−1uv).

Demostración. Identifiquemos H × 0 con H y 0 × H con Hx donde x = (0, 1).

Con estas identificaciones, la fórmula del producto en H(u) es (a + bx)(c + dx) =

(ac + d̄ub) + (da + bc̄)x. Si se cambiase x por x′ = vx, con 0 6= v ∈ H, el

producto (a + bx′)(c + dx′) quedaŕıa (ac + d̄(x′)2b) + (da + bc̄)x′. Puesto que

(x′)2 = (vx)(vx) = v̄x2v = N(v)v−1uv, entonces H(u) ∼= H(N(v)v−1uv) que

corresponde a la afirmación del enunciado.

Esta proposición permite normalizar el elemento u que aparece en H(u), de

modo que puede asumirse que su norma es uno.

Corolario 3.3.18. Dados u, u′ ∈ H con N(u) = N(u′) = 1, se tiene que H(u) ∼=

H(u′) si y solamente si T (u) = T (u′).

Demostración. Basta recordar que dos elementos no nulos u, u′ ∈ H son conjugados

si y solamente si N(u) = N(u′) y T (u) = T (u′).
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Proposición 3.3.19. Si u es un número real negativo entonces H(u) es isomorfa

a O, mientras que si u 6∈ R entonces el núcleo alternativo generalizado de H(u) es

H.

Demostración. Si u es un número real negativo entonces H(u) ∼= H(−1) ∼= O. Sea

u un número no real. Si el núcleo alternativo generalizado de H(u) no fuese H,

entonces existiŕıa (0, d) para cierto 0 6= d ∈ H. De este modo

(0, d)(0, d) · (0, d) =

 (d̄ud, 0)(0, d) = (0, dd̄ud) = N(d)(0, ud)

(0, d) · (0, d)(0, d) = (0, d)(d̄ud, 0) = N(d)(0, ūd)

lo que implicaŕıa que ū = u, lo que no es cierto.

3.4. Álgebras de división con la propiedad de in-

versión a izquierda

Aunque se han visto las restricciones que el núcleo alternativo generalizado

impone al producto en una estructura algebraica, quizás en el caso de álgebras de

división existen otros tipos de clasificación que también son de interés. En esta

sección desarrollamos un tipo de clasificación en esta ĺınea. Sin embargo, será en el

siguiente caṕıtulo donde veamos que el estudio utilizando derivaciones ternarias es

una extensión natural del estudio mediante el núcleo alternativo generalizado.

Una propiedad usual en álgebra asociativa es que si un operador de multipli-

cación es invertible entonces su inverso es de nuevo un operador de multiplicación

del mismo tipo (a izquierda o a derecha).

A es un álgebra de división si los operadores de multiplicación a izquierda La

y a derecha Ra son biyectivos para todo a 6= 0.

Definición 3.4.1. Diremos que un álgebra de división verifica la propiedad de

inversión a izquierda si el inverso del operador multiplicación a izquierda es otro

operador multiplicación a izquierda, esto es

L−1
a ∈ LA = {Lx |x ∈ A} para todo 0 6= a ∈ A.
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Son ejemplos de álgebras de división que cumplen esta propiedad R, C, H y O.

En todas ellas se verifica que si x 6= 0 entonces L−1
x = Lx−1 y R−1

x = Rx−1 , con

x−1 = x̄
n(x) .

Si A es un álgebra de división y φ1, φ2, φ3 ∈ GL(A) entonces podemos considerar

el producto

x ◦ y := φ−1
1 (φ2(x)φ3(x)),

para el cual L◦x = φ−1
1 Lφ2(x)φ3 es biyectiva si x 6= 0 y R◦y = φ−1

1 Rφ3(y)φ2 es

biyectiva si y 6= 0. Con este producto (A, ◦) es álgebra de división. En el Teorema

3.4.5 se probará que todas las álgebra de división que cumplen la propiedad de

inversión a izquierda se pueden describir de este modo.

Conviene recordar la identidad de Hua [27], que dice que para cualesquiera ele-

mentos x, y en un álgebra asociativa unitaria, tales que x, y, xy−1, sean invertibles,

se cumple que

xyx = x− (x−1 + (y−1 − x)−1)−1. (3.2)

Si A es un álgebra de división con la propiedad de inversión a izquierda entonces

podemos definir

S : A \ {0} → A \ {0}

a 7→ S(a) = a−1

determinada por L−1
a = La−1 = LS(a). Claramente S es biyectiva, y verifica que

S2 = Id.

Proposición 3.4.2. Sea A un álgebra de división que cumple la propiedad de

inversión a izquierda. Se tiene que LaLbLa ∈ LA ∀a,b∈A.

Demostración. En el caso en que La, Lb y LaLb − Id sean invertibles, entonces

la identidad de Hua proporciona el resultado. Si a o b son nulos, el resultado es

inmediato. Finalmente si LaLb − Id no es inversible pero a 6= 0 6= b entonces

Lb − L−1
a no es invertible, pero como L−1

a ∈ LA esto significa que Lb = L−1
a y en

tal caso el resultado es de nuevo inmediato.

90
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Nos gustaŕıa sin embargo incluir una demostración alternativa que sirve sola-

mente para álgebras reales de dimensión finita, y que descansa en nociones básicas

de cálculo diferencial. Esto prueba en qué forma resultados obtenidos inicialmente

de forma anaĺıtica, pueden rescatarse en un contexto más general mediante técnicas

algebraicas como la identidad de Hua.

Lema 3.4.3. Sea A un álgebra real de dimensión finita que satisface la propiedad

de inversión a izquierda. Se tiene que LaLbLa ∈ LA ∀a, b ∈ A.

Demostración. Para a 6= 0 y b cualquiera en A consideramos la curva

γ : (−ε, ε) → A \ {0} → A \ {0}

t 7→ La−tb 7→ L−1
a−tb

donde ε es suficientemente pequeño como para que 0 6∈ {a−tb | t ∈ (−ε, ε)}. Puesto

que esta aplicación es composición de diferenciables, entonces es diferenciable en

(−ε, ε), y cumple que La−tbγ(t) = Id por lo que (La − tLb)γ(t) = Id . Derivando

esta expresión

−Lbγ(t) + (La − tLb)γ̇(t) = 0,

que para t = 0 es

γ̇(0) = L−1
a LbL

−1
a .

Como γ(t) ∈ LA, que es un subespacio vectorial de EndR(A), y por lo tanto es

cerrado en la topoloǵıa usual entonces γ̇(0) = ĺımh→0
γ(t)−γ(0)

h está en LA, es decir,

L−1
a LbL

−1
a ∈ LA ∀0 6= a ∈ A y ∀b ∈ A.

Al ser la aplicación S biyectiva, se tiene que LaLbLa ∈ LA para cualesquiera a, b

en A (si a = 0 el resultado es obvio).

Fijado u ∈ A no nulo podemos definir un nuevo producto

x ? y = R−1
u (x)L−1

u (y),

que verifica que
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e ? x = x = x ? e con e = u2,

(L?a)−1 =
(
LuL

−1

R−1
u (x)

Lu

)
L−1
u ∈ L?A para todo a 6= 0.

Por lo tanto, salvo isotoṕıa podemos suponer que A posee elemento identidad e.

Teorema 3.4.4. (A, ∗) es un álgebra de división alternativa.

Demostración. Puesto que L?aL
?
bL

?
a ∈ L∗A, evaluando este operador en el elemento

identidad e se tiene que

L?aL
?
bL

?
a = L?a?(b?a).

Con b = e se obtiene que (A, ?) es un álgebra de división alternativa a izquierda.

Por [43] se sigue que (A, ?) es un álgebra de división alternativa.

Centrémonos ahora en el caso real, donde se puede dar un paso más gracias al

Teorema de Segre [42], que asegura que un álgebra real de división siempre posee

algún elemento idempotente no nulo.

Teorema 3.4.5. Sea A un álgebra real de división de dimensión finita. Se tiene

que A satisface la propiedad de inversión a izquierda si, y solamente si, es isomorfa

a un álgebra cuyo producto está dado por ϕ(x) ? σ(y), donde (A, ?) es un álgebra

isomorfa a R,C,H o O con elemento identidad e, σ es un automorfismo de (A, ?)

tal que σ2 = Id y ϕ ∈ GL(A) es una aplicación lineal biyectiva que fija a e.

Demostración. En la construcción anterior del producto ?, podemos comenzar con

un idempotente u, ya que por el Teorema de Segre toda álgebra real de división finta

posee idempotentes no nulos. Aśı pues, e = u2 = u es idempotente y el producto

de A se recupera como

xy = Re(x) ? Le(y),

con (A, ?) un álgebra alternativa de división de dimensión finita con elemento

identidad e, es decir, (A, ?) es isomorfa a R,C,H o O. Sean ϕ = Re y σ = Le,

y observemos, ya que va a ser muy importante, que ϕ(e) = e = σ(e).

La propiedad de inversión a izquierda se traduce en que σ−1
(
L?ϕ(x)

)−1

σ−1σ ∈

L?A, es decir, existe φ ∈ GL(A) tal que σ−1L?xσ
−1 = L?φ(x). Evaluando esta igualdad
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en e se obtiene que σ−1(x) = φ(x). De este modo,

σ−1L?xσ = L?σ−1(x)

y σ es un automorfismo de (A, ?).

Puesto que σ es un automorfismo, entonces L?σ−1(x)σ
−2 = σ−1L?xσ

−1 = L?φ(x) =

L?σ−1(x) implica que σ2 = Id.

La afirmación rećıproca es obvia, por lo que no la presentamos.

3.4.1. Álgebras de división flexibles con la propiedad de in-

versión a izquierda

Puesto que la clasificación salvo isomorfismo de las álgebras que aparecen en el

Teorema 3.4.5 parece ser excesivamente compleja, nos limitaremos a su clasificación

imponiendo algunas identidades no muy restrictivas.

Teorema 3.4.6. Sea A un álgebra real de división de dimensión finita que satisface

la propiedad de inversión a izquierda. Si A es además flexible entonces, o bien A

es un álgebra alternativa, o bien A es un álgebra para-Hurwtiz de dimensión dos.

Demostración. Nos basaremos en la descripción del Teorema 3.4.5, pero para evitar

la excesiva aparición del śımbolo ? asumiremos que es el producto de A el que

denotaremos por x ? y, mientras que el del álgebra alternativa lo denotaremos

simplemente por xy.

La identidad flexible es (x ? y) ? x = x ? (y ? x). En términos del producto

alternativo y de las aplicaciones ϕ y σ se tiene que

ϕ(ϕ(x)σ(y))σ(x) = ϕ(x)(σϕ(y)x). (3.3)

Evaluando esta identidad en el elemento identidad x = 1 se tiene que ϕσ(y) =

σϕ(y). Utilizando esta nueva relación y cambiando y por σ(y) se obtiene que

ϕ(ϕ(x)y)σ(x) = ϕ(x)(ϕ(y)x).

Con y = 1 esta igualdad implica que

ϕ2(x)σ(x) = ϕ(x)x.
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Puesto que σ2 = Id, entonces A = S(1)⊕S(−1) donde S(±1) denota el subespacio

fundamental de valor propio ±1 de σ. Si x ∈ S(1) entonces se sigue que ϕ2(x)x =

ϕ(x)x, por lo que simplificando x se tiene que ϕ2(x) = ϕ(x). Por ser ϕ biyectivo

concluimos que ϕ(x) = x = σ(x). Si σ(x) = −x entonces −ϕ2(x)x = ϕ(x)x, y

obtendŕıamos que ϕ(x) = −x = σ(x). Concluimos pues que

ϕ = σ.

Volviendo a (3.3),

(xy)σ(x) = σ(x)(yx).

Linealizando en x se tiene que

(xy)σ(z) + (zy)σ(x) = σ(x)(yz) + σ(z)(yx).

Evaluando en x = 1 se logra yσ(z) + zy = yz + σ(z)y, o lo que es lo mismo

[y, σ(z)− z] = 0,

por lo que o bien dimA = 2 o bien σ = Id. En el primer caso (A, ?) es isomorfa

a C o a un álgebra para-Hurwitz de dimensión dos. En el segundo caso (A, ?) es

alternativa.

3.4.2. Álgebras de división de potencias tres asociativas con

la propiedad de inversión a izquierda

Examinaremos ahora el caso más general en el que el álgebra cumpla la asociati-

vidad de las terceras potencias. El resultado que alcanzamos es que una tal álgebra

es nuevamente, o bien un álgebra alternativa, o bien un álgebra para-Hurwitz de

dimensión dos. Sin embargo, es interesante observar que mientras que en la demos-

tración del Teorema 3.4.6 no se ha necesitado extender escalares al cuerpo de los

números complejos, en este caso una demostración sin esta extensión parece com-

plicada. Se pone aśı de manifiesto la importancia de la descomposición de Peirce

para resolver determinados problemas.
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3.4 Álgebras de división con la propiedad de inversión a izquierda

Como en el caso flexible, intercambiaremos la notación en la descripción del

Teorema 3.4.5 de modo que el producto de A se denotará por x ? y, mientras que

el del álgebra alternativa se denotará por xy. El elemento identidad del álgebra

alternativa se denotará por e. De este modo

x ? y = ϕ(x)σ(y), (3.4)

con ϕ ∈ GL(A), ϕ(e) = e y σ ∈ Aut(A), σ2 = Id.

La asociatividad de terceras potencias en (A, ?) es equivalente a

ϕ(ϕ(x)σ(x))σ(x) = ϕ(x)(σ(ϕ(x))x). (3.5)

En lo que sigue se asumirá que (A, ?) satisface la asociatividad de terceras

potencias.

Lema 3.4.7. Si σ = Id entonces el álgebra (A, ?) definida por (3.4) es alternativa.

Demostración. La asociatividad de terceras potencias se lee en este caso como

ϕ(ϕ(x)x)x = ϕ(x)(ϕ(x)x).

Puesto que A es alternativa entonces ϕ(ϕ(x)x) = ϕ(x)2. Linealizando esta identi-

dad obtenemos

ϕ(ϕ(y)x) + ϕ(ϕ(x)y) = ϕ(x)ϕ(y) + ϕ(y)ϕ(x).

Evaluando en y = e, y como ϕ(e) = e, se tiene que

ϕ(x) + ϕ2(x) = ϕ(x) + ϕ(x),

lo que implica que ϕ2(x) = ϕ(x). Puesto que ϕ es biyectiva entonces necesariamente

ϕ = Id y (A, ?) es alternativa.

Lema 3.4.8. Sea A un álgebra real de dimensión menor o igual que dos que satis-

face la propiedad de inversión a izquierda. Si A satisface además la asociatividad

de las terceras potencias entonces A es o bien un álgebra alternativa o un álgebra

para-Hurwitz de dimensión dos.
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Demostración. Utilizaremos la descripción del producto de A dada por (3.4).

Evidentemente basta considerar el caso en que dimA = 2. Por el Lema 3.4.7

también podemos suponer que σ 6= Id. Puesto que dimA = 2 entonces A ∼= C los

números complejos y necesariamente σ es la conjugación compleja. Sea i la unidad

imaginaria. Se tiene que ϕ(i) = α0 + α1i con α0, αi ∈ R. Evaluando (3.5) en x = i

se tiene que

ϕ((α0 + iα1)(−i)) = −α2
0 − α2

1.

Aplicando nuevamente que ϕ(i) = α0 + iα1 se obtiene que

α0α1 = 0 y α2
1 = −α1.

Puesto que α1 6= 0, ya que sino ϕ no seŕıa biyectiva, entonces α0 = 0 y α1 = −1.

Por lo tanto ϕ es la conjugación compleja. Queda probado pues que A es un álgebra

para-Hurwitz de dimensión dos.

Lema 3.4.9. Sea A un álgebra real de división de dimensión finita que satisface

la propiedad de inversión a izquierda cuyo producto viene descrito por (3.4). Si A

satisface la asociatividad de terceras potencias entonces se tiene que

ϕσ = σ − ϕ+ Id y σϕ = ϕ2 − 2ϕ+ 2σ.

Demostración. Linealizando (3.5) y evaluando en x = e se tiene que

ϕ2 + ϕσ + σ = ϕ+ σϕ+ Id . (3.6)

Fijemos ahora b ∈ S(1;σ), un vector propio de σ de valor propio 1. Aplicando

(3.6) se tiene que

ϕ2(b) = σϕ(b). (3.7)

Si aplicamos (3.6) a ϕ(b) obtenemos que

ϕ3(b) + ϕ3(b) + ϕ2(b) = ϕ2(b) + ϕ(b) + ϕ(b),

de donde se sigue que ϕ3(b) = ϕ(b). Como ϕ es biyectiva entonces necesariamente

ϕ2(b) = b. Ahora bien, (3.7) implica en este caso que ϕ(b) = b.
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Puesto que la imagen de σ+Id está contenida en S(1;σ), entonces (ϕ− Id)(σ+

Id) = 0, es decir,

ϕσ = σ − ϕ+ Id .

Sustituyendo el valor de ϕσ en (3.6) se tiene que

σϕ = ϕ2 − 2ϕ+ 2σ.

Teorema 3.4.10. Sea A un álgebra real de división de dimensión finita que satis-

face la propiedad de inversión a izquierda. Si A satisface además la asociatividad

de terceras potencias entonces o bien A es alternativa o bien A es un álgebra para-

Hurwitz de dimensión dos.

Demostración. Utilizaremos la descripción de A del Teorema 3.4.5 pero con la

notación de (3.4). El caso en que σ = Id o que la dimensión de A sea menor o igual

que dos ya se ha tratado por lo que se asumirá que σ 6= 1 y que dimA ≥ 4.

Recordemos que se ha visto en la demostración del Lema 3.4.9, y es también

consecuencia de que ϕσ = σ − ϕ+ Id, que para cualquier b ∈ S(1;σ) elemento fijo

por σ se tiene que ϕ(b) = b.

Extendiendo escalares al cuerpo de los números complejos podemos encon-

trar una base estándar {e1, e2, u1, v1} (dimA = 4) o {e1, e2, u1, u2, u3, v1, v2, v3}

(dimA = 8) tal que, o bien {e1, e2} (dimA = 4), o bien {e1, e2, u1, v1} (dimA = 8)

sea una base de S(1;σ). Una base de S(−1;σ) seŕıa {u1, v1} (dimA = 4) o

{u2, u3, v2, v3} (dimA = 8). Linealizando (3.5) y evaluando en x = e1 se tiene

que

ϕ(ϕ(y)e1)e1 + ϕ(e1σ(y))e1 + e1σ(y) = ϕ(y)e1 + e1σ(ϕ(y))e1 + e1y,

o equivalentemente

e1σ(y)− e1y = −ϕ(ϕ(y)e1)e1 − ϕ(e1σ(y))e1 + ϕ(y)e1 + e1σ(ϕ(y))e1.

Multiplicando a derecha por el idempotente e1 obtenemos que

e1σ(y)− e1y = e1σ(y)e1 − e1ye1 ∀y∈A.
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Evaluando en y = ui ∈ S(−1;σ) se tiene que

−2ui = 0,

lo que no es posible. Esto prueba el resultado.

3.5. Anexo: otra aproximación al Teorema 3.4.5

La demostración del Teorema 3.4.5 hace uso del Teorema de Segre y de la clasi-

ficación de las álgebras alternativas y las álgebras de división alternativas a un lado.

En este anexo presentamos otra aproximación usando solamente la representación

de las álgebras de Clifford reales que conduce a un resultado más débil.

Sea A un álgebra real de división de dimensión finita que verifica la propiedad

de inversión a izquierda. Por la Proposición 3.4.2, LaLbLa ∈ LA ∀a,b∈A. Fijemos

un elemento 0 6= e ∈ A. Cambiando el producto de A por el nuevo producto

xL−1
e (y), (3.8)

podemos asumir que A posee elemento identidad a izquierda e, por lo que Id ∈ LA.

La Proposición 3.4.2 asegura entonces que L2
x, L

3
x ∈ LA ∀x∈A. La subálgebra de

EndR(A) generada por Lx queda contenida en LA y es un álgebra asociativa y

conmutativa de dimensión finita sin divisores de cero, es decir, un cuerpo que

necesariamente es isomorfo o bien a R o bien a C. En cualquier caso, existe una

ecuación cuadrática

L2
x − t(x)Lx + n(x) Id = 0 ∀x∈A

de modo que n( ) es una forma cuadrática definida positiva, n(e) = 1 y t(e) = 2.

Sea V = {x ∈ A| t(x) = 0}, como L2
x = − n(x) Id ∀x∈V , entonces la inclusión

x 7→ Lx se extiende a un homomorfismo de álgebras

Clifford(V,−n( ))→ EndR(A)

y A es un Clifford(V,−n( ))–módulo irreducible.

La clasificación del álgebra de Clifford real de la forma cuadrática x2
1 + . . . +

x2
p − x2

p+1 − . . .− x2
p+q viene dada por la Tabla 3.1.
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p− q mód 8 m = n
2 p− q mód 8 m = n−1

2

0 M2m(R) 1 M2m(R)⊕M2m(R)

2 M2m(R) 3 M2m(C)

4 M2m−1(H) 5 M2m−1(H)⊕M2m−1(H)

6 M2m−1(H) 7 M2m(C)

Tabla 3.1: Clasificación de las álgebras de Clifford reales (n = p+ q).

Si denotamos por d la dimensión de A entonces n := dimV = d − 1 y como

además p = 0 encontramos las siguientes posibilidades para Clifford(V,−n( ))

1. d impar (n par): se nos plantean dos posibilidades:

Clifford(V,−n( )) ∼= M2m(R) con lo que el único módulo irreducible

tiene dimensión 2
n
2 y d = 2

d−1
2 , luego d = 1 y por tanto A ∼= R.

Clifford(V,−n( )) ∼= M2m−1(H) en este caso el módulo irreducible tendŕıa

dimensión 4·2m−1 = 2m+1 y tendŕıa que verificarse que d = 2
n+2

2 = 2
d+1
2

lo que no es posible.

2. d par (n impar y m = d−2
2 ): las posibilidades para Clifford(V,−n( )) son

M2m(R)⊕M2m(R): la dimensión de los módulos irreducibles es en este

caso 2
d−2
2 = d, luego d = 8 y Clifford(V,− n( )) = M8(R)⊕M8(R)

M2m(C): en este caso d = 2 · 2 d−2
2 = 2

d
2 . Si d = 4 entonces n = 3 = q y

p − q ∼= 5 mód 8 lo que no es posible (Tabla 3.1). Śı que es posible el

caso d = 2 que implica que Clifford(V,− n()) = C

M2m−1(H)⊕M2m−1(H): ahora la dimensión de los módulos irreducibles

es 4 ·2 d−4
2 = 2

d
2 = d lo que implica que d = 4 y aparece el caso M1(H)⊕

M1(H) = H⊕H

Proposición 3.5.1. Las únicas posibilidades para la dimensión de A son d = 1, 2, 4

u 8. Las posibilidades para las correspondientes álgebras de Clifford son:

R (d = 1), C (d = 2), H⊕H (d = 4) y M8(R)⊕M8(R) (d = 8)
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El núcleo alternativo generalizado de las álgebras de división reales

Sea ahora ∗ un producto en A de modo que (A, ∗) es un álgebra Hurwitz con

elemento identidad e y misma forma cuadrática n( ). Los módulos irreducibles para

Clifford(V,−n( )) se pueden construir como:

Clifford(V,−n( )) → EndR(A)

x ∈ V 7→ L∗x

Clifford(V,−n( )) → EndR(A)

x ∈ V 7→ R∗x

En el caso en que dimA = 1, 2 es obvio que ambos módulos son isomorfos,

mientras que para d = 4, 8 se obtienen los dos módulos irreducibles no isomorfos

entre śı. Existe pues, f : A→ A lineal biyectiva tal que

f(L∗x(y)) = Lxf(y) o f(R∗x(y)) = Lxf(y)

para cualesquiera x ∈ V e y ∈ A. Puesto que las igualdades son también ciertas

para x = e entonces la restricción x ∈ V puede eliminarse. Tenemos pues que el

producto en A se recupera a partir del producto del álgebra Hurwitz (A, ∗) mediante

o bien xy = f(x ∗ f−1(y)) o xy = f(f−1(y) ∗ x), por lo que salvo isomorfismo o

bien xy = f(x) ∗ y o xy = y ∗ f(x). Observando que (A, ∗) es isomorfa a su opuesta

tenemos que, salvo isomorfismo, el producto en A es de la forma f(x) ∗ y para una

cierta aplicación lineal biyectiva f .

El producto que acabamos de describir no es realmente el de A ya que en (3.8)

se hizo un cambio. Deshaciendo este cambio concluimos que existen f, g lineales

biyectivas tales que

xy = f(x) ∗ g(y) con gL∗Ag ⊆ L∗A,

donde la condición en g es equivalente a la condición de inversión a izquierda para

A. Es evidente que el Teorema 3.4.5 mejora esta descripción, ya que permite asumir

que g es un automorfismo de cuadrado la identidad.

Se pueden caracterizar las aplicaciones g que cumplen la condición gL∗Dg ⊆

L∗D, pero puesto que la demostración es demasiado técnica, en comparación con

el carácter ilustrativo de este anexo, la obviaremos. Como ejemplo del tipo de

caracterización que se logra asumamos, por ejemplo, que (D, ∗) es un álgebra de

octoniones. Cualquier componente de un automorfismo ternario de (D, ∗), como por
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3.5 Anexo: otra aproximación al Teorema 3.4.5

ejemplo g, se escribe de forma no necesariamente única como L∗bR
∗
a

2L∗aσ para ciertos

elementos a, b y un automorfismo σ. Puede probarse que la condición gL∗Dg ⊆ L∗D
es equivalente a que g admita una descomposición g = L∗bR

∗
a

2L∗aσ donde n(a) = 1

y el automorfismo σ cumple que σ2 = Id, σ(a) ∈ Rā y σ(b) = a ∗ b ∗ a−1.
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El núcleo alternativo generalizado de las álgebras de división reales

En breve.

Los resultados que hemos presentado en este caṕıtulo relacionan las álgebras de

división reales de dimensión finita con su núcleo alternativo generalizado.

Si la dimensión del álgebra es 4 aparecen tres familias no isomorfas: los cuater-

nios, H, con Nalt(H) de dimensión 3, QI(C, u) y QII(C, u), cuyos núcleos alterna-

tivos generalizados tienen dimensión 2.

Para las álgebras de dimensión 8 hemos visto en el Teorema 3.3.6 que son de

división flexibles con núcleo alternativo generalizado de dimensión mayor o igual

que dos si y solamente si son isomorfas a un álgebra O(λ) para algún λ > 0.

Además, O(λ) es isomorfa a los octoniones si y solamente si λ = 1.

Al considerar las álgebras cuyo núcleo alternativo generalizado tiene dimensión

mayor que 2 hemos obtenido las álgebras H(u) que son de división si, y solamente

si, u no es un número real positivo o nulo. Además la Proposición 3.3.19 dice que

si u es un número real negativo entonces H(u) es isomorfa a O, mientras que si

u 6∈ R entonces el núcleo alternativo generalizado de H(u) es H.

Un resultado importante de este Caṕıtulo es el Teorema 3.4.5 que dice que

dada un álgebra A real de división de dimensión finita, se tiene que A satisface la

propiedad de inversión a izquierda si, y solamente si, es isomorfa a un álgebra cuyo

producto está dado por ϕ(x) ? σ(y), donde (A, ?) es un álgebra isomorfa a R,C,H

o O con elemento identidad e, σ es un automorfismo de (A, ?) tal que σ2 = Id y

ϕ ∈ GL(A) es una aplicación lineal biyectiva que fija a e.

Para estas álgebras reales de división de dimensión finita que satisfacen la pro-

piedad de inversión a izquierda, hemos obtenido también que si además son flexi-

bles (Teorema 3.4.6) o si satisfacen la asociatividad de terceras potencias (Teorema

3.4.10) entonces o bien son alternativas o bien son álgebras para–Hurwitz de di-

mensión 2.

Hemos terminado el Caṕıtulo con un Anexo que recoge nuestra primera apro-

ximación al Teorema 3.4.5, utilizando la clasificación de las álgebras de Clifford

reales, por razones sentimentales además de cient́ıficas.
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Caṕıtulo 4

Álgebras de división reales

de dimensión finita

Recordemos que un álgebra (no necesariamente asociativa) es de división si

para todo x 6= 0 los operadores de multiplicación a izquierda, Lx y a derecha,

Rx son invertibles. Milnor y Bott [34] y Kervaire [24] probaron que álgebras de

división reales de dimensión finita solamente aparecen en dimensiones 1, 2, 4 y 8.

La clasificación de estas álgebras está completamente desarrollada para dimensiones

1 y 2 [3, 8, 9, 10, 21, 40] pero sólo se conocen resultados parciales en dimensiones

4 y 8.

El objetivo de este caṕıtulo es examinar la familia de las álgebras de división

reales de dimensión finita usando sus derivaciones ternarias. Para ello empleamos la

teoŕıa de representación de las álgebras de Lie simples, lo que nos permite considerar

únicamente las álgebras de división reales cuyas álgebras de Lie de derivaciones

ternarias son no abelianas.

A pesar de esta restricción, la familia de álgebras de división reales de dimensión

ocho es demasiado compleja para estudiarla globalmente con nuestras herramientas.

Esto nos restringe a estudiar aquellas álgebras con una subálgebra simple de rango

toral mayor o igual que dos en su álgebra de Lie de derivaciones ternarias.
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Álgebras de división reales de dimensión finita

El caṕıtulo está estructurado como sigue. En la sección 4.1 demostramos que

el rango toral de Tder(A) de un álgebra de división real de dimensión finita A

está acotado superiormente por 2, 4, 5 ó 6, y la dimensión por 2, 4, 11 ó 30 respec-

tivamente dependiendo de si la dimensión de A es 1, 2, 4 u 8. Estas dimensiones

máximas se alcanzan en las órbitas de R, C, H y O respectivamente (Proposición

4.1.12).

Las álgebras de división reales de dimensión 1 y 2 son isótopas de R y C, luego

la teoŕıa completa es trivial en ambos casos.

En la Sección 4.2 estudiamos las álgebras de división reales de dimensión cuatro.

El Teorema 4.2.1 muestra qué dos tipos de álgebras modelizan este caso.

La Sección 4.3 se dedica a las álgebras de división reales de dimensión ocho,

donde cuatro tipos de álgebras parecen ser los modelos naturales (Teorema 4.3.1).

De hecho todas las álgebras que aparecen son de división.

En la Sección 4.4 exploramos la familia de álgebras no asociativas dadas por

(4.7). No solo el álgebra de Okubo muestra un comportamiento excepcional, tam-

bién el álgebra construida a partir de sl(4, F ) con el producto conmutativo xy +

yx− 1
2 t(xy)I tiene un álgebra de derivaciones ternarias inusualmente grande (Pro-

posición 4.4.1).

Denotaremos a los cuaternios y a los octoniones de traza cero como H0 y O0

respectivamente, x ∈ O se descompone como x = 1
2 t(x) + x0 con x0 ∈ O0, t(x) =

x + x̄ la traza de x y x 7→ x̄ la involución usual en O. Identificaremos C con

span〈1, i〉 ⊆ O y H con span〈1, i, j, ij〉 ⊆ O. Aunque en general trataremos de

evitarlo alguna vez usaremos la notación xPy para el producto de A. Cuando no

usemos esta notación la opuesta y la adjunta de A se denotarán mediante Aop

y A∗ respectivamente. Aunque en algún momento usaremos A∗ para el espacio

vectorial dual de A, el significado estará claro por el contexto. Cuando un śımbolo

en particular como ◦ represente el producto de A trataremos de reflejarlo en los

operadores de multiplicación escribiendo L◦a (resp. R◦a) en lugar de La (resp. Ra).

Las descomposiciones de productos tensoriales de módulos se han obtenido de [7].
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4.1 Derivaciones ternarias

4.1. Derivaciones ternarias

A lo largo de esta sección A denotará un álgebra de división real de dimensión

finita. Es conveniente recordar que esto implica que xA = A = Ax y dimxS =

dimS = dimSx para todo 0 6= x ∈ A y todo subespacio S, como es habitual

xS = {xa | a ∈ S} y Sx = {ax | a ∈ S}. También hay que recordar que para álge-

bras unitarias las componentes de cualquier derivación ternaria (d1, d2, d3) están

relacionadas por

d1 = d2 +Rd3(1) y d1 = d3 + Ld2(1). (4.1)

Las derivaciones ternarias de cualquier álgebra unitaria asociativa B son

{(d, d, d) | d ∈ Der(B)}+ 〈(Lb, Lb, 0), (Rb, 0, Rb) | b ∈ B〉.

En particular, Tder(R) es un álgebra de Lie abeliana de dimensión dos, Tder(C)

es un álgebra de Lie abeliana de dimensión cuatro y Tder(H) ∼= su(2) ⊕ su(2) ⊕

su(2) ⊕ 〈(Id, Id, 0), (0, Id, Id)〉, con su(2) la forma compacta de sl(2,C), que es

isomorfa a los cuaternios de división de traza cero con el producto conmutador.

Las derivaciones ternarias de cualquier álgebra alternativa con unidad B, sobre un

cuerpo de caracteŕıstica 6= 3, son

{(d, d, d) | d ∈ Der(B)}+ 〈(Lb, Tb,−Lb), (Rb,−Rb, Tb) | b ∈ B〉.

En el caso de los octoniones esto nos da

Tder(O) ∼= D4 ⊕ 〈(Id, Id, 0), (Id, 0, Id)〉,

con D4 el álgebra de Lie compacta de tipo D4 [29].

Para cualquier álgebra de división de dimensión finita podemos obtener una

isótopa unitaria mediante

x ◦ y = R−1
v (x)L−1

u (y), (4.2)

para la que el elemento uv juega el papel de unidad. Como salvo isomorfismos las

únicas álgebras de división unitaria reales de dimensión 1 o 2 son R o C, entonces
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Álgebras de división reales de dimensión finita

cualquier álgebra de división de dimensión 1 o 2 es una isótopa de R o C. Su álgebra

de derivaciones ternarias es un álgebra de Lie abeliana de dimensión 2 o 4.

4.1.1. La estructura de Tder(A)

Los resultados siguientes son equiparables a los que aparecen en [5], si bien se

refieren a conceptos diferentes.

Dado d ∈ EndR(V ) siempre existen ds, dn ∈ EndR(V ) tales que d = ds+dn, con

ds semisimple, dn nilpotente y [ds, dn] = 0. Es lo que se conoce como descompo-

sición de Jordan–Chevalley [5]. Dada (d1, d2, d3) ∈ Tder(A) cada una de las com-

ponentes de puede escribir como di = (di)s + (di)n. Llamaremos parte semisimple

(respectivamente nilpotente) de (d1, d2, d3) a ((d1)s, (d2)s, (d3)s) (respectivamente

((d1)n, (d2)n, (d3)n)).

Lema 4.1.1 ([36]). Tder(A) contiene las partes semisimple y nilpotente de todos

sus elementos.

Proposición 4.1.2. Todo elemento de Tder(A) es semisimple.

Demostración. Tanto la parte semisimple como la nilpotente de los elementos de

Tder(A) son a su vez derivaciones ternarias de A, por lo que para demostrar el

teorema lo que hemos de probar es que la única derivación ternaria nilpotente de

A es (0, 0, 0).

Sea (d1, d2, d3) ∈ Tder(A) con dnii = 0 y dni−1
i 6= 0 para algún ni ≥ 1 (i =

1, 2, 3). En caso de que n2 = 1 entonces para algún 0 6= y ∈ ker(d3) (recordemos

que los di son nilpotentes) y algún x ∈ A, d1(xy) = xd3(y) = 0 luego d1 = 0 y por

tanto (d1, d2, d3) = (0, 0, 0). El mismo argumento se puede aplicar cuando n3 = 1,

por lo que podemos suponer que n2, n3 ≥ 2. En este caso

dn2+n3−2
1 (xy) =

(
n2 + n3 − 2
n2 − 1

)
dn2−1

2 (x)dn3−1
3 (y)

implica que A = Ay ⊆ ker(dn2+n3−2
1 ) para algún 0 6= y ∈ ker(dn3−1

3 ), luego

dn2+n3−2
1 = 0. Por tanto 0 = dn2−1

2 (x)dn3−1
3 (y) para todo x, y ∈ A. Eligiendo

x 6∈ ker(dn2−1
2 ) e y 6∈ ker(dn3−1

3 ) obtenemos una contradicción.
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4.1 Derivaciones ternarias

Corolario 4.1.3. Tder(A) es abeliana o Tder(A) = Tder(A)′⊕Z, con Tder(A)′ =

[Tder(A),Tder(A)] álgebra de Lie semisimple compacta y Z el centro de Tder(A).

El espacio

Z0 = 〈(Id, Id, 0), (Id, 0, Id)〉 (4.3)

siempre pertenece al centro de Tder(A). Usaremos esta notación en adelante.

4.1.2. Trialdad

La proyección de Tder(A) en la i–ésima componente

πi : Tder(A) → EndR(A)

(d1, d2, d3) 7→ di

es una representación de Tder(A). Entonces A se puede considerar un Tder(A)–

módulo de tres maneras, probablemente no isomorfas, A1, A2 y A3. El producto

en A es un homomorfismo

A2 ⊗A3 → A1

x⊗ y 7→ xy

de Tder(A)–módulos. Esta situación es comparable con el principio de trialdad local

en O, dónde estos módulos corresponden a las representaciones natural y espines

de D4 [25].

Lema 4.1.4. Dada una subálgebra S ≤ Tder(A) tal que A2
∼= A1

∼= A3 como

S–módulos, podemos cambiar el producto en A de modo que una copia isomorfa a

S actúe como derivaciones.

Demostración. Si A2
∼= A1

∼= A3 como S–módulos, entonces fijados los isomor-

fismos ϕ2 : A1 → A2 y ϕ3 : A1 → A3, tenemos que ϕ2(d1(x)) = d2(ϕ2(x)) y

ϕ3(d1(x)) = d3(ϕ3(x)) para todo (d1, d2, d3) ∈ S. Por la Proposición 1.4.3 po-

demos cambiar A por (A, ◦), con x ◦ y = ϕ2(x)ϕ3(y), donde una copia isomorfa a

S actúa como derivaciones.
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Álgebras de división reales de dimensión finita

Como las derivaciones de las álgebras de división reales son conocidas, este truco

será útil.

Para usar modelos concretos de S, A1, A2 y A3, tenemos que continuar con

estas manipulaciones. De nuevo fijamos una subálgebra S ⊆ Tder(A). Dado un

espacio vectorial B con tres estructuras de S–módulo, B′1, B
′
2 y B′3, representacio-

nes ρ1, ρ2 y ρ3, e isomorfismos ϕi : B′i → Ai como S–módulos, podemos definir un

producto en B mediante x ◦ y = ϕ−1
1 (ϕ2(x)ϕ3(y)). S es isomorfa a la subálgebra

{(ρ1(d), ρ2(d), ρ3(d)) | d ∈ S} de Tder(B, ◦) y las tres estructuras de módulo in-

ducidas en el álgebra B por las proyecciones de esta subálgebra son exactamente

B1 = B′1, B2 = B′2 y B3 = B′3. Por tanto, salvo isotoṕıa, podemos identificar Ai

con Bi y S con {(ρ1(d), ρ2(d), ρ3(d)) | d ∈ S}.

Basamos nuestro estudio en la existencia de subálgebras grandes, S ⊆ Tder(A),

y las descomposiciones posibles de A1, A2 y A3 como S–módulos. Para poder

reducir el número de posibilidades, usamos un argumento de permutaciones que

dice que el papel que juegan A1, A2 y A3 se puede intercambiar considerando otra

álgebra en la órbita de A por la acción del correspondiente G(A) (1).

Por ejemplo, S es isomorfa a {(d1, d3, d2) | (d1, d2, d3) ∈ S}, una subálgebra

de Tder(Aop). Por tanto, una subálgebra isomorfa a S actúa como derivaciones

ternarias de Aop y las tres estructuras de módulo para esta subálgebra inducida en

Aop son Aop
1 = A1, A

op
2 = A3 y Aop

3 = A2.

Para intercambiar el papel de A1 y A3 suponemos que S es semisimple y consi-

deramos cualquier forma bilineal, ( , ), simétrica no degenerada en A. S es isomorfa

a {(−d∗3, d2,−d∗1) | (d1, d2, d3) ∈ S}, una subálgebra de Tder(A∗). Las tres estruc-

turas de módulo para esta subálgebra inducidas en A∗ son A∗1
∼= (A3)∗ el módulo

dual de A3, A∗2 = A2 y A∗3 ∼= (A1)∗ el módulo dual de A1. Como cualquier módu-

lo finito–dimensional de un álgebra de Lie semisimple compacta es autodual [37]

entonces A∗1 = A3, A∗2 = A2 y A∗3 = A1.

El núcleo de las proyecciones πi también es relevante. El núcleo de, por ejemplo

π1, es {(0, d2, d3) ∈ Tder(A)}. El isomorfismo inducido en las derivaciones terna-

1recordar la Sección 1.4
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4.1 Derivaciones ternarias

rias cuando pasamos de (A,P ) a una isótopa (A,Pϕ) con ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) env́ıa

(0, d2, d3) a (0, ϕ−1
2 d2ϕ2, ϕ

−1
3 d3ϕ3), luego el núcleo de la primera proyección de

Tder((A,Pϕ)) es isomorfo al de la primera proyección de Tder((A,P )). Entonces

por (4.2) para estudiar este núcleo podemos asumir que A es unitaria. Por (4.1),

(0, d2, d3) ∈ Tder(A) si y sólo si (0, d2, d3) = (0, Ra,−La) con a ∈ Nm(A) el núcleo

asociativo central de A, una subálgebra asociativa de A. El núcleo kerπ1 es iso-

morfo por tanto a R−, C− o H−, dónde A− representa es álgebra de Lie obtenida

de A cuando tomamos el producto [x, y] = xy − yx.

Lema 4.1.5. Ai siempre es un módulo fiel para cualquier subálgebra semisimple

de Tder(A) que no contenga ideales isomorfos a su(2).

Lema 4.1.6. Si dimA = 4 y Tder(A)′ ∩ kerπi 6= 0 entonces kerπi ∼= su(2) y A es

isótopa a H.

4.1.3. Cota superior del rango toral de Tder(A)

En esta subsección T denota una subálgebra toral de Tder(A) que contiene a

las derivaciones ternarias (Id, Id, 0) y (Id, 0, Id).

Como vimos en la Subsección 4.1.2, el núcleo de la proyección en la segunda

componente de Tder(A) es isomorfo a R−,C− o H−. La dimensión de cualquier

subespacio de elementos que conmutan en estas álgebras es como mucho 2, por lo

que dimT ∩ ker(π2) ≤ 2. Definiendo

T 2 = {d2 ∈ EndR(A) | ∃d1, d3 ∈ EndR(A) tal que (d1, d2, d3) ∈ T},

tenemos que

dimT ≤ dimT 2 + 2.

Como T 2 está formado por aplicaciones lineales semisimples que conmutan pode-

mos encontrar una base de A tal que la matriz coordenada de cualquier elemento
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Álgebras de división reales de dimensión finita

d de T 2 tiene la forma

α1(d)
. . .

αr(d)

β1(d) λ1(d)

−λ1(d) β1(d)
. . .

βs(d) λs(d)

−λs(d) βs(d)



(4.4)

para ciertas aplicaciones lineales α1, . . . , αr, β1, . . . , βs, λ1, . . . , λs : T 2 → R con

λ1, . . . , λs 6= 0. Sea {v1, . . . , vr, w
′
1, w

′′
1 , . . . , w

′
s, w

′′
s } una tal base.

Lema 4.1.7. Existe 0 6= e ∈ A tal que el subespacio T 2
0 = {d2 ∈ T 2 | d2(e) = 0}

verifica

dimT ≤ dimT 2
0 + 4.

Demostración. Distinguimos dos casos dependiendo de r. Si r > 0, entonces la

dimensión del núcleo de α1 es al menos dimT 2 − 1 y cualquier d2 ∈ ker(α1) anula

v1. Definiendo e = v1, obtenemos que dimT ≤ dimT 2 + 2 ≤ dimT 2
0 + 3. En caso

de que r = 0, nos fijamos en ker(β1) y ker(λ1). La dimensión de ker(β1) ∩ ker(λ1)

es al menos dimT 2 − 2 y cualquiera de sus elementos anula w′1 (y w′′1 de hecho).

Con e = w′1 obtenemos el resultado.

El nuevo elemento unidad, e

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es unitaria. Consideramos

e y T 2
0 como en el Lema 4.1.7 y definimos

x ◦ y = xL−1
e (y).

El elemento e se convierte en la unidad de (A, ◦). La aplicación

ψ : Tder(A) → Tder(A, ◦)

(d1, d2, d3) 7→ (d1, d2, Led3L
−1
e )
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4.1 Derivaciones ternarias

es un isomorfismo de álgebras de Lie. La subálgebra toral T corresponde a ψ(T );

la proyección de T en la segunda componente, T2 es igual que la proyección en

la segunda componente de ψ(T ), denotada por ψ(T )2, y T 2
0 = {d2 ∈ T 2 | d2(e) =

0} = ψ(T )2
0. Como nuestro objetivo es acotar la dimensión de T 2

0 entonces no hay

pérdida de generalidad en la siguiente

Suposición: el elemento e del Lema 4.1.7 es la unidad de A.

La principal ventaja de esta suposición sobre e es que para cada d2 ∈ T 2
0 y d1, d3

con (d1, d2, d3) ∈ T la ecuación (4.1) implica que d1 = d3.

Cota del rango toral de Tder(A)

Fijamos una base {v1, . . . , vr, w
′
1, w

′′
1 , . . . , w

′
s, w

′′
s } tal que la matriz coordenada

de los elementos de T tenga la forma canónica (4.4).

Proposición 4.1.8. Tenemos que:

i) dimA = 4 implica dimT ≤ 5,

ii) dimA = 8 implica dimT ≤ 7.

Demostración. La afirmación es inmediata una vez que probemos que las restric-

ciones de α1, . . . , αr, β1, . . . , βs a T 2
0 se anulan. En ese caso, la aplicación T 2

0 → Rs

d 7→ (λ1(d), . . . , λs(d)) es inyectiva, luego dimT 2
0 ≤ s ≤ 2 (dimA = 4) o dimT 2

0 ≤

s ≤ 4 (dimA = 8). Las posibilidades dimT 2
0 = 2 y dimT 2

0 = 4 implican que existen

elementos en T 2
0 sin valores propios reales, lo que es falso (e pertenece al núcleo de

cualquier elemento de T 2
0 ). La cota se sigue del Lema 4.1.7.

Probemos que α1(d2) = · · · = αr(d2) = 0 para todo d2 ∈ T 2
0 . En otro caso,

consideramos d2 ∈ T 2
0 con α1(d2) 6= 0. Tomamos d1 con (d1, d2, d1) ∈ Tder(A).

Como d2 6= 0 entonces d1 6= 0 y podemos elegir un vector propio x ∈ Â = C⊗R A

de d1 (usamos la misma notación para la extensión natural de d1 al álgebra Â) con

un valor propio no nulo λ ∈ C. En Â tenemos

d1(v1x) = d2(v1)x+ v1d1(x) = (α1(d2) + λ)v1x.

111
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Como la multiplicación por v1 es biyectiva, entonces v1x es un vector propio de

d1 con valor propio α1(d2) + λ. Reiterando tenemos que mα1(d2) + λ es un valor

propio de d1 para todo natural m, lo que es imposible. Por lo tanto α1(d2) = 0

para todo d2 ∈ T 2
0 . El mismo argumento sirve para α2, . . . , αr.

Finalmente probemos que β1(d2) = · · · = βs(d2) = 0 para todo d2 ∈ T 2
0 . De

nuevo suponemos que existe d2 ∈ T 2
0 con β1(d2) 6= 0, y consideramos 0 6= d1 con

(d1, d2, d1) ∈ Tder(A). Los elementos w′1 ± iw′′1 ∈ Â son vectores propios de d2 de

valores propios β1(d2) ± iλ1(d2) respectivamente. Dado un vector propio x de d1

con valor propio no nulo λ ∈ C, entonces d1((w′1 ± iw′′1 )x) = (β1(d2) ± iλ1(d2) +

λ)(w′1 ± iw′′1 )x. Por tanto

0 6= w′1x ∈ Âβ1(d2)+iλ1(d2)+λ + Âβ1(d2)−iλ1(d2)+λ,

donde Âζ denota el espacio de vectores propios de d1 de valor propio ζ. Iterando el

proceso, tenemos que para cada número natural m existe k tal que el subespacio

Âmβ1(d2)+kiλ1(d2)+λ no es nulo, lo que no es posible. Entonces β1(d2) = 0 para todo

d2 ∈ T 2
0 . El mismo argumento funciona para β2, . . . , βs.

Teorema 4.1.9. Tenemos que

i) dimA = 4 implica que el rango toral de Tder(A) es como máximo 5,

ii) dimA = 8 implica que el rango toral de Tder(A) es como máximo 6.

Demostración. Supongamos que la dimensión de A es 8 y el rango toral de Tder(A)

es 7. Entonces todas las desigualdades de la demostración de la Proposición 4.1.8

deben ser igualdades, y por tanto

1) dimT = dimT 2 + 2 y dimT ∩ ker(π2) = 2,

2) dimT 2 = dimT 2
0 + 2 y

3) dimT 2
0 = 3.
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4.1 Derivaciones ternarias

La igualdad 3) y la demostración de la Proposición 4.1.8, nos dicen que podemos

tener una base de A en la que la matriz coordenada de cualquier d ∈ T 2
0 es

0

0

0 λ1(d)

−λ1(d) 0

0 λ2(d)

−λ2(d) 0

0 λ3(d)

−λ3(d) 0


y la aplicación T 2

0 → R3, dada por d 7→ (λ1(d), λ2(d), λ3(d)), es un isomorfismo.

Entonces podemos elegir d ∈ T 2
0 con dim ker(d) = 6. Veamos en varios pasos que

esto es imposible.

Paso 1. Sea 0 6= d′ tal que (d′, d, d′) ∈ T . Para todo µ ∈ C consideramos Aµ = {v ∈

A | (d′ − µ Id)(d′ − µ̄ Id)(v) = 0}, donde µ̄ es el conjugado complejo de µ, entonces

Aµ = Aµ̄, por lo que A =
∑
µ∈C Aµ. Ahora, d′(xy) = xd′(y) para todo x ∈ ker(d)

implica que ker(d)Aµ ⊂ Aµ, entonces dimAµ ≥ 6 para todo Aµ 6= 0. Contando

dimensiones, tenemos que A = Aµ para algún µ 6= 0. Restando un múltiplo real de

(Id, 0, Id) a (d′, d, d′), podemos suponer que µ ∈ Ri, y dividiendo (d′, d, d′) por la

norma de µ, también podemos suponer que µ = i, por lo que (d′)2 = − Id.

Paso 2. ker(π2) ∩ T = {(Ra, 0, Ra) ∈ T | a ∈ Nr(A)} y Nr(A) ∼= C o H. Salvo

múltiplos escalares, restando un múltiplo escalar de (Id, 0, Id) a (Ra, 0, Ra), por la

identidad 1) podemos elegir (Ra, 0, Ra) ∈ T con R2
a = − Id.

Paso 3. (d′, d, d′) y (Ra, 0, Ra) pertenecen a la subálgebra toral T , luego [d′, Ra] = 0.

En particular, (d′ − Ra)(d′ + Ra) = (d′)2 − R2
a = − Id + Id = 0. Cambiando a por

−a, podemos elegir 0 6= v ∈ A que se anule por d′′ = d′+Ra. La aplicación d′′ tiene

en común con d′ que (d′′, d, d′′) ∈ T (luego d′′ 6= 0) pero ker(d′′) 6= 0. Comenzando

el primer paso con d′′ en lugar de d′ llegamos a una contradicción.

Las derivaciones ternarias (Id, Id, 0) y (Id, 0, Id) pertenecen a cualquier subálge-
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bra toral maximal.

Corolario 4.1.10. El rango toral de Tder(A)′ = [Tder(A),Tder(A)] es como mu-

cho 3 (dimA = 4) ó 4 (dimA = 8).

4.1.4. Álgebras con Tder(A) de dimensión máxima

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es unitaria. Para acotar la

dimensión de Tder(A) definimos la aplicación

ε : Tder(A) → A×A (4.5)

(d1, d2, d3) 7→ (d2(1), d3(1))

cuyo núcleo, ker(ε) = {(d1, d2, d3) ∈ Tder(A) | d1 = d2 = d3}, es isomorfo a Der(A)

el álgebra de derivaciones de A.

Proposición 4.1.11. Se verifica que

i) dimA = 1 implica que dim Tder(A) = 2,

ii) dimA = 2 implica que dim Tder(A) = 4,

iii) dimA = 4 implica que dim Tder(A) ≤ 11,

iv) dimA = 8 implica que dim Tder(A) ≤ 30.

Demostración. Claramente dim Tder(A) ≤ dim(A × A) + dim ker(ε) = 2 dimA +

dim Der(A). Las cotas se derivan de las correspondientes cotas de dim Der(A) en

[5], que vienen dadas por el Teorema 1.5.1.

Recordar, [6], que para cada dimensión ≡ 0, 1, 3 mód 4 existe, salvo isomor-

fismo, un único su(2)–módulo irreducible. El de dimensión 2m + 1, W (2m), es

absolutamente irreducible y C ⊗R W (2m) ∼= V (2m). V (2n − 1) en dimensión 4n

–el sl(2,C)–módulo complejo V (2n − 1) visto como su(2)–módulo real– verifica

C ⊗R V (2n − 1) ∼= V (2n − 1) ⊕ V (2n − 1), luego Endsu(2)(V (2n − 1)) ∼= H. Todo

su(2)–módulo fiel de dimensión 4 es isomorfo o bien a W (0)⊕W (2) o bien a V (1).

114



4.1 Derivaciones ternarias

Ambos casos son fácilmente identificables porque Endsu(2)(W (0)⊕W (2)) ∼= R⊕R

y Endsu(2)(V (1)) ∼= H.

Proposición 4.1.12. Tenemos que:

i) Si dimA = 4 entonces dim Tder(A) = 11 si y sólo si A es isótopa a los

cuaternios H.

ii) Si dimA = 8 entonces dim Tder(A) = 30 si y sólo si A es isótopa a los

octoniones O.

Demostración. Supongamos que dimA = 4 y dim Tder(A) = 11. Usando esta

dimensión, la cota del rango toral de Tder(A) y las posibles dimensiones de las

álgebras de Lie semisimples de rango toral ≤ 3, es fácil concluir que las únicas

posibilidades son Tder(A)′ ∼= su(2)⊕ su(2)⊕ su(2) y Z = Z0 o Tder(A)′ ∼= su(3)

y dimZ = 3. En el último caso Tder(A)′ ∩ kerπi = 0 para i = 1, 2, 3, ya que

su(3) no tiene representaciones de dimensión 4 no triviales. En el caso de que

Tder(A)′ ∼= su(2)⊕ su(2)⊕ su(2), si kerπi ∩Tder(A)′ 6= 0 entonces A será isótopa

a H. De otro modo, Tder(A)′ ∩ πi = 0 implica que Ai es un su(2)⊕ su(2)⊕ su(2)

módulo fiel. Para uno de estos su(2), Ai se descompone como o bien W (0)⊕W (2)

o bien V (1). Las otras dos copias de su(2) estarán en Endsu(2)(Ai) ∼= R, C o H lo

que no es posible.

Supongamos ahora que dimA = 8 y dim Tder(A) = 30. Comparando las di-

mensiones de las álgebras de Lie semisimples de rango toral ≤ 4, la dimensión y el

rango toral de Tder(A), tenemos que o bien Tder(A)′ ∼= D4 o Tder(A)′ ∼= G2⊕G2.

En ambos casos kerπi ∩ Tder(A)′ = 0. El único módulo fiel de dimensión 8 para

G2 es la suma directa de un módulo absolutamente irreducible de dimensión 7 y

uno trivial. El centralizador del módulo para esta acción, R ⊕ R, debeŕıa conte-

ner una copia de G2 lo que no es posible. Entonces, Tder(A)′ ∼= D4. Los módulos

irreducibles de dimensión ≤ 8 para D4 son el trivial, el natural y los dos módulos

espines: V (0), V , V ′ y V ′′. En los últimos tres módulos D4 actúa como operadores

antisimétricos [25], respecto de la misma forma bilineal invariante (la de O). En el

caso de que dos de ellos sean isomorfos, podemos cambiar mediante alguna de las
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transformaciones reflejadas en la Proposición 1.4.3 a un álgebra A con A2
∼= A3.

En cualquier caso, ni V ⊗V , ni V ′⊗V ′ ni V ′′⊗V ′′ tienen submódulos de dimensión

8. Por lo tanto A1, A2 y A3 no son isomorfos. Como dim HomD4(Ai⊗Aj , Ak) = 1,

({i, j, k} = {1, 2, 3}) y salvo permutaciones (ver Sección 4.1.2) de Ai, Aj y Ak este

producto viene dado por el producto de los octoniones (Principio de trialdad local),

entonces A está en la órbita de O bajo la acción de G8. En este caso A es isomorfa

o isótopa a O.

4.2. Dimensión cuatro

Será conveniente tener a mano realizaciones concretas de los su(2)–módulos

fieles de dimensión 4. Todos se obtienen de los cuaternios H. Los elementos de

traza cero, H0, de H forman una subálgebra de Lie de H− isomorfa a su(2). H es

un su(2)–módulo de varias formas:

L : (a, x) 7→ ax, R : (a, x) 7→ −xa y ad: (a, x) 7→ [a, x] (a ∈ H0, x ∈ H).

Las dos primeras representaciones, HL y HR, son isomorfas a V (1), mientras la

tercera, Had, es isomorfa a W (0)⊕W (2).

Teorema 4.2.1. Un álgebra real A es un álgebra de division de dimensión 4 con

álgebra de derivaciones ternarias de Lie no abeliana si, y sólo si, existe σ ∈ G4 tal

que Aσ es isomorfa a H con uno de los siguientes productos:

i) xy − 1−β
2 t(xy0)1, con β > 0

ii) xy − t(xcy)1, con c ∈ H y t(c) 6= 1

donde xy denota el producto en H, t( ) denota la traza e y0 = y− 1
2 t(y) es la parte

imaginaria de y.

Demostración. Consideramos (H, ◦) con x◦y = xy− 1−β
2 t(xy0) y β > 0. Claramente

(ada, ada, ada) ∈ Tder(H, ◦) para todo a ∈ H, luego esta álgebra de Lie no es

abeliana. Veamos que (H, ◦) es un álgebra de división. En caso contrario, suponemos
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4.2 Dimensión cuatro

u e1 e2 e4

u u ηe1 ηe2 ηe4

e1 ζe1 −βu e4 −e2

e2 ζe2 −e4 −βu e1

e4 ζe4 e2 −e1 −βu

Tabla 4.1: su(2) actúa en A como derivaciones.

que x ◦ y = 0 con x 6= 0 6= y. Entonces, 0 6= xy ∈ R1 implica que y = αx̄ para

algún α ∈ R y x̄ el conjugado de x. Como xx̄ = n(x)1, la norma de x, entonces

xy = 1−β
2 t(xy0) implica que αxx̄ = αn(x) = 1−β

2 t(x0y0) = (1 − β)αn(x0), con x0

la parte imaginaria de x. Finalmente, n(x) ≥ n(x0) nos lleva a que β ≤ 0 lo que

no es posible. De modo análogo se puede probar que el álgebra descrita en ii) es

un álgebra de división y que (ada, La,−Ra) es una derivación ternaria para todo

a ∈ H, luego el álgebra de Lie de derivaciones ternarias de este álgebra de división

no es abeliana.

Probemos ahora el rećıproco. Como Tder(A) no es abeliana, contiene una

subálgebra isomorfa a su(2). Distinguimos dos casos dependiendo de la descom-

posición de Ai como su(2)–módulo.

i) Suponemos queW (0)⊕W (2) aparece dos veces en {A1, A2, A3}. ComoW (0)⊗

W (0) ∼= W (0) y W (0) ⊗ V (1) ∼= V (1) ∼= V (1) ⊗W (0) entonces A1
∼= A2

∼= A3
∼=

W (0)⊕W (2) y salvo isotoṕıa podemos suponer que Der(A) contiene una subálgebra

isomorfa a su(2) (ver Sección 4.1.2). Esto implica que la tabla de multiplicación de

(A, ◦) viene dada por la Tabla 4.1 [6], que corresponde al producto i) del teorema.

ii) El producto tensorial V (1)⊗V (1) no contiene submódulos isomorfos a V (1),

por lo que, en caso de que A2
∼= V (1) ∼= A3, entonces A1

∼= W (0) ⊕W (2). Luego

si dos módulos Ai, Aj son isomorfos a V (1) entonces el otro es isomorfo a W (0)⊕

W (2). Por permutación podemos suponer que A1
∼= V (1) ∼= A3 (luego A2

∼=

W (0)⊕W (2)).

Como vimos en la Sección 4.1.2, salvo isotoṕıa podemos ver A como (H, ◦)
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para algún producto ◦, A1 como HL y su(2) como {(La, ada, La) | a ∈ H0}, donde

los operadores de multiplicación se refieren a H. Entonces, ◦ verifica a(x ◦ y) =

[a, x] ◦ y + x ◦ (ay) para todo a ∈ H0. El operador multiplicación a izquierda

L◦x : y 7→ x ◦ y verifica LaL◦x = L◦[a,x] + L◦xLa, luego [La, L◦x] = L◦[a,x].

Sea {a1, . . . , a4} una base de H. El isomorfismo EndR(H) ∼= H⊗Hop nos permite

escribir de modo único

L◦x =
4∑
i=1

Lϕi(x)Rai

para algún ϕi : H→ H. Entonces

4∑
i=1

Lϕi([a,x])Rai = L◦[a,x] = [La, L◦x] =
4∑
i=1

[La, Lϕi(x)]Rai =
4∑
i=1

L[a,ϕi(x)]Rai

lo que implica que ϕi([a, x]) = [a, ϕi(x)] para cualesquiera a, x ∈ H y i = 1, 2, 3, 4.

Los módulos W (0) y W (2) son absolutamente irreducibles, luego los endomorfismos

de Had como módulo forman un espacio vectorial de dimensión dos generado por

la identidad y la aplicación x 7→ t(x)1. Las aplicaciones ϕi se pueden escribir

entonces como ϕi(x) = αit(x) + βix para algunos αi, βi ∈ R. El operador L◦x se

puede escribir como L◦x =
∑4
i=1 Lαit(x)+βixRai . Por tanto, L◦x = t(x)Ra + LxRb y

x ◦ y = t(x)ya+ xyb, con a, b ∈ H y b 6= 0. Cambiando ◦ por x ◦R−1
b (y) obtenemos

x ◦ y = xy − t(x)yc,

donde c = −b−1a. Siendo A un álgebra de división, (H, ◦) debe ser también álgebra

de división, luego, c ◦ c = (1− t(c))c2 6= 0 si c 6= 0 implica que t(c) 6= 1.

Considerando el producto opuesto a x̄ ◦ ȳ tenemos un nuevo producto xy −

t(y)c̄x. Usando la forma bilineal de H, el producto adjunto a este es x̄y − t(x̄cy),

que salvo isotoṕıa corresponde al producto dado en ii).

Se puede probar que si β 6= 1 en la parte i) del teorema, entonces Tder(A) =

su(2) ⊕ Z0. Para las álgebras en ii), si c ∈ R entonces A es una isótopa de los

cuaternios; si c 6∈ R entonces Tder(A) = su(2)⊕Z0.
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4.3 Dimensión ocho

4.3. Dimensión ocho

En esta sección supondremos que dimA = 8 y que Tder(A) no es abeliana.

Por comodidad en la notación, hemos utilizado ( , ) = 1
2

n( , ) en lugar de la forma

bilineal asociada a la norma. Probaremos que

Teorema 4.3.1. Un álgebra real A es álgebra de división de dimensión 8 con una

subálgebra simple de rango toral ≥ 2 contenida en Tder(A) si y sólo si existe τ ∈ G8

tal que el producto en Aτ viene dado por un producto en O mediante una de las

fórmulas:

i) xy − 1−β
2 t(xy0)1, con β > 0

ii) xy + (a, x)b(cy), para algunos a, b, c ∈ 〈1, i, j〉 con (a, bc) 6= −1

iii) xy + σ(x, y), con σ : O × O → C una aplicación R–bilineal que verifica que

σ(a, b) 6= −λab, para algunos a, b ∈ C no nulos y λ ≥ 1, y σ(C⊥,O) +

σ(O,C⊥) = 0 ó

iv) viene dado por su(3) mediante α[x, y] +
√

3i(xy + yx − 2
3 t(xy)I), con xy el

producto usual de matrices y 0 6= α ∈ R.

Los productos del enunciado del Teorema 4.3.1 dan álgebras de división. Esto

se deriva de [6] en el caso iv), y de la demostración del Teorema 4.2.1, el Paso 9 de

la demostración de la Proposición 4.3.8 y el Lema 4.3.10 en los casos i), ii) y iii)

respectivamente.

Lema 4.3.2. El álgebra de Lie de las derivaciones ternarias de las álgebras del

Teorema 4.3.1 contiene una subálgebra simple de rango toral ≥ 2.

Demostración. En el caso i), toda derivación de O es una derivación de este nuevo

producto.

Para el producto ii), las derivaciones ternarias de O de la forma (d, d′, d), con

d′(C) = 0 (que contienen una subálgebra de Lie de tipo B2), siguen siendo deriva-

ciones ternarias.
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Las derivaciones de O que anulan C (que forman un álgebra de Lie isomorfa a

su(3)) continúan siendo derivaciones para el producto iii).

Y para el producto iv) la representación adjunta de su(3) nos da una subálgebra

de derivaciones isomorfa a su(3).

La formulación del Teorema 4.3.1 busca una descripción sencilla de las familias

implicadas.

Nota 4.3.3. Para iii) se puede dar otra descripción, sólo hay que desarrollar

σ(x, y) como σ(x, y) = a1xy + a2x̄y + a3xȳ + a4x̄ȳ para ciertos a1, . . . , a4 ∈ C.

Como para cualquier a el producto de los octoniones verifica las relaciones xy =

a−1((axa)(a−1y)) y xy = ((xa−1)(aya))a−1, entonces σ se puede modificar me-

diante a−1σ(axa, a−1y) o σ(xa−1, aya)a−1. Esto nos permite suponer que dos de

{a2, a3, a4} son escalares, lo que reduce el número de parámetros involucrados en

la definición de σ a seis.

Nota 4.3.4. Mediante algunas manipulaciones con los elementos de G8 el producto

ii) se transforma en xy + t(((yb)c)x)e para algún e. Podemos usar entonces que

xy = e−1((exe)(e−1y)) para obtener xy + t((exe)(((e−1y)b)c))1 análogo a ii) en el

Teorema 4.2.1.

Este teorema no considera los casos en que Tder(A)′ = su(2)⊕ su(2)⊕ su(2)⊕

su(2), su(2)⊕ su(2)⊕ su(2), su(2)⊕ su(2), su(2) ó 0. De hecho se puede compro-

bar que el primer caso no es posible. El resto parecen ser posibles para pequeñas

modificaciones del proceso de Cayley–Dickson cuando construimos los octoniones

a partir de los cuaternios.

Nota 4.3.5. El resultado también sugiere que de un álgebra de división A, con pro-

ducto xPy, se obtienen otras álgebras de división mediante xQy = xPy − (x, y)a,

para algún a ∈ A y una forma bilineal ( , ). No intentamos incorporar estas trans-

formaciones como elementos de G porque no preservan el álgebra de Lie de las

derivaciones ternarias. Que el elemento a y la forma bilineal ( , ) hagan de (A,Q)

un álgebra de división dependerá, probablemente, del producto P .
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El rango toral de la parte semisimple de Tder(A) es ≤ 4. Por tanto contiene

una subálgebra compacta de las siguientes

su(5), B4, C4, D4, F4, su(4), B3, C3, su(3), B2, G2, su(2).

Cuando no haya riesgo de confusión, denotaremos un módulo irreducible por

su dimensión. Observamos que para cualquier álgebra de Lie real L y cualesquiera

L–módulos irreducibles V y W con C⊗V ∼= C⊗W como C⊗L–módulos, se tiene

que como L–módulos, V ⊕ V ∼= C⊗R V ∼= C⊗R W ∼= W ⊕W y aśı V ∼= W . Por lo

tanto, a lo sumo hay una forma real irreducible de un módulo complejo.

Proposición 4.3.6. El álgebra de Lie de las derivaciones ternarias de un álgebra

de división real de dimensión finita no contiene ninguna subálgebra isomorfa a F4,

B4, C4, su(5) o C3.

Demostración. La dimensión del menor módulo irreducible no trivial para un álge-

bra split de tipo F4 es 26, luego podemos eliminar F4. En el caso de un álgebra de

tipo B4 la dimensión es 9, luego este caso no aparece. Algunas álgebras de tipo C4

admiten una representación de dimensión ocho. Sin embargo esta representación

posee una forma bilineal antisimétrica invariante, que a su vez implica que el álge-

bra es split. Los módulos su(5)–irreducibles de dimensión ≤ 8 tienen dimensión 1,

luego este álgebra no aparece. Nos quedan las álgebras de tipo C3. Los módulos

irreducibles de dimensión ≤ 8 para este álgebra son el trivial, de dimensión 1, y

el módulo irreducible de dimensión 6. Por tanto los tres módulos A1, A2 y A3 son

isomorfos. Salvo isotoṕıa esto significa que C3 ⊆ Der(A) lo que no es posible [5].

Esta proposición reduce los casos por analizar a D4, su(4), B3, su(3), B2, G2 y

su(2). Los casos más grandes, esto es D4, su(4) y B3 nos dan álgebras isótopas a

los octoniones. En particular, la parte semisimple de Tder(A) es el álgebra de Lie

compacta de tipo D4.

Proposición 4.3.7. Si Tder(A) contiene una subálgebra isomorfa a D4, B3 o

su(4) entonces A es isótopa a los octoniones.
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Demostración. Los módulos irreducibles de dimensión ≤ 8 para B3 son V (0), V (λ1)

y V (λ3) de dimensiones 1, 7 y 8 respectivamente.

1 2 3

En caso de que A1
∼= A2

∼= A3, entonces salvo isotoṕıa B3 actúa como deriva-

ciones, lo que no es posible [5]. Además, si dos de ellos son isomorfos a 1 + 7 el

tercero también lo es, con lo que esta posibilidad no se puede presentar.

Salvo permutaciones, podemos suponer que A1
∼= 8, A3

∼= 8, ambos absoluta-

mente irreducibles, y A2
∼= 1 + 7. Como dim HomB3(V (λ1) ⊗ V (λ3), V (λ3)) = 1,

entonces salvo escalares, el producto 7 ⊗ 8 → 8 se puede tomar como el induci-

do por el producto de los octoniones, donde B3 está contenido en Tder(O) como

{(d, d, d)|d ∈ Der O} ⊕ 〈(La + 2Ra, La − Ra, La + 2Ra) | a ∈ O0〉. Entonces, para

cada x ⊥ 1, el operador multiplicación a izquierda por x es αLx para algún α ∈ R,

donde Lx denota el operador multiplicación correspondiente en los octoniones. El

operador multiplicación a izquierda por 1 es β Id para algún β ∈ R. Definiendo ϕ

mediante 1 7→ β1, y x 7→ αx si x ⊥ 1, tenemos que A es isomorfa a la isótopa ϕ(x)y

de los octoniones.

Los módulos irreducibles de dimensión ≤ 8 para su(4) tienen dimensión 1, 6

o 8. El módulo irreducible de dimensión ocho no es absolutamente irreducible, se

descompone como suma directa de dos módulos duales de dimensión 4 no isomorfos.

Igual que antes, la aparición de dos módulos 1 + 1 + 6 forzaŕıa que el tercero fuera

igual, y su(4) actuaŕıa como derivaciones de A. Por tanto, salvo permutaciones

A2
∼= 1 + 1 + 6, A3

∼= 8 y A1
∼= 8. Salvo isotoṕıa, podemos ver A como los

octoniones, O, con un nuevo producto, ◦. Entonces su(4) está contenido en Tder(O)

como su(4) = {(d1, d2, d1) | d2(C) = 0}. Claramente,

{L◦a | a ∈ C}+ {La | a ∈ C} ⊆ Endsu(4)(8) ∼= C,

luego {L◦a | a ∈ C} = {La | a ∈ C}. Como dim Homsu(4)(6 ⊗ 8, 8) = 2, entonces

existe e ∈ C tal que x ◦ y = e(xy) para todo x ⊥ C. Esto es, L◦x = LeLx para
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todo x ⊥ C. Además, L◦a = LeLϕ(a) con ϕ : C→ C biyectiva. Luego si extendemos

ϕ por ϕ|C⊥ = Id, entonces L◦x = LeLϕ(x) para todo x ∈ O. Esto implica que

L−1
e (ϕ−1(x) ◦ y) = L−1

e Le(xy) = xy, luego A es isótopa a los octoniones.

Las únicas posibilidades para una subálgebra simple de las derivaciones terna-

rias de un álgebra de división real de dimensión ocho no isótopa a los octoniones

son

G2, su(3), B2 y su(2).

4.3.1. Caso B2

Sea L un álgebra de Lie compacta de tipo B2 contenida en Tder(A).

1 2

Los C⊗R L módulos irreducibles tienen dimensión:

dimV (m1λ1 +m2λ2) =
1
3!

(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 +m2 + 2)(2m1 +m2 + 3).

Las únicas posibilidades para dimensión ≤ 8 son V (0), V (λ1) (de dimensión cinco)

y V (λ2) (de dimensión cuatro). De hecho, todo L–módulo V con C⊗R V ∼= V (λ2)

tendrá una forma bilineal invariante antisimétrica no degenerada, luego L será iso-

morfa al álgebra de Lie split de tipo C2, lo que no es posible. Por lo tanto, un

L–módulo fiel de dimensión ocho se descompone como 8 o bien 1 + 1 + 1 + 5.

Además, A1, A2 y A3 no son isomorfos, puesto que esto significaŕıa que B2 apa-

receŕıa actuando como derivaciones y no es aśı [5]. Salvo permutaciones la única

posibilidad es A1
∼= 8, A2

∼= 1 + 1 + 1 + 5 y A3
∼= 8.

Primero determinaremos algunos modelos para L y los módulos implicados. Sea

T = 〈1, i, j〉 ⊆ O. Tenemos

O = T ⊕ T⊥ con dimT = 3 y dimT⊥ = 5.

El álgebra

L′ = {(d, d′, d) ∈ Tder(O) | d′|T = 0, t(d) = 0}
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donde t( ) denota la traza usual, es isomorfa a L, y la descomposición de O para

las distintas proyecciones de L′ son O2
∼= 1 + 1 + 1 + 5 y O1

∼= O3
∼= 8. Por tanto,

salvo isotoṕıa podemos realizar la identificación: A = (O, ◦) para algún producto ◦,

L = {(d, d′, d) ∈ Tder(O) | d′|T = 0, t(d) = 0}, 1+1+1 = T , 5 = T⊥, O1
∼= O3

∼= 8

y O2
∼= 1 + 1 + 1 + 5.

Proposición 4.3.8. Sea A un álgebra de división real de dimensión finita con

B2 ⊆ Tder(A). Entonces existen a, b, c ∈ 〈1, i, j〉 ⊆ O y σ ∈ G8 tales que el producto

en Aσ viene dado por el producto xy de O mediante

xy + (a, x)b(cy),

con (a, bc) 6= −1.

Demostración. Haremos la demostración en varios pasos:

Paso 1. D = EndL(O3) es un álgebra de división de cuaternios:

O3 es un L–módulo irreducible, luego D es un álgebra de división. Como C⊗R O3
∼=

V (λ2) ⊕ V (λ2) entonces C ⊗R D = M2(C). Luego D es un álgebra de división de

cuaternios.

Paso 2. 〈La | a ∈ T 〉+ 〈L◦a | a ∈ T 〉 ⊆ D:

Como d(xy) = d′(x)y + xd(y) entonces [d, Lx] = Ld′(x), luego [d, La] = 0 = [d, L◦a]

para todo a ∈ T . Luego, La, L◦a ∈ D para todo a ∈ T .

Paso 3. EndR(O3) ∼= L∗ ⊗R D
op con L∗ = alg1〈d | (d, d′, d) ∈ L〉:

Como O3 es un L–modulo, es también un L∗–módulo y D = EndL∗(O3). Luego,

O3 es un L∗⊗RD
op–módulo de modo natural. El centralizador de esta acción es R,

el centro de D. Por el Teorema de Densidad de Jacobson, L∗⊗R D
op ∼= EndR(O3).

Paso 4. Como L–módulos, EndR(O3) ∼= L∗ ⊗R D
op:

El espacio vectorial EndR(O3) es L–módulo de modo natural

(d, d′, d) · ϕ = [d, ϕ].
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L∗ es L–submódulo de EndR(O3) y Dop se puede ver como L–módulo trivial de

dimensión cuatro. Dado (d, d′, d) ∈ L, ϕ ∈ L∗ y γ ∈ Dop tenemos que

(d, d′, d) · (ϕ⊗ γ) = [d, ϕ]⊗ γ

corresponde, por el isomorfismo anterior, a [d, ϕ]γ = (d, d′, d)·ϕγ, ya que d conmuta

con todos los elementos de D.

Paso 5. L∗ = L+ 1 + 5 como L–módulo:

La dimensión de L∗ es 64/4 = 16. Como la dimensión de L es 10 entonces el

complemento de L en L∗ tiene dimensión seis. La identidad Id pertenece a L∗,

luego la única posibilidad es L∗ = L+ 1 + 5.

Paso 6. Existe γ ∈ D con L◦x = Lxγ para todo x ∈ T⊥:

La relación [d, L◦x] = L◦d′(x) implica que el subespacio {L◦x |x ∈ T⊥} es un submódu-

lo de EndR(O3) ∼= L∗ ⊗R D
op absolutamente irreducible de dimensión cinco. Estos

submódulos son {Lx |x ∈ T⊥}D. Entonces, existe γ ∈ D tal que L◦x = Lxγ para

todo x ∈ T⊥.

Paso 7. Salvo isotoṕıa, podemos suponer que existe 0 6= a ∈ T con L◦x = Lx, para

todo x ∈ (Ra)⊥:

Como 〈La | a ∈ T 〉+ 〈L◦a | a ∈ T 〉 ⊆ D y γ ∈ D entonces dim(LT ∩L◦T γ−1) ≥ 2. Sea

S ⊆ T y ϕ : S → T tal que Lb = L◦ϕ(b)γ
−1 para todo b ∈ S. Definimos ϕ|T⊥ = Id.

Sea a ∈ T con (Ra)⊥ = S⊕T⊥. Tenemos que para todo x ∈ (Ra)⊥, Lx = L◦ϕ(x)γ
−1.

Definimos

x � y = ϕ(x) ◦ γ−1(y).

Dado x ∈ (Ra)⊥,

x � y = ϕ(x) ◦ γ−1(y) = L◦ϕ(x)(γ
−1(y)) = Lxγγ

−1(y) = xy.

Como ϕ conmuta con d′, y γ conmuta con d para todo (d, d′, d) ∈ L, entonces

L ⊆ Tder(A, �).

Paso 8. Salvo isotoṕıa, existen a, b, c ∈ T tales que x ◦ y = xy + (x, a)b(cy):

Como L◦a ∈ D y D = alg〈Lx |x ∈ T 〉 (H no tiene subálgebras de dimensión tres)
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entonces existen a′, a′′, a′′′ ∈ T con L◦a = La′ + La′′La′′′ . Podemos suponer que

a′′ ⊥ a′′′ y a′′, a′′′ ⊥ 1. Luego,

a ◦ y = a′y + a′′(a′′′y) y x ◦ y = xy para todo x ⊥ a.

Veamos ahora cuando este producto nos da un álgebra de división. Dado 0 6= y,

existe αa+ x0 con x0 ⊥ a tal que

(αa+ x0) ◦ y = 0 ⇔ αa′y + αa′′(a′′′y) + x0y = 0

⇔ αa′ + α(a′′(a′′′y))y−1 = −x0

⇔ (αa′ + α(a′′(a′′′y))y−1, a) = 0

⇔


α = 0 y x0 = 0 (un caso trivial que omitimos)

ó

(a′ + (a′′(a′′′y))y−1, a) = 0

⇔ (a′, a) + (a′′(a′′′y), ay/n(y)) = 0

⇔ (a′, a) + (a′′a′′′y0, ay0/n(y))+((a′′′a′′)y1, ay1/n(y)) = 0

⇔ (a′, a) + (a′′a′′′, a)n(y0)/n(y)+(a′′′a′′, a)n(y1)/n(y) = 0

⇔ (a′, a) = 0

donde n(y) = (y, y) es la norma usual de O, hemos escrito y = y0 +y1 con y0 ∈ H e

y1 ∈ H⊥, y la última equivalencia se verifica porque a′′, a′′′ ⊥ 1 y a′′ ⊥ a′′′ implica

que a′′a′′′ ⊥ T , luego (a′, a) 6= 0. Ahora escribimos a′ = αa+ b0 con b0 ∈ T , b0 ⊥ a

y α 6= 0. Como

L◦α−1(a−b0) = α−1L◦a − α−1L◦b0 = α−1(La′ + La′′La′′′)− α−1Lb0

= La + α−1La′′La′′′

entonces el producto x � y = ϕ(x) ◦ y, con ϕ : a 7→ α−1(a − b0) y ϕ|(Ra)⊥ = Id

verifica que x � y = xy para todo x ⊥ a, y a � y = ay + α−1a′′(a′′′y). Por lo tanto,

salvo isotoṕıa, existen a, b, c ∈ T tales que x ◦ y = xy + (a, x)b(cy).

Paso 9. (O, ◦) es álgebra de división si y sólo si (a, bc) 6= −1:

Como en el paso 8, dado 0 6= y = y0 + y1 ∈ O con y0 ∈ H e y1 ∈ H⊥, sabemos
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u e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

u u ηe1 ηe2 ηe3 ηe4 ηe5 ηe6 ηe7

e1 ζe1 −βu e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 ζe2 −e4 −βu e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 ζe3 −e7 −e5 −βu e6 e2 −e4 e1

e4 ζe4 e2 −e1 −e6 −βu e7 e3 −e5

e5 ζe5 −e6 e3 −e2 −e7 −βu e1 e4

e6 ζe6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −βu e2

e7 ζe7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −βu

Tabla 4.2: G2 actúa en A como derivaciones.

que existe 0 6= αa + x0 con x0 ⊥ a tal que (αa + x0) ◦ y = 0 si y sólo si n(a) +
n(a)
n(y) (b(cy), ay) = 0. Como a 6= 0, esto es equivalente a (b(cy), ay/n(y)) = −1. O

lo que es lo mismo, (bc, a)n(y0)
n(y) + (cb, a)n(y1)

n(y) = −1. Como [b, c] ⊥ T implica que

(bc, a) = (cb, a) entonces esta última condición es lo mismo que (bc, a) = −1.

4.3.2. Caso G2

1 2

Los G2–módulos irreducibles de dimensión ≤ 8 tienen dimensiones 1 y 7. Es-

to significa que en caso de que G2 ⊆ Tder(A) entonces A1
∼= A2

∼= A3
∼= 1 + 7

y salvo isotoṕıa G2 actúa como derivaciones. Por [6] podemos encontrar una ba-

se en la que la tabla de multiplicación de A viene dada por la Tabla 4.2. Los

operadores de multiplicación a izquierda y a derecha por u, L◦u y R◦u, vienen da-

dos por diag(1, ζ, ζ, ζ, ζ, ζ, ζ, ζ) y diag(1, η, η, η, η, η, η, η). Con el nuevo producto

x� y = (R◦u)−1(x)◦ (L◦u)−1(y) obtenemos, respecto de la base {u}
⋃
{ ei
ζ−1η−1 }i, una

tabla similar en la que ζ = 1 = η y β > 0. Este producto se puede recuperar

desde el producto xy de los octoniones mediante x � y = xy − 1−β
2 t(xy0) donde

y0 = y − 1
2 t(y).
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Proposición 4.3.9. Si Tder(A) contiene una subálgebra de tipo G2 entonces A es

isótopa a O con el producto dado por

x ◦ y = xy − 1− β
2

t(xy0),

donde xy denota el producto de los octoniones, y0 = y− 1
2 t(y) y β > 0. Además, si

β = 1 entonces Tder(A) = D4 ⊕Z0 y si β 6= 1 entonces Tder(A) = G2 ⊕Z0.

Demostración. La demostración completa es una serie de cálculos no muy ilumi-

nadores, por lo que daremos solamente un esquema. Primero observamos que la

involución en los octoniones, x 7→ x̄, induce una involución en A. A su vez tenemos

un automorfismo (d1, d2, d3) 7→ (d̄1, d̄3, d̄2) en Tder(A) donde

d̄(x) = d(x̄).

Este automorfismo descompone Tder(A) como suma directa de los espacios propios

S(1) y S(−1) correspondientes a los valores propios 1 y −1. Notar que

S(1) = {(d1, d2, d̄2) ∈ Tder(A) | d̄1 = d1}, y

S(−1) = {(d1, d2,−d̄2) ∈ Tder(A) | d̄1 = −d1}.

Cualquier derivación, d, de O induce una derivación en A, luego G2
∼= {(d, d, d) | d ∈

Der(O)} ⊆ S(1). Probaremos que si β 6= 1 entonces S(−1) = 〈(0, Id,− Id)〉 y

S(1) = {(d, d, d) | d ∈ Der(O)}+ 〈(2 Id, Id, Id)〉.

Dada (d1, d2,−d̄2) ∈ S(−1), d̄1 = −d1 implica que d1(1) ∈ O0 y d1(O0) ⊆ R1.

Usando la definición de derivación ternaria con x ∈ O0 e y = x obtenemos que

−βn(x)d1(1) = d2(x)x− d2(x)x,

donde n(x) es la norma usual de O. Como 2y = (y − ȳ) + t(y), entonces tenemos

que 2d2(x)x = (−βn(x)d1(1)) + t(d2(x)x). Dividiendo por x en caso de que x 6= 0

obtenemos d2(x) = 1
2βd1(1)x − 1

2
t(d2(x)x)
n(x) x para todo x ∈ O0. En particular, la

aplicación x 7→ − 1
2
t(d2(x)x)
n(x) x tiene que ser lineal, luego − 1

2
t(d2(x)x)
n(x) es una constante,

digamos α, independiente de x. La aplicación d2 queda d2(x) = 1
2βd1(1)x+αx para

todo x ∈ O0. Restando (0, α Id,−α Id) podemos suponer que α = 0, luego

d2(x) = ax y d3(x) = xa si x ∈ O0,

128



4.3 Dimensión ocho

con a = 1
2βd1(1), t(a) = 0. Veamos ahora que estas fórmulas se extienden a todo A.

Con x, y ∈ O0 y lo que sabemos de d1, d2 y d3, como (ax)y+x(ya) = a(xy)+(xy)a,

no es dif́ıcil probar que d1(xy) = a(xy)+(xy)a+ 1−β
2 (t(xy)d1(1)−t(a(xy)+(xy)a)).

Como cada elemento de O es combinación lineal de elementos xy con x, y ∈ O0

entonces d1(z) = az + za+ 1−β
2 (t(z)d1(1)− t(az + za)). Como β 6= 0 tenemos

d1(z) =
1
β
t(z)a− 2β(a, z).

Con y = 1 y x ⊥ 1, a, d2(1)0 la definición de derivación ternaria implica d2(1) =

−ā = a, luego

d2 = La y d3 = Ra.

Imponiendo la condición de derivación ternaria y nuestras fórmulas a d1, d2, d3 y

comparando escalares y partes vectoriales tenemos que β = 1 o a = 0. Por lo tanto

S(−1) = 〈(0, Id,− Id)〉.

Sea (d1, d2, d̄2) ∈ S(1). Como d̄1 = d1 entonces d1(1) ∈ R1. Restando un

múltiplo escalar de (2 Id, Id, Id) podemos suponer que d1(1) = 0, luego d1(O) ⊆ O0.

La condición de derivación ternaria con x = y = 1 y x = y ∈ O0 implica que

d2(1) ∈ O0 y (d2(x), y) + (x, d2(y)) = 0 para todo x, y ∈ O0. La misma condición

con y = 1 implica que d1(x) = d2(x) − xd2(1) + 1−β
2 t(xd2(1)). Tomando trazas,

también obtenemos t(d2(x)) = βt(xd2(1)) para todo x ∈ O. Ahora escribimos

d2|O0 : O0 → O como x 7→ f(x)+α(x)1, con f(x) ∈ O0 y α(x) ∈ R. La antisimetŕıa

de d2 hace que f sea antisimétrica, por lo tanto

f = D + ada

con D ∈ Der(O) y ada : x 7→ ax − xa para algún a ∈ O0. Restando (D,D,D),

podemos suponer que d2(x) = [a, x] + α(x)1 para todo x ∈ O. Calculando la traza

de d2(x) tenemos que βt(xd2(1)) = 2α(x), luego α(x) = β
2 t(xd2(1)). Una pequeña

modificación nos lleva a

d2(x) = [a, x] +
β

2
t(xd2(1)) +

t(x)
2
d2(1)
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para todo x ∈ O. Fácilmente también obtenemos que d̄2(x) = [a, x]− β
2 t(xd2(1))−

t(x)
2 d2(1). Con y = 1 en la condición de derivación ternaria, obtenemos

d1(x) = [a+
1
2
d2(1), x].

Después de algunos cálculos, la condición de derivación ternaria implica que

1− β
4

[d2(1), [x, y]] = (x, y, 3a+
β

2
d2(1)),

donde (x, y, z) representa el asociador usual. Definimos ã = 3a+ β
2 d2(1) 6= 0 (ã = 0

implica que o bien β = 1 o bien d2(1) = 0, luego d1 = d2 = d3 = 0). Para todo

b ⊥ ã, b ⊥ 1, la subálgebra generada por ã y b tiene dimensión ≥ 3, luego es

una subálgebra de cuaternios. En particular, d2(1) debe conmutar con ã, 1 y todo

elemento ortogonal a ellos, luego d2(1) pertenece al núcleo conmutativo de O. Por

lo tanto d2(1) = 0. Esto implica que (x, y, ã) = 0 para todo x, y, luego ã ∈ R. Como

t(ã) = 0 entonces ã = a = 0. Esto es, d1 = d2 = d3 = 0.

4.3.3. Caso su(3) y Ai no irreducibles

Los su(3)–módulos irreducibles de dimensión ≤ 8 tienen dimensiones 1, 6 y 8. Al

contrario que el módulo de dimensión ocho, el de dimensión seis no es absolutamente

irreducible. En el caso de que su(3) ⊆ Tder(A) entonces, salvo permutaciones,

las únicas posibilidades para el tŕıo (A1, A2, A3) son (8, 8, 8), (8, 1 + 1 + 6, 8) y

(1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6). En el segundo caso {L◦a | a ∈ 1 + 1} ⊆ Endsu(3)(8, 8).

Sin embargo este espacio tiene dimensión uno, por lo tanto nos quedamos con

(8, 8, 8) y (1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6). En ambos casos, salvo isotoṕıa, su(3)

actúa como derivaciones.

Consideramos el caso (1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6, 1 + 1 + 6). Una primera aproximación

al producto de A viene dada mediante la Tabla 1.6 descrita en [6]. Esta tabla con

η1 = θ2 = θ3 = σ1 = σ4 = τ1 = 1, η4 = τ4 = −1 y η2 = η3 = θ1 = θ4 = σ2 = σ3 =

τ2 = τ3 = 0, nos da los octoniones. La forma bilineal usual ( , ) de O se obtiene

haciendo esta base ortonormal. Denotamos por L◦x el operador multiplicación a

izquierda por x correspondiente a esta tabla y por Lx el correspondiente a los
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4.3 Dimensión ocho

u v z1 z2 z3 z4 z5 z6

u η1u+ θ1v η2u+ θ2v z1 z2 z3 z4 z5 z6

v η3u+ θ3v η4u+ θ4v z3 z6 −z1 z5 −z4 −z2

z1 z1 −z3 −u z4 v −z2 z6 −z5

z2 z2 −z6 −z4 −u z5 z1 −z3 v

z3 z3 z1 −v −z5 −u z6 z2 −z4

z4 z4 −z5 z2 −z1 −z6 −u v z3

z5 z5 z4 −z6 z3 −z2 −v −u z1

z6 z6 z2 z5 −v z4 −z3 −z1 −u

Tabla 4.3: su(3) actúa como derivaciones de A dejando submódulos triviales.

octoniones. Sea Z el subespacio generado por {z1, . . . , z6}. Claramente, para cada

z ∈ Z

L◦x(z) = Lx(z) + L(x,u)((σ1−1)u+σ2v)(z) + L(x,v)(σ3u+(σ4−1)v)(z).

Definiendo ϕ : x 7→ x + (x, u)((σ1 − 1)u + σ2v) + (x, v)(σ3u + (σ4 − 1)v), tenemos

L◦x(z) = Lϕ(x)(z). En particular, ϕ(x) es biyectiva y podemos definir un nuevo

producto

x ∗ y = ϕ−1(x) ◦ y,

tal que x ∗ z = xz para todo x ∈ A, z ∈ Z. Está claro que z ∗ u = z ◦ u = za

y z ∗ v = z ◦ v = zb con a = τ1u − τ2v y b = τ3u − τ4v. Esto nos dice que

z ∗x = zx+ (x, u)z(a−u) + (x, v)z(b−v). La aplicación ψ : x 7→ x+ (x, u)(a−u) +

(x, v)(b − v) tiene que ser biyectiva. En consecuencia podemos definir finalmente

un nuevo producto x � y = x ∗ ψ−1(y). Este producto verifica

z � y = zy y x � z = xz

y Z⊥ = 〈u, v〉 es una subálgebra de dimensión dos. En otras palabras, salvo isotoṕıa

podemos suponer que σ1 = σ4 = τ1 = 1, τ4 = −1 y σ2 = σ3 = τ2 = τ3 = 0 luego

la multiplicación está descrita en la Tabla 4.3. Podemos escribir el producto en A
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Álgebras de división reales de dimensión finita

como

x ◦ y = xy + σ(x, y), (4.6)

donde σ : O×O → C es una aplicación bilineal que se anula en O× Z y Z ×O y

verifica

σ(u, u) = (η1 − 1)u+ θ1v, σ(u, v) = η2u+ (θ2 − 1)v,

σ(v, u) = η3u+ (θ3 − 1)v, σ(v, v) = (η4 + 1)u+ θ4v.

Lema 4.3.10. O con el producto x ◦ y de (4.6) es un álgebra de división si y sólo

si σ(a, b) 6= −λab para cualesquiera a, b ∈ Z⊥ no nulos y λ ≥ 1.

Demostración. Dado x ◦ y = 0 con x 6= 0, escribimos x = x0 + x1 con x0 ∈ Z⊥

y x1 ∈ Z. La igualdad x ◦ y = 0 implica que xy = −σ(x, y) (luego x0 6= 0).

Sea c = σ(x, y) ∈ Z⊥. Tenemos y = − x̄
n(x)c = − x̄0

n(x)c −
x̄1
n(x)c. En particular,

c = σ(x, y) = − 1
n(x)σ(x0, x̄0c). Con a = x0 y b = x̄0

n(x0)c tenemos que

σ(a, b) = − n(x)
n(x0)

ab,

con n(x)
n(x0) ≥ 1. El rećıproco es similar.

Podemos dar un criterio más espećıfico para comprobar si estas álgebras son de

división. Por el lema, esto es equivalente a que el álgebra Z⊥ sea de división, con el

producto a◦ b+λab, para todo λ ≥ 0. El determinante del operador multiplicación

a izquierda por αu+ βv es una forma cuadrática en α y β con matriz coordenadaα11 α12

α21 α22

 donde

α11 = λ2 + λ(η1 + θ2) + η1θ2 − η2θ1,

α12 = α21 = 1
2λ(−η2 + η3 + θ1 + θ4) + 1

2 (−η4θ1 + η3θ2 − η2θ3 + η1θ4),

α22 = λ2 + λ(−η4 + θ3) + η3θ4 − η4θ3.

Para ser un álgebra de división, para un λ dado, la forma cuadrática tiene que ser

definida positiva o negativa. Como esto se tiene que cumplir para todo λ ≥ 0, y

para λ suficientemente grande es definida positiva, debe ser definida positiva para
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4.4 Caso su(3) y Ai irreducibles

cualquier λ ≥ 0. Esto es equivalente a la no existencia de ráıces λ ≥ 0 de los

polinomios α11 y α11α22 − α2
12. Los polinomios correspondientes a los octoniones

son α11 = (λ+ 1)2 y α11α22 − α2
12 = (λ+ 1)4.

4.4. Caso su(3) y Ai irreducibles

Por [6], en este caso el producto en A se puede escribir mediante las matrices

complejas anti-hermitianas 3× 3 de traza cero como

x ∗ y = α′[x, y] + β′i(xy + yx− 2
3
t(xy)I)

donde xy denota el producto usual de matrices, I la matriz identidad y α′β′ 6= 0.

Como las derivaciones ternarias se conservan extendiendo escalares, trabaja-

remos en una situación más general. Consideramos F un cuerpo algebraicamen-

te cerrado de caracteŕıstica cero y A = An (n ≥ 2) el conjunto de las matrices

(n+ 1)× (n+ 1) sobre F de traza cero con el producto

x ∗ y = αxy + βyx− α+ β

n+ 1
t(xy)I (4.7)

donde (α, β) 6= (0, 0). Claramente ada : x 7→ ax− xa es una derivación de A, luego

Der(A, ∗) contiene la subálgebra 〈ada | a ∈ A〉, un álgebra de Lie de tipo An. El

resultado principal de esta sección es

Proposición 4.4.1. Se verifica una de las siguientes afirmaciones:

i) Tder(A) ∼= An ⊕Z0.

ii) A es isótopa a un álgebra de octoniones. En este caso α = −w2β con 1 6= w

una ráız cúbica de la unidad y Tder(A) ∼= D4 ⊕Z0.

iii) A es isótopa a las matrices 4× 4 de traza cero con producto

x ∗ y = xy + yx− 1
2
t(xy)I.

En este caso Tder(A) ∼= A5 ⊕Z0.
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Como corolario

Corolario 4.4.2. Sea A un álgebra de división real de dimensión ocho obtenida de

las matrices complejas anti-hermitianas 3 × 3 de traza cero con el producto dado

por

x ∗ y = α′[x, y] + β′i(xy + yx− 2
3
t(xy)I),

donde xy denota el producto usual de matrices y α′β′ 6= 0. Entonces, o bien

i) Tder(A) ∼= su(3)⊕Z0 o bien

ii) Tder(A) ∼= D4 ⊕Z0. En este caso β′ = ±
√

3α′ y A es una isótopa de O.

Demostración. Podemos escribir el producto como x ∗ y = (α′ + β′i)xy + (β′i −

α′)yx − 2β′i
3 t(xy)I. Extendiendo escalares, la proposición previa nos dice que las

únicas dos posibilidades son i) y ii). La segunda ocurre si y sólo si (α′ + β′i) =

−w2(β′i− α′), esto es, β′ = ±
√

3α′.

4.4.1. Proyecciones de Tder(A)

Como adA–módulo, A ∼= An ∼= V (λ1 + λn). Es sabido [4] que EndF (A) ∼=

A∗ ⊗A ∼= V (λ1 + λn)⊗ V (λ1 + λn) se descompone como

EndF (A)∼=



V (4λ1)⊕ V (2λ1)⊕ V (0), si n = 1

V (2λ1 + 2λ2)⊕ V (3λ1)⊕ V (3λ2)⊕ 2V (λ1 + λ2)⊕ V (0), si n = 2

V (2λ1 + 2λ3)⊕ V (2λ1 + λ2)⊕ V (λ2 + 2λ3)

⊕V (2λ2)⊕ 2V (λ1 + λ3)⊕ V (0), si n = 3

V (2λ1 + 2λn)⊕ V (2λ1 + λn−1)⊕ V (λ2 + 2λn)

⊕V (λ2 + λn−1)⊕ 2V (λ1 + λn)⊕ V (0), si n ≥ 4

La forma bilineal (x, y) = t(xy) es no degenerada en A, cumple (x∗y, z) = (x, y∗z)

e induce una involución en EndF (A). Sean Skew(A) los operadores antisimétricos
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4.4 Caso su(3) y Ai irreducibles

para ( , ), y Sym(A) los simétricos. Entonces

Skew(A) ∼=



V (2λ1), si n = 1

V (3λ1)⊕ V (3λ2)⊕ V (λ1 + λ2), si n = 2

V (2λ1 + λ2)⊕ V (λ2 + 2λ3)⊕ V (λ1 + λ3), si n = 3

V (2λ1 + λn−1)⊕ V (λ2 + 2λn)⊕ V (λ1 + λn), si n ≥ 4

mientras que Sym(A) es la suma directa de los submódulos restantes. En particular,

todo submódulo irreducible no isomorfo a V (λ1+λn), está formado por aplicaciones

simétricas o antisimétricas.

Sea S una subálgebra de Lie de EndF (A) que contenga a adA, entonces S se

puede escribir como suma directa de submódulos irreducibles y adA ∼= V (λ1 +

λn) ⊆ S. Como adA son operadores antisimétricos, entonces S debe contener las

componentes simétrica y antisimétrica de todos sus elementos.

Sea πi : (d1, d2, d3) 7→ di y Li = πi(Tder(A)). Li es una subálgebra de Lie de

EndF (A) que contiene a adA, luego contiene las partes simétrica y antisimétrica

de todos sus elementos. Por lo tanto Li es invariante por la involución d 7→ d∗,

inducida por ( , ). Entonces, dado (d1, d2, d3) ∈ Tder(A), como ( , ) es asociativa,

(−d∗2, d3,−d∗1) ∈ Tder(A). La aplicación

θ : (d1, d2, d3) 7→ (−d∗2, d3,−d∗1)

es un automorfismo de Tder(A) con Θ3 = Id. En particular, L1 = L∗2 = L2 = L3.

Nota 4.4.3. En lo sucesivo estudiaremos el álgebra de Lie

L = [Li, Li].

Como adA ⊆ L actúa irreduciblemente en A, el trabajo de Dynkin [13] sugiere que

sólo hay unas pocas posibilidades para L.

La trasposición de matrices, x 7→ xT , es una involución de (A, ∗) luego

τ : (d1, d2, d3) 7→ (d̄1, d̄3, d̄2),
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donde d̄(x) = d(xT )T , es un automorfismo con τ2 = Id. Ambos automorfismos θ y

τ están relacionados mediante

τθτ = θ2. (4.8)

Lema 4.4.4. Tenemos que, o bien L ∩ Skew(A) = adA o Skew(A) ⊆ L.

Demostración. Sea L0 = L ∩ Skew(A), como Skew(A) = V (2λ1 + λn−1)⊕ V (λ2 +

2λn)⊕V (λ1 +λn) entonces, bien L0 = adA o bien L0 contiene una copia de V (λ2 +

2λn) o V (2λ1 + λn−1). En el caso de que L0 = adA⊕V (λ2 + 2λn), como A es un

L0–módulo irreducible fiel, L0 debe ser semisimple como álgebra de Lie. La forma

de Killing de L0 será no degenerada e invariante, luego adA y V (λ2 + 2λn) serán

ortogonales y V (λ2+2λn) será isomorfo a su módulo dual. En cualquier caso esto es

falso. De igual modo podemos descartar la posibilidad L0 = adA⊕V (2λ1 + λn−1),

y nos queda solamente L0 = Skew(A).

Lema 4.4.5. Tenemos que o bien

i) L es {ada |a ∈ A}, Skew(A) o sl(A),

o bien

ii) n = 3 y L ∼= A5.

Demostración. En caso de que L ∩ Skew(A) = Skew(A), como Sym(A) ∩ sl(A)

es un Skew(A)–módulo irreducible, entonces L = Skew(A) o L = sl(A). En lo

sucesivo supondremos que L0 = L ∩ Skew(A) = adA. Como adA–módulo, Sym(A)

se descompone como

Sym(A) ∼=



V (4λ1)⊕ V (0), si n = 1

V (2λ1 + 2λ2)⊕ V (λ1 + λ2)⊕ V (0), si n = 2

V (2λ1 + 2λ3)⊕ V (2λ2)⊕ V (λ1 + λ3)⊕ V (0), si n = 3

V (2λ1 + 2λn)⊕ V (λ2 + λn−1)⊕ V (λ1 + λn)⊕ V (0), si n ≥ 4
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Distinguiremos varios casos:

1. V (2λ1 + 2λn) ⊆ L ∩ Sym(A): Consideramos las aplicaciones εa,b : x 7→

(x, a)b+ (x, b)a. Para todo d ∈ Skew(A) tenemos [d, εa,b] = εd(a),b + εa,d(b). Enton-

ces εE1,n+1,E1,n+1 es un vector de peso máximo, de peso 2λ1 + 2λn y V (2λ1 + 2λn)

es el submódulo generado por εE1,n+1,E1,n+1 . El peso mı́nimo de V (2λ1 + 2λn) es

−(2λ1 + 2λn) y un vector peso asociado es εEn+1,1,En+1,1 .

Sea δa,b : x 7→ (x, a)b − (x, b)a. Claramente, δa,b ∈ Skew(A). Además, dado un

f ∈ Sym(A) tenemos que [f, εa,b] = −δf(a),b + δa,f(b). En particular el elemento

[εE1,n+1,E1,n+1 , εEn+1,1,En+1,1 ] = −4δE1,n+1,En+1,1 pertenece a L0. Conmutando este

elemento con adEij i 6= j obtenemos que Skew(A) = δA,A ⊆ L0, contradiciendo

nuestra suposición.

2. V (λ1 +λn) ⊆ L∩Sym(A): Las aplicaciones Ta : x 7→ ax+xa− 2
n+1 t(ax) son

simétricas y forman un submódulo isomorfo a V (λ1 + λn). Además,

[Ta, Tb](x) = [[a, b], x] +
4

n+ 1
t(ax)b− 4

n+ 1
t(bx)a.

Por tanto V (λ1 + λn) ⊆ L ∩ Sym(A) implica que ad[a,b] + 4
n+1δa,b ∈ L0, lo que

implica que δa,b ∈ L0, luego L0 = Skew(A) con lo que llegamos a una contradicción.

Notar que en este momento hemos probado el lema para el caso n = 2, luego

supondremos que n ≥ 3.

3. V (λ2 + λn−1) ⊆ L ∩ Sym(A) y n ≥ 3: La aplicación ε = εE1,n,E2,n+1 −

εE1,n+1,E2,n es un vector de peso máximo, de peso λ2+λn−1. Entonces V (λ2+λn−1)

es el submódulo generado por ε. Un vector peso de peso mı́nimo es εEn,1,En+1,2 −

εEn+1,1,En,2 . Como [ε, εEn,1,En+1,2 − εEn+1,1,En,2 ] = −δE2,n+1,En+1,2 + δEn,1,E1,n −

δE2,n,En,2 + δEn+1,1,E1,n+1 ∈ L0 y L0 = adA entonces esta aplicación debe ser adD

para alguna matriz diagonal D ∈ A. Cuando lo aplicamos a Ei,j con (i, j) 6∈

{(1, n), (n, 1), (2, n + 1), (n + 1, 2), (n + 1, 1), (1, n + 1), (2, n), (n, 2)} obtenemos 0.

Los elementos E1,n, E2,n+1, E1,n+1 y E2,n son vectores propios de valor propio 1,

y los elementos En,1, En+1,2, En+1,1 y En,2 son vectores propios de valor propio

−1. Si denotamos por εi la aplicación que asocia a D el i–ésimo elemento de su

diagonal, entonces εi(D)− εj(D) = 0 si (i, j) 6∈ {(1, n), (n, 1), (2, n+ 1), (n+ 1, 2),
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(n + 1, 1), (1, n + 1), (2, n), (n, 2)}, ε1(D) − εn(D) = 1, ε2(D) − εn+1(D) = 1,

ε1(D)− εn+1(D) = 1 y ε2(D)− εn(D) = 1.

En el caso de que n > 3 entonces εi(D) = ε3(D), luego D = ε3(D) Id. Como la

traza de D es cero entonces D = 0. Esto contradice la igualdad ε1(D)− εn(D) = 1.

Para el caso n = 3 las condiciones anteriores sobre εi(D) son compatibles e

implican que D = diag(1/2, 1/2,−1/2,−1/2). En este caso L = adA⊕V (2λ2)

será isomorfa a un álgebra de Lie simple de dimensión 35, esto es A5.

4.4.2. Demostración de la Proposición 4.4.1

L es un álgebra de Lie simple y A es un L–módulo irreducible, luego L1 =

L2 = L3 = L⊕F Id. El núcleo de la proyección π2 : Tder(A)→ Li es {(d1, 0, d3) ∈

Tder(A)}. Dadas dos derivaciones ternarias (d1, 0, d3), (d′1, 0, d
′
3) ∈ Tder(A), enton-

ces (−d∗3,−d∗1, 0) y ([d′1, d
∗
3], 0, 0) están en Tder(A) también. El producto A ∗ A es

un submódulo no nulo de A para la acción de adA, luego A ∗A = A y [d′1, d
∗
3] = 0.

Tanto π1(kerπ2) como π3(kerπ2)∗ son ideales que conmutan de L ⊕ F Id, por lo

que uno de ellos es F Id. En el caso de que π1(kerπ2) = F Id tenemos que d1 = λ Id

para algún λ ∈ F , luego (−d∗3,−λ Id, 0) ∈ Tder(A) y d∗3 = λ Id, lo que prueba que

kerπ2 = F (Id, 0, Id). Si π3(kerπ2) = F Id entonces kerπ2 = F (Id, 0, Id) también.

Argumentos análogos prueban que kerπ1 = F (0, Id,− Id) y kerπ3 = F (Id, Id, 0).

La proyección π2 nos da un isomorfismo del ideal {(d1, d2, d3) ∈ Tder(A) | t(d2) =

t(d3) = 0} en L, luego Tder(A) ∼= L⊕Z0.

Eliminemos ahora la posibilidad L = sl(A). En caso contrario, como L = sl(A)

es simple, las aplicaciones

ξ : d1 7→ d2 y ξ′ : d1 7→ d3,

con (d1, d2, d3) ∈ Tder(A), inducen automorfismos en L. Por lo tanto, para cada

d ∈ L

ξ(d) =


PdP−1 ∀d ∈ L

o

−PdTP−1 ∀d ∈ L
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para alguna aplicación lineal inversible P . Análogamente ξ′(d) es o bien QdQ−1 o

bien −QdTQ−1 para alguna Q inversible. Cambiando por isotoṕıa, obtenemos el

producto ◦ en A con una de las siguientes propiedades

1. {(d, d, d) | d ∈ sl(A)} ⊆ Tder(A, ◦): en este caso ◦ ∈ HomL(A⊗A,A),

2. {(d,−dT , d) | d ∈ sl(A)} ⊆ Tder(A, ◦): entonces ◦ ∈ HomL(A∗ ⊗A,A),

3. {(d, d,−dT ) | d ∈ sl(A)} ⊆ Tder(A, ◦): por tanto ◦ ∈ HomL(A⊗A∗, A),

4. {(d,−dT ,−dT ) | d ∈ sl(A)} ⊆ Tder(A, ◦): luego ◦ ∈ HomL(A∗ ⊗A∗, A),

donde A∗ denota el dual de A. Como módulo para sl(A), A es isomorfa a V (λ1) y

A⊗A∗ ∼= V (λ1+λn)⊕V (0), luego HomL(A⊗A∗, A) = 0. Como HomL(A⊗A,A) ∼=

HomL(A,A⊗A∗) entonces HomL(A⊗A,A) = HomL(A∗ ⊗A∗, A) = 0.

Fijémonos ahora en el caso L = Skew(A). Sea w ∈ F , con w3 = 1 una ráız primi-

tiva de la unidad. Como θ3 = Id, los únicos espacios vectoriales propios (asociados a

valores propios) posibles de θ son de la forma S(wi) = {(d,wid,w2id) ∈ Tder(A)}.

En el caso de que S(w) = S(w2) = 0, Der(A) = Skew(A), pero A⊗ A no contiene

ningún Skew(A)–submódulo isomorfo a A. En el caso de que S(w) 6= 0, cambiando

si es preciso w por w2, podemos suponer que V (2λ1+λn−1) ⊆ S(w). Como la aplica-

ción ϕ = δE1,n+1,E1,n : x 7→ (x,E1,n+1)E1,n−(x,E1,n)E1,n+1 está en V (2λ1 +λn−1)

entonces

(ϕ,wϕ,w2ϕ) ∈ Tder(A).

En particular,

ϕ(En,1 ∗ En+1,1) =



0,

−wE1,n+1 ∗ En+1,1 + w2En,1 ∗ E1,n = (w2β − wα)E11+

+w2αEnn − wβEn+1,n+1 + (w − w2)α+β
n+1 I.

Si n > 2 entonces n+ 1 > 3 y α = 0 = β. Entonces n ha de ser igual a 1 ó 2. En el

caso de que n = 1, Skew(A) = adA. Si por el contrario n = 2 entonces tenemos que

diag(−wα+w2β,w2α,−wβ) = w2−w
3 (α+ β)I, luego α = −w2β y salvo isotoṕıa A

es un álgebra de Okubo, esto es, una isótopa de un álgebra de octoniones [17].
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Consideramos ahora el caso excepcional aparecido en el lema previo. El álgebra

de Lie L se descompone como L = A3⊕V (2λ2) y el vector peso máximo de V (2λ2)

es ϕ = εE1,3,E2,4 − εE1,4,E2,3 . Como por (4.8) el automorfismo τ permuta S(w) y

S(w2), estos dos espacios tienen submódulos de la misma dimensión. Por tanto

S(w) = 0 = S(w2) y

Tder(A) = {(d,−d∗,−d∗) | d ∈ L} ⊕ Z0.

La condición de derivación ternaria de ϕ se puede ver como

ϕ(x ∗ y) = −ϕ(x) ∗ y − x ∗ ϕ(y).

Evaluando en E4,2 ∗ E3,1 tenemos que

ϕ(E4,2 ∗ E3,1) =



ϕ(0) = 0

−ϕ(E4,2) ∗ E3,1 − E4,2 ∗ ϕ(E3,1) =

−αE1,1 − βE2,2 − βE3,3 − αE4,4 + α+β
2 I

luego α = β y el álgebra es isótopa a la que aparece en el apartado iii). La existencia

de este caso se estudia en la siguiente sección.

4.4.3. El caso excepcional

El álgebra (A, ∗) correspondiente a n = 3 y 0 6= α = β es excepcional dentro

de la familia de álgebras An de la matrices (n + 1) × (n + 1) de traza cero con el

producto

αxy + βyx− α+ β

n+ 1
t(xy)I.

En esta sección comprobaremos que Tder(A, ∗) ∼= A5 ⊕ Z0. Como hemos probado

que si L = adA o bien (A, ∗) es isótopa a un álgebra de octoniones o bien L ∼= A5,

entonces se trata de probar que en este caso excepcional L 6= adA. La forma

mas rápida es comprobando que la aplicación d = εE1,3,E2,4 − εE1,4,E2,3 , descrita

anteriormente, nos da una derivación ternaria (d,−d,−d). Esta aplicación, como
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es simétrica respecto a (x, y) = t(xy) no pertenece a adA. De hecho, linealizando

dos veces la identidad

x4 − 1
2
t(x2)x2 − 1

3
t(x3)x+

1
4

(
1
2
t(x2)2 − t(x4))I,

cierta para cualquier matriz x de A3, se prueba fácilmente que las aplicaciones

simétricas x 7→
∑
i aixbi+bixai− (ai, x)bi− (bi, x)ai con

∑
i aibi+biai = 0, ai, bi ∈

A3, dan derivaciones ternarias de (A, ∗) de la forma (d,−d,−d). La aplicación

εE1,3,E2,4 − εE1,4,E2,3 es un ejemplo. De todos modos veremos otra aproximación.

Para entender la forma en que A5 actúa como derivaciones ternarias en A,

consideramos el espacio vectorial W (dimW ≥ 2) provisto de una forma bilineal

simétrica no degenerada ( , ). Para todo ϕ ∈ EndF (W ) denotamos por ϕ∗ el adjunto

de ϕ respecto a ( , ), luego (ϕ(w), w′) = (w,ϕ∗(w′)) para todo w,w′ ∈ W . El

álgebra de Lie sl(W ), de aplicaciones lineales de traza cero sobre W , actúa sobre

las aplicaciones antisimétricas so(W ) = {δ ∈ EndF (W ) | δ∗ = −δ} mediante

ϕ · δ = ϕδ + δϕ∗. (4.9)

El módulo so(W ) con esta acción es isomorfo a la segunda potencia exterior ∧2W

de W con la acción natural, el isomorfismo viene dado por w1 ∧w2 7→ δw1,w2 : w 7→

(w1, w)w2 − (w2, w)w1. La forma bilineal (δ1, δ2) = t(δ1δ2) es no degenerada en

so(W ) y para todo ϕ ∈ sl(W ) tenemos que (ϕ · δ1, δ2) = t(ϕδ1δ2 + δ1ϕ
∗δ2) =

t(δ1δ2ϕ+ δ1ϕ
∗δ2) = (δ1, ϕ∗ · δ2).

Consideremos ahora el espacio vectorial V , de dimensión cuatro sobre un cuerpo

F algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero, y la acción natural de A3 en V .

La segunda potencia exterior, W = ∧2V , tiene dimensión seis y el isomorfismo

∧4V ∼= F dado por el determinante respecto a una base fijada, proporciona una

forma bilineal simétrica no degenerada ( , ) en W , invariante por la acción de A3,

es decir, A3 actúa en W como aplicaciones antisimétricas respecto a ( , ). Como

dim so(W ) = 15, tenemos que A3
∼= so(W ), luego A5

∼= sl(W ) actúa sobre A3

mediante (4.9). Esta es la acción que estamos buscando.

Como dimW = 6, entonces ∧6W ∼= F determina una forma trilineal simétrica

no nula ( , , ) : so(W ) ⊗ so(W ) ⊗ so(W ) ∼= ∧2W ⊗ ∧2W ⊗ ∧2W → ∧6W ∼= F ,
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invariante para sl(W ). Las formas bilineal y trilineal en so(W ) definen un producto

conmutativo ∗ mediante

(δ1, δ2, δ) = (δ1 ∗ δ2, δ)

para todo δ1, δ2, δ ∈ so(W ). Este producto está relacionado con la acción de sl(W )

por

(ϕ · (δ1 ∗ δ2), d) = (δ1 ∗ δ2, ϕ∗ · δ) = (δ1, δ2, ϕ∗ · δ)

= −(ϕ∗ · δ1, δ2, δ)− (δ1, ϕ∗ · δ2, δ)

= ((−ϕ∗ · δ1) ∗ δ2 + δ1 ∗ (−ϕ∗ · δ2), δ),

esto es,

ϕ · (δ1 ∗ δ2) = (−ϕ∗ · δ1) ∗ δ2 + δ1 ∗ (−ϕ∗ · δ2). (4.10)

De este modo sl(W ) actúa como derivaciones ternarias en (so(W ), ∗).

Veamos que, salvo múltiplos escalares, este producto ∗ es precisamente el pro-

ducto δ1 ∗ δ2 = δ1δ2 + δ2δ1 − 1
2 t(δ1δ2) Id. Para esto observamos que en el caso de

que ϕ ∈ so(W ), ϕ∗ = −ϕ y ϕ ·δ = ϕδ−δϕ, recuperando por tanto la acción adjun-

ta de so(W ). Además, por (4.10), ∗ puede verse como un homomorfismo no nulo,

Sym(so(W ))→ so(W ), de so(W )–módulos. En general no existen estos homomor-

fismos. Nuestra situación excepcional proviene del hecho de que so(W ) ∼= A3, un

álgebra de Lie de tipo A, y entonces, salvo múltiplos escalares, existe un único

homomorfismo de este tipo: δ1 ∗ δ2 = δ1δ2 + δ2δ1 − 1
2 t(δ1δ2) Id.

Como sl(W )–módulo, so(W ) ∼= ∧2W ∼= V (λ2) luego EndF (so(W )) ∼= V (λ2)⊗

V (λ4) ∼= V (0)⊕V (λ1+λ5)⊕V (λ2+λ4). Mirando A5 como incluido en EndF (so(W ))

por (4.9), cualquier subálgebra de Lie de EndF (so(W )) que contenga a A5 y la

identidad I es o bien A5⊕V (0) o todo EndF (so(W )). En particular, la proyección

de Tder(A, ∗) en cada componente es A5 ⊕ V (0) o bien todo EndF (so(W )). Co-

mo al principio de la Subsección 4.4.2 podemos eliminar el último caso y obtener

Tder(A) ∼= A5 ⊕Z0.
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En breve.

En este caṕıtulo hemos utilizado el grupo G = G(A) presentado en la Sección 1.4,

y el álgebra de Lie de derivaciones ternarias de un álgebra A, que es un invariante

de la acción de G, para modelizar y clasificar las álgebras de división reales.

Hemos comenzado con algunos resultados sobre la estructura de Tder(A) y

acotando su dimensión y su rango toral. Si TderA no es abeliana entonces TderA =

S⊕Z donde Z es el centro y S es un álgebra de Lie semisimple compacta, y tenemos

que para dimA = 4 la dimensión de Tder(A) es menor o igual que 11, el rango

toral de Tder(A) ≤ 5, y si la dimensión de A es 8 entonces dim Tder(A) ≤ 30 y el

rango toral de Tder(A) ≤ 6. En ambos casos el rango toral de S es menor o igual

que 4. Además las cotas superiores se alcanzan únicamente en isótopas de H y O.

Los resultados obtenidos para las distintas dimensiones quedan reflejados en la

siguiente tabla:

dimA TderA Aσ

1 Z de dimensión 2 R

2 Z de dimensión 4 C

su(2)⊕ su(2)⊕ su(2)⊕Z H
4 xy − (1−β)

2 t(xy0)1 con β > 0

su(2)⊕Z xy − t(xcy)1 con c ∈ H, c /∈ R y t(c) 6= 1

xy + (a, x)b(cy)

contiene a B2 con a, b, c ∈ 〈1, i, j〉 ⊆ O y (a, bc) 6= −1

D4 ⊕Z si β = 1

G2 ⊕Z si β 6= 1
xy − 1−β

2 t(xy0)1

xy + σ(x, y) con σ(a, b) 6= −λab
contiene a su(3) 0 6= a, b ∈ C,λ ≥ 1, σ(C⊥,O) + σ(O,C⊥) = 0

D4 ⊕Z si β′ = ±
√

3α′

α′[x, y] + β′i(xy + yx− 2
3 t(xy)I)

8

su(3)⊕Z si β′ 6= ±
√

3α′
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Álgebras de división reales de dimensión finita

144



Bibliograf́ıa

[1] P. Alberca Bjerregaard, A. Elduque, C. Mart́ın González, F.J. Navarro
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