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“(...) un lazo local analitico es una extensidn del concepto de grupo de Lie local”
Para facilitar la extension necesitamos lazos, tan naturales que a veces nos pasan
desapercibidos y que nos resultan imprescindibles cuando notamos su ausencia.

RESUMEN. Los teoremas de Lie para grupos de Lie locales fueron extendi-
dos al caso no-asociativo por Mikheev y Sabinin. Posteriormente, Mostovy y
Pérez-Izquierdo dieron una versién formal del trabajo de Mikheev y Sabinin
en el contexto de los lazos formales. El punto crucial en el trabajo de Mikheev
y Sabinin es la caracterizacién del operador de torsién de una conexién afin
plana en términos de operaciones multilineales. En este articulo, presentamos
una aproximacién directa a esta caracterizacién y completamos algunos de-
talles en el trabajo de Mostovoy y Pérez-Izquierdo. Obtenemos también una
estructura de grupo no-abeliano en el conjunto de conexiones formales afines
planas.

ABSTRACT. Lie theorems for local Lie groups were extended to a nonasso-
ciative setting by Mikheev and Sabinin. Later, Mostovy and Pérez-Izquierdo
gave a formal version of the work of Mikheev and Sabinin in the context of
formal loops. The crucial point in the work of Mikheev and Sabinin is the
characterization of the torsion operator of a flat affine connection in terms
of multilinear operations. In this paper we present a direct approach to
this characterization and complete some details in the work of Mostovoy and
Pérez-Izquierdo. We also obtain a structure of non-abelian group on the set
of formal flat affine connections.

1. INTRODUCCION

En este articulo el cuerpo base k se asumird siempre de caracteristica cero.

La correspondencia entre grupos locales de Lie y dlgebras de Lie fue considerada
por primera vez en un contexto no asociativo en 1955 por Malcev [5]. En dicho
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articulo, Malcev probd que el espacio tangente en el elemento identidad de un lazo
de Moufang local y analitico es lo que actualmente se conoce como un algebra de
Malcev, es decir, un &lgebra (M, [, |) anticonmutativa que satisface la identidad

J(2,y,[2,2]) = [J(2,y,2), 7]

donde J(z,y, z) = [[z, y], 2] +[[y, 2], ] +[[2, 2], y]. En 1971 Kuzmin [4] demostrd que
toda algebra real de Malcev de dimension finita aparece de este modo, quedan-
do asi establecida la correspondencia de Lie para lazos de Moufang. Durante los
siguientes anos distintos matemadticos investigaron la correspondencia de Lie en
variedades méas generales de lazos locales analiticos como por ejemplo la varie-
dad de lazos de Bol. En 1982 Hofmann y Strambach [3] proporcionan una versién
parcial para lazos locales analiticos arbitrarios basada en lo que posteriormente
se ha denominado &lgebras de Akivis. Finalmente, es en 1987 cuando Mikheev y
Sabinin [10] logran establecer con completa generalidad la correspondencia de Lie
para lazos locales analiticos. Animamos al lector interesado a consultar la exce-
lente monografia aparecida en 2006 de la mano de Akivis y Goldberg [1] donde se
expone en particular la evolucién de este problema.

El resultado fundamental de Mikheev y Sabinin al que hacemos referencia se
enuncia del siguiente modo:

Teorema 1 (Mikheev y Sabinin, 1987). El espacio tangente en el elemento iden-
tidad de un lazo local analitico es un dlgebra de Sabinin, y cualquier dlgebra de
Sabinin real de dimension finita que satisface ciertas condiciones de convergencia
[10] puede interpretarse como el espacio tangente de un lazo local analitico.

Antes de discutir la estrategia de Mikheev y Sabinin, introduciremos los ingre-
dientes basicos presentes en el enunciado del Teorema 1, que no son mas que el
concepto de lazo local analitico y el de algebra de Sabinin.

Una variedad analitica ) junto con un punto destacado e se dice lazo analitico
local si en un entorno U de e existe una aplicacién analitica F': U x U — @ tal que
F(e,z) = x = F(z,e) para todo x € U. El elemento e se dice elemento identidad
del lazo. Existe una clara nocién de equivalencia entre lazos locales que permite
restringir el entorno U y que omitiremos por simplicidad. La multiplicacién F' se
puede iterar siempre que los elementos sobre los que se aplica pertenezcan a un
entorno suficientemente pequeno de e.

Un espacio vectorial V' dotado de dos familias de operaciones multilineales
(@1, xniy,2) (> 0)y @(21,. -, Tn3 Y1y -y Ym) (R > 1,m > 2) z1,..., 2,
Yis---,Ym € V se dice dlgebra de Sabinin si se cumple que

(1) @(371, sy Ty Y1, - aym) = (b(xa(l)a oy Lo(n)i Yr(1)y - >y'r(m))
para todas las permutaciones o € ¥,,, T € ¥, v ademas

(2) (@1, ey Tni Y, 2) = —(T1, .o, Tn 2, Y)
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(3) Og,y,z <<$17~-7‘rr7x§yuz>
I
+zz<xm,...,xak;<xakﬂ,...,x%;y,z>,x>) ~0
k=0 «a
(4) (X1y ey Ty @by Tpg 1y ey T Yy 2) — (T, e By 0y Gy T 1y ey T Y, 2)
T
+ZZ<IQ17"'7I@k7<xak+1?"'7x@r;a7b>a"'7$n;yﬁz>:O
k=0 a

donde 0, 4, denota la suma ciclica en x,y, 2z y a recorre todas las permutaciones
i +— «; tales que, una vez fijado k, aq < -+ < ay, g1 < -+ < @, (permutaciones
de barajado).

A primera vista quizéas la definiciéon de algebra de Sabinin pueda parecer algo
técnica, pero si se considera

(X1, X3y, 2) =0=D(T1, ..., Tp; Y1, -+ Ym)

para n > 1,m > 2, de las dos familias de operaciones solamente queda una o-
peracién bilineal (y,z) que por las identidades (2) y (3) es un &dlgebra de Lie.
Reciprocamente, cualquier dlgebra de Lie se puede ver como un algebra de Sabinin
de este modo. Por tanto las algebras de Sabinin son simplemente una extensién
del concepto de algebra de Lie, de la misma manera que un lazo local analiti-
co es una extensién del concepto de grupo de Lie local. Las dlgebras de Malcev
son también ejemplos de dlgebras de Sabinin en las cuales todas las operaciones
(1,...,2n;y, z) pueden reconstruirse a partir de un producto binario [y, z] mien-
tras que las operaciones ®(x1,...,ZTn;Y1,---,Ym) son nulas. Del mismo modo que
a partir de un &algebra asociativa se construye un &dlgebra de Lie cambiando el
producto asociativo xy por el producto conmutador zy — yx, a partir del producto
de cualquier &lgebra no asociativa se puede definir un dlgebra de Sabinin [11].

Resulta sorprendente, aunque natural cuando se comprende la construccién,
el que no se imponga ninguna condicién que involucre conjuntamente a ambas
operaciones. La libertad que hay en la eleccion de @, el multioperador, sugiere un
elevado ntimero de ejemplos, y en efecto es asi ya que, sin animo de extendernos,
basta observar que cualquier expresion de la forma

F(ac,y)=x+y+(fl(m,y),-..7fn($,y)), Vm,yeRm
donde f;(x,y) son series de potencias que convergen en un entorno de 0 y tales
que f;(0,y) = 0= fi(x,0) Vi=1,... n, define un lazo local analitico.
La clave en el tratamiento de Mikheev y Sabinin de la correspondencia de Lie
para lazos es el asignar a cada lazo local analitico una conexioén afin plana cuya
expresién en términos de transporte paralelo es

(5) Tl;l(Xa) = dLbL;1|aXa

y reciprocamente, a cualquier conexién afin plana se le puede asociar un lazo local
analitico mediante

(6) ab = expq (7 exp ' (b))
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(véase [6, 9]). Ambas construcciones no son, sin embargo, inversa una de la otra y
en general para recuperar un lazo local analitico se precisa mds informacién que
la almacenada por la conexién afin plana asociada.

Para codificar la informacién de una conexién afin plana en términos de ope-
raciones multilineales Mikheev y Sabinin proceden como sigue. Puesto que toda
conexién plana queda localmente clasificada por su tensor de torsién, para clasifi-
car la conexién (5) son necesarios Unicamente datos que permitan reconstruir su
torsién, y estos van a ser

(7) <I1a7xn’yvz>:vx’1‘vxflT(y*vZ*)(e)7

donde z* denota el campo adaptado al vector tangente x. El principal resultado
acerca de estas operaciones es su caracterizaciéon axiomatica.

Teorema 2 (Mikheev y Sabinin, 1987). Las operaciones multilineales definidas
por (7) a partir del tensor de torsidn de cualquier conexidon afin plana satisfa-
cen los axiomas (2), (3) v (4). Reciprocamente, cualquier familia de operaciones
(X1,...,Tn;y,2) (n>0) que cumpla los aziomas (2), (3) y (4) y ciertas condicio-
nes de convergencia puede obtenerse a partir del tensor de torsion de una conexion
afin plana mediante la férmula (7).

El trabajo de Mikheev y Sabinin acerca de lazos locales analiticos se ha enfocado
de modo formal en [7], lo que ha permitido extenderlo de modo muy natural a
dimensioén arbitraria y cuerpos de caracteristica cero.

El propdsito de este articulo es exponer de forma algebraica y directa el analogo
del Teorema 2 en el contexto de lazos formales, completando algunos detalles
dejados al lector en [7] pero reduciendo a un minimo los conceptos involucrados.
Este detenimiento en la exposicion se ve gratificado con un nuevo resultado acerca
de conexiones afines planas formales que aparece como Corolario 1 en la Seccién 2
dedicada a introducir nociones y resultados basicos de geometria en un contexto
formal. La Seccién 3 se dedicard a probar el andlogo del Teorema 2.

2. ALGUNOS RUDIMENTOS DE GEOMETRIA FORMAL

Dado un cuerpo k de caracteristica cero, el dlgebra de tensores simétricos sobre
un k-espacio vectorial V' se denotard por k[V] y nos referiremos a los elementos
de k[V] como distribuciones formales' mientras que los elementos de V se dirén
vectores tangentes. Ademds de su estructura natural de dlgebra conmutativa, k[V]
posee estructura de algebra de Hopf coconmutativa con la comultiplicaciéon

A:klV] — Ek[V]IQE[V]
B Z (1) ® H(2)
inducida por la aplicacién
V. = E[V]®Ek[V]
v o~ v®1+1®wv,

1Las definiciones que se presentan en esta seccién pueden consultarse en [7].
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la counidad e: k[V] — k inducida por
V — k
v — 0,
y la antipoda S: k[V] — k[V] inducida por
V. = k[V]
]

*

Los elementos del espacio vectorial dual k[V]* se dicen funciones formales y for-
man un algebra asociativa, conmutativa y unitaria bajo el producto dado por
convolucién

(Fo) () = Fla)g(ue)-

Los elementos de Hom(k[V], V) se dicen campos vectoriales formales y actian
fielmente sobre las distribuciones formales mediante

A-p=Ap=— Zﬂ(l)A(M(z))-
Ejemplos de campos vectoriales formales que aparecerdn més adelante son
Og: p— e(p)a

para cualquier a € V. Puesto que €(1) = 1, el valor del campo vectorial formal 9,
en 1 es el vector tangente a.

Lema 1. Sea A € Hom(k[V],V) tal que Ay = 0 para todo p € k[V]. Se tiene que
A=0.

Demostracion. Por un lado se tiene que 0 = — > S(u1))Ap2) ya que Az =0
por hipétesis. Por otro lado,

= S(pa)Ame = DSk Alues)
= 3 ) Ale) = A (D el )

= A(w),

quedando probado que A(u) = 0 para todo p € k[V], lo que por definicién equivale
aque A=0. O

El enunciado de los lemas 2, 3, 4 y 5 aparece en [7, Seccién 5.2]. En linea con
el objetivo introductorio de este articulo presentaremos su demostracion.

Lema 2. El conjunto de campos vectoriales formales Hom(k[V], V') con el producto
dado por

(8) [A, B]: =Y Bua)yAlpz)) — Al Bliz))

posee estructura de dlgebra de Lie.
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Demostracion. Puesto que la antisimetria del producto es evidente por la propia
definicién del producto [A, B], basta entonces comprobar la identidad de Jacobi.
El triple producto [[4, B], C] aplicado a un elemento u € k[V] es

[A,B],Cl(1) = Y CluwlA, Bl(n@)) — [A, Bl(u)Clue))

= > ClpwyBluaAlus))) — ClpayAlpe) Blus))
=By Al Clum)))) + Alpa) Bl Clus))))
+ A1) C12)) Bues) — Blua)yC i) Alue))

por lo que la suma ciclica en A, B, C' de este triple producto se anula proporcio-
nando asi la deseada identidad de Jacobi. |

Existe, como no, otro modo maés sencillo de comprobar que los campos vectoria-
les formales forman un dlgebra de Lie con el producto (8). Para ello basta observar
que

[A,B]-p = - Z/i(l)[A» B](M(2))
= - Z 1y By Alne))) — rayAlre) B(us)))
= A-Bu—B-Au

y utilizar el Lema 1. Queda probado de paso que la accién (A, u) — A - p dota a
k[V] de estructura de médulo para el dlgebra de Lie de campos vectoriales formales
Hom(k[V],V).

La accién de los campos vectoriales formales sobre las distribuciones formales
k[V] induce una accién dual en el conjunto de funciones formales k[V]*

Da(f) = A(f): p—= Y flua)Alu))
que también es fiel. Ademéds tenemos que

Lema 3. Para cualquier campo formal A, la aplicacion D 4 es una derivacion del
dlgebra de funciones formales k[V]*.

Demostracion. Se tiene que para todo p € k[V]y f,g € k[V]*
Da(fg)(n) = ng ) Alua)))

= > FluayAlue)g(we) + ) glue Alus))
= Da(f)g ( )+ fDa(g)(n)
quedando probado asi que Da(fg) = Da(f)g + fDa(g)- O

La aplicacién D: Hom(k[V],V) — Der(k[V]*) definida por A — D4 es un
monomorfismo de dlgebras de Lie que permite interpretar los campos vectoriales
formales como derivaciones del algebra de funciones formales. Por supuesto, al ser
un homomorfismo de dlgebras de Lie se tiene en particular que

Diap = DaDp — DpDa.
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Por otro lado, el dlgebra de funciones formales k[V]* actia sobre el conjunto de
campos vectoriales formales Hom(k[V], V) mediante

fra=fA - fpa)Alp).
Esta accion satisface:

Lema 4. Para cualesquiera f,g € k[V]* y A, B € Hom(k[V],V) se tiene que
= fg-A=f-g4,
= fA(g) = f-Al9) y
= [A, fB] = A(f)B + f[A, B]

Demostracion. Para cualquier u € k[V] se cumple que
(fg- D) = D falna)Alue) =Y Fra)g(ue) Alues)
= ) fle)gAlpe) = f-gA(u)-

También se cumple que
fA(9) Zg u(l)fA ) =Y gy f(re)Alues))
= D ) a(ue Alue)) = f - Alg) ().

Finalmente,

[A, fB](n)

> B Alue)) — Alpay fBie))

> fu 1)A 2)))B(k(2)) + fr) Bl Alws))
—A(Nu)f(#(z)) (13)))
A(f)B(w) + fA, B](w).

O

El conjunto de campos vectoriales es un médulo libre para el dlgebra de funcio-
nes formales. En lo que sigue se usara frecuentemente el Convenio de sumacion de
Finstein por el que si aparece un indice repetido en una expresién se asume que
existe una suma numerada por ese indice en un cierto rango que quedara claro
por el contexto. Por ejemplo, se escribird 9,; = f;AZ en lugar de 9,, = ), fJ’Al
puesto que es ¢ el indice repetido en el segundo miembro de la igualdad.

Lema 5. Sea {A; | i € I} C Hom(k[V],V) un conjunto de campos vectoriales
formales. Se tiene que {A;(1) | i € I} es una k-base de V si y solamente si
{A;|i €I} esuna k[V]*-base de Hom(k[V], V).

Demostracion. Sea {A; | ¢ € I} tal que {A;(1) | i € I} es una base de V. Dado
un campo formal A, se pueden definir inductivamente en el grado de u € k[V]
funciones formales f? tales que

Z Firay)Ai(pe)) = F1(1)A;(1) + términos previamente definidos

lo que muestra que {A; | i € I} genera el k[V]*-médulo Hom(k[V], V). La eleccién
de fi(u) en (9) es claramente tinica por lo que de hecho {4; | i € I'} es base.
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Sea ahora {A; | i € I} una k[V]*-base de Hom(k[V],V) vy fijemos una base
{a; | j € J} de V y campos formales 0y, : p — €(p)a;. Por el apartado anterior
{0q; | j € J} es también una k[V]*-base de Hom(k[V], V). Existen pues funciones
formales f; y gf tales que 9, = f;AZ yA; = gg Oa, - Estas funciones formales estan
ligadas mediante ggf]’-c =0sii#ky ggf]’-c = e si i = k (recuérdese que ¢ es la
counidad de k[V]). En particular, si a'A;(1) = 0 para ciertos escalares o' entonces
aigf(l)a] = 0 por lo que a'g! (1) = 0 para todo j. Ahora bien, 0 = aigff]’?(l) =
a*e(1) = a¥, lo que prueba que {4;(1) | i € I} es libre. Puesto que a; = 0,,(1) =
fi(1)Ai(1) entonces se puede concluir que efectivamente {A;(1) | i € I} es una
base de V. O

Los elementos de Hom(k[V] ® V, V) tales que al restringirlos a 1 ® V sean la
aplicacién identidad se dicen conexiones afines planas formales. Es interesante
resaltar que dichas conexiones forman un grupo, no abeliano en general, algo que
aunque estd implicito en [7] no queda sin embargo suficientemente resaltado.

Proposicién 1. El conjunto Hom(k[V] ® V,V) es un dlgebra asociativa con el
producto

CxC'(p@v)=> Clua) @ C' (1) @ v)).

Un elemento C' € Hom(k[V] ® V., V') posee inverso si y solamente si la restriccion
de C' a1®V es una aplicacion biyectiva.

Demostracion. La asociatividad del producto es una mera consecuencia de la
coasociatividad de k[V].

Dado C'y C’ su inverso, se tiene C'* C’'(p®@v) = e(p)v = C'* C(p®v). Fijando
w =1 estas igualdades se convierten en C(1®@ C'(1®@v)) =v=C'"(1 C(1®v))
por lo que la restriccién de C' a 1 ® V es la aplicacién inversa de la restriccién de
CaleV.

Sea ahora C' € Hom(k[V] ® V, V) tal que su restriccién a 1 @ V' es biyectiva. Se
puede definir inductivamente en el grado de p una aplicacién C’ de modo que se
cumpla que

ZC' f1) ® Cpz)y @ v)) = e(pu)v

o lo que es lo mismo, C’ * C = ¢ ® Idy. Esto muestra que C’ es inverso por la
izquierda de C'y que C es un inverso por la derecha de C’. Puesto que la restriccién
de C" a 1 ®V es también biyectiva (coincide con la inversa de la restriccién de C
a dicho espacio), por el mismo motivo C’ posee también inverso por la izquierda.
Por lo tanto C’ posee un inverso (bildtero) que necesariamente es C, quedando
asi probado que C posee inverso. ([l

Como consecuencia inmediata de la Proposicién 1 tenemos:

Corolario 1. El conjunto de conexiones afines planas formales posee estructura
de grupo con el producto

CxC:p@v— Y Clua) @ C' (1) @v)).
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Proposicién 2. El dlgebra asociativa Hom(k[V] ® V, V) actia en el conjunto de
campos vectoriales formales Hom(k[V[, V) mediante

C-A:pm Y Clugy ® Aluz))
para cualesquiera C € Hom(k[V]® V,V) y A € Hom(k[V], V).

Observamos que una conexién afin plana formal C' es, en esencia, lo mismo que
una k[V1]*-base de Hom(k[V],V). Dada una tal k[V]*-base {A; | i € I} se define la
conexién affn plana formal C(u ® v) = o' A;(u) si v = a’A;(1), y reciprocamente,
dada C se define para cualquier v € V' el campo vectorial formal adaptado

v C(p®w)

que cumple que v*(1) = v. Partiendo de cualquier base de V' se obtiene por este
método una k[V]*-base de campos vectoriales adaptados de Hom(k[V], V). Para
evitar notacién extra, y siguiendo [7], denotaremos C'(u ® v) por p * v cuando no
induzca a confusién. Si C” es la inversa de la conexién C, C'(p®v) se denotard por
w\*v. Asi,

> iy * (n)\"0) o= )\ () *v).

El nombre conexién afin plana formal queda justificado por la siguiente proposi-
cién que recoge las propiedades de la derivada covariante de los campos vectoriales
formales A, B

=D BluwyAlne)) = (e Alke) * (1@ \ " Bluw))
asociada a la conexién.

Proposicién 3 (Proposition 5.1. en [7]). Sean A, B campos vectoriales formales,
f una funcion formal y v,w € V. Se tiene que

(1) Vya(B) = fVa(B),
(2) Va(fB)=A(f)B+ fVa(B) y
(3) Ve (w*) = 0.

Una conexién afin plana formal permite definir la torsién de dos campos vecto-
riales formales del modo usual

T(A,B) = Va(B) - Vp(4) - [A, B].

3. RELACION ENTRE LA TORSION Y LAS ALGEBRAS DE SABININ

Una de las muchas ideas de Mikheev y Sabinin en este contexto fue, como ya se
ha dicho, clasificar un lazo local (monoalternativo) mediante el operador de torsién
de la conexién afin plana asociada (5). Habilmente Mikheev y Sabinin describen los
campos vectoriales T'(y*, z*) a través de unos coeficientes andlogos a los de Taylor
en los que las derivadas direccionales se sustituyen por derivadas geométricas, es
decir,

(10) (T1,.. Ty, 2) = Ver - Ve T(y", 27)(1).

1
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Esta aproximacion a la caracterizacién algebraica de la torsiéon de una conexién
afin plana tiene perfecto sentido, en vista de lo comentado en la Seccién 2, en un
contexto formal.

Sean £ = Hom(k[V],V) el dlgebra de Lie de campos vectoriales formales, $ =
{A € £] A(1) = 0} la subélgebra de Lie de los campos formales que anulan a 1y
U(£L), U($) sus correspondientes envolventes universales. Claramente, si 4; € £
(¢ € I) son tales que {A;(1) | € I} es una k-base de V entonces

L£=9@®span(A; |1 € I).

En particular, si {a; | ¢ € I} es una base de V entonces £ = $ @ span(d,, | i € I).

Lema 6. Sea D € U(L). Se tiene que D € HU(L) si y solamente si Df(1) =0
para toda funcién formal f € k[V]*.

Demostracidn. Por la definicién de la accién de £ sobre k[V]*,
HU(L)f(1) = f(S®OU(L)) - 1) = —f(S(U(£))H-1) =0

puesto que A-1=—A(1) =0 para todo A € $.

Reciprocamente, si D € U(L) verifica que Df(1) = 0 para toda f € Ek[V]*
entonces basta escribir D = Do+, ;. iy, i,0a;, = Ou,, , donde {a; | i € I}
es una base prefijada de V' 'y Dy € HU(L), para observar que

0= Df(l) = Z ai17---;in8ail o 8a'i"f(1) = f( Z gy i Qig a’in)

N,T1,esln N,T1,eesln
para cualquier f € k[V]*. Esto muestra que iy, Qin,in @iy @, = 0 por
10 que Zn,il,“.,in ailvﬂ':inaail e 8111'.” =0 y D € ij(’Q)' U

3.1. Algebras de Sabinin procedentes de conexiones afines planas.

En este apartado se considera fijada una conexion afin plana formal y ® v —
v*(u). Se usard también la notacién z = x1 ® - - - ® x,, para tensores homogéneos y
para el producto en U(£) de los campos adaptados z7, ...,z definidos por la
conexion. Por analogia con (10) se define
<§;ya Z>F = <ZZ?1 & @ Tp;a, b>F = <'r17 s Ins Y, Z>F = vx;‘ T V:C;‘LT(y*a Z*)(l)
donde T es la torsién de la conexion afin plana formal.

Fijada una k-base {a; | i € I} de V' y la correspondiente k[V]*-base de campos
adaptados {af | i € I} de £, por la Proposicién 3 se tiene que si [y*,2*] = f'a}
entonces
por lo que

(11) (zy,2)p = 2" (f)()a;.
Una consecuencia inmediata del Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para la
envolvente universal U(£) del dlgebra de Lie £ es:
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Lema 7. Si{a; | i € I} es una base de V entonces HU(L) N span(a;, ---a;
i1,...,in € I, n€N)=/{0}.

El 4lgebra tensorial T'(V) sobre V posee una comultiplicaciéon A: T(V) —
T(V)®T(V), z — > x4y ® Z(y) inducida por la aplicacién v — v @1+ 1® v,
vv€V~

Lema 8. Para cualesquiera x1,...,Tn,y,2 €V, =21 ® -+ Q x, Se liene que

z[y", 2" qu) Z(9);Y,2)p méd HU(L)

Demostracion. Primero es conveniente fijar una base {a; | ¢ € I} de V. Una
vez fijada esta base, el campo vectorial formal [y*,2*] se puede escribir como
[y*, 2*] = fia} para ciertas funciones formales f*. Sea ahora g € k[V] una funcién
formal arbitraria. Se tiene que

Yt g =2 flajg =" - flaj(g) =) (zfl)fi) (%)af(g))
por lo que

a2 1e() = Y (2iy ) () (2iai@) (1)

= — ZQ?I) <£(2)§y72>}‘(g)(1)'

El resultado se sigue del Lema 6. O

Proposicién 4 (Mikheev y Sabinin, 1987). El espacio vectorial V' dotado con las
operaciones (x1,...,ZTn;Y,2)F €s un dlgebra de Sabinin.

Demostracion. En vista del Lema 8 el resultado es similar a la Proposicién 17 en
[8]. Por ejemplo, si x = x1 ® - - - ® x,, entonces, médulo HU (L),

=D zhyleeea ) Z% (230, b)rs )
z* (o, b+ Y xhcagyia, b>F+$(1)[<fC(2) a,b)p, ']

*a* b*—i-Zx(l 1),ach =z"c*[a*, b"] — 2¥[a", b"]c"
=-z [[a 07,7

por lo que la suma ciclica en a, b, c de

Yo ziy{zeea )i + Y xh) (Ee) (e e )r, ok

pertenece a HU(L) y, en virtud del Lema 7, es nula, quedando asi probado que las
operaciones (21, ...,%n,;y, z)F satisfacen el axioma (3) de la definicién de dlgebra
de Sabinin. 0
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3.2. Conexiones afines planas procedentes de algebras de Sabinin.
Dada una estructura de algebra de Sabinin (z1,...,2,;y,2) en V, se define el
T(V)-médulo a derecha

S(V)=T(V)/span <gabg — zbay + 22(1)@(2); a,b)y|z,y € T(V),a,be V> )

Obsérvese que, como suele ser costumbre, en lugar de ® se ha usado la yuxtapo-
sicién para denotar el producto en T(V). La proyeccién en S(V) de un elemento
x1 -+ x, de T (V) se escribird mediante T1 -~ Z,,. El siguiente resultado aparece en
[2, Theorem 7.4] y en [8, Theorem 37]:

Teorema 3. La aplicacion
©:k[V] — S(V)
1
T oy D ) Fa
‘oexn,

es un isomorfismo de codlgebras.
La proyeccién de k[V] sobre V' se denotard por 7y . La accién a derecha de T'(V)
sobre S(V) se puede transportar a k[V] mediante O~ (O(1)v) YV ekvivev ¥ de

hecho puede recuperarse a partir de su proyecciéon en V como muestra el siguiente
resultado.

Lema 9. Dada pn € k[V] yv €V se tiene que
01 (0() = 3 k(O 1 (O ()w).

Demostracién. Puesto que © es un isomorfismo de codlgebras, A(©~1(O(u)v)) =
SO HO(1))v) ® p2) + 11y ® O (O(p(2))v). Aplicando el Lema 5.2 en [7] se
tiene el enunciado.

O

Proposicién 5. Toda estructura de dlgebra de Sabinin de V' viene dada por (10)
para una cierta conexion afin plana formal.

Demostracion. Se define C' € Hom(k[V] ® V, V') como
Ol @ v) = my (O~ (O()0).

Claramente C(1 ® v) = my (071 (v)) = 7y (v) = v por lo que C es una conexién
afin plana formal.
Para cualquier f € k[V]* y p € k[V] se tiene que

(@i-an ) = D o(@h e i)

= Z(:UZ —an f) ()™ (07 1(O(12))x1)))
= (23 2,f) (071(O(1)z1))

= fO7 O(war )
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Asi pues,

'y’ 2 f(1) = fO @ mayE)) — (0@ Tazy))
*Zf x(1)<x(2) Y, 2)))
= *Zﬁl)@(z);ya@*f(l)

lo que en virtud del Lema 8 muestra que

= why (@), 2) = - ) aly(Eeiy2)E  méd HU(L).

Por el Lema 7 se puede concluir que

Zx(l L2y, Y, % Zm(l L2, Y, % Z)p-

Finalmente, por induccién en n se obtiene facilmente que

<x1,...,xn;y,z> = <x17"'7$n;y7Z>F
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