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INTRODUCCION

En la categoria de los espacios (o bien espacios punteados),
con el fin de estudiar problemas geométricos con métodos algebrai-
cos se define la relacidén de homotopia y se imtroducen functores
como los grupos de homotopia, homologia y cohomologia. Abstrayen-
do estos métodos, podemos pensar en estudiar una categoria,ﬁ , en
la que se pueda definir una relacidén de homotopia, asi como grupos
de homotopia y (co) homologia con propiedades similares a las que
se verifican en los espacios. Una definicién de homotopia abstrac-
ta, fue dada por Kan [19] para ello se apoya en un functor cilin-
dro y en transformaciones naturales que son andlogas a las del ci-
lindro de los espacios. Kan define los grupos de homotopia y ho-
mologia a partir de los complejos cilbicos y considera los siguien-
tes ejemplos: Espacios topoldgicos, complejos cibicos, complejos
de cadenas, complejos de cadenas semisimpliciales, espacios rela-—

tivos.

Eckmann y Hiltén ([5], [12], [13]) introducen teérias de ho-
motopia en la categoria de los mdédulos sobre un anillo, definen ho-
motopia proyectiva e inyectiva, asi como los grupos de homotopia
proyectivos e inyectivos. Kleisli [20] generaliza estas teorias
de homotopia a categorias abelianas, podemos considerar como ejem-—
plos; los complejos de médulos sébre un anillo, y la categoria de

los pares de una categoria abeliana.

Para definir de un modo comin los grupos de homotopia ya sea’

en espacios punteados o en los médulos sobre un anille, Hubert
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([17), [18]), prefiere utilizar como idea principal la del cono o
dualmente los arcos de un espacio que arrancan de un punto dado,
abstrayendo sus propiedades se define en una categorfa general ? ,
una construccién standard dando un functor y transformaciones na—
turales que verifiquen propiedades analogas a las que verifica el
functor "arcos", si tenemos un functor y transformaciones natura-—
les que cumplen las propiedades que cumple el functor cono habre-
mos dado en la categoria ; una construccién standard dual. En
una categoria ﬁ con una construccién standard, para definir los
grupos de homotopia se construye un functor semisimplicial apli-
cando consecutivamente el functor arcos y el functor zTX,—) ,
después se estudian los grupos de homotopia de Kan del complejo

semisimplicial construido.

Dando construcciones standard adecuadas en las categorias de
los espacios punteados y médulos sobre un anillo, aparecen los
grupos de homotopia de espacios punteados y grupos de homotopia

inyectivos y proyectivos.

Heller ([9], [10], [11]), dintroduce el concepto de h-c-cate-
goria para estudiar teoria de homotopia, ahora la estructura adi-
cional en una categoria ‘E no consiste en un functor cilindro o
cono, sino en una relacién de homotopia y en una coleccidén de co-
fibraciones (dadas a priori) satisfaciendo determinados axiomas.
Como categorias en las cuales se puede dar una estructura de
h-c-categoria, considera las siguiéntes: Espacios sobre un espa-
cio fijo, fibraciones de Hurewicz sobre un espacio fijo, espacios

con un grupo de operadores. Las h-c-categorias son un marco de
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trabajo adecuado para estudiar teoria de homologia. Tambien Qui-—
llen en [24], [25] define el concepto de categoria modelo cerrada,
dando en una categoria ﬁ familias de fibraciones, cofibraciones

y equivalencias débiles, satisfaciendo adecuados axiomas.

Una manera mis sencilla de estudiar teoria de homotopia es
la que presentan Eckmann y Hillon en [6], tnicamente requieren
una categoria g' con una relacién de equivalencia para morfismos
que sea compatible con la composicidén, definiendo entonces la ca-
tegoria homotdpica gh . Definen cofibraciones como aquellos mor-
fismos de F para los cuales si un problema de extensidén tiene
solucién en la categoria homotépica ﬁh , tambi€n la tiene en ﬁ
(dualmente definen fibraciones); los resultados que obtienen son
aplicables a una categoria ‘E con homotopia, en la que un morfis-
n0 se puede expresar como composicidén de una cofibracién y una
equivalencia de homotopia (de una equivalencia de homotopia y una

fibracidn).

El trabajo que realizamos estid en el orden de las ideas ante-
riores, mads concretamente en el estudio de nuevas teorfas de homo-
topia. En la categoria de los grupos abelianos A y para un ani-
110 R con unidad (no nula), definimos una teoria de homotopia.
Esta es distinta de la homotopfia proyectiva e inyectiva que
Eckmann y Hillon definen en 04 ,» considerando los grupos abelia-
nos como mddulos sobre el anillo de los enteros # § en el caso
que el anillo R sea divisible existe una transformacidn natural

suprayectiva de la homotopia asociada a el anillo R a la homoto-

pia inyectiva. El interés de esta teoria radica en que nos ana-



liza obstrucciones que presenta un grupo abeliano H a ser R-médu-
lo. Si convenimos en llamar R-casimédulo (a derecha) a un grupo
abeliano M con una operacidén externa + ! M X R —>M que
verifica las propiedades de R-médulo, exceptuando la asociativa
(n.r).s = m.(r.s) , veremos que en la teorfa de homotopia asocia-
da al anillo R, los grupos abelianos contraictiles son exacta-—
mente los R-casimdédulos. Después de un proceso natural de rela-
tivizacién, definimos en la categoria de los pares QH(Z) la ho-
motopia inducida por el anillo R, aqui los objetos contréctiles

son los homomorfismos de R-casimédulos. Ver (I-1.15) y (I-4.14).

En esencia, hemos asociado una teoria de homotopia a un pro-
blema de enriquecimiento de estructura; facilmente se puede defi-
nir en la categoria de los R-casimédulos una nueva teoria de homo-
topia en la que ahora los contréctiles son los R-médulos, o bien
para un homomorfismo de anillos con unidad R ———> S , una re-

lacién de homotopia que tenga como contrdctiles a los S-casimédu-

los.

Como la categoria en la que trabajamos es abeliana, para de-—
finir la relacién de homotopia basta con dar los homomorfismos
nulohométopos, asi no nos es preciso un functor cilindro como su-
giere Kan, nos basta con dar un functor cono 4 su dual un functor
"arcos" como nos indica Hubert [17] (ver I-1.3). Para definir
los grupos de homotopia, en vez de utilizar functores semisimpli-
ciales, hemos preferido utilizar los métodos Que Dieck, Kamps vy

Puppe desarrollan en su libro: Homotopietheorie [3], realizando

un andlisis de las fibraciones y cofibraciones (capitulo IT) y



la construccién de las sucesiones homotépicas (capitulo III). Es-
te estudio se puede generalizar para una construccién standard
(con construccidén adjunta a izquierda) definida en una categoria

abeliana.

E1l concepto de (co) fibracién que utilizamos es el que defi-
nen Eckmann y Hilton en [6]. En la categoria de los grupos abe-
lianos con la homotopia asociada al anillo R, un homomorfismo se
puede poner como composicién de una equivalencia de homotopia y
una fibracién (y dualmente), como se requiere en [6]. Con la re-—
lacién de homotopia anterior y cofibraciones asi definidas tene-
mos en la categoria OQ , una estructura adicional que la hacen
h—c—categoria; pudiendo utilizar todos los resultados obtenidos
por Heller [9], [10], [11]. La categoria A constituye una ca-
tegoria modelo cerrada (definida por Quillen) tomando como fami-
lias, las fibraciones, las cofibraciones y como equivalencias dé-

biles las equivalencias de homotopia.

Hemos dividido esta memoria en cinco capitulos. El capitulo
0 es preliminar, en él1 recogemos las definiciones y propiedades
de tipo categdérico de los grupos abelianos, que utilizaremos pos-

teriormente.

En el capitulo I, para un anillo con unidad (no nula) R; de-
finimos relaciones de homotopia en la categoria de los grupos abe-
lianos 04 s, grupos abeiianos bajo AwﬂA , grupos abelianos sobre
B(ﬂB y categorias de los pares 04(2). Estudiamos los objetos

contrictiles de A y 04(2) , asi como las leyes exponenciales en
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las correspondientes categorias homotdpicas.

A continuacién en el capitulo II, realizamos un estudio sis—
temdtico de las cofibraciones (fibraciones). Vemos en que condi-—
ciones una cofibracién (fibracidén) es monomorfismo (epimorfismo)
y reciprocamente. Cuando los homomorfismos adecuados son cofi-
braciones (fibraciones), estudiamos los temas siguientes: Algu-
nas h-equivalencias de CH que son h-equivalencias en QQA (cﬂé),
retractos (dilatados) por deformaciénj relacidén entre las h-equi-
valencias de oéy y 04(2) . Después analizamos las cofibraciones
(fibraciones) inducidas por cuadrados cocartesianos (éartesiénos),
probamos que si los homomorfismos inductores son hombétopos, las
cofibraciones inducidas son del mismo tipo de homotopia en la ca-

tegoria relativa (dualmente para fibraciones).

En el capitulo III, construimos las sucesiones homotdpicas
asociadas a un homomorfismo g: La sucesién de Puppe con la pro-
piedad de que el functor [-,Y] 1la transforma en una sucesién
exacta y la de Eckmann-Hillon, verificando lo mismo para el func-
tor [Y,-} , en el caso que g sea monomorfismo e Y = Z , obte-
nemos la sucesidén exacta de los grupos de homotopia, también de-

mostramos la:exactitud de la sucesién de los grupos de homotopia

asociados a una fibracién.

Finalmente en el capitulo IV, estudiamos teorias de homoto-
pia para anillos concretos. Probamos que todos los anillos divi-
sibles y libres de torsidén originan, la misma homotopia y mismos

grupos de homotopia. Estudiamos los grupos de homotopia induci-
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dos por el anillo de los enteros localizado con respecto un con-—
junto de primos P, en el caso particular de que €l anillo R sea
el de las racionales damos una caracterizacién de los homomorfis-—

mos nulohométopos y de las cofibraciones.

Por Gltimo definimos el concepto de cubierta, damos un teo—
rema de elevacidén en el que la condicidén de elevacidn viene dada
por el grupo fundamental. Tambien vemos que si el anillo R es
divisible todo grupo grupo abeliano tiene cubierta universal y
clasificamos las cubiertas sobre grupos que admitan cubierta uni-

versal.



CAPITULO O

PRELIMINARES (GRUPOS ABELIANOS)

El ejemplo de teoria de homotopia que estudiamos, se desa-
rrolla en la categoria de los grupos abelianos, para ello utili-
zamos las propiedades de esta categoria. En este capitulo pre-
liminar, recordamos alguna de ellas: sumas directas, productos: -
directos, cuadrados (co) cartesianos, producto tensorial, func-
tores adjuntos, categoria de los pares, 1imites; propiedades de

divisibilidad y torsién ...

(0-1) Nicleos, comicleos, productos, sumas directas y Hom(—,—).

Denotaremos con oq, la categoria de los grupos abelianos.
En esta categoria existen nicleos, coniicleos, productos y sumas

directas. En este parrafo recogemos alguna de sus propiedades.

Para un homomorfismo de grupos abelianos f: A——>8B,
llamaremos nilicleo de f al siguiente subgrupo de A

Ker £ = {a e A| fa= 0} e imagen de f

Im £ = {b €eB|3J acA m fa= b} que también es subgrupo de

B, denotaremos Coker f = B/Im f y llamaremos conicleo de f.



(1.1) Proposicién

Sea f : A > B un homomorfismo de grupos abelianos

i) Sea K=Ker f e i : K ——>A 1la inclusidén canénica, en-

tonces para todo homomorfismo g : X > A tal que
f.g = 0 , existe un Gnico homomorfismo g : X ———> K tal
que i.g =g .

ii) Sea C =Coker f y p ¢ B ——> C 1la proyeccién natural,

entonces para todo homomorfismo h ¢ B

>Y tal que

h.f = 0 , existe un tnico homomorfismo h : C >Y tal

que hp =h

Demostracién: Es una comprobacién.

Como consecuencia inmediata de esta proposicidén podemos

enunciar el siguiente

(1.2) Lema

Sean los siguientes diagramas, siendo los cuadrados conmu-

tativos
[ K ~—=f 5 k1
1 = i' l l'
v » v Y, Y
X —& 5 x1t E g > B!
p p' p = p'
\" h \" \" h \"



i) si X P__> C es conticleo de i y p'!'.i' = 0 , entonces

9 | hs:C
it

ii) Si K' —X > E' es nticleo de p' y p.i =0

J ] f:K

Si tenemos una familia de grupos abelianos (A ) i ¢ I ,
i

> C!' tal que hp = pl.g .

, entonces

> K' tal que di'.f = g.i .

definimos igI A, = {(ai) ieI| a; ¢ Ai} la suma se define
del modo siguiente (ai) et (bi) fe = (ai + bi) i T

para cada i € I definimos la proyeccidn

p; * igIAi > A, s (aj) jE T >a; , que fdcilmente se
ve que es homomorfismo. En n A, , podemos considerar el si-
iel

guiente subgrupo ;?IAi = {(ai) it T | 3 Fe I finito m

¥ i ¢ I-F a, = 0} , para cada i £ I , definimos el homomorfis-—

mo €, 3 A > .GDAi : Ei(a) = (aj) jexo siendo a; = a
i€

v aj =0 para j # i .

iEIAi es el producto directo de la familia (Ai) ieT Y

G)Ai es la suma directa de dicha familia. Es inmediato que si
iel ‘
I es finito el producto es isomorfo a la suma directa de dicha

familia,

(1.3) Proposicién

El producto directo de la familia (Ai) i e 1 ©s el pro-

ducto (en sentido categdrico) de dicha familia en 1la categoriaaq



y la suma directa es el coproducto (sentido categdrico) de la

familia en la categoria J%.

Demostracidn

Ver Hilton-Stammbach, proposiciones I-(3.2) y I-(3.3).

(1.4) Proposicidn

Sea una familia de grupos abelianos (Xi) ie 1 - Para ca-
da i € I , tenemos un subgrupo Ai —_— Xi , entonces existe
el siguiente isomorfismo T Xi/ m AL = n (Xi/Ai) definido

iel iel i€l
de modo natural.
Demostracidn
Pi :
Sea X, ———> Xi/Ai la proyeccién natural, que es sobre,
Ttpi
entonces T X, ————> T (X./A.) es tambien sobre y
. i . i’
: i€l icl
Ker mp, = ﬂAi siguiendose el isomorfismo del enunciado., <>

Para A,B en dq , Hom(A,B) denota el conjunto de homo-
morfismos de A en B, como B es grupo abeliano si para
f,g £ Hom(A,B) definimos (f+g) (a) = fa + ga , facilmente se
comprueba que f + g € Hom(A,B) y que Hom(A,B) con la sunma

asi definida es grupo abeliano.

Sean A —& > Al y B ——E——> B' homomorfismos eni/?, de-



notaremos como Hom(a,B) : Hom(A',B) ——> Hom(A,B') :

: Hom(a,B) (f) = Bfa que es homomorfismo, si A =A' y ¢ = 1,

denotaremos Hom(1,,B) = B, y para B =B' y B = 1

*
Hom(a,lB) = o . Definamos las correspondencias Hom(A,-) ,
Hom(—,B) :A—>dq tal que a f : ¥ - > % le asociamos
£ *
*
Hom(A,X) —————> Hom(A,Y) y Hom(Y,B) £

> Hom(X,B) respec—
. . T : !
tivamente, observemos que las construcciones anteriores son func-

tores. Recordemos las siguientes proposiciones.

(1.5) Proposicién

£ .
Sea O > X! A > X > X" ————> 0 una sucesién

exacta corta de grupos abelianos, entonces las siguientes suce-

siones son exactas

€
0 ——> Hom(A,X") —Jﬁi——> Hom(A,X) ———f——> Hom(A,X")
0 —> Hom(X",A) —————> Hom(X,A) —%——> Hom(X',A)
Demostracidn

Ver Hilton-Stammbach, parrafo (I-2),

(1.6) Proposicién

Sea una familia de grupos abelianos {Xi | i€ I} v

£, + X, ——> €>Xi , n X, Pi X; 1las inclusiones y
iel ie®

proyecciones naturales entonces existen los siguientes isomor-



fismos

€ : Hom( C)Xi,A) > T Hom(Xi,A) : e(f) = (f.ei) ie

ieT ieT T
P : Hom(A,igIXi) _— iEIHom(A,Xi) : P(f) = (pi.f) ieT
Demostracidn

Ver Hilton-Stammbach (I-3.4) y (I-3.5).

Sea R un anillo con unidad (no nula) y X un grupo abelia-
no, en la siguiente proposicidén vemos como de que R sea un R-mb-—
dulo a izquierda, se sigue que Hom(R,X) es un R-médulo a dere-

cha.

(1.7) Proposicién

La operacién . : Hom(R,X) x R > Hom(R,X)
(£,r) > f.r ¢ R >X : (f.r)s = f(r.s) dota a
Hom(R,X) de una estructura de R-médulo a derecha. Si
f : X >Y es un homomorfismo de grupos abelianos, entonces

f, : Hom(R,X) > Hom(R,Y) es un homomorfismo de R-médulos

*

a derecha,

Demostracidn

Es una simple comprobacién. Ver Hilton-Stammbach, cap.T,

parrafo 8.



(0-2) Producto tensorial

En este parrafo recordaremos la construccién del producto

tensorial su propiedad universal y algunas propiedades.

(2.1) Definicidn

Sean K, G, H grupos abelianos y f ! K x G > H wuna

aplicacién, diremos que £ es bilineal si satisface
i) f£(k' + k*,g) = £f(k',g) + £(k",g)
ii) f(k,g' + g") = £(k,g') + £(k,g")
para todo k,k', k" ¢ K y g,g!', g" e G .

Consideremos K x G como un conjunto y sea F(K x G) el
grupo abeliano libre sobre K x G , y sea N el subgrupo genera-

do por los siguientes elementos
(k' + k%,g) - (k',g) - (k¥,g) s (k,g' + g") - (k,g') - (k,g").

Entonces denotaremos K @ G al grupo cociente
F(K x G)/N . Para ke K y g¢€ G, denotaremos (k,g) + N =
=k ®g , como (k,g) son un sistema generador de F(K x G)
entonces k ® g también son un sistema generador de k @ G ;
un. elemento x € K®@G tal que 4 k& K vy J ge G m
x =k ® g diremos que es un elemento descomponible. Notemos

>K®G : (k,g)

que la aplicacién e £ K x G

>k ®g



es bilineal. Llamaremos al grupo K § G producto tensorial de
K v G, ademds viene caracterizado por la siguiente propiedad

universal.

(2.2) Proposicidén

Sean K y G grupos abelianos, existe un grupo K® G vy

una aplicacién bilineal e : K x G

>K® G tal que para

toda aplicacidn bilineal £ ¢ K x G

> H existe un dnico
homomorfismo ¢ t: K® G———>H tal que ¢e = f . Esta pro-

piedad determina K ® G salvo isomorfismo,

Demostracién

Ver Fuchs, cap.X, 59.1.

Sean K % > K! y G ——E——> G' homomorfismos en uq ,

consideremos el diagrama siguiente
K x ¢ —2XB 5 gt x g
e el
K$G. ....>K'®a

Como e'.(a x B) es bilineal, existe un dnico homomorfismo

a®B: K®G

>K' ® G' tal que a @ B.e = e'.(a x B)

Si K=K' y o =1 denotaremos lK ® 8 =By » para G = G'

y B =14 «a®1l,=ay, . Sia K @ > K' 1le asociamos



K®G ——gi——> K' ® G facilmente se comprueba que hemos defini-
do un functor que denotaremos —® G . Andlogamente se define
K® - :04 > dq tal que a G ——E——> G!' le asociamos

K®G ———i——> K® G' . Denotemos por UQOP la categoria opues-

ta a JZ y consideremos los siguientes functores
> A

homomorfismos en 04, entonces

Hom(— ® G, =) , Hom(—, (=)%) : AP xA
K' —% >k , H—B >

, sean

(a®°P, B) es un morfismo del tipo (K,H)

> (K',H') en

(App X<ﬂ . Los functores anteriores actuan del modo siguiente:

Hom(— ® G, —) [(K,H) @”.8) . (K',H")] =

Hom »
= [Hom(K ® G,H) ° (OL* ®) » Hom(K' ® G,Hl)]

Hom(—, ()% [(K,n) —@T2B) o (ki ,mn)] =

G) Hom(on, B*)

= [Hom(K,H > Hom(K'"', (H')G]

siendo ay = a ® 14 y By = Hom(lG,B) . Con las notaciones

anteriores tenemos la siguiente proposicién.

(2.3) Proposicién

Existe una equivalencia natural de functores

7 : Hom(— x G, -) > Hom(—, (—)G) : dQOp Xcﬂ >ﬂdefi—

Gy

nida del modo siguiente: ¥, : Hom(K @ G,H) > Hom(K,H :
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«KH(f)(k)(g) =f(k®g) , £ :K®&G > H homomorfismo,

ke K v ge¢ G.

Demostracidn

Ver Fuch, cap.X, pag.256.

También X ® R adquiere de manera natural una estructura

de R-médulo a derecha como vemos en la siguiente proposicién.

(2.4) Proposicién

La operacién . : (X ® R) x R

>X ®R tal que

n n , ,
. (Zx;@®@r; , 8) = L x, ®r;.s estd bien definida y dota a
i: =

X ® R de una estructura de R-médulo a derecha. Si

f : X

>Y es un homomorfismo de grupos abelianos

f @ 1R : X ®R >Y @R es un homomorfismo de R-médulos.

Demostracidn

Para cada s € R , definimos fs $ X X R——>X®R:

(x,r) >x ® r.s que es bilineal, entonces

3 |?S:X®R—>X®R tal que Fs(x®r')=x®r-.s, por

tanto . : (x ® R) x R

n
>S>X®R : . (2 x. ® ri, s) =

X; ®r;.s estd bién definida, f4cilmente se comprueba que

Il
il 13

i=1

verifica las condiciones necesarias para que X ® R sea R-médu-
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lo a derecha.
Ademds f£[(Z x; ® ri}.§] = f£(Z X; ®r;.s) =1 fx; ® r;.s =

= (2 fxi ® ri).s , entonces f es homomorfismo de R-mddulos.
< >
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(0-3) Cuadrados cartesianos y cocartesianos

Sea una categoria ‘B » un cuadrado conmutativo

A e > B
T = g

\'%

c—=B o

diremos que es un cuadrado cartesiano, si para todos morfismos

X ' >c y X S _>B tal que f.r = g.s existe un Uni-

co h : X

>A tal que f.h =r v a.h = s , como h es-
t& univocamente determinado por r y s lo denotaremos por

h=r ~ s . Dualmente, diremos que es cocartesiano, si para to-

S

dos morfismos B >Y y C ' >y tal que so = rf

existe un vnico h : D

>Y tal que g.h=s5 y h.g=r

denotaremos h = v

wl
o]

Recordemos algunas de las propiedades de los cuadrados car-

tesianos y cocartesianos.

(3.1) Proposicidn

Sea ‘E una categoria y consideremos los diagramas (01),

(02) y (03):
A—9% B B—2B sc¢ A—Ba oS¢
(o1)

<
5]
v
o
o<
\%
aL
<
=]
\%
a<
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Entonces: (a) Si (01)'yf(02) son cocartesianos, (03) también es

cartesiano.

(b) si (01) y (02) son cartesianas, (03) también es

cartesiano,

Demostracidn

No tiene dificuitad (Ver Brown [1]).

(3.2) Proposicién

Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo en ﬁ

& > B

R S R

(a) si (D) es cartesiano y B monomorfismo, entonces g es

monomorfismo.

(b) Si (D) es cocartesianoc y a es epimorfismo, entonces B

es epimorfismo,.

Demostracidn

Para (a), Sean h,h! X >A tal que gh = gh! , en-
tonces B £f h=gqah =.g a h! = B £ ht Y B moenomorfismo ==
£ h =+f h', teniendo en cuenta que (D) es cartesianoc ss sigue

que h = h' y por tanto a ‘es un monomorfismo.
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(b) es dual a la anterior.

Vamos a ver la existencia de cuadrados cartesianos y cocar-—

tesianos en la categoria de los grupos abelianos.

(3.3) Teorema (Construccién)

Consideremos en JQ el diagrama

(01) g
c—B ¥

Entonces existen un grupo abeliano A y dos homomorfismos

A—2%_>B , A f > ¢ bién determinados por (01), tal que

el siguiente cuadrado es cartesiano

i

(02) |f

Demostracidn

Sea A = {(c,b) £ C xB | B(c) = g(b)} » A es un subgrupo

de C x B , denotemos por i la inclusidén natural A

> C x B3

sean py : C xB > C y Py ¢ C xB > B las proyec-

ciones naturales. Tomemos f = pl.i y a = py.i , apoyando-

se en la propiedad universal del producto, faécilmente se com-—
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prueba que con estos morfismos el diagrama (02) del enunciado

es cartesiano

(3.4) Teorema (Construccién)

Consideremos en J% el diagrama
A—29% 5B
(o1) |f
v
C

Entonces existen un grupo abeliano D y dos homomorfismos

B >b , C ——E——> D tal que el siguiente cuadrado es co-
cartesiano

A <% > B

(02) |f = g

c—EB >0

Demostracibn
Sea E = {b ~-ceB+C|] acA f a=c y a a = b}

E es un subgrupo de B ® C , podemos considerar el cociente
D: =B&C| E, sea p: B®C ——>D la proyeccién natural
y j; ¢+ B >B®C |, ip 2 C >B & C la inclusiones
canénicas, tomemos g = p.j1 y B = P.Jgy > teniendo en cuenta

las propiedades universales de la suma directa y del cociente,

se prueba facilmente que con el grupo y homomorfismos anterio-
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res el diagrama (02) es cocartesiano. <>

(3.5) Proposicién

Sean en eﬁ. los siguientes cuadrados conmutativos

A—9% 5B Agx — %81 o pex
(D) £ = g (DxX) fol = gel
Vv \Y \%
B __Belt
C > D COK > DEX
. v
AX & > BX
X X X
(™) £ = g
VX X VX
X B 5 p?
Entonces: i) Si (D) es cocartesiano, (D@X) es cocartesiano.
ii) Si (D) es cartesiano, (DX) es cartesiano.
Demostracién

i) Sean u : B ® X >7Z , v:iC®X

> 7Z homo-

morfismos tal que u(a @ 1) = v(f ® 1) , recordemos la equiva-

lencia natural de la proposicién (2.3), y consideremos ahora

> ZX v Yv : C

acs B

> ZX , como ¥ es natural
u.a = Q(u.a ®1) = %(V.f ® 1) = zv.f vy (D) es cocartesiano,
j[vLuvvlv:D '

(Qu v ?v).B =4v , por ser equivalencia natural

> 72X ¢al que (Qu v ?v).g = fu

(qfl)(u_qu)).g ® 1)=u v (Q—l(qu v Qv).(B ®1))=v . Si
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existe otro homomorfismo J§ : D ® X

> Z tal que
f.(¢@1) =u y %.(B®1) =v entonces lzg.g=t2u y
QZ-B =Nv por tanto Y% = hu v yv y en consecuencia
T=0""u v gv)

ii) La demostracidén es dual a la de i).

(3.6) Proposicidn

Sea el siguiente cuadrado conmutativo en

A & > B
(D) £ = g
\Y Y
c—=B 5

i) Si (D) es cartesiano y K

> B es nucleo de g, entonces

g ~ 1 K > A es nicleo de f.
ii) Si (D) es cocartesiano y C P_> E es conticleo de f enton-
ces ov p:D > E es conucleo de g.
Demostracidn
i) Desde luego f.(o ~ 1) =6 . Sea Z —2—> A +tal que

f.u=06 , (ga).u=B.f.u= B.o =0 , entonces

>K tal que l.au =a.u . Como f.(o ~ 1l)a.u =

=3=f.u y a.(o~1).a.u=1.00 = au entonces

(o ~ 1).%.u = u (por ser (D) cartesiano). Veamos que si existe

v * Z >K tal que (o ~ 1).v =u entonces Vv = au
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Si (o ~ 1)v =u implica que v = g¢(o ~ 1)v = a.u , en-
tonces Vv = gu en consecuencia o ~ 1 ¢! K ———> A es niucleo

de f.

ii) Se demuestra de manera dual.
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(0-4) Funtores adjuntos, categorias abelianas y la categoria 04(2)

Vamos a dar la definicién de functores adjuntos y catego-

rias abelianasj; probaremos que UQ(Z) es una categoria abelia-

na.

(4.1) Definicidn

>9 y

> F’ funtores tales que existe una equivalencia natu-

Sean F vy AV categorias y F : )g

¢ :

ral

Vay & (FX,Y) ——> B(X,6Y)
de funtores POP x® ——> C , siendo C 1la categoria de los
conjuntos. Diremos que F es adjunto a izquierda de G (G es ad-

junto a derecha de F) y ¥ es la adjuncién.

Algunas veces tanto @'(FX,Y) como g(X,GY) tienen una
estructura algebraica determinada y q es un homomorfismo entre

estas estructuras., Veamos el siguiente ejemplo:

(4.2) Ejemplo

Basta recordar la proposicién (2.3) para ver que tomando
F==§}==0Q , —®G es adjunto a izquierda de (—)G , ademds y

es en este caso isomorfismo de grupos.

(4.3) Definicidn

Una categoria aditiva E‘ es una categoria con objeto cero
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y productos finitos, tal que para A,B ¢ !Fl s F(A,B) tiene
estructura de grupo abeliano y la composicién

F(A,B) x B(B,C) ——> B(A,C) es bilineal.

(4.4) Definicidn

Sean ? v R categorias aditivas y F : F —————>-&¥ un
functor, diremos que es aditivo si para A,B & [F[

F : ﬁ (A,B) ——————>§}(FA,FB) es un homomorfismo.

(4.5) Definiciébn

Una categoria abeliana, es una categoria aditiva en la cual
i) Todo morfismo tiene nicleo y coniicleo.

ii) Todo monomorfismo es nucleo de su coniicleo y todo epi-

morfismo es conidcleo de su nicleo.

iii) Todo morfismo se puede descomponer como composicidn de

un epimorfismo y un monomorfismo.

Desde luego la categoria de los grupos abelianos UQ es una
categoria abeliana. Apoydndonos en ello vamos a ver que UQ(Z)

es una categoria abeliana.

: UQ(Z) tiene como objetos homomorfismos de grupos abelianos
y como morfismos pares (f,g) que hacen conmutativo el siguien-

te diagrama
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X £ > X1
u = u!
\'4 \4

Y g > Y!

(4.6) Proposicidn

La categoria 04(2) es aditiva.

Demostracidn

Sea el objeto 0 = (0 —2—> 0) entonces para todo
u = (X Y > 7Y) existe un dnico morfismo (o0,0) : O > u
y un vnico morfismo (o0,0) : u > 0 , asi pues 04(2) tie-
ne objeto cero. Sea u = (X ———>Y) y u' = (X ul . Y'),
deﬁotaremos u x u' = (X x X1 —555L—> Y x Y'} , supongamos que
tenemos v = (A ——> B) y morfismos (f,g) : v >u ,
(fr,g') : v > u' , entonces como oq tiene productos,
3] £~ fr A > X x X! tal que p.(f ~ f1) = f y
p'.(f ~ f1) = f1 (p v p' son las proyecciones canénicas) y 3[
g~ gt ¢+ B >Y x Y! tal que alg ~ g') =g y
q'(g ~ g') = g! (q,q' proyecciones canénicas). Es inmediato
que (p,gq) ¢ u x u' > u y (p',q') ¢ u x u' > u!
son morfismos en UQ(Z) . Por propiedades de productos en ug

(U. X u') (f ".f') =uf ~ u'f' = gv -~ g'v = (g s g').v

Entonces (f ~ f', g ~ g') ¢ cﬂ(Z) (v, u x u') y se verifica

que (paq)-(f"f'ﬁ ghg')=(f,g) ’ (p'aq')-(f"f'a g"g')z
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= (f'9 g') .
Si otro (k,1) : v

(pya) (k,1) = (pk, q1) = (f,¢) vy (p';q').(k,1) = (p'k, q'l) =

= (f', g') entonces k = f ~ f! y 1 =g~ g' . Por tanto

>u x u!' wverifica que

(u x u'y, (p,a), (p',q')) es el producto de u y u'

UQ(Z) (u,u') tiene estructura de grupo de manera candnica
(f,g) + (f,g) = (£ + T, g+ g) , verificandose que la composi-
cién A (2) (u,u') x A(2) (ur,um

neal. Por tanto UQ(Z) es una categoria aditiva.

> ﬂ(z) (u,u") es bili-

(4.7) Corolario

Sea 1 ~ 0 : u >u x u!

>u xu' y 0~ 1 : ut!

entonces (u x u' , 1 ~ 0, O ~ 1) es el coproducto de u y u!

en UQ(Z) .

Demostracidn

Ver Hilton-Stammbach, cap.II, prop.(9.1).

(4.8) Proposicidn

JQ(Z) es una categoria abeliana.

Demostracidn

Sea el siguiente diagrama conmutativo
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Kf i > X £ > X! P > Cf
K(f,g) = u = u'! = C(f,g)
% Y v v
Kg J > Y £ > Y! q > Cg

Siendo Kf —Y > X

, Kg —l—>Y nicleos de X £ o xr:

e Y —& >y vy x —B > cf , Y! a5 Cg sus contcleos
(respectivamente). Por el lema (1.2)‘3| K(f,g) : Kf > Kg
tal que j.K(f,g) = u.i por el mismo lema también

3] c(f,g) : Cf > Cg tal que C(f,g).p = q.u' . Es una
comprobacién ver que K(f,g) —Liill—> u es ndcleo de

u —££L§1—> u' y que u! —LELQL—> C(f,g) es su conicleo. Enton-

ces se verifica i) de la definicidén (4.5).

Veamos que si (f,g) es monomorfismo en 04(2) , entonces

f v g son monomorfismos en Jg. Si r,s ¢ Z > X tal que

f.r = f.s , sea z = (Z Q

> 0) entonces (r,o), (s,0) son
morfismos en dQ(Z) tal que (f,g) (r,o) = (f,g) (s,0) ¥y
(f,g) monomorfismo implica que (r,o) = (s,0) , por tanto r = s.
Andlogamente para g. Por ser aq abeliana f es nicleo de py g <~

es nicleo de g entonces u —Lﬁigl—> u'! es nicleo de (p,q). Dual~-

mente se prueba que los epimorfismos son coniicleos de sus nilcleos.

Notemos que por ser Jq abeliana f =T.P y g = g.Q sien-

do P : X

> X|Kg y QY > Y|Kg los epimorfismos

naturales y £ y g monomorfismos, entonces el morfismo

(f,g) : u > u'!' de JQ(Z) se puede descomponer del modo si-
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guiente
u _EJL> u'l
71
(P,0) ——
. - fag)
Y
U—/K(fyg)
Siendo u/K(f,g) = (X/Kg u/K(f,g) >Y/Kg) . (P,Q) es epi-

morfismo por serlo Py Q y (F,g) es monomorfismo por serlo T y

g . <>

Para cada G ¢ kﬂ[ , denotaremos también por G el objeto
G 1G u4 .
> G de 1(2) . Podemos construir los functores

—@c, (0% Aw)

> J%Z) de manera que a

u = (A Y > B) 1le hacen corresponder u ® G =

ugl G
= (A ® G G >B ® G) vy ub = (AG oS BG) , sobre los
morfismos actiian de forma natural. Estos funtores nos presentan

un nuevo ejemplo de functores adjuntos.

(4.9) Proposicién

—® G es adjunto a izquierda de (—)G , como funtores del
tipo A(2)
n: A2 —ee, o)

> A(2) , ademds la adjuncidn

> 04(2) (-, (—)G) es homomorfismo.

Demostracidén

Sean u

(A —2>B) , v=(C——>D) objetos de
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A2y .

Por la proposicién (2.3) el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

Hom (A ® G, B) ——2%——> Hom (A,BG)

Vi = (VG)*
Hom (A ® G, D) ———=—————> Hom (A,D)
AN AN
(upty)” = u®
Hom (B ® G, D) —& > Hom (B,D%)

Sean f : A®G

>B , g :B®G > D tales que
G
v.f = glu ® 1G) , entonces pE.v" = 9(v.f) = n(g.u @ 1G) =

>

= ¥g.u , por tanto podemos definir po A2) (v ® G,Vv)
A(2) (u,vG) tal que #(f,g) = (9f, yg) . Se comprueba sin di-

ficultad que 7 es una equivalencia natural del tipo

A2) (- @6, -) >A2) (=, (=)D : A2)°P x A(2) > A

siguiendose asi la tesis del enunciado. <>
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(0-5) Limites directos e inversos

Sea I un conjunto parcialmente ordenado, diremos que es
dirigido si para i,j € I existe k € I tal que i< k ,

j < k podemos mirar a I como una categoria, en la que los ob-

jetos son sus elementos, si i j diremos que hay un morfismo

de i a j I(i,j) = fg} en otro caso I(i,j) = ¢ . Un functor
covariante A : I > uQ diremos que es un sistema directo
de grupos abelianos y un functor contravariante A : T —————>uﬂ

es un sistema inverso de grupos abelianos, denotaremos

A(i) = A; , 81 ixg Alg) = “i,j en el caso covariante y
A(g) = “ji en el contravariante.

Sea un sistema de homomorfismos P Ai-—————> A, para
un grupo abeliano A, ; verificando que “j'“i,j =T diremos
que (A,, ﬂi) es limite directo del sistema directo (Ai, “ij)’
si para cualquier otra familia de homomorfismos o; ¢ Ai —_— G
tal que Gj'“i,j =05 > existe un Unico homomorfismo
ot Ay > G tal que .M, =05 . Consideremos la siguiente
proposicidn.

(5.1) Proposicién

Sea A, = ( €>Ai)/B siendo B el subgrupo generado por los
iel

1 . o= Tl. .a. n, =P, I. 3
elementos de la forma a; ﬂlJal , sea i P Il
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Ai —> A, siendo I, vy P inclusién y proyeccidn candnicas

entonces (A*,ﬂi) es el limite directo del sistema directo

(Ai,ﬂij) . El grupo A, y los homomorfismos 7, estan univo-
camente determinados salvo isomorfismo., Utilizaremos la nota-
cién Ay, = lim Ai .

—_
Demostracidn

Ver Fuchs, parrafo 11.

Dualmente dado un sistema de homomorfismos

* ) *
m, : A" ——> A, tal que ﬂi.j'“i = ﬂj diremos que (A ,Ri)
es limite inverso del sistema inverso (Ai,nij) si para cual-
quier otra familia de homomorfismos «; ¢ G —> Ai tal que
‘ *
nij.6§ =T, , existe un Unico homomorfismo o ! G ——> A tal
que T, .0 =07 .
(5.2) Proposicién
*
Sea A el subgrupo de n A. formado por los elementos
iel

(ai) i e 1 tal que M3y T 83 » sea M, = P..I:

* . . 2 I
t A —m> Ai siendo I vy Pi inclusidn y proyeccidén canéni-

cas, entonces (A ,Ri) es el limite inverso del sistema inver-

*
so (Ai,ﬂ ) . El grupo A" y los homomorfismos L estén univo-

ij
camente determinados salvo isomorfismo. Utilizaremos la nota-

* .
cién A = 1im A. .
.<_ l



Demostracidn

Ver Fuchs, parrafo 12,

(5.3) Proposicién

Sea (Ai,nij) un sistema directo de grupos abelianos y

Gi: Al > A wuna familia de homomorfismos verificando
Gj .T[ij = Giy tal que:
i) Yaeg A existe i€ I .y be A, tal que Gi(b) =
ii) Sea b ¢ A o;(b) =0 siy sélo si existe j 2> i

tal que nij(b) =0 .

Entonces (A,0;) es limite directo del sistema directo

(A,m. .)

ij

Demostracidn

Ver Tennison [28] (1.3-18) .

(5.4) Proposicidn

Sea (Ai,ﬂ ) un sistema inverso de grupos abelianos y

ij

o4t A > Ai una familia de homomorfismos wverificando
ﬂij'di = Gj y tal que
i) Para toda familia (ai) i ¢ 1 tal que nijai = a,
existe a € A tal que 0;(a) = a;

ii) Sea a € A , si Gi(a) =0 VvV ie I entonces a =

28



29

Entonces (A, Gi) es el 1limite inverso del sistema inverso

Demostracidn

Se sigue ficilmente de la proposicién (5.2).

(5.5) Proposicién

Sea (Ai,ﬂij) un sistema directo de grupos abelianos y
(A,Gi) el limite directo del sistema anterior, sea B t¢ |f]
entonces (Ai ® B , “ij ® 1B) es un sistema directo de grupos

abelianos y (A®B , 0, ® 1g) ‘es el 1imite directo ‘del siste-

ma anterior.

Demostracidn

Como -~ ® B es un functor (Ai ®B , “ij ® 1B) es un sis-—

tema directo de grupos abelianos (composicién de funtores).

Consideremos un X € kﬂ] y una familia homomorfismos
£, ¢ Ai ®B > X tal que fj.(Ttij @)1B) = fi , entonces
por la proposicién (2.3). La familia nE; A > X8  veri-
fica que vfj'“ij = in por tanto existe una tnica
T : A > xB  tal que ?.Gi =¥Wf, , si tomamos mfd)? =f se
verifica que f.(Gi 8)1B) = £, . Supongamos que existe otra
g : AQ®B > X tal que g.(Gi ® IB) = £, , entonces

Qg.6i7= qfi y Vg = f o bien g = 1'if =F ,
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(0-6) Divisibilidad y torsién. Definiciones

En primer lugar, recordaremos que entendemos por grupos
inyectivos y por grupos divisibles, viendo que ambos conceptos

son equivalentes.

(6.1) Definicidn

Sea D € Lﬁ] , diremos que D es inyectivo si para todo

diagrama:

donde o es monomorfismo, existe f : B

> D tal que
f.aqa =f .

(6.2) Definicidn

Sea D € hﬂ[ y n ¢ # , diremos que D es n-divisible si
para todo d £ D , existe d'!' € D tal que nd!' = d . Tomemos
un conjunto de primos P', diremos que D es P'-divisible si para
todo p € P' , D es p-divisible. En el caso que P' sean todos

los primos de %, diremos que D es divisible o #Z-divisible.

(6.3) Teorema (Baer)

Para D € Lﬂ[ las siguientes condiciones son equivalentes:
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i) D es divisible.
ii) D es inyectivo.

iii) D es sumando directo de todo grupo abeliano del que

es subgrupo.

Demostracidn

Ver Fuchs, Theorem (24.5). <>

Recordemos el concepto dual de inyectivo y los grupos li-

bres.

(6.4) Definicidn

Sea P € hﬂ‘ , diremos que P es proyectivo si para todo

diagrama:

B

ped]

;’E,’/ B

v

P £ > C

donde B es un epimorfismo, existe g : P ———> B tal que

B.g =g .

(6.5) Definicidn

Sea F £ |A| , diremos que F es libre si existe un conjun-

to de indices I, tal que F = @ #Z;, , donde #;, es una copia
i€l

de Z.
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(6.6) Teorema (Mac Lane)

Un grupo es proyectivo si y sélo si es libre.

Demostracidén

Ver Fuchs, Theorem (14.6).

(6.7) Definicidn

Sea A ¢ WQ| , diremos que A es un p-grupo o un grupo de
p-torsién, si para todo a € A orden de a es una potencia de p.
Tomemos un conjunto de primos P', diremos que A es un grupo de
P'-torsién, si para todo a € A orden de a es un producto de
potencias de primos de P', si P' son todos los primos de #Z di-

remos que A es un grupo de torsién.

Diremos que A es libre de p-torsidén, si para a € A n > 1
pt.a = 0 implica que a = 0 , diremos que es libre de P'-tor-
sién si es libre de p-torsién para todo p € P' ; en el caso que

P' sean todos los primos de %, diremos que A es libre de torsidn.

(6.8) Definicidn

Sea A € LA| diremos qué A es plano si el functor A @ —

transforma monomorfismos en monomorfismos.

(6.9) Proposiciébn

A es plano si y sb6lo si A es libre de torsién.
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Demostracidn
=>] Basta aplicar A a la sucesién O > Z > 0
—_—> 0/7 >0 .

<=] Ver Fuchs, Theorem (60.6).

(6.10) Definicidn

Sea X € hﬂ[ , llamaremos p-componente o subgrupo de p-tor-
sién de X, a los elementos de X cuyo orden sea potencia de p, lo

denotaremos por xP .

(6.11) Definicidn

Sean A,B € Lﬁl v A subgrupo de B diremos que A es puro en
B si se verifica la siguiente propiedad. Si para n > 1 vy
a € A existe x £ B tal que nx = a , entonces existe x' € A

tal que n.x' = a .
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CAPITULO I

HOMOTOPIA INDUCIDA POR UN ANILLO CON UNIDAD R

Sea F una categoria, para A,B ¢ Ip[ , podemos definir
una relacién de equivalencia ~ , en F(A,B) , esta deberi ser
compatible con la composicién de morfismos, es decir si

f,f' € F(A,B) v g,g' € F(B,C) , £~ f' , g~ g' entonces

gf ~ g'.f' .

A partir de la relacién ~ , construimos la categoria co-
ciente ng:’ que denominaremos categoria homotépica y designa-
remos F}l. En este capitulo, para un anillo con unidad (no
nulo) R, definiremos relaciones en la categorfia de los grupos
abelianos J?, grupos abelianos bajo ‘A,DQA‘, grupos abeliénds
sobre B,ﬂB y categoria de los paresLﬂ(Z). Estudiaremos alguna
propiedad de la categoria homotdpica correspondiente. También
veremos que la ley exponencial, tiene sentido en los grupos abe-.
lianos y categoria de los pares, respecto a la relacién de homo-

topia definida.
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(I-1) Homotopfia en Grupos Abelianos

(1.1) Definiciodn

Sean K,He |A] , f : K

> H homomorfismo de grupos
abelianos, diremos que f es nulohombétopa, f ~ 0 si existe

P : K xR

> H bilineal tal que ?(x,l) = ¥;(x) = f(x).

(1.2) Lema

Los homomorfismos nulohométopos forman un subgrupo de

Hom(K,H) . Lo denotaremos por A(K,H) .

Demostracidn

Sean f,g & JMN(K,H) , existen ¥, ¥: K x R

lineales tal que ?1 =f |, Yl = g . Ahora bién (P +Y)

>H bi-
también es bilineal y verifica que ( ¥+ %)1 = ?1 + Y1 =f + g,

luego (f + g) € N(K,H) . También se verifica que
(-¥), = -¥, = -f siendo (-¥) bilineal.

(1.3) Proposicidn

Sean K,H £ [A]| , R = Hom(R,H) , K ® R el producto

R

tensorial como grupos abelianos, q, * H > H : ql(a) =

= q(1) e iy ¢ K

>S>K&®& R iz(x) =x ®@ 1 , entonces i
y q; son homomorfismos de grupos, ademids son equivalentes las

afirmaciones:
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i) £ : K

> H es nulohométopa.

ii) Existe ¥ : K@ R ———> H tal que il.P== f . Es

decir el diagrama:

V /
K @R

es conmutativo (Extensién de f a K ® R).

iii) Existe P : K —> HR tal que q1,¥’= f
7 H,
P/ /=/ q
Kf\;> H

Es decir podemos elevar f.

Demostracién

> H

i) => ii). Sabemos J P: K x R
bilineal de forma que Y’.Il = £,
Il(x) = (x,1) . Como Pes bilineal, y

dada la propiedad universal del produc-

to tensorial, existe

\°:K®R > H +tal que \F.j=‘?

(j(a,b) = a ® b). Basta observar que

j.I;, =iy , luego Y’.il = f
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ii) => i) Dada la correspondencia biyectiva que hay entre
las bilineales de K x R en H v los hbmomorfismos de K & R.
en H, se sigue que ?.j ¢t K xR

(¥.3).1, = P(.1) =F.i; = ¢ .

>H es bilineal, ademas

i) <=> iii) Si P: K x R

> H bilineal con

¥>.II = f induce un hormomorfismo P : K > HR :
: Y(a)(b) = ?(a,b) . De que ?'Il = £ se sigue que ql.ﬁp= £.
Reciprocamente dada- ? : K ——————> HR tal que ql.P = f indu-

ce ¥:K xR

> H bilineal y tal que ?.Il =f ., <>

(1.5) Proposicidn

q; ° (—)R >I (I es el functor identidad en los gru-
pos abelianos) e i1 : T ——> — ® R son transformaciones na-
turales.

Demostracidn

Es una comprobacidn.

(1.6) Definicidn

A la relacién ~ , inducida por HNK,H) en Hom(K,H) 1la
llamaremos de homotopia. [K,H]R = Hom(K,H)/#MK,H) son las cla-
ses de equivalencia para -~ , sus elementos diremos que son cla-

ses de homotopia. HBr es el grupo de arcos de H v K@Res el

cono de K,
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(1.7) Lema

£ £ £
Sea G. —9 s —1 o G, -2 Gy en A, si ¢

0 1 1

es nulohométopa también lo son fl‘fO y f2.f1

Demostracidn

Como f, ~ 0 , existen

?,‘Vextensién y elevacién

de f,. Entonces fz-Y’ es

£
Gq O ¢ G3 una extensidén de (f2’f1)
= vy %fo es una elevacidn
i Y
de (f1'fo)
\
Gy @R <>

Veamos que la relacidén de homotopia es compatible con la

composicién de morfismos en la categoria dq.

(1.8) Proposicidn

Sean f,f'!' ¢ A > C homomorfis-

> B g,g!' ¢ B

mos tales que f ~ f' y g ~ g' entonces g.f ~ gt f!

Demostracidn

Si £ - f' ~0=>f,g - f'g ~ 0, andlogamente

g -g' ~0=>f'g - f'gl~ 0, luego f.g~ fl.g' . <>
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A la categoria cociente dQ/: = bﬁh la llamaremos, cate-~

goria homotépica,

(1.9) Teorema

Para cada K,H ¢ kﬂ[ se verifica
> A
>A

i) [K,—]R s [—,H]R son functores A

ii) [K,—]R s [—,H]R son functores /h

Demostracién

i) Sea f : H

> H' , induce

f, : Hom(K,H) > Hom|K,H') . Si g : K

>H es nulo-

hométopa => f.g ~ 0 (lema (1.7)). Entonces el diagrama:

) :f*
MK, H) > MK,H")

*
Hom (K,H) > Hom (K,H!')

es conmutativo, induciendo de forma natural
£, : [K,H]g > [K,H']g -

Facilmente se comprueba que

(1H)* = 1[K,H] (f'.f)* =
= f).f,.(€' : H!

> H") .,
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Andlogamente. Sea f : K > K!

, induce

*
f : Hom(K',H) > Hom(K,H) . Si g : K! >H es nu-

lohométopa entonces g.f es nulohométopa (lema (1.7)) luego el

diagrama:
*

MK ) — S Mk, m)

es conmutativo, e induce de forma natural,

£ . [K',H]R

tor.

> [K,H]R verificando las propiedades de func-

ii) Si g,g' * K > H y g~ g' =>f.g~ fg' (por
prop. (1.8)) v f,[g] = f,[g'] , donde [g] indica la clase de
homomorfismos relacionados con g, por la relacién de homotopia.

Anidlogamente para el functor [—,H]R .

A partir de ahora denotaremos [K,H]R por [K,H] subindi-

caremos con el anillo R, cuando queramos resaltar el anillo 6

haya lugar a confusidn.

(1.10) Teorema

[K,—] conserva productos ([K, = H.] = = [K,H.]) .
; iel iel
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Demostracidn

Dual a la anterior, hay que utilizar Hilton-Stammbach,

cap.I, prop.(3.4). <>

(1.12) Corolario

[K,—] [—»H] son functores aditivos.

Demostracidn

Ver Hilton-Stammbach, cap.II, prop.(9.5). <>

Recordemos que la categoria homotépica JQ/: la designa-
mos por u4h , tiene como objetos los grupos abelianos y como
morfismos las clases de homotopia. [f] € [K,H] denota la cla-

se de homotopia de f € Hom(K,H) , [f] =¢f + U¢TK,H)

(1.13) Definicidn

Diremos que f : K > H es una h-equivalencia, cuan-

do [f] es un isomorfismo en QAhJ Es decir
Hf':H

K € Lﬂ[ diremos que es contractil y denotaremos K ~ O

> K tal que fr.f ~ lK y f£.f' ~ IH

cuando K es isomorfo en 04h al O

(1.14) Definicidn

Un grupo abeliano M , diremos que es un R-casimédulo, si
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existe una ley externa . : M x R >M: «(m,r) = m.r tal
que
(m + m").r = m.r + m'.r
m.(r + s) = m.vr + m.s
m.1 =m

(1.15) Teorema

Sea M grupo abeliano, son equivalentes
i) M es contractil.

ii) M es R-casimédulo.

iidi) [M;H] O para todo H.

iv) [K,M] = 0 para todo K.

Demostracidn

Es inmediata, basta observar que M es contractil si y

sb6lo si lM ~ 0 . <>

(1.16) Corolario

Todo R-médulo (ya sea a izquierda o derecha) es R-casimé-

dulo vy por tanto contractil.

(1.17) Corolario

HR, K ® R son contractiles.
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Demostracidn

Como HX vy K ® R son R-médulos a derecha (ver (0-1.7) ¥

(0-2.4)), son contractiles. <>

(1.18) Proposicién

Sea f : K > H , entonces f ~ o <=> 3 un grupo
contractil G tal que f se factoriza a través de G. Es decir,

existe un diagrama conmutativo

K —* S g
. -1
con G contractil, h ﬁ///g
el

Demostracidn

Si f ~ o, f se factoriza a traves de K @ R que es
contractil., Ver ii) de prop.(1.3) y el corolario anterior.
Suponiendo que f = g.h vy 1G ~ 6 =>f = g.lGh ~ g.o.h = o ,

(Ver (1.8) prop.). <>

Vamos a estudiar ahora los funtores — @ G,(—)G :

: Anh

> oh y demostrarenios que son adjuntos.

(1.19) Proposicién

>04h

-® G,(—)G son functores J4h

Demostracidn

Sabemos que son functores de VQen 04, ¥y que son aditivos,



45

(f + g)y = £, + g, . Por tanto bastard que veamos que si

f:o=?f*~0.

(a) Para, — ® G . Consideremos el diagrama
HO ® G
I
(1.20) i, ® 1

Lo T
—
H ©G®R H ®R ® G

Donde i1 e Il son naturales de HO v HO ® G en sus conos. T
intercambia G por R. Para ver que es conmutativo basta consi-

derar los elementos descomponibles.

T.(i1®1) (h@g)=T(h®1®g)=h®g®1=Il(h®g).

Sea f @ HJ > H; tal que f ~ o , entonces existe
F : Hotg R > H1 tal que F.11 = f ,
T S
° A
i, =
1 F
H, ®R

T (F®1y) : H ®C®R >H, @G verifica que

-1 -
(T " .(F ® IG)).l1 =feil, - luego f @ 1o > 0

(b) Andlogamente para el caso dual. Basta observar que

el siguiente diagrama es conmutativo:
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L

Se deduce facilmente que f : K

£f ~ o0 => fG ~ 0 . <>

(1.22) Proposicién. Ley Exponencial

— ® G es adjunto a izquierda de (—)G , como functores

de Ah en Jh. ([K ® ¢, H] = [K,1%]).

Demostracidén

Sabemos que — & G v (—)G\ son adjuntos como functores

de A en A . (Ver (0-4.2)).

Veamos que esta propiedad se proyecta en oqh. Denomine-
, ‘ G)

mos gy ¢ Hom(K @ G,H) > Hom(K,H la equivalencia na-

tural que sabemos existe. Bastara probar que

f +: K® G

QKHf : K

> H es nulohombétopa si y sbélo si lo es

> §% .

Si f ~ o , existe F tal que el diagrama siguiente es

conmutativo
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KRG —>K ®G R

El tridngulo de la izquierda es el (1.20).

Atendiendo a la naturalidad de la equivalencia natural 7 el

siguiente diagrama es conmutativo

e

Hom (K ® G, H) > Hom (K, H%)
AN AN
» * — . *
(11®1G) = (11)
Hom (K ® R ® G, H) > Hom (K ® R, H®)
lkeR ,H
- » L * e
QK ® R,H(F'T) verifica que (11) «'lK ® R H(F.T)

= iy © 1) (F.T) =N (F.T). i ® 1, = Q€ => N ~ o -

Razonamientos duales demuestran que 4KHf ~o0=>f~o0

Por tanto ¥ induce una adjuncién €.
ey ¢ [K ® GH] ———> [K,H%] : e [f] =
KH ° ’ 7 1% * “KH
= [Mguf] 2 TgufR)(g) = £(k @ g) .

Fadcilmente se prueba que € es una equivalencia natural.

Para f : K > K! y g :+ H

>H el siguien-

te diagrama es conmutativo:
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€
[K @ G, H] RH > [K, HG]
A A
[fe1,,e) = [£,e°]
[K' @ G, H!] RILH [K', H'G] .‘

Donde [f @ 1as gl v |[f, gq] vienen definidas de modo

natural. <>

(1.23) Proposicién

K ® — es adjunto a izquierda de (—-)K como functores
£ '
de Ah en oh. ([K@® G, H] —B—> [q, BY])
Demostracidn

Es totalmente andloga a la de la anterior proposicién.

(1.24) Corolario

Sea el grupo A = A1 ® ... @)Ai QD ... @)An . Basta que

para un i, Ai sea contractil para que A también lo sea.

Demostracidn
e
= 1
A1®"‘®Ai-®"'®An—Ai®(A1®"'®An)' Por la
conmutatividad de producto tensorial.
2 ' . AL ® Y. ® A
[Ai®(A1®...®An, B]=[Ai,B n]=0. Por ser

Ai contractil, ademds para todo B, luego
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»H

A. ® (A, ® .7. @A) es contractil, por tanto también
i 1 n

Ay ® ... ®A es contractil (1 denota que hemos suprimido

el término Ai).-<>

A continuacibén veremos algun grupo que para determinados

anillos R, no es contractil.

(1.25) Proposicién

Si R es un anillo con algin entero n = g + .

n > 1 inversible, entonces Z no es contractil.

Demostracidn

Si % contractil ] F : Z x R

> Z bilineal tal que

F(1,1) =1 1 =F(1,1) = F(1, -3;+ ooy .r1;) -

= F(1, %) + .0+ F(1, %) pero en Z no existe ningdin entero

. 1 . .
que sumado n veces resulte la unidad. o denota el inverso

de n . <>

(1.26) Proposicidn

Sea R un anillo con algin entero n > 1 inversible,

/4 L >R . i(lz) = 1R monomorfismo, entonces Coker i =

Il

R/Z = S no es contractil.
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Demostracidn

Si S es contractil, existe F : S x R > S bili-
neal con F1 = IS . Entonces
[£] = F([3], 1) =F([3], D) + S F([], &) =
=F([1], ) =[o] si [£] =[o] =>i=i(m) mez=>
=>i(n.m) =1 =>n.m =1, lo que no puede ser ya que suponemos

n>1 . <>
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(I-2) Categoria de Grupos Abelianos bajo A

Esta categoria tiene como objetos homomorfismos

i . : . .
A > X , para un grupo abeliano A fijo, como morfismos

f @ i > i'!' homomorfismos f : X

> X' haciendo con-

mutativo el diagrama:

Dicha categoria, la de51gnaremos por U4

J/// \\\\ Notemos que la categoria uq no es aditiva

X ——> X' vya que dq (i,i') no es en general grupo abe-

. . .. A, .
liano, si definimos la suma en LA (i,i') de forma natural.

(2.1) Definicién

Sea (A > X) ¢ LﬂAl y £ ¢+ X > X' tal que
f.i = o dlremos que f es nulohométopa relativa a A

(f ~ o (rel A) , £ ~ o0 (bajoA) , £ ~o0 (rel i) , £ ~ o (bajo i),

f é o, f é o) si existe F : X > (x)R ta1 que conmuta
el diagrama:
A —2 5 (xR
-1
(2.2) 3 a,
\'4 A%
X

> X!
El enunciado dual debido a la ley exponencial en #h es
el siguiente:

> X! con-

Diremos que f é o, si existe F : X @ R
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mutando el diagrama

X ®R <

Facilmente se ve que las dos formas de definir cuando

15>

£ o son equivalentes.

(2.4) Proposicién

Sea (A —Lf—>X ¢ LAA; y £ :X > X' +tal que

f.i = o sabemos que H | : £ x/i(a) > X' +tal que

f.p=Ff, p: X > X/i(A) es la proyeccién natural, enton-

ces £ ~ o (rel A) <=> f~o0.

Demostracién

=>) Supongamos f é o , como el diagrama (2.2) es conmu-

tativo J | F : X/i(A) ——> (x")® tal que F.p =F , vea-
mos que el triangulo:
(x1)R
n -7
F
(2.5) q
? \'4
X/i A ——2 > X' conmuta.

~ ~

(qu)p = ql(Fp) = q,F =f =f.p y p epimorfismo => q,.F = f

<=) 8i f ~ o entonces existe un diagrama conmutativo
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N

como (2.5). Basta tomar F.p vy ver que conmuta el diagrama

(2.2) para F =F.p . <>

(2.6) Definicidn

sean (A —f > x) , (A —El s x1) e |48

f,g ¢ i > di!' , Diremos que f é g si f-g

servemos que (f-g)i = fi = gi = i'-i! = o)

La relacién é es de equivalencia en v4A(i,i') que nor-
malmente denotaremos por eQA(X;X') . Al cociente
gﬂA(X;X')/é denotaremos por [X,X']A . Para f ¢ LHA(X,X')
[f]A es la clase de homotopfa de f bajo A. Notemos que
[X,X']O = [X,X'] , en general [X;X']A no tiene una estructu-
ra de grupo privilegiada,.

A continuacion veremos que é es compatible con la com-

- A - .
posicién en A con le que podemos definir la correspondien-—

te categoria homotépica quh .

(2.7) Lema
i i i
Sea io —0 > i1 ———l——> 02 ___3__> 03 en A, siendo
0, (03) el homomorfismo o> X, (A °C_ X3) Si

A
£, ~ o entonces (fZ'fl)

Demostracidén

Parecida a la del lema (1.7).
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(2.8) Proposicidn

> im en AP,

Sean f,g ¢ i >4i!' y fr',g' ¢ it

4

siendo f é g vy f! g!' entonces f'.f é g'.g .

Demostracidén

Como en la proposicién (1.8).

(2.9) Definicidn

Sean (A ——1——> X) , (A il > X') € ]ﬂA[ y sea

f : X

>X'" con f.i =41i' ., Diremos que f es una h-equi-

valencia bajo A si [f]A es un isomorfismo en quh .



55

(I-3) Categoria de Grupos Abelianos sobre B

Este parrafo es la dualizacién del anterior, solo hay que
cambiar el sentido de las flechas y sustituir los objetos por
sus duales. Recordemos que las construcciones cono de un gru-

po, y grupo de arcos son duales., Tiene como objetos homomor-

fismos P : Y >B , como morfismos f : p! > p ho-

momorfismos f ! Y! > Y haciendo conmutativo el diagra-
ma:
Y ____E____> Y Designaremos esta categoria °4B s cﬂB
1 = en general no es aditiva, aunque lo sea
.para algin B.
N g # :

(3.1) Definicidn

Sea (Y —E—>B) ¢ ]ﬂB] y £ : Y

>Y tal que

p.f ~ o , diremos que f ~ o (sobre B) (f ~o , f ~ o)  cuan-
. & 5

>Y tal que conmuta el diagrama

do '3 F:Y" ®R

El enunciado dual es el siguiente. Diremos que f ~ o

cuando § F : Y! > YR tal que conmuta:
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(3.4) Proposicidn

f P

Sea Y! > Y

A~

una dUnica f": Y!

> B p.f = o . Sabemos que existe

> Kerp tal que i.f = f siendo

i ¢ Kerp > Y' 1la inclusién candénica. Entonces f ~ o

B
"
siy sélo si f ~ o .

Demostracidn

Totalmente dual a la de proposicién (2.4).

(3.5) Definicidn

Sean (Y P_>3), (Y —pL 5 B) € LQBI

f,g : p! >p . Diremos que f ~ g si f-g~ o .
B
(p (f-g) = pf-pg = p'-p!' = o) . Lla relacidén ~ es de equiva-

B
lencia. Normalmente denotaremos sﬂB(p',p) como qu(Y',Y) y

el cociente ‘4B(Y"Y)/% por [Y', Y], . Para f ¢ UQB(Y',Y) s
[f]B es la clase de homotopia de f sobre B.
Como en WQA , la relacién ~ es compatible con la compo-

B

sicidén de morfismos, verificéndose la siguiente proposicién,
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con lema previo. Denotaremos la correspondiente categoria

homotépica por 04Bh

(3.6) Lema
£ f f
Sea O0 —2 01-———1——> Py ___E__> p; en ®4B , siendo
O, (01) el homomorfismo Y, —2 > B (Y1 °__> B) Si
f. ~ o entonces (f,.f,) ~ o y (f,.f ) ~ o
1 B 2 1 B 1 O B
(3.7) Proposicién
Sean f'.g' ¢ p" —>p' y f,g : p! > p en qu,
siendo f! i g' yv £ ~ g entonces f.f' ~ g.g!'
B B B
(3.8) Definicién
1
Sean (Y' —E—>B) , (Y P_->B) ¢ kAB‘ y sea
£f: Y >Y con p.f = p!' . Diremos que f es una h-equi-

valencia sobre B, si [f]B es un isomorfismo en prh

(3.9) Nota

También podemos considerar la categoria de Grupos Abelia-

nos bajo A y sobre B OQ% , que tiene como objetos ternas

(A ——> X P_>B) con Ay B fijos y morfismos los defini-

dos de forma natural. En esta categoria diremos que f é o
B
. A o . A
si £f~o0o y f ~o . Utilizaremos notaciones como Bh pa-
B
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ra la categoria homotédpica y [X,X']g para las clases de ho-

motopia.
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(I-4) Categoria de los pares 04(2) v homotopia

Recordemos el parrafo (0-4) en el que hemos definido 1la
categoria A(2), también hemos probado que es una categoria

abeliana, en particular J&Z) (u,u') tiene estructura de gru-

u'

po abeliano, para u = (X ——>Y) , u' = (X! >Y')
objetos de 04(2).
(4.1) Definicidn

Sea (f,g) : u ——> u' , diremos que (f,g) ~ o si ]

F : X xR ——>X" y G :Y xR >Y'" bilineales tal

que el siguiente diagrama es conmutativo

£ >
N LT
X x R
u

X X!

u!
ule
N \%
Y g >HY'
I
Ny v o7
Y xR

A continuacién, damos una serie de propiedades andlogas

a las del parrafo I. Su demostracidén es también andloga.

(4.2) Lema

Los morfismos nulohométopos son un subgrupo de

1

‘ i
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JQ(Z) (u;u') que denotaremos por H(2) (u,u') .

(4.3) Proposicidn

R
1
sean w,u' £ [A(2)] , u® = (xR 25 yi®y |
R X! Y
q]_:u' >U—':q1_(ql9q1)9u®R=
u<>Z¢1R
= (X ®R >Y®R) e il'u >u®R :
. . X .Y . .
P iy = (11 s 11) , entonces q; e i; son morfismos de 94(2),
ademés son equivalentes las afirmaciones
i) £ = (fl.fz) P u > u'!' es nulohométopo.
ii)jF:u@R > u'! tal que F.i1=f.

iii) { F : u >ut®  ta1l que q,.F =f

(4.4) Definicibn

A la relacién ~ , inducida por A4(2) (u,u') en @4(2)
(u,u') 1la llamaremos de homotopia.
[u,u']R = A(2) (ﬁ,u')ﬂW(Z) (u,u') , es el grupo de las clases
de homotopia de u en u' . u'R son los arcos de u! vy ﬁ ® R

es el cono de u.

(4.5) Lema

Sea uy —2—>u; ————> uy —=—>u; en AM(2). si

f, ~ o entonces también (£{.£)) ~o ¥y (fZ’fl) ~ 0 .



(4.6) Proposicién

Sean f,f' : u

> v v g,8" ¢ v

> W en

A(2) tales que £ ~f' y g~ g' entonces g.f ~ g!'.f!

(4.7) Teorema

Para cada u,v ~ |¢32)| se verifica

> A
>A .

i) [u,-] , [—;v] son functores 4(2)

ii) [u,-] ; [-,v] son functores A(2)h

(4.8) Teorema

[u,—] conserva productos, [u, iglvi] ~ igl[u,vi] .

(4.9) Teorema

(4.10) Corolario

[u,=] [-,v] son functores aditivos.

La categorfia homotépica @4(2)/: , la denotaremos por
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A(2)h . Para f € 04(2) (u,v) , [f] es la clase de homoto-

pia de £,
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(4.11) Definicidn

Sea T : u > v , diremos que es h-equivalencia de

pares si [}] es isomorfo en H(2)h

Diremos que u € kﬂ(Z)] es contractil (u ~ o) si u es

isomorfo a o en o4(2)h .

(4.12) Definicidn

Sean X e Y R-casimédulos, u ! X ——>Y es un homo-
morfismo de R-casimbédulos si u(x + x') = u(x) + u(x') vy
u(x.r) = u(x).r

(4.13) Teorema.

u: X —>Y es contractil en 04(2) si y sblo si
X e Y admiten estructuras de R-casimédulos y u es un homomor-

fismo de X en Y como R-casimébdulos.

Demostracidn

u~o siysélosi 1 ~o, siendo 1 = (IX,IY)
(IX,IY) ~ o0 siy sélo si existen F : X xR >X ,
G:YXR———>Y bilineales, y el siguiente diagrama es

conmutativo. Ver definicidén (4.1).
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1
X X > X
=
Ny T
3X x R
u u
ule
\Y% \Y%
1
Y b >Y
Y xR
De que F bilineal y el tridngulo superior sea conmutati-
vo se sigue que X es R-casimédulo (andlogamente Y). Que
u.F = G.(uxL) es decir que si es un homomorfismo de (X,F)
en (Y,G). (X,F) indica que en X consideramos la estructura

de R-casimédulo F (andlogamente (Y,G)). <>

(4.14) Corolario

Si u: X

>Y es un homomorfismo de R-médulos en-—

tonces u es contractil en J(2) .

(4.15) Corolario

u@l
X R —= > Y @R s xR o

en JA(2) .

> YR son contractiles

Demostracidn

Como u @ IR v uR son homomorfismos de R-médulos (ver

0-1.7 v 0-2.4) también lo son de R-casimédulos. <>
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1
Recordemos que para G G

tores — @ G , (—)G : 04(2)

> G hemos definido los func-—

> 04(2) de forma que a

u= (X —2—>7Y) le hacen corresponder u @ G =

ul G
- (x®c S >vy@a vy u¥=x%—"_5v% , hemos
visto en (0-4.9) que _—‘® G es adjunto a izquierda de (—-)G
como functores del tipo 04(2) > 04(2) . A continuacidn

veremos que se pueden considerar como functores
A(2)n

a izquierda de (—)G como functores 04(2)h

> 04(2)h , para luego ver que — @ G es adjunto

> A2)n .

(4.16) Proposicién

> A(2)n . (Es

>v con f ~ g entonces f, ~ g,) .

-® G, (—)G son functores y4(2)h

decir f,g : u

(4.17) Proposicién. Ley Exponencial

— ® G es adjunto a izquierda de (—)G como funtores de

A(2)h en uQ(Z)h. ([u X G,v] iu‘fu,vG]) .

(4.18) Proposicién

G @ — es adjunto a izquierda de (—)G como funtores

de A2)h en Ah ([0 x uv] = [u,vE]) .

Recordemos que A(2) es abeliana. Entonces
u . .
04(2) (u,v) =v es un grupo abeliano. Estudiaremos unas
nuewvas equivalencias naturales que nos seran Utiles posterior-

mente.
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(4.19) Proposicién

Existe una equivalencia natural
Opy ¢ A(2) (G @ u,v)

teriores. Observemos que son del tipo

> Hom(G,v") entre los functores an-

o : ,
Qﬂ(z))f>x uQ(Z) —>H. En Hom(G,v"') G es un grupo abe-

: 1
liano, en 04(2) (G x u,v) G es el objeto G GC_-¢
Demostracidn

Sea u = (A U 5B) yv v=(G——->D) . Sea

(G,B) : G ® u > v , definimos Guv(a,B)g = (ag’Bg) :

ag(a) =a(g ® a) , Bg(b) = B(g ® b) , facilmente se comprueba

que estad bién definida. Si ag =0 v Bg = o para todo g en-—
tonces a =0 y B = o0 , luego Ouv ©8 inyectivo. Para
¥: ¢ > Voo g > Xg = (X;, Jz) definimos

(Xl; KQ) : G®u

Kz(g x b) = X;(b) &1 y ¥? sobre los elementos no descompo

>v como §l(gea) =V(a) y
nibles se definen por linealidad. Se comprueba que ({1, (2)
estd bién definido y que Guv(xl, Xz) — § . La naturalidad es

una mera comprobacidn., <>

(4.20) Proposicidn

Existe una equivalencia natural

s A2 (uea,v

> Hom(G,v") definida como sigue,

para (a,B) : u @ G >v  o,,(a,Blg = (ag,Bg) :

ag(a) =qg(la ® g) , Bg(b) = B(b ® g) .
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Demostracidn

Andloga a la anterior.

Veremos que las equivalencias anteriores se pueden tras-

ladar a las categorias homotdépicas.

(4.21) Proposiciédn

Existe una equivalencia natural
%uv : [G ® u,v] > [G,v"] tal que euv[(a,B)] =
= [o,,(@,B8)] .

Demostracidn

Bastara que probemos que 3 ~ o <=> Guv(f) ~ o para

3 ¢ 94(2)(G @ u,v) .

> v haciendo

Si ¥ ~ o entonces ’_EI F: G®u &R

conmutativo el tridngulo:

COu —>——> v
/'
i = F
v
G®u ®R

Para ver que 0¥~ o basta observar que el siguiente

diagrama es conmutativo

u @& R e

A

> (VU)R

<

oF = a,

G - 0 X > B
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Siendo o y o las equivalencias naturales de las propo-

u v

> B) v = (C > D).

siciones (4.19) y (4.20) 3 u = (A

> v tal

Supongamos que ¢ ~ o, entonces |F: G ®R

que el triangulo:

conmuta.

El siguiente cuadrado conmutaj siendo T el homomorfismo

que intercambia u por R,

G®O®u ———————> v
A
i, = o-1F
v T
GeguaR > GeReu

Por tanto ?Z: o . <>

(4.22) Proposicidn

Existe una equivalencia natural

éuy_: [w @ G,v] — > [6,v"] tal que ®&  [(a,p)] =

= [azl—v_((x, B)] :

Demostracién

Anidloga a la anterior,
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CAPITULO TT

COFIBRACIONES Y FIBRACIONES

En el capitulo I; hemos definido relacién de homotopia
en una categoria z, construyendo la categoria cociente gh ,
asi como elk functor proyeccidén natural P : [E —>Eh .
En ﬁ’ para un morfismo A ——i——> X ; podemos plantear el pro-

£ >Y a través de i

blema de extensién de un morfismo A
(Es decir: éexiste T :X———>7Y tal que T.i = ¢ ?). Si
trasladamos el problema de la extensién a la categoria homo-
tépica.‘gh., en general el hecho de que P(f) sea extensible
a traves de P(i) no quiere decir que f sea extensible a
traves de i. Las cofibraciones son aquellos morfismos i, para
los cuales, si el problema de la extensién tiene solucidén en
la categoria homotépica A?h entonces también lo tiene en 23.
Dualmente aparecen las fibraciones, como aquellos morfismos

E—LE >B tales que si el problema de la elevacién a traves

de P de un morfismo X ——ﬁ——> B , tiene solucién en la catego-

ria homotépica )gh , también tiene solucién en p

Los pérrafos 1,2 y 3 se refieren a cofibraciones, los 4,
5y 6 a fibraciones, siendo estos tltimos la dualizacidn de
los primeros. Para dualizar una definicidén o una proposicién,
no hay sino que cambiar el sentido de las flechas (dualidad

categérica) y sustituir los funtores y transformaciones natu-
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rales por sus duales (dualidad inducida por 1la ley exponen-—
cial). Recordemos que el functor cono y el functor arcos son

duales, asi como las transformaciones naturales i1 y a4

En el pérrafo 1 (4), estudiamos productos y coproductos
de cofibraciones (fibraciones); bajo que condiciones un mono-
morfismo (epimorfismo) es cofibracién (fibracidn) y recipro-
camente. También probamos que cualquier homomorfismo se puede
poner como composicién de una cofibracién y una h-equivalencia

(de una h-equivalencia y una fibracién).

En el parrafo 2 (5), en la primera parte probamos el teo-

rema (2.1) (teorema (5.1)) que nos dice en que condiciones una

h-equivalencia f : X ——> X' es h-equivalencia bajo A, pa-
ra un homomorfismo A —E—> X (una h-equivalencia
f : E'! ————>E es h-equivalencia sobre B, para E -2 B).

A continuacién se estudian retractos A de X, considerando el
caso que la inclusién A 1 >X sea cofibracién. (Dilata-
dos E de B; en los que la proyeccién E —E > B sea fibra-
cién). Finalmente relacionamos h-equivalencias en 94(2), en
las que los objetos son cofibraciones (fibraciones), con

h-equivalencias en.UQ.

Por iltimo en el parrafo 3, para un grupo abeliano A po-
demos considerar la subcategorfia plena CofA de qu , toman-
do los objetos A —1 > X de 04A tales que i es cofibra-

cién, y la correspondiente categoria homotdpica CofAh . Un
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homomorfismo A o

> B dinduce de modo natural funtores

a, : Cofh > Cof’h , asocian-

> cof®  y  a, : Cotth

do a una cofibracidén A

> X el homomorfismo del lado
contrario del cuadrado cocartesiano determinado por i y «a.
Probamos que si a,8 ¢: A ———> B +tales que o ~ B entonces

los functores a, , By, * CofAh — Coth son equivalentes

naturales. Dualmente (pdrrafo 6), para o : A > B se
N .
inducen functores a : FibB _— FibA y
*
o e Fith -> Fib,h , demostramos que si o ~ B

*
o« y B : Fibgh

> FibAh son equivalentes naturales.

(IT-1) Problema de la extensidén. Cofibraciones

Consideremos los siguientes diagramas en UQ y en Uqh

respectivamente

A———f——>Y A [f:[ >Y
4 ,ﬂ
/’ /-
. -
(1t.1) |1 L il .8
\./// V /,
X X

Diremos que f es extensible a traves de i, si existe

g+ X >Y tal que gi =f .  Vamos a considerar aquellos
homomorfismos i, que verifiquen la siguiente propiedad: Sea

f homomorfismo con dominio A entonces f es extensible a
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traves de i si y sélo si [f] es extensible a traves de [i],
A estos homomorfismos i los llamaremos cofibraciones. El pro-
blema de extensidén a traves de cofibraciones en uq, lo hemos

trasladado a la categorfa homotépica u%h

Situacidén totalmente andloga se presenta en la categoria
Top® (espacios con punto base), en la que se estudian aplica-

ciones i : A

> X de modo que la extensidn a traves de
ellas se puede estudiar en la correspondiente categoria homo-
tépica, una familia de aplicaciones continuas para la que se
verifica esta propieﬁad son las h-cofibraciones. Estas se

estudian detalladamente en el texto dg Dieck~Kamps-Puppe Ho-

motopietherorie | 3].

(1.2) Definicidn

Sean A;x;Y e A e i ¢+ A ———> X homomorfismo, diremos
que i tiene la propiedad de extensién de homotopia
(P.Ex.H) para Y; cuando para cualquier homotopia
F:A—rouo-"> YR existe G ! X ———> YR tal que G.i = F

Si i tiene la P.Ex.H para todo Y diremos que i es una cofi-

bracidn.

(1.3) Teorema

Son equivalentes las afirmaciones

i) A L > X es una cofibracién

ii) Para todas f : A ——>Y , g : X >Y tales
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que g.i ~ f , existe g!' : X

>Y tal que g'!'.i =f vy

g~ g .

Demostracidn

i) => ii) Como g% - f ~ o0 => 3 F : A

> YR con Gi = F vya

> YR tal que

q..F = gi -~ £ entonces 3 G : X

b

que i tiene la P,Ex H para Y . g - qu ~ g pues qu ~ 0

ademas (g - qu)i.= gi - quGi = gi ~ qF =gi ~ gi + £ =7¢
Basta tomar g' =g - q,G .

ii) => i) El siguiente tridngulo conmuta salvo homotopia

Recordemos que YR es contractil por I-1.17, entonces

4 G X

> YR tal que G.i =F .,

(1.4) Teorema

i

Sea A > X homomorfismo, son equivalentes
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i i , .
i) A > X es una cofibracién.

ii) Para todo Y contractil Hom(—,Y) +transforma i en

%
una aplicacidén suprayectiva i = Hom(illY) .

iii) Si £ : A >Z es tal que f ~ o existe

g+ X >7Z tal que g.i =f .

iv) 8i £ : A >Z f ~o0 existe g : X

tal que g~ o e gi =Ff.

Demostracidn

Evidentemente iv) => idii) => ii) => i) (Recordemos‘que

R es contractil). Veamos que i) => iv)

F__5zN Si f~o=>7JF:A >R m

A 7
\\E\\\ \\\ql q;F = £ , como i es cofibracién/'ﬂ

IR R

i D7 G+ X > Z m G.i =F ademis

qui = qu = £ 1luego qu es una exten-

<

sién de f a traves de i y qu ~ 0o ., <>

(1.5) Proposicién

Consideremos el siguiente triingulo conmutativo

A

Entonces si 1i' es cofibracidén tam-

X > X!t bién lo es i .
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Demostraciodn

Sea f ¢t A———>Y f ~ 0 entonces 7
gt X! ———>Y con gi' =f por ser i' cofibracién y punto
iii) del teorema anterior, ademids ghi = i'g = f luego gh

es una extension de f a traves de i y por el teorema anterior

i es una cofibracién. <>

(1.6) Proposicidn

La composicién de cofibraciones es cofibracién.

Demostracién

Es inmediata.

(177) Proposicién

Consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano

A ——~—£————> Al

i i
v v

X —E& > xt

Entonces si i es cofibracién también lo es i!,

Demostracidn

Sea A' —1 >y y h~o=>hf ~ 0 e i cofibracién =
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Hilton-Stammbach [15] que nos da la sucesién Ext para grupos

abelianos, en la primera variable inducida por la sucesidn

exacta corta A > X X/A .

. L ¥
o —> Hom(X/A,Y) ——> Hom(X,Y) > Hom(A,Y) —>
Ext(X/A,Y) "—>£. e

si X/A es libre es Z-proyectivo y si Y es Z-divisible es
‘ . N
Z-inyectivo, en ambos casos Ext(X/A,Y) =0 =>1i es sobre y

apartado ii) del teorema (1.4)v=> A —X > X es cofibracién.
<>

En el siguiente teorema, veremos que la suma directa de

cofibraciones es cofibracién.

(1.11) Teorema

u.
o A, —:—ie———l——_> @ B. es cofibracidén si y sélo si
. i 1edl 1 - )
i€l :
Yy
Ai —_— Bi es cofibracidn ¥ i¢€lXI
Demostracibén

Teniendo en cuenta el diagrama

A, i > B,
1 1
1. = L
1 1
Y u. \'4
@ i
EBAi iel > .®Bi

ieT

=
o]
b~
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Donde Ii y Ji son las inclusiones candnicas. Ii es co-
fibracién ya que admite retraccibén entonces (& ui).Ii es co-

fibracién por ser composicién de cofibraciones y por prop.(1.5),

u; es cofibracién.

Reciprocamente, supongamos u, cofibracibén para todo

ieI ysea Y contractil. Sea el siguiente diagrama conmu-
tativo
*
(@ u;)
Hom (@ B, Y) > Hom (& A, Y)
* :
e ui
T Hom (Bi, Y) > 1 Hom (Ai, Y)

Si u; cofibracién por apartado ii) del teorema (1.4),
* *
u, es sobre para todo i € I por tanto T u, es sobre =>

* . .
(@ ui) es sobre => @ u, es cofibracién. <>

(1.12) Corolario

u X...xu
A, x ... x A >B, x ... x B es cofibracién
1 n 1 n
Yy
si y sélo si Ai ——> B, es cofibracién i =1,...,n .
(1.13) Teorema
. um ~ . . »
Si A —> B es cofibracidén entonces

uxlc
A®@C—>B ®C es cofibracién C € [ﬂl .
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Demostracién

Atendiendo a la naturalidad de la equivalencia natural
Q que aparece en la demostracién de la proposicién I-1.22, el

siguiente diagrama es conmutativo:

1Bx

Hom (B ® C, Y) > Hom (B, YC)

(u f029) IC)* = u*
\Y,

‘ v
Hom (A ® C, Y)

(2 . (A, Y

Sea f : A®C

>Y y f ~ o0 => QAYf ~ o (Ver pro-
posicién (I-1.22)), si u cofibracién 9 g & Hom(B, YC) tal

* ; -
que u g = QAYf . Entonces qBY lg es una extensién de f a

traves de u ® 1, . Por apartado iii) del teorema (1.4) se

sigue que u @ 1o es cofibracidbn. <>

(1.14) Corolario

si A —Y

>B , C —Y—> D son cofibraciones

A®C ——EQX——> B&®D es cofibracién.

Demostracién

uev = (lD e v) . (ue® 1C) y composicidén de cofibracio-

nes es cofibracién. <>

(1.15) Proposicién

i . . . .
A > X es cofibracibén si y sbélo si
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iely
A®QR —————> X ®R admite retraccidn.

Demostracidn

Consideremos el diagrama

Hom (A, (A ® R)R) J-;—> Hom (A ® R, A ® R)
A A
. R E v
Hom (X, (A ®R) ) ——————> Hom (X ® R, A ® R)
Es conmutativo por la naturalidad de q . Por ser

* v
(A ® R)R contractil e i cofibracidén, i es suprayectiva

(apartado ii) del teorema (1.4)). Por ser ¥ equivalencia na-

*
tural (i @ lR) es suprayectiva, luego

Jr: X®R >A ®R tal que (i®1R)*(r)=
=r.(i®1R)=1A®R.

> YR . Sea

Reciprocamente, sea la homotopia F : A

r ¢t X®R >A ®@R la retraccién de i ® 1R , entonces

?;é(r-(%AYF)) es una extensidén de F a traves de i. <>

A continuacidén vamos a ver que cualquier homomorfismo

f : A

> B se puede descomponer como conposicién de una
cofibracién v una h-equivalencia. El grupo a traves del cual
factorizamos f es lo que llamamos cilindro de f y denotaremos

Zf .
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(1.16) Teorema

Sea f : A —> B un homomorfismo, Z. =B @ (A ®@R)

y pl:B@(A@)R)

> B la proyeccién candénica. Enton-

A______f____>B

IJ

k‘ll 2%'
N

BO(AGR) conmuta, f—i1 es una

ces el diagrama:

. . . 1 . .
cofibracidén y p es una h-equivalencia.

Demostracidn

Utilizaremos las siguientes notaciones:

;1 : B >B®(A®R) , j°:AQ®R >B @ (A ®R)
son las inclusiones candnicas y p2 : B® (A ®R) >A®R
la proyeccién candénica sobre la segunda componente.
Que el diagrama conmuta es inmediato. De que conmute el
diagrama:
>B @ (A ®R)
2
-p

Como i1 es cofibracidn ffi1 también lo es por prop.
(1.5). Desde luego pl.j1 = 1z . Veamos que jl.p1 ~ 1, .
) i

Sea el tridngulo
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.1 1
B@® (A®R) ———J P >B @ (A ®R)

2 = 2
P \ J
A®R

que conmuta, y como A ® R contractil =>1 - jl.p1 ~ 0

En el teorema (1.10) hemos visto alguna condicidén que nos
asegura cuando un monomorfismo es cofibracidén, en la siguiente
proposicién estudiamos algunos casos en los que una cofibracién

debe ser necesariamente monomorfismo,

(1.17) Proposicidn

Sea A —*—> X cofibracién y R de caracteristica cero.
Si A es contractil 6 A es libre de torsidén o % es puro en R

(ver 0-6.11) entonces i es monomorfismo.

Demostracidn

Como el diagrama siguiente es conmutativo,

A 1 > X

11 = 11
Y] i&lR \Y]
A®R >X ®R

i® IR es monomorfismo (ver prop.(1.15) entonces si i1 es mo-

nomorfismo i lo es también. Si A es contractil i1 admite

una retraccidén, luego es monomorfismo. Consideremos la suce-—
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sién Tor en la segunda variable, aplicada a la sucesidén exac-—

p

i . .
>R —+—>8 —> o , notemos que i es in-

ta corta o > 7

yectiva ya que R es de caracteristica cero. Ver Hilton-Stamm-
bach; cap.IV, péarrafo 11.

: 1,8i
eeo=>Tor (A,8) —>AQ@QZ 22— >SA®R —>AQS —>0
Como A es libre de torsién, A es plano y por tanto
Tor (A,S) = 0 (Hilton-Stammbach, cap.III, ejercicios (8.1),
(8.7)) entonces 1, ® i es inyectiva. Como el tridngulo

1A®i

A®Z >A ®R
7

fe o

A

conmuta, siendo f(a @ z) = z.a , y £ isomorfismo => i1 €es mo-—

nomorfismo.

Si Z es puroenR 1, @i : A®Z >A @R es mono-

morfismo (Ver Fuchs, cap.X, theorem 60.4), por tanto i, es mo-

1

nomorfismo, <>

(1.18) Proposicién

Sea R de caracteristica cero. Entonces Z es puro en R

si y sbélo si toda cofibracién es monomorfismo.
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Demostracidn

=?) Es consecuencia de la proposicién anterior.

1A®i
<=) A Z ———> A ® R es monomorfismo ya que
i
A ———l——> A ® R es cofibracidén, para cualquier grupo abelia-
no A. Teniendo en cuenta Fuchs, Ejercicio 60.2, se sigue que

Z es puro en R,
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(ITI-2) h-equivalencias en dg,(ﬂA v 04(2). Retractos

(2.1) Teorema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en d?:

A Si i' cofibracién y f h-equivalencia entonces
//{/=\\\{: f es h-equivalencia bajo A.
& )
X ———E———> Xt

Primeramente probemos dos lemas previos.

(2.2) Lema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en u4

C

Si g «~ 1X entonces existe g' ¢ i ——> i tal que

A
g'.g:lx .
Demostracidn

Denotaremos con 1, 1X y con 2 = Iy + 14 . Como
1-g~o0, 4 F:X > X} tal que q,.F =1 - g , vea-
mos que g' =2 - g .

(a) g'g -1 =(2-glg -~ 1 =g +g~ g® -1 = (1-g)g - (1-g).

R

Bastard ver que F.g - F : X > X es una homotopia bajo
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A que lleva g'g - 1 al cero. Es decir que el siguiente dia-

grama conmuta:

(b)

(¢) (g'g-1)i = g'gi-i = g'i-i = (2-g)i-1 = 2i-i-i = o =

(d) (Fg-F)i = Fgi-Fi = Fi-Fi =0 .

(e) q,(Fg-F) = q,Fg - q,F = (1-g)g - (1-g) = g'g-1 por
(a), (c¢), (d), (e) nos prueban que el diagrama (b)

conmuta., <>

(2.3) Lema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en.uq.

A Si i' es cofibracién y [f] tiene inversa a
= i! izquierda en Ah entonces [fJA tiene
£ \ inversa a izquierda en tﬁAh .

X —m———>X!

Demostracién

Ya que [f] +tiene inversa a izquierda en An , existe

£+ : X

>X tal que [f'].[f] = [£'.£f] = [IX] es decir
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f'.f ~ Iy =>f'.fi ~i y fi=141i' =>1f'.i' ~ i , como i' co-

fibracién por teorema (1.3), existe f" : X! > X tal que
fr".it =i y f" ~ f' entonces f";f ~ 1y y f"'fi =i , es-
tamos en condiciones del lema anterior, luego

q g' i
f1117 = g!'. f" que verifica que f'''.f é 1y o bien

ero]tpe]t = 1% . <o

> i tal que g'.f".f é ly . Tomaremos

Demostracién del teorema (2.1):

[f] tiene inversa a izquierda en Ah e i' cofibracién

it

y lema (2.3) => 7 £ > i tal que

eh et =t = e 21 = £ .f 21 ¥y £ es h-equi-
valencia => f, es h-equivalencia => |f1| tiene inversa a iz-
quierda en (Jh e i cofibracién (ver prop. (1.5))

>X' tal que [£,]°[£,]" = [14,]" (lema
anterior)  [£,]1% = [£,]% (8,10 812051 = (810 (e,07 = (1,02

Entonces f es h-equivalencia bajo A. <>

=> 3 f2 : X

(2.4) Teorema

A Sea el diagrama conmutativo de la iz-
i/ =\l quierda:
4
X.< if' 7 Xt f es h-equivalencia bajo A, f' su in=

versa homotdépica bajo A, p y p' las

P p'

proyecciones canénicas, £, f' los ho-

v T_ _V
X/i(A) < FT~ X1/i1(A) momorfismos inducidos por f y f!'.



88

Entonces T es h-equivalencia con inversa horotépica T

Demostracidn

Si £ h-equivalencia con f' inversa homotopica, entonces
fr.f - 14 é o y f.f' - 1y, é o . Si f£'.f - 1y é o ; exis-
te la homotopia F ! X ——> xR que lleva f',f -~ ly a ce-
ro, bajo A, Utilizaremos la notacién "M para los homomorfis-
mos inducidos al coniicleo de i; Es decir si hi = o
El ; m ﬁ.p = h . Podemos construir el siguiente diagra-

ma conmutativo

e (x/i(a)NR

(a)

En el diagrama (a) conmuta la cara lateral izquierda

A

porque f'.f - 1X ~ o ; la cara de abajo por la propiedad

universal de los conicleos y la posterior por ser q,; una

transformacién natural. Como iF =o { | F tal que

~ _/’J‘\ .

Fp = F . FAcilmente se comprueba que p.(f'.f - IX) =

— _' ral _ o . ‘ - . - « p
£f1.f IX/i(A) , veamos que una elevacion de esta aplicacién

~

a traves de q, es ql.pR.F.

~

RI\
(ay.p .¥p = p.qy.F.p = p.q;.F = p. (£'f - 14) =
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= (T'.T - 1X/i(A))'p .

Como p es epimorfismo qlpRF =FTr. T - 1X/i(A) .  Luego

TT.T » 1y/5(a) - Andlogamente T.FT = 1y, /:,(x) - <>

(2.5) Corolario

Sea el diagrama conmutativo de la izquierda

A Siendo f 1la inducida por f a los
i — conticleos de i e i'., Si i' cofibra-
A £ cién y f h—equivalenéia; entonces T
: es también h-equivalencia.
P

Y
X/i(A) f;> Xt/it(A)

Demostracién

Por el teorema (2.1) £ es h-equivalencia bajo A y por el

teorema anterior T es h-equivalencia. <>
Ahora definiremos los diferentes tipos de retractos
A € X dando a continuacidén un teorema que los relaciona con

el caso que A < X sea cofibracién.

(2.6) Definicidn

i .
Sea A > X homomorfismo en UQ.

> A tal

(a) A es un retracto débil de X si existe r : X
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que r.i ~ 1A .

(b) A es un retracto de X, si existe r : X > A tal que

r.1 = 1A .

(c) A es un retracto por deformacidén débil de X si existe

r ¢ X >A tal que r.i ~ 1A y di.r ~ 1, .

(d) A es un retracto por deformacidén de X si existe

r : X

>A tal que r.i = 1A i.r ~ 1X

(e) A es un retracto por deformacidén fuerte de X si existe

r ¢ X > A tal que r.i = 1A i.r

(2.7) Proposicidn

Sea i : A > X cofibracién entonces
i) A es retracto débil de X (a) <=> A es retracto de X (b)

ii) A es retracto por deformacidén débil (c) <=> A es retracto
por deformacidén de X (d) <=> A es retracto por deformacién"

fuerte de X (e) .

Demostracidn

Desde luego se verifica que (e) => (d) => (c¢) 5 (b)) =>
(a) .

En el diagrama de la izquierda, si r.i ~ 1,

A
1 /// \\\3_ como i cofibracidén existe r' : X > A tal
A
Y \y que r'.i =1, y rxr' (ver teorema (1.3)),
Al X
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entonces (a) => (b) y (c) => (d).

A Si se, verifica (d) i es h-equivalencia, i
1A7// \\\i cofibracién y teorema (2.1) => i es h-equi-
Ad i >4X valencia bajo A, luego

Jr:i—m:> 1a (r.i = 1A) tal que
i.r % 1X . <>

Vamos a estudiar en .JRZ) cuando un morfismo
(f.g) : i

"son cofibraciones.

> j es h-equivalencia, suponiendo que i y j

(2.8) Proposicién

Sea el cuadrado conmutativo en 04

Si i y j son cofibraciones, f y g h-equivalencias en.vg, en-

tonces (f,g) t i > j es h-equivalencia en 04(2) .

Demostracidén

Veamos que [(f,g)] tiene inversa a izquierda en A(2)n.
Sean f' : B

>A vy g' X

> X inversas homotdpi-

cas de f y g . Consideremos el diagrama:
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Probemos que conmuta salvo homotopia.

(a) g'.3 = g.j.lg ~ g J.f.f = glogii £l ~ 1 . i = i f!

X

Como j es cofibracién, existe g" : Y > X tal que

(b) g".j = i.£' y g g! (Ver teorema (1.3)).

12

Sabemos que f'.,f - L

12

o , luego existe F ¢ AQR > A

con

(c) £'.f ~ 1y = F.il‘. i ® 1z admite retraccién ya que i es
cofibracién (prop.(1.15), entonces i.F se puede extender a
traves de i ® 1, , sea F dicha extensién. Hace conmutativo

el siguiente cuadrado:

(d) AR — > A
i 8)1R i
A4 T v
X®@R —m——> X
Sea k = g".g - ?.il k es h-equivalencia ya que

gh.g ~ 1y (si g" ~ g'(b) =>g"'.g ~g'.g ~ IX) y f.il ~ 0 .

Ademds ki = i como vamos a probar.

(e) ki = g".gi - F.ii = g".j.f - F.igl =i.f'.f - i,F.i,=
1

R 1y 1
= i.80.F - i(£.E - 1,) =1 .

Para probar (e), hemos tenido en cuenta que gi = jf ,
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ii=1i@1g - iy, (b), (d) y (¢) . Por (e) el tridngulo
conmuta: A
i/ ~\i
k N

X —=—>X

Puesto que k es h-equivalencia, e i cofibracién por el

teorema (2.1) k es h-equivalencia bajo A, sea

kr : X > X su inversa homotdpica, entonces k'.k é 1y
es decir existe G ! X ®R > X conmutando el siguiente
diagramas
| k'ok = 1y
(£) X
il

v - . o

X Q@R <—12R _A®R 'ademas k'i =i
Tomemos g'!'!'' = k'g" es inmediato que (f'.g''!) es un mor-
fismo de j en i. Para ver que [(g'''.f')] es inversa a iz-

quierda de [(f.g)] , basta ver que el siguiente diagrama es

conmutativo.
E1E-1,
A > A
. 1
2
i A \@ R 4
| lis 1o
y g1y vy
X > X
@

x 2
2y SR
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Nos falta ver que conmutar el tridngulo inferior y el

cuadrado anterior derecho.

(K'F4G)il = k'Fil + Gi; = k' (ghg-k) + k'k-1, =

= k'g"'g—lX = g"g-1y .
Donde hemos tenido en cuenta, la definicién de k, g™ y (f).
(k'F+@) . (imlp) = k'.F (i@ly) = k'iF + 0 = iF .
Hemos considerado (d) y (f).

Teniendo en cuenta que f' y g™ son h-equivalencias y
j e i cofibraciones se sigue que |(f'.gM)| tiene inversa a
izquierda que por asociatividad de la composicidén, necesaria-
mente tiene que ser [(f,g)] . Con lo que hemos probado que

(f,g) es una h-equivalencia en HA2) . <>

(2.9) Teorema

Sea i : A

> X cofibracién y A contractil entonces

la proyeccién natural X —EP > X/i(A) es una h-equivalencia.

Demostracidn

Como A contractil (1, ~o) J F : A > AR ta1 que

ql.F = 1A . Por ser i cofibracién existe una extensidn de
.R . . . .
i .F a traves de i, sea G dicha extensién. Podemos conside-

rar el siguiente diagrama:
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A > A
LR
Y
i 4XR i
G N
G
1% q, - 8V
X > X
=
P
. R
) (x/4i(A)) )
ﬁ
H , ql
V,t/ quI W Vv
X/i(A) — = — — = > X/i(A)

Puesto que pR.G.i = pR.iR.F = (p.i)RF = OR.F = 0 exis-

te una dnica H : X/i(A) > (X/i(A))R tal que H.p =
= pR.G . Notemos que q;.Gi =i de donde (1X —qu).i =

= i-i =0 , por tanto J | f : X/i(A)

> X +tal que

X qu. => f.p ~ Iy - Ademés

p.f.p =p - pq;G =p - ll-pR-G =p - q;.Hp = (1-qH)p vy p
epimorfismo p.f = IX/i(A) - q1H es decir p.f ~ lX/i(A)

Por tanto p es una h—-equivalencia. <>
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(IT~3) Cofibraciones inducidas

Dado un diagrama

=
Q

\

ws)

i
A4
X

Entonces existe un diagramna

X a > X
a

de manera que el siguiente cuadrado es cocartesiano

A—2% 5B
i i
a
\V/ \'
X —m > Xa Ver (0-3.4)
Diremos que ia es la inducida por i a traves de q.
: . A . s . - .
Para i,i' € |} ] y f ¢ i' ———> i , poderos consi-
derar el diagrama
A ¢4
i it
v o
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"1 P o=yl 41 = i1 1
como ao'.f.i a'.di il a > X!,
1 1
: = .'V— . .— - a L] C. = i L
fa iVa f tal que fa a a .f vy fa i, i, Por
. . -
tanto fa es morfismo i, — i, -
(3.1) Proposicién
La correspondencia a, @ qu —————>(AB definida para
ice |J1A| » oax(i) =i,y para f : i > it
a*(f) = fa es un functor covariante.
Demostracidn

Notemos que a, estad bien definido, para

f ¢ i > it f i

a a

> i& queda univocamente de-
terminado. Notemos que ia e i& los obtenemos a traves de
la construccién del teorema (0-3.4). ~Por la propiedad uni-

versal de los cuadrados cocartesianos, fAcilmente se ve que

(IX)a = lxa y (g.f)a = ga.fa N

(3.2) Proposicién

i) Existe una equivalencia natural

z (IA)*

>id , tal que si (A ——> X) ¢ |A"

ii) Existe una equivalencia natural

T (B.a)y

> By.0, tal que si (A I 5%« hﬂA[
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7;.B.a’= B.a , ademds si p : X > D es conicleo de i,

(pa) y Pog conlicleos de (1a) e inp respectivamente,
B B

entonces Pup = (pa)B.TLi .

Demostracién

Basta observar que los siguientes cuadrados son cocarte-

sianos. Para el de la derecha ver (0-3.1).

1
A—— A o A B.a > C
i i i (i)
a
1 \ P
v 4 v - - v
X X > X X B.a > (X))
a
B
Entonces existen &, : 11A >i o, T i —_— (1oc)B
tal que Zi.TA = 1y y ﬂi.B.a = B.a . FAacilmente se ve que
son equivalencias naturales. Ademas por (0-3.6) prop. tene-
mos que p, = OV p . Xa —>D , (pa)B Povop, ¢t
| =0 Vp:X >D . -
(Xa)B > D y paB o P 0B Observe
mos que
(p,) -m;.Ba = (p,) .B.a=p .0=p= Pgg P
(pG)B.nl'laB = (pa)B.(la) =0 =P, igg
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El functor ay :QAA > qu induce de modo natural

un functor ay :;AAh > cﬁBh que lo designamos con el

mismo simbolo. Para esto probemos el siguiente teorema.

(3.3) Teorema

Sea o : A

>B , i.itedd y feg:i

tal que f % g , entonces fa

Demostracidn

Sean i = (A —: >%x) , it=(@A—i>x). si £2¢g

> X' haciendo conmu-

entonces f—g‘éo=> J F: X@R

tativo el diagrama:

iely
X®R<—— A @R

Consideremos el siguiente diagrama

B >B ®R
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Es conmutativo por definicidén de i por ser i es

a ’ 1
una transformacién natural y F una homotopia bajo A. E1 cua-
drado vertical de la derecha es cocartesiano, ya que el func-

tor cono , conserva el cardcter cocartesiano (ver (0-3.5)).

ot . 1
Entonces 3 | o v a'.F : Xa®R > XOL tal que

(a) (o va'.F).(a @ IR) =q'.F y (o v a'.F).(iOL ® IR) = o,

f - g .

Veamos que (o v E'.F).i1 a

(p) (o v R'.F).il.a' = (o va'® IR).i1-= a'.Fui, =
=a'-(f_g)=a‘of-alcg=f -a—g-a=(fa—ga).(x

Por (a) y conmutatividad del diagrama.

(c¢) (o v oL'.F).il.iOL = (o v a"F)’(ia (2>1R)i1 =o0.i; =0 =

st s o— e s . _ ,
il -dil=fi - g .i (fa ga)'la .

De (b) y (c) por la propiedad universal del cuadrado car-

tesiano se sigue que (o v a'.F).i1 = fa - g, due junto con
. B . 7 B
(a) nos dice que fa -~ g,z o bien fa ~ g, - <>

(3.4) Corolario

Sea el cuadrado ¢ce-cartesiano

A—O% S B
i l(X.
v — Y
X a > X
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Si A es un retracto por deformacién fuerte de X, enton-

ces B es un retracto por deformacidén fuerte de X

Demostracidén

. i .
Notemos que un homomorfismo A > X se puede consi-

/

. A . .
derar como un objeto de JQ s © bien como un morfismo

i 1A —>1i en UQA . Para distinguirlos, denotaremos

~

i el objeto, e i el morfismo.

Consideremos el siguiente diagrama

A & > B
/ | i
X% 1A > X ‘ix ng
\-\l a’\({{ R\ 1p
) _ « V
* A % >4AOL
\v\%
- Iy

Como los dos cuadrados anteriores son cocartesianos

4 | e: lg ——> (IA) de manera que 0.0 =0 7y siendo O
a
igomorfismo en UQB .
Ademas (1l*6 =i lg —> i, -

Si A es un retracto por deformacién fuerte de X es equi-

valente a que i @ 1A —_—>1i , /sea un isomorfismo en
cﬂAh , por el teorema anterior, (i)a es un isomorfismo en
JLB_’.‘, . . . B, _

JL h => i, ¢ g —> i, es un isomorfismo en h =>B es
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un retracto por deformacidén fuerte de Xa N

Podemos considerar la subcategoria CofA de qu , to-

mando solo objetos A L _>X de UQA de manera que i sea

cofibracién. También podemos considerar la correspondiente

categoria homotépica Cof®™ . De 1a proposicién (1.7) se si-

> AB v
B . o
>;ﬂ h dinducen de modo natural functores

> Cof® g, : Coftn

gue que los functores a, :VQA
Oy : A h

Oy ° CofA

> Coth . A continua-

cién probaremos que para o, : A

los functores oay,By : CofAh

>B tal que o ~ B,

B .
> Cof"h son equivalentes.
Para esto vamos a introducir las notaciones adecuadas, dos

lemas y un corolario previos.

R

Sea i ¢ B X B > Z wun homomorfismo, consideremos

los epimorfismos 1o : B X BR >B : lo(b,a) =b ,
1, = B x BR >B  1ly(b.a) = b+a(1l) .
j ¢ B >B x BR : j(b) = (b,0) . Notemos que 1,.3 = 15
k = o,1 . Consideremos el diagrama cocartesiano
1
B x BR'————ig————> B
(D1) i i,
T
v I; v
Z > Z1 k = o,1
k

Observemos que tambien conmuta el tridngulo
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(D2) i.3 =\1k
\

-
7 —————> 7

Asi podemos considerar Tk un morfismo del tipo

> i

1k °

(3;5) Lema

Si i es cofibracién, To’ Tl son h—-equivalencias bajo

B segin el anterior diagrama (D2).

Demostracién
i =
Veamos que 1B % BR - J.lk k o,1 .
k
R - R}
Para k = o , sea G, * B x B - > (B x BY)
(Go(b,a)](r) = (o,ar) ar(s) = a(s.r) , se comprueba que es-
t4 bien definida, ademids se verifica que q,.G, = 1 -
©° B x BR
- §.1. G..j = R*ae =o
J'o O.J o Ooo L)
R R\R
Para k=1, sea G, : B x B > (B x BY)

1
(Gl(b.a))(r) = (—a(r),ar) que tambien esta bien definida y

verifica que:

q10G2=1 R_jo]_l ’ Gl.j = 0 ’ 1

.G1 = o0 . En resu-
B x B

men



R R
> (B x BY) tal que

R

_ . 1, :
B Q > (BxBY) K > BR
3 )
R
\\ 1 A
> BxBR >'B
(D3) v i
"R Y IR
i - k
H 7
Ve
v 7 h Vo T Y
A koo >3z k SAZ
T~ lk .
=~ - — ljl
-~ \
>
z

En el cubo de la derecha, la cara wvertical anterior es

un cuadrado cocartesiano, por construccidén. El cubo aparece

al aplicarle a esta cara el functor "arcos" y la transforma-

cién natural d4; - En la izquierda, la parte de arriba con-

ruta por (a).

.R . . .
Notemos que i .Gk ~ o y como i es cofibracién

3H : oz > zR

tal qué

104



105

(b) Hk'i = iR.Gk definimos hk T = ql'Gk .

Observemos que

(1 - hk)i =i-hi=1i- i(1 - j.lk) =i -1+ ijl = ijl
Como (D1) es cocartesiano o | ¢k = (ij v i - hk) :

Z

1 > 7Z tal que
k

(c) ¢k.Tk =1-h, =1~ qy.H ﬁk.ilk = ij . Tambien

.. _ R, . _ .R _
Hk.lg = 1i GkJ =i 0 =o0.

De donde se deduce que ﬁk es un morfismo del tipo

ilk >i.j y que @, .T, R P
- R . _ =R R, _ . R4R —
Notemos que (lk) Hy i = (lk) iG, = (llk) 1,-G, =
= (il )R.o = o = o0.1l, por (a) . Como (D1) es cocartesiano
k

_ — \R. . \R
3 ] H =ovV (lk) H : Zy > (Zlk) tal que

= = _ ;= \R - .
(d) Hk'lk = (lk) Hk y Hk,ll = 0 .

Recordemos que como 1, es epimorfismo y (D1) cocarte-

siano entonces Tk tambien es epimorfismo (ver 0-3.,2).

i

kig e T R —_ =— —
a8 T = o, (T ) H = TiaH = T0 - 4.T)

= (1 - Tkﬁk)‘ik y Tk epimorfismo => ql'ﬁk = 1 - lk'¢k

que junto con (d) nos dice que
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(3.6) Lema

Sean 1 : A

> B y j+ B > A homomorfis-

mos tal que 1.j = 1B . Podemos definir el siguiente func-
tor i : AP £

corresponder ij

>,»,QB de modo que a i

> i' , se hace

> i'j . Entonces existe una transfor-

> 1, :JQA > AP .

macidén natural 1 :

Demostracidn

1t
Sean (A I >Xx), (A L > X1) ¢ kﬂé] entonces por

definicién del functor 1, , el siguiente diagramna es conmu-

tativo

Para i ¢ hQAI defino Ti $ ilj > il como la Ti del

diagrama anterior. Notemos que esta bien definida ya que
li.l.J = 11.1.3 = 11'1B =i .
Que el cuadrado inferior del diagrama anterior sea conmuta-

tivo nos dice que 1 es una transformacidén natural del tipo

~

J

> 1, .

(3.7) Corolario

En las condiciones del lema anterior, el functor j
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>c/ZBh y

> Coth . La transformacidén natural

induce de modo natural, functores j :tHAh

j CofAh

N

1 : 3

> 1, del lema anterior, se puede considerar to-

A

mando j y 1y como funtores del tipo CofAh > Coth

Demostracidén

Observeros que si f,g @ i >4i'!' en JQA tal que

A

f é g entonces f.j % g.j , con esto podemos considerar j
como funtor de CQBh en cﬂBh . Por otro lado como j admite
una retraccién; j es cofibracion. Si i es cofibracion i.j
tambien es cofibracién (ver proposicién (1.6)), luego pode-

A

mos considerar j como functor de CofAh en CofPh

(3.8) Teorema

Sean ao,al T A > B homomorfismos que inducen
functores ag,ai : CofAh > CofPh . si a® ~ al , enton-

ces existe una equivalencia natural

/\ : ag > ai : CofAh > Coth » que verifica las

siguientes propiedades:

. i . . . . .
i) Sea A > X una cofibracion, entonces el siguien-

te diagrama conmuta en th
X

xy ji:

Xy
a
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Donde /\i que es un morfismo de Coth , se puede conside-

rar de modo natural como un merfismo de uqh.

> C el contcleo de

i, p gt X >C, p4y4 X, —>C los coniicleos
a o a o
de i ed, respectivamente (notemos que por (0-3.6)
o a
— (0] _ 1
prop. podemos tomar p c - °9VvVpP vy P,y =o0 v p) entonces
o a

el siguiente diagrama es conmutativo en quh

Aj

X —_> X
o 1

a a
v =B

- B [p 1]
[p o] a’

a W b

c
Demostracidn
Recordemos los homomorfismos 1, ¢ B X BR >B vy

B —l—> B x BR que verifican que 1k.j = 1B y por tanto

estdn en las condiciones del lema (3.6) y del corolario

(3.7). Entonces existe una transformacién natural

1 - P > (1) Cof® X BRY 5 cofBh . Ahora bien,
si B x BR i . X es una cofibracidn

Tk : ij > ilk por el lema (3.5) es h-equivalencia bajo

”~

Kk * 3

B. Por tanto en este caso 1

> (1k) es una equi-
*

>B x BR y

valencia natural. Sean j ¢ B
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j' o gR >B x B® 1las inclusiones canénicas. Como
a° ~ al , existe F : A > BR tal que ql.F = al - a° s
definimos © = j.a® + j'.F facilmente se comprueba que

1,.0 =a k=o,1.

Por la proposicién (3.2), existe una equivalencia natu-

ral

T 8 (1.0 > (1k)*.e*

. 7’ . 3 .
Tambien podemos considerar la equivalencia natural

(T 1oy s (1) .o, > j.0 .

Definimos A como 1la composicidén de las equivalencias na-

turales - =1
o ﬂo (10) - Oy -
A (a)y = (10.9)* > (10)*.9* > .0,
p 1 ! 1
3.9y > (11)*.9* > (a )y .
Tambien por la proposicién (3.2) sabemos que
_ = = _k "o _ =
ﬂk.lk.e = 1k.9 1k.e = ¢ . Entonces Ty = 10.9 y

.o = Tl'e y en Ah ]_GJ = [TO']—l.[TCO].[o(,O] y
&1 = [T L) = ) (T (1) 7 [ - (37 =
==A.[a°] como aseguramos €n i).

Finalmente notemos que como consecuencia de ii) de (3.2)

prop.
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(pe) = pelk'“k y Pg = (pe) .Ik entonces

Pg = P LT s Pg =P 4 ﬂIl T , en A Bn podemos escri-
bir

[pad]B - [pG]B'[lo]B'[no]B =
= [paljB.[nII B.[Tl']B.(['l'O]B)—l.[nO]B = [pal]B.Ai :

Con lo que hemos probado ii) . <>

(3.9) Corolario

Sea g : A

>B con a ~ o

i) Sea A L _> X cofibracién e ia: B > X,

la inducida por i a traves de 0. Entonces ia es

h~equivalente bajo B a la inclusién

> B ® Coker i

ii) Sea el tridngulo conmutativo, e i' cofibracién
A

i . i!

A A\
x —f Sx

f induce de modo natural

T ¢ Coker i

> Coker i' . Si T es h~equivalen-

cia, entonces fa HE > i& es h-equivalencia

a
bajo B.
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Demostracidén

: - - - . - i .
Notemos que si i' es cofibracién tambien lo es i (propo-

sicidn (1.5)).

i) Por el teorema anterior, como o ~ o , entonces exis-

te una equivalencia natural A Oy > oy ¢
: CofAh > Coth . Fécilmente se comprueba que
o, (i) = i; . Por tanto /1i : ia > i, es un isomorfis-
4
mo en Coth . O bien ia es h—-equivalente bajo B a i1
ii) Por la naturalidad de el siguiente diagrama es
conmutativo
i _._/\_:.i'_—> i = q
o o 1
f f
a o
Y A Voo .,
it, ———> i} = ij

fo : B@® Coker i > B @® Coker i!' esta definida como

£, = 1p ®F . Sea (f)' 1la inversa homotépica de T vy
£l =1, O (F)' , fdcilmente se comprueba que f! es inversa

homotdépica bajo B de fo .

Como f_ , Ai’ Ai' son h-equivalencias bajo B y el an-

terior diagrama conmuta, fa es h—-equivalencia bajo B.

(3.10) Teorema

Sea el cuadrado cocartesiano
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A o > B
i i
o

\Y - v

X —% 5 X
a

Si i es cofibracién y o h-equivalencia, entonces

tambien es h-equivalencia.

Demostraciodn

Si a es h-equivalencia 4 B : B > A tal que

Ba ~ 1A Yy a.B = 1B . Por el teorema (3.8), como
Boa = 1, , existe una equivalencia natural
Az (B.a)y > (IA)* tal que A.[B.a] = [T,] -

Recordemos las equivalencias de la proposicién (3.2)

n: (B.ady

> Byeay vy B i (1,) >id , , resul-
*

ta que w.B.a =B.a y &.I, =1y con lo cual

A HIEL[E] = [57] o bidn [B].[3] = [YAT[F]

Por tanto [a] tiene inversa a izquierda en An, v [B]
tiene inversa a derecha en (Jh. Si intercambiamos los pape-
1e$ de o y B, resulta que [B] tiene inversa a izquierda en
Ah, y [&] tiene inversa a derecha en /h . De donde deduci-

mos que O es una h-equivalencia en Jf .
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(II-4) Problema de la elevacién. Fibraciones.

En el pirrafo (II.1) hemos planteado el problema de la
extensién. Podemos enunciar el problema dual, simplemente

cambiando el sentido de las flechas del diagrama IT-{.1).

E E
A A1
Vd //
I g
(4.1) %/ P ' Eg/ [p]
d /’
i \Y% e v
X ——?——> B X ———-[—f-J———> B

Diremos que f es elevable a traves de p, si existe

g + X > E +tal que p.g =f. Vamos a estudiar los ho-
momorfismos p, que verifiquen la siguiente propiedad: Sea f
homomorfismo con codominio B, entonces f es elevable a traves

de p (end) si y sélo si [f] es elevable a traves de [p]

en th .

(4.2) Definicidn

Sean E,B,X ¢ |A1 y p ¢ E > B homomorfismo, dire-

mos que p tiene la propiedad de elevaciénde homotopfa PE1.H.)

para X, cuando para cualquier homotopia F : X @R > B

existe G ¢ X @R

>E tal que p.G=F ., Si p tiene

la P,E1H. para todo X, diremos que p es una fibracién.

(4.3) Teorema

Son equivalentes las afirmaciones
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i) E > B es una fibracién.

> E tal

ii) Para todas f : X ——>B y g : X

que p.g ~ £ existe g' : X

> E tal que

p.g' =f vy g' ~g.

Demostracidn

> B

i) => ii) Como p.g - £f ~o =>3 F: X@®R

tal que F.i, = pg - f entonces 4 G: XO®R > E con

p.G=F vya que p tiene la P.El1.H para X, g - Gi1 ~ g pues
G.i1 ~ o , ademds p.(g - G'il) = pg - pGi1 = pg - Fi1 =
=pg-pgtf=rf~F

Basta tomar g!' =g -~ Gi1

ii) => i) E1 siguiente triidngulo conmuta salvo homotopia

- E

P
. v

X® R ————>B
Recordemos que X @ R es contractil por I-1.17, entonces

existe G : X ®R >E tal que p.G=TF . <>
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(4.4) Teorema

Sea E P_> B homomorfismo, son e uivalentes
2

i) E P_> B es una fibracién.

ii) Para todo X contractil Hom(X,—) transforma p en

una aplicacidén suprayectiva p, = Hom(lX,p) .
iii) Si f : X >B es tal que f ~ o existe
g+ X >E tal que p.g=Tf
iv) Si f : X >B es tal que f ~ o , existe
g ¢+ X >E tal que g~o y p.g=1f
Demostracidn

Evidentemente iv) => iii) => ii) => i) (Recordemos que

X ® R es contractil).

E Veamos que i) => iv). Si f ~ 0 =>
/’
G => F : X R > B tal que
p => ® | q
X“waiw Y p.G = F 1luego G.i es una elevacidn
ﬂ&R”’F’//’ de £ a traves de p y G.i1 ~ 0 . <>

(4.5) Proposicidn

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

El — 2 S g
r =
p
%
Sp
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Entonces si p' es cofibracidén también lo es p.

Demostracién

Sea f : X ——>B f ~ o0 entonces { g: X ——> E!
con p'g =Tf por ser p fibracidn y punto iii) del teorema
anterior, ademds ph.g =p'g =f , luego hg es una eleva-

cién de f a traves de p y por el teorema anterior p es una

cofibracién.

(4.6) Proposicién

La composicién de fibraciones es fibracién.

Demostracidn

Es inmediata,

Como casi todas las demostraciones son duales de las he-
chas para fibraciones, en muchas de ellas Unicamente remiti-
remos a sus duales. Unicamente hay que cambiar el sentido de

las flechas y sustituir los objetos por sus duales.

(4.7) Proposicién

Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano

E'"" ¥ — ——— > F
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Entonces si p es fibracién también lo es p'.

Demostracion

Dual a la de proposicién (1.7).

Vamos a estudiar algunos ejemplos de Fibraciones. Des-

. de luego A -— >0 vy A'>—£L—>> B isomorfismo son fibra-
ciones., Si E P_> B tiene una seccién s : B > E
p.s = 1z p es fibracién.

(4.8) Proposicién

R I . .,
B — > B es una fibracidn.

Demostracidén

Dual a la de proposicién (1.8).

(4.9) Proposicién

Sea E —E2 > B epimorfismo y sea K = Ker p si K

es Z-divisible, entonces E —P 5> B es fibracién.

Demostracién

Si K es Z-divisible, K es sumando directo de E (ver

Fuchs, Theorem (24.5)), entonces la sucesién exacta

0 —>K > E > B > 0 es escindible y por tanto

E —E > B admite una seccién, luego es fibracién.
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A continuacidén veremos un ejemplo de un homomorfismo que

no es fibracidén para R = Q .

(4.10) Ejemplo

Si el anillo que define la homotopia es el de los ra-

cionales Q0 y @ P 0/% es la proyecciéh natural entonces

p no es una fibracién.

Demostracidén

Sea p, : Hom(Q,0) ——> Hom(Q,0/2Z) inducida por p.
Supongamos que p sea fibracién, como Q es contractil, p, es
sobre. Recordemos apartado ii) del teorema (4.4). Entonées

card Hom(Q;Q/Z) < card Hom(Q‘;Q) .

En Hilton-Stammbach, cap. III, Ejercicio (6.2) se ve que
Hom(Q,0/Z) =R 1lo que nos lleva a una contradiccidén ya que

Hom(0,0) = Q@ , sin embargo card @ < card R .

(4.11) Teorema

Tu .

i . . 2 . .
o Ai T >7n B, es fibracién si y solo si
i€l il »
Yy
Ai ——> B, es fibracién V i € I ,
Demostracién
Es andloga a la del teorema (4.11), tinicamente hay que
considerar que T Ai —< > Ai es fibracion, siendo p; 1la

iel
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proyeccién natural, y que Hom(X, T A.) = = Hom(X,A.) .
iex * ieT t

(4.12) Corolario

AL® ... @A 1 2>B, @... ®B_ es fibra-

cién si y sb6lo si A; ——> B, es fibracién i = 1,...,n.

(4.13) Teorema

C
Si E P - B es fibracién EC ~P S BC es fibra-

cidén para C ¢ |aQ| .

Demostracidén

Atendiendo a la naturalidad de la equivalencia natural
Y que aparece en la proposicién I-1.22, el siguiente diagra-

ma es conmutativo:

Hom (X ® C, E) :____4XE—> Hom (X, EC)
C
Py (p7)x

Y% ~ Vo ¢
Hom (X @ C, B =—H-> Hom (X, B")

Si X es contractil => X ® C es contractil (ver coro-
lario I-1.24) y p fibracién => p, es sobre y ? equivalencia
natural => (pc)* es sobre => pC es fibracién (ver apartado

ii) teorema (4.4)).<>
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(4.14) Proposiciédn

. i
i) Si A —X—> X es cofibracién X ot oes

fibracidén.

ii) Si A —=—> X es cofibracién y E —B—> B fibra-

cibén, entonces Hom(X,E) Hom(i,p)

Hom(A,B) es

fibracidn.

Demostracidén

i) El siguiente diagrama es conmutativo:
Yy o1 = = A X
Hom (X, C) < Hom (Y ® X, C) —————> Hom (Y, C")

¥
1

(1y0i)" = (ch),
Y ~ 1Y% \

3 7 v
Hom (A, CV) <—2Y = Hom (Y @ A, C)

> Hom (Y, CA)

14
S

Sea Y contractil, [Z, '] 2 [2@ Y, €] = 0 por ser
Z ®Y contractil (ver corolario I-1.24) y esto para cualquier
Z. Por el teorema I-1.15 CY es contractil y como i es cofi-
bracién i es sobre por apartado ii) del teorema (1.4). En-
tonces (Ci)* es sobre y por apartado ii) del teorema (4.4)
i

C es fibracién.

ii) Hom (i,p) = Hom (i,lB) « Hom (lx,p) = Bl.pX

pX es fibracidn por el teorema anterior vy Bt por el aparta-

do anterior, la composicidén de fibraciones es fibracidn.
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(4.15) Proposicidn

R
E—B > B es fibracién si y sélo si gR P gR

admite seccidn.

Demostracién

#>ﬂ p fibracién => pR es fibracién (teorema (4.15)) y

BR contractil => pR admite secciédn.

<=] Sea el siguiente diagrama conmutativo

Hom (X @ R, B) —L > Hom (X, EX)

Px Py

A ~ 2 \ R
Hom (X ® R, B) > Hom (X, B)

si pR admite seccidn, (pR)* es sobre y p, es sobre => p es

fibracibén. <>

Vamos a considerar un homomorfismo f : A

>B , lo
vamos a factorizar a traves de un grupo que llamaremos coci-
lindro de £ f = p.j de manera que j es h-equivalencia y

p fibracién.

(4.16) Teorema

£ R

Sea A > B howmomorfismo, consideremos A X B y

>a x BR  j(a) = (a,0) ,

R > A y Py A X BR > BR las proyec-

las notaciones j : A

Py : A xB
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ciones naturales entonces

R

fpy-a;p,
>3

J = > B

A/

ii) j es una h-equivalencia.

i) E1 tridngulo A x B
A

es conmutativo.

iii) p = f.p; - q;p, es una fibracidn.

Demostracién

i) Es inmediato.

ii) Consideremos el siguiente tridngulo conmutativo

R J-py — 1

A x B > A X BR
he i
PN /////gf
3\
BR
. _ R . .
Donde j'(a) = (o,a) . Como B contractil jepy - 1 ~o0,
luego j.p1 ~ 1 ademés pl.j =1 ., Luego j es h-equivalen-
cia.

iii) El1 siguiente tridngulo es conmutativo

R

. 1 !
BN —J > A xB

Como q, es fibracién (proposicién (4.8)) => f.p; - q,p, es
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fibracion por proposicién (4.5). <>

(4.17) Definicién

Un grupo abeliano X diremos que es conexo por arcos (se-
> X tal que

gin el anillo R) si ¥ xe X J o : R

a(1) = x , también diremos que X es O-conexo.

(4.18) Proposicidn

P_->B fibracién, entonces

Sea E
i) Si B es O-conexo (para R) p es epimorfismo.

ii) Supongamos que R es de caracteristica cero. Si B

es Z-divisible entonces p es epimorfismo.

Demostracién

i) _ -
-

Como p es fibracién y BR es contractil existe
R > E tal que p.al = q; , q; es sobre por ser B

Hl : B
O-conexo y por tanto p es sobre

ii) Si R es de caracteristica cero la siguiente sucesidn

> R > S >0 . Considere-

es exacta corta 0 —> Z
en la primera variable. Recordemos

mos la sucesidén Ext
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IV-(7.1)) y proposicidén IV-(7.2) del Hilton-Stammbach.
0 ——> Hom(S,B) —> Hom(R,B) —> Hom(Z,B) —> Ext(S,B) —> ...
I = ]

B —— 5B
q

Si B es Z-divisible Ext(S,B) =0 y q; es sobre. <>

(4.19) Definicidn .

Sea E P -3 homomorfismo, diremos que es fibracién

de Serre, cuando existen elevaciones a traves de p de los ho-

momorfismos f ¢ @ﬂ R——>B q > o 89 R=12Z.
T _- _
- P p.f = f

(4.20) Consecuencias

i) Si p es fibracién de Serre, p es sobre.

ii) Si p es fibracién y sobre entonces p es fibraciédn

de Serre.

Demostracidn

Inmediata.
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(II-5) h-equivalencias en Jl, UQB v UQ(Z) . Dilatados

(5.1) Teorema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en A

>Y

Si p' es fibracién y £ es h-equivalencia entonces f es h-equi-
valencia sobre B,

Probemos dos lemas previos.

(5.2) Lema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en w4

Y_..;».g.___>Y

N

Si g ~ 1y entonces 4 g'" tp >p tal que g.g' ~ 1y .
B
Demostracién
Denotaremos 1 = 1Y y 2 = 1Y + 1Y . Como 1 - g~ o
4 F: Y®R >Y tal que F.i1 =1 - g , veamos que

g' =2 -g.
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(a) gg' -1 =g(2 -¢g) -1 =g+g-~g> 1=
= g(1 - g) - (1 - g) .

Veamos que gF - F ¢ gg' - 1 o . Debe conmutar

o] I3

el diagrama:

(b) yv-8& -1

=7
U<
i o P
Y o Y
YR > B

(c) p(gg'-1) = pgg'-p = pg'-p = p(2-g)-p = p+p-p—p = o
(d) p(gF-F) = pgF-pF = pF - pF = o
(e) (gF-F)i; = gFi, - Fi, = g(1-g)-(1-g) = gg'-1 por

(a) .

(e), (d) y (c) nos prueban que (b) conmuta. <>

(5.3) Lema

Sea el siguiente diagrama conmutativo en uq

v — £ oy
s/
1
P
¥
45

Si p' es fibracidén y [f] tiene inversa a derecha en Ah

entonces [f]B tiene inversa a derecha en °4Bh .
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Demostracidn

Ya que [f] tiene inversa a derecha en th, existe

>Y' tal que [f].[f'] = [IY] £.£' ~ 1, lue-

go p.ff' =p'f! ~ p , como p' es fibracidén por el teorema

fr Y

(4.3), existe f" : Y >Y' tal que f" ~ f' y

p'f" = p , entonces f.f" ~ 1Y p.f.f" = p , por el lema an-
terior existe g!' ! p >p tal que f.f".g!' ~ 1Y
B
Tomemos f™ = f",g' que verifica que f.f" ~ IY enton-
B

- ces [f]B[f“qB = [f.f"ﬂB = [IY]B . Luego [f]B tiene inver-

sa a derecha,

Demostracién del teorema (5.1)

Es completamente dual a la del teorema (2.1). Aplicando

dos veces el lema anterior.

(5.4) Teorema

Ker ,-————%T———> Sea el diagrama conmutativo de la
P« Ker p :
izquierda, siendo f h-equivalen-
. .
t t cia sobre B, f' su inversa homotd=
v ————%T———> v pica sobre B, i e i' las inclusio-
Y <——— ¥ - L
r nes canénicas, £ y f' homomorfis-
P
P mos inducidos por f y f' de modo
N K .
B natural. Entonces T es h-equiva-

lencia con inversa homotépica T!.
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Demostracién
Es dual a la de (2.4). Sabemos que ff'!' = 1y % 0, en-
tonces existe F : Y@R ———> Y que lleva f.f' - 1X a
cero sobre B. La notacién "~" queda para los homomorfismos
- inducidos al nucleo de p. Consideremos el diagrama:
Ker p —_—_ > Y
/—Y\;ﬂ )’" .
AV 4 AW
%V/ i ’/ P
Ker p —> Y
o F
i Foold v
1
o 7B
v iety v/ o7
Ker p ® R ——> Y®R
La cara lateral derecha conmuta por ser f,f'! - 1Y ~ 0 ,
B

la anterior por ser i1 transformacidén natural y la de arri-
ba por la propiedad universal de los ntGcleos. De manera dual

| . i = F . Frt-
que en (2.4) se prueba que f.f tyi =F.° lKerp y que

F.(i ® IR) es una extensién de T.T'-1 a traves de i,

Luego T.T' ~ 1 , andlogamente T'f ~ 1

Kerp

(5.5) Corolario

Sea el diagrama conmutativo de la izquierda:

Kerp! ———f———> Kerp Siendo p'!' fibracidén y f h-equivalen-
. . cia, f inducida de forma natural por
i i
\ v f.
yr — L Sy _ ,
\\QL _ /// Entonces f es también h-equivalencia.
apt P
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Demostracidn

Por el teorema (5.1) f es h-equivalencia sobre B y por

el teoreisa anterior T es h-equivalencia. <>

> B de-

A continuacién; dado un homomorfiswmo p ¢ E
finiremos cuando es espacio E es dilatado del B; dando un teo-
rema que nos relacione los diferentes tipos de dilatados en
el caso que p sea una fibracién. Es el concepto dual de los

retractos.

(5.6) Definicidn

Sea. p ¢t E—>B un homomorfismo en JQ.

(a) E es un dilatado débil de B, si existe s : B ——> E

tal que p.s ~ IB .

(b) E es un dilatado de B, si existe s : B

> E tal que

(c) E es un dilatado por deformacién débil de B si existe.

s ¢ B

>E tal que p.s ~ 1y s.p ~ 1y (si p es

h-equivalencia).

(d) E es un dilatado por deformacién de B si existe

s * B

> E tal que p.s = 1B y S.p ~ IE .

(e) E es un dilatado por deformacidén fuerte de B si existe

s ¢ B > E tal que p.s = 1B v S.p
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(5.7) Proposicién

Sea p ¢ E > B fibracién entonces

i) E es un dilatado débil de B (a) <=> E es un dilatado de

B (b) .

ii) E es un dilatado por deformacidén débil de B (c) <=> E es
un dilatado por deformacién de B (d) <=> E es un dilata-

do por deformacién fuerte de B (e) .

Demostracidn

Dual a la de la proposicién (2.7) .

(5.8) Proposicidn

Sea el cuadrado conrutativo en.04.

E _f > F
P B q
N4 N
B £ > C
Si py q son fibraciones, f y g h-~equivalencias en ,

entonces (f,g) es h-equivalencia en A2 .

Demostracidn

Es totalmente dual a la de la proposicidén (2.8).
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(5.9) Teorema

Sea p ¢! E ———> B fibracidén y B contractil entonces
la inclusién natural i : Kerp ——> E es una h-equivalen-

cia.

Demostracidn

Dual de la proposicién (2.9).
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(II-6) Fibraciones inducidas

Este parrafo es completamente dual al parrafo (II-3).
Asi pues en muchas proposiciones no daremos la demostracién,
ya que de unas se obtienen las otras por procesos puramente
meclnicos. Cambiando el sentido de las flechas y sustituyen-

do los funtores y transformaciones naturales por sus duales.

Dado un diagrama E

v
A—2  >8B

Entonces existen o y P, , tal que el siguiente cuadrado es

cartesiano E o )
a

Pa

X a

W<

> Ver (0-3.3)

Diremos que p, es inducida por p a traves de q.

Para p.p!' € IAB! y f F p! —> p , podemos considerar el
diagrama
E, & > E
7
v :
E! a'l E!
P, N\ N P
pl
a
MY yY




133

Como p.f.a' = p'.a' = ap! entonces
N ol . 1 T = 1 A ot
3 | (pa f El > E £, (pa fa') tal
= 1 = = a1
que pa.fa Py, y a.fa f.a' . Por tanto fa es un
morfismo del tipo p& > P, -

(6.1) Proposicidn

% :
La correspondencia ¢ :‘AB > UQA definida para

>p a (£) =f,

’ *
p € LRBI , a (p) =p y para f : p!'

a ’ a
es un functor covariante .
Demostracidn
Como proposicién (3.1).
(6.2) Proposicidn
i) Existe una equivalencia natural
Z : id > (1,) tal que para
Ag B
— P T —
p = (E >B) € |fg| , T5-3, = 1
ii) Existe una equivalencia natural
* % *
T B .a > (aB) tal que si
p=(E—2—>B)ce |[f;| @B m, =3d.B , ademis
K L _>E es el nécleo de p, i e (i) ni-
aB a’
g B
cleos de Pug ¥ (pa) respectivamente, entonces

B

T\;p(ia)B = ia@ .
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Demostracidn

Dual a proposicidén (3.2).

E1l funtor a* :°AB >cAA induce de modo natural

*
un functor « :cﬂBh

> J%h. que lo designaremos con el

mismo simbolo. Para ello probemos el siguiente teorema.

(6.3) Teorema

>B , pyp' elhg ¥

>p tal que f ~ g , entonces fa
B

=12

Demostracidn

Dual a la del teorema (3.3). Recordemos que si un cua-—
drado D es cartesiano, el cuadrado DR resultante de aplicar-

le al primero el functor "arcos", también es cartesiano. Ver

(0-3.5) .

(6.4) Corolario

Sea el cuadrado cartesiano

E —% > E
x ;

> <
Q
%
w
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Si E es un dilatado por deformacidén fuerte de B, entonces Ea

es un dilatado por deformacidn fuerte de A,

Demostracidén

Dual a la de la proposicién (3.4).

Designaremos por FibB la subcategoria plena de JQB R
formada por los objetos E —B B » tal que p es fibracién.

También podemos considerar la correspondiente categoria homo-

tépica Fibgh . De la proposicién (4.7), se sigue que los
* * .
functores «a '(AB > CAA v o [ﬂBh >c,th in-
*
ducen de modo natural functores o @ FibB > FibA v
*
a Fith > FibAh . A continuacién probaremos que pa-

ra a,B : A

>B tal que a ~ B los functores

* *
o, B : Fibgh

> FibAh son equivalentes. Para ello
introduciremos las notaciones adecuadas, dos lemas y un coro-

lario previos.

Sea p ¢ F >A @ (A ®R) un homomorfismo, conside-

>A + (A x R) :

remos los monomorfismos jo : A

jo(a) = aé® o v iy ¥ A —> A® (A®R) : jl(a) =

=a®a®1l. q: A+ (A xR) > A qla @ y) =a . No-
temos que q.jk = 1A k = 0,1 . Consideremos el siguiente

diagrama cartesiano:
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(D1) | P P

=<

\
. > A®(A®R) k = o,1
Ik
Observemos que también conmuta el tridngulo

o J N
F. k S F
J k /’
q.p
pj\\\\
Ik
Y u//

A

(D2)

Asi podemos considerar 3k un morfismo del tipo

P

> . .
i q.p

(6.5) Lema

Si p es fibracién, J_ ¥y 31 son h-equivalencias sobre

A, segun el anterior diagrama (D2).

Demostracién

I .
Veamos que 1A ® (A ®R) a Jg-a > k = o,1 .

>

Para k = o , sea GO : [AC—B(A@R):]@R

>A @ (A®R) tal que GO([a ) E(ai ® r'i)] ®@r) =

=0 & I a; @>ri.r verifica que

G0i1 =1-3j,a , a.G,=o , GO.(jO @>1R) = 0
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Para k =1 , sea GI:[AC-D(A®R)]®R >

>A® (A@QR) tal que G ([a®2 a, ®r,] ®r) =

=0 & X a; ®r;.r ~a@r . Es facil ver que G1 estid bién de-

finida, wverificando:
Gy.i; = 1-§4a4 5 a.G =o , Gl'(jl ®>1R) = o . En resu-

men:

(a) 4 G : [A®@ (A®@R)] ®R

>A @& (A®R) tal que
Gei; = 1-3,4 5 a.G =0 , G.(j§ ®1g) =o .

Consideremos el siguiente diagrama:

F» S o T
J, T~ -
F. k >
Ik
i
q.p \ -
p. Fs: OR
Jk Jx
Ny \ v
(D3) A > A@(AQR) —
i . 1
d4 ka®
Ny
AGR 781

En el cubo de la izquierda, la cara vertical posterior

es un cuadrado cartesiano por construccién. E1 cubo aparece

al aplicarle a esta cara el functor cono y la transformacidn

natural i1 . En la derecha la parte de abajo conmuta por (a).
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Notemos que Gk.(p ® lR) ~ o y p es fibracién,
B H : F®R

> F tal que

(b) p.H = G.(p ® lR) , definamos hy : = Hy.iy .

Observemos que :
p.(l—hk)=p—phk=p—(1—jkq)p=p"p+jkqp=jk'qp

(1 —hk) :

como (D1) es cocartesiano J | ¢k = gp

H

F

> F. tal que
Ik

(C) Ei.k'¢k = 1 - hk = 1 - Hk-il s p- ¢¢k = qop s talnbién

apH, = qG, p ® 1 =o© (por (a)). De donde deducimos que ¢k

es un morfismo del tipo q.p > p. Yy que

Jk
Notemos que p.Hk.(Fk X IR) = Gk.(p ® IR)(Fk X lR) =

por (a) .

Como (D1) es cartesiano Bl H o ~ Hk(jk X lR) :

F. R > F.
Jk® Jk

(d) tal que pjk.ﬁk =0 v Ek.ﬁk = Hk.(jk ® 1R) .

Recordemos que como j;, es monomorfismo y (D1) es car-

tesiano entonces Fk también es monomorfismo (ver 0-3.2)
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— — . — . — . - (9_6.) byl - —_
JpoHp iy = Hk(?k ® 1R)11 = H .i; 3 = (1_Jk,¢k)3k =

= Fk - Fkﬁkjk = gk(l - ¢k‘3k) , (*¥) es por (c). Como ﬁk

es monomorfismo se sigue que ﬁk'il =1 - ¢k'3k que junto
con (d) nos dice que ¢k3k B .o<>

ka Ik
(6.6) Lema

Sean 'j : A >B v q ¢ B > A homomorfismos

tal que q.j = 1A . Podemos considerar el siguiente functor
R

rresponder q.p'

> JQA de modo que a p! >p , le hace co-

> g.p . Entonces existe una transfor-

> d, .

2 - .* ~
macién natural j ¢ j > q :OQB

Demostracidén

Dual a la del lema (3.6).

(6.7) Corolario

N

En las condiciones del lema anterior el functor q in-

duce de modo natural, functores q :;ﬂBh >cﬁAh y

q : Fibgh > Fib,h . La transformacién natural,

B j* > q del lema anterior, se puede considerar toman-
do j* y :q como functores del tipo

Fibgh > Fib,h .
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(6.8) Teorema

Sean Ugolly @ A > B homomorfismos que inducen

* * )
functores Ogs Gy 3 Fleh

> FibAh . Si o~ a

en-
o - "1

tonces existe una equivalencia naturalJA s, entre dichos func-
tores A :

% \
>0yt Fith > FibAh , que verifica

%
las siguientes propiedades:

i) Sea (E P__ 5 B) ¢ ]Fith[ entonces el siguiente

diagrama conmuta en &Qh

~7E

<

E La11

Donde /\p que es un morfismo en FibAh , se puede

considerar de modo natural como un morfismo en th.

ii) Sea K 1 _S>E el ntcleo de p e
i, ¢ K > EOL R K > EOL nucleos
o o 1 1
de P, Yy P, respectivamente, entonces el si-
o 1

a a
O 1
R 7

[ig ] B,

1y
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Demostracidn

Dual a la del teorema (3.8).

(6.9) Corolério

Sea ¢ : A

>B con o ~ o .

P
i) Sea E —£—> B fibracién y E, —% > A 1la indu-

cida por p a traves de a. Entonces p es h-equivalente so—
\ a q

bre A a la proyeccién Py ¢ A x Kerp > A,
ii) Sea el tridngulo conmutativo, p' fibracidn

E? ————ﬁ————> E

v
B
f induce de modo natural F : Ker p! >Ker p. Si T
es h-equivalencia, entonces fa : p& > P, ©s h-equiva-

lencia sobre A,

Demostracidn

Dual a la del corolario (3.9).

(6.10) Teorema

Sea el cuadrado cartesiano
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E, & > E
P, p

v \4

A a > B

Si p es fibracién y a h-equivalencia, entonces o también es

h-equivalencia.

Demostracidn

Dual a la del teorema (6.10).
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CAPITULO IIT

SUCESIONES HOMOTOPICAS Y GRUPOS DE HOMOTOPIA

En el parrafo 1(2) definimos (co) fibra homotdpica de
un homomorfismo g; en la prop.(1.8) (prop.(2.8)) vemos que
todo homomorfismo g tiene (co) fibra homotépica gl(gl) que
es (co) fibracién; a esta (co) fibra la llamaremos canénica;
para distinguirla de otras posibles (co) fibras homotépicas
de g. Ahora consideremos la (co) fibra homotépica de
gl(gl) y la llamamos gz(gz) ; de este modo procediendo
inductivamente obtenemos la sucesidén candénica de (co) fibras
homotépicas asociadas a g. Ver prop.(1.15) (prop.(2.15)).
Esta sucesidn asi como sus h-equivalentes tienen la propie-
dad de que el functor [Z;{] (E—;Zl) las transforma en suce-
siones exactas decﬁ. Nuestro propdsito es encontrar suce-
siones h-equivalentes a la canénica; que sean mAs sencillas.
En (1.15) ((2.15)) definimos la sucesién de Eckmann-Hilton
(Puppe) y en el teorema (1.16) (teorema 2.16) probamos que
es h-equivalente a la sucesién candénica de (co) fibras homo-
tépicas. Si el homomorfismo g de partida es ya (co) fibra-
cién entonces en este mismo teorema probamos que la sucesidn
de Eckmann-Hilton (Puppe) asociada a g es h-equivalente a la
sucesién de (co) fibras homotépicas asociadas a la (co) fi-

bracién g.
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En el parrafo 3, para A € LH[ , Be |f] ¥

(Y g > B).E hﬂ(Z)l definimos ﬂﬁ(B) n>o y ﬂﬁ(g)

para n > 1 , en el caso particular que A =7 y g monomor-
fismo, diremos que ﬂn(B) = ﬂg(B) es el n-ésimo grupo de ho-
motopia de B y ﬂn(B;Y) = ﬂg(g) es el n-ésimo grupo de homo-
topia del par (B;Y) . Después demostramos la exactitud y
naturalidad de la sucesién de los grupos de homotopia aso-
ciada a un par (B;Y) y de la sucesién de grupos de homoto-

pia asociados a una fibracidn.
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(III-1) Sucesidén de fibras homotdépicas consecutivas

En este parrafo para un homomorfismo g : Y > B
construimos una sucesidén:
1 1
... —> 8% J£5—>_QFg-izg——>_ﬁX g o5 Kk Fg-Jg——> Y -£>B

tal que para cualquier grupo abeliano Z la siguiente sucesién

es exacta

1
ok '
oo —> [2,0%B] 8y | [2,0F ] B )y [z, Y] _ee)y |

(Qg) .+ [2,05] Ky

> [Z;Fé] —5§—> [z,Y] ££> [z,B] .

Empezaremos definiendo fibra homotédpica, niicleo homotéd-

pico y sucesién de fibras homotépicas consecutivas.

(1.1) Definicidn

Sea K i >Y &> B en VQ, diremos que i es fibra
homotépica de g si gi ~ o y para todo f : X >Y ho-
momorfismo de grupos abelianos tal que g.f ~ o , existe
T : X >K tal que i.f ~ f . Cuando ademds T sea
tinica salvo homotopia verificando i f ~ f (Es decir si
£:x > K es tal que i.% ~ £ =>F ~ %) diremos que i

es nidcleo homotdpico de g.

(1.2) Definicidn

Sea en /A 1a siguiente sucesidn
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n+1 n

_— g g S
voe > X 41 > X > X 1 > ... con n 21

Diremos que es una sucesidén de fibras homotdpicas consecuti-

vas, si para todo n > 1 gn+1 es fibra homotdpica de gn .

(1.3) Definicidn

Sean en A las sucesiones, n > 1

+1 n
£ £

y o e 0 >Xn+1 >X >Xn"‘1 - e
n-+1 n

Y e —™>Y 4, £ o Y _&__>-Yn_1 —> ...

y sea hn : X > Yn homomorfismo de grupos abelianos

n

tal que h £ ~ gnhn , diremos de h = (hn) :

n-1°
X

> Y es un homomorfismo de sucesiones salvo homotopia,
si ademés cada hn es una h-equivalencia, diremos que h es

una h-~equivalencia de sucesiones.

(1.4) Proposicidn

Sea el siguiente diagrama en JQ, conmutativo salvo homo-

topia

B ~ ¥

Q
12

v . v ' v
= —a
K! ’+m—mo— @ > Y > B!

Supongamos que i es fibra homotépica de g y a,B y & son

h-equivalencias entonces i' es fibra homotopica de g' .
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Demostracidn

Sean E,E,} las inversas homotépicas de a,B y & . Como

Bi ~ i'a y Yg ~ g'B entonces gf ~ fg' , ¥ B~ g vy
Bix~ i' . Veamos que g'.i' ~ o .

g'.i' :d/.g.E-B.i(_X-:d(-g.i.a: ()/-O.a,-: o .

Sea f : Z

>Y' tal que g'.f ~ o => gB.f ~

~ Eag'.f ~ 0 luego q h : Z

>K m i.h ~ B.f =>
=> i'gh ~B.i.h ~ f . Por tanto i' es fibra homotépica de

g' .

(1.5) Proposicidn

Sea K >Y —& > B en.ug, entonces i es fibra ho-

rv~otépica de g si y s6lo si para todo Z dezﬂgla sucesién

[z, K] —> [Z, Y] —_> [Z, B] es exacta.
Demostracién

=>) Desde luego gy.i, = (g.i)y = o, = o

Sea f : Z >Y si gu[f] = [g.f] =0 =>g.f =0
pero por ser i fibra homotépica de g J T : Z >K m
i.f ~ f entonces i,[f] = [f] y la sucesidén es exacta.

<=) Tomemos Z = K , g*.i*[lzl = [g.i] = o =>g.i ~ o0 .

Para f : Z

>Y tal que gf ~ o =>g,|f|] =0 vy

por ser la sucesién exacta, existe [?] e [Z,K] +tal que
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i [f] = [i.fj = [f] por tanto i, T~ f .

(1.6) Corolario

Sean X e Y sucesiones decrecientes de grupos abe-
lianos (en el sentido anterior). Si ¥ es h-equivalente a
Y y X es una sucesién de fibras homotépicas consecutivas,

también lo es Y .

Demostracidn

Consecuencia inmediata de la proposicién (1.4).

(1.7) Corolario

Sea X 1la siguiente sucesidn:t

n+1

h > X,

n »1 cer —> X ———> X -

X es una sucesién de fibras homotépicas consecutivas si y

Y

s6lo si la siguiente sucesién es exacta, para cualquier Z

de og.

hn+1

: : h
*
e —> [2,%,] —> [2,X_]

> [Z2,X ] —> ...

Demostracidn

Es consecuencia inmediata de la proposicién (1.5).
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(1.8) Proposicidn

Sea 'g v Y > B homomorfismo de grupos abelianos,

entonces existe un grupo abeliano Fg v una fibracién

1 .
Fg £ > Y tal que gl es fibra homotépica de g.

Fg={(yQa)'€ Y x BN | g(y) =a(f)} vy g :F

>B es
g
la restriccidén a Fg de la primera proyeccidn,
v x BR >Y . Diremos que gl es la fibra homotdpica

canbénica de g.

Demostracidn

Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano

(D)

Por proposicién II-(4.8) q; es una fibracién, .como (D)
es cartesiano, la proposicién II-(4.7) nos asegura que gl

es fibracién.

Por ser (D) conmutativo, g gl ~ o (ver I-(1.3)).

Sea Z £ >Y +tal que g.f ~ o implica que existe
F A > BR  ta1l que q,.F = g.g' y por ser (D) carte-
siano J | £~ F : Y > Fg tal que gl(f ~F)=f ¥y

r.(f ~ F) = F . Entonces f ~ F es una elevacion de f a
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traves de gl y gl es fibra homotépica de g.

Por la construccién del cuadrado cocartesiano (D) (ver

1
0-3.3) se ve que Fg —&" . 5> B es como en el enunciado.

(1.9) Teorema

Consideremos el siguiente diagrama

F -————E————> Y X BR

K > Y

El tridngulo de la derecha es el que aparece en el teorema
(IT-4.16) que sabemos que es conmutativo, j es un h-equiva-
lencia y g-Py ~ 4;+P, €s una fibracién. gl es la fibra ho-

motépica de g que aparece en el teorema anterior,

K 1 _>7Y es un nicleo de g € I es la inclusidén natural,
entonces:

i) I es el niicleo de gPy - 9Py ¥ 7

kK : K >F, tal que T.k=j.i y glk =1

ii) Si g es fibracién k es h-equivalencia.
Demostracidn

i) Basta observar que (g Py - 9 pz) (y,a) =
= g(y) = a(1) = o0 <=> g(y) = a(1l) . Como K es nicleo de

F _es nicleo de Py — 9P y j aplica fibras en fibras,
€Y %g € Py 1P2
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fAcilmente se ve que k no es sino la inducida de j en los
nicleos y por tanto I.k = j.i . Ademéds para x € K

gl.k(x) = gl(x.o) =x = i(x) => gl.k =i,

ii) Es consecuencia inmediata del corolario II-(5.5),

y del apartado i) ya demostrado.

Notemos que la fibra homotdépica candnica
1
Fg —& _>Y de Y —& > B es fibracidn entonces podemos
aplicarle la construccién realizada en el teorema anterior,

para ello calcularemos el nidcleo de gl.

(1.10) Lema

1
Sea Fg —£& >y 1a fibra homotépica candnica de
.1
Y —£ > B . Entonces 1B ——> Fg es nicleo de

F —& _>Y , siendo B = Hom(S, B) S = Coker 1 ,

1 : 7z >R : 1(1Z) = 1R e il(v) = (o, vp) siendo
p R > S 1la proyeccidén canonica. Notemos que
N ,
i1 =0 ~ p .
Demostracidn
* q
P R 1 * »
Veamos que en B———>B —>B , p es nucleo
de Qq -

Sea a : R > B entonces ql(a) = a(lg) = o <=>

<=>gq.1 =0 y S = Coker 1 implica que 3§ | o : S —>B
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- * e *
m a.p=p (a) =o . Por tanto p es inyectiva. Por otra

. %
parte si v €MlB, p v =v.p es tal que ql(v.p) = o.

Como el cuadrado (D) de la proposicién (1.8) es carte-

%
siano y p es nicleo de q, se sigue que

*
AB 2P Fg es nucleo de gl. (ver 0-3.6)

(1.11) Corolario

Consideremos el diagrama

2 SN 1
F —& > F — 8 >y
g g

Siendo 11 el del lema anterior y g2 la fibra homotépica ca-

ndénica de gl. Entonces K1 : 1B >F  + v e LB

. g
kl(v) = ((o vp),0) ademés gz.kl = il y kKl es h-equiva~-
lencia.
Demostracidn

F ;1 se obtiene en el siguiente cuadrado cartesiano

g
F r > ¥R
1
g
2
g ay
¥ 1 v
F 4 > Y
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F, ={((y;a),B) & (¥ x BY) x YN | gly) = a(1)
.1
y =g (y,a) = (1)} e ¥ x B® x ¥%, 2B 2+ > F, es micleo

de gl por el lema anterior, y por i) del teorema (1.9)

> F 1 tal que gz.k1 = ;l y

g .
it = 5t = 1) = k) =5 1N = j(e,vp) =

B k! : B

= ((o,vp),0) . Por ser \gz la fibra homotépica candnica de
gl, g” es fibracién (ver prop.(1.8)) y por ii) del teorenma
(1.9) k! es h-equivalencia . «>

De nuevo vamos a reiterar el proceso para
que es la fibra homotdpica candnica de

2
F, —&—o> Fg

F "—-g_‘-'—">Y .

(1.12) Consecuencia

2
Sea F —& > Fg la fibra homotépica candénica de
1 g .2
F —& __ > Y . Entonces 1Y — > F es nicleo de

g 1
2

g
F 4 —& Fg para w & Jly , iz(w) = (oF , W-p) =
g gl
= ((GB) 6BR) 9 W-p) .

Demostracién

Inmediata a partir del lema (1.10).
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(1.13) Consecuencia

Consideremos el diagrama

Y
i

i

1

¥
v

Siendo i2 el de la consecuencia anterior y g3 la fibra homo-

tépica candnica de gz. Entonces k2 : oy

3.k2 = i2 y k2 es h-equivalencia.

> F 2 tal
g
que g

Demostracidn

Se sigue de la consecuencia anterior y del corolario

(1.11).

(1.14) Proposicidn

Con las notaciones anteriores, el diagrama:

Ny —22g - gm

i? (-1)
\4 \4
Py ———> B

conmuta salvo homotopia ( g = Hom (1S,g))

Demostracidén

Veamos quién es el homomorfismo (iz—kl.(—l)“ﬂg) .
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sea we 0Y , (i2-kl.(~1)0g)w = i2(w)=kl.(-1) Le(w) =
= i2(w) k. (~1). (gw) = i%(w)-k!(-gw) =
((0,0)sw.p) = ((0,-gwp),0) = ((o,awp,wp) .

Hemos utilizado la definicidén de k1 e i2 que vienen en
el enunciado del corolario (1.11) y consecuencia (1.12), res-

pectivamente.

Utilizaremos la siguiente notacién, para

o6 * R > X homomorfismo Oy :t' R > X denota el ho-
momorfismo definido asi at(s) = g(t.s) . Definiremos la si~-
guiente homotopia F :JLY x R >F 4

, , . g .
F(w,t) = ((wp(t),(ng)t),(wp)t) . Esta bién definida, ya que

g[(wP)t(l)] = g(wp(t)) = (gwp)t(l) recordemos que

P = {((v,0),8) € [(¥ x BY) x Y] | e(y) =a(1) B(1) =3} .
g

La bilinealidad es una mera comprobacidén y

P(wy1) = ((wp(1), (gwp) ), (wp),) = ((o,ewp),up) =

= (iz—kl(—llﬂg)w . Por tanto iz—kl(—l)Jlg ~ o0 ¥y

i2 ~ kl(-1) ng .

(1.15) Proposicidén - Definicidn

Dado un homomorfismo g ¢ Y > B por la proposicidn

(1.8) existe gl : Fg >Y , gl es la fibra homotépica

canénica de g. Pero gl también tiene su fibra homotdpica
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g * F 4 > Fg . Por induccidén podemos construir la

siguiente sucesion:

3
—>F, —& > F

g g

2 1
—L > Fg g sy £ 58

1
Es la sucesién candénica de fibras homotdpicas asociada a g.

Por otra parte consideremos la sucesidn

1B — Fg g >Y £ _>B , donde i1 v gl estan de-

finidos en lema (1.10) y proposicién (1.8), respectivamente.

Si le aplicamos el funtor _/2 = Hom(S,—) , obtenemos
.1 1
J%B» s Fg —L& > vy —£2 5 B , asi por induccién tene-
: 5 .1 1 .1 1
MOS ... — (B _‘ﬂ'_l__>,ﬂ Fg ‘Q'L>J2.Y g 5 gp L Fg g >

1
g sy & B

Esta sucesién la llamaremos de Ecki:ann-Hilton. (asocia-

da a g).

(1.16) Teorema

Sea g Y > B homomorfismo

i) La sucesién candnica de fibras homotépicas consecu-
tivas asociada a g es h-equivalente a la sucesién de Eckmann-

Hilton asociada a g.

ii) Si ademds g ¢ Y ——> B es una fibracién la su-

cesién de Eckmann-Hilton es h-equivalente a la siguiente su-
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cesidn

.. —>2%p LA ap i gy 2g sgp L s -L .y & .3

Siendo F 1 1

il . B

>Y el nicleo de gy A =kEk.i

b

> Fg : il(v) = (o,v.p) , kK es una inversa ho-

motépica de k ¢ F

> Fg . k(x) = (x,o) , x € F , Dire-
mos que esta es la sucesién de fibras homotdpicas asociada

a una fibracidén g.

Demostracidn’

En el diagrama (D1), teneros en la base la sucesibén ca-
nénica de,fibras homotdépicas consecutivas. Por el corolario
(1.11) yv teniendo en cuenta como construimos dicha sucesién
resulta que todos los tridngulos que tienen como base la
flecha gn son conmutativos. Si n > 3 es impar, entonces

g el R , si n > 2 es par, como gn.kn-l = 071

inplica que g®. kP 1.(=1) = i™ 1, (=1) . Ademas K™.(-1)"
es h-equivalencia n > 1 , también por el corolario (1.11).
Por otra parte por la proposicion (1.14)
i ~ (kn_l)(-l)Cﬂgn—z) n > 2 , si n es impar
. . - -2 - 2 -2
-i% = 1%) » (TH (A1) @™ T (-1) = 1KPTH-1) f @) =
— kn—blgn—z
Con esto queda probado que la parte del diagrama (D1)

que designamos con (a), conrmuta salvo homotopia.
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Como el functor JL es de la forma Hom(S,—) , en la de-
iostracién del teorema (I-1.9) se ve que si f ~ g entonces
Af ~nNg . Ademds si f es h-equivalencia JLf es también
h-equivalencia. Despues de estas observaciones, notemos que
si aplicamos el functor Jfl a la parte (a) del diagrama (D1)
obtenemos la parte (b), que por tanto conmuta salvo homoto-
pia, ademds las flechas verticales siguen siendo h-equivalen-

cias. Asi por induccidén obtenemos que la sucesidén candnica

de fibras homotdépicas consecutivas es h-equivalente a la su-

cosion: NGt (-1) g’ N Gh.(-0)
i“.{(-1 g g it . (-
o QZB IZFg LY 1B Fg

g

Observemos que el siguiente diagrama es conmutativo

.. —>01°%B NG.1) >_[L=Fg £>.ﬂY L& 5 B
1 = (-1) = (—%) = |(-1)

.1 Y 1 Y Y
—>n% L) >NF, L& 5y L8 5B

.1 1
NB __i_;&1l1> Fg £ v £ _ -8B
Gl) = 1 = 1 = 1 (DZ)
. Y y Y
AB —2t— S>F £ S5y £ > B

Con esto queda probado i) ya que la sucesibén inferior de

(D2) es la sucesién de Eckmann-Hilton asociada a g. (Facil-



-mente se comprende que si ¥ es h-equivalente a ¥ e Y es

h-equivalente a Z entonces X es h-equivalente a Z).

Para probar ii) construyamos el siguiente diagrama

cee—> 2% AL _gp AL oy A8 op

1 =~ k = ly = 15 (D3)

Como g es fibracion por el teorema (1.9) se sigue que
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gl.k = i y k es h-equivalencia. Hemos definido A = k.il.

Entonces los tres primeros cuadrados conmutan salvo homoto-

pia y las flechas verticales son h-equivalencias. Si a es-

tas les aplicamos el functor 41 obtenemos los tres siguientes.

El functorJl conserva la conmutatividad salvo homotopia y

las h-equivalencias. Procediendo inductivamente queda

probado ii).

(1.17) Proposicién

Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo
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(o]

B o
Y Y
J]__

Y1 > B1

Entonces:
i) a y B inducen de modo natural el siguiente homomor-

fismo entre las sucesiones de Eckmann-Hilton asociadas a g

vy a g, .
' 1 il o
o> NF e Qg o> Y ——ge—>JQB o . Fy o . Y o> B,
O (o)
*11 B = o = 1 = B = o
1 :
v 1 Y/ A% 1 A% 1 Y Y
p——->Jng~:£g¥—>J1Y1-3£g+—>JLB1 LS P —&>v, & B,
1 1

Siendo 1 = B.gl ~ ar,

ii) Si ademés g, Y & son fibraciones, a y B inducen
de modo natural un homomorfismo salvo homotopia entre las su-
g, » & -

13 >‘ﬂY ;Qge—>JlB —ée—> F Aes Y, Lo > B,

B =

cesiones de fibras homotépicas asociadas a

u——>J1F

B = Mo~ B =

A4

__+_> F ——+—> Y1 —g%—> B1

lﬁ ~ N
Vo nj
—>1F, =14 > ,D.Y ——3-1—>_D.B :

B es la restriccién de B a los nicleos.



Demostracidn

i) Observeros que en el siguiente diagrama, el cuadrado

sobre es cartesiano
1

F To > BR
g o
y YR
p! N Y
4 F AL > BR
5% & 1
v v
Yy & > B
o g1
1 a
B \ v o \4 v
Y1 > B1
entonces 4 | 1 = Bgé ~ aRrO : Fg > Fg tal que
— o 1

1 R R 1
gll = Bgo y rll =oar_ yaque qar = gIBgo , para

(yo,vo) 3 Fgo l(yo,vb) = (Byo,avo) . FAcilmente se comprue-

ba que l.ié = iiJQG . Despues aplicando consecutivamente el

functor fL, obtenemos por induccién el homomorfismo deseado.

ii) Analicemos el siguiente diagrama
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1k _(x) = 1(x,0) = (B(x),0) = (B(x),0) = k,B(x) ¥ xcF .

Por tanto 1 k_ =k, B=>%, 1~ B Eo v por tanto

B
~ %, 1il =%.il g0 ~ A, No
~ o 13y ~ By .

Aplicando induccidén fAcilmente obtenerios el homomorfismo

(salvo homotopia) de ii).

(1.18) Teorema

En el siguiente cuadrado cartesiano, supongamos que p

es una fibracién y gy un monomorfismo

E' —86— > F

Entonces Fg es un dilatado pof deformacién fuerte de Fg
o 1

a traves de 1 : F

. = t A -
g, > Fgl 1 p' g pry . Por tan

to 1y M1 son h-equivalencias en el homomorfismo inducido

por p y p' en las sucesiones de Eckmann-Hilton asociadas a

g, Y & -

Demostracidn

Construyamos el siguiente cubo conmutativo
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F Ty > FR
g, .
L D3 P
N\
1 F s >ABR
o gl l
l M
B € > g DI
\)2 R ]
) 1
PN v
B! $B
gy

Noterios que el cuadrado froﬁtal anterior Dl; frontal pos-
terior D3 y horizontal inferior D2 son cartesianos, teniendo
en cuenta que el diagrama es conmutativo y g, es mononmorfismo
resulta que el cuadrado horizontal superior D es cartesiano.
Es una comprobacién rutinaria, observemos que g, también es
monomorfismo (ver (0-3.2).

R

Por ser p fibracidén, existe t : B > ER tal que

pR.t = 1 R (ver proposicién II-4.15) ademés pR por admi-
B

tir una seccidén es fibracibén y por ser ER contractil
s PR ~ 1 R entonces ER es un dilatado por deformacién de
LY 2 - E

B~ , recordando la proposicién II-5.7 deducimos que ER es

un dilatado por deformacién fuerte de BR a traves de pR )

como D es cartesiano por el corolario II-(6.4) se sigue que

Fg es un dilatado por deformacidén fuerte de Fg4 a traves
o 1

de 1 .
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(ITI-2) Sucesidén de cofibras homotdpicas consecutivas

Este paArrafo es la dualizacién del anterior, para un ho-

momorfismo A —2—> X construimos una sucesién

gzl
A—E >x & >c K SA®S —2 S xX@®s

gIQIS k®¥S

> C ® S —————>AP®SR®S —> ...

XQ® s
@ g,

tal que para cualquier grupo abeliano Z la siguiente sucesidn

es exacta
. —>[A®S®S,z] —> [cg1 ® S,2] —> [X® S,Z] —>
—> [A® s,Z] —> [cﬂl,zj —> [X,2] —> [A,Z] .

Al functor Av“—> A ® S 1lo llamaremos functor suspensidn y
lo denotareios SA = A ® S , SZA =AQ®S®S . En algunas
proposiciones no-daremos su demostracién, dado que son duales

a las del parrafo anterior.

(2.1) Definicién

Sea A € > x P_> ¢ en.og, diremos que p es una

cofibra homotépica de g si p.g ~ o y para todo homomorfis-

mo X £

>Z tal que f.g ~ o existe T: C > Z +tal

que T.p ~ £ . Cuando ademds T sea dnica salvo homotopia

verificando T.p ~ f diremos que p es nicleo homotépico de g.
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(2.2) Definicién

Sea en 4 1la siguiente sucesidn

n-1 n

_— £ g —_
ceem—> X > X > X 41 >... nopl.

Diremos que es una sucesidén de cofibras homotdpicas, si para

todo n »1 g es cofibra homotépica de gn—l .

(2.3) Definicién

Sean en A las sucesiones, n > 1 .,

-1 n
£ £
X e—> X > X >X 4 —> ...
n-1 n
Y ...—>Y £ s>y £ 5y —> ...
n-1 n n+1
y sea h_ i X > Yn' homomorfismo de grupos abelianos

>y

n n . = .
tal que h ,,f ~ gh , diremos que h = (hn) D 4
es un homomorfismo de sucesiones salvo homotopia, si ademés

cada hn es una h-equivalencia, diremos que h es una h-equi-~

valencia de sucesiones.

(2.4) Proposicién

Sea el siguiente diagrama en , conmutativo salvo ho-
motopia , A g s X p > C
o ~ B = ¥
v ' v
At > X! > C!
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Supongamos que p es cofibra homotépica de gy a,B y § son

h~-equivalencias entonces p'!' es cofibra homotépica de g!
q |Y g

(2.5) Proposicién

Sea A € > x P ¢ encﬁ., entonces p es cofibra

homotdépica de g si y sélo si para todo Z de ¢/ la sucesiédn
*

*
[C,Z] -2 5 [X,Z] &—> [A,Z] es exacta

(2.6) Corolario

Sean X e Y sucesiones crecientes de grupos abelianos
(en el sentido anterior). Si X es h-equivalente a Y vy
X es una sucesidn de cofibras homotdpicas consecutivas, tam-

bién lo es YV .

(2.7) Corolario

Sea ¥ la siguiente sucesiébn:

1 _E____> Xn T > Xn+1 _— ..
n-1 . n

n>1 ...———> Xn

¥ es una sucesidén de cofibras homotdpicas consecutivas si
y s6lo si para cualquier Z de & la siguiente sucesidn es

exacta
* *

~1
—> [X_,z] ——> [X

coo—™> [X 7] ] —> ...

n-1’

(2.8) Proposicidn

> X homomorfismo de grupos abelianos
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entonces existe un grupo abeliano Cg y una cofibracion

X ——§l——> Cg tal que g, es cofibra homotépica de g.

Cg=X(—D(A®R)/N siendo N={ga—a@1|a£A},deno—
taremos T : X @& (A @ R) ——> Cg a la proyeccién natural
gl(x) = 7n(x @ o) . Diremos que g, es la cofibra homotépi-

ca canédnica de g.

Demostracidn

Dualmente a la proposicién (1.8) consideremos el cuadra-
do cocartesiano

A—& > x

i1 =

AgR — 2> ¢

En I1-(1.8) vemos que i1 es una cofibracidén, como el diagrama

es cocartesiano IT-(1.7) nos dice que g; es cofibracién.

Como el diagrama es conmutativo se sigue que g8 2~ 0 . Sea
f : X >7Z tal que f g ~ o , entonces existe

F : A®R > Z tal que F.i1 = f.g y como el diagrama
es cartesiano ] | f F: C > 7Z +tal que

g
(f VF).r =F vy (va).g1=f. <>

(2.9) Teorema

Consideremos el siguiente diagrama
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X > C
/ " h
A - p'! S k
-i
> Xé& (AGR ) ——n> Cq

El tridngulo de la izquierda es el que aparece en el teore-
ma ITI-(1.16) que es conmutativo, p' es una h-equivalencia y
g~i1 es una cofibracién g, es la cofibra homotdépica cand-

nica de g , X —1ﬁ——> C es el conicleo de g y T la proyeccién

natural entonces:

i) T es el conﬁcleo de g—i1 y 9 k: Cg > C tal
que f.p' = k.T vy k.g1 =g .
ii) Si g es cofibracién k es h-equivalencia.
Demostraciodn
i) Notemos que Kerm = {ga‘u a®1l | ac A} =
= Tm (g—il) . |
Como ff"p'(g"il) =p.g=o0, ] k: Cg >.C tal

que k7 =:fup' l~kg1(x) = k1(x®0) =.gp'(x$o) ==f(x) ) enton-

ces k.gl ==f .
ii) Es consecuencia de i) y del corolario (II-2.5). <>
Puesto que g1 la cofibra homotdpica de g es cofibra-

cidén, podemos aplicarle la construccion realizada en el teo-

rema anterior, para ello calculemos el conticleo de gy~
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(2.10) Lema

g
Sea X l_ ¢ la cofibra homotépica candnica de
g A > X . Entonces Cg —fl—-> A®@S es el coniicleo
: n
de gy siendo fl : Cg -> A ®S : fln(xﬁiilai ® r-i) =
. n ‘
= I a; @)p(ri) , PR > S es el conicleo de
i=1 .
i . -
/4 >R : l(IZ) = 1R .
Demostracién
. . . R! an
Es bién conocido que si B! - > B > B" >0 es

una sucesidn exacta de grupos abelianos entonces para A grupo

B Bx

abeliano, la sucesién AgB!' > A@B

> A@BU

>0 es

también exacta (ver Hilton-Stammbach, cap.III, proposicién

(7.3)). Entonces # es conicleo de B} . Como la sucesidn
Z L >R P_> s > 0 es exacta, tenemos que

i Py : X
A®Z >A ®R >A® S ——> 0 es exacta, como el si-

guiente diagrama es.conmutativo

i*
A&z >A @R

Al i
A/

Siendo © ‘el isomorfismo candénico 6(a ® z) = a.z , se si-

gue que py, es conicleo de i1

Como el cuadrado que aparece en la proposicién (2.8)

es cocartesiano, y p, es el conicleo de i1 , entonces por
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(0-3.6) Fi =©° V pg Cg >A ®S es el conicleo de g,

n
a; ® ri) = I a.

n
notemos que _?ln(x @ I

® p(r.) .
i=1 i=1 1

(2.11) Corolario

Consideremnos el diagrama

Siendo fl el del lema anterior y g, la cofibra homotdépica

candnica de g - Entonces existe k1 : Cg >A®S tal
1
v n m n
que kl.nfn(x @ T a; ® ri) o (2 x. ® s.)] = 3 a; ® p(ri)
i=1 j=1 I =
ademés kl.gz =~91 y k1 es una h-equivalencia.
Demostracidn
Cg aparece en la construccién del siguiente cuadrado
1
cocartesiano:
£y
X > C
g
i, = ]
vV r \4
X®R > C
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n 0
Entonces Cg = {n[ﬂ(x 9.2 a; ® ri) & .§

X, @ s..
1 i=1 j=1 3 J] |

]ﬂ(ga—a®1)=o;Va€A y n[H(x®o0) -x®1] =o
£1

V¥V x € X} . Por el lema anterior Cg >A®S es el conu-
cleo de g, , por la parte i) del teorema (2.9)
3 ky ¢ Cgl >A®S tal que k.m = _Pl.p' y ky.g9 =4
n m
Entonces kl.ﬂ[ﬂ(x (&) .E ail8 ri) =2 .§ Xj ® Sj] =
i=1 i=1
n 7 m
i=1 j=1 -~
n n
=fyn(x @2 a; @r;) = L a; ®plry)
i=1 i=1

Por ser g, la cofibra homotépica candnica de g g&
es cofibracién (ver proposicién (2.8)). Y por ii) del teore-

ma (2.9) k, es h-equivalencia. <>

g
De nuevo vamos a reiterar el proceso para Cg ———2——> Cg
1
(2.12) Consecuencia
€2 , .
Sea Cg —_— Cg la cofibra homotdpica candnica de
1

g4 £2

X ————> Cg . Entonces Cg ——— > X x 8 es el conticleo
1

' n m

de g,, siendo yzﬂ[ﬂ(x ®i£1ai @)ri) $j£1xj ® sj] =

li
R
—

x; © p(sj) .
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(2.13) Consecuencia

Consideremos el diagrama

C ———
g

Siendo 192 el de la consecuencia anterior y g, es la cofi-

bra homotdpica candénica de gy Entonces
k, : C
3kt €y

h-equivalencia.

>X®S +tal que k2.g3=f2 y k2 es

(2.14) Proposicién

Con las notaciones anteriores, el diagrama

®1
X@s —°28  _ags
N N
f)z ot ("'1)
c - R4 >A xS
g4

conmuta salvo homotopia.

Demostracidn

Vegmos quien es ¢, - g X IS.(—I).k1

§o - (g x 1‘5).(—1).k1(n[n(x @ iglai ® ri) & jglgj ® sj]) =
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m n
= Lx;0 p(sj) -g® IS(-I)E a; ® p(r;) =
J=1 i=1
in n
= ¥ x.Q@p(s.) + % ga. @ p(r.) Sea la homotopia
] j Lo i i
j=1 i=1
) n m
F:C, xR >X®@s F(n[(x®1 a; @r;) 3 x; ® s;],t) =
1 i=1 j=1
m n
=% x. @ p(s..t) + 2 ga. ® p(r,.t) + x @ p(t) .
PR j .2 i i
j=1 : i=1
Notemos que Cg es el cociente inducido por las iden-
1

tificaciones que ya heios expresado en demostracién del coro-

lario (2.11). Para ver que F estd bién definida, hemos de

probar que es compatible con dichas identificaciones. En efec-
to:
F({n[n(ga - a ® 1) ® o],t) = -ga ® p(t) + g(a) @ p(t) = o
F(n[n(x @ o) - x ® 1],t) = -x ® p(t) + x ® p(t) =0 .
Fidcilmente se comprueba que es bilineal y
n m :
F(n[n(x $.§ a; ® ri) @.E X ® sj],l) =
i=1 j=1
2 (s)) + 2 (ry)
= Y x. ®p(s,) + L ga. @ p(r.) + x® o .
§=1 J o= *
Por tanto fz - g 8718.(—1).k1 ~ 0 . <>
Al functor que a X le hace corresponder X ® S , lo lla-

maremos functor suspensién. Denotaremos SX =X & S ,

n

sSMX) =XxX®s®s .h.®s, %X =X
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(2.15) Proposicién. Definicidn

Dado un homomorfismo g : A

> X sabemos que exis-

te g, * X > Cg » g es la cofibra homotépica candnica

de g. Pero g también tiene su cofibra homotépica candnica

gy ¢ Cg > C . Por induccion podemos construir la si-
1

guiente sucesidn:

g g4

g
A > X 2

>C >ll.
g

=3 g9y

Es la sucesién candénica de cofibras homotdépicas asociada a g.

Por otra parte considereros la sucesidn

g
A —& >x 1 > Cg '91 > SA donde g v fi estan definidos
en el lema (2.10) y proposicién (1.8). Si le aplicamos a di-

cha sucesién el functor suspensidén S obtenemos

Sgl Sfl

sA -5 5 sx > SCg

> S A, asi por induccidn tenemos

g Qo Sg SY .
A £ >x 1>Cg ‘?1>SA—-§5;>-SX 1>SCg 1, g?A —> .

Es la sucesién de Puppe asociada a g .

(2.16) Teorema

Sea g : A

> X homomorfismo

i) La sucesién candénica de cofibras homotépicas consecu-
tivas asociada a g es h-equivalencia a la sucesidén de Puppe

asociada a g.
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ii) Si ademds g : A

> X es una cofibracién la su-

cesién de Puppe es h-equivalente a la siguiente sucesién

A £ > X-JL—> C —2—> SA _§g_> SX SE > SC SV > SeA _— .,

Siendo X £ > C el conilicleo de g y V==f1.E , k es

una inversa howmotépica de k : C > C
n
k m(x eeiilai ® ri) = P(x) vy $q ¢ cg > SA ,
n n ‘
fl (x $iilai ® ri) =i£1ai<® p(ri) . Diremos que esta es la

sucesién de cofibras homotépicas asociada a una cofibracién g.

Demostracidn

Es totalmente dual a la de (1.16).

(2.17) Proposicidn

Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo

o .
A —& 5 x°

a = B
1 A
g Syt
Entonces:

i) o y B inducen de modo natural el siguiente homomorfis-

. . o 1
mo entre las sucesiones de Puppe asociadas a g y a g
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(o] (o] . O
o) g (o) S8
A° & > x° 11 C 4 L 5 s5a° S8 5 ox° 71 g¢ o —>
g° e
v 1 v 1 v 1 v Y 1 Y,
g € 1 Sg
Al & o xi o>C1 1 . sal S8, gx! 1 > SC | ——>er
g g

siendo 1 =g .B v rl.(a ®1

ii) Si ademads g° y gl son cofibraciones, a y B indu-

cen de modo natural un homomorfismo salvo homotopia entre las

. o . . o 1
sucesiones de cofibras homotépicas asociadas a g y g .

O O (e} [0} O
A & L xo $ L0 9 gp0 SE L gx0 _SE° g 5 ...

B=|?:
v \Y2

T 1 1 v 1 M 1 -
Al & o xt 8 ol ¥ o gt Sg sx! 8¢ o gct —» ...

a =

Sa = s =

SB

siendo B el homomorfismo inducido a los coniicleos.

Demostracidén

Dual de la proposicién (1.17).

(2.18) Teorema

En el siguiente cuadrado cocartesiano, supongamos que i

. . o . .
es una cofibracidén y g~ un epimorfismo



¢ 1
X —8 5 xt

Entonces C o ©S un retracto por deformacidén fuerte de
g

a traves de 1 = gi.i' vr.(i® lR) .

Demostracidn

Dual a la del teorema (1.18).

178
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(IT11-3) Grupos de homotopia

En este parrafo definiremos los grupos de homotopia,
(inducida por el anillo R) tanto en el caso absoluto como en
el relativo, estudiaremos algunas de sus propiedades tales co-

mo la sucesibén exacta de los grupos de homotopia.

(3.1) Definicién

Sea A .grupo abeliano, denotaremos S’ = A ®@ s" sien-

do s" =g S , S°A =A , si A =7 tomaremos

n n

sz = s observemos que Z ®Sn =~ S Para B grupo abe~
liano denotaremos ﬂﬁ(B) = [SnA,B] para n 20 , si A =17
denotaremos ﬂz(B) = nn(B) = [Sn,B] = ng S,B] , diremos que

ﬂn(B) es el n-ésimo grupo de homotopia de B.

(3.2) Definicidn

Sea A end y Y £ _>B en uQ(Z) para n > 1 defini-

' A e . ,
mMos ﬂn(g) = [%Sn_lA,g] siendo 1Sn_1A

n

s g1y > S

_1A ® R isn_lA(x) =x & 1R , si g es mo-

nomorfismo diremes que (B,Y) es un par y denotaremos

A A : |
ﬂn(g) = n (B,Y) , para A =7 , entonces n (g) = [1Sn_1,g]

v cuando g sea monomofismo ﬂn(g) = nn(B,Y) diremos que

nn(B,Y) es el n=ésimo grupo de homotopia relativo al par (B,Y).



180

(3.3) Proposicidn

Para n >0 y n »k > o0 existe un isomorfismo canébnico

n(x) 2 (%) .

Demostracién

Observemos que la proposicién (I-1.22), tomando G = S

nos dice que el functor suspensién S es adjunto a izquierda

del functor lazos 1l , por tanto

[E:

n (X) = [@“SQX] = [®n'1s;m<] = ...
= no(_O.nX) .

[s,0271x] 2 [2,07K] -

(3.4) Proposicién

Existe una equivalencia natural

e : n? > [A,F.] considerandolos como funtores del tipo

A (2) N

(v.iA = gu) Gg[(q,v)] = [u ~ v] , siendo v 1la adjunta de

>og . Para g t Y >B y (u,v) > g

A@R —Y—>B (Wa)(r) =via®r)) .

Demostracién

fv=

Veamos primero que F cﬂ(z) (i,g) siendo

i z

g
>R ¢ i(lz) =1p . Para (y,a) € ng

>7Y tal que §(1Z) =y,

1(y,a) = (y,a) siendo y : Z

fidcilmente se comprueba que es un isomorfismo.
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Consideremos la siguiente sucesidén de equivalencias na-

turales

i
thi‘(g);[A A>A®R,Y.—L>B]"=‘
~ | 1A®i ~
=‘[A ® 2 ———>AQ®@R , ¥ —> B] =

= [, A(2) (5,0)] = [A,F,] .

La primera proviene de sustituir iA por 1A ® i que
son objetos isomorfos en OQ(Z); la segunda es la que viene
en la proposicién (I-4.21), la tercera al hecho de que
uQ(Z)(i,g) .es isomorfo a Fg de modo natural. FAcilmente se
comprueba que la composicién de estas equivalencias naturales

A

es la © : T/ > [A,E_] que aparece en el enunciado.

(3.5) Teorema

Sea Y —& > B homomorfismo entonces la siguiente su-

cesién es exacta, n 2 1

A 8x A p A 9 _ A Ex
oo —> ﬂn(Y) > nn(B) —> 1 _(g) —> nn_l(Y) >
gy A

> ﬂn_l(B) —_ .,

Si o : A@s" >Y gyla] = [g.a] , para
B:A® sh > B p*[B] = [_'(O,,Bp)"_[ siendo
p:A@Sn_"1®R >A @s"™ tal que p(a ® x ® r) =
=a®x ®p(r) . Para (a,B) : iSn_1A >g Y[(a,p)] =

= [d] . Como caso particular para A =272 y g monomorfismo,
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obtenemos la sucesién n > 1

Ex *

g
1 3 *
cee > nn(Y) > nn(B) > ﬂn(B,Y) ——> nn_l(Y) : >
Ex .
> T (B) —> ... que llamaremos sucesién exacta de los
n-1
grupos de homotopfia del par (B,Y) .,
Sea el siguiente diagrama conmutativo
g
Y ° > B
o o
u = v
g4 v
Y1 > B1
Es decir (u,v) : g, > g, en A(2), entonces el siguien-
te diagrama es conmutativo, n > 1 . |
*
A (g,) % A p A
ces —> ﬂn(YO) —_— ﬂn(Bo)  ——— nn(go)
Uy = Vi = (uyv)y
\% v v
A (gy)x A D A
cer —>. 1 (Y)) > 1, (By) > (gy)
A ) A (g5)x A
nn(go»} > nn_l(Yo) —_—_—> nn_l(Bo) —_ ...
(u,v)* U, = Vi
3 Y () AT
A A e B
nnﬂ(gl) — > nn_l(Yl) —_— ﬂn__l(Bo) > ...
Para A =17 , g, Y & monomorfismos resulta el siguien-

te diagrama
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(g )y p* P
[e) N
cee —>1 (y,) —> % (B_)—> 1 (B_,Y ) —>mn_ _ (Y))
[ o = () = |
1'% N Px Y P v
(g.)
o’ *
nn_l(YO) > nn_l(Bo) —_——3 .
= uy, = ‘V*
\4 (gl)* M
nn_l(YI) > nn_l(Bl) —_— ..
Demostracidn

Analicemos el diagrama (D). Por el teorema (1.16) y Co-
rolario (1.6); la sucesion de Eckmann-Hilton asociada a g
es de fibras homotdépicas consecutivas, y por el corolario
(1.7), la sucesién (a) del diagrama (D) es exacta. Para ver
que la sucesién (a) es equivalente a la sucesién (b), vearos
que D, es conmutativo, ya que, por la proposicidn (3.4) ®
es una equivalencia natural, y se define como d = g..? y los
deizdas diagramas son conmutativos ya que el funtor suspensién

es adjunto a izquierda del functor lazos.

Sea

aish —sB, 9p*[a] = [(6,ap)] = [o~ap] ,

ilefa] = i'y [a] = [i'.d]

gl(ila) = gl.il)a = 0.0 = O

r.(il.q) = (r.il)zg = BP.a
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veamos que BP.3 = gp

ap(a)(r) = a.p(a & r) = ala & p(r)) =a(a) (p(r)) = BP.5(a)(r)

Por tanto il.a = o~qp y Q.p* =i

Veamos como actua 3 : Sea (a;B):wiA —_—> g ,
3[(a,8)] =eislarg] = e'[arB] = [e'(anp)] = [q].
Hemos probado que la sucesién (a) es equivalente a la suce-
sién (b) ; para pasar de la sucesién (b) a la (c) , basta
observar que el diagrama DA es conmutativo para todo A ,
en particular lo serd para SA ;. Podeinos asi completar por in-—

duccién la derostracién, quedando probada la exactitud de la

sucesién, del enunciado.

Para probar la naturalidad, tengamos en cuenta que tanto
€ como & son equivalencias naturales, ademds por la proposi-
cién (1.17), hay naturalidad al construir las sucesiones de

Eckmann-Hilton asociadas a €&, YV &
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_.vww{ﬁ_uu AHQI
e/ = :N Va
[a‘v] <= [a°v] <qg~[a'v] <—

*
i T

(a)

hm%mi < ?QN& <= **° (2)

o/ = sk vsg 5 R
[a¢vs] o @Qv& «— [Pafvsl< - [awys]) <— " (9)
S I L R
[ariy] <— Tﬁ& All _.ummdw& < mmmc,wi < **° (®)
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Bastard que probemos que para cualquier A el siguiente

diagrama es conmutativo.

' p* .
[SA_’BO] EEE—— [iA’g0]
Vy (u,v),
v * v
[SA,BI] _— [1A,g1]
Para qg:SA ———> Bo s

(u,v).p*[a] = (u,v)y [(o,ap)] = [(o;vap)]
p*vy[a] = p*[va] = [(o,vap)]
Con esto queda probada la naturalidad, de la sucesidén exacta

de los grupos de homotopia.

(3.6) Teorema

g
Sea y >B una fibracidén entonces la siguiente suce-—
sidén es exacta n > 1
A 8« A 9 _ A i A
“o o> nn(Y). > nn(B) —>7__F >n Y
g.

oy s A B —s L.

n-1 n—-1

siendo F _é;yy' el nicleo de g , y 0O la composicién
e L N L
[s"A,B] 5> ["71a, B] A5 >5[ 71A,F]
es el homomorfismo de conexidén que aparece en ii ) del teo-

rema (1.16). Tomando A = Z , obtenemos la sucesidén exacta de
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los grupos de homotopia asociada a una fibracién.

Ademads para el siguiente diagrama conmutativo

g
Y S _>B
(o] (o]
u = v
Y1 > B1

donde g, Y & son fibraciones, el siguiente diagrama es

conmutativo, para n =1,
(g,) .
oo —> 1ty °o’* - nl >l F
n o n o n-1"o
\‘u* = Vi Uy
RO X
A €1/x A d A
e —> Y, >m By > nn—lFl
A (io)* A (go)* A
nn-—lFo > nn—lYo > nn—lBo —_—> ..
Uy = Wy = Vi
nn-—lFl e > nn—lYl e > Tl.n_lBl > e
io j'1 .
siendo Fo —_— Yo y F1 — Y1 nucleos de g, VY

g, respectivamente y U 1la restriccién de u a los nicleos.

Demostracién

Basta aplicar a la sucesibén de fibras homotépicas asocia-
da a una fibracidn (ver ii) del teorema (1.16) el functor
[A,j] y tener en cuenta que el functor suspensidén es adjunto

a izquierda del functor lazos, para la naturalidad hasta tener
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en cuenta lo anterior y la parte ii) de la proposicidn

(1.17). <>

(3.7) Corolario

Sea p:iE > B una fibracién, B' subgrupo de B ,
E!' = p—lB' y p':E > B' 1la fibracién inducida por p .
(p,p'):(E;F‘) > (B,B') es un morfismo natural de pares ,
entonces (p,p')*:nn(E;E') _ ﬂn(B;B') es isomorfismo, pa-
ra n=1,
Demostracidn

Observemos que el siguiente cuadrado es cartesiano

E'" ——— > E -

Donde g, Y g; son las inclusiones naturales, entonces por

el teorema (1.18) Fé[ es un dilatado por deformacién fuerte

O .
de FE » & través de 1 = P'.glA pRrO . Por la proposicidn

=

1
(3.4), el siguiente diagrama es conmutativo. n =1

. ' Do n-1
[lsn-—l 4 go] > [S > FgO]

(P',P)* = l*

9,

ol o
[lsn—l’gl_-] —> [s"
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siendo 9, 91 y 1, isomorfismos (1 es h-equivalencia)

por tanto (p,p')*:ﬂn(E,E') > nn(B,B') es isomorfismo
para n = 1 ., Recordemos como definimos en (3.2) el grupo

n—-ésimo de homotopia de un par.

(3.8) Corolario

Sea BO el maximo subgrupo o-conexo de B , entonces la

inclusién candnica i:B0 ——> B induce isomorfismos en los
correspondientes grupos de homotopia para n =1

1y
nB —>7 B .
A O n

Demostracién

En primer lugar tiene sentido hablar del midximo subgrupo
o-conexo ya que la suma de subgrupos o-conexos es subgrupo
o~-conexo, el mdximo es la suma de todos ellos. Observemos la

siguiente sucesidn
(15)4
e — nn(E) SRS nn(E)

. (E) M___> n__, (E)

n—

> nn(E,E)

nn(E,E) —> T

Como (IE)* es isomorfismo y la sucesidén es exacta, entonces
nn(E,E) =0 para n =1 ,

Fidcilmente se comprende que Im q = BO para
q, * BR — > B: ql(a) = o(1) , también sabemos que q; es

fibracidén, entonces por el corolario anterior
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_ R LRy _ -
nn(B,BO) —nn(B ,B) =0 n 1 .

Como la siguiente sucesién es exacta

g ) iy ‘
—_— nn(B,BO) —_— nn_l(Bo) —— nn_l(B) —_ nn_l(B,Bo) —
. . . N N
entonces i, nn(Bo) —_— ﬂn(B) es isomorfismo para n 1 .
<>
(3.9) Corolario
Sea X grupo abeliano, ROX = 0<x==> X es xonexo por
arcos.
Demostracidn
n (X) = [2,X]. Sea x e X $:Z —> X tal que
" 2(1) =x como x=~ o , €, * R —>X tal que gx(l) = x
y por tanto X es conexo por arcos. Reciprocamente, para
Tt Z —>R £f = ff?) , como X es conexo por arcos existe
Z: R —>X tal que =(1) = f(1) , entonces f ~ o.



191

CAPITULO IV

HOMOTOPIA INDUCIDA POR ALGUNOS ANILLOS. CUBIERTAS

En este capitulo estudiamos algunos ejemplos interesan-—
tes. En primer lugar demostramos que si R y R' son ani-
1los Z-divisibles y libres de torsidén, inducen la misma teo-
ria de homotopia y mismos grupos de homotopia, para lanillos
de este tipo tomaremos como modelo @ . A continuacién damos
un teorema de clasificacién de estructuras de R-casimédulo y
otro que nos da cdndiciones suficientes para que un grupo
abeliano M ; admita estructura de R-médulo. Seguidamente es-
tudiamos la teoria de homotopia inducida por el anillo de los

enteros localizado con respecto un conjunto de primos I ,
calculando los grupos de homotopfia. Con este tipo de anillos
ﬂn(X) =0 para n > 1 ; ademis si RO(X) = RI(X) =0 X es
contriactil. Un caso particular es cuando P = 4 que nos da la
homotopia inducida por @ ; finalmente para este anillo damos

una caracterizacién de los homomorfismos nulohombétopos, y otra

de las cofibraciones.

Finalmente definimos el concepto de cubierta en los gru-
pos abelianos, dependiendo del anillo R que consideremos.
Vemos que las cubiertas son fibraciones, estudiamos los grupos

de homotopfia de una cubierta y probamos un teorema de elevacién
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en el que la condicién de elevacién viene determinada por el

anill fundamental. En el caso de que el anillo R sea divisi-
ble, probamos que todo grupo abeliano tiene una cubierta uni-
versal y damos un teorema de clasificacidén de cubiertas sobre

grupos que admitan cubierta universal.,

(IV-1) Anillos Z-divisibles y libres de torsidn

Demostrareros que si R y R' son dos anillos Z-divi-
sibles y libres de torsidén, entonces R y R' inducen 1la
misma teoria de homotopia, ademids aunque las "n-esferas" que
inducen R y R' son distintas, definen los mismos grupos
de homotopia. Para estos anillos tomaremos como modelo, el

anillo de los nimeros racionales ¢ .

(1¢1) Teorema

Sea A Z-divisible y libre de torsién, entonces A es

R~contractil para cualquier anillo R de caracteristica cero.

Demostracién

Sabemos que A ———> A ® R es cofibracién, por prop.
I1-1.17 como A es libre de torsién y R es de caracteris-—

tica cero i1 es monomorfismo. Sea el siguiente diagrama:
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1

A A oA
/7

i -

1 T

v 7

AGR ~

Como A es Z-divisible A es inyectivo en cﬁ , luego existe

FtA R —> A +tal que F.i, =1

1 A 2 Por tanto A es R~con-

tractil.,

(1.2) Teorema

Si R y R!' son Z-divisibles y libres de torsién sea

f:A —> B entonces fﬁ]g.o <==> f x R/ © s Por tanto

A, , = [A,B]g, -

Demostracidén

Como R' es libre de torsién, es de caracteristica cero

y por teorema anterior R es R'-contractil, entonces existe

F:R x R —> R tal que F(r,1) =r
f' = F(1,-):R' —> R es homomorfismo de grupos y f'(1) = 1.
Sea f:A —> B y supongamos que f::R o , entonces existe
G:A @ R —> B tal que G.i1 = f
f
A > B
7\
il G
v lAﬁf' AN
ABR'! > AmR

Como el diagrama anterior es conmutativo

G.1, @ f'.i] = £ por tanto forp o . Anadlogamente
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1

£ e 0=>f% o o.

(1.3) Teorema

Si R es Z-divisihle y libre de torsidn, entonces R/Z
y 0/Z son del mismo tipo de homotopfa (notemos que Q-homo-

topia coincide con R-homotopia).

Demostracidn

Como R Z-divisible y libre de torsién y @ es de ca-
racteristica cero por (1-1) teorema; R es Q-~contrictil,
por tanto existe F:R x § ——> R tal que F(r,1) =r
f = F(1;—):Q ——>R es tal que f(1) = 1. Entonces el si-

guiente diagrama es conmutativo. -

- Z
74 f N
9 —>R

Notemos que como fx 0 o <==> vfer'o por el teorema ante-
rior, R-cofibraciones coinciden con {-fibraciones R-contréic-

til con Q-contractil, etc.

Como ® y R son contractiles f es una h-equivalen-
cia ademas ip es cofibracidén y por el corolario ITI-2.5, el
homomorfismo inducido f:9/Z ——> R también es h-equivalen-

cia (para R y 0). <>
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(IV-2) Clasificacién de estructuras de R-casimédulo sobre M

Sea M un grupo abeliano, si existe una aplicacién
F:M x R ——> M bilineal y tal que F(m,l) =m , diremos F

es una estructura de R-casimédulo para M .,

(2,1) Teorema

Sea M R-casimédulo, entonces el conjunto de las dife-
rentes estructuras de R-casimédulo sobre M es biyectivo con

Ho: (M @ S,M) .

Demostracién

Sea F:M ®R —> M una estructura fija de R-casimédu-

lo. Consideremos el diagrama

M@Z = M

101 i1
Ny G-F
MR ——————> M
. -7
7
1tep ,°
rd [PE—
Vo7 G-~F
M@S

Como p es conicleo de i , 1 ®@ p es conicleo de 1 ® i

ya que M ® - trénsforma conicleos en coniicleos. Como
F i =1,=G.1i, ==>‘(‘F—G).i1 =4, , entonces existe una
Gnica F-G : M®S —> M tal que (F-G)(1 ® p) = F-G .

Entonces a - G le asociamos F~G , si F-G = F-G' dimplica
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F-G = F-G' y por tanto G = G' . Reciprocamente si
o € Hom (M® S ,M) G=F +a(1l ® p):M x R —> M tal que
G.i, = F.i, + a(l @ p).i1 = F.i, =1, , ademis G-F =g . <>

Sea F:M X R ——> M una estructura de R-casimédulo en
M , consideremos el diagrama

1x.
M X R x R > M x R

Fle F

v v
M x R > M

si es conmutativo, diremos que F es asociativa y por tanto
M es un R-médulo. Sea ©(F) = F(1x.) - F.(F x 1) notemos
que P(F) es lineal en las tres variables, entonces existe

>M tal que P(F)(m® r @ s)=

una tvnica 9(F) : M@ R ®R
= ®F(m,r,s) . Sea 1 @ p@ pP: M®RPR —>M®S QS sien-
do p:R ——> S8 1la proyeccidén natural, estudiemos el siguien-

te diagrama:

M R R —_
GRQ 5
1@p&p
v A(F) a
MES®S ——————— > M

Observemos que 1 ® p y p son epimorfismos, por tanto
1 ®p®p es epimorfismo y su nidcleo estid generado por los

elementos de la forma, k&r , keKer 1 ®p. r £ R y
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x ®k xt MR ke Ker p. , ademds Ker 1 @ p , estd
generado por elementos de la forma m ®k , meg M
k € Ker p. . Ver Hu, S-T [16] , Chapter I, Theorem 7.7 .

Veamos que V(F) se anula en Ker 1 ® p®p .

(F)(m ® k ® s) =€(F)(m,k,s) = F(m,ks)-F(F(m,k),s) =
= F(m,s).k - F(m,s)k = o0 . |

(F)( w®@r ® k) = 9(F)(m,r,k) = F(m,r.k)-F(F(m,r),k) =
= F(m,r) .k-F(m,r).k = o
siendo k = g + oo + 15 (k veces).
Por tanto 9| A(F): M® S ® S —> M tal que

A(F).(1 ® p® p) =9(F) , A(F) diremos que es la obstruccién
de F a ser asociativa. Podemos enunciar la siguiente pro-

posicién.

(2,2) Proposicién

Sea F:M x R ——> M una estructura de R-casimédulo so-.

bre M entonces F es asociativa si y sélo si A(F) = 0.

(2,3) Proposicién

Sea M conexo por arcos (para R) y Hom(S,M) =0 en-
tonces M admite una y sélo una, estructura de R-casimédulo
F que es asociativa y por tanto (M,F) es también la dnica

estructura de R-mé6dulo sobre M .,
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Demostracidn

Para cada m € M , existe un unico Gm;R —>M tal
que Gm(l) =m , ya que si & :R —> M verifica que
Z(1) = m (Z—Gm)(l) = o0, entonces jl:a-cm;s —>M tal

que (8 —o‘m).p =86 -0 pero & -0, = 0 , entonces & = Gm .

m ?

Definimos F:M x R —> M : (m,r) —> Gm(r) , veamos
que es lineal en la primera variable; sean m y m' € M ,
el homomorfismo Op ¥ OpriR —> M verifica que

(Gm + Gm,)(l) =m+ m' por tanto o +o0 , =0 , es de-
1 1%

m+m!

cir Gm(r) + Gm,(r) = (o )(r). Es inmediato que es lineal

m-+m!
en la segunda variable, ademés Gm(l) = m . Recordemos que

por proposicién (2.3) y Hom(S,M) = 0

Hon(M ® S ® SyM) = Hom(M ® S, Hom(S,M)) = O

Como A(F) € Hom(M ® S ® S,M) , A(F) = o y por la propo-._
sicibén anterior F es asociativa, entonces F da a M es-
tructura de R-médulo, si G es otra estructura de R-médulo

sobre M , G es estructura de R-casimédulo y F = G .
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(Iv=3) E1 anillo Z(n)

Llamemos Z(n) , el anillo de los enteros médulo n ,

Z/nZ sea para un grupo abeliano A , el homomorfismo

fitA —> A tal que fi(a) = n.a para n € Z , denotaremos
A[n] = Ker % v n.A=TImf . Como la sucesidn

0 —> 7 o > 7% —E.> 2Z(n) —>0 es exactay A ® - trans-

forma epimorfismos en epimorfismos

A

n p
AR Z SA®@7Z ——> A ® Z(n) —> 0 es también exacta.

Es decir A @ Z(n) = A/nA , que nos dice quien es el functor
cono para este anillo. También tenemos el isomorfismo cand-
nico Hom(Z(n),A) = A[nﬂ que nos dice quien es el functor

arcos.

Sea f:A —> B f~ o sivy sélo si
f(na) = n.fa = o ¥a € A , Notemos que si A es n-divisible,
o bien en B se verifica que si n.b = o0 =>b = o enton-

b

ces f¥ o siy s6lo si £ = o , en estos casos

[A;B] = Hom (A,B).

Como Coker (Z —> Z(n)) = 0 , el dnico grupo de homo-
topia que tiene sentido es T _ . Notemos que si
RO(A) = AlA[n] =0 ) entonces A = A[n] , es decir A es n-

acotado (n.A = 0) , ademds A es Z(n)-contréictil.

Recordando las proposiciones (II-1-15)) y (ITI-(1-15)),

vemos que A 1 5 X es Z(n)-cofibracién si y sélo si el
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i
homomorfismo inducido A|n.A —> X|nX admite retraccién,

E L >B es Z(n)-fibracién si y sélo si

E[n] —2 > B[n] admite seccién. Finalmente, diremos que
f:A —> B es h-equivalencia (para Z(n)) si existe
ft:B —> A tal que f'f(na) = na Va € A y

f.f'(nb) = n.b V¥b £ B ,
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(IVv-4) Homotopia local

Sea P un conjunto de primos de Z , denotaremos con

P' el complemento de P en los primeros de Z . E1 anilld
de los enteros P~locales ZP es el subanillo de los racio-
nales de @ expresables como a/b , donde si p/b enton-

ces p £ P . Notemos que si P=¢, ZP = y si P son

todos los primos de Z ; entonces ZP =12 ; en el caso que

P' = {p} ; denotareios 7, = QP . Utilizaremos las siguien-—
tes notaciones zp/z = Sy ; oP/z2'=sP y 0/2 =S . Notemos
que para ZP el functor cono es la P-localizacién de un

grupo abeliano : AP = A @)ZP .

A continuacién vamos a estudiar los grupos de homoto-

pia, cuando tomamos como anillo R = ZP . Sea X un grupo
abeliano. Sea Xo = {x g X | 3 E:Z,T —> X tal que
€(1) =:x} X, es el mdximo subgrupo de X o-conexo, en-

tonces RO(X) = X/X0 , enunciemos la siguiente proposicién.

(4.1) Proposicién

no(x) =0 ==>X es P'-divisible.
Demostracidn

Si RO(X) =0, XO =X s8i pegeP' v x g X , existe
T il —> X tal que Z(1) =x p.CE(%)) =3%(1) = x , enton-

ces X esp~divisible para todo p € P' , es decir X es

P'—-divisible.
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(4.2) Proposicién

Sea X grupo abeliano, entonces ﬂl(X) = Hom (SP,X)

y ﬂn(X) =0 para n > 1 .

Demostracién

Bast ob S : = 0 S =0 .
asta observar que b ® ZP y que S, ® SP

Designemos [%] los elementos de SP con % € ZP , donde

suponemos que si p/b p ¢ P, entonces [%1 ®x =

= [%] ® Eﬁi = [Eﬁél Q® % = [a] ® % = [p] ® % =0 . Anadloga-
mente se ve que SP g)sP =0 .
Sea f:SP —>X s8i f e~ o se factoriza a trévés de

Sp X)ZP =0 , entonces f =o , por tanto UV(SP,X) =0 y

m, (X) = Hom(sP,»X)/W(gP;X) = Hom(8p,X) .

(4.3) Corolario

Sea X € LR] X es %b—médulo si y sélo si

TLO(X) = TLI(X) =0 .

Demostracidén

Desde luego si X es ZP—médulo es Zp—contréctil
(I-1.16) vy por tanto no(x) =0 = nl(x) . Si no(x) =0
entonces X es ZP—conexo por arcos (IT1.3.9) vy ﬂl(X) =

= Hom (SP,X) = 0 (proposicién anterior) entonces por la

proposicién (3-2) X es ZP¥m6dulo. <>



203

Tomemos ahora P de forma que P! =~{p} , damos a con-
tinuacién un teorema que nos calcula, para el anillo OF el
primer grupo de homotopia nl(A) = Hom(SP,A) . Sea

PtA ——> A el homomorfismo inducido por el primo p , deno-

temos ﬁn = pPres."P = pn si n=o0 pn = iA . Denotaremos

por Apn = Ker pn son los elementos de A que se anulan por

n
p .

(4-4) Proposicién

Sea A un grupo abeliano y Ap" ={a ¢ Alpna =0} en-

tonces Apnc__>.Apn+1 y lim Apn = AP gsiendo AP el sub-
- ‘
grupo Qe p-torsidén de A .,
Demostracién
Evidentemente ApPe s Ap™tl |y ApPcs AP ademss si
a e AP => existe n tal que pna = 0 ==> a € Apn .
(ver prop. (0-5.3)). <>

(4.5) Proposicidn

sea sP = QP/Z y para z Qp designemos por
[ ]: 0P —> sP  1a proyeccién canénica z —> [z]b, en-—

tonces (sP) =1{[ ——], [ =] e [p -1]} que es
P p

n
un grupo ciclico de orden p , ademids couo sP es un gru-

po de p-torsién 1l1lim C n = sP
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Demostracidn

Recordemos que P : QP ——> 0P es una biyeccién (QP
es p-local) , ademds ZC—>(§)~1ZC_> ...._>(§n)—1Zc__> oP .
Es claro que U (ﬁn)—lz = @P , Notemos que por ser P
biyeccién P" : (ﬁn)_ll ——> Z es un isomorfismo de grupos

fadcilmente se comprende que (pn)—lz/ﬂ es un grupo ciclico

de orden p" , ademds es claro que (pn)—lz/l = (sP)p™ . <>

(4.6) Teorema

Sea X un grupo abeliano.

i) Si X es el mdximo subgrupo 0P~conexo de X e

iX —> X es la inclusidén candnica
iy

Hom(SP,X ) > Hom (SP,X) es un isomorfiswo.
o

ii) S8i XP es el subgrupo de p~torsién de X vy

K XP —> X 1la inclusién canénica
J 3% '
Hom (Sp,Xp) — > Hom (SP,X) es un isomorfismo.
iii) Sea 7P:X —> X el homorfismo canénico inducido

por el prime p , y Ker pn = Xpn es claro que

n-1 n-1

pont: Xp y puedo considerar ‘IS:Xpn —> Xp enton-

ces Hom (SP,X) = 1im Xp" .
o

Demostracidn

i) Es consecuencia del teorema (3.8) 7y de la prop.

(4.2).
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. P
ii) Se debe al hecho que si f € Hom (S ,X))Im fec xP,

iii) Notemos que por el apartado ii) podemos suponer
que X es un grupo de p-torsién, ademds por las proposi-
ciones (4-4) y (4.5) X = lig»Xpn , sP = lig»Cpn , sea
¥ 1la sucesién (Xp“Ct—> Xpn+1)n y € 1la sucesién
(Cpnc___>Cpn+1)n . Entonces los homomorfismos de sucesiones

tienen estructura de grupo de modo natural, definimos:

¥ : Hom (Sp;X) ——> Hom(C,X): ?(f) = (flC n)n
P

Notemos que si s E sP y pns =0 pnfs =q

Y Hom(C;X)

> Hom(sP,X) Y(h ) = 12 h

No es dificil probar que tanto ‘F‘; coro ¥ ° son homomor-
fismos y que V Y= id , ¥ P o= id . Denotémos coﬁ ™
y ¥" 1las sucesiones € y X pero sélo hasta el lugar m.
y Hom (Cm;Xm) denota los homorfismos naturales entre las
sucesiones finitas €" y ¥" , Considere.os el siguiente

diagrama:

Hom(Cm+1,Xm+1) _f£§1;2_> Hom (Cm,xm)

-
fm+1 fm
Hom (€,¥)
' m+1 m = ] |
Donde _?nﬁ&,m_(hi)i=6=(hi)i=0 Yy Pk(hi) = (hi)i=0 s €S

inmediato que ¢ .4 ..fy = fpo» Si ¢,(h;) =0
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¥m ==> hi = 0 ¥i, y para cada sucesién

n ,n .
x, € Hom(€",X¥") +tal que fm+1,m(xm+1) =X, existe
x € Hom(C,¥) de modo que ‘fm(x) = x_ . Entonces

Hom(C,¥) = 1lim Hom(€™,X¥™) (0-5.4). Veamos que el siguiente
diagrama es conmutativo

Hom(Cm+1,Xm+1) M> Hom ((Em,)?m)

F m+1 = & m

\4
Xpm+1 , j) S \;(pm
siendo 9§ (h;)7_ = h ( [ﬁ])
: +1 _ m _ 1
9m'fm+1,m(hi)1:|¥.1.=o _'am(hi)i=o - hm(E;E])
B8,y (0100 = Bob ([E]) = b, (F2]) = b ([A])
m+l* i’ i=o *mt+1 pm+1 m+1 pm+1 m pmq

V4 - n rd .
Ademis teniendo en cuenta que Cp es un grupo ciclico de

orden pn s ¥ que si x € Xpn pn.x = o0 , se sigue que 811

es isomorfismo. Entonces Hom(SP,X) = 1im xp™ .
oz

(4.7) Corolario

ﬂl(Sp) = Hom(sSP,sP) = Jp , siendo Jp el grupo de los

enteros p-4adicos.

Demostracién

Hom (SP,sP) ¥ 1im (sP) p = lim C

i
g
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La primera igualdad es consecuencia del teorema anterior,
la segunda de (4.5) y para la tercera ver Fuchs, cap. II,
Theorem (12,1), Example 2. (Ver también cap. VIII, 43,

Example 3).

(4.8) Corolario

Sea P un conjunto de primos, entonces respecto el

anillo Z, , n;(X) = Hom(S_,X) = Hom( @ sP , X) =

P

] . ] p%P
= 7 Hom(sP,X) = = nfl’(X) .
pf P p? P
Demostracidn

En Fuchs, Theorem (8.4) se prueba que un grupo de

torsidén es suma directa de sus p-componentes y por tanto
— P
SP - ?~ S .
PEF

(4.9) Proposicidn

Sea P un conjunto de primos, entonces respecto al

anillo Z, , nf(X) = Hom(SP,X) es libre de P'-torsién.

Demostracidén

Como iy B Sp es epimorfismo

. o .
Hom(SP,X) 2 Hom(ZP.X) es monomorfismo, Hom(ZP,X) es
ZP—médulo, por tanto es libre de P'-torsidén, entonces

Hom(Sp,X) es libre de P'-torsién por ser subgrupo de un
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libre de p'—-torsidn. <>

Ahora consideraremos el caso particular que P = ¢ ,
en este caso como Zﬁ = @ denominaremos a la homotopia

asociada homotopia racional.
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(IV-5) Homotopfa racional

En este parrafo entenderesios que el anillo R es el
anillo de los racionales @ . Empeizaremos estudiando que

significa ser conexo por arcos.

(5-}) Proposicién
X . es eonexo por arcos si y sblo si X es Z-divisible.

Demostracién

==>-] Es consecuencia de (4.1) prop. para P = g

<==] Sea x & X y consideremos el siguiente diagrama

2
7z > X
;7
7~
i -
-~

v P

Q -
Siendo %(1) =x e i 1la inclusién natural, si X es Z-
divisible es Z-inyectivo y por tanto existe f:0 —> X tal
que f(1) = x , entonces X es conexo por arcos. <>

A continuacidén damos una caracterizacidén de los homomor-

fismos nulohomotopos.

(5.2) Teorema

Sea f:A —— B homomorfismo de grupos abelianos,

T(A) es subgrupo de torsién de A , y B, el miximo sub-



grupo conexo por arcos de B

T(A) < Ker f

Demostracidn

=>]

conmutativo

Por tanto

tal que
- 1 _

<=1

Si

na = o

e

f ~

In f<lInm q1=B .

b

'0 entonces

Im f<B_ .,
o

entonces

f~ o
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. . .
si y sélo si

0 , entonces el siguiente diagrama es

A

i

A®Q

o
il(a) =apl

Si

| -
i1 =
G
v /

a

w "

a £ T(A)

p &

n.

f(a) = G il(a) = qQ ,

2

existe n =1

1

®I’].

Estudiemos el siguiente diagrama, T = T(A)
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De que T(A)c Ker £ =—=> ‘E!f}A/T ——> B tal que

Tp = £ noternos que Im f = Im fc:BO , COmo Bo es cone-
X0 por arcos, por la proposicién anterior Bo es 2Z-divi
sible (inyectivo). A|T es libre de torsidn, por la

prop (II-1.17), i, es monomorfismo como Im fcB, vy

B, es inyectivo, existe F:(A/T) x 0 —> B tal que

=hil

.i1 = f , entonces ?.(p ® IQ).i1 =f y fo~ o

(5.3) Corolario

Si A es de torsi6én o B es tal que B =0 f« o

siy sélo si f = o , en estos casos [A,B] = Hom (A,B).

Demostracidn

Es inmediata, aun sin tener en cuenta el teorema ante-
rior. En el siguiente teorema damos una caracterizacién

AS

de las cofibraciones.

(5:4) Teorema

Sea A ———> X homorfismo de grupos abelianos, i es
cofibracién si y sélo si Ker i< T(A), donde T(A) es el

subgrupo de torsién de A .

Demostracidn

==>'] Sea la siguiente sucesidn exacta corta

0 > T > A >A/T —> 0 , como el functor - ® @

es exacto a derecha obtenemos el siguiente diagrama
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v im1
TQQ

pel v

> &éQ —_—> (A/T)®0 > 0

Coro T @0 =0, entonces p ® 1 es un isomorfismo, ade-

mas por ser (A/T) 1libre de torsién

iI:A/T >(A/Ih$ 0 es monomorfismo, entonces tenemos
que
iy

Ker (A >A ® Q) = Ker ij =ker (p ® 1).i1 =

= Ker (il.p) = Ker p T

Sea el siguiente diagrama

il
A —1 5 Ao
7
i _ =7
v o -7 1y

Por ser A ® Q@ contractil, e i cofibracidén existe

I&: X

ker i < ker il =T .

>A®Q0 tal que El.i = i, entonces

~<==1] Estudiemos el siguiente diagrama

B
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. N . e . .
Sea i = 1.1 1la descomposicién candénica de i en un
. . A .
epimorfismo i y un monomorfismo 1. Supongamos que
fiA ——> B es nulohomotopa, entonces por el teorema ante-

rior T(A)ckKer £ e Im f<B_  , como Ker icTec Ker f

existe un unico f:i(A) ——> B tal que F.f = £ . Saberos
que Im £ = Im fc:B0 s Bo Z~divisible y 1 monomorfismo
entonces existe f:X —> B tal que .1 =F , es claro

que F.i=f¢f ; asf toda f =~ o .se puede extender a través

de i , por tanto i es cofibracién.
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(IV-6) Cubiertas

Para un anillo R definiremos el concepto de cubier-
ta como los homorfismos que elevan de un modo tYnico los
arcos, veremos que para cubiertas y grupos abelianos o-
conexos, el problema de la elevacidén queda determinado
por T, . Finalmente probaremos para anillos R divisi-
bles la existencia de cubierta universal y otras posibles

cubiertas.

(6:.1) Definicién

Sea qiE ——> B homomorfismo de grupos abelianos, di-

remos que q es una cubierta si se verifica

i) E es o-conexo.

> E

ii) Sea un arco a:R —> B , entonces HI&:R

tal que q.% = «.

(6.2) Definicidn

Sea K & |A| direios que K es totalmente desconexo

si Hom(R,K) = 0 . Observeios que esto ocurre si y sélo si

nO(K) =K .

(6-3) Proposicidn

Sea q:E —> B wuna cubiertay F:X @ R —> B una
homotopia, entonces existe una tinica homotopia

o~/ o~/
F: X @R —> E tal que q.F = F .
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Demostracidn

Para cada x € X pode os definir el siguiente arco

F iR —> B : Fx(r) = F(x ® r) entonces por ser q cu-
~s i~
bierta existe un unico F R —>E tal que q.F_=F_.
— ~ ~s
Para x,y € X; Fx+y = Fx + Fy == Fx+y = Fx + Fy v Por lo
que la siguiente aplicacién es bilineal
~ ' ~/
?:X'X R > E : F(x,r) = Fx(r) , v define un tnico homo-
o/ ~/ o~
morfismo F:X ® R ——> E tal que F(x @ r) = Fx(r) R

~
q.?(x ® r) = q.?;(r) = Fx(r) = F(x ® r) entonces q.F=F.
Si existe otro G:X® R —> E tal que q.G =F

~s

~/ ~/
.6 =F _=qF_==>G =F_==>G=F .,

(6.4) Corolario

Si E-3_> B es una cubierta, q es una fibracidn,

(6.5) Proposicién

Sea E -2 > B un homomomorfismo de grupos abelianos

i) Si q es cubierta, K es totaliente disconexo.

ii) Si K +totalmente disconexo, q fibracién y

o , q es una cubierta.

iii) Si K +totalmente disconexo, Ext (R,K) =0 vy

no(E) =0, q es una cubierta.

iv) Si R divisible y q cubierta, Ext (R.K) = 0,
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Demostraciébn

Consideremos la sucesidén Ext asociada a la sucesidn

exacta corta O >K-—2>E -3 >8B >0 v a R
0 —> Hom (R,K) ————> Hom (R,E) ——> Hom (R,B)

P . iy .
Hom(R,B) —=> Ext (R,K) ———> Ext (R,E)

> ...

Si q es una cubierta q, es monomorfismo y por tanto

Hom (R;K) =0 . En el caso que q sea fibracién, q, es
epimorfismo; si ademds Hom (R;K) =0 . q, es isomorfismo

y por tanto q es cubierta. También q, serd isomorfis-

mo cuando Hom (R,K) =0 y Ext (R,K) = 0 . Por éltimo si
R es divisible y “"E es o-conexo, E es también divisi-
ble, entonces Ext (R,F) = 0, si q es cubierta, q, es

epimorfisiio y en este caso Ext (R,K) = 0. <>

En el siguiente teorema la primera parte, se puede de-
wostrar mds fdcilmente teniendo en cuenta‘la sucesién
exacta de los grupos de homotopia de una fibracién, aunque
lo haremos directaiente para poner de manifiesto las pro-

piedades de las cubiertas.

(6-6) Teorema

Sea E —4.5> B una cubierta con nidcleo K

i) La siguiente sucesién es exacta corta, donde
[a] = &p(1)
Qy o

O—-——>‘1T.1E——-—-—>‘1T.1B > K >0

ii) El siguiente diagrama es conmutativo
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q -
0 —> T E ——> T.B K —> 0
1 1 o
A /N
id = id = M
q H
0 —> m,E X s m,B © .k >0
A
donde 1:K —> m K 1(k) = K] kiz —> &k k(1) =k
es isomorfismo .
iii) q*:nn(E) —— nn(B) es isomorfismo para n = 2 ,

Demostracidn

i) Veamos en primer luegar que si a € Hom (S,B) vy

o~ o , entonces ap(l) = o y &p:S —>E tal que
ég.p = &Tﬁ es también hométopo a cero. Para ello, sea el
diagrama:
q
R 1Y
il

v .

R®OR -2 s®Rr-
Si a~ o , existe F:S®R —>B tal que F.i, = & |

1
como q es fibracién (corolario (6-4)), 3 Fi:S @R —> E

tal que q.f =F ,
q.f.il.p =F.i .p = a.p = q(d7p) , entonces
d.Pp = F.il.p

~ ~ ~ .
a.p(1) = F,ll.p(l) = F.11(o) = o , luego
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7| & p:S —> E oﬁ. = a.p

— - _— —_—
G.P.P = Q.Pp = F'il'p ==> Q.p = F.i1 es decir d4.p ~ 0.

Estudiemos la siguiente composiciédn:

Hom: (R,E)

\(): Hom(S,,B) —Ei> Hom (R,B)\‘<

Hom: (R, E) N B P(a) =88 (1) .

Es claro que si a € Hom (S,B), ap(1) € K , reciprocamen-
te si ke K, existe 8tR —> E con (1) =k , q3(1)=o

entonces 3 | G.g: S —> B con q.g.p = q.z , ademis

o~

q.2.p = § , podemos asegurar que ]ﬁlP = K , pensemos en-
tonces en P como un homomorfismo del tipo /1B —>> K ,
como ya hemos probado si a €NB y o= o ==>f(a) =o ,
entonces !"6: TI’B —> K B [—] = 1" .

Ahora veamos que Ker ® = Im Ay

[£] € nE , ©.a.[8] = ® [a.2] = @.5.p(1) = 5.p(1) =0
si [a] € ﬂjB s %[0‘] = d.p(1) =0 =>3] &’T_f):s > E

&.p.p = &.p Ay [ﬁ] = [q.ﬁ]-:[a] ya que

q.8p.p = 9.8 = ap .

Con esto queda probada la exactitud en ﬂlB . Para ver

que q, es monomorfismo, basta observar que si (q.BX ©

& N

¥ = q.2.p2 © seguin hemos visto ya.

ii) Probemos que el siguiente diagrama conmuta salvo

homotopia
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il-(k(-¥) (a) = (i'+k.P)(a) = (@B(1),0a.p), definiios la
siguiente homotopia F:AB x R —> Fq:F(a,r)

= (&Tﬁ(r);(a.p)r). Es inmediato comprobar que esta bien de-
finida y es bilineal, ademds F(a,1) = (i1+kV)(a).,Por tan-
to k.(-¥) x~ i1 , ==> —Yc!il.E = A , recordemos como defi-
nimos A en ii) del teorema (III-1-16), y en (III-3.6)
definimos 3 = A, . En nuestro caso -9 ="C{,.c sea

[a] < %8 -3[a] = ®.c[a] = (8] = [P.a] = [ )] -

= [5%??)] por otra pafte 19[a] = 1[ap(1)] = [&ﬁ(l)l

y -2=1.9 . Si X es un grupo abeliano y x € X , deno-

tamos con x:Z —> X +tal que x(1)

iii) Como q es fibracién, K es totalmente discone-

xo (6.5) entonces K0 subgrupo o-conexo de K es nulo,

- - ; ' - Do
K, =0, por III (3-8) Corolario m, (K, ) T (K) i=1,
es decir K =0 i =1 , Recordando la sucesidén exacta
asociada a una fibracién, queda probado iii). <>

A continuacién damos un teorema de elevacién para cu-
biertas, en la que la condicidén de elevacidén, viene deter-
minada por el grupo fundamental, es similar al correspon-

diente teorema para espacios punteados.
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(6—7) Teorema

Sea Qq!E ——> B una cubierta, Z conexo por arcos
y oa:Z —> B un homomorfismo, entonces existe
~ o o . » .
atZ ——> E tal que q.a = o siy sélo si a*KIZACq*ﬂlE,

ademis si existe es Udnico.

Demostracidn

Desde luego si existe % s a*ﬂlz = q*a*ﬂ12<:q*ﬂ1E .

Supongamos ahora que a*ﬂlzc:q*ﬂlE , sea el siguiente dia-

grama
Hom(R,2Z) ———> Ho: (R,B) ———> Hom (R,E)
94 9
A @ _ - > F

Como Z , es conexo por arcos q; s un epimorfismo, veamos

que qlJ“.a* es compatible con a; - Sea o:R —> z con
0(1) = o entonces 3] o:S > Z S.p =0 ,
ae|o| = |a.T] € a*ﬁIZc:q*ﬂlE , entonces ¥: S —> E

|a.3] = |gq.2| , por i) del teorema anterior.

. ~ = -

qq-~eay (o) = avo(1) = a.6.p(1) = ©]a.5] =6 |a.z| =
= d.z.p(1) =3p(1) =o .

Por tanto, es compatible y existe 6:Z —> E ,
alz) = 5?52(1) siendo o iR —> Z GZ(I) = z ., Es claro
que q.a(z) = a.Gz(l) = qz . Unicidad: Si B,&EZ ——> E

tal que gf qgf= & , sea z € Z y O:R —>17Z +tal que
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c(1)
B(z) = B.o(1) =0c(1) =0(z) , para todo z =—> g =1( .

i

z , qPoc = q(d ==> B0 = ¢ vy por tanto

<>
(6.8) Definicidn
Una cubierta q:E —> B diremos que es universal si
ﬂlE = 0 , Notemos que como consecuencia del teorema ante-

rior, si B +tiene una cubierta universal, esta es tunica
salvo isomorfismo, en este sentido podemos hablar de la cu-

bierta universal de B .,

(6.9) Teorema

Para R divisible, todo grupo abeliano B tiene cu-

od
bierta universal q:B —> B..

Demostracién

Si demostramos que existe, cubierta universal del sub-
grupo o—-conexo de B , esta cubierta es tawrbién cubierta
universal para B . Supondremos sin ninguna restriccién

que B es o-conexo. Estudiemos el siguiente diagrama:
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H(s,B) —>=—> Hom(S,B) P B
s 1
v % \"2 Yv
N (s,B) X1 5 Hom(rR,B) —2 > B
= ay = q
\4 \
0 > B 1 >

siendo i 1la inclusidén natural, P;Q proyecciones natura-
les donde hemos definido B = Coker p¥.i , I y gq estéan
definidas de modo natural. Por el lema de los (3 x 3) (ver
Fuchs lema (2.4)) 1la sucesién

0 —> ﬂlB —>B -4 > B —> 0 es exacta.

Por definicign de homomorfismo nulohométopo
Hom(S QDR;B) ——il—+>> N(s,B) es un epimorfismo; Hom(S@R;B)
es contridctil y por tanto divisible, entonces también
UV(S;B) es divisible. Por tanto la sucesién exacta corta
de la primera fila es escindida y P admite seccién. Vea-

mos que T.B es totalmente disconexo:

1
Sea B:R —> ﬂlB , como P admite seccién; existe
{ :R —> Hom(S;B) tal que P.J = § . Recordemos el isomor-
fismo Y : Hom(R;BS) ——> Hom(S ® R;B) ; vy para r € R sea

fr(s) = s.r . El siguiente diagrama
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S > B
i _ 13
N
v
SGR 1 X0 . sS®R

es conmutativo.

0. (18g,) .4, (s) =7F. (1p,) (s01) =7¥(sor) =¥ (r)(s)

Luego Im ¢ <MS,B) => B =P =0

Sabemos que q; es una fibracidn, por proposicién
IT-4,5 q es fibracién, ademis B es o-conexo, entonces
por ii) de la prop. (6,5) q es una cubierta. Finalmen-

te, veamos que T,B = 0 . Por i) del teorema (6.6) 1la

siguiente sucesibén es exacta corta

~
>, B ——> T_B > 7B

0 1 1B 1

> 0

Sea ©o:R

> B y busquemos una elevacién de ¢ a

través de q; , denotemos por £:R®@R >R el produc-
to e(r®s) =r.s vy VAR Hom(R @)R;B) _— Hom(R,BR) la
adjuncién (sin permutar), o©.€:R @ R —> B sea

W(c.€): R —> B" . Veamos que y (c.€e) es una elevacidn

de o a través de d; -

qy.q(o.e)(r) = Q(G.S)(r)v(l) = o.e(r ® 1) = o(r)
n(o.€)(1)(r)

c.c(1 ® r) = o(r) => p(c.e)(1) =0

Sea o S —> B , entonces &Tb =Qq(a.p.€)

ap(1) = Q?(G-P-E)(l) = Q(a.p) = Q.p¥.a = IP(a) = T[a]
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De donde deducimos que ®[a] = [a] , es decir © = id.
~
Como la sucesién anterior es exacta entonces nlB = 0,

<>

La siguiente propiedad justifica el nombre de cubierta

universal.

(6.10) Proposicién

Sea B ¢ lfu Y supongarmos que B +tenga cubierta uni-

~ )
versal B —d-> B s, v sea E > B otra cubierta enton-

ces existe un dnico q:B —> E tal que §.m = q . Ademas
nB = Q “ierta y epimorfismo. (B es cubierta universal de
E).

Demostracidn

~ o~ [ad

Como q*nchrn*nlE ya que nlB =0 , v ROB =0
existe un tnico q:B ——> E verificando 7.3 = q (por el
teorema (6.7). Probemos que § es cubierta:

Sea ¥ :R —> E , T,3:R —>B y q cubierta, existe
~— o~ o~ ‘ — O~ A~
m.Z: R >B tal que q.m.T =T.% , ®.q.TM.2 = q.T, 2 =
= MN&, por ser T cubierta =—> a.ﬁ§ =€ , luego & tiene
una elevacién,si z tuviera dos elevaciones 0B o = a=-p
verifica que G.o0 = o , entonces In ocKer gckKer q , como
Ker q es totalmente disconexo por ser q cubierta, o¢ = o
y & =8 . Debido a que E es conexo por arcos q es epi-

morfismo. <>
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El siguiente teorema da una clasificacién de las cu-

biertas para grupos abelianos que tengan cubierta univer-

sal.

(6. 1i1) Teorema

Sea B € LQ] y supongamos que B +tiene cubierta uni-

r~
versal q:B

> B , entonces existe una correspondencia

biunivoca entre cocientes totalmente disconexos de nlB

y cubiertas de B . Notemos que por i) del teorema (6.6)

S ~
podemos considerar I:N.B ——> K<» B como niicleo de g

1
La correspondencia, utilizando las notaciones del parrafo

(ITI-3) viene definida del siguiente modo:

Déda una sucesidn exacta corta

0 > F > m,B A

siendo D totalmente disconexo, le hacemos corresponder

>D >0

- ; -
> B , ademas nlsﬂ =F

. = Coker ;# :QM

Demostracidn:

Sea el siguiente diagrama
F—a > nlB — M >D
id I lI/L

v -

l !
B > B
A
v A\
B > B

O«
\Y
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Dados los homomorfismos Moe I ; hemos construido el cua-
drado cocartesiano inducido, como q.I = o = o.M , podemos
considerar T = ovq , %M = ker m ., Por ser q fibracién vy
q= m.j 7m es fibracién (II—4.5); M es epimorfismo ya
que lo es M (0-3.2) , entonces EM es o-conexo, ademas
D es totalmente discontinuo entonces T es una cubierta
(ii-prop. (6.5)). Ahora bien, por la proposicién anterior

M es una cubierta, y por i) del teorema (6,6) ,

9:n1B > F es un isomorfismo.
Reciprocamente, para una cubierta T7T:!E —> B , por la
» -, . . . . - —— [+4
proposicidén anterior, existe un epimorfismo q:B —> E

siendo conmutativo el triangulo:

n,B ——7M———>> ker T

1

E |

R : v

B —3 __>> E
q =

v T

B &

—y

q induce de modo natural un epimorfismo /L:nlB >> ker T

y como T es una cubierta Ker T es totalmente disconti-
nuo., (i) de prop (6+5)). Notemos que el cuadrado del dia-
grama anterior es cocartesiano, que junto con la condicidn

de que IF‘= Ker 1 , nos denuestra que las correspondencias

anteriores son inversas. <>



El siguiente teorema nos dice
E-2>B y un homomorfismo f:B!

cubierta sobre B! .,

(6:12) Teorena

Sea TM!E ——> B una cubierta
sea T':E! > B' 1la fibracién
homomorfismo f:B! >B ,

con nicleo K
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como una cubierta

——> B nos induce una

con nidcleo K —2—> E y
inducida a través de un

=221 S E (ver

parrafo (II-6) y (0-3.6)), denotemos por E! la compo-
nente o-conexa del neutro y K, = Im(o ~ i) N E! . Enton-
ces
i) né = n'/Eé : Eé > B! es una cubierta con nid-
cleo K .
o
1 1 1 1 E £ ! == = T = 1 y
ii) Ssi nO(B) 0 =mnB >K, =0 y E EOGaK
iii) Si (f*nlB') + n*nlE) =n.B vy T B! = O entonces
EY =EY .
o
Demostracidén
i) Por (6.4), T es fibracidn y por (II-4-7) ,
T':E? > B' es fibracién, si g:M —> B! es un homo-

morfismo con M

como M es o-conexo Im h < Eé ,

a través de
T

—2 - B

una elevacién de g

1 1
EO Yy por tanto EO

contrdctil y h:M —-> E!

tal que 7!',h=g,
de donde deducimos que
n' , tiene su rango en

es una fibracién, su nd-
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cleo es ker n'AE! , es decir Im (o~i) N El =K  , como
K es totalmente disconexo, K_ también lo es y por ii)

de la proposicién (6,5) n! es una cubierta.

> E' 1la inclusién, canénica. Si

RO(B') = Q = RIB' , B! —id . g es la cubierta univer-

ii) Sea I:E!
o .

sal de B' , segiin i) del teorema (1.6) 1la siguiente su-

cesién es exacta

0 —> 71 E! > N,B! ——>K —m>0
170 1 o
como T,B' =0, se deduce que ﬂlEé =0 y K, =0, ade-
més “é‘Eé > B! es también cubierta universal, enton-

. . -1 .
ces T! es un isomorfismo y I.(ﬂé) una seccién de W',

en consecuencia la sucesidn exacta corta

T !

0 > K 221 5 g > B! e——> 0

es escindida , y E' = K® B! =K & El .

iii) Consideremos el siguiente morfismo entre cubiertas

Et £f.1 > E
(0]

it = T
v v
B! £ > B

Segin las naturalidades expresadas en (III-3.6) y en
ii) de (6:6) el siguiente diagrama es conmutativo (j es

una inclusién)
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0 0
n,E! (f‘I)*‘ > TL,E
170 1

(n!)y T
v f* v
1
TLIB > TLIB
, 5 _ )
v . v
K, J > K
\’/ Vv
0 0

Las sucesiones verticales son exactas por ((i)-(6,6)).
Veamos que © .f, es epimorfismo; si xe K I yemnB
tal que © (y) =x y = fyz + Teu y
(y) =% fy, z + my u = fyz =x . Entonces j es tam-
bien epimorfismo;ien“este caso isomorfisio, asi podemos
poﬁér que K< Eé . Veamos que E'C.Eé . Sea x £ E!
n'x € B! , como B' es o-conexo, ﬂé es epimorfismo y
existe y € Eé tal que T'y = T'x , entonces x = y+x-y

con y € Eé y X-y € Kc:Eé , por tanto x € Eé <>
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