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INTRODUCCION

l.- En el verano de 1.975 A.Joyal me propuso desarrollar
una teorfa constructiva de la dimensibn de anillos.Este tra
bajo recoge la mayor parte (la que puede ser sistemdticamen
te expuesta) de los resultados obtenidos hasta ahora en es-
te campo.Las ideas generales importantes son de A. Joyal, -
gquien ha tenido la amabilidad de dejar para mi el trabajo de
desarrollarlas.Sus orientaciones y ayudas,asi{ como la cola-
boracibn de A. Kock,han sido absolutamente imprescindibles.

Ademés de mi director J.L. Viviente,otros matemiticos -
que me han ayudado en diversos aspectos en esta terea han -
sido I. Sols,J.Meseguer,A. Bastiani,G.M. Kelly y Cede Mul—-
veye

En la hora de los agradecimientos no puedo olvidar a mi
padre y a mi profesor de Bachillerato Superior y Preuniver-
sitario D. José Estevan Ciriquién,que son las primeras per-
sonas que me han hablado de matemlticas con entusiasmo y -

rigor.

B. Russell dijo que un libro tiene que ser inteligible
o correcto,siendo imposible combinar ambas cosas.lMe gusta--
r{a haber escrito un trabajo inteligible para quien se inte
rese en su lectura pueda descubrir sus incorrecclones.



2+~ En esta memoria todos los anillos son conmutativos
Yy unitarios y los homomorfismos entre ellos conservan la -
unidad;asi mismo todos los retfculos son distributivos con
Oy 1y los morfismos entre ellos conservan el cero y el -
uno.

El objetivo del trabajo es iniciar una teoria cons-
tructiva de la dimensidén de anillos (Capitulo III),para lo
cual es necesario disponer de una teorfa anldloga para reti-
culos (Capitulo II) y ésta a su vez se apoya en la dimensibn
de conjuntos ordenados (Capitulo I).La reduccibn del proble
ma de anillos a reticulos se hace mediante la nocibén de es-
pectro y el paso de reticulos a conjuntos ordenados se basa
en la dualidad de Birkhoff-Stone,

Entendemos por &lgebra constructiva la parte del -
&dlgebra que se puede desarrollar sin utilizar la regla de -
tercio excluso,el axioma de eleccibdn y el teorema del ideal
primo.

La ausencia de este teorema nos impide asegurar la
existencia de suficientes ideales primos en un anillo,con -
lo que pierde valar constructivo gran parte del &lgebra con
mutativa clésica.En particular,hay que reformular la nocibn
de espectro primo de un anillo de manera constructiva.A. Jo
yal hizo esto en el verano de 1.975,su conferencia {1¢] es -
de hecho el punto de partida de esta memoria,que no es sino
el desarrollo y ampliacidén de las ideas que sobre el tema -
comunicd Joyal al autor en una conversacidn sostenida en -
aquellas fechas.Siguiendo a Joyal,definimos el espectro pri
mo de un anillo A como un cierto reticulo universal D(A) =
(Definicibén IIT.2.15) y el espectro booleano como el Algebra
de Boole libre B(A) sobre D(A) (Definicibn III.2.29).En la
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situacibn c¢lésica,D(A) es el retfculo dual del formado por
los abiertos casi-compactos del espacio topoldgico Spec(A)
con la topologfia de Zariski y B(A) se corresponde anfloga--
mente con la topologia constructible (7[1] v [11]).1la rela-
cibdn entre ambos espectros (Teorema III.3.3%2) se establece
a través de los anillos regulares (Definiciones III.1.1 y 7)
- los llamados absolutamente planos en [4) y[24] -.Se estu-
dian estos anillos construyendo comoedimite filtrante el =
anillo regular R libre sobre un anillo A (Teorema III.1.8)
y demostrando que el espectro primo de R es el espectro boo
leano de A (Teoremas II1I.2.18 y 38).

El espectro primo D(A) de un anillo A se define de
forma que aparece una biyeccibn mondtona entre los ideales
primos de A y los filtros primos de D(4A),de manera que la -
dimensidén (en el sentido de Krull) de A es la dimensibn ani
loga de D(A).E1l Capitulo III termina caracterizando (Teore-
ma III.3.2) los anillos de dimensibén O - entre ellos los re
gulares y las K-Algebras - y probando (Teoremas III.3.6 y 9)
que Z y K{X)] tienen dimensién 1.

Estos teoremas requieren el conocimiento de los es-
pectros de los anillos considerados para aplicar después a
dichos reticulos la teorfa de la dimensidn expuesta en el -
Capftulo II.E1l estudio de los reticulos equivale clésicamen
te al de los conjuntos ordenados en virtud de la dualidad -
de Birkhoff-Stone.Pero en la situacibén constructiva,la ausen
cia del teorema del ideal primo nos impide disponer de la -
dualidad,salvo en su restriccidn a conjuntos finitos ¥y reti
culos de presentacidén finita.Esto remite el problema,siquige
ra sea parcialmente,a conjuntos ordenados.En el Capfitulo I
se define 1la dimensibn de un conjunto ordenado (Definicibn
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I.3.1) a través de cadenas de elementos para después carac-
terizar el concepto de manera categbrica a través del obje-
to simplicial asociado (Teorema I.3.2) y finalmente,en el -
caso finito,dar una nueva caracterizacibén en funcidn de sub
conjuntos especiales (Teoremas I.3.4 y 5).La caracterizacibn
categbrica es Gtil para,dualizéndola,poder definir de mane-
ra general la dimensibén de un retfculo (Definicidén II.3.6).

Esta definicidn necesita que previamente se haya construido
(Teorema II.3.1 con el apoyo de los resultados sobre objetos
simpliciales dados en el Capitulo I) el objeto cosimplicial
asociado al reticulo,pues la dualidad sblo nos proporciona

este objeto,a partir del simplicial asociado al conjunto or
denado,en el caso finito.Pero una definicibn categbrica es

poco manejable,asi que se precisa caracterizar la dimensidbn
de un reticulo a través de sus elementos.,Utilizando la dua-
lidad de Birkhoff-Stone,elementos del &lgebra de Boole li-—-
bre B engendrada por un reticulo D se corresponden con sub-
conjuntos del conjunto ordenado X asociado a D,elementos de
D lo hacen con secciones superiores de X (Definicibén I.2.11)
siendo las secciones inferiores los complementos en B de =~
los elementos de D.Estos subconjuntos especiales de X son -
los que intervienen en la caracterizacibén de su dimensibén -
antes mencionada.la dualidad permite pues expresar via ele-
mentos la dimensién de un retfculo de presentacibdn finita -
(Teoremas II.3.7 y 8) sin més que copiar la versibén via sub
conjuntos de la dimensidn de un conjunto ordenado finito.El
paso siguiente,suprimir la restriceidn finita (Teoremas ITI.

3,19 y 20) se logra descomponiendo el teorema restringido -~
en una cadena de equivalencias (Corolario IT.%.14) enuncia-
das en términos de conceptos invariantes por colimites fil-
trantes,y considerando que cada reticulo es un colimite fil.
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trante de reticulos de presentacibn finita.

A lo largo del trabajo se manejan subconjuntos,sec-
ciones de un conjunto ordenado,ideales y filtros primos de
un reticulo e ideales de un anillo.la ausencia de la regla
de tercio excluso debilita nuestra teoria de conjuntos en -
el sentido que no todo subconjunto tiene complementario sal
vo que el conjunto total sea finito.Sb6lo son complementados
aquellos subconjuntos para los cuales existe un método fini
to que decida si un elemento est& o no en el subconjunto,es
decir,si se puede definir su aplicacidn caracteristica dan-
do un proceso finito para obtener la imagen de cada elemen-
to.En el tratamiento que se hace en la memoria de conjuntos
ordenados,reticulos y anillos,se centra la atencibn en los
subconjuntos complementados caracterizando sus aplicaciones
caracteristicas (Proposiciones II.1.9,IL2.,1 y III.2.2) ¥ -
usando en la exposicidn estas aplicaciones mhs que los pro-
pios subconjuntos.En particular,en el Capitulo II,éE,se ex-
pone en estos términos el caso finito de la dualidad de Bir
khoff-Stone y en el Capitulo III,§2,se demuestran las pro--
piedades bAsicas de los ideales primos de un anillo en fun-
cibn de sus aplicaciones caracteristicas que llamamos,siguien
do a A. Joyal,nociones de cero.La demostracibén (Teorema III.
3,9) de que dimK[i]=l utiliza que lls tiene complemento en
D(K{X1),condicién que nos permite (Lema III.3.7) trabajar -
en el retfculo con elementos x£l.En conexibn con este tema
decimos que un conjunto A es discreto si existe un algorit-
mo finito para decidir la igualdad en A,es decir,si el sub-
conjunto diagonal de AxA tiene complementario.Se demuestra
en la memoria (Teorema II.1l.2) que el Algebra de Boole B 1i
bre sobre un ret{iculo D es discreta si y sblo si lo es BP.~
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3,~ E1 &lgebra constructiva puede desarrollarse en el -
marco axiombtico de la teorfa de topos elementales [52) de la
que expondremos un bosquejo histbdrico que justifique su elec
cibn como contexto de este trabajo.la memoria,que se desarro
1la en un lenguaje exclusivamente conjuntista con las res—-
tricciones ya mencionadas,no utiliza conceptos de la teoria
de topos elementales,pero estas categorias estan en el ori-
gen del trabajo y en su desarrollo futuro.

La nocidn de topo elemental fue elaborada durante -
el curso 1.969-70 por F.W.,Lawvere y M.fierney,que la dieron
a conocer durante los afios 1.970 3y 1,971 en diversas confe-
rencias,por ejemplo 18] y[29) .Ios antecedentes del concepto
eran de una parte la caracterizacibdn categbdrica elemental -
de la categoria de mbdulos [?]) ,que indujo a Lawvere a hacer
lo propio con la categoria de conjuntos [\¥);de otra el teo-
rema de Giraud que caracteriza categdbricamente los topos de
Grothendieck (4] .Un topo elemental es una categorfa E que -
verifica los axiomas

(1) E tiene limites finitos
(2) E es cartesiana cerrada
(3) E tiene clasificador de subobjetos.

En particular,es una categoria exacta (3) y regular [23],con-
ceptos éstos que fueron intermedios en la elaboracibn de -
la nocibébn de topo elemental.,El axioma clave.- para trabajar
en &1 se juntaron Lawvere y Tierney - es el tercero,que sig
nifica la existencia de un objeto IZ ¥y un morfismo t:1— L)L
tales que cada subobjeto B de un objeto A tiene un morfismo
caracteristico Ef:A—~9.fl,es decir hay un producto fibrado



B—mm>1

L, L

A —— ()

En el caso clésico de los conjuntos es.JZ:E:{o,lj v t(@)=1,

siendo ¢la aplicacidn caracteristica de B.En un topo elemen

tal,2 es el coproducto lu 1 del objeto final con si mismo y

no se tiene en general un isomorfismo £2=2,sino simplemente

un morfismo 2 —>» 2 candnico.lLos subconjuntos complementa-~

dos son aquellos B e=A cuyo morfismo caracteristico factori
za a través de 2.

La relacibn entre los topos elementales y la axiomd
tica de conjuntos fue establecida entre otros por Osius en
[27) y [2€] ,elaborando un lenguaje interno de tipo conjun—-
tista interpretable en cada topo elemental de manera que to
dos los teoremas del célculo proposicional intuicionista =
son universalmente vAlidos.Si un topo elemental verifica el
axioma de infinito (existencia de nfimeros naturales) B.Lesa
ffre ha probado en Q1] que sobre tal topo se puede desarro
llar el &lgebra elemental.Resulta pues que si a la catego--
rfa de conjuntos clésica le suprimimos el principio de ter-
cio excluso y el axioma de eleccidn resulta un topo elemen-~
tal con axioma de infinito,que llamaremos topo de conjuntos,
sobre el que se puede elaborar el &lgebra constructiva obje
to de esta memoria.

Los topos de conjuntos presentan frente a la catego
ria de conjuntos clésica la ventaja de tener mis modelos.Un
teorema algebriico demostrado constructivamente puede ser -
interpretado sobre un modelo concreto de topo de conjuntos
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- por ejemplo un cierto topo de haces = dando lugar a un teo
rema en el modelo - un teorema de haces - como puede verse
en (23) .En este sentido es previsible que una adecuada inter
pretacibén de la demostracidn constructiva dada en esta memo
ria de la férmula dimK{X)=1 proporcione una prueba de que -
dimR(X]:l si R es un anillo regular.Tal prueba es necesaria
para llegar a la demostracidn constructiva de la férmula [29]
dimA+l £ dimAlX) € 2dimA+l para un anillo arbitrario A.Este
es el objetivo de los trabajos que continuarén esta memoria,

Zaragoza,Abril 1,978



CATZTTUIO T

CONJUNTOS  ORDETIADOSL

Este primer capitulo se dedica al estudio de la dimen--
sibn de un conjunto ordenado en términos del objeto simpli-
cial asociado.Comenzamos en $1 con la construccidn del obje
to simplicial asociado 2 una cate-oria interna,elaborada en
tres etapss a través de los conceptos de crafo interno y -
erafo interno multiplicativo.ﬁnw?Q se caracterizan los con-
juntos ordenados como caso narticular de categorias internas
v se estudian subconjuntos imnortantes de un conjunto orde-
nado en relacidn con el objeto simplicial asociado.Finalmen
te,en §%,se aborda el tema de la dimensidn.

él. Catesorias internas y objetos simpliciales.-

‘Durante todo este apartado trabajaremos en una catego--
rfa E con limites finitos.®l concento de catesoria interna
que desarrollaremos es el de (32) y QYY .on [12] se defi--
nen los grafos y las catesorias pequefias como internos en
B=HSet,siendo éste el ejemplo bAsico aue se internaliza en -
una catesoria arbitraria con limites finitos.

Grafos internos

-t
=

Definicidn I.l.l.- Un grafo interno & en

I

&
(o}
]

(i) un objeto de objetos L

0
(ii) un objeto de morfismos E

A
.

1
(iii) un morfismo dominio dl.gr—+i3
(iv) un morfismo codominio d :E,— I



|
N
I

Se representa I mediante el diagraua

2

L
e
I —
%
™
1
a
1 do
o 1 0
O O

Definicidn I.l.2.- Un morfismo de nrafos internos f:5— 1 es

(i) un morfismo de objetos'fO:EO————aF

(ii) un morfismo de morfismos fl:El————~9F1

@]

tales que sea conmutativo el diagranma

»
=
v

Diremos que f es el morfismo (fo,fl).
Con la identidad idw=(idE ,idE ) v la composicidn -
]
o) 1

gfs(gofo,glfl) se obtiene la catesoria Gra(X) de los grafos

internos de E.

Definicidn I.le3.— E1 producto n-fibrado de un grafo inter-

no E es la solucidn universal de la construcecidn



jas]

D D
© Py Ph-1 n

d1P;=dgPs 1
1€ign

C I

Ll V//El P gl
a2>g? dq d;\LFp//él
- O - O

£1 producto n-fibrado de I existe (I tiene limites fini

tos) v es finico salvo isomorfismos.

%1 producto 1-fibrado de E es el producto fibrado habi-

Pl Q21— 2
D(/ \pl / \
d \\3 d A\\\$ k///A

o} = 1 1
o)

Lema L1.4.- 3ea ® un grafo interno en E.Existe un producto
fibrado

Fa
d%//’ o
Py P
N
5

Demostracibén : Por la propiedad universal de Py (ver diazra

ma arriba)

Ald, m gpodoﬂ)l ) Haym 3

P1d,=Pp

Podz=P,

pld =Py



i1 cuadrado es,pues,conmutativo:p d

Sean morfismos fo,f ~——>Pl tales que DOLO=plf7.Loy -
morfismos (A——_§hl> o=P fB"l"Dl %= =p L, 7 m5=py T verifican
d15y=dyP1f3=d P T3=d 7, }

D137y
luezo 3‘@:)‘{-——-)?2“1

d =d p f =d & i=0,1,2

Tr=ﬂ 3 R
172 lpl o oo 0 To-l
Este morfismo o verifica

d =0

g=%1=P, f
17751 luero doq=f
D d 02=P == le

o
Andlosamente se prueba aque dangg.Por 01timo (unicidad de =)
si un morfismo f:X-——>P2 verifica dof=fo y d5f=f5,entonces
= dmfzb =00 =T 3
Pof=p dxf=p =2 =D .8
"=p d f=0 f =c.=p.g luego f=g
P T=pd T=p L=y =Dyt -

Ppf=pyd =Dy T =Ro=P8 4

Proposicidén I.1.5.- Sea & pgrafo interno en E.uxiste una su-

cesibn . . . .
0 O vy 0 4O o
R Pn'___—_,) Pn_l LR LA * 132 ‘Pl - ).ul . . ;.'.10
Cnel dz 4y &4
tal que cada diagrama .

es un producto fibrado.

Demostracibn: i
0 .
0 E ; rrafo interno E.
E,—33E, es el grafo

dq



da P
0 1
(Py——3 & )=(P;——3%;) es el producto fibrado de 7.

d P
d2 o)
?é:%::j;ﬁl son los morfismos del lema I.l.,4.Luezo los dos =
Az primeros cuadrados son,en efecto,productos fibra
dos.

Definicibn de d P2 P T
finicidn de d,dy 4P 3% 1,125

p;d =D Psd, =D,
ivo7Fi 1 1 kel 71
A am ' , 3 a,,,m :
0x1ighk-1 ; oL£ig k-1
(Para k=2,se recupera la definicibdn de d ¥ ,5 dada en el -

lema I.1. 9 Ya que,para cada o £ig k+2,k» %,s¢ tiene

pidodk+1=pi+ldk+1=pi+1

p;dyd =p;d =Py

d Kl

es decir, n d dk+l o

1+l
resulta el diarrama conmutativo d d +1~dkdO.Para ver que es

producto fibrado se repite (modificando sélamente los indi-

ces) la demostracidn del lema I.l.ﬂwﬁh

Teorema I1I.,l.6.- Para cada nﬁ»l,(Ph;pO,u.n,pn) es el produc-
to fibrado de un grafo interno I si y sblo si existe unz su

cesibn
d "
3 NI P o o, %o, fo,,
ol 3 Tn-1 2 > =] > 1 > o
n+l d5 a2 ol

t
m
’_J
e
o
o]
(@]
Q
Q.
]
'o?
}_!
jab]
H
JO)
=
QO
fo¥
jary
-+~
N(l\
A
¢ O
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es un producto fibrado y

2% n+1l
_ L _ N\ :
pl”do...... dodi+2 dn+l“d2 ...... dn—-i+1do“ 7., do,o< i€n
n
pp=dgdy, .. 4

Demostracidn : "S6lo si",la sucesibdn es la de la proposicidm
anterior,que verifica (ver definicidn de d, ¥ d,.)
-

Po=Podn417Potndne1 ™ Fpdn e = (B 1‘““5“*“1>
=dpdz weveaGpyy s
= | ap A d = eeempid S.a (P, —i,%)
Pn™Pn_1%07Pn-n%% 0= =P Mg “o= i3 1
o
=d .%..d,
y si o< i<n 5
= =7 — Ji ~ —l.‘*\
P3=P3dp, 1= TPy, 00 Ay = Py > g
=pi"’1dodi+2 LR, d—n.’.l: e do l /
- L ; “i=l
s =T dgdy o Ay Fi-1
o bilen b
S 0
= = 4 ee s . = . .—-___.....___...é
Pj D1—1do podo do Pp-i E1
< = d_ -
“Podp_ia1dor T do= e n-;+1l ///,/’//2
=4 da a %4 P Po
Tt T2t Yn-iglto T 0f n-i-1
"3i",Procederemos por induccidn.snl caso n=l es claro.su
pongarnos que (P, 13D s.0sf l) con ay
[P~ R— ] )
Po podn+l Py — "n-1
: dn+l
P3=P;dy15P; 14500<1i<n \\\N z///
pj = pi

pnzpn—ldo By



es el producto (n-1)-fibrado de I.intonces (Pn;po,"ugpn) es
el producto n-fibrado de E.En efecto
(1) dlpizdlpi_ldo=(p0r la hipbtesis inductiva)
=dopi-2do=dopi-—1’ si 2%¥ign, ¥
dlplzalpldn+l=<por la hipbtesis inductiva)

=400 %n41=%P0

dqf,=d fi 5
(ii) Sean morfismos f X —>5,,0 €ig¢n tales que oo
- 1€i¢n
la sucesidn de productos fibrados
, ds d,
p 04l e e P 2 5P —
n n-1 2 1 1
d_ 3 ‘ o
ol aoj dol dol lao
P —s P C e > B >
Fn-1 “n-2 - st 0T Pl 4 1 g o
dn 2 1

nos da por composicidn un producto fibrado

D
- Q S !
Pn 4 L1
P s
n—1 7 7o
dlpo

Por otra parte,aplicando la hipdtesis inductiva a los moxfis

resulta que

mos fl"”"fn

1 . " -
glfl:X-——ePnulm pif”=fi4l,o&3.$n~1 ¥ se tiene

1
d f =d;fi=d1p T



Por tanto,en el producto fibrado anterior

- _ .
NE:X—>P mp £=f ,d f=".

Lste morfismo f verifica pif=f para o0& 1& n.:n efecto : si

i
i=o,ver la definicibn de £ y si o<ig¢ n,p.f=n, .d _f=n. Fary
: S AR T Rl S KN §
Para ver la unicidad de f,sunontamos un morfismo -

09

:X —» P tal que p.a=f;,0¢ ig n.Serd g=f si (definicibn de
1 - P | . a .
oc=f",y esto (definicidn de T ) se verifica si es -

€

£) dg

pid0g=fi+l,oéj_snrl.Pero,siendo o<ig&n-1,se tiene

luemo f==.
2 D #

Desde ahora,la sucesidn de nroductos fibrados asocieda

a un grafo interno % se escribird en la forma

d d d
ey — 22— o Q05— O 3+
mlg R Py T
N+l 2 1
Es decir,para 12 2,mi=£i_1.
Teorema I.l.7.- Dado un morfismo de grafos internos -

f:E—>F éxisten,para cada nY o,morfismos fn:En———)Fn tales
que connutan los diagramas

d do
; —2 s ®

n
3 f
n n+1 n (ny o)
7



~

vemostracidn : Se definen los £ por induccidn.is f=(10,fl)

sezfin le definicidn de f.Y una vez definido f  se define -

tnel

en el producto fibrado sizuiente :

:‘P i =1 IS = " ﬂ
dnfndo “n—ldnao fn—l“odn+l d“oln“m»l
Fool—T, asi que
dy SR do*n-\-l:InQO
n+l
oy - o —f
Tn-1 dn+1*n+l“£ndn+l

En los teoremas I.1.6 y I.1.7 se observa una cierta na-
turaleza functorial en la construccidn que asocia 2 cads -

grafo interno It de & una sucesidn de nroductos fibrados.Va-

mos a concretar este carécter fuanctorial.

Sea pla catezoria simplicial (usaremos las notaciones -
de [2V) ) v seady la subcatezoria de que tiene como objetos
D

~

los ordinales positivos (sin o) y cuvos morfisnos son los -

enzendrados por

n
donde las aplicacilones éo,sn:[ﬁa—u—atn+i] estén definides
por 5O(i)=i+l v ££(i)=i (0 €ign-1) y verifican las rela-—-

- 5n+1 §, (nyD)

Tos teoremas L.1.6 v I.1.7 definen un functor

A

5:Gra(i) ——>E 8

ciones Sgsn



-] O=-

gue asocia a cada grafo interno £ de & el functor

a1

definido por

p_)E.A.S‘p-———}_J__:.

d
O bl O )
S;ﬁ[n] =59 s SE([n+) z "3 [n) ):(_;n““"—"d e ﬂ’n—l)
n n

(las relzaciones ébgﬁ:§n+léo se corresponden con las

dndozdodn+l).Para cada morfismo de mrafos internos f:T——2>0,
3f es la transformscibn natural {f B —— -nz»o} del teo-
rema L.1.7.

Por otra parte se tiene un evidente functor

op
>

B:E © —— Gra (E)

gue asocia a cada functor E:AKOP-—~>E el grafo interno de E
e = =

imagen por ® del grafo interno
<_§é_ op

Corolario I.1.8.~ Tos functores B y 5 verifican

(i) B3=Id
(ii) B es adjunto a izquierda de S

Demostracidbn (i) es inmediato,
(ii) Sean

op
E:ﬂﬁg ——F y F grafo interno en E.Se observa en la demos-
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tracibn del teorema I.1.7 que la definicibn de los fi(isz)

depende de la existencia de productos fibrados Gnicamente -
en 3F,asi que se tiene la biyeccidn

BE~——>F

que define la adjuncién B —] 3 (notacibdn de f13) ).

Grafos internos multiplicativos

Definicidn I.1.9.-~ Una composicidn en un =rafo interno = de

E es un morfismo dl:EQ——~9E1 aue hace conmutativo el dia=rama

E. < S, —3Ey
dl dl do
& i) - &

0 dl 1 do o

De esta definicidn y del teorema I.l.6 se siguen las re
laciones dodl:dodo
dod2=dldo By
dld2=dldl
Vamos a ampliar esta construccidn a todos los En'

Lema I.1.10.~ Existen morfismos dl,dE:EB———+E2 tales que en

el diamrama

———)
hnl nl ol
e - s
-—___)
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se verifican las relaciones

(i) 4 od1=d.d, (iv) a d7=d2dl

(ii) 4 d =d d, (vi) d l—_d2 5

2771

(iii) d a,,:d2 o

Demostracidn : La relacibn (iii) es indemendiente de los -

morfismos dl,dngB-—~v*g v es va conocida (teorema I.1l.%.).

&~

Definiremos dl d2 -——)ﬁa a través del mroducto fibrado

d
- 0 -
...'42 -"—'_'_) ,'.11
.._.1 -ao
o
Ya aue dldodo =d dgdo dodod5’a dlda,ex1ste un unico mor-

fismo dl:E5-—éb2 que verifica (i) y ( v).

Ya que dldld dld2d dldoa,*d d>d5,6x1ste un unico mor-

fismo dA:i., —3E, que verifica (ii) y (vi).
275 2 :#:
La asociatividad de la composicibn se traduce en' la re-
lacibdn aque falta

(iv) : dqd,=d,d4

0O 31— 2—5 F—g——a o) y 1 A >3

S I

(o]
N
O
T
[
~
o]
-
o
Vv
N



Pefinicidn I.1.,11.,~ Un grafo interno ¥ de © se dice multi--—

2

plicativo si tiene una composicidbn dl:Ep~——5El ue hace con

nutativo el diasrama

ihora podemos azrupar en una sola fdérmula las relaciones -
(i) a (vi).

Corolario I.1.12.,- 35i T es un grafo interno multiplicativo,

existe un diamsrams

que verifica las relaciones

Definicidn I,1.1%.~ Sean £,F grafos internos multivlicativos

en E.Un morfismo de grafos internos multiplicativos f:&—>F

es un morfismo de grafos internos que conmuta con la compo-

sicibn,es decir,hace conmutativo el diarrana

5 £q
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Fronosicibn T.l.1l4.- 8i £f:2—>TF es un norfismo de ~rafos -

internos multiplicativos,conmuta el diagrana

! A

Jug"r——-— 4,5-————?:1,2

f2 f5 f2
d d

D 2 %
o &= fg —— 1

Demostracidn : Por ser un vnroducto fibrado,la familia

do,d2:F2—~*bF1 es monomorfa.ror tanto,de

dofgdg—fld do= fldld ~dlf2d _dldof5=doa215 v de
dpfga) fl 2d2=f1d2d7=ﬁ2f9dv—w2i %=;9d9fﬂ, se situe
que f,d =d2f5 .iAnédlomamente se prueba aque f‘?dl dlfﬂ.:&;

s claro oue los crafos internos multiplica4ivos en &
v los morfismos de prafos internos multinlicativos forman -
una cate~oria,subcatesoria de Gra(f),aue denotaremos -
Gram(E).Para esta cateroria,bi’scaremos una subcatesoria de
Ay functores B,3 andlomos a los ra encontrados para @ra(@).

;iiea&m la subcateroria de la catenoria simmlicial & cue

tiene como objetos los ordinales positivos (sin o) ¥ cuyos

morfismos son los enmendrados por

[]1'_—:',{2]:;[5] fany aeeve v [n'_] +1] - -

g

siendo SO,...,Snz[n]-——-b (n+1] (ny1) las aplicaciones

S J si j<1
. (3)= (o sjsn-1)(ogisn)
j+l 81 Jo1
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gue verifican las relaciones
3 S ' o 2
5153‘534—1 i (ix3)
Am es la subcatesoria (sin o) de los monomorfismos deAy -

contiene a Ap, como subcategoria.
5o

op
Dado un functor E:Am——-—-)}?,ya que

[N [ «—— (]

n e . o) .
es un grafo interno multiplicativo en Amp,su imagen por I

serf un crafo interno multiplicativo en L,y es claro que se

tiene asi un functor

op
B:E " ——3 Gram(T)

y un diasrama conmutativo

A°P
g ..___._}3__.__;, Gram(E)

AP

n 3 B ‘

58 —B 5 Gra (2)
op AOP
m

¥

o
en el que el functor E —3 E = es el inducido .por 1la

inclusibn Q?——)Am,y que asocia a cada A;p.—__;E SuU res——
> =

.. o
triccibdn aAgP.

O
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Pasamos a definir el nuevo functor

op

S:Gran(E) —sE

L

Teorema 1,l1.15.- Para cada grafo interno multiplicativo

en L,existe una sucesibn

{2
L)

et e B - ) > T
n-1 p /1 — “o

que verifica las relaciones

d. dj+1“‘jdi (i ¢3)

sy —~

Demostracidn : Ista sucesidn serf una ampliacidn de la 335 -
construida en el teorema I.l.5.(Hobtar que las relaciones -

d dn+l d d que alli se daban son de la forma chora eximi-—

da).il corolario I.l.12 nos da la construccibn hasta n=3:
Fagﬁgazal::, B

Suponzamos definida la sucesidn hasta B,.1 ¥ vamos a de
finir los morfismos dl’”"dn 1'. -~9Ln_l.LO haremos traba-

jando sobre el producto fibrado (teorema I.1.5.).

d -1 dn

T‘: 2'-————5}‘4 -
=2

Para o0<i<n se tiene,por la hipdtesis inductiva,
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d
) Q > 2
“n “n-1
dd.d =d; -dd ~ d
oin Ti-l1"on EE\ d yi-1
- . O -
d_ d. -4 =d. .d_ .d S g 0
n-2 i-1"0 "i-1"n-1"0 d, n-1 n—2
v como 4 d_=d d d d
7 e o'n m-1"0 d. n-14 Jn-2
es d d.d_=d_ d. .d s '»-—3% G
o i Tn=27i-170 n-1 n—c “n-7
luego
d G.=4d
OLL ¢ "lu.o
a\ d.l ;_‘:n""““"’ -;:1,1__1 d ‘-d
n=-1"i""i"n
Se varifican,puzs,las relaciones
d d d d., =d.d ,0jg&n-1
o] N 0 . e} J+l J o’ < J ~
; A =
~n H n=-1 -2
d d d
d.d_ =4 ..0£L1& n-
n n-1 dldn 1430 0S SR 1

R A A A P s s o airyye -
vy falta o»robar que “idj+l*ajdi 51 0<1¢€ j<«n-1.28t0 sizue

de ser do’dn—E:Eﬁ—E-_—’En—B familia monomorfa (pues es pro-

ducto fibrado) y verificarse

d d.d d d d d d.d =d. .d d_=d. dodizdod.d

0%i%5417% 1% 34174 1-1%3% 0" j-1%1-1%07 51 j i

d.d, -=d.d_ .d dp=dsd;d =d d, 1d;=d, ,dsd;.

d i*j 17 i n-1 j+lzdid3+l n i"nT i n-1"1 3 a%h

n-2
El simuiente esquema representa los morfisnos

di:b4“*—?$5

o) l—p 2—» 53— 4

d
@]
ﬁijo—%—%%ﬁ%ﬁ4

O3]l =923l oy 00—yl —2—p 5 —p 4

F\\\\\a o 31 y 2 z > 4
d4 ’
03]l —3p 2 —a3 4
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Teorema I.l.16.- Dado un morfismo de ~rafos internos multi-

plicativos f:E—=7F existe,para cada nv% o,un morfismo -

fn:Bﬁ———>Fn’de manera que conmutan los diasramas

o

i
By h

n
lf T (og ig¢ n)(nx1)
d

iy
—— ]
n -1

Demostracidn : Los £ son los del teorema I.1.7.,281 que -

los diagramas nropuestos conmutan para i=o,n.La proposicidn
T.1.14 establece el teorema hasta n=3.rrocedienio por induc

cibn,suponzamos probado el teorema hasta F,_1sY sea 0< 1< n;

entonces

dofn19:1=Tn %% fn—Qdi—ldo:di—-lfn—ld‘ozdi-—ldofnzdodifn
dn—lfn—ldi=fn~2dn—1q %5 d,=34 fp 1d =d;d fo=d, 1455,

y como la familia dgsdyy 73T > o €5 monomorfa (nrodud

to fibrado) es £ _q85=d;L .

Corolario I.l,17.- Existe un functor & tal que :
(i) BS=Id
(ii) B es adjunto a izauierda de 3.

Demostracidn : B ya es conocido. se define en los tcorexes

-

T.1.15 y 16 : para cada grafo interno multinlicativo E exn &,

.‘SF-AOP————>§ es un functor que al morfismo(n) e—[ntl) de

Aﬁ;p hace corresponder el morfismo E ————ﬁ' -1 de E.lLas re
laciones S S 5 g en AL se correuponden con las relg—-—



~19-

ciones d.d =d.d. en .
i 4l 71 =

(i) es inmediato.
se sirue de la demostracidn del teorema I.1.16 : los ~-

(ii) se sicue 4
morfisnos B —->37 se corresponden biunivocamente con los ma

fismos E—35F (ver corolario 1.1.8)3#
1 deé&m vy Gran(Z) lo es de =

Ya que é&m es subcateroria

Gra(E),podemos formar el diagrama

Gra(Z) 4 g?ﬁp
B

L oen o o=

]

Caterorias internas

a unidad en un ~razfo interno

es un moriismo sozmd———9 l,tal que d S, 1=dlsO
[ do
o O —
l.JO——.Q_-" Jl___________> ,JO
dy

Tn una categoria pequefia (¥=3et),s_ asocia a cada objie-

to su idenvidad.
3i 1 es un rrafo interno con unidad, e: risten -

Lema Iolvlc)o—
morfismos
S
0
B, >0
Jl‘-—-“"‘"
3]
1
las relaciones (que los definen univocamente)

15
A

que verifican
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o)
D — H = 8 =
dl do d2 io dosl=soao a281=1
= S T
T;,O -0 5 'bl
do
Demostracibdn : In el producto fibrado 3%3————¢ﬁﬁ
dgl ld.l
v d, V¥
:fl —0, By
1
considerando ¥, /3,
1 d 1 d s =1
5641 i 0”0
dosozlé-aosodl=dl=;3[SO:L1-—9m2N
d280=sodl
s d
ot}
v considerando Elzzzzgﬂﬁ,
1 : d s.=s 4
_ o1 770 0
d s =lmdys d =d HI| s :E—>FE,m
d251—1 "

Definicidn T.1.20.- Una catevoria interna © en & es un Zra-

fo interno multiplicativo con unidad aque verifica las rela-

ciones
d
i) :iz*ﬁ'ﬁ ——j;a“ d 1=d
A L il S =l= o
“l—% 2 1 10 171
51
Corolario I.1l.2l.- Si ® es una cateroria interna,los merfis
mos
—_
E y B T3 U, ——3E, T3
O 2 -1 Pad 1 e}
—

verifican las relaciones
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(1) d;d ,=d.d:,ig] 55194013
LT (iii) d.s.={1 yi=,041
(ii) sy =8.8, 173 S5 a1y d41

stracibn : (i) ¥ (iii) son ya conocitas.(ii) se si~ue -

0
de las imualdades d s8-8 =5 d s =5 =30 _S5 8
i ) ’ 07170 "0 0%0 70 070”0

1]

(€]

=s d s =d s
0 "o "o 0 0 “270%0

por ser la familia do,ﬁgzﬁg-——>g1 monoenoria.

Yt
e

T.1.22.~ Un functor interno f:3 —=b entre dos -

]

m o
i~5
}_J
3 |3
.
o
}_.1
On
=

catermorias internas es un moriizno de ~rnfos internos nulti
plicativos aque conmuta con la unidad,es decir,tal que es -
conmutativo el disarama

<

e \

Pronogicidn T7.1.2%.— B3i f:w—>F es un functor interno,con-

muta el diasrama

T, i £
2 T 2
S 5
Fooe i T O w
2 "1 702
Demostracidn : La familia do’dEZFP-"“’Fl es monomorfa,y se

tiene
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dof250=f1d080=f11=1f =d Sofl

=
H O

a
o0 To070

0=t T
o =5 f..indlozamente =7
Juero fgso of1 1810 te Slfl

-

Las catemorias internas en £ y los functore#ﬁnﬁernos en

1

tre ellas forman una catesoria,subcatesoria de franm(il),nue

denotaremos Cat(E).

Sea &y la subcatesoria plena de la catemoria simplicial

A cuyos objstos son los ovdinales positives (sin o).Los mor

fisnos de AB+ estén envendreados por las oplicaciones

M=) =) § voisd i 1) — [n+1)
que verifican las relaclones Si€r=%*ﬂs;,i£j,

y las aplicacilones

) e [2‘) ‘-__(-.._._. ) XA %s"'aﬁ-;l_]_: [n“'l-) — [n)

definidas por
9.(j)= (0€jen)(ogign-1)

que verifican las relaciones

G

- Py
FARISEERE
siendo adenés
gi(j__l y 1<
¢55;= 1 , =i, il
51__10’5] y 1Y J+l
dhm es la subcategoria de los monomorf{isios de£ﬁ+.

- = 0 - : T
Dado un functor &:0g*?————>g,la ima=zen por = de la cate
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moria interna
S
[ e[ T — (2) S B

oD . . - .
en A&+* es una catejoria interns en E,7 se tiene asi un -~
0

. -.0D - . . .
nctor B:l ~— Cat(@l).Definirenos a continuacibn un func-—
tor O inverso a derecha de ® aue refina el J2 los zrafos in

e
ternos multiplicativos.
Teorema 1.1.24.- Fara cada catesoria interna 5 en iU,existen

RPN WL B (nyl)

morfigrmos d
S geeeeqS 2T ey (ny 1)
0 n-1""n n-1 7

que verifican las relaciones

(1) d;ad; 41” =d . dl,l J o SJ~1 40 1<
- e (iii) disj: 1 s 1=j,d+1
(31) 854257545 1< Sidi-1 0 1M

Demostracibdn : La sucesidn de los d; es del teorema I.1l.15,

que verifica (1).Z1 corolario I.l.21 establece el teorena -

hasta n=2.7Terminaremos con una induccidn.uponzamos defini-

orn

da la sucesibn de los s; hasta Ln_l(n—lz.E) verificando -
i iii).Hay que defini s (T

(ii) y (iii).Hay que definir s .. ,8, 138, 5 o ¥ probar

para estos nuevos morfismos las relaciones (ii) y (iii).

Consideremos el diaqranra de producto fibrado

n-1 1
~
S\\ d
0] ~ -
a iy 2 By
n n-1
s v d
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Ta que #verl ica,sestn la nipbtesis inductiva,
d s d =d
0 odn 1~ =1 n-1""n-1 .

dosozl

las irualdades,de (iii), definen Sq 1_1 DN
d s =s d
n o "o n-1

n—1n- 9d =1 d ol

indlogamente,ya que d
4 68n-1%5n-2%

las igueldades,de (iii), definen s_ :5. —3
a s 7 n=1""n-1 n

n n-1"

51 o< j< n-1,ya que

~
et

¥ 4y ldn~l
™ J 3 T N
.i; n— 2 y L l -'_—9 et

dn—lsj-ldo (hip. ind.) S5 1dn—gdo 5-1

d Sadn—l

las igualdades,de (iii), definen s :i, >3,
) J n-1

La definicibn de los 55 prueba (iii) para i=o,n.
31 0¢ i< n,probarvemos (iii) mediante la familia monomoria -

do’dn—l:En-l ’En—2'
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31 o<i€j¢ n-1,

d d.s.=d. -d s._d

041853 1448, 155 _1d —(hﬁn ind.,) s d = d 4.

3~ 2 i-1"0" 3—2 o i~

q \. -
(hipn.ind.) dogj 111.

(:}:1’1-—1) dllzldi=( l _] l i (th 11’1(1.)-
d d:;s.=0.d _s.=

n-1%1%37%1%"%; (3¢ n-1) d;s L 1=(hip.ind.) 847954, 1=

ind.) 4. . .d

=g . d.=(hip,. . e
Sj—ldn—E i (hip 1-155-1%4

51 o< i=j ¢ n-1,

d o SJ di~1dosj dl—l . 1

_(11n ind.) ldo=dol.

dnnldigjzdidnsj=

(j < n-1) dl”adn 1= =(hip.ind.) 14, _=d, ;1.

51 o {1 ¢ n,i=j+41,

d d.s.=d. -d _s.= L
0717 Ti~1707] (3% 0) di—lsimld =(hin.ind.) 1d =d 1.

d,_1d;8 jadldns =(j¢n-1) d;s dn 1= =(hin.ind.) 1d, _,=d, ;1.

51 o«i,jtl <ie n,
(j=0) d; _q1=1d; (hlp ind.) do“gdl—l
d d.s.=d. d s

O AN (g 0) a4y _gs j18o=(hip.ind.) s, d; sd =
=5 19,051 =(hin.ind.) d,s d__L 1°
d,_qd;s 5 =d.d s i =(j¢ n=2) dy S5 4, 1= =(hip.ind.) °Ld1 14p1= -
—SJdn o _ lw(hlh ind.) d,_ lsadm 7e

Terminaremos demostrando (ii) mediante la familia mono-

morfa d_,d :E,~—>E , y utilizando (iii).Con o0 €i £ j& n-2,

07
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i“i-1"0
d.s.s.=s.d

71 sicuiente esnuema representa los morfismos s, :Z ~—9E5

(o
wa

0 O3 Q0 3] — 2
Oy ] — 2 p— 00—l e——m1—2

% 06—y 1l—3 2y 2

Meorema 1.1.25.— Dado un functor interno f:%—3F existe,Dpa

ra cada nyo,un morfismo f :%-——F de manera aue conmutan

los diagramas

-1
Lo
foet
-1

n di n-1 n
i I f l&]’l) ns 1
T‘-————aIF F

ds = s

J
Demostracidn : Los fn son los del teorema I,1.15,que conmu-

tan con los d..La proposicidn I.1.2% demuestra el teorera -

hasta n=2.Procediendo por induccidn,demostraremos que
s.T :B a considerar aque la familia d d F-——u»F
fnsJ 5 n-1 asta cons ] a n-1

es mononorfa v que se tienen las igualdades
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(3=0) dofnso=fn_ldosozfnﬁ1=dos fo1

(0¢3) dofnsj fnwldo l”i 1d =(hip.ind.) s lfndoz
=Sj—1ﬁofn-1=dosjfn~1

(i ¢ n-1) dnfnsj=fn—1dnsg=fn—lsjdn—1=(hin'ind‘) ijndn~1=
=“jdnmlfn—l =dn8; fq—l

Corolario T.l.26.— .xisten ruuctores

g A°T

Cat(®) ;=2 E "t tnles aue
: =g =
(l) Bi3=TId

(ii) B es adjunto a izquierda de 5.
Demostracibn : B va es conocido.3 amplfa el 3 del corolario
I.1.17 mediant >w@* )= =5 .(i) es inmediato y (ii) se sicue

»

de la demostracibn del teorema I.1.25 : la existencia de -

-

los fi sblo requiere productos fibrados en ¥.

Je tiene el dia~rama connutativo

& 207
Cat(B) e 5" ¥

B

S op
Gram(@);“‘* g0

3

ferminaremos con una adjuncidn,que se deduce de la an--

terior,bien conocida en el caso E=3et.

Dofinimos los functores siszulentes:

- AO:D AOD

I:E—ET* ¥ ¥ —7,



-2 8=

iara coda objeto ¥ de 7,IZ es el functor constante en X,y -
para cada f:X——Y,If es la transformacidn natural definida
(If)n=f para cada n.BO asocia a cada transforracidn natural

B =T el morfizmo f EO-——»FO.

~

Proposicidbn I.1l.27.~ I es adjunto a izauierda de Bo,con -

B I=TId

o)

- . . N . ' Pl —— .

Demostracidn : Istableceremos la blyec016nl—-~—-_.4u cla-
X-—-——+BO

ro que Bolzldﬁ vy la anlicaoién "descendente” se obtiene -

anlicando Bo,es decir,? (L“ :@):( ;Bdﬂ;Veamos la aplica

-

OL : ,definimos mediante

cibdn "ascendente".lDado f:X{—=»3

la transformacidn natural I¥ —>1E.:n efecto,se tiene
da f d S f fo

o 1"
dl 1= d1 *fo v,completando la induccioOn,
dofn=d680Tn1"Tn-1

n i
= e, =d e =eem=8 LT d S f
dnfn dn ofn 1 n®o Sof o So%1

et
b

.8, f
0 =t ToTo

=8 :v-n.ml

n-1°
%=

. . . \ \i
Corolario T.1.25.~ Ixisten functores Cat(ll) &= Z tales que
T

(i) VT=Id
(ii) T es adjunto a irquierda de V.

Demostracidn : Sean V:BOS vy T=BI.%ntonces :

(i) es inmediato,
(ii) sizue del corolario I,1.26 y la proposicidén I.1.27 com
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jejoy niendo u\i,:]u‘l"‘lO"lvo.

7Y es la ceteroria interna trivisl (discreta en la ter-
ninolosie de[w]) sobre el objet X,que esté caracterizada -
por ser isomorfisio la identidad Sy .ﬂ,———é .on efecto,en—-—

tonces do v dl(El—-ﬂéﬁo) son isuales al isomorficiio inverso
de S s DOT lo aue do Vi d9(32—~<»3l) son isomorfismos inuales
entre si e izuales a la connosicidn dl.Todos los di v los -

Sj son puas isomorfisnos.

<§>2. Conjuntos ordenados.-

Antes de ocuvarnos de los conjuntos ordenados en la for
ma habitual,vamos a estudiarlos coro caso particular de ca-
teporias internas.Continuamos pues trabajando en una cavego

ria ) con limites finitos.31 X e ¥ son dos objetos de u,el

conjuntc (externo a ) de los morfisnos de X en ¥ lo denota

remos Y&,notacibn que coincide con la del counjunto intoerna-
lizado si ¥ es un topo elemental.
Jea T un grafo interno en £ y X un objeto de Z.in Eg de
finimos la relacidn x ¢y mediante d
0
dlu=x 1 al ? o
Y u:x—Em <_
d u= ~
o=y u So NS
s - 71 s ;
Tvidentemente,en L~ se tilene d1<<io.

Proposicidn I.2.1l.- Sea & un crafo interno en E.Se verifica:




(i) Si f:E—>F es un morfismo en Gra(E),para cada objeto
X de E la aplicacibn

X

o orn foox

es mondtona: x &y -)i‘oxsfoy.
(ii) Si h:X—»Y es un morfismo en E,la aplicacibn
hg :Ez——b E}é m ye—yh
o

es monbtona:y€y' = yhg y'h.

Demostracibn : (i) Sea x¢ y,con d0u=y,dlu=x.‘n.‘1 morfismo

ul=f1u verifica do
f.u,=f d 4! d Yo
dofiuy=fodouy =ty £ ;|
1} 4 fo

dofauq=f du.=f x ‘
1 1"1% 0% 1"M1% 0 EI#I;EO
luego f x ¢f_y \c
u
X

(ii) Sea yg¢y',con dov=y',d1v=y. d

0

E1l morfismo u=vh verifica El?l: Eo
= ! = = v

d Ouad Ovh y h,dlu dlvh yh 4 n

asf que yhgy'h. Y X

=+

Recordando la definicién I.l.% (con Enan_l) considere-
mos los morfismos po,...,pn_l:En——sEl para n »1.Componiendo

con do,dlel——on obtenemos los morfismos

qo,....,qn:Eﬁ-—-)Eo sy N>O0



definidos por

qo=d1po=d1d2 R dn

b

=
dypy=djdp=rdy_jdgerdy

q;= & (o ¢ic¢n)

dgDy_g=tg eim@odyyg oess dy

&
qnzdopn_l=do..-;oado
si n»l y por q0=dl,q1=do si n=1,

Proposicidn I.2.2.- Si E es un grafo interno en p tal que -
d= dl,do :Ll———)boxE

o €S monomorfismo,entonces los morfis—-
mos qo,....,qn:En—-—-)Eo son,para cada n)» o,universales respegc
to a la propiedad q, < ......_ﬁqn.Reciprocamente,si existen es
tos morfismos universales,las fbérmulas
. = . . .‘_ 1 & n-
dp;= $a;5,95,9% » o€isnl (nd1)

definen morfismos po,....,pn_len——rEl tales que

(En:po,....,pn_l) es el producto (n-1l)-fibrado de E.

Demostracibn : Es claro que qos_ qlel—-on son universales
por ser d monomorfismo.Si n?» 1l,para cada i=0,w...,nN~1,es -
QoP3=d1P;j=q; ¥ Q3P;=d,P;=0;,7,as51 que q; £ ;4 31ueso

q,$ ~----§qn.Dada otra familia uos---sun:}{-—rEo existe,para
cada i=0,.-.,n-1,un morfismo v, :X—>E, tal que q v;=uy y

. s Fn
QV;=U4 41" tonces

dov3=a)Vi=uy 41 =gV ™ Veay 0 O¢ 1€ -2
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asi{ aque,por la nropiedad universal de (En;po,...,pn_l) como
producto (n-1)-fibrado,existe un tinico morfismo u:X—-ﬂbEn

tal que p u=v;,0 €ig¢n-1.Bste morfismo verifica

. =0 « A= e 2=1l. g_'( -
Q u=q P;u=q Vs u;,0€1¢ n-1

Q,u=qy Py _yU=91Vn_1Un

Si otro morfismo E:X-——)En verifica qi'ﬁ:ui,oé i ¢ n,entonces

q ‘pi-ﬁzq.ﬁ=ﬁ.=q V.
(ogign-1)
Q1P;U=04,1U=Y4 =93 V5

luego,por la universalidad en el caso n=l,es pi'ﬁ'=vi, -
0&ign-1,y por tanto U=u segfn la definicibn de u.
Reciprocamente,los p; definidos como indice el enuncia-
do (definicibn vilida por ser q; & qi+1,o.s.it n-1) verifican
d,Py»Qs, 1=0)Psy 1004 1 €0-2
Y estos morfismos U _y.e.,U, q:X—PE, verifican las relacio=-

nes d u;=d;u 190 € i € n-2,podemos definir morfismos

1%ie
- D 47 i

Vgare-aVp X Eq mediante

v0=dluO

=d u;=dqu 0£ig n-2

Yi 1 1 1+1 '

Vh=doUn_3

Ya que d,€4d ,utilizando la proposicibén I.2.1 se tiene :

{ vo=d u, €du,=vy

vi*lgdlui-}l £ doui.}.l"_'vi.., > 1 O% isn-2



es decir,vos —< vn.l’or tanto,seglin 1la hipbtesis,existe un
Gnico morfismo u:X——sE tal que g;u=v;,0S1ig n.Para cada -
o¢i&€n-1 se verifica dpiu= i qi’qi&-lk u= i qiu,qi+1u} =
= {vi,vi*l} = idlul,d u, z‘ =du,y como d es monomorfismo, -
p;u=u, .Supongamos finalmente otro moffismo u:X —>E  tal que
p;u=u;,0 €1i¢ n-1.Entonces

{q E =d,p;u=d u,;=d,psu=q u=v;,0£1ign-1

q. u=d el 1u=<1 u u=q u=v,

n-1"%0Pn-1
asi que u=u por el carhcter universal de los q

=

Proposicién I.2.3.- Sea E un grafo interno en E.Para cada =
objeto X de E,la relacibén ¢ en E§ es :

(i) transitiva si © es multiplicativo
(ii) preorden si % es cateporia interna

Demostracidén : (i) Sean x& y £ z:X—>E_.Por definicibén de§,
existen morfismos u,v:X——>E, tales que dlu-:x,dou:y-dlvldov-z,
Considerando el producto fibrado dodasdldO:EE—-on,por ser
d ju=d,v,existe un finico morfismo w:X—>E, tal que d w=v, -

d2w=u.00mponiendo w con la multiplicacibén de E obtenemos un
morfismo tzdlw:X —bEl que verifica

d ob =d odlwsd od oW=d V=2, d,t =d ldl‘hh:d 1d2w=d1u=x
asi que x¢ z.

(ii) Veamos que,gracias a la unidad de E,la relacién £
es también reflexiva.En efecto,dado x:X-——)Eo,el morfismo -
us=s x:X—>E, verifica d u=d s Xx=x ¥y dlu-dlsoxsx,asi que -

*

x€X



'eorema I.2.4.- Sea E un grafo interno en E con d monomor=
fismo.Fntonces E es una categoria interna si y sblo si la =
relacibn € en E§ es de nreorden para cada objeto X de Ey =
existen morfismos q y...,q,:Es~—"FE ,para cada nY l,universa

les respecto a la propiedad qog'.. -~ £Q..

Demostracidn : Si E es categoria interna la conclusibén se =
sizue de las proposiciones I.2.2 y I.2.3.

Reciproco.La proposicibén I.2.2 asegura que los En son -
los vértices de la sucesidn de productos fibrados asociada
al grafo interno E (ver proposicién I.l.5,con EnuPn_l).Se -

cumplen por tanto las relaciones que preceden a la proposi-
cidn I.2.2.Falta ver que E es categoria interna.

Ta transitividad del preorden permite definir los d3 me
diante diagramas conmutativos

q ‘.!..‘q
En S e Eo ) {
q;,i<j (ogign)
ARG D R I i
ARt I S L AR BV | qi-q-l’i”j (o€ j< n+l)
En+l
En particular se tiene la composicién (ver definicidn I.1.9)
q, ¢ 43
El-____—__,EO
d I { dody=a;dy=ap=dd,
1 q,¢ 9 - .=
0% Sk dydy=a,dy=q5=dyd;

&2
con la que E es un grafo interno multiplicativo ya que (ver
definicibén I.1l.11) d1d2=d1d1:E5---§E1 por ser d monomorfis-



mo y
{ dgdyd5=q5d,=05mq 50, =d dydy
dydqdy=q,d,0,=0,d7=dydydy

La reflexividad del preorden permite definir los sj me-—

diante diacramas conmutativos (n»1)

a 8- ---€a,
n w5 SPRE R (o ¢ign)
qisj=

=3

0

0;: _441i%J (ogje n-1)
Qo8+ €356 Q58 €0, 5 i-1

=3

n-1
v tambien (n=1) la unidad (ver definicidn T1.1.18)

d s =q.8_.=id
8 deid 2 LG
dlsosqosl=1d
0
con la que E es una categoria interna ya que (ver definicién
I.1.20),por ser d monomorfismo,
d d,8_.=0,8_=q,=d
g o"17g "2 0=l "0 ’ luego dlsoaid.
dyd)8,=0,8,=95=d3
d _d,s.=q,8,=0,=d
i 0"1°1 72”1 "1 "o - luego dlsl=id.
d;dy81=9,8) =570y e
Se observa que una varte (transitividad) de la demostra
cibn del teorema I.2.4 establece un resultado intermedio en
tre &ste y la proposicién I.2.2 que caracteriza los grafos

internos multiplicativos.



Ordenes internos

Definicidn I7.2.5.- Un orden interno E en E es una categoria

interna tal que d es monomorfismo y para cada objeto X de E
la relacibn £ en E)é es de orden,

Teorema I.2.6.- Un mrafo interno E en £ es orden interno si
X
o
X de E y existen morfismos SPRTES ,qn:En——)Eo,para cada n>»1l,

v s86lo si la relacibén £es de orden en E

L

nara cada objeto -

universales resvecto a la propiedad qo-.‘.'"& Qe
Demostracién : Es consecuencia del teorema I.2.,4 y la defi-
nicibén I.2.5.Basta notar que si 9,4 0q:E,=—>E  son univer-

sales entonces d es monomorfismo.En efecto,si
dx=dy:X——ronEo sea )(u,vi este morfismo.Ya que qos ql,apl_:[..

cando la proposicibén I.2.1,resulta u=d1x=qoxsqlx-dox-v;1u_e_
go la universalidad de q, €93 implica la existencia de un -
morfismo w:X——-)El tinico tal que q0w=u,q1w-u.Es pues X=w=Yy,

Las relaciones que definen la unidad de una categoria -

interna E en E (definicibn I.1.18) son de la forma
dso-A ndoso,sienélo A= {id,id} el monomorfismo diagonal de =~

Eq ¥ a°= {do,dl} el morfismo simétrico de d.d° es monomor--
fismo si y sblo si lo es d,lo que equivale a decir que la =

familia do,dl(qo,ql) es monomorfa.

Teorema I.2.7.- Una catesorfa interna E en E es un orden in

terno si y sblo si
(i) d es monomorfismo
(ii) El1 diagrama siguiente es producto fibrado.



d

El—-—-—oon?:o

Demostracidn : Sea E un orden interno.Hay que verificar (ii)
Siendo el diagrama conmutativo y S, monomorfismo,basta pro-
bar que dados morfismos xzy:X——v‘S tales que dx=d°‘y,existe
un morfismo z:X—-)Eo tal que x-soz--y.I:a igualdad dx-doy -
representa un morfismo z'= {zo,zlﬁ :X-——DEOxEO que verifica
d1x=zl,d0x=zo,dly=zo,doy=zl,es decir 21£2, 5 2,4 zl,luep;o
Z =273 POT tanto z' es dela forma 4 z,con i=z0=zl.Siendo d -
monomorfismo,dsomd z=dx implica 8,2=%Xy¥ siendo d° monomor-
fismo,dosoz:a A z=d% implica 8 2=y

Reciprocamente,suponiendo (ii) vamos a demostrar la pro

piedad antisimétrica en cada preorden Eﬁ.Dados morfismos =
x€y<€ x:X——-)Eo,existen morfismos u,v:X "'"El tales que -

d%= lx,yl =du,luego existe un morfismo (finico) z:X—on -
tal que u=soz=v,asi que x-dov-dou-y;l;
En [¥) se aplica este teorema al objetoSlde un topo ele

mental E.

Denotaremos por Ord(E) a la subcatesoria plena de Cat(E)
cuyos objetos son los brdenes internos.

'/
Corolario I.2.8.~ Existen functores Ord(g_)?_E_ tales que:
(i) VTBId-o
~(ii) T es adjunto a izquierda de V.




Demostracibén : Basta restringir los functores del corelario
I.1.28.%n efecto,cada catesorfa interna trivial es un orden
interno con s_=id y d=4 =d°.#__

Proposicibébn I1.2.9.,- Sea f:E—>aF un functor interno de Ord(E)
Las afirmaciones siguientes son equivalentes :

(i) £ es monomorfismo
(ii) £, es monomorfismo
(1i1) £ es monomorfismo,n o.

Demostracién : (i) & (ii).Por el corolario I.2.8,pues f =vf,
(ii) = (iii) Procederemos por inducci6n.fo es monomorfismo =

y,8i o es monomorfismo (n¥» 1),entonces dados X,y:X——p En
fh-1doX=dofpx=a L y=f, ;d,y4d x=dy

fnngny¢
fn1dpX=dpfpx=d £ y=f 14 yed x=d,7 |

y como la familia do'dann_’En-l es monomorfa,x=y.Luego =

fn es monomorfismo,

(iii) = (i) fg=fh @ f g =f h ,n%o &g =h ,n¥o0 ﬁg-h.*

Corolario I.2.lo.- Sea f:E—=»F un monomorfismo en Ord(E).-
Cada diagrama (og j€ n%o0)

=5
fn J’fn-fl
®

_ Fn ' Fn¢1
es un producto fibrado.

Demostracibédn : Se trata de un diasrama conmutativo de mono-
morfismos.Por tanto,si fndx-sjy,el morfismo z-d_lx verifica



sjfnz=sjfndjx=sjdjfn+lx=sjdjsjy=sjy, lueszo fnz=y

fn-l-lsj Z=ijnz=sjfndjx=sjdjfn+1x‘"‘sjdjSjy=sjy=fn+1x' luego -

S.Z2=Xe
J

Desde ahora,la catesorfa E serd un topo de conjuntos.

—

Un conjunto ordenado en E es un conjunto X con un sub--
conjunto X, de XxX que cumple,si x&y significa (x,y)é.Xl,

x£€x
X&yL7z W XE€2
X &y E&Xwp X=Y
Llamando d a la inclusicibn Xl——)XxX,X es un grafo interno

en l’ﬂ_(X0=X) con d monomorfismo.Para cada ndl es

- .
X, = {(xo,...,xn)e;llx\ X; & X;,790€18 n—l} as{ que denotare
mos los elementos de X por (xo.‘.‘.---s. xn).

La propiedad transitiva equivale a una composicibn -

dy: X=X, mediante dl(xe vy z)=(xg£2z) y la reflexiva una

unidad s_:X—3X, mediante s(x)=(x€ x),con lo que X pasa a

ser una categorfa interna.Los morfismos del objeto simpli--
cial asociado son :

s
ditxn-_"’xn_l [ di(xoi----.sxn)=(x0‘---‘Xig-..lxn)

5 X—>X 41 si(xos....‘xn)=(xo_§----‘ X; & xia.-.‘xn)
bk » Py(xpgeeemx)=(x; & X349)
Qi : X —X v Q3 (x - =X )=xy

Una aplicacibén f:X —>X' entre dos conjuntos ordenados

es monbtona si
xay s> f(x)<f(y)



Tas identidades entre conjuntos ordenados son monbtonas y =
la composicidn de aplicaciones monbtonas también lo es,asi
que los conjuntos ordenados y las aplicaciones mondtonas en
tre ellos forman una catcgorfia que denotaremos 0.

La propiedad antisimétrica es el producto fibrado del =
teorema I.2.7,281 que un conjunto ordenado X es un orden in
terno.5i f:X—>sX' es una aplicacibn monbtona,la restricecibn
de fxf a X, factoriza a través de X] por lo que f es un fung
tor interno.La categorfa O es pues Ord(Z).La adjuncién del
corolario I.2.8 es la bien conocida relacibn entre el func-
tor olvido V:0—eE y el functor trivial T:E-—>0 que aso--
cia a cada conjunto el orden "xgy si y sblo si x=y".

Intervalos

Definicibén I.2.11l.- Un subconiunto U de un conjunto ordena-
do X se llama :

(i) seccibn superior si x¢yaxelU Syel
(ii) seccibdn inferior si x¢yayelU pxeU
(iii) intervalo si xsyszaxelUazel pyel

Toda seccibdn superior o inferior es intervalo.X y ¢ son
secciones superiores e inferiores,luego también intervalos.

Proposicién I.2.12.- Un subconjunto U de un conjunto ordena
do X es intervalo si y sblo si es interseccidn de una sec—-
cibn superior y una seccidn inferior.

Demostracibébn : Si U es intervalo,sean los subconjuntos
A={xex| AyeU,ye x! ,B= lxex| 3 yeu,xay)

Es claro que A es seccibén superior y B seccibn inferior,asi
como que USAm B.,Para ver el contenido inverso,sea yeAAB;
como y& A existe x€U tal que x€y,y como y&B existe ze€ U



=h1

tal que y ¢ z.Aplicando la definicibén de intervalo a la cade
na x$y<€ z resulta que y€ U,

Neciprocamente,si es U=AAB siendo A seccibdn superior y
B seccidn inferior,entonces para cada cadena
x¢y¢z de X con x,7z €U se tiene

X€yaxXxel $yeh
luego y €U,
yézaz €BDyeB =

Es fécil comprobar que la interseccibn y la unidn de -
secciones superiores o secciones inferiores es de nuevo una
seccibn superior o inferior respectivamente.los intervalos
se comportan igual respecto a las intersecciones pero no =
respecto a las uniones.Los teoremas siguientes caracterizan
las uniones finitas de intervalos.

Teorema I.2.13.- Un subconjunto U de un conjunto ordenado X
es unibn de k intervalos si y sblo si para cada cadena
X & - - €Xop de X se verifica

Demostracibn : Sea U=sTyv---UT ,siendo cada Ty intervalo.
Dada una cadena X, &- -€ Xo) €n X,al menos dos elementos de
la forma Xoar estén en un mismo T (pues hay k intervalos y

k4l elementos en la cadena con subfndice par),luego el -

x intermedio esté& en T,,es decir,en U.

impar
Reciprocamente,si U verifica la condicibn enunciada,sean
los conjuntos (i=l,...,k)

Iee lx‘ U[ X6 o xpp 8 X € Unxpg=x #xp; ) € US
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.S claro que U=Tlu- --uTk,y hay que demostrar que cada Ti -
es un intervalo.Sea una cadena x£y< z en X con x,z€T;.Coms

truimos la cadena

Kok Xy= == QX5 o€ TE &2, ) K== €50

en la que todos los xj son iguales a x y todos los zj a Ze.

Cada elemento con subindice par esté en U (por estar en Ti)
v el que ocupa la posicibn 2i es z€T;,luepo y€U sezlin la
definicibn de Ti.Sea ahora una cadena Yo&- &Yy, CON cada

y areU e y21=y.Si demostramos que yei_lcu entonces ye‘I‘i.

P
En efecto,se tiene la cadena

VoS- --€Ypj_ 1828 204418 - &%y

con todos los 2 iruales a z.Sus elementos pares estén en U
vy el 2ies z C-Ti,luego Yoi-1€ U.Por tanto ye‘I‘i y Ti es in
tervalo.*___

Teorema I.2.l4.=- Un subconjunto U de un conjunto ordenado
es unidén de k intervalos y una seccibn superior si y sblo -

si para cada cadena X, & -8X5 07 de X se verifica

X, & Uax2¢_UA~--Ax2ke U Qxlé Uw x56Uv---v12k‘_16U

Demostracibdn : Sea U=’1‘1u---kauA,con cada T, intervalo ¥y
A seccibn superior.Dada una cadena X, &~ - €Xor 1 de X con =~

cada x_...€ U,si algln x . estl en A,X5 .4 estd en A,luezo

p T
Xope1 € UsY si cada X, estd en Ty V---w T, entonces (teore
ma I.2.13%) algln X; npar estf en Tyv...wT),luego en U.
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Para demostrar el reciproco definimos los conjuntos
con i=l ... g k4
Ks claro aue U-:Tlu- -V, _wi,Procediendo como en el teorema

I.2.13 se prueba que cada T; es intervalo.Para verificar -
que A es scccidn superior consideremos una cadena y& x con

y € A y deduzcamos que x € A.Primero habrf que probar que -
x€ U: la cadena Yok~ -4Yo €% cOn cada T3 ipual a y prueba,

seglin la definicibn de A,que en efecto x esté en U.,Sea aho-

ra una cadena X &-=~-8&Xn .9 CON X re Uy xekzx,de manera

pa
que se tendrf x € A si demostramos que x2k+16 U.De la cadena
Yo &-= €T & Xp)150u€ tiene cada elemento Y izual a y, se
sizue,sexzln la definicibn de A,que en efecto Xorel esth en U,

Teorema I.2.15.- Un subconjunto U de un conjunto ordenado =
X es unibn de k intervalos y una seccibn inferior si y sblo

si para cada cadena X &= -~ €X5) 09 de X se v_er:l.flca

Demostracibn : s tan similar a la del teorema I.2.l4 que -
no la vamos a detallar.Los elementos de la descomposicibn -
U=B "’Tl"’""‘Tk son ahora

Ti’i xeU| x 8- -egxp 47 4 X;impar€ U A X2i41°X *® "21““}

J

e

Terminaremos el estudio de las uniones de intervalos ca



racterizfndolas en funcibn del objeto simplicial asociado =
al conjunto ordenado X.Como en los prbximos capitulos sblo

nos va a interesar el caso en que X es finito,nos limitare-
mos a este caso con la ventaja de poder usar sin restriccip
nes los conjuntos complementarios.

Corolario I.2.16.= Un subgonjunto U de un conjunto ordenado
finito X es unién de k intervalos si y sblo si las proyec=—-

ciones simpliciales qo,.",qak:xeg--»x verifican

a2HU) Aca W) ae - - A ezl (U) A a5(U)=g

Demostracibn : Es claro que la caracterizacibdn del teorema
I.2.1% se expresa en la forma

0z (W) A g3 (U) e - 5L (00T (V) v a3 (V) - - eVaG (D)

que equivale a la expresibn del enunciado tomando complemen
tariosqik

De manera anfloga se demuestran los sisuientes corolape
rios de los teoremas I.2.14 y I.2.15 respectivamente,

Corolario I.2.17.- Un subconjunto U de un conjunto ordenado
finito X es unibn de k intervalos y una seccidn superior si
y sblo si las proyecciones simpliciales qo"'"q2k+1:x2k+i—’x

verifican
az1(v) neagt(U) A - = naSE(D) A~ cagy,y ()= +

Corolario I.2.18.- Un subconjunto U de un conjunto ordenado
finito X es unibn de k intervalos y una seccibn inferior si
y sblo si las proyecciones simpliciales qo""’q2k+lzx2k4i-’x
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verifican

ca; (0) a a7 (WA~ - - AcaZ (U)n ag;, (U)=A

§5. Dimensibn, -

El concepto de dimensibén de un conjunto ordenado que de
sarrollaremos es el de fV) .En ["] y C") puede verse otro
concepto diferente de dimensidn para conjuntos ordenado.

En [Y] 1a dimensién de un conjunto ordenado es la lon-
gitud de la mayor cadena no degenerada,esto es,de la mayor
cadena que tiene todos sus elementos distintos.Por ser nega
tivo,este concepto no es vllido para una teorfa constructi-
va.,La definicibén que damos a continuecibén es una versibén -
constructiva debida a A. Kock.

Definicibén I.3.l.- Un conjunto ordenado X tiene dimensibn -
menor o icual que nélN,dim X ¢ n,si cada cadena
(xo&---¢ xm-l) de X ., es decenerada.Y es dim X=n si dim Xén

y existe una cadena (xoa----: xn)txn no degenerada,

El teorema siguiente caracteriza dim X en términos del
objeto simplicial asociado.Se denota con ILE el coproducto
(unibén disjunta) de n copias del conjunto E. |

Teorema I.3.2.- Sea X un conjunto ordenado.las afirmaciones
sipuientes son equivalentes :

(i) dim X€ n

. ‘

(ii) Xne1® :i.\-é;Im(Bi)

(311) €SgreersBY ¢ ﬂlh xn——»xml es suprayectiva.




Jemostracidn : (i)=2(ii) Sea (xo‘- --‘xm_l)exn*l.}?or hipb=-
tesis existe i tal que ogis n,xinxi*l,luego se tiene

~
(xo(- --€ xn*1)=si(xot--t Xi41 &= -€ xml)

(ii) = (iii) Para cada x "an-l es xssi(y) para algn ye X,
y alegfin i ente o y n,lueso x=5;(y)=< 5 y...48,) (F41)s
(iii) =D (ii)=> (i) son demostraciones anflogas.,

Corolario I.%.%.- Sea X un conjunto ordenado.lLas afirmacio-

nes simuientes son equivalentes :
(i) dim X=o0,.

(ii) X tiene orden trivial.

(iii) Cada subconjunto de X es seccibn superior.
(iv) Cada subconjunto de X es seccidn inferior.

Demostracibdn : dim X=0 @ so:K—§X1 suprayectiva & (x & y#x=y).

Para extender esta caracterizacibn de dim X=o0 mediante
intervalos a dimensibn arbitraria nos vamos a restringir a
conjuntos ordenados finitos por las razones ya dadas en §2.

Teorema I.3%.4.- Sea X un conjunto ordenado finito.lLas afir-
maciones siguientes son equivalentes :
(i) dim X g¢2n
(ii) Cada subconjunto UgX es unidén de n intervalos y una
seccibn superior.
(iii) Cada subconjunto U€ X es unidn de n intervalos y una

seccibdn inferior.
Demostracibén : (i) = (ii) Sea U&X.Si una cadena X §----€Xp
de X tiene todos los X5 €N U,por ser dim X £2n existe

o£ig€2n tal que x;=X ,asi que algin Xol41 est en U.Po?t'

isl
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tanto,segfin el teorema I.2,1%4,se verifica la tesis.

(ii) # (iii) Sea U&X.Las proyecciones simpliciales
PO RS R ¢ verifican,sezlin el corolario I.2.17

aplicado,en virtud de la hipbtesis,a eU,la izualdad

agt(ev) A carl(eW)n ee A casy (e V)ap

es decir

eaz (U)n o7 (U)A -+ A Sy (V)20

lo que significa,seglin el corolario 1.2,18 la tesis.
(iii) = (i) Sea una cadena X _§€---- & Xo; 49 de X y considere-

mos el conjunto U= ixex l!k,os ks n,x=x2kﬂi ,asf que todos
108 X5 49 estén en U,Si,en virtud de la hipbtesis,aplicamos
a U el teorema I.2.15 resulta que algln Xo4 estf en U
0&1ign,luego X =Xy 4 6 Xpie1 Y POT tanto dim X¢2n.‘.#
Teorema I.3.5.- Sea X un conjunto ordenado finito.las afir-
maciones siguientes son equivalentes :

(i) dim X €2n+1
(ii) Cada subconjunto U&X es unién de n+l intervalos.

Demostracién : Se procede como en el teorema I.3.4 pero uti
lizando ahora el tecorema I.2.1§.*

Aplicaciones monbtonas

Sea f:X'—»X una aplicacibn monbtona entre conjuntos -
ordenados.En el conjunto X' definimos una nueva relacibn ‘1,

mediante
x'€,y' @& x'&y' A f(x')=£(y').



s fécil observar que £, es una relacibn de orden en X',ob-
teniéndose asfi un nuevo conjunto ordenado que denotaremos -
X!l.%1l orden de Xi. se obtiene a partir del original de X' su

primiendo las relaciones entre elementos de distinta fibra.
La aplicacién identidad X;—»X' es monbtona.®n particular,
tomando f=id:X—pX resulta que xid es el orden trivial de

X 4 es decir,el conjunto subyacente considerado como orden.

Proposicidn I.3.6.- Dada una aplicacibdn mondtona f:X'e—sX,

el diagrama ’

-

idl

T
X' e———p
es un producto fibrado en O.

Xid
id
X

Demostracién : Las cuatro aplicaciones son monbtonas
(f:xi.—-xid puesto que x' £,y'H f(x')=£(y') ) y el diagra

ma es evidentemente conmutativo.3ean ahora dos aplicaciones
monbtonas g:%—=X;,,h:Z—>X' tales que fh=g.Por ser el -

orden de X;, trivial,z&z' implica g(z)=(2'),asi que

h(z) € h(z') implica £h(%)=fh(z') y por tanto h(2) L h(Z').
Tuego h factoriza a través de th

Definicidén I.%.7.- LLamaremos dimensibén de una aplicacibn -
mondtona f:X'=—» X a la dimensibn del conjunto ordenado XZ.
dim £ = dim Xi.

La dimensibén de f es pues el supremo de las dimensiones
de las fibras.Si X es finito,dimf=méx , dimf‘l(x);xcx} .Es
claro que dimf £ dimX'.

Corolario I.%.8.- Si f es una aplicacidn mondtona inyectiva,




entonces dimf=0.

Demostracidédn : De 1la proposicidn I.3%.6 se sigue que f:X'==X
monomorfismo inmplica f:Xf—ind monomorfismo,y por ser el

orden X;, trivial,esto inplica que X también es trivial, =
- - = - '= r’.‘ .
luezgo dimf dlme 0 se~(n el corolario 1.3.5:_#:

El reciproco del corolario I.%.8 no es cierto.in el ejem
plo siguiente f no es monomorfismo pero dimf=0,siendo por =
tanto X% el olvido de X' con el orden trivial,

b b b
1 2 z l f(al)af(ae)ea
] X e——p X
. f(bl)-i:(be)sb

al 8.2

meorema I.3.9.- Si f:X'—X es una aplicacibén monbtona y -
las dimensiones de X y X' son finitas,entonces

dimX'< dimX- dimfedimXedimf,
Demostracibén : Sea dimX=n,dimX'=n',dimf=d.in X' existe en--
tonces una cadena no degenerada xég.....‘xl']. que se descom=
pondré en X; en cadenas de la forma

X} sf"”‘fxil f(x;j)-xo .y O£j&i,
x_-ilé £ ifxie f(xﬁ)’xl ’ il"’ J& 5-2
x‘{k‘ P qfxlll, f(x5)=xk y i,ej¢ n'

cada una de las cuales es del tipo y g....= Tpacon hg d.La

cadena imagen X &---& X tendrf& a lo sumo n¢l elementos.For
. tanto,comparando las lonzitudes de las cadenas anteriores -



se tiene que n'$ 1< (n+l)(d¢4l),es decir,n'e ndensd.

Como caso particular,si dimf=0 (por ejemplo si f es ine-
yectiva) entonces dimX'g dimX,y si dimf=1 entonces
dimX'€ 2dimX+ 1,



CAPITULO 1II

RETICULO S

Trabajaremos en un topo de conjuntos E.Un retfculo seré
10 que habitualmente se conoce como reticulo distributivo -
con O y 1,ya aque no los utilizaremos de otro tipo mis gene-
ral.Los resultados elementales sobre reticulos que usaremos
sin demostracibn pueden encontrarse en {2) ,f4) o 19D y
Los resultados menerales de teorfas alsebraicas (finitamen-
te presentadas) aue anlicaremos 2 los raticulos y a las 4l-
zebras de Boole pueden verse en [10)0122).

&1. Las caterorfas D y B.-

Un retf{culo es un conjunto D con oneraciones

A:DXD 3D M (X, 7)b—XAY
V:DXD D wm (X, 7)t—pXVYy
O: 1 e=——2D m 0 Y2 0

1: 1 =D m O —) 1

que verifican los axiomas

(idempotencia) X AX=X X v X=X
(conmutatividad) XAY=YAX , XVvy=yv X
(asociatividad) (xay)az=x a(yaz)

(xwY)v z=x v (7 v 2)

(absorcibn) xA(xvy)=x , x w(xay)=x

(distributividad) xA(yvz)=(xay)v (xaz)
xv(yaz)=(xvy)a (xvz)

(cero) x a 0=0 . x v 0=x

(uno) X Al=x . X wvl=1



Un morfismo de retfculos f:D~—spD' es una aplicacibn -
que conmuta con las operaciones reticulares:

f(x ay)=f(x)af(y) £(0)=0
f(xvy)=f(x)v f(y) £(1)=1

Sea D la categoria de los reticulos y sus morfismos.®s
una cate~orfia (alegebraica sobre E) con un functor olvido =
(algebraico) D=—3E y su corresnondiente adjunto a izquier-
da,el functor libre E—»D,

Un Alzebra de Roole es un conjunto B con las cuatro ope
raciones reticulares y otra operacibn

N:Be—a3B M Xt IX

que verifican los axiomas de reticulo y el nuevo axioma -
(complementacibn) XATx=0 , xwvx=l

Un morfismo de &lrebras de Boole f:B=—=33' es una aplie
cacibédn que conmuta con las operaciones reticulares y con la

nueva operacidn
f(mx)==1f(x)

Sea B la caterorfa de las Algebras de Boole y sus mor--
fismos.Es una caterorfa (alsebraica sobre _lu:) con un functor
olvido B~——»E y su adjunto a izquierda el functor libre -
Ee—>pB.

Por ser D y B algebraicas,tienen 1imites y colimites y
los respectivos functores olvido crean y conservan colimi—-
tes.Ademés,cada objeto de D o B es un colimite (1imite in--
ductivo) filtrante de sub8lzebras de presentacidn finita,es

decir,cocientes de &lzebras libres sobre un conjunto finito
por el ideal engendrado por un nfimero finito de relaciones,

ED functor olvido B——D tiene las propiedades siguien-
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tes:
(i) Es inyectivo,pues la complementacibn en un reticulo =
es,si existe,Gnica.
(ii) Bs pleno y fiel,pues un morfismo de ret{culos conser=-
va,si existe,la complementacién.
(iii) ®s almebraico,pues (ver el "teorema del bocadillo" de
) si existe un diazrama conmutativo de functores
(1os olvido)

E{;‘:’/-

con D=—3E algebraico y en B hay coigualadores,entonces -

o

B—D es alrebraico si o es B—3E.

Por ser el olvido B=——3D pleno,fiel e inyectivo,B puede
considerarse como subcatezorfa de D y asf haremos en lo su-
cesivo.Un morfismo de Alzebras de Boole es simplemente un
morfismo de reticulos.in particular,2=§_o,li es el reticulo
inicial en D y como es &lgebra de Boole es también objeto =
inicial en B.En ambas catesorias,2 es el &lzebra libre en=-
psendrada por .

Ademés,por ser el olvido algebraico,B es una subcatego-
ria reflexiva de D con reflector el functor libre B:D——>B-
Como la subcaterorfa es también plena y fiel,la counidad de
la reflexién es isomorfismo (ver [21) );es decir,para cada
f1cebra de Boole B es Bx B(B).

Para cada retfculo D,el Algsbra de Boole libre B(D) tie
ne por elementos clases de equivalencia de expresiones de
la forma

m
'leih-'yi ’ xi’yi‘D ’ 1£4i€m
1=



respecto a la congruencia enzendrada por todas las iguwlda-
des vAlidas en D y las de la forma x AT x=0,x v7 x=1.1a uni
dad de la adjuncidn determina una inclusidén canbnica

J:D—3B(D) m x+—» j(x)=xA0

que es monomorfisrio (es decir,morfismo inyectivo) por lo =~
que se considerarf D como subreticulo de B(D).Ademls j es =
epimorfismo,pero en seneral no es un morfismo suprayectivo

(salvo que D sea Almebra de Boole).in el ejemplo siguiente,
D es el reticulo libre enzendrado por {ai ,2 el &lgebra li-
bre engendrada por lai ,es B=B(D) y la inclusibén j no es su
prayectiva.

i B 1

J
a D e——3p» B a 1a
o o

Proposicidébn IT.lsle- E1 functor libre B:D—3B verifica :
(i) Conserva colimites (en particular epimorfismos)

(ii) Conserva y refleja monomorfismos
(iii) Coda unidad j:D=—>B(D) es monomorfismo y epimorfismo.

Demostracidn : (i) Es consecuencia de la adjuncibn con el =-
olvido.(ii) Sea f:D—sD' un morfismo en D y f*:B—B' su -
imamen por B .Hay que probar que

-~ ' -
f monomorifismo & f monomorfisiio

m
(=) Sea u=V X. A y: un elemento arbitrario de B.Es
21 - *

m - m
f'(u)fi\!lf'(xil\"l y3)= V £Cx) An £03p)

asi que



£7(u)=0» £(x;) AN £(3;)=0,1€ ig m
& f(xi)/\f(yi)-f(xi),lt igm

(f monomorfismo)@ X3 A T5=%5 y1€ igm

es decir,u=0,Luego £* es monomorfismo.

(€ ) Ssi f(x)=f(y),entonces,por ser £* monomorfismo,
fP(x A Y)=F(X)A 1 £(y)=f(x) A £(x)=0 2 x AT y=0.Anblozgamen
te se prueba que x v y=l,as{ que x= 17 y=y.(iii) Es claro
que Jj es monomorfismo,Para ver que es epimorfismo,sean mor-
fismos g,h:B(D)—>D' en D tales gj=hj.Si j':D'=——3B(D') es
la unidad corresnmondiente al retfculo D',sean los morfismos
%=3'g,B=j'h.Se tiene §j=hj y como g,h estén en B,es g=h.Fi-
nalmente,por ser j' monomorfismo,es g-h*

En el 8lzebra de Boole libre B(D) ensendrada por un re-

t{culo D se plantea el problema de la palabra:determinar en
un nfimero finito de pasos si dos expresiones

m
MFiA Ty , x;,7;€D,161i&m
n

V xiAYy: x!y'eD ,1<£j€n
j=1 9 J ’ L LA

representan el mismo elemento de B(D).Vamos a reducir este
problema al anflopo en D.En cada reticulo D se tiene una re
lacibn de orden x¢y definida por x Ay=x (o equivalenteren=-
te xv y=y) asi que,por la antisimetrfa,existe un método fi-
nito para decidir la igualdad en D si y sblo si tal método
existe para decidir el orden.



Teorema II.l.2.- Sea D un reticulo y

n
u= Y x; ANy, u'= \J xt A yi
1¥1 ’ j\./l Rarts

dos elementos de B(D).Entonces es ug€u' si y sblo si

> o AJ/¢\HyJ YHxJ'VV J1€ig€n,H E {1 .,n}

Demostracibdn : Por la prooiedad distributiva,es
wt= AL Vopv ( Yaop] - ALY =pv 1 A 3]
3 j€n

donde H recorre los subconjuntos de {1,...,n's .Por tanto,ugu’

JGHJ

eouivale a

x5 ATV Y5 <(Vx)o\1 v ,1¢umysi1,.,n'j

jen? J& H
Finalmente,la tesis se sizue de la si-uiente equivalencia,
vAlida en cada flmebra de Boole :

aATMb € cANTdi@® aAdgbNC

Para demostrar esta equivalencia usaremos otra elemental =
bien conocida : a&b® a Am b=0.%ntonces:aAm b€ cAMd &
& anmbAq(c And)=aAbAlc A d=0 @ 2 Ad A" (bv ¢ )=
a:o Q an d ‘b\l C .

3

Este teorema nos dice oue la desicualdad en B(D) equiva
le a m2" desisualdades en D,asf que la igualdad en B(D) equi
vale a m2" - ipualdades en D.Dicho de otro modo,B(D) es un
conjunto discreto (i,e.: la diaconal de B(D)xB(D) es un sub
conjunto complementado) si y sblo si D es un conjunto discre
to.
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Lpimorfismos universales.

Dados un retfculo D v un elemento ué& D,vamos a definir
epimorfismos f:D—»D' universales respecto a las propieda-
des "f(u)=1","f(v)=0" y "f(u) tiene complementario',

Teorema Il.l.3.- Sea D un retfculo y ue€ D.Existe un morfis-
mo supraycctivo p:D-—vDsu tal que p(u)=1l y que cada mor--
fismo f:D—»D' tal que f(u)=1l factoriza a través de p.

P
D —> D."LI
i\ ,'/i" (upr—>1)
74
Dl

Demostracibn : Sea D‘u= { xeD ‘ X & u} y sea

p:D—sD_ . m Xxr—»p(x)=xXAu

u

Deu es un retfculo con las operaciones de D,salvo que el =
uno es ahora u.Ya aue p(u)=uau=u=l,es claro que p es un =
morfismo,y para cada x € u es p(x)=x,asi oue p es suprayecti

Va.

Si f:D=——sD' es un morfismo tal que f(u)=1,la restric—-

cibébn f' de f a D,y ©S un morfismo,y para cada x€D es

frp(x)=f'(x au)=f(xAu)=f(x) Af(u)=f(x) al=f(x),asi que
f.p=f0#

Nétese que la inclusibn D$u-—bD es un morfismo si v -
sélo si u=1,y que entonces y sblo entonces p es isomorfismo.

También que la factorizacibén f' de f a tr-vés de p es finica
por ser p epimorfismo.



Teorema IT.l.4.- 3ea D un retficulo y ué€&D.7xiste un morfis-

mo suprayectivo q:]:l-——yl);'vl tal ocue q@(u)=0 y que cada mor=—- .

fismo f:D=—>pD' tal cue f(u)=0 factoriza a través de 4.

Q

D———D,,

/ 4
T /T ( 0)
\D't B

Demostraciédn : Este teorema es dual del anterior,asi que bas
ta ahora notar que es D}u" IxeDl xr,u} Yy

q:D=—>D m Xy — q(x):x\lu.‘*

2 u
Tas notas al teorema II.1l.3 se reniten dualizéndolas pa
ra el ITI.1.4.

Teorema IT.1.5.- Sea D un retficulo y ue€D.ixiste un moriis-
mo r:D—-—-me1 tal que r(u) tiene complementario y que cada-=-

morfismo f:D—»D' tal que f(u) tiene complementario facto-
riza a través de r de manera fGnica.

r
Db 1.
/
f\ ¢/ & (Fau',ur—u')
D! |
Demostracibdn : Sea D=D‘ uxD’u y r= lp,q} ,es decir,

r(x)=(xAu,xvu)

Es claro qué r es morfismo y que r(u)=(1l,0) siendo
4 r(u)=(o0,1).



Si f:D——pD' es un morfismo tal que existe < f(u),defi-
nimos una aplicacibn f':Du——tD' mediante

£ (x,y)=2(x) v [ £() A £(w))

Se verifica :
(1) £'(0,0)=0 3 £'(1,1)=1.
(ii) ' LG,y v (x',y')) =f' (xvx',yvy')=f(xvx') V
[trvydant@] =) vex) vl £an £()]v
v£G) AN L(W)]) = (x,y)Vv £ (x',7' ),
(iii) Ya que (x,y)€D ,es xSugy,lueso f(x)VE(y)=f(xvy)=
=f(y) y en consecuencia

£ (x,7)=f(y) Al £(x)v f(u)]

Operando con esta expresibn de f' como se ha hecho en (ii)
con la inicial,se obtiene f' [(x,y)h (x',y')) =f'(x,y) A
Pr(x sy )s
(iv) f'r(x)=f'(xau,xvu)=Ff(x AU)V[f(X\l u) A1 £(u)] =
=t at)Yv [fx)A£(@)) v (@A) =
=£(x) A [ £(u) A Af(w)) =£(x).
Tueco f' es un morfismo tal que f'r=f,Para ver la uniei

dad de f' basta notar que cada (x,y)€ D, es una combinacién
booleana de elementos de la imagen de r.En efecto,

(x,5)=0x,0) v [(1,5) & (0,1)] =r(x) ~ [z(7) A z(w)] .
Por tanto,si f" es un morfismo tal que f"r=f,se tiene

£9(x,y)=f(x) v [ £(y) An £(u)] =£' (x,7)

4+

Corolario II,1l.6.~- Sea D un retfculo,ueD y r:D=——=D el ma
fismo del teorema II,1l.5.Se verifica :

(i) r es monomorfismo y epimorfismo

(ii) r es isomorfismo si y sblo si u tiene complementario.

asi{ que f"=f',
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(iii) B(D) & B(Du).

bemostracidn : (i) r(x)=r(y) quiere decir que XAus=yAu Yy
xvu=y v u,asi que entonces x=x A(xv u)=xA(yvu)=

=(x A7)V (xAawW)=(y Ax) ¥ (yAu)=y A (xvu)=y a(yv u)=y;luego
r es monomorfismo.Que r es evimorfismo equivale a la unici-
dad de la factorizacidn en el teorema II.1l.5.

(ii) Si r es isomorfismo,sea u'=r"1(o,1).3e verifica
r(uau')=(1,0) A (0,1)=(0,0) ¥ r(uvu')=(1,0)v (0,1)=(1,1),
asf{ que uau'=o y uvu'sl,es decir,u'==u.Reciprocamente,
si existe = u,cada (x,y) €D, es de la forma (ver teorema -
TTe15)

e v [ e A @] s [xvzaaw)

as{ que r es suprayectiva y por tanto,secsfin (i),isomorfismo,
(iii) Sea r":B(D)—-)B(Du) la imazen de r por el functor 1i

bre B.Por otra parte,si j:J—»3(D) ¥y ju:DE——+EKDu) son -
las inclusiones canbnicas,existen morfismos finicos j',j" que
hacen conmutativo el diagrama
r s,
D =———>» D, —— B(D,)
R P' /

B(D)
Veamos que j" es el inverso de r .Ln efecto,por ser r y ju
epimorfismos,se verifica:

32 Ju 'y rud = j'r*=id

I"j "jur=r..j=jur => I"j"=id .
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E1l centro de un reticulo D, C(D),es el conjunto de sus
elementos complementados.Es claro que C(D) es un &lgebra de
Boole y que D es un Alzebra de Boole si y sblo D=C (D).

Corolario IT,1.7.- 3ea D un retfculo.Para cada x € C(D),exis
te una finica (salvo isomorfismo) descomposicibén en producto
D 2 D'xD" tal que x se corresnonde con (1,0).

Demostracibn : Dado x & C(D),basta tomar D'=D .y D"=D__ ,

sezfin el corolario II.1.6.Y si D & D'xD",sea x el elemento
D correspondiente en la biyeccibn a (1,0).Es claro que a =
(0o,1) corresponde ¥ x,asf aque x € C(D).Ademés D' D

G
En la proposicibn sizuiente utilizarcmos el morfismo =

r:D—3yD_ para cada elemento x € D,asf que lo denotaremos r,.

gx 7
Dlla D

Proposicibén II,1.8.= E1 Algebra de Boole libre B(D) ensen=-
drada por un retfculo D es el coproducto fibrado de la fami
lia de morfismos {rx:D-—be 3 xtD} .

Demostracibén : Cada morfismos ;j;t:Dx——’B(D) (ver corolario
II.1.6) verifica ;j"crx-j,asi que todas las composiciones -
J;(rx son ifuales.Dados morfismos lfx:Dx-—-v D';x(—D} tales

que todas las composiciones son imuales,sea f tal morfismo.
Para cada x € D,f(x) tiene complementario,a saber

NE(x)=1 fxrx(x)fx('\ rx(x))-fx(o,l)

Por tanto el morfismo £®=B(f) factoriza a través de D'.3i =-
f' @s esta factorizacibn y j':D'——3pB(D') la inclusidn cand
nica,ya que j' es monomorfismo y r epimorfismo se tiene,
para cada x €D,
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1p1itm PPt P l'l..._;_

b Jo ¢ Jxrx-f j=j'£=] fxer'P Piy=t,
La unicidad de f' es obia,pues los j; -son epimorfismos por
serlo j.*

E1l functor F:D —>»0

En el 8l=ebra clésica,F es el functor contravariante que
asocia a cada retfculo D el conijunto ordenado F(D) de sus =
filtros primos (o ideales primos).Definiremos aqui F limité
donos a los filtros orimos (o ideales nrimos) complementados,
trabajando con sus aplicaciones caracteristicas.

Un subconjuhto A de un reticulo D es un filtro si

1 €A 5 AANAEA - AvDe€A
y es un filtro primo si ademfs verifica

[o}nﬁ;ﬁ , (XVy€eA® x€Avy€h)
Un subconjunto B de un retfculo D es un ideal si
O€B 3 BvBEB 5 BaAaDSB
yles un ideal primo si verifica ademés
{1ynB=g , (xAay€B > x€Bv y&B)

Proposicidn II.1.9.- Sean A,B subconjuntos complementarios
de un retficulo D.Las afirmaciones sizuientes son equivalen=-

tes :

(i) A es un filtro primo.

(ii) Existe un morfismo f:D—%2 tal que A=f'1(1) y B-f"l(o)
(iii) B es un ideal primo.

Demostracibén : Por hindtesis,existe una aplicacibén f:D —p2
tal que A=£~1(1) y B=£~1(0).
(i) 2 (ii) Veamos que f es morfismo.Es claro que £f(1)=1
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nues 1€ A.Como {oar\,&nﬁ se tiene foiﬁ cA=B,asf que f(o)=0.
Sean ahora elementos x,y€ D.Se tiene :

x=(XxAy)VvxE€ L T(x)=1
F(xay)=1® XAy € AO(a f(x)A£(y)=1
y=(xAy)v y€ 2@ f(v)=1
luego f(x Ay)=f(x)Af(y).También :

x& A& f(x)=1
T(xvy)=1® xvye’ @{v & f(x)v f(y)=1
veA® f(y)=1 -
luero f(xvy)=f(x)vf(y).

(ii) = (iii) Como f(0)=0,0€ B.Como f£(1)=1, \1);\ B¢ ANB=P,
es decir, ilﬁf\ﬁ:ﬂ.i)ados x,y&D,se tiene :

X,7& B @ f(x)=0=Ff(y) & f(xvy)=f(x)vIi(y)=0% xvye€B
x€BayeDd P F(xAy)=f(x)Af(y)=0Af(y)=osp xAYE€B

XAyE€B D f(x)A £f(7)=f(xAy)=0® f(x)=0v f(y)=06 x€ BV y€B.,
(iii) & (ii) & (i) son demostraciones anélogas*

Proposicibén IT.1l,l0.- E1 functor (contravariante)
D(=,2):D—=>E factoriza a través del functor olvido 0~E,

Demostracibn : Por ser 2 un conjunto ordenado,cada conjunto -
D(D,2) es ordenado por f€g si y sblo si f(x) g g(x) para -
cada x €D,Si h:D—>D' es un morfismo,la aplicacibn

h* =D(h,2):D(D',2)—D(D,2) m £'+—»h*(f')=f'h es monbtona,
pues si es f'g g',entonces se tiene,para cada x¢ D,f'[h(x)]‘
¢z'\ h(x)] ,asf que f'hgg'h,es decir W (£')g h‘(g'):‘.

F1 functor (contravariante) aque factoriza D(-~,2) a tra
vés del olvido O—>E lo denotaremos

F: D—>»0

Para cada retficulo D,existen (provnosicibén II.2.3%) biyec
ciones entre los conjuntos ordenados de filtros primos com=-



nlementados,morfismos de D en 2 e ideales primos complemen=
tados.E1l comportamiento de estas biyecciones respecto al or
den es

AE/\'é fLI'éw» B'SB

Provosicibn IT.l.1l.- Sea x un elemento de un reticulo D.3e

verifica:
(1) F(D 4 ,) X {fcb‘(;)) |f(x)=1$
(i1) 20, ) = {rer(n) | £(x)=0]
(iii) F(Dx)x 'F(D_1 x).n. F(D&x).

"

DemostPacidn : (i) 3e aplica el teorema II.l.3 con D'=2,(ii)
es anflo~o usando el teorema II,l.4.
(iii) Se aplica el teorema II.l.5,con ;)x-D‘xxD’,x,al caso

D'=2,%ntonces f£(x) tiene complementario si y sblo si f(x)=1
o f(x)=0,
(),'=

Corolario IT,1.12.,~ F transforma productos finitos en copro
ductos finitos.

Demostracibébn : Hay que probar oque F(D'xD") & F(D')a F(D").
Segflin el corolario IT.1.7,

D! I~ (DlxDll)‘ (1’0) - D"“(D'xD")‘,(l,o)

as{ que basta ahora aplicar la parte (iii) de la proposicibn
II.1l.11,
£ =

En {€) hay una demostracibén clésica de este resulta-
do que utiliza el principio de <tercio excluso ,Con ligeras
modificaciones,esta demostracibén puede hacerse vAlida desde
el punto de vista constructivo si sblo se utilizan ideales
primos complementados.,
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Damos a continuacibdn ejemnlos de reticulos y sus corres
pondientes conjuntos ordenados

(1,1)
. o I}C=l 5 6 (0,1)
e X X Dx 11.,0)

X=0
(0,0

F(’D)O F(D Je F(OD ) S F(D,) o N\

Provosicién ITI.1.13%3.— Si B es un Algzebra de Boole,F(B) tie-

ne orden trivial,

Nemostracidn : Sean morfismos f,z:B~—p2 tales cue f £ 7.En=-
tonces,para cada x€B se tiene f(x)€ o(x) y af(x)=f(~ x) ¢
€r(7 x),es decir,g(x) & £f(x).Por tanto es f=r3.='__

Corolario IT.l.l4.,- Si B es el Alsebra de Boole libre engen

drada por un reticulo D,entonces F(B):?(U)id.

Demostracibdn : Ta nroniedad universal de la inclusibn canb-
nica j:D=—>B,aplicada al &lsebra de Boole 2,establece una
biyeccidn entre los conjuntos F(B) y F(D).Por la proposicién
IT.1.13,el orden de F(B) es trivial,asi que F(B) es el olvi
do de (D).

(g

El ejemplo siguiente ilustra el corolario IT,1l.14 y tam
bién el T1.1.6 (parte (iii)).

™=(0,1) >

D B=B(D)=B(D
X X (1’0)" ( ) x) %



7 (D) PO o | P(B) e o s

$ 2. Dualidad.-

En Algebra clésica se demuestra que el functor Pe]) o0
es una equivalencia (contravariante,es decir,dualidad) de -
caterorfas.®n el marco del Alrebra sobre un tono de conjun-
tos,mantendremos esta dualidnd limit#éndonos al caso finito.
Tpual que en el caso clésico,la dualidad D—>0 se restrin-
ge a una dualidad B—>»EI.

E1 functor S:Q-——sg

Clésicamente,el functor S inverso de F es el functor -
contravariante que asocia a cada conjunto ordenado X el re-
ticulo 5(X) de sus secciones suneriores (o inferiores).iqui
nos limitarevos al definir 5 a las secciones complementadas.

Proposicidén IT.2.1l.- Sean A,B subconjuntos comnlementarios

de un conjunto ordenado X.ILas afirmaciones sipuientes son =
equivalentes :
(i) A es seccibn superior.
(ii) Existe una aplicacidén monbdtona f:X——>2 tal que
a=£~1(1) y B=£"1(0).
(iii) B es seccibn inferior.

Demortracidn : Por hipdtesis,existe una aplicacibn f:Xe——p2
tal que ﬁ=f—1(1) y B=f"1(o).
(i) & (ii) Veamos que f es mondtona.Si x€y,se tiene

f(x)=1 D x€rDyel D F(y)=1

luego £(x)&€ £f(y).
(ii) 2 (iii) Sea ye€ B y x&y.Entonces f(x) &£ £f(y)=0,asi que
f(x)=0 ¥y por tanto x €B.
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(iii) =» (ii)=» (i) son demostraciones anél<)fgc:iss.‘;$'=

Pronosicibn II.2.: - E1 functor (contravariante)
0(-42):0—>E factoriza a través del functor olvido D——pE,

Demostracibn : Por ser 2 un retfculo,cada conjunto de apli-
caciones monbtonas 0(X,2) es un ret{culo con las operacio=-

nes inducidas por las de 2 :

o(x)=0 (£ Ag)(x)=£(x) A g(x)

1(x)=1 (f ve) (x)=f£(x)vg(x)
Si h:X—>X' es una anlicacibén monbdtona,sea
h*=g(h,2):9(}(',2)—>Q(X,2) f'e—>h®(f')=f'h,Veamos oue
h® es un morfismo.Para cada xeX se tiene :

(i) o [h(x).)'-o lue~o h*(o)=oh=o0.
(ii) (£'ac) ] h(x)] =f! [h(x)] A ' [ n(x)) =(£'hag'h)(x),

luego K (£'a ' )=f'A &' )h=f'h Az h=b" (£')AD*(5").
Anflozamente se prueba que n*(1)=1 y que
L (£l e;')=h'(f')vh'(g')# ;

71 functor (contravariante) que factoriza 0(-,2) a tra-
vés del functor olvido D=—pL lo denotaremos
S5:0=——»D

Para cada conjunto ordenado X,existen (proposicibn -
TI.2.1) biyecciones entre los reticulos de secciones superio
res complementadas,aplicaciones mondtonas de X en 2 y seccio
nes inferiores complementadas.®l comportamiento de estas bi
vecciones respecto al orden de los reticulos es

AcA' @ f«f'@® B's B

siendo f&f' si y sblo si es f(x) & f'(x) para cada xe X.
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Componiendo los functores (contravariantes) S y F se ob
tienen functores (covariantes)

SF:D =D ’ FS:0 =0
Proposicibn II.2.3.- Las igualdades
@, (x) (£)=1(x)

con D retfculo,xeD y f morfismo de D en 2,definen una trans

formacibn natural
0:1d—» SF
Demostracibn : Para cada reticulo D se tiene
- OD:D—-rSF(D)
X —> OD(x):F(D)-—-) 2
f OD(x)(f)=f(x)

asi que hay que verificar que
(i) Dado xeD,OD(x) es una aplicacidn mondtona.

(ii) OD es un morfismo de reticulos.
Finalmente habr& que comprobar la naturalidad de
8,es decir,que
(iii) Cada diagrama
eD
D s SR (D)

hl lSF(h)
D'-i'._., SF(D')
es conmutativo.

En efecto,se tiene
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(i) 51 fsg , 0)(x)(£)=f(x)g &(x)=0,(x)(E)

(ii) OD(o)no,pues OD(o)(f)-:f(o)-O para cada morfismo
£:7(D)—»2,Anfloramente se prueba que OD(l)-l.

6, (xA y)=0p(x) AOD(y),ya que para ceda f se tiene

8, (x Ay) (£)=f(xAy)=£(x) AL (7)=0,(x)(£) A0, (y)(f)=
.YOD(x)AOD(y)J (f).Del mismo modo se prueba que OD(xv y)=
=0, (x)v O,(7).

(iii) Para cada x €D se tiene (con h"-SF(h) secfin 1a nota=-
cién usada en las provosiciones IT,2.2 y II.1l,10)
'[On(x)=OD.h(x),pues para cada morfismo f':D'—s2 se veri

fica

n** {0, () (£1)=(8 (x)H) (£')=8(x) (£'h)=(£'h) (x)=1"Lh(x]] =
=0, h(x]) (f');"_
Proposicibn II.2.4.- Las irualdades

W (x) (£)=£(x)

con X conjunto ordenado,x €X y f aplicacién monbtona de X
en 2,definen una transformacibn natural

Ww:Id —p S

Demostracibn : Los pasos de esta demostracibn son similares
a los de la provosicibén II,2.5.5e tiene :
(i) W, (x) S(X)——»2 es un morfismo,pues Ux(x)(o)-o(x)-o,
Wy (X)(l)-l(x)-l, wy (x) (£ Ag)=(fA g) (x)=f(x)A g(x)=
= wy (x)(f)/\ Wy (x)(g),y anflozamente
wx(x)(fvg)- wx(x)(f) v W, (x)(g).

(ii) wx es una aplicacibn monbtona,pues si x4 y,entonces
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para cada anlicacibén monbdtona f &S(X) se tiene Nx(x)(r)-
=f(x) £ £(y)= Wy(3)(£),a3d que Wy(x) € Wy(¥).
(iii) Ceda diasrama
Wy
X —— F3(X)

h 1 lh" =T3(h)
UJX"

LY ———y "3(X")

es conmutativo,ye que para cada x€X y cada f'@ S(X') se =~
tiene,onerando como en la nronosicibn I11,2.5,

n#* (W, ()] (£9)= Wuh(x)) (£ gy

Dualidad de Birkhoff

T.a dvalidad de Birkhoff clésica establece oue ® yw son
equivalencias naturales.Ahora vamos a demostrar esta afirma
cibn,que har& de ¥ y S equivalencias de categorfas inversas,
limiténdonos a la subcatezoria plena O, de O formada por los

conjuntos ordenados finitod y a la subcategoria plena Bpf

de D formada por los reticulos de presentacibn finita.,Fs =
claro que los functores T y S dan restricciones

y que las transformaciones naturales @ y Wse limitan tame=
bién a estos functores restringidos.

Teorema IT.2.5.- Los functores (contravariantes) F:Dp=—>0p

y S:gf-—v}}_pf son equivalencias inversas,(®s decir,las cate

gorias D

Dop ¥ Qp son duales. ).




Nemostracibn : Hay que probar que :
(i) Para cada retfculo D de presentacibén finita,®, es iso-
morfismo,
(ii) Para cada conjunto ordenado X finito, (ak es isomorfis

MmO,

En ambos casos se trata de ver que las aplicaciones
BD y “)X son biyectiwvas.

(i) Cada elemento x€D es la interseccidn de los elementos
A -irreducibles (de la forma Vf_l(o) para un morfismo -
f:D—>2) mayores que él,asi que

x=A{Vf-1(o) ; fc-.:ﬁ'(D),f(x)mS
Por tanto,si BD(X)=OD(y),entonces

x=/\{ Vo) ; OD(x)(f)=o}=A1Vf_l(0). ; oD(y)(f)=o} =y

asi que ©, es inyectiva.

Dada una aplicacibén monbtona h:F(D)—>» 2,sea

X=A1Vf_1(o) : feF(D),h(f)-:o}
8, (x)=h & 6, (x)(g)=h(zg) , YeeT(D) ‘ £

& g(x)=h(g) , Vg F(D)
@ z()=0® h(z)=0), ¥ g€ F(D)

Si g(x)=o0,entonces /\{gl\lf-l(o)] ;h(f)=0}=o,asi que exis
te f€TF(D) tal que h(f)=o y g V£ (0)] =0,es decir,h(f)=o0
v g(z)=0 si f(z)=o0.Por tanto g&f ¥ as{ h(g)< h(f)=0,es de=-
cir,h(g)=o0.Reciprocamente,si h(g)=0,5 es uno de los morfis-
mos que aparecen en la expresibn de x,asi que g(x)=o.Luezgo
es OD(x)uh y por tanto OD es suprayectiva.
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(ii) Por ser X finito,cada x € X define una aplicacién monb--
tona
5 -1
fx.X—P2 m fX (o)cx‘ "

Si es u.)x(x)r. Wx(y),entonces es f(x)=f(y) para cada f & S(Xh
Tomando f=f resulta fx(y)sfx(x)zo,asi que y £ X.Anfllozgamen=-

te se demuestra que x & y,por lo que se tiene x=y.Luego \A’x
es inyectiva,

Sea ahora un morfismo h:S(X)—p 2,Temomos g:Vh’l(o), -
de manera que g'l(o) serf una seccibdn inferior (complementa
da) de X que tendri un nfimero finito Xjje. X, de elementos

maximales.Por tanto es g"l(o)-f;{l(o)u-..uf;l(o),es decir,
1 >

g=f_ A-weon £ 3luego h(f_ )A...ANh(E )=h(g)=0,por lo que al
1 *r =2 *r 5

ghn og j€r verifica h(fy )=0,es decir £ £8 segOn la defi
nicibén de g.Pero por otra parte,g=f_ A---Afxr‘ - ,asi que
1 J

g=f, ,es decir,g tiene un sblo maximal x=x,=--&#x, y es g=f .
Veamos que h= Nx(x),con lo que Wy serf suprayectiva.

En efecto,se tiene :
h(f)=o & £ &g » £(x) € g(x)=f (x)=0 B £(x)=0
f(x)=0 » f &£ = & h(f) £h(g)=o0 = h(g)=o0
asi que es h(f)=f(x) para cada f& S(X),es decir,h= u)x(x).

#

El ejemplo siguiente ilustra la dualidad de Birkhoff,



Bs X=F(D),con

DiDe—s2 m p'l(o)s  0,a,b,¢ d‘ . Vp-l(o)=d - /\p-l(l)-l
Q:D—>2 m q” (o)= {o,a,n} , V4 (0)=b , Aq‘ (1)=c
r:De—32 m1 (o):: {o a c} i Vr'l(o)=c s AT (1)-b
s:D—>2 ms (o)= o} 5 \]s—l(o)uo y Ns™ (l)aa

Los elementos A=-irreducibles de D, [o,b,c,ds ,forman
un suborden de D isomorfo al dual de X,lo mismo que 108 ==
Vv -irreducibles {a,b,c,1} .lihora pueden volver a verse 1os
ejemplos que sizuen al corolario II.1l.12,

Sea,vor ejemplo,la aplicacibén monbtona
h:X—2 m h™ (0)= { 0,7}
Tntonces x-AlVf'l(o)’h(f)-ol Vo~ l(o) aVr l(o)-dac-c
p 3 (c)=0
0, (x):X—>2 qe—sr(c)=1

fr—p£(x) |2 r(c)=1
S e s(c¢)=0

En efecto,B(x)=h.

Para considerar D=5(X),basta interpretar as{ los elemen
tos de D :

0:X—> 2 M 0 2(0)=X
a:X=—2m a l(c»)-u- { p,a,r§
b:Xe—p2m b~ (0)-;1) ay
c:X—p 2m ¢ (0)= | p,r}
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d:X—32 m d”1(0)= 3 D}
1:X—»2m 17 (0)=p

91 consideramos ahora el morfismo
h:D—> 2 m h™'(0)=} o0,a,b)

entonces g:\lh’l(o)=b=fq , siendo

[ op—» 0(0)=0
ar— a(q)=0
Wy (q):D—> 2 br— b(g)=0

X — x(q)< c—p c(q)=1
de—p d(q)=1

lkln-—-) 1(q)=1

as{ que,en efecto,es wy(q)=h.

Dualidad de Stone

Sea ﬁpf 1a subcategoria (plena) de pr cuyos objetos son
41gebras de Boole y sea E_f la categoria de los conjuntos £i

nitos,es decir,la subcategoria (plena) de Op cuyos objetos
tienen orden trivial. :

Teorema I1.2.6.- Las categorias -]-S-pf y Op son duales.

Demostracibn : Es suficiente con demostrar que los functores
F y S inducen por restriceibdn functores _B_pf-—t gf y -O-f_.gpf
respectivamente.Es decir,que

(i) D &lzebra de Boole =) F(D) orden trivial

(ii) X orden trivial £ S(X) &lnebra de Boole.
En efecto,(i) es un caso particular de la pronosicidén II.1l.13
y (ii) si X tiene orden trivial,cada aplicacibén X 2 es -

monbtona,as{ que S(X) es el &lgebra de Boole de las partes



complementadas de X.(Ver corolario I.B.B)HF

Ta dualidad de Stone puede verificarse en el ejemplo que
girue al corolario IT.l.l4,

Aplicaciones

Tynondremos brevemente el sisnificado de la dualidad en
lencuaje de conjuntos,subconjuntos y elementos,vara aplicar
1a después a alwunas situaciones concretas.Interpretaremos
las aplicaciones caracteristicas como secciones suneriores
o filtros primos,ya que de esta forma se conserva el orden,
(Ver los comentarios que sisuen a las provosiciones II.1.10
y TI:2:2)s

Ta dualidad de RBirkhoff asocia a cada conjunto ordenado
X finito el conjunto S(X) de sus secciones suneriores.Si
g:X=——3X' es una aplicacibn monbtona en Qf entonces

S(g)=g*: L'"—> g_l(_ft').Para cada elemento x € X y cada seccién
superior A'S& X',se tiene

xeg' (4@ s(x)€ A’
3i D es un reticulo en pr , (D) es el conjunto de los fil

tros primos de D y si g:D=——+D' es un morfismo en pr

tonces F(g)=g®:A'+—>7'(A').Para cada elemento x €D y cada
filtro primo A' de D' ,se tiene 12 misma equivalencia ante-

Y en=-

rior,La dualidad de Stone funciona de manera anflora,consi-
derando subconjuntos arhitrarios de conjuntos finitos X y =~
filtros primos de un’&lgebra de Boole.

Como primer ejemplo de anlicacibén de 1la dualidad,vamos
a caracterizar los epimorfismos suprayectivos en pr.Si

f:D=—3D' es un tal epimorfismo y u=F(f):X'—p» X su imasen



nor la dualidad,u es monomorfismo,es decir morfismo inyecti
vo.Como f no es en general suprayectiva,los epimorfismos su
nrayectivos en D . se corresponderin con alefin tino especial

de monororfismos en 9{'

Pronosicibn I1.2.7.- Sea f:D=—aD' un morfismo en D¢ ¥ sea

u:X'=—>Y 1la imacen de f por el functor dualidad F,Las afir
maciones sizuientes son equivalentes
(i) f es suprayectiva
(ii) u(x')gu(y') S x's y'
(iii) X' es isomorfo al suborden u(X') de X.
Demostracibn : (i) & (ii) Sean x',y'€ X' tales que
u(x')€u(y') y sean los filtros primos duales A',B'€ D' y -
"e&B&D,Serd x'sy' si y sblo si A'€B'.Pero,por ser f sumra
yectiva :
Ar=feTI(A')=f(A) € £(B)=££ 1 (B! )=B!
(ii) = (iii).Fs claro que (ii) equivale,por ser u monbtona,
a
u(x') gu(y' )¢ x'€ y'
y por otra parte,(ii) implica la inyectividad de u sin més
que considerar la antisimetrfa del orden.
(1ii) 2 (i).Sea x'€ D' y A' €X' la seccibdn superior dual.
A=u(A') es,vor hipbtesis,seccibn superior de u(X').Sea
A= 1‘&'63( (D aeh,as 3] la seccidn suverior de X encendrada
por A vy XeD su elemento dual.La seccibédn superior de X' dual
de f(x)eD' es

wtM=u] Taux')) =ut(a)=2"
luego f(X)=x y f es suprayectiva*

Los ejemplos que sipuen al corolario II.1l.1l2 ilustran -



esta pronosicibdn,

Ahora vamos a caracterizar un retiéulo como subconjunto
del &lzebra de Boole libre que engendra.Lo haremos con un =
retfculo de presentacibédn finita usando la dualidad y,en el
prbximo apartado,extendefemos el resultado a un reticulo ar
bitrario mediante un arzumento de limites inductivos filtran
tes.Este método de demostracibdn serf muy utilizado en el =~
resto del canfitulo.

Sea D un retficulo en pr y X=F(D).%Z1 objeto simplicial
Xl..":".... X (ver capitulo I),oue puede considerarse comno -
objeto simplicial en O (es decir,functor Afp-—-i 0) de ma-
nera que X es orden interno en O,se transforma por dualidad
en un objeto cosimplicial D =3 Dy---* .E1 teorema dual (en
el sentido de la teoria de catesorias,ver {2V)) del I.2.4 nos
dice que el retfculo D, tiene la propiedad universal sicuien

te :

qO
D ==——=% Dy (i) a,% 9y

q
f‘ug 141’ (ii) Para cada par de morfismos
/ ’.‘l"‘- ' —
; ¥ fyz:D——»D' en -]-)-pf tal que f ¢ 8,
D existe un Gnico morfismo h:Dl—-uD'
tal que

hqo=f B hql=g



Pasando a las Algebras de Boole libremente enzendradas,se =
tiene el diagrama (doble) conmutativo

qQ
o)

D /=33 Dy
TR
0
1

Debe notarse que en _pr es qo.s Q, sPero que el orden desapa-
rece al pasar a _B_pf.En efecto,si x&B es q (x) ¢ ql(x),pero

qo("l X)= ﬁqo(x) },1q1(x)=ql(-1 x).No obstante,el orden se -
mantiene para los elementos x &D.Veamos que esta propiedad
caracteriza a D dentro de B.

Proposicibn IT.2.8.- Sea B el &lgebra de Boole libre engen-
drada por un retficulo D de presentacibdn finita.Se verifica:
. (1) D= ]x&B lq (x) £a;(x)}
(i) '|D=[xeBl q; (x) & q () Y

(iii) c(D)= [xt B | qo(x)=q1(x)j

Demostracibn : i1 corolario I.2.l17,para k=o0,dice que un con
junto US X es una seccidn superior si y sblo si q l(U)sol (0.

Lo que (i) afirma es el enunciado dual,inflozamente,(ii) -
equivale por la dualidad al caso k=0 del corolario I.2.18,.
(iii) sicue de (i) y (ii) teniendo en cuenta que C(D)=DmA= D.

#



a, !
——
D — 1
b 4
1
*1 D=}0,x,1}
q C(D)={0,1}
o} ~, %, o
x ™ B ey By
aq %,

&5.Dimensién.—

Desde el punto de vista clésico,la dimensibén de un reti
culo D es la longitud de la mayor cadena no degenerada de =
ideales (o filtros) primos de D,es decir,la dimensibn del -
conjunto ordenado X=F(D).5i D es de presentacibn finita,las
dualidades de Birkhoff y Stone permiten trasladar a D la =
teorfa de la dimensibn de X dada en el capftulo I.En parti-
cular,ya que definimos dimX $n como &S y.«wyS, P :#1Xn—bxm1

suprayectiva,ahora diremos que dimD £n si
iso,".,sn\ :Bn41-——9£qan es monomorfismo.Esta es la defi=-

nicidn oue adoptaremos en el caso general,pero antes hay -

que efectuar una construccibn del objeto cosimplicial asocia
do a un retfculo arbitrario directamente en la categorias D,

va oue en meneral no disnonemos de la dualidad,

E1 objeto cosimplicial

Teorema IT.3%.1l.— Sea D un retfculo.Para cada nWwl,existen -

morfismos qi:D—-)Dn , 02ig n universales respecto a la =

propiedad Ay s+ & Qpo
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D - D
< " f T
- q =
fos....(i‘nl e 1 1=f3
-~ ofign
Dl
n
Demostracibn : Sea H= i‘-':l‘o D l1la unibn disjunta de nel copias

del conjunto D,y sean las inclusiones canbnicas
hi:])—OH m xr—ohi(x)sxi , of£isgn,
3ea D(1) el retfculo libre enwendrado por H y h:H—bD(H) -

la inclusién canbnica.Finalmente,sca D el reticulo cocien-
te de N(¥) por las relaciones

0320 , 1=l
X3 A yi“(XA 3)1 ’ xi"‘ yi-(xvy)i
Xi AX5%%nin {i,J)
Si k:D(H)-—-b}Jn es el epimorfismo canbnico,se tienen las =
aplicaciones

que,serfin las relaciones definidoras de D ,son morfismos que
verifican q €-----&qp.

Nados morfismos foa-----tfnzl)——ﬂ)',existe una finica apli
cacibén f£':H—3D' tal que f'h,=f;,0&i&n,y un fnico morfis
mo T:D(H)~—sD' tal que Th=f'.Ya que 'fhhi-f'hi-fi,o( is n,
es decir,para cada x&D se tiene T(xi)-fi(xi),o¢ i€en,es -

claro aque T conserva las relaciones definidoras de D ,as{ -
ane existe un finico morfismo f:Dn—-ﬂ)' tal que fk=T.Se ve-
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rifica fqi=fkhhi=fhhi-fi,ot ig n,y si otro morfismo
7 ——uD' también satisface las igualdades gq;=f;,0&is N,
entonces ,thhi=gqi=fi,o&i¢, n;luezo por la unicidad de f' =

es ckh=f';luego por 1la unicidad de T es ok=f;lueso por la =
unicidad de T es g;ui”.*l

Corolario II.3.2.- Sea D un reticulo.Para ceda n%o se tie-

ne una biveccibn

F(D, ) &F(D),
Demostrecibn : Basta internmetar la propiedad universel de
Dn con D':g.*
Tos filtros (ideales) primos complementados de Dn se ¢co

rresponden pues biyectivamente con las cadenas de loncitud
n de filtros (ideales) primos comnlementados de D,

Tl teorema IX.3,1 permite definir morfismos di’sd median

te los diagramas

Qpg -y 0y §-er€ 0y
Dn —’Dn
i of)
--‘qd‘ qd‘oov
D Dn-l

Utilizando el teorema dual (en el sentido de la teorfa de -
categorias,verM)del I.2.4 y teniendo en cuenta que ceda =
conjunto ordenado es orden interno en O,resulta que D es co
caterorfa interna en D (D tiene coproductos finitos) con su
corresnondiente objeto cosimplicial #4~—»D.Ademés,puesto -
que la relacibn € en cada n'” es de orden,D es un coorden -



interno en D,

Componiendo con el functor libre B:D—>»B se obtiene el
objeto cosimplicial en B asociado a D,nue es el objeto cosim
plicial de B=B(D),es decir,un coorden interno trivial.,lLos =
simbolos di,s( se usarén indistintamente para los morfismos
en ) y sus imazsenes en B por B,

Para cada n¥» l,la construccibén del teorvema 1I,3,1 esta~-
blece también un functor

(.)y:D—>D
que .a cada retfculo D hace corresponder el retficulo D,y a

cada morfismo f:D——pD' gl morfismo cormesnondiente
f . :D—=D; del cofunctor interno f,es decir,el morfismo de

finido por el diagrama conmutativo
QO‘.""‘ qn

D —- D
rl l, (9F &+ ==g 0f)
Ay €aneeg Uy =
D' i

Es claro que esta corresnondencia es functorial.Un functor
anfloso se tiene para los conjuntos ordenados:(, )nz_(_)_-—-bg,

de manera que el corolario IT.3.”2 se amplfa,considerando =
los morfismos,al diagrama conmutativo sicuiente

(),

D ——2
F,l (), 1"
O =—p0
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Otra consecuencia inmediata de la definicibén del functor
( .)n:Q-——aQ_es que,por tratarse de una construccibédn univer

sal de tipo colfmite (o inicizl en otra terminologzia) conmu
ta con los colimites filtrentes.Veamos no obstante los deta
lles.

Proposicidn ITe3ede= 21 functor (. )_:D—+D (nyl) conmuta
n— —

con los colimites filtrantes,

Demostracidn : ©s suficiente hacer la demostracidn para n=1,
(Adembs,dualizando el teorema I.1l.6 se ve que Dn €s cOopro--

ducto n-fibrado de D==3D,,y los colimites connmutan entre -

si).5ea D=lig filt D, ,con inclusiones J¢ :D,—> D.Para cada
¢:§

A€ I seca Qo € q*I:DA——-oD‘l.,y sea D1= im filt D‘ 1 con =
inclusiones j,u’g.l-"ﬁ .Veamos que 'D'lﬁ Dl.Los diagramas con

mutativos

I
e—. 1

' (e I)
W= Jot 1
T, ¢

definen de modo finico un morfismo G .En efecto,si «&[> ,en

tonces el diagrama simuiente tiene un cuadrado y un triéngg
lo conmutativos

qﬂO

j’“l 980 13M> T,

Dy =~ Digq ip1

c



asi que ;jolqoo.j“‘ =Jq 19, 0.!\n!i];c:agaatmente se define un =
morfismo EI:D—OD'I finico tal que,para cada ®€I,q;Ju =
=:J_£1q.‘1.:*>i x&Dyes x=J (x4 ) para algfin « €I por ser I
filtrante,as{ que Eo(x);c'fo,j" (x g )= 14 ‘o(x“ )& J-th-cl("-t)'
831.5.‘_ (x ¢ )=0; (%) 51uezo q,% qy.Dados nmorfismos f ¢ g:D——eD"',
veamos que existe un finico morfismo h:ﬁl-——oD' tal que

h'ij_'o:f y hEl-g;de esta forma serA ﬁlg._' D,.Para cada ®eTI, =

f € implica £, $ gj, sasi aque existe un morfismo
h*:Ddl—-)D' finico tal que h jq_ o"fda T hy Qg 1®Bigq o=

Si g ,s€ tiene hf"jrlm 1q‘°-hpq“o.jﬂ_‘ -r;j* -h‘_q‘o y
anflogamente hh ‘10" lq‘lsh“q“ 1 usando g,asi que

h f"jbﬂ 1=he ¥ por tanto los h, definen un morfismo h:ﬁl—DD'
finico tal que hj ¢q=h, Dpara cada o &I,Se verifica,para ca
da -Lcl,h?q'o;j.‘ =hj , 19 0=Pu Vu o= FIue as{ que h'c]o-r y anflo
pamente se prueba que hﬁl-g.Finalmente,pava ver la unicidad
de h,supongamos que otro morfismo k verifica k'ti'o-f y 1'5'1'1-8;
entonces para cada «€ I se tiene kj_ 1q, o=KQ o =Ty =
=hT Jy =hie 19 o ¥ también kj 10 1=hj, 19, qs1ues0

kj‘ 1=hi g 1+5iendo esta imualdad vAlida para cada «€I,resul

ta k=h,
#:

Corolario IT.3.4,- E1 functor B(.)nzg—-vﬁ (n»l) conmuta -
con los colimites filtrantes.

Demostraciédn : Aplicar las provosiciones IT.1l.1 y II.3.3,
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Proposicién IT1,3,5.- Sea D un reticulo y B=B(D).3%e verifica:
(i) D= ixEB |xos xls
(ii) 7 D= {xeB | Xq 8 xos
(iii) ¢(D)=} x€B | x =x; §
(iv) DB @ DtDl.

Demostracidn : (i) Si D es de presentacidn finita,el resul-
tado se demostrd en la provosicibn IT.2.8.%1i D es arbitra--
rio,es claro que los elementos x €D verifican X, € Xy por la

definicidn de Dl.Para ver el contenido inverso,sea x € B

tal que x_ €X;.D es colimite filtrante de sus subrreticulos
de presentacibn finita,D:!.:'krnl filt Dy ,asi aue B=%§ filt B,
si B, =B(D, ).Existe por tanto un €I tal que Xx=j B S
X o € By .Aplicando ahora el corolario TI.3.4,resulta que

X, =J ot (}:‘wt 0) v x1=3_((x.(1),con Xt 09X 1€ Pt 1 ¥ ¥ 0% X1
Como D, es de presentacibn finitn,esto implica x, € D, slue

go X€D,

(ii) sisue de (i),ya que (7 x)ia -l'(xi),i=o,1.

(iii) sicue de (i) y (ii) pues C(D)=D n=1 D.

(iv) D B&@ Da2C(D) & Q,=qy :B—>3; segfin (iii).Siempre se

verifica s q,=s,q;=id (ver def, I.1.18 dualizando) y ademés

qQ.8.0.=q_ id=q
S O. 0 ! == qOSo=id
9,8031=2519=0,=%

as{ que 0,=0; es el isomorfismo B B,,lo que equivale a -
95791 :02 D,
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Dimensidn
Dado un reticulo Dl sean B ¥y Bn las &l~ebras de Boole -
libres envendradas vor D y D respectivamente (nwvl).Para =

cada n %o (con DO=D) se tiene el morfismo

. . YB o J
lgo”"snk n+l n+an
r 'L'ﬁ =
cuyo nficleo denotoremos Ln+1,de manera que { So!“ﬁﬁlkes mo

rfisn si S 1 { =
nomorfismo v sblo si }n+1 Os

Definicidn IT.3.6.- La dimensibn de un retficulo D es menor
o icual nue n€M si X

icus i es nor -
n41=o,y es icual a n si es menor O

imual que n y = (K =0).

L

Nuestro ohjetivo ahora es caracterizar la dimensibn de
un retficvlo D en términos de los elementos de D y B,Comenza
remos a trabajar por el caso en que D es de presentacibn fi

nitae

Presentacibdn finita

9i D es un retfculo de presentacibdn finita y X=F(D),es
claro que,por la dualidad,dim D& n equivale a dim X£ n.

Teorema IT.3.7.- Sea D un retfculo de presentacibn finita.

Tas afirmaciones siruientes son equivalentes :
(i) din D& 2n n
¢33 ‘JXCB, 3xo,xi,yi€D, lgign, X=XV i=1(xi“" yi)'

(111) ¥ x @B, 3 x,,%;,7; €Dy 18i&n, x=x vV (X547 75

Demostracibdn : Tste teorema es el dual del I.3.4,ya que los
subconjuntos de X son los elementos de B,las secciones supe
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riores de X son los clementos de D,1las infcriores los de=\D
y los intervalos los de DA'ID*

Meorema IT,3.8.- Sea D un retfculo de presentacibn finita,
Tas afirmaciones siruientes son equivalentes :

(i) din X £ 2n+l nel

(ii) ¥x€B, Dx;,7;€D, 1£iendl, x=;Y;(x; ATV y;).

Demostracibn : Ts el dual del I°5'5'1k

Para profundizar en el significado de estos teorcmas,va
mos a dualizar también los corolarios T1.2.16,17 y 18.Sean =
los conjuntos :

KEnq-l" {xGB l X= -|xovi¥1(xi;\ 175) Xo9%547; € D }
n4l
Aonga= 1% €8 |x=3¥) (x; ATV Y,) » %7560 )
y sean las aplicaciones (que no son morfismos)
Kong1 = AT A =0 Ao BB+ Kopnr® ™ ons
B ongo= QN Vi) A msRaapt $D e Poing o

Pronosicibn IT.3.9.- Si D es un retfculo de presentacibn fi
nita,se verifica :

-1
(1) A2n+1'°<2n+1(°)

(31) Tppy1=RKona1 ()
(131) App,p= %A 5py2(0)

Demostracién : (i) es el dual del corolario I.2.17,(ii) lo
es del I.2.18 y (iii) del I.2.16;#_
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Si,en meneral,denotamos

oLn-qOAﬂqla--. :B—an 3 .Ln-.:.--]o(n

es claro que Im(o(n)=Im(§n).LLamaremos C, a este subconjun
to de B .Vamos a relacionar C  con K mediante la considers

cién de las cadenas no deceneradas de X .

Tema II.3.10.- Sea X un conjunto ordenado finito y sea

(xot-o;‘xn)exn.Las afirmaciones si~uientes son equivalentes:
(i) (xot--sxn) es no degenerada.

- . C
(ii) JUEX , xparEU A ximpar#u'

(iii) Jve X, Xoar® V A ;’f.par‘ v
(iv) duexX , (x s--«X )& q';l(U)'r\ cqil(U)n---- .

(v) 3VeX, (x8---:sx, )€ cq'c;l(U)n q'il(U) O\ soes

Demostracibédn : (i) & (ii) tomando U= lxpars L(ii) @P (i) es
obio.(ii)@ (iii) tomando V=cU.(iv) es la versibdn de (ii)
utilizando las aplicaciones qo,...,qn:Xn—-)X.!Lnélogamente -
(v)& (iii).#

TLema II.%.11l.- Sea D un retficulo de presentacidn finita.3i
z €B, ¥ ZQXn son duales,las afirmaciones siguientes son -

equivalentes :
(i) z€C,

(ii) 3 vex , qgl(U)r\cqzl(U)n... =7
(iii) Jvex, cqgl(V)nqil(v)n... =7



Demostracién : z€C & QueB ,u!n(u)-—-z &3qves ,ogn(v)=z.
(ii) y (iii) son los enunciados duales._*__

Tema II.%.12.- Sea D un reticulo de presentacibn finita.Si
Z eBn y Zs._Xn son duales,las afirmaciones siguientes son

equivalentes
(i) z &K

(ii) Z es un conjunto (finito) de cadenas no degeneradas,

= i . -]
Demostracibn : (1)& { SO’""SH—]_S (z)=0 @9(50""’511-17 (2)=
=¢é9sgl(z)-:ﬁ,o&jsn—l.?isto equivale a (ii) ya que
(xog.--axn) & no degenerada quiere decir que

=1 .

Sj (XOS-"‘xn)=ﬁ’°‘J‘n"1-#

Proposicidn II.3.13.,— Sea D un reticulo de presentacidn fi-
nita.Para cada ny1,K es el ideal de B engendrado por Cpe

Demostraciébn : Por ser un nficleo,K es un ideal.Si z€&C,, -

por el lema II.3.11,parte (ii),y el lema II.3.10,parte (iv),
se simue que cada cadena de Z es no degenerada,luego z& Kn

por el lema II.%.l12.Por tanto GnSKn.Veamos finalmente que
C, enzendra Kn.Si z €K ,2 es un conjunto finito de cadenas

no degeneradas (lema II.3.12),es decir,una unibn finita de
Atomos { (xos- -.ﬁxn) )QX cuyos duales son elementos de C,

(lema TII.3.11 con U’ixpars) asi que Z=7g V+* =V Zy .y COD
ziecn , 0osigk,

H#

El ejemplo siguiente,
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csc
[ 4
sc
e X ' Xy ongc bshb
G ash
a aga

tomando Z= {(a sb),(bgec) ! € X, se tiene z € K pero z*Cn,

asf que en zeneral el contenido C €K es estricto.
T - _x-1
Denotaremos,en seneral,h =eC (o) ¥y A =% €0)e

Corolario IT.3.14.,- Si D es un retficulo de presentacibn fi-

nita,las afirmaciones situientes son equivalentes :
(i) K =0 (i.e.dim D&n-1).

(14) C,,=0

(iii) AnuB

(iv) I£=B
Demostracibn : (i) & (ii) por la provosicién II.3.13,

(ii)® (iii) por ser C =Imk ¥ Anaxgl(o),y anfilo~amente
(ii)>® (iv).*

Este corolario es un anflisis de los teoremas II.3.7 y 8

que nos permitirl extenderlos a un reticulo arbitrario median .

te procesos de paso a colfmites filtrantes de reticulos de
presentacibdn finita,

Antes de pasar al caso general,notemos que el caso n=o
del teorema JI.3.7 dice que dim D=o si y sblo si D=B="D,es
decir,D es un Algebra de Boole.Como ejemplo del teorema -
IT.3.8 para n=o0,consideremos el si~uiente :
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Es dimX=1.%n efecto,dimX €1 porque todas las cadenas de
XP son dezeneradas,y se tiene la isualdad porque en Xl hay

una cadena no decenerada,
Por tanto seri dimD=l1.En efecto,se tiene
8,:By—>B; m so(xo)-so(xl)-xo 3 So(xg)"xl
51:82—;B1m sl(xo)-xo ’ sl(x2)-sl(x2)-x1
as{ que Keaker{ so,sls =ker s_N ker 8= to,xlA'i Xq i [ {o,
xei\‘j xl} =} o} y por tanto dim D& 1.Por otra parte
8,:By=—3B m so(xo)-so(x1)=x
verifica K,=ker s = {o,xl AT xo}"‘ o,luezo dim D=1.En este

caso se tiene ClaKl,lo que puede comprobarse viendo que el
conjunto de las cadenas no degeneradas de Xl es atbmico.




Caso general

Asociando a cada retficulo D el ideal Kn de Bn obtenemos
un functor

K :D—sE

va que para cada morfismo f:D=—>D' tenemos un diasrama con

mutativo

B yieiyB
Kn(D)‘-' » B i 2 - 157 -q-Bn-l
oo |
v

S,9000980_1
K_(D')E——s B! A > T =

n n—-1

de manera que f induce por restriccibn Kn(f),aplicaci6n que

seguiremos denotando f sin riecszo de confusibn.

Pronosicibén II,3,15.,- Para cada n,K¥ conmuta con los colfimi

tes filtrantes.

Demostracibn : Sea D=13m £ilt R, .Secfin el corolario IT.3.4,

se tiene Rn=lim filt D_tn.Como los limites finitos conmutan
con 1los colimites filtrantes,se tiene
=Lin £31t {s.(o,...,s“ oo i y finalmente
K =ker { SO’""SI'I—].} = ig filt ker{s“ o""’s-tn—l} =
=1linm filt ¥ -

o R

Asociando a cada retfculo D el subconjunto C, de B  ob-

tenemos un functor



C_:D emm——p

=

ya que para cada morfismo f:D—>D' se tienen diagramas con

mutativos
a9y o,
BE———3% B B——B &3 Cn(D)
|
(03 fl a, lfn S 3 lfn i
B'e=—~ B! B! B!« C_(D")

de manera que f induce nor restriccidn Gn(f),aplicaci6n que

seruiremos denotando £, sin riesco de confusibn,

Proposicibn IT,3,16.=- Para cada n,C  conmuta con 10s colimi

tes filtrantes.,

Demostracibn : Sea D=1i$ £ilt D; , de manera que
i

B, =lim £filt B, (nz,o).:l denotamos h, : Bln-—oB los mono--
i
morfismos can6nicos se tiene (ver provosicibén TIT.3.3 y coro
lario IT.3.4) h. q. q,jhi , 0€ j< n,asi que h, =o{ h..

in?ij in®in=
Siendo esto cierto para cada i,se sigue que « n=3%g il s

luego llm filt C € C, .Para ver el contenido inverso,sea =
i
x, € Cn,asi que es X = o(n(x) con x € B.Por ser By B colini-

tes filtrantes,existen elementos x. € B. tales

x: € B,
14 11 ’ i,n 12n

d08 =By (G 0ty e n

xzhi(xi) . xn=hin(xin) siendo xi=hiil(xil)c,Bi )y Xgp=

) ¥ tomando 11,1p<1 resulta



=h (Xi n)‘B.

11,04, sn +Se tiene hindin(xi)- -tnhi(xi)--ln(x)-
"xn’hin(xin) asf{ que,por ser h, monomorfismo,es

X5n= a{in(xi)(-_ Cy polueso x,=h; (x;,) €1lig £ilt C; .
i *
Si 1llamamos 'C’n(D) al ideal de B_ enmendrado por Cn(D),
tenemos un functor
C,:D——E
que vamos a comparar con K _,extendiendo as{ la proposicibn
IT.%3.13 a reticulos arbitrarios.

Proposicibn II.3,17.- Para cada n,Unan.

Demostracidn : Comenzaremos viendo que hay una inclusibén na
tural C &K .Fn efecto,se tiene

dn 8
B > Bn » Bn—l
S,j .(n-:sj(qof\ﬂ qlAqea--.)ssquA-l adqlhadqzl\ cen
y como es
gy » 183 (ogign)

S5.Q.=
S b
Q_ys i>3 (osjsn-1)

resulta que en la expresibn de Sj"n aparece siempre
q,j Aﬂqj o bien 'Iqjaqj,en cuazlaquier caso aja(n-o.‘.[a Queg =
esto pasa para cada j,es lso""'sn-ls (Gn)-o,es decir,

C &K .




Ya que cada Kn(D) es un ideal de B ,la inclusibén natural

anterior se extiende a otra 'Cn € K.

Para ver el contenido inverso,sea D un reticulo y sea =
D=1lim filt D; de manera que cada D; es de presentacibn fini
i
ta.Por las provnosiciones IIl.3.,13,15 y 16,y teniendo en cuen
ta que la operacibn de en-endrar ideales conmuta con los cQ
1{mites filtrantes,resulta

K =lim filt K, =lin filt U =1 g £ilt C4 'Gn

i 3 :’:

El prbximo paso serf extender la proposicibén II. 5 9 a=
un reticulo arbitrario.los subconjuntos de B}\n,'ﬂn,d- (o) ¥

%nl(o) pueden interpretarse como functores D—s E,ya que =~

cada morfismo D=—D' induce por restriccibn aplicaciones -
entre los conjuntos de este tipo en B y B',

Proposicibn II.;.IB .~ Se verifican las igualdades (n% o)

(i) A2n01-*2n+1(°)
(11) Eopgy= “‘2n 1(0)
(113) App o= ® g 2(0)
Demostracibén : Por serlos A subconjuntos de B definidos por

igualdades polinbémicas,es A lin filt=1lim filt A .Por ser -~
i
los & ;1(0) 1{mites finitos,también conmutan con los colfimi

tes filtrantes.Ya que cada reticulo D se expresa como
D=lip filt D; con cada retfculo D; de presentacibén finita,



usando la proposicibén II.3.9 se tiene

. ; . . -1 -1
Aoyier=1in £i1t Agpp g =1in £118 o j5p,) (0J=elony, (0)
i i
tnflo~amente se prueban (ii) y (iii).‘*

Ya estamos en condiciones de probar,por el camino indi-
cado en el corolario IT.3.14,los teoremas II.3.7 y 8 para =
un retfculo arbitrario.

Peorema II1.3,19.- Sea D un retfculo.las afirmaciones siguien
tes son equivalentes :

(i) dim D€ 2n "
(ii) ¥ x eB, X y%;97; €D,18 ignyX=xV i\’/l(xil\"l yi)

(iidi) Y xe By 3 X 9%X4475 € Dyl1€ig nyx="9x_V igl(xil\'l ."fi)

NDemostracidn : (i)@ (ii).Por definicibn,(i)® K2n+1'°'P°r
la proposicibn II.3.1'7,K2n*1-o @ C, ,1=0,Y como Cone1™
=Ime 5 119 Can*luoﬂﬂtgi_’l(o)-B.Por la proposicibn II.3.18,

“21]54-1(0)"3“ AQleB,y esto es (ii).Anflozamente se demues=
tra que (i)¢&d (iii),escribiendo en este caso camchm ;('2!.!.1.‘..

Peorema I1I.3.20.- Sea D un retfculo.las afirmaciones simuien
tes son equivalentes :

(i) dim D € 2n«l

(ii) ¥ xe B, Ix;,y;€D,1¢ is n¢l, x= ;Vl(xi/m ;)

Demostracibn : Anfloga a la del teorema II.3.19.

El caso n=0 en los teoremas II.3.7 y 19 es (ver teorema

I.3.4
2o dimD=0 & D Algebra de B-vole.



CAPTTITO _ITI

ANTLLOS

“n este c?nitu1o,§3,definivemos la versibn constructiva
de 1la Ai~ensibn (de Vrull) de un anillo,vprobando desnubs =
aue el anillo K[X) de polinomios sobre un cuervo X tiene di

mensibn 1,

Ta Ainngibn de un anillo es 12 de s» esnactro nrimo =
cue,en 12 versibn constructiva de 06 ,es un retf.cu]o_.‘?n&?
se desarrolla amnlismante el concento de esnectro »riro y =
el de esnectro hooleano,versidn constructiva del espectro
constructible eclfsico.Se proebs aue el esnectro hooleano de
un anillo es el esnectro nrimo de su anillo regular libre,=-
as{ como otros teoremas con verzibn clésica conocida.

TLos anillos resulares son el objetivo de }1.':31 concento
de anillo rerular que utilizroremos corresnonde al de anillo
absolutarente plano de )y otros trabajos de 81cebra conmu
tativa.”n [24) se construyen los anillos absolutamente nlanos
medisnte anillos de volinomiosjaqui usaremos colimites para
destacar el paralelismo entre anillos y reticulos.

$1l. Las categorfas L y R.-

Todos los anillos que utilizaremos serin conmutativos y
unitarios,con los homomorfismos de anillos conservando la =
unidad.A serf la caterorina de anillos.

En concepto de ideal serf el usual en flzebra conmutati




va,’™l raodical de un ideal I de un anillo A serf el ideal
II(I)={xe Ll Inew , x"e I} .En varticular,si T=(a) es el
ideal en~endrado por a6 A,escibirenos 1’(a) para el radical
de I,.?’1 nilradical de A es ''=!"(0),es decir el conjunto de =
los elementos idemmotentes de A.Cada ideal I de A da luzar
a un anillo cociente A/I y a un homomorfismo. suprayectivo
A— /T,

También entenderemos de la manera habitusl la nocibn de
subconjunto multiplicetivo 5 de L y de anillo de fracciones
%"l(fa),ccm el epimorfismo (no suprayectivo en general)
A—-s"ch).:si agh, S= 1an| n€N§ es un subconjunto multi-
plicativo de A y escribimos Aaas" (A).ste ejemnlo de loca=-
lizacibdn es el finico one usaremos en lo aue sizue,

Tas unidades de un anillo A son los elementos inversi—-
bles de A.Un cuervo es un anillo K tal que =< (l=0) y para -
cada xe€lk,es x unidad 6 x=o.

Todas las nociones bfsicas de &lgebra conmutativa que =
usaremos estén en .

Epimerfismos universales

Sea A un anillo y ae€ A.Fl homomorfismo supravectivo ca
nbénico p:A—=>A/(a) es universal respecto a la propiedad =
p(a)=0, :nflozamente,el epimorfismo candnico Q:A=—>A, 10 es

respecto a q(a) unidad,Tstos hechos tienen una clara sene--
janza con los teoremas II.l.3 ¥ 4 que se precisarf mls ade-
lante.’ continuacibn vomos a encontrar el enunciado de ani=-
1llos serajante al teorema II.l.5.

jefinicidén IITI.l.l.- Un elenento a de un anillo A se dice

repular si existe b€ A tal que aba=a , y se dice que 2'€A
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es J-inverso de a si aa'a=a y a'aa'=a'.

Proposicién IIT.1,2.- Sea A un anillo y aéA.las afirmacio

nes siguientes son equivalentes :
(i) a es regular
(ii) a tiene J-inverso
(iii) Existen dos elementos e,a'€ A tales que e2=e,e=aa',

ea=a , ea'=a',

Demostracidbn : (i) = (ii) Si aba=a,sea a'=bab.35e tiene
aa'a=ababa=aba=a v a'aa'=bababab=babab=bab=a',

(ii) = (iii) 5i a' es el J-inverso de a,sea e=aa'.Entonces
e®=aa'as'=aa'=e , en=aa'a=a , ea'=aa'a'=a'aa'=a'

(das) = (1) aa'..'%:ea:a.:*

Proposicibn I7T.1.3%.- 3ea * un na1illo y a €& i.Se verifica 3
(i) 3i a es refular su J-inverso a' es fnico.
(ii) Si a es idemnotente,entonces a es regular y a'=a,
(iii) a es unidad si v sblo si a es regular y e=l,

Demostracidn : (i) Sean a' y a" dos J-inversos de 2,51
e=aa',es e=aa'=aa"sa'=aa",asf que e verifica la parte (iii)
de la proposicibn III,1l.2 vara a' y a".En consccuencia,

a'=ea'=2a"a'=ea"=a". f
(ii) Si a2=a,es a3=a.(iii) es obvio.

En 1z pronosicién anterjor,el reciproco de (ii) es fal-
so.Asi por ejemplo,si h=2;g}

zy a=2,se verifica ocue a es regu
lar con a'=a (pues 23=2) pero no es idemnnotente (22=1).

Ias propiedades simuientes de los concentos de elemento
regular ¥ J-inverso se deducen inmediatemente de las defini
ciones.
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“roposiciébn ITT.1l.4.- (i) Si a,b son elementos resulares de
un anillo A,entonces ab es regular y (ab)'=a'b’',
(ii) 3i f:A—>3A' es un homomorfismo de anillos y a €A es =
regular,entonces f(a) es regular y f(a)'sf(a').'“‘

%1 teorema simuente es el enunciado de anillos semejan=
te 21 teorema IT.l.5.

Teorema IIT.1l.5.- Sea A un anillo y a €A.Existe un homomor-
fismo r::-.—’-Ra(A) tal que r(a) es recular y que cada homo=

morfismo f:A—>A' tal que f(a) es resular factoriza a tra-
ves de r de manera fnica.

T
A — Ra(.ﬂ.)

/
f\ k/f' (£(a) rerular)
Al

Demostracibén : Sea el anillo ?a(ﬂ)»:A/(a) x A, y el homoror-
fismo
r=i p,qﬁ :A-—-—pRa(A)
x —>r(x)=(x4 (a),x%)
£l elemento r(a)=(o,a) es regular con J-inverso r(a)'=(o, }),

pues
(o,a)(0.%-)(O,a)-(O,l)CO.a)-(o,a)

(042)(0,2)(0,2)=(0,1) (0,2)=(0,g)

Dado un homomorfismo f:A—sA' con b=f(a) resular,defi-
nimos r':Ra(A)—)A' mediante
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£' (x4(a) »L)=£ (x) (1-bb' )+£(y)bb'b' ™
a

Si m=o,bb'b‘m=bb' y si my l,bb'b'm=b'm.En particular,
' (x4(a),x)=£(x)(1-bb' )4£(x)bb'=£(x)

asi que f'r=f.Hay que probar ahora que :
(i) £' es una aplicacibn.Es decir,

(x+(a) ,;i%)*(u-}(a) ’;Yﬂ> > £ (x+(a) ’§ﬁ)=f‘ (u+(a)"§i>

En efecto,por una parte se tiene x+(a)=u+(a),es decir
u=xt+ta con t e Ajpor tanto,ya que b(l-bb')=b-b=0,es

f(u)(1-bb' )=F (x) (1-bb' }+£(t)b(1-bb' )=f(x)(1~-bb' )sPor otra -
y v . . .

parte, e equivale a la existencia de hell tal que
a a

ah(any-—amv)=o.Aplicando f resulta bh*nf(y)=bh*mf(v),asi que,

por ser bb' idempotente,se tiene f(v)bb'b'n=f(v)(bb')h*m"lb'n=

=f(y)bb'b' T,
(ii) ' es homomorfismo.Es claro que f'(1l+(a),l)=f'r(l)=

=f(1)=1.Ademés,por ser bb' idempotente,

m+ n
a2t

£ [(x-}(a),-—zﬁ)-(-(u-t(a) ,—-—Yﬁ)] =f! (X-\-u-\—(a),wﬁ
a a

=f (x41) (1-bDb’ Y+f (aPy+aTv) bbb min_
= Yf(x)-kf(n)] (l*—bb')'*'ibnf(y).\,.bmf(v)] bb'b! DD _
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= [f(x)(l-bb')+f(y)(bb')n+lb”n3+-[f(u)(l«bb')+f(v)(bb')m+1bﬂﬂ=
= (£(x) (1-bb" )4£(3)bb' b ™ ) 4 [ £() (1-bb" )4£(v)bb b ™ | =

=£' (x+(a) ,;%) +£1 (u4(a) ,-;-’ﬁ> .

Por Gltimo,siendo bb' y 1-bb' idempotentes y b(1-bb')=o0,
f'{ (x+<a),;yn;) (u+(a),§’ﬁ)] =f" (xm(a),;%}’n_):

£ (1) (1-bb' )4 £ (3v)bb' b PPt (5 ) (1-bb' )3 £ (yv) (bb' )2b' 0=
—£ (%) (1-bb' )£ (1) (1-bb' 4L (y)bb'b' £ (v)bb ' b =
=[£G (-bb" )£ (B0 v ™) [ £(u) (1-bb )+2(v)B0 D™ ] =
=f! L) =)
(x+(a) am) (uH(a) an)
(iii) f' es el finico homomorfismo tal que f'r={f.Si un homo-

morfismo g:R (A)———?A' verifica gr=f, entonces (proposicibn
III.1.4) glo, a) =gr(a)=f(a)=b implica g(o,~)~b ;por tanto

g(0,1)=g [ (0,a)(0,5)] =&(0,a)8(0,2)=bb" ¥ &(1,0)=

=g [(1,1)-(0,1)] —g(t,1)~g(0,1)=gr(1)-bb'=1-bb' ,Aplicando -
estos resultados se tiene

g(x+(a) L) =g [ (x4(2),0)+(0,- L) ] =
a a
~g(e(a), 00480, T)-e [ 2 (1)) + g 2(7)(0,1)(0,0)"] =

=£ (x) (1-bb* )+£ ()bb' b =t ! (x4(a) ,-L)
a

luego g=f'.
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Corolario IIT.l.6.~ Sea A un anillo,a€A y r:A-*Ra(A) el

homomorfismo del teorema III.l.5.Se verifica :
(i) r» es epimorfismo
(ii) a es regular si y sblo si r es isomorfismo.

Demostracibdn : (i) equivale a la unieidad en el teorema
IIT.1.5.

(ii) 8i a es regular,id:A——>A factoriza a través de r,sien
do ademés

?id'(x+(a),j%)=r5:x(l—aa'}*yaa'a'm] =

=r(x)r(l-aa')+r(y)r(aa' )r(a' ) =(x4(a),x) (1,0)+
+ (7408} 7)(0,1) (0,2) = (x4 (2) , L)

a
asf que r .e- id' son isomorfismos inversos.Reciprocamente,-
si r es isomorfismo con inverso Tr,es a=r(a,o) con (a,0) re-
gular,asi que a es regular segfin la proposicién III.l.#.”

Regularizacibn

En el teorema III.1.5 hemos encontrado el "minimo"” ani-
1lo extensibn de A en el que un elemento a €A "se hace" re-~
gular;en otras palabras,hemos regularizado a €A,El paso si-
guiente va a ser regularizar todos los elementos de A,

Definicién IIT,1.7.- Un anillo A se dice regular si todos
sus elementos son regulares.

Notar que,segln la proposicibn III.1.3 , oy 1 son ele~
mentos regulares en todo anillo,

Sea R la subcategoria plena de A formada por los anillos

regulares.,
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Vamos pues a construir el anillo regular libre sobre un
anillo A,es decir,un adjunto a izquierda del functor inclu-
sibn R—=A.Ia proposicibén II.1.8 es la construccibn seme--
jante para reticulos.,

Teorema IIT,1.8.~ El functor oclvido R——sA tiene un adjunto
a izquierda R:A—>R.

Demostracidén : Para cada anillo A,sea R(4) el coproducto fi
brado de la familia de homomorfismos (teorema III.1.5)

! ra:A-——a-Ra(A);aeA}

(En la terminologfa de {41 ,es el producto tensorial de la
familia anterior de A-Algebras).Si las inclusiones canbni—-
cas las denotamos fa:Ra(A)-—-—-a-R(A),entonces todas las compo
siciones fara(aeA) son iguales asi que definen un morfismo

r:A—=>R(4)

Si R(A) es regular (lo que probaremos més adelante) la
existencia de la adjuncibn enunciada equivale (ver T21) ) a
la siguiente propiedad universal de r:

T
A ——> R(A)
£ /f' (R' regular)
e
4
Rl
Veamos que para cada homomorfismo f:A—>R',con R' regular,
existe un Gnico homomorfismo f' tal gque f'r=f,En efecto,pa-

ra cada a € A,por ser f(a) regular,

3l £} m fir =f
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Y siendo todas las composiciones féra(aeiA) iguales,
¥ ) g |
3 ' m Yaea,r £ =}

A—2L L R(R)

. bum/g./’
S F
R!

Se tiene: f'r:f'fara=féra=f (con ae A arbitrario).Finalmen~

te,si g:R(4)—>R' es un homomorfismo tal que gr=f,entonces
se verifica,para cada ae&A,gfaraxgrzfzf'fara,asi que por la

unicidad de fz;. es gfa=fé para cada a € A,luego g=f' por la -
unicidad de f'.

Terminaremos la demostracidn probando que R(A) es regu-
lar,es decir,que cada eleménto # & R(A) es regular.

Si es §=r(a) con a ¢ A,entonces ?=fara(a) y v (a) es re-
gular en Ra(A),asi que ¥ es regular seglin la proposicidén -
III‘l‘L’-'

Sea ahora g .—.—fa(o(),con < € Ra(A).En’conces (ver teorema

II1I.1.5) se tiene :

o =(x+(a),L)=r_(x)(1,0)4r,(7) (0,2)"
a
luego

4 -_-fa(o():r(x)i‘a(1,0)+1‘(1Y)fa(0’%‘)m
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Como ya hemos visto que r(x) y r(y) son regulares,si r(x)'
vy r(y)' son sus J-inversos respectivos,definimos el elemen
to de R(A4)

3t =r(x) ' £, (1,0)4x(y) £, (0,a)"

Ya que (1,0)'=(1,0) , (o,%}':(o,a) y (o,a)(l,o):o:(c,%—)(l,o),
es inmediato comprobar,usando la proposicidn III.l.4,que
;‘;'g =% ¥y que 3'% g':;' ;luego ¥ es regular con J-inver
SO ;'.

Antes de considerar un elemento arbitrario FeR(4),vams

a detallar una construccibdn de R(A) como colimite filtrante
de anillos (ver f4) ).Es

R(A)=1lim Ro(A)
Sel

siendo I el conjunto de las partes finitas de A ordenado par
inclusidén (luego I es filtrante) y

Rg(1)=Ry ()@@ R, (1)

si es S={al,...,am7xél,con los productos tensoriales sobre A.
Las igualdades

-rS(a)=r (a)ele--@l==1@--@1l@r_ (a)
& 8y

definen un homomorfismo I‘S=A""‘"’RS(A) gque es universal res-—

pecto a la propiedad "rg(a) regular para cada a& S".Siendo

a€&S€ I,se tiene el diagrama conmutativo de homomorfismos -

candnicos
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R_(4)
V ) f S
A S,a R(L)
XNRS(A) g

En virtud de esta construccibdn como colimite filtrante
de R(A),cada elemento §& R(A) es de la forma f:fSQx),con -
S=ial,..,am'§ €A 7 « &€ Rg(A).Este elementoXserd una suma -

finita de elementos de la forma

o(l®~—@b(m , con o<ie Ra,(A) y L2 igm.Pero
i

oL 18- =(ct @1®--@ 1)+ (16 @ 18 )=

afg, (K q)me g (X))
Sal 1 Sam m

asi que f:fs(u:) es una suma finita de elementos de la forma

@@ azm)=fal(v<1)-~ : fam("‘m)

Pero hemos visto mls arriba que cada elemento i‘a(-c) es una

expresibén r(x)u+r(y)v con u,v regulares y uv=o0,luego

m
2, ep) oty @)= T { 2 dughe(rydvy ] -

"'—'_S‘ P(X: oov X Ve veer Y Uy re=Uy Vi e -V,
i
1 1p" tre1 in” 11 1o 4l 1n

Cada elemento u; +-- u; v .-..V; €s regular por ser un pro
i i'i i =
1 r rel n
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ducto de elementos regulares (proposicidn III.1l.4) y el pro
ducto de dos de estas expresiones distintas es o,pues algin
u; en una de ellas cambiaré por v, en la otra,siendo

J J
u; vy =0.Por tanto,cada ?eR(A) es de la forma

J 7 3d

o uy regular , 1<£1i<m.
? =3 r(xu;
i=1 i1 E : :
uiuJ.=o , 15_1,35.111,1:;. Je

Definimos ahora el elemento de R(A)
m
1
=2 r(xs)'u,
FoT

s s s ' \ . -
51 i j.es uiuj“uiujujuj’<uiuj>ujuj*° , de manera que

23 ! =iz-_jr(xi)r(xj) 'uiusj:Zr(xi)r(xi) "u,uf

i
y por tanto,con idénticos cllculos,

3’y ~2(xy)rle) wlxydugule; =g =(x;)u; =¥
* i

Anflogamente se verifica que ¥' ¥ §'=%'.En definitiva, $es
regular con J-inverso 3'.

En la adjuncién del teorema anterior,el functor libre R
se define sobre los morfismos mediante el diagrama conmuta-
tivo

T
A --~—~—+R({&)
fl | R(£)
T v
At 3 R(AY)
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siendo r la unidad de la adjuncién.

Corolario IIT.1.9.~ Sea A un anillo.Se verifica :

(i) r:A——>R(4A) es epimorfismo
(ii) A es regular si y sblo si r es isomorfismo

Demostracidon : (i) Si fr=gr,entonces ffarazgfara y como r_

es epimorfismo (corolario III.1.6) si tiene ff_=gf_.Pero eg

ta igualdad es v&lida para cada a g A,as{ que por la unici--
dad en el coproductc. es f=g.

(ii) Si A es regular,cada r, es isomorfismo (corolario III.1.6)
luego r es isomorfismo.El reciproco es obvio.

§2. Espectros de un anillo._

En &lgebra conmutativa clésica,el espectro primo de un
anillo es el conjunto de sus ideales primos dotado de una -
cierta topologia (ver (1] ).Para eleborar nuestro concepto -
constructivo,adenéds de prescindir de consideraciones topold
gicas,sustituiremos los ideales primos de un anillo A por =
unas aplicaciones A—>D de A en un reticulo D que llamare-
mos,siguiendo a [1€] ,nociones de cero.Si D=2,una nocidén de -
cero es la aplicacidn caracteristica de un ideal primo com-
plementado de A.

Nocibn de cero

Recordemos que un ideal I de un anillo A se dice primo
si
zls(\I:Q vy (xyelI=xel 6yel)
Definicibn IIT.2.l.~ Una nocibn de cero de un anillo A es -
una aplicacibn z:A—->D que verifica
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z(0)=1 . z(1)=0
z2(xy)=2z(x) vz(y)
z(x+y) 3 2(x) A z(y)

Proposicibén III.2.2.- Sean un anillo A y una aplicacidn

z:A——>2,Las afirmaciones siguientes son equivalentes :

(i) z es una nocibn de cero
(ii) I=z_l(1) es un ideal primo.

Demostracidn : (i) 2 (ii).Es claro que z(o)=1 implica oe I
v que z(1l)=o implica {1} n I=@.Ademls

x el z(x)=1

A e/~ > z(x+y) % 2(x) Az(¥)=1E z(x+y)=1l@ x4ty €I
yel z(y)=1
xel
IN S z2(xy)=z2(x) vz(y)=1lvz(y)=leoxyeI
ye A
z(x)=1 x¢lI
xye I@® z(x)v z(y)=z(xy)=1& (v SR
z(y)=1 Jel

(ii) ® (i) Por una parte, o eI implica z(o)=1 7y { 1Sn I=@
implica z(l)=o0.Por otra parte,

x el z(x)=1
z(xy)=1& xy £1I® %v & (v ® z(x)vz(y)=1
yel z(y)=1

luego z(xy)=z(x)wv z(y).Finalmente,

z(x)=1 xel
z(X) A z2(3)=16 (A e~ 3 xye I z(x4y)=1
z(y)=1 yel
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es decir,z(x+y) Y z2(x) A z(y) .__#:

Los subconjuhtos de un anillo complementarios de un ideal
primo,es decir los de la forma z"l(o) con z:A—>2 nocibn -
de cero,son un tipo especial de subconjuntos multiplicati--
vos que no utilizaremos en este trabajo.En (3¢] se estudia el
espectro de un anillo en un topo a través de subconjuntos -
multiplicativos y localizaciones,

Damos ahora algunas propiedades de los ideales primos
de un anillo en términos de nociones de cero.

Proposicibn IIT.2.3.- Para cada nocibn de cero z:A-—D,se

verifica :

(1) x unidad = z(x)=0

(1i1) z(=x)=z(x)
(iii) 8i nvy 1, z(x) =z (x)

(iv) xeN(y) 2 z(x) % z(y)

(v) x nilpotente = z(x)=1
Demostracibn : (i) z (x) <« z(x)v’z(x"1)=z(xx"1)=z(l)=o.(ii)
Por ser -1 unidad,usando (i) se tiene z(=x)=z(-1)v z(x)=.
=owv z(x)=2z(x). (iii) Procediendo por induccibdn,si z(xn"l)=
=z(x),se tiene :

z(xn)=z(xxn—l)=z(x)v z(xn"l)=z(x)~/z(x)=z(x)
(iv) x €N(y) equivale a la existencia de n» 1 y a€ A tales
que xn=ay,asi que usando (iii) se tiene
z(x)=2(x")=z(ay)=z(a)v z(3) » z(¥)
(v) Sigue de (iv) con y=o;H:

Corolario III.2.4.- Para cada nocidn de cero z:A—3D y ca~
da elemento a €A,las afirmaciones siguientes son equivalen-
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tes :

(1) z(a)=1

(ii) ¥V xe€(a) , z(x)=1
(iii) ¥ xeN(a) , z(x)=1

Demostracidn : Como a € (a) EN(a),se tiene (iii) =y (ii) = ().
Para ver que (i) =»(iii),notemos que segln el apartado (iv)
de la proposicidn IIT.2.3, x € N(a) implica z(x)» z(a)=1,asi

que z(x):l.#

Proposicidn III.2.5.~ Sea a un elemento regular de un ani--
l1lo A con J-inverso a' y e=aa' el idempotente asociado.Para
cada nocidn de cero z:A—>D se verifica :

(1) z(e)=z(a')=z(a)

(ii) z(1-e)="12(a)
Demostracidn : (i) Usando el apartado (iv) de la proposicibn
III.2.%,1la tésis se sigue de la igualdad (e)=(a')=(a).

(ii) Es z(e)Aa z(1l-e) < z(etl-e)=z(1l)=0,asi que z(e)A z(1l-e)=o0.
Por otra parte,z(e)v z(l-e)=z(e(l-e))=2z(0)=1l.Luego z(l-e)=
="1z(e)="1z(a) segln (i)f:'}:‘:

Proposicibn IIT.2.6.- Sean un homomorfismo f:4'~——>A de ani

llos y una aplicacibn z:A—>D.Se verifica :
(i) z nocibn de cero = zf nocibdn de cero
(ii) f suprayectiva y zf nocibdn de cero=> z nocibn de cero.

Demostracibén : Es inmediata,pues f conserva todas das opera
ciones de anillo que aparecen en la definicidn de nocibn de
cero (III.2.1).#

Cuando varia el reticulo,el comportamiento de las nocipo
nes de cero de un anillo es el siguiente :
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Proposicibédn III.2.,7.~ Sean un morfismo de reticulos g:D—>D'
y una aplicacibn z:A—»D,.Se verifica :

(i) z nocibn de cero =gz nocibn de cero

(ii) g inyectiva y gz nocidn de cero = z nocidn de cero.

Demostracibén : (i) es obvio,pues g conserva las operaciones
reticulares y la relacidn de orden que aparecen en la defi-
nicién de nocibn de cero (III.2.1).(ii) sigue de las mismas
consideraciones,teniendo en cuenta ,para probar que

z(x4y) % 2z(x) a 2(y),que g es inyectiva si y sblo si

g(u) &£ g(v) implica ug v.;&_

Terminaremos el estudio de las nociones de cero de un -
anillo A relacionéindolas con los epimorfismos universales
p:A—»A/(a) , qQ:A—sA ¥ r:A—-——»Ra(A) asociados a cada

elemento a € A.En esta relacibén intervendrén los epimorfis—-
mos universales de reticulos vistos en el capitulo II.

Teorema IIT.2.8.- Sea A un anillo y a¢& A.Para cada nocibn -

de cero z:A—>D,existe una Gnica nocidn de cero z':4/(a)—
i m
——-arD~s z(a) tal que conmuta el diagrama

A —————Em-—»A/(a)

zl z'!
P

D >D ¢ 2(a)

Ademés,para cada nocidn de cero z":AKa)-———*D" y cada morfig
mo f:D—D" tales que z'"p=fz,existe un Gnico morfismo

', n LR togtagh,
f.Déz(a)-—-—-—»D tal que f'p=f y f'z'=z
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Demostracibn : Definimos z' mediante
z'(x+(a))=z2(x) A z(a)

Es claro que z'(x+(a))g z(a) , asi que Z'(X+(a))€’D<;z(a)'

Veamos que
x+(a)=y+(a) = z' (x+(a))=z'(y+(a))

En efecto: x-y €(a) implica,segln la proposicibn III.2.3,
z(x-y)>z(a) y z(y-x)pz(a)spor tanto z(x)Az(a)g z(x)A
A z(y-x) & 2(x4y-x)=2(y) , luego z(x) A z(a)< z(y)Az(a).Ané~
logamente se prueba la desigualdad opuesta y en consecuen--—
cia la igualdad z(x) az(a)=z(y) Az(a).

Teniendo en cuenta el teorema II.l.3,la aplicacibn z' -
que acabamos de definir verifica la conmutatividad z'p=pz -
exigida,y es Gnica por ser p:A—>A(a) suprayectiva.

S6lo queda probar que z' es nocibn de cero.En efecto :
t — — —— —
z'(0)=2(0) A z(a)=1 Az(a)=z(a)=1 (en Ds_.z(a))

z'(1)=2z(1) A z(a)=0 Aaz(a)=o0.

2! (xy+(a))=z(xy) A z(a)=[z(x) v 2(3)] » z(a)=[z(x) Az(a)] v
viz(3)a z(a))=z2"' (x+(a)) v z' (3+(a)).

z' (xay+(a))=z(x3y) Az(a)% z(x) A 2(3) A z(a)=[z(x) A z(a)])A
Al z(3) az(al]=z(x+(a)) A z(z+(a)).

Para probar la segunda parte del teorema (caricter uni-
versal del cuadrado conmutativo z'p=pz),sean una nocibn de
cerc z" y un morfismo y tales que z"p=fz.Como f[z(af]:iﬂ}hﬂ:
=z"(o)=1,el teorema II.1l.? asegura la existencia de un mor-
fismo f' finico tal que f'p=f.Ademés f' verifica f'z'p=f'pz=
=fz=z"p,as{ que f'z'=z" por ser p un homomorfismo suprayec-
tivo.
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Corolario ITT.2.9.~ Sea A un anillo y a€ A,Para cada nocibn
de cero z:A—>D tal que z(a)=l,existe una finica nocibn de
cero z':4/(a) —>D tal que z'p=z.

A
z l /ﬁ'/ (z(a)=1)
D

Demostracidn : Basta aplicar el teorema III.2.8 notando que,
por ser z(a)=l,se tiene el isomorfismo p:D&= D,

< ZCa)':#;

En el corolario anterior,la nocibdn de cero z' es

z' (x+(a))=2(x)

Se establece asi una biyeccién entre nociones de cero de A
v de A/(a) que corresponde a la existente en &lgebra conmu-
tativa clésica entre los ideales primos de A/(a) y los idea
les primos de A a los que pertenece a(z(a)=1 equivale a
aéI:z—l(l)).Si consideramos las nociones de cero A—D or
denadas para el orden que induce D,esta biyeccidn también
es monbdtona.

Teorema IIJ.2.l0.- Sea A up‘anillo y a&A.Para cada nocibdn

unica.
de cero z:A—>D,existe undmocidn de cero Z':Aa"“”’ba.z(a)

tal que conmuta el diagrama

q
A4
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Ademés,para cada nocidn de cero z":A—>D" y cada morfismo

f:D—>D" tales que z"q=fz,existe un Gnico morfismo
f‘:Da;z(a)—->D" tal que f'q=f y f'z'=z",

Demostracibn : Definimos z' mediante

z' (X)=2(x) Vv z(a) (m o)
a

Es claro que z'(x/a") > z(a),asi que Z’(x/am)éD;)z(a)‘

Veamos que

X 1 XN _ ¢
eycha il

n

En efecto : si es ah(a x-a™ )=0,usando la proposicibén III.2.3

se tiene z(x)wv z(a):z(x)wlz(ah+n)=z(ah*nx)=z(ah*my)=
=2(3) v z(a™*)=z(y) vz(a).

La aplicacibn z' que acabamos de definir verifica la -
conmutatividad z'gq=qz,pues para cada x€A es z'q(x)=z'(x/1L)=
=z(x)v z(a)=qz(x).La unicidad de z' es clara si se advierte
que siendo z' nocibén de cero se tiene,usando las proposicio
nes III.2.3 y 5,

Ve XN ) Xyl =¥ (X By =t
z (:m)-z [(’;)(a)m] z' (D vz (P=z [a0)] v o=z'[a(x)]

de manera que z' estéd definida por su valor sobre la imagen
de q y las propiedades de nocibn de cero.

Ahora hay que demostrar que z' es en efecto nocibn de -
cero.Se tiene :
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z'(0)=z(0o)vz(a)=lvz(a)=1
z2'(1)=2z(1) vz(a)=ovz(a)=z(a)=o (en D?’ z(a))

7! (%):z(xy)v z(a)= [ 2(x) v2(3)] v z(a)=[z(x) v Z(a)JV
\ [ z(y) \Iz(a)} =z! (fﬁ)‘/ z' (';az'ﬁ)

z' (éni-—i%l‘xikz(anx,tamy)v z(a) [z(anx) A z(amy)] vz(a)=
a

= [z(anx) v z(a)] A [z(amy)v z(,a)] =z(an+lx)A z(amﬂ;y)n
= (;z(x) v z(an“'l)] A [z(y) v z(am"‘l)] =z(x)vz(a)]a
Az vz@)] =2 () Az ()

a a

Para probar la segunda parte del teorema,sean una nocién
de cero z" y un morfismo f tales que z"g=fz.Como f(z(a)]a
=z"{q(a)]=2z"(1)=0,el teorema II.l.4 asegura la existencia -
de un morfismo f' finico que f'g=f.Adem&s se verifica
2" (E)=z"(E)=z"q(x)=fz(x)="qz(x)=f"2"'q(x)='z' B)=£'2" (%)

m m

a 1 1 a
para cada x/ame Aa,asi que f'z'=2z",

Corolario IIT.2.1l.- Sea A un anillo y a& A.Para cada nocibén
de cero z:A—D tal que z(a)=o,existe una finica nocibn de
cero z' :Aa-—-—-—>~D tal que z'q=2z.

q
—_—3 4
/

7
z

a

S (z(a)=o0)

4

N
g =
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Demostracidn : Basta aplicar el teorema III.2.lo al caso en
que,por ser z(a)=o,el morfismo q:D—3D

mo%

En este corolario es

z' (f;)—-z()c)

;.z(a) es isomorfis-—

¥y se obtiene una blye0016n entre nociones de cero de A y de
A que corresponde a léVéx1stente entre los ideales primos

de Aa ¥y los de A que no contienen el elemento .81 se supo-

nen las nociones de cero A—>D ordenadas por el orden gque
induce D,esta biyeccidn es monbtona.

Una parte de la demostracidn del teorema siguiente,rela
tivo al epimorfismo universal r,merece ser destacada como -
proposicibn.Ampliamos as{ las propiedades bhsicas de las no
ciones de cero dadas en las proposiciones II1I.2,3,4 y 5.

Proposicidn III.2.12.- Para cada nocibdn de cero z:A—>D se

verifica

xy=0 2 z(x+y)=z(x) A 2(¥)
Demostracibén : Se tiene z(x4y)v{z(x)a z(y)] [z(x*y)v z(x)]A
AN z(xay)v z(y)] =2 [(x+7)x) A 2{(x45)7]=2(x%) A 2(7°)=2(x) A 2(3),
de manera que z(x+y)g z(x)A z(y).La desigualdad opuesta se
verifica siempre por definicibn de nocidn de Cero. 4

Teorema III.2.1%.- Sea A un anillo y ae A.Para cada nocibn
de cero z:A——>D existe una finica nocidén de cero z':Ra(A)-

-’Dz(a) tal que conmuta el diagrama
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D —"——-——-——}DZ(a)

Adenés,para cada nocibn de cero z":Ra(A)-—~»D" y cada morfis
mo f:D—->D" tales que z"r=fz,existe un finico morfismo

f%Dz(a)~—4-D" tal que f'r=f y f'z'=2",

Demostracibn : Definimos z' mediante

z' (x4(a), L) =(2(x) A z(a),2(y) v z(a))
a

dos

Si ze ¥ z;y sonYnociones de cero z' de los teoremas III.Z2.8
¥y lo respectivamente,es claro que z'=z! x z; y por tan-
S

to z' es una nocidn de cero (se opera componente a componen
te) que verifica z'r=rz.

Para ver la unicidad de z',supongamos que otra nocibn -
de cero z verifica zr=rz.Por las proposiciones III.2.3 3y 5
se tiene

‘5@,1):3{(0,-?-) (o,-];)] 20, E(o,—l—‘-):?(o,%)::?[r(a)]n

=rf2(a5]=(l,o)
z(1,0)=2 {(1,1)=(0,1)] =1 z(0,1)= 1 (1,0)=(0,1)

Por tanto se tiene,ya que (1,1/a) es unidad,y usando la pro
posicibn III.2.12,
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z(x+(a) ,%)J[(X*(a) y L) (l,}-)m]=§'(x +(a),L)=
& 1 a 1
-2((x4@),B) (1,04 (74(2) D) (0,1) |-
1 1

=E[rCX)(1,0)+r(y)(o,l)] =

=Yz‘r(x)v "z'(l,o)] AZ zr(y)v E(o,l)}:
=(rz(x) v (o,l)]/\{rz(y) v (l,o):}u
=(z(x) A 2(a), 1) A (1,2(7) v 2(a))=
=(z(x) az(a),z(y) v z(a))=z" (X+(a),fﬁ)

es decir,z=z"',

Veamos ahora el carfcter universal del cuadrado conmuta
tivo z'r=rz.Sean una nocidn de cero z" y un morfismo f ta--—
les gque z"r=fz.Como r(a) es regular,la proposicibén III.2,5
nos dice que f z(a):z"[r(a)] tiene complementariojpor tanto,
seglin el teorema II.l.5,existe un Gnico morfismo f' tal que
f'r=f.Nos falta ver que f' también verifica la igualdad
f'z'=z2",Para ello,operamos con z" como antes la hemos hecho
con z y resulta

z"(o,l)-.—z"(o,-—i—)zz"{r(a)] =fz(a) , 2z"(l,0)==yfz(a)

z"(x+(a),-§ﬁ)=§_z"r(x)v z"(l,o)] A[z"r(y)v z"(o,l)}:
=[i‘z(x)~l 1 fz(a)]A[fZ(y)sz(a)]

Por tanto,usando para f' la expresidn segunda de las dadas
en la demostracidn del teorema II.l.5,se tiene
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£z (x4(a) ,-L)=£" (z(x)A z(2) , z(y)vz(a))=

a
=f[z(y) v z(a)]z\ff[z(x} A z(a)lv— fda)}*
=[i‘z(y) sz(a)]l\ifz(x)\"‘l fz(a)_)"
—_-z"(x.{—(a),lm-)
a

es decir,f'z'=z", #:

Nota.~ En los teoremas III.2.8,10 y 13 la unicidad de z' es
realmente supérflua,pues en cada caso sigue de la segunda =
parte del teorema correspondiente (carfcter universal del -
diagrama conmutativo).Llimit&ndonos,por ejemplo,al teorema -
iltimo,una vez probada la existencia de z'y la segunda par-
te si tomamos z"=z y f=r se tiene f'=id y por tanto
z=z',0bteniéndose asi la unicidad de z'.

Corolario IIT.2.14.~ Sea A un anillo y a € A.Para cada nocién
de cero z:A—»D tal que z(a) tiene complementario,existe -
una finica nocibn de cero z':A—>D tal que z'r=z.

r
A———— R, (4)

z ’ (31z(a))

Demostracibn : Se aplica el teorema III.2.1% considerando -
que,por tener z(a) complementario,el morfismo r:D«-———>De (a)

es igomorfismo %

Ta nocidn z' del corolario anterior es,segln el corola-
rio II.l1.6,de la forma
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z! (x+(a),-§£)=[z(x)ﬁu z(a))v [z(3)4 7 z(a)]

Y la biyeccibdn que hemos obtenido entre nociones de cero de
Ay de Ra(A) corresponde a 1%&%%% se presenta entre los idea

les primos de A y los de Ra(A),que no es en general una bi-

yeccibn mondtona.El orden se mantiene entre las nociones de
cero de A tales que z(a)=1 (ideales primos de A que contie-
nen a) y entre las que verifican z(a)=o (ideales primos de
A que no contienen a ).

Espectro primo

A. Joyal definid en [}6] la versidn constructiva del espec
tro primo de un anillo como su nocibn de cero universal,

Definicidbn III.2.15.- Se llama espectro primo de un anillo

A a una nocidn de cero

zA:A—~4>D(A)
tal que para cada nocibn de cero z:A—>D existe un finico -
morfismo z:D(A)—=>D tal que EEA=Z.

Zp
A——— D(A)

Antes de probar la existencia del par (ﬁ(A),zA),examing

remos algunas consecuencias de la definicibn anterior que -
no dependen su conocimiento "interno".Del carécter universdl
del espectro primo se sigue su unicidad salvo isomorfismos.
El teorema de existencia que daremos mhAs adelante nos propor
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cionar& un espectro primo canbnico para cada anillo A,

Proposicibn I1T.2.16.,- Para cada homomorfismo fi:A—sA', =

existe un dnico morfismo D(f):D(A)——>D(A') que hace conmu-
tativo el diagrama
Zp
A———>D(A)

fl " lD(f)

A'———=D(A")
Demostracibn : Segln la proposicibn IIT.2.64,2=2,,f es una -

nocibén de cero.Usando la definicibdn de espectro primo de A,
basta tomar D(f)£§2#:

Habitualmente diremos que el espectro primo de A es el
reticulo D(A),sobreentendiendo la nocidn de cero z,.Para ca

da elemento a € A,escribiremos
zA(a)=Ia]

para el correspondiente elemento de D(A).Los morfismos defi
nidos en la proposicidn III.2.16 verifican por tanto

D(£)(a)=[£(a))

Es un corolario inmediato de la proposicibn III.2.,16 -
que se verifican las igualdades

D(gf)=D(g)D(L) . D(id)=id

de manera que se tiene un functor espectro primo

D:A——>D

Si en la definicibn IITI.2.15 tomamos D=2,el resultado -
es una biyeccibn entre los ideales primogtomplementados de
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Ay los filtros primos complementados de D(A).Desde el pun—
to de vista del &lgebra conmutativa clésica se tiene por -
tanto un diagrama conmutativo (salvo isomorfismo)

A—>—5D
Spe;\\\ z///Spec
Y
donde T es la categoria de los espacios topoldgicos y Spec
son los functores espectro. habituales de anillos (ver {1} )
y de reticulos (ver {200 ).En (If] puede verse el origen

"eclésico" de la definicidn constructiva de espectro primo -
de un anillo.

Proposicibn IIT.2.17.= Sea f:A—>A' un homomorfismo de ani

llos.Se verifica : N ~
(i) Para cada nocidn de cero z':A'-—>D, z'D(f)=2'f
(ii) D(f) es isomorfismo si y sblo si para cada nocibn de -~
cero z:A——>D existe una finica nocibn de cero
z':A'—>»D tal que z'f=z,

by
A —3A
s
s
zZ // Z‘
D
fa . . .
Demos-tracidbn : (i) z'f es el finico morfismo D(A)——D tal
que z'fz,=z'f,y se tiene §1D(f)zA=§7zA.f=z'f.
(ii) si D(f) es isomorfismo,sea h un inverso.Entonces
z'QthA. es una nocibn de cero (proposicibn III,2,7) y veri
fica
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z'f=Zhz,, £=zhD(f)z A=‘Ez A=Z

D(£)
D(A) € —— ———2= D(4a")
A h
Zp T Zpt
2 A 5 Al
-

z -

3 \ - z!

y
-
D&
Papra ver la unicidad de z',supongamos otra nocidn de cero =
z" tal que z"f=z'fjaplicando (i) se tiene

I~ N o~

"D(f):z"f:z'f =z'D(f)

NG

y como D(f) es isomorfismo z"=z' , es decir z"=z'.

Reciprocamente,supongamos ahora cierta la existencia ¥y
unicidad de z' para cada z.Tomando z=zA,tenemos por tanto -

una finica nocibn de cero zA tal que zAf:zA.Vamos a ver que
F a4
h=zA es el morfismo inverso de D(f).Se verifica hD(f)=id -

porque

Lo g

”~~s
—_r ! = = = =
hD(f)zA—-zAD(f)zA z,f2,= z.A p=idz =z,
Por otra parte,como D(f)zif:D(f)zAzzA.f,aplicando la hipbte
sis resulta D(f)zizzA. y por tanto
~~
D(f)th,=D(f)zAzA.=D(f)zA=zA,

as{ que D(f)bh=id.

3+



-126~

Ejemplos

Vamos a dar un primer ejemplo de espectro primo aplican
do directamente la definicién III.2.15.

Teorema I1I.2,18,- Sea R un anillo regular y

B(R)':{ee R | e=e 3

Entonces D(R)ZB(R).

Demostracibn : Es un ejercicio elemental verificar que el -
conjunto B(R) de los elementos idempotentes de un anillo R
(no es necesario que sea regular) es un Algebra de Boole -
con las operaciones

enf=ef . eV f=e4f-ef s ~e=l-e
y siendo o y 1 los de R.

Si R es regular (y x' es el J-inverso de x) podemos de-—
finir la aplicacibn

z:R — B(R)
X +—> z(x)=1-xx"'
y vamos a ver que (B(R),z) es el espectro primo de R.
En primer lugar,z es una nocidn de cero :
z(0)=1-0=1 s z(1)=1-1=0
z (xy)=1l-xy(xy) ' =1-xyx'y'=(1-xx' )4+ (1~yy' )=(1-xx' ) (1-y¥') =
=2(x)+z(y)-2(x)z(y)=2(x) v 2(¥)

z(x+y) > 2(x) A 2(F) O z2(x+7) A 2(x) A2(F)=2(x) A 2(7) &
o z2(x3y)z(x)z(y)=2(x)z(7) &

& [1-(xy) (7)) (Q=xx' ) (=35 ) =(1-xx" ) (1-y7") ©
&> (x4y) (x4y) ' (1-xx') (1-yy ' )=0
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v esta igualdad es cierta porque x(l-xx')=x-x=0 y anflogamen
te y(1-yy')=o0,luego (x4y)(l-xx')(1~-yy')=0.

Para probar el caricter universal de z,supongamos una =
nocibn de cero arbitraria z':R—sD.Definimos

R————Z—-——-—>B(R)

s
z" lk//g/-; z'(e)=z'(1l-e)="z'(e)

La aplicacidn ;’ verifica ;z=z',pues para cada xX€R
2tz(x)=2" (l=xx )=z' (xx' )=z' (x)v z' (x')=2' (x)V z' (x)=2" (x)
Vamos ahora a demostrar que z' es morfismo :
27 (0)=2"' (1-0)=z"(1)=0 . 20 (1)=2"'(1-1)=z'(0)=1
Zi(e af)=zt(ef)="z"(ef)=n{z'(e)vz'(£)]="1z'(e) A 2" (£)=
=2 (e)A 2 (£)
2t (e vE)=z' (e4f-ef)=z' (l-e-f+ef)=z"'[(1~e) (1-£))=
=z' (l-e)v z' (1~-f)=z' (e)v z' (£).

Finalmente,la unicidad de z' es consecuéencia de ser z -
una aplicacidn suprayectiva.En efecto,para cada idempotente
e € R,es

z(l-—e)=1—(1—e)(l—e)=l-—(l—e)=e.;ﬂf.—_
Corolario I1T.2.19.~ Si K es un cuerpo,D(K) = 2,

Demostracidn : Un cuerpo es un anillo regular con B(K)=.2._=llk

Otros chlculos de espectros primos que podemos realizar
a partir de las propiedades universales son los relativos
al anillo reducido y a los epimorfismos universales.
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Teorema III.2.20.= Sea A un anillo y N su radical.Entonces

D(A/N) T D(A)

Demostracibén : Si p:A—>A/N es el epimorfismo canbnico,va=-
mos a ver que D(p) es isomorfismo mediante la caracteriza--
cibn dada en la proposicidén III.2.17.Sea pues una nocibn de
cero z:A—>»D.

Médiante

p
—3A/N
/

A
2 (x4 )=z (x) l
D
definimos una aplicacibn,pues

x-ye€ N = z(x)=z(y)

En efecto:segln el corolario III.2.4,por ser N=N(o),es
z(x=-y)=1 si x-y€ N y entonces z(x)=z(y+x-y)» z(J) Az(x-y)=
=z(y);andlogamente se prueba que z(y)% z(x).

Es claro que z' se ha definido de manera que se cumpla
z'p=z,luego z' es nocibn de cero segfin la proposicién ITI.2.6.
La unicidad de z' también es consecuencia de ser p suprayec
tiva.##

Teorema IITl.2.21l.,- Sea A un anillo y a€& A.Entonces :
(i) p(a/(a))= D(4)
(ii) D(Aa) = p(a)

<1al
»tal
(1i1) D(RG(A)) T D(A) 4,

Demostracién : (i) Aplicando el teorema IIT.2.8 a la nocibn
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de cero z, se tiene un cuadrado conmutativo

A P s A/ (a)

SNt

D(4A) ---——--~——-—>D(A)S fa)

con la correspondiente propiedad universal.Por tanto,

hp=D(p)

-
hZA“ZQKa)
Por otra parte se tiene el morfismo zA,ﬁnico que hace -

conmutativo el diagrama

2a/(a)
A/(a) > D(4/(a))
/
-~
Z' / L d
A // Z_Z\.
D) ¢ ¢ oy
Veamos que h ¥y ;1 son isomorfismos inversos.En primer

Lo ]
lugar,es th=id porque

hZAZA/(a)=hZA=ZA/(a)

Por otra parte se verifica

1 l_’\: = t
~ P N ~r
zihpzAzzAD(p)zA=zApzA=zAp=pzA=$ zAhp=p

P
luego zAh~1d.
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(ii) y (iii) se demuestran rnediante procesos anélogos a par
tir de los teoremas III.2.10 y 13 respectivamente2ﬁ$

Existencia

Pasamos ya a la demostracidn de la existencia del espec
tro primo de un anillo,es decir,a la construccibn de un es-
pectro primo canbnico.

Lema IIT.2.22.- Sea A un anillo.Para cads bje A,yje A,rjz 1,

1<j< n,existen d. € A,i<jgn tales que
s a %

Tyt Ty Ty r
(bly+---+bnyn) =d ¥y e b Ty

Demostracibn : Para n=2,si I=r+TpyS€ tiene

T, .
r 22__ T rl+h h r2-h h rl
(0y74052) =| “= |z -n|P2 T2P2 To[T1t
T
1, r r,=h r.~h r~o+h h] T
1 1 2 2

+ [Z (rg-!-h)bl T b 3’2]5’2
h=0
T T

1 2
que es de la forma dlyl *dgyg .
Si la igualdad existe para valores de n desde 2 hasta p,
entonces también existe para n=p+l.En efecto,si

Ti4--4 T
_ 1 P+l
x=(byyq+---+ bp +lyp+l)

se tiene,por el caso n=2,
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v (r +--4 1 )4r
= -- 1 P’ TP+l
x [(blyl* ¥ by, )4b, +1:7p+1-] =

To4--4T T
- 1 P p+l
=d; (byyq+--+ bpyp) +32yp 1

y aplicando ahora n=p resulta

1

r r

r
- ]
x=d, (417, pel

T r
= 1 P+l
que es de la forma x_dlyl X ~--+ dp_‘_ly "

1
P+=‘+__

Tema ITT.2.23.= Sea A un anillo.El conjunto Q=I-}%1An es un

preorden definiendo <X1"“’Xm)‘<~ (yl,...,yn) si y sblo si para

cada 1 & jg nyexisten elementos %jl’ ’ajm €Ay rj»l tales
que

3
V5 =851%1 %t ¥
Ademés se verifica :

(i) El elemento 1=(0) es méximo y O0=(1) es minimo.

(ii) x unidad & (x)=0.
(iii) xeN(Y) & (2 ().

(iv) x nilpotente & (x)=1.

(v) (x,5) < (xty).
Demostracibn : Es inmediato ver que £ es reflexiva.Para ver
que es transitiva,sean las desiguzldades

(xl,...,xm)s (yl,...,yn) , satisfecha con elementos aji y T

J
n 1 "

(.‘Yl""’yn)é Czl""’zp) ’ bkj ’ Sk
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Para cada k=1,..,p se tiene,con T=rqt--4r, ¥y aplicando el -
lema IIT.2.22,

I‘ﬂk r I'-l I'n
2y = (DT bt DTy ) =g Ty e 4 dy vy

n m m n
=j§_ld—kj Zl &,‘jixi) =2 ( AL EN

i=1\ =1

es decir, (xl,..,xm) 3 (zl,...,zp).

En el preorden (Q,< ) se verifica :

(1) (xl,._,xm)s (0) tomando aji=0,r arbitrario

(L)< (yl,-..,yn) tomando 25=75 rj=1,

(ii) x unidad ® Ja¢c Amax=1® (x) £ (1)=0¢ (x)=0,
(iii) xeN(y)& T ae A, Ir> 1 m x'=ay & (y) € (%)
(iv) x nilpotente ® x € N=N(0) & (0) £ (x) & 1=(x).
(v) Es obvio,con aj-—.l y r=l.‘_#:

Teorema III,2.24.- Para cada anillo A,existe el espectro mri

mo
zA:A'--—-bD(A)

Demostracibn : Sea (Q,¢ ) el preorden del lema III.2.23 y =~

sea (D(A),< ) el conjunto ordenado canbnicamente asociado.-

Los elementos de D(A) son clases de equivalencia de elemen—

tos de Q segln la relacibn (=) de equivalencia

(xla"w Xm) g (yl a-'wyn)

(%7 9o9X, )= (F79..97,,) 51 5 sblo si {'\
1 2 1 n (ylv-yym) & (Xlr-oxm)
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La clase de (xl,.._,xm)e Q serh [xl,...,xm]e D(A),de manera que

[xl,.._,xm] $t«‘71*-~’3’n'] siy sblo si (Xys-4Xp )< (F19-07p)

Por lo visto en el lema III.2.23,D(A) tiene un méximo -
1=[O) y un minimo[O]a 1.
Definimos A mediante

[-Xl"“’xm] I\{yl,...,yn')z [xl,...,xm,yl,m,yn“]

Es obvio que esta definicibn es independiente de los repre-
sentantes elegidos en cada clase,que

[Xl""’xm'yl""’ynjsixl""’xm—.\’ {Xl""’xm’yl""’yn] S fyl’ "’yn]

y que si {zl,...,gplgq e A fzl,.-,zp"]s[yl,.»,ynjenton—
ces también [zl,...,zp’] s{xl,.-,xm,yl,..,yn'}.Por tanto A define
el infimo de dos elementos de D(4).

Anflogamente se prueba que

Ty A S A D SRR ES D AR T CRITE S Ay
define el supremo de dos elementos de D(4).

Por tanto,para ver que D(A) es,con A,V ,0,1l,un reticu-
lo basta probar la distributividad.Observemos para ello que
las n(map)-tuplas

[xl,...,xm] v (iyl,...,yn') N Z}D )=(X1 50X |V [yl, aT 9% 90 zp}
= [_xlyl yr9 X B e X ] ,...,xmzp')
([Xl,.. ,Xm] v [yl,...,yﬁ] YA ([xl s X 3v [ Zq gy zp‘]):

= X177 0-er KT g0 X7 Zp 0o - ’xmzp_)
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difieren en una permutacibn,as{ que son iguales.

Sea ahora la aplicacibn

zA:A——-———z.ZD(A)
x r——»zA(x)=[x]

Se verifica zA(O)=[O]=l ’ zA(l).—_(l'] =0 , zA(;cy)=[xy]=:
=[x]vty]=zA(x) v zA(y) Yesegln el lema III.2.23 parte (v),
ZA(X-#;Y)z(_X-\'y—J'),[X,;Y]:[X-) A[y):zA(x)/\zA(y);luego z, es una
nocibn de cero,

Para ver el carfcter universal de z,y5€2a Z:A—>D una -
nocibn de cero.Para cada x € A definimos

Zlx)=2(x)

Si {x]=[y) se tiene,segln el lema III.2.2% y la proposicién
TIT.2.3,

[x)s{7)> yeN(x)> z(x)< z2(y)
[7)<{x) 5 x €N(y) > z(y) < z(x)
asf que z[x]=Z[y).Como [xypeax)=lx) 2 - aCx 7,
mediante
'Z[xl,.,,xm']zz (xl) A A z(xm)

extendemos z a una aplicacibn D(A)——>D que conmuta con la
operacibn A .Ademés es

Z(xY vy =2 Byl=z(xy)=2(x) v z2(y)=z [xvZ [y]

luego por ser
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[xl,..,xm—]vfyl,-»,yn']"i/\j SERMIER)

7z conmuta también conv ,Finalmente,se verifica
~ -~ ~
z(0)=z[1)=z(1)=0 ,  %(1)=z[0)=z(0)=1
de manera que z es un morfismo.,Es claro que EhA=z,y si f es

otro morfismo que verifica sz=z,entonces

2%y ga X =2 ((x) m - AD D=L XA -0 A £k )=
=fz, (%) Ao A fz, (X )=z (xp) A oA 2(x )=
='5fxl‘) A - --A"z'[xm)c’é'( [xl') A --. A[xm'])z
QZ[xl,w,xﬂ]

asi que féz}##

Corolario III,2,25.~ Si f:A—A' es un homomorfismo de ani

llos,se verifica

D(E) [%q gy )= {2 (5 ) o £ ()]
Demostracibn : D(f)[x]:D(f)zA(x)=zA,f(x)=[f(x)).La extensién
al caso geheral es obvia.4#

Ejemplos

E1 teorema I1I1I,2.18 podrf{a demostrarse ahora manipulan-
do directamente los elementos de D(R).

Proposicibdn III.2.26.- Sean e,f idempotentes de un anillo A.

Se verifica :
(i) Para cada nocibén de cero z:4—3D,

z(e) A z(f)=z(et+f—-ef)
(ii) En D(A) , [e,f)=(e+f-ef)
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Demostracidn : Aplicando la proposicibn III.2,12 a e(l-e)=0
se tiene z(earf-ef)-.:z[e+f(l-e)]=z(e)1\z[f(l—e)) =z(e)A{ z(f)v
v z(l-e)] .Pero como (proposicibn ITI.2.5) z(l-e)="T]z(e),se
sigue la igualdad buscada.
(ii) Es la versibn de (i) para la nocibn de cero universal
Z ) yPUes zA(e) A zA(f)zie'] A[f):[e,f];#:
En la proposicibn anterior,se puede verificar (ii) direc
tamente notando que,segfin la definicibn de< 3
esf-ef=e4(1-e)f = [e,f] ¢[etf-ef )
e=e(e+f—-ef)
S = [ejf-er)<fe,f)
f=f(e f-ef)

Proposicidédn III.2.27.- E1 espectro primo de un anillo regu-

lar R es 5
zp:R —3D(R)= {{e‘j;e ==e}

X b—> zR(x)= xx!

Demostracidn : Ya sabemos (proposicibn III.2.5) que x = xx'"
Por tanto,un elemento arbitrario de D(R) es de la forma

(% ssxp)=lx Y Ao alx) =leqla---a T e)={e;s-e ]
siendo e;=x;x! el idempotente asociado a X;,1si¢ m.Pero,sg
gn la proposicibn III.2.26, {el,egj= e con e idempotente,
asf{ que una sencilla induccibn nos permite concluir que
(Xl,...,xm]=Ye1, e l=[e)con e2=e.:ﬁ:

El teorema III.2.18 y la proposicidén III.2.27 nos pro--
porcionan dos espectros primos distintos para un anillo re-
gula.I‘.
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et e
l

|

[

Z(x)=l-xx'

Naturalmente,deberf existir un isomorfismo h tal que thnz.
En efecto,sea
h:D(R) —»B(R)

{el—snhlel=1-e

Se verifica : h(0)=h{1]=1-1=0 , h(1)=h{0]=1-0=1
n((e) n1£))=hfe,f]=hfe+f~ef)=l-e~fref=(1-e)(1-f)=hleInlf] =

=h [e] n hIf)
h({elv [£Y)=hlef]=1l-ef=1l-e4l~f~(1=e) (1-f)=h{e)+h{f)-hle]n (f]=

=h[e) v n[f)
de manera que h es un morfismo.Anflogamente se prueba que

g:B(R)—> D(R)
e > g(e)=[1~€)

es un morfismo,y es claro que gh=id,hg=id.

Terminaremos el estudio del espectro primo viendo algu-
nos ejemplos numéricos.

Proposiciédn ITI.2.28.- E1 espectro primo de £es el conjunto
de las partes finitas del conjunto P de los nfimeros primos,
afiadiendo el propio P y ordenado por inclusibn.

Demostracibn : Para cada x €2 ,es{-x1=(x]),asi que basta con
siderar nGmeros positivos.las siguientes propiedades son in
mediatas:
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(1) (xIniyl=[d),con d=m.c.d.(x,5)
(i1) [x}viy)= m ,con m=m.c.m.(x,y)

(iii) si X=Py e D es la descompogicién en factores primos

Por tanto,D(Z ) consta de [0]=1 (conjunto P),{1)=0 (sub
conjunto @ de P) y para cada x €Z distinto de 0 y 1,[x) se
puede identificar con un subconjunto finito [pq,.,p{ de P.

De acuerdo con (i),[x)aly) se identifica con la interseccibn
de subconjuntos y,segin (ii),(xﬂwwfy} lo hace con la unién.a

Aplicando el teorema II11.2,21,D(Z /(%)) serf el subcon-
junto de D(Z ) de los elementos menores que [43:{2},es demm—

i D(Z /(4))=2 ] 1=to)-L2]
0={11={3]

Resulta pues que un anillo puede tener espectro primo 2
sin ser cuerpo ni siquiera anillo regular (22=O,asi que 2 -
no es regular).Aplicando de nuevo el mismo teorema resulta

1= [0])
1
D(Z/E))=2 %2 e .<> £ £={2)=[1)
s e=[5)
0=[11=(5)

Notar que £7(6) es regular con idempotentes 0,1,3 y 4.

Espectro booleano

En &lgebra conmutativa clésica,el espectro primo de un
anillo A es el conjunto Spec (A)=II] I ideal primo de AS con
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la topologia de Zariski.Una base de cerrados para esta topo
logfia esté& formada por los subconjuntos z(x)aglle&I},con -
x €A,que verifican

z(0)=Spec(4) R z(1)=@
z(xy)=z2(x)v z(y)
z(x4y)2 z(x)n z(y)

E1l retficulo de cerrados engendrado por los z(x) es por tan-—
to la interpretacibn clésica de D(A).

El espectro constructible de un anillo 4 es (ver (1))
el conjunto Spec(A) con la topologia que tiene por cerrados
las combinaciones booleanas finitas de subconjuntos z(x).La
topologia constructible es por tanto mis fina que la de Za-
riski ya que tiene més cerrados.la versibn constructiva de
este otro espectro serf naturalmente el &lgebra de Boole 1i
bre engendrada por D(A),B(A)=B(D(A)),que tiene més elementos
que el espectro primo.Siguiendo de nuevo a A.¥oyal en (16] ,
1lamaremos a B(A) espectro booleano de A.Daremos a continug
cibén las versiones constructivas de algunos teoremas clési-
cos relativos a la topologia constructible.

Definicibn III.2.29.- Llamaremos functor espectro booleano

B:A—»B
a la composicibén del functor espectro primo A—>D y el func
tor libre D—*B.

Entenderemos habitualmente por espectro booleano de un
anillo A el Algebra de Boole libre sobre D(A)

B(4)=B(D(4))

La nocibdn més precisa de espectro booleano deberfa ser el -
par (B(A),EA),siendo
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z,:A—>B(4)
la nocidn de cero composicidn de zA:A-——)D(A) con la inclu-
sién candnica j:D(A)—>B(4A).

Proposicidn II1I.2,30.- B(A) es el espectro booleano de un -

anillo A si y sblo si existe una nocibn de cero zA : A—>B(4)

tal que,para cada nocibén de cero z: A——*»ﬁ?%lgebra de Boole,
existe un Gnico morfismo z¥:B(4)—=B tal que 2z zAnz.

EA
A ——————3 B(A)

/
z //z*
"4
B
Demostracidn : Sea B(A) el espectro booleano y EA.Dada la -

nocién de cero z:A—»B,existe un Gnico morfismo z:D(A)—>B
tal que EEA=Z y,por ser B &lgebra de Boole,existe un finico

morfismo z' :B(A)—>B tal que z%j=z.Por tanto z'EAnzszAs
=;zA=z.La unicidad es consecuencia de las propiedades uni--

versales de Z, ¥ J:
— - 1 '- . *. -~ =*
:f.'zAaz-)szAez jzy > f£j=2"] > f=z .
Reciprocamente,sea Ek la nocibn de cero del enunciado.-
Por definicibn de zA,existe un Gnico morfismo j:D(A)——>B(A)

tal que jzAzEA.Dado un morfismo g:D(A)—>B con B &lgebra -

de Boole,existe por hipbtesis un finico morfismo g:B(A)—>B
tal que ngAngZA.Este morfismo verifica g*jzAagszung,asi
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que g*j=g.Y si fj=g,entonces fEA=szA=ng=ng£,luego f=g’ o
Por tanto B(A) es el Algebra de Boole libre sobre D(A);“‘

Tomando en la proposicidn anterior B=2,se obtiene una -
biyeccidn entre el conjunto de los ideales primos complemen
tados de A y los filtros primos complementados de B(A).La
biyeccidn anfloga a ésta que se presenta con el espectro pri
mo D(A) es monbtona,pero la monotonia se pierde al pasar al
espectro booleano ya que el orden de los filtros primos com
plementados de B(A) es trivialJ/Ver corolario II.l.l14).

Proposicibn III.2.%l.= E1 espectro booleano deles el con~—-
junto de las partes finitas y cofinitas del conjunto P de =

los nfmeros primos,ordenado por inclusibn,

Demostracibn : Basta tomar el Algebra de Boole libre sobre
el espectro primo D(Z) dado en la proposiciébn III.2.282ﬁ=

Los anillos para los que D(A) sea &lgebra de Boole ten—
drén espectros primos y booleano iguales.Asi sucede,por lo
visto en el teorema III.2.18,con los anillos regulares.El -
teorema siguiente caracteriza los anillos que tienen espec-
tros iguales.

Teorema III,2.%2.= Los espectros primo y booleano de un ani

1lo A coinciden si y sblo si A/N es regular.

Demostracidn : Si A/N es regular,usando los teoremas III.2.
18 y 20 se tiene

D(A)=D(A/N)=B(A/N) = B(A)=B(A/N)=D(4A)

Reciprocamente,sea D(A) &lgebra de Boole.Probaremos que
A/N es regular,es decir que

VaeA, dbeAm aba-aeN
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Por hipdtesis,para cada a € A se tiene '\{a]:[xl,... ,xm’]eD(A),

de manera que
[a,xl,...,xmlzia'}mfxl,.,.,xm]nO-—-Il')
[axl,...,gxm']u{a‘] vfxl,.-.,xm] =1=[0)

es decir existen b,tie A,riza 1, 1¢ i« m tales que

m
T.
— l-—
1=ba +i§z.ltixi ’ (axi) =0

Aplicando el lema III.2.22 se tiene por tanto,con T=Tqt Ty

m il
T.
(aba-a)T=a® (ba-1)T=a® -S.t.x.]rz(—l)rarz $.X: T=
i=1 t 1t i=1 t Y

m
T~ T,
1=

luego aba-aé& N,

Si A=2/(4),ya vimos que D(A)=2.En este ejemplo es -
N= {o,2j ¥y A/N=2Z/(2),que es regular por ser cuerpo.

Terminaremos demostrando que el espectro booleano de un
anillo A es el espectro primo del anillo regular libre R(A).

Proposicién III.2.33.~ Sea f:A—>A' un homomorfismo de ani
llos.,.
(1) Para cada nocibn de cero z':A—>B,con B &lgebra de =~
Boole,es z'*B(f)=(z'f)*
(ii) B(f) es isomorfismo si y sbdlo si para cada nocibén de -
cero z:A—>B,con B &lgebra de Boole,existe una finica
nocibn de cero z':A'——>B tal que z'f=z.
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Demostracibdn : Se procede como en la proposicibn III.2.17 -
utilizando sbélamente nociones de cero en &lgebras de BOOle'::H:

Proposicibdn IIT.2.34,- Para cada elemento & de un anillo A
es

B(A)< B{Ra(A)]

Demostracién : Del corolario III.2.14 y de la proposicibdn -~
I1T.2.%% se sigue inmediatamente que B(r) es isomorfismo.__g:

Proposicibdn III.2.35.- Sea (Ai un sistema induc

Ii9)5¢ieT
tivo filtrante de anillos y (A,fi) su colimite.Para cada fa
milia {Zi:Ai"""D } ieT de nociones de cero tales que si ig]J
Zj")fji =z ,existe una finica nocibn de cero z:A—»D tal que -
zfi=zi para cada 1 €1I.

Demostracibdn : Por ser el colfimite filtrante,cada x€&A es
de la forma x——-fi(xi) para alghn ie I.Sea entonces

Si x::fi(xi)r-fj (xj),existe keI tal que i,jgk 7 fki(xi}=

”fkj (xj),asi que zi<xi)=zkfki(xi)=zkfkj (xj);-zj(xj).fba apli-

cacibn z:A—>D que acabamos de definir es evidentemente la
tnica que verifica zf;=z,; para cada i€ I.Falta ver que z es

nocidn de cero.Es inmediato que z(0)=1 y z(1l)=04Dados dos -
elementos x,y € A,siempre se pueden escribir en la forma

x=fi(xi) , y=fi(yi) para el mismo i€ I,asi que

Z(xy)zzi(xiyi)=zi<xi) v zi(yi)”z x)v z(y)
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Z(X"‘y):Zi(Xi*yi)ézi(xi) A Zi(yi)=z(x) A Z(Y)a:‘:

Proposicidn III.2.36.- E1 functor espectro primo conserva -

colfimites filtrantes.

Demostracibén : Sea A=1limd..Con las notaciones de la proposi
iel

cibn III.2.35,sea (D,gi) 1 el colimite del sistema induc-

ie

tivo de retfculos (D(Ai)’D(fij))js;ie r»de manera que exis-.

te un Gnico morgismo g:D~—=>D(A) tal que ggi=D(fi) para ca=-

da i € I.Por otra parte,las nociones de cero Z;=B5%, :Ai~—aD,

.

i
ieI,verifican

Zifij=giZAifij=giB(fij)ZAj=ngAj=Zj (3 1)
asi que existe una finica nocibn de cero z:A——>D tal que -

zfi=z para cada i€ I.Veamos que los morfismos g y % son

i
3 - - - . ~
isomorfismos inversos.Para cada 1€ I se tiene EggizzD(fi)=

~. ~ ~ . .
=zfi=zi=gi,asi que zg=id.Para cada i€ I es ngi=gzi=ggizAi=

=D(fi)zAi=zAfi,luego 82=2, seglin la proposicibén III.2.35,y

por tanto gZZAzgz=zA,es decir gE:idEﬂ:

Corolario IIT.2,37.- E1 functor espectro booleano conserva

colimites filtrantes.

Demostracibén : Es consecuencia inmediata de las proposicio-
nes III.2.%6 y 11.1.1.# |

Teorema III,2.38.- Para cada anillo A

B(A)= B(R(4))
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Demostracibn : Sea S={a,byc4 y r:A—-sRa(A) el epimorfis
mo universal.Ya que (ver la demostracién del teorema III.1.8

RS(A)uRa(A)Q Rb(A)qur(b) (Ra(A))

aplicando la proposicidn III.2.34 dos veces,una con el ani-
llo A y otra con Ra(A),se tiene

B(A) ¥ B(R,(4)) & B(Ry () (R, (A)))=B(Rg(4))

Por induccidn inmediata,es claro que se tiene B(A) = B(RS(A))

para cada subconjunto finito S g A.Como R(A) es el colimite
(filtrante) de los RS(A),del corolario III.2.37 se sigue la
tesis.4#

Corolario III.2.39.~ Sea A un anillo,Para cada nocibn de ce

ro z:A—>B,con B &lgebra de B-oole,existe una fnica nocibn
de cero z':R(A)—>B tal que z'r=z.

A -———:E——-—)R(A)

Demostracibén : El teorema III.2,38 nos dice que B(r) es iso
morfismo,asi que la tesis sigue de la proposicién III.2‘33q”

Es claro que el corolario anterior se puede ampliar con
siderando nociones de cero z:A-—>D tales que z(x) tiene -
complementario para cada xe¢ A.Por otra parte,tomando B=2, -
del corolario se sigue una biyeccidn entre los ideales pri-
mos complementados de A y los de R(A),teniendo estos Glti--
mos orden trivial.
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& 3,Dimensibn .-~

En &lgebra conmutativa clésica la dimensibdn (de Krull)
de un anillo es la longitud de la mayor cadena no degenera-
da de ideales primos.En nuestro contexto,la dimensién de un
anillo A ser& pues la longitud de la mayor cadena no degene
rada de ideales primos complementados de A,es decir,segln -
la definicibn de espectro primo,la longitud de la mayor ca-
dena no degenerada de filtros primos complementados de D(A).

Definicibébn III.3.1l.,— Llamaremos dimensibdn de un anillo A al

nlimero
dimA=dimD(A)

En lo que sigue vamos a calcular la dimensibn de algunos
tipos de anillos.

Anillos de dimensibn O

Serén aquellos anillos cuyo espectro primo sea un flge-
bra de Boole.

Teorema IIT.%.2.~ Si A es un anillo,

dimA=0& A/N regular
Demostracibén : Segfin los teoremas II.3.19 (n=0) y III.2.32,
dimA=0¢&> dimD(A)=06> D(A)=B(A) & A/N regular=H:

Corolario III.3.3.- Zgyt4> vy los anillos regulares (en par-
ticular los cuerpos) tienen dimensibn O;%¥

Teorema III.%3.4.- Sea K un cuerpo y A una K~41lgebra de di--
mensibn finita.Eﬁtonces se verifica :

(i) xes , 3 k=1lm x5 es regular
(ii) dimA=0
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Demostracidn : (i) Por hipbtesis,cada x € A verifica una ecua
cibn

T r-1 _
‘brx +tr_lx - ..+to—o

con tieK, lsigr 3y T 0.51 ’co#- o,se tiene

1 r-1 _
x}—~(trx +~-+tl)]+l—0

to

as{ que x es unidad y por tanto regular.Si to=0,la ecuacibdn

serl de la forma -
T k
1" Xf4-—'+'i;]X =0

con o<ksr ¥y tk# o,de manera que

k1 T kely kel[ 1, _r-k-l

== (P A - by X )=x [; (t x *"'*'tk+li]
Ty %

(si k=r es xkzo,luego regular).Se tiene pues una igualdad -

de la forma szxk+lz y en consecuencia

Xk=XkXZ=Xk+1ZXZ=Xb+2ZE= see =x2kzk

. k
es decir,x es regular.

(ii) Usando el teorema III.3.2,hay que probar que A/N es re
gular.Para cada xe A se tiene xk=x zk,es decir,xk K k):

=0,Pero xkzk es idempotente,as{ que también lo es (1~xkzk)y

por tanto K (1-x¥25)E=0,es decir x(1-xy)e€ N con yaxil ks lue
go x¢N es regular.
3=
En el teorema anterior,de (i) se sigue directamente que
D(A) es &lgebra de Boole,pues para cada x€ A se tiene (x]=
={xk] con xX regular,asi que {x) tiene complementario.En -
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consecuencia cada elemento [xl"“’xm}”CXIB A '\[xmj de D(A)
tiene complementario.

Corolario IIT.3.5.- Sea K un cuerpo y f ¢ K[X] un polinomio
no nulo.Entonces

dim(K[x)/(£))=0

Demostracibn : Es elemental que KIX1/(f) es una K-&lgebra -
de dimensibn finita (el grado de f)‘-#

Anillos de dimensibn 1.-

Seglin el teorema II.3%.20 (caso n=0),un anillo A verifi-
ca dimA K1 si y sblo si cada elemento z &€B(A) es de la for-
ma. z=X ATy con x,ye€ D(4).

Proposicidn ITI.3.6.,=- dimg =1

Demostracidn : Recordando las proposiciones III.2.28 y 31 -
se observa que (_B(Z)nD(Z)\J‘\ D(¥),asi{ que se tiene dimZ<1.
Y es claro que D(2Z) no es Algebra de Boole,de manera que =-
se verifica la igualdad&\:

Lema IX¥I.3.7.~ Sea D un reticulo tal que {l} tiene comple~-—
mento y D, x €5 un &lgebra de Boole para cada x £1l.Entonces
dimD<L 1.

Demostracibn : Sea x A y&B con x,ye&D.Ya que x A1 y=
=x A 1 (x ~Yy),podemos suponer y<x.S1i x#% 1l,existe por hipbte
sis z ¢D tal que z<x y z es el complementario de y en Déx'
es decir

¥y A~2z=0 ) YV z=X

de manera que x A\ y=(ywvz) A y=2z A4 71y=z.En definitiva,

D six41
XAy €
Dsix=1
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Un elemento arbitrario ueB es pues de la forma ( reor-
denando adecuadamente los términos)
n

u=i\=/lxi/\-1 Fi=2q Vo VB N YL Ve Ny s

=(zgV vz )V (yr+lA AT )=

=z MAy=1(yr7 z)
siendo los xi,yi,zj,z e ¥y elementos de D.Pero es claro que,
siendo B &lgebra de Boole,las proposiciones
NueB, Ix,yeDm u=" (yA z)
’JueB,?,x,;ye_D m u=y A=l 2
son equivalentes,asi que dimDsl.#

El objetivo de este lema es servir de base para demostrar
que el anillo K{X) de polinomios sobre un cuerpo K tiene di
mensibén 1.Con este fin,veamos también algunas propiedades -
del espectro primo de este anillo,

Proposicibn I1T.%.8.~ Sea K un cuerpo.El espectro primo de
K{X] verifica :
(i) Zgexqy ©5 suprayectiva

(ii) si £ek[X) , [£)=0 si y sblo si feK-—{O}
(iii) 8i feK[X) , [f)=1 si y sblo si £=0

Demostracibén : (i) Cada elemento de D(K{X]) es de la forma
Lfs0f)=[d) , demecedi(£q,.,1)

ya que como d divide a f;,l1sis m,es [d.")sffl,.--.,i‘m'] y co-
mo se tiene una igualdad de la forma d=h,f +-..4h £ , es
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LS EA AR
(ii) §f1=0® f unidad & f €Kk~ 0 .,
(iii) (f]=1 £ nilpotente ﬁ=>i‘=0.__g__

Teorema III.3.9.- Si K es un cuerpo

dimK{X)=1
Demostracibén : El radical de KIX] es N={0},asf que K[X]/N=
=K [X]) .Este anillo no es regular ya que,por ejemplo,el ele—-
mento X no es regular.En efecto,para cada polinomio fe k{x],
grad(ng)» 2,mientras que grad(X)=1l,as{ que no puede ser -
X°f=X.Por tanto (teorema ITI.3.2) dimK[X]»O.

Terminaremos la demostracibn probando que dimK[X]<l.Pa-
ra ello haremos uso del lema III.3.7,es decir,veremos gue =
D(K{X]) verifica las hipdtesis de este lema.Que el subcon--
Jjunto {1} tiene complemento es consecuencia de la proposi--
cibn ITI.?.8,pues cada elemento de D(K[X]) es de la forma -
l£) con fekl{x],y (£fl=1 equivale a f=0,siendo esta igual
dad de K finitamente verificable ya que significa ai==0 para

cada coeficiente a8y de f.En cuanto a la segunda parte de la
hipbtesis,un elemento de D(K{X)) distinto de 1 es de la for
ma. ff'] con feKEX'] no nulo,as{ que aplicando el corolario
IIT.3.5 se tiene

dimD(KCX) <§ i.]=dimD(K{X]/(f))=O

es decir,D(K[X'})s r£y €5 un &lgebra de Boole.
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