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ABSTRACT.

In this memoir the computability of the effective homology of fibrations is
studied. In Chapter 0, the basic notations about effective homology, simplicial sets and
computability are introduced. In Chapter 1, an "effective version" of the
Eilenberg-Moore spectral sequence is defined. Using this spectral sequence, we give in
Chapter 2 an algorithm computing the effective homology of the fiber for a simplicial
fibration E —> B where B is simply connected and the effective homology of E and
B are known. In the last Chapter, by using the above results and the acyclic models
method, we find an algorithm computing the effective homology of the simplicial loop
space of a simply connected simplicial set whose effective homology is known.
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INTRODUCCION.

La idea que impulsé a los matemdticos de finales del siglo anterior y principios de
éste a asociar a los espacios topolégicos invariantes de tipo algebraico, y que dié lugar
al nacimiento de la Topologia Algebraica (en el trabajo ya cldsico de Poincaré [P] o
bien, con un lenguaje més moderno, en los libros de Lefschetz [L.] o Veblen [V]), es
que los objetos algebraicos (grupos, nimeros, anillos, ...) son mds féciles de manejar y
distinguir que los objetos topolégicos. Simultineamente se produjo una
"algebraizacién" de los objetos topoldgicos para facilitar la lectura en ellos de sus
invariantes algebraicos. As{ aparecen las nociones de complejo simplicial, complejo
abstracto, CW-complejo y finalmente la de conjunto simplicial; estas nociones dieron
lugar a ramas de la Topologia Algebraica conocidas como Topologia Combinatorial o
Simplicial.

Subyacente a esta idea de "manejabilidad” de los objetos algebraicos se encuentra
la posibilidad de su manipulacién "mecénica" y por ello no es extrafio que, desde las
primeras obras sobre Topologia Algebraica, se den algoritmos para el cdlculo de
invariantes; un ejemplo bien conocido es el algoritmo que calcula la homologia de un
complejo simplicial a partir de sus matrices de incidencia (este procedimiento de cdlculo
aparece ya en la obra de Veblen [V] de 1930).

Sin embargo, este camino hacia el cdlculo explicito de los invariantes algebraicos
que permiten distinguir espacios topolégicos (via el teorema de clasificacién de grupos
abelianos finitamente generados, por ejemplo) chocé con problemas al encontrarse con
la teoria de homotopia. Esta teoria comienza con la definicién por Poincaré (en su
articulo ya citado [P]) del grupo fundamental de un espacio topolégico y es desarrollada
por Hurewicz [Hu] que define los grupos de homotopia de orden superior. Estos
grupos son mucho mds dificiles de calcular que los de homologia, con los que estdn
relacionados por el famoso teorema de Hurewicz [Hu]. Una temprana llamada de
atencién sobre el cardcter poco "intuitivo" de estos grupos fue la demostracién por
Hopf [Hol de que el tercer grupo de homotopia de la esfera de dimensién dos es no
nulo.

A partir de aqui, para intentar extraer informacién acerca de los grupos de
homotopia de esferas, se comenzaron a utilizar herramientas muy sofisticadas, siendo
especialmente importantes las sucesiones espectrales (que hacen su aparicién en el
artfculo de Leray [Le] y que son expuestas con mayor precisién por Koszul {K]). Las
sucesiones espectrales se mostraron muy potentes para estudiar la homologfa de los



espacios fibrados, pero se alejaron de los tratamientos algoritmicos, debido a los
problemas de extensién que conllevan y que no permiten manipularias de un modo
totalmente "automético”. Pese a ello J. P. Serre, en su tesis [Se], y gracias a la sucesién
espectral que lleva su nombre (y que relaciona la homologia del espacio total de un
fibrado con las de la base y la fibra), consigui6 calcular algunos grupos de homotopia
de esferas no conocidos hasta ese momento.

Aunque los nuevos métodos empleados para el cédlculo de invariantes en
Topologia Algebraica estaban muy lejos de la sencillez de datos y operaciones que
habitualmente relacionamos con los algoritmos, los problemas de calculabilidad segufan
interesando a los mejores mateméticos de la época, como lo prueba la demostracién de
E. H. Brown [B2] en 1957 de que los grupos de homotopfa de los CW-complejos
finitos y simplemente conexos son calculables (para ello utiliza las técnicas de Serre y
los sistemas de Postnikov).

A partir de aquf la corriente principal de la Topologia Algebraica tendié a estudios
muy tedricos, con mucha riqueza de estructuras algebraicas y categoriales. En algunos
casos, estd riqueza estructural dié también lugar a importantes resultados de célculo; por
ejemplo la homologia de los espacios de Eilenberg-MacLane fue calculada por H.
Cartan [C] con la ayuda de una estructura de dlgebra que la homologia de estos espacios
admite de modo natural (este caso es especialmente llamativo ya que los propios
Eilenberg y MacLane, en una serie de articulos previos [E-ML2], no habfan logrado
resolver totalmente el problema).

En otros casos, como el de la sucesién espectral de Eilenberg-Moore (introducida
por estos autores en [E-M], en 1966), los trabajos que desarrollaron la teorfa inicial
(para esta sucesién espectral es imprescindible citar la importantisima labor realizada
por L. Smith; ver por ejemplo [Sm1], [Sm2] y [Sm3]) han dado lugar a potentes
resultados teéricos e importantes aplicaciones (en el ejemplo comentado, se tienen,
entre otras, aplicaciones al estudio de los sistemas de Postnikov de H-espacios), pero el
célculo explicito de invariantes no ha sido, en general, abordado.

Esta sucesién espectral de Eilenberg-Moore relaciona la homologia de la fibra de
un fibrado con las de la base y el espacio total (como la de Serre lo hacia con la del
espacio total en funcién de las de la base y la fibra). Uno de los objetivos de la presente
memoria es el rescatar el espiritu primitivo del cdlculo de invariantes en Topologia
Algebraica y transformar la citada sucesién en un algoritmo que nos permita el cdlculo
mecénico de los grupos de homologia de la fibra en funcion de aquellos de 1a base y el
espacio total. A continuacién presentamos brevemente las herramientas empleadas para
llegar a este objetivo.



Algunos de los motivos que hicieron que los topolégos abandonasen en parte el
célculo explicito de invariantes (aparte de la indiscutible belleza conceptual del
tratamiento categorial de la Topologia Algebraica) fueron posiblemente la no existencia
de medios materiales para implementar los algoritmos que se pudiesen encontrar (es
decir, el escaso o nulo desarrollo de los ordenadores) y la tremenda dificultad de los
procedimientos que mostraban la calculabilidad de los invariantes de la Topologia
Algebraica; el ejemplo paradigmético es la demostracién de Brown de la calculabilidad
de los grupos de homotopia: el método es tan complejo que no conocemos su
utilizacién para el cdlculo o la "verificacién" de ningiin grupo de homotopia.

Pese a esta segunda dificultad, desde que se dispuso de ordenadores en las
universidades, es decir desde mediados de los afios sesenta, los matemadticos se
lanzaron al cdlculo con ordenador de los grupos de homologia (Pinkerton [Pi], con el
algoritmo cldsico de diagonalizacién de matrices dado por Veblen [V]) o de otros
objetos de la Topologia Algebraica: resoluciones de codlgebras (Liulevicius [Li]) o
incluso grupos de homotopia de esferas (Mahowald y MacLaren {[M-ML}]). M. E.
Mahowald, junto a E. B. Curtis, puede ser considerado el precursor de una escuela de
topolégos americanos (entre los que destacan, ademds de estos autores, Tangora [T] y
Ravenel [R1],[R2]) que trabaja actualmente en el cdlculo con ordenador de grupos de
homotopia de esferas, via la sucesién espectral de Adams.

A comienzos del afio 1986, F. Sergeraert comienza el desarrollo de una teorfa (la
homologia efectiva, ver [Serl]) en la que se replantea el lenguaje del Algebra
Homolégica con la intencién de acercarse mds al mundo de la computacién y, de este
modo, evitar las dificultades de los algoritmos ya conocidos o encontrar nuevos
procedimientos de cdlculo. En esta teoria se verifica que, a condicién de no trabajar més
que con grupos abelianos libres y de que todos los datos en las definiciones estén dados
explicitamente, los problemas de extensién en las sucesiones espectrales y las
ambigiiedades que aparecen en las sucesiones exactas pueden ser superados. Esto
posibilita un tratamiento algoritmico de objetos de la Topologfa Algebraica tales como
las sucesiones espectrales de Serre ([Ser1],[R-S]) o, como se muestra en esta memoria,
de Eilenberg-Moore. Ademds, y simultdneamente, se ha desarrollado una nueva teorfa
de programacién, denominada codificacién funcional (ver [Ser2], [Ser3], [Ru]), que se
ajusta a las caracterfsticas de los algoritmos encontrados en homologia efectiva, lo que
permite utilizar realmente estos procedimientos para el cdlculo préctico con ordenador;
esta labor est4 siendo desarrollada en la actualidad.



Es con estos instrumentos y utilizando como apoyo imprescindible los teoremas
ya conocidos acerca de la sucesidn espectral de Eilenberg-Moore (en especial los
recogidos en el articulo inicial [E-M]), como hemos conseguido alcanzar el objetivo de
dar a esta sucesién un tratamiento algoritmico.

Para finalizar esta introduccién, comentamos la estructura de la memoria, que estd
dividida en cuatro capitulos, a su vez separados en parrafos.

El primer capitulo, el nimero cero, estd dedicado a la exposicién de hechos
utilizados a lo largo de la memoria, pero que no son centrales en el desarrollo del tema
principal. Especialmente importante es el primer pdrrafo en el que se dan las primeras
definiciones y propiedades en homologia efectiva, dada la inexistencia de buenas
referencias para esta teoria, debido a que todavia estd en evolucién y no ha encontrado
su forma definitiva; es de destacar la introduccidn, junto a la homologia efectiva, de otra
nocién muy importante a lo largo de este trabajo, llamada homologia efectiva fuerte. En
el segundo pdrrafo se dan las nociones bdsicas de la categoria de los conjuntos
simpliciales, utilizando como referencia el libro de J. P. May [M]. En el pdrrafo tercero
se abordan las cuestiones relativas a la computabilidad tedrica y préctica, explicdndose
en €l que todos los enunciados de esta memoria pueden ser adecuadamente modificados
para que sean totalmente rigurosos desde el punto de vista 1dgico y que los algoritmos
encontrados pueden ser fiacilmente implementados en un ordenador (como de hecho se
estd ya realizando).

El capitulo 1 trata de la parte algebraica en la que se basa la sucesién espectral de
Eilenberg-Moore. En los dos primeros pérrafos se hacen explicitas ciertas
construcciones realizadas por Eilenberg y Moore en [E-M] y se utiliza su definicién del
funtor cotor para llegar a la nocidén de cotor efectivo. El pdrrafo 3 estd dedicado al
estudio en profundidad de un tipo especial de bicomplejos llamados bicomplejos
simples ("tapered”, segiin [E-M]); en el cuarto y tiltimo pérrafo se llega a sustituir la
sucesion espectral que nos interesa por un algoritmo en homologfa efectiva (que por
analogia es denominado "sucesién espectral de Eilenberg-Moore en homologia
efectiva").

El capitulo 2 tiene un primer pérrafo en el que se aprovechan las aplicaciones
cl4sicas en Topologfa de la sucesi6n espectral de Eilenberg-Moore y el funtor cotor para
extraer propiedades en homologia efectiva. En el segundo se realiza un estudio
detallado del tipo de bicomplejos que definen el cotor efectivo, gracias a lo cual
obtenemos el resultado principal del capitulo: si en un fibrado simplicial de base
simplemente conexa (en un sentido mds restringido que el habitual; ver el teorema



2.2.7) son conocidas la homologia efectiva fuerte de la base y la del espacio total,
entonces se da un algoritmo que calcula la homologia efectiva de la fibra.

El capftulo 3 estudia el caso particular de los fibrados asociados a los espacios de
lazos. En el primer pdrrafo se explicitan construcciones y resultados ya conocidos en
relacién con la versién simplicial de los espacios de lazos. Una técnica clésica de la
Topologfa Algebraica para encontrar y extender equivalencias de homotopfa es la de los
modelos aciclicos (introducida por Eilenberg y MacLane [E-ML] en 1953). El pérrafo
dos de este capitulo estd dedicado a encontrar explicitamente homotopias que prueben
que ciertos conjuntos simpliciales, que serdn nuestros modelos en el pérrafo siguiente,
son aciclicos. Utilizando esta técnica de modelos aciclicos y 1a maquinaria desarrollada
en los capitulos 1y 2, conseguimos demostrar, en el titimo parrafo de la memoria, el
siguiente resultado: si un conjunto simplicial es simplemente conexo (en el sentido
comentado mds arriba) y conocemos su homologia efectiva fuerte, se tiene un algoritmo
que calcula la homologia efectiva de la versién simplicial de su espacio de lazos.

A lo largo de esta memoria, y también en esta introduccién, las referencias a
libros y articulos aparecen entre corchetes, mientras que las referencias internas a
definiciones, observaciones o resultados de este trabajo se indican con el nimero del
capitulo, del pérrafo y del hecho sefialado, eliminando el niimero del capitulo (parrafo)
si realizamos la llamada desde el mismo capitulo (pédrrafo, respectivamente). Por
ejemplo, la referencia "proposicién 2.1.3" sefiala la proposicién nimero 3 del parrafo
1 del capitulo 2; la referencia "definicién 2.3" indica la definicién 3 del pérrafo 2 del
capitulo desde el que hacemos la llamada.

En todo lo que sigue el sfmbolo 2 representard el conjunto de los nimeros
enteros y N el conjunto de los enteros no negativos (es decir, el cero se considera
incluido). Puesto que en la memoria aparecen distintos tipos de homologfa (la habitual,
la efectiva, la efectiva fuerte) si este nombre aparece sin adjetivos se estard haciendo
referencia a 1a homologia ordinaria.
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CAPITULO 0.- PRELIMINARES.

1.- Definiciones y primeras propiedades en homologia efectiva.

En este parrafo se introducen las nociones de base en la teoria de homologia
efectiva. Se retoman las definiciones cldsicas en Algebra Homoldgica, pero
restringiéndonos a trabajar con médulos que sean grupos abelianos libres. Ademis en
las definiciones en homologia efectiva se exige que todos los datos (las inversas
hométopicas, las homotopias de cadenas, ...) estén dados explicitamente (ver las
definiciones 1). Otras caracteristicas particulares son que a los complejos aciclicos no se
les exige que sean aumentados (ver definicidn 1) y que todas las sucesiones exactas
serdn ademds descomponibles (definicién 2).

Denotaremos por T a la categoria cuyos objetos son los complejos de cadenas
de Z2-mddulos libres y cuyos morfismos son los morfismos de cadenas.

Si no se especifica lo contrario, todos los objetos gradudados con los que
trabajemos (complejos de cadenas, complejos de T, multicomplejos, ...) serdn nulos en
grado negativo. Esto lo indicaremos simplemente diciendo que los indices pertenecen a
N enlugardea 2.

Diremos que un complejo_de cadenas es de tipo finito si cada uno de sus
Z-médulos tiene una base finita. Excepcionalmente, y por globalizar notaciones,

diremos que cualquier complejo de cadenas cuyo tnico Z-médulo no nulo es el de
grado cero es también de tipo finito (aunque el dinico Z-médulo no nulo no tenga una
base finita).

Definiciones 1.- Dos complejos de cadenas C = {Cp,dp} ¥ C' = {G,,da} se dicen
motépicamente equivalentes si damos una equivalencia de homotopia entre ellos, es
decir si damos un conjunto de datos {f,f,h, h'},donde f:C—> C', f: C — C
son morfismos de cadenas, h={hy}, h'={l} siendo hy:Chp— Cps1,
hp : C4 —> Cj+ homomorfimos para todo ne y se verifica:

H1) hp.1dn + dns1hn + fify =idc, para todo ne 2,
H2) hy.1da+ di+1bg + fnfy = id;, para todo neZ.



Un complejo de cadenas C = {Cn,dn} N> S€ dice aciclico si se dan una familia
de homomorfismos hy : Cy —> Cpy verificando que

hn.]dn + dn+1hn = ldcn para todon > Q.

Entonces diremos que h es una homotopifa de contraccién para C.

Definiciones 2.- Dar una sucesién exacta en © es dar un conjunto datos
(A"f"h"} ., donde cada A" es un objeto de T y £A"— ATy

h" : A" — A™ son morfismos de G para todo neZ, verificando:
R+ £ =idgn y 0= 0.

Dar un complejo (de cadenas) de B es dar (X" ,d"}, ¢, donde cada X" es un

objeto de B y d" : X® —> X™! es un morfismo de T , verificando: d**'d" = 0, para

todonel.

Definiciones 3.- Un complejo de cadenas C' = {(j,dy} se dice que es una
reduccién elemental de otro complejo C = {Cy,dy} si damos un indice n tal que
Ch=Cnpsime{n, n1}, C=G®e G, Cnp1=Cp1® Cply,

dy=dn!|G:G—>Cph, di=dnlCh:Ch—> Cyl1,

siendo dp un isomorfismo, dy = dm si m ¢ {n+1,n, n-1}, y estando dp%1, dn.1
definidas de modo natural a partir de dp+1, dp-1-

Dar una reduccién de un complejo de cadenas C es dar un conjunto de datos
{C.f.f,h}, donde C' es otro complejo tal que {f,f’,h,0} es una equivalencia de
homotopia entre C y C' verificando ademds:

H3) fp41hy = 0, para todo neN.
H4) hpfy = 0, para todo neN.
HS5) hp41hp = 0, para todo neN.

Notar que en este caso la propiedad (H2) de la definicién 1 queda convertida en:

HY') fofy = id,, para todo neN.

Generalmente, diremos simplemente que C' es una reduccién de C.



Un complejo de cadenas se dice irreducible si toda reduccién de €l define un
isomorfismo de cadenas.

Proposicion 4.

a) Una reducci6n elemental de un complejo de cadenas induce de modo natural
una reduccién.

b) Reciprocamente, cada reduccién puede ser descompuesta en reducciones
elementales sobre las flechas del complejo inicial.

Demostracién.
a) Basta definir fpy,, f como la identidad si m ¢ {n, n-1}, siendo para los indices
n, n-1 las proyecciones e inclusiones candnicas correspondientes, hy = 0 si m # n-1y
hp.1 = i(dpl C}{)'lp, dondep: Cpy—> Cp';, i:Cjp—> Cyson la proyeccién e
inclusién canénica respectivamente.
b) La descomposicién en cada grado viene dada por:
Ch=(Gm£ @ im dp41hy) @ im hpg»

Definiciones 5.- Dar una homologifa efectiva de un complejo de cadenas es dar
una equivalencia de homotopia entre dicho complejo y un complejo de cadenas de tipo

finito e irreducible.

Dar una homologia efectiva fuerte de un complejo de cadenas C es dar una
reduccién {HC(,f,h} de C, donde HC es un complejo de cadenas de tipo finito e

irreducible.

En ambos casos el complejo irreducible y de tipo finito se dice parte irreducible de
la homologia efectiva (fuerte) y en ocasiones, cuando no haya posibilidad de error,
denotaremos toda la homologfa efectiva (fuerte) por su parte irreducible.

Proposicién 6.- Dos complejos de cadenas irreducibles y de tipo finito que sean
homotépicamente equivalentes son isomorfos.

Demostracién.- Esto se deduce de que la dimensién de cada grupo asi como el
rango y los coeficientes de torsién de las flechas de un complejo irreducible y de tipo
finito vienen determinados por la homologfa ordinaria del complejo (ver [R-S]).



Observaciones 7.

1) De la anterior propiedad se sigue que la parte irreducible de las homologias
efectivas (fuertes) de un complejo de cadenas es, salvo cambio de base, tinica. Por tanto
adoptaremos el convenio de decir que, si damos una homologia efectiva (fuerte) de un
complejo de cadenas C, conocemos la homologia efectiva (fuerte, respectivamente) de
C o que C tiene homologia efectiva (fuerte) o que C es un complejo con homologia
efectiva (fuerte).

2) Con el anterior convenio, podemos decir que si un complejo de cadenas Ces
homotépicamente equivalente a C y C tiene homologia efectiva, entonces C tiene
homologfa efectiva. Andlogamente, si C es una reduccion de C y C tiene homologfa
efectiva fuerte, entonces Ctiene homologfa efectiva fuerte.

3) Evidentemente, un complejo de cadenas que tiene homologia efectiva fuerte
tiene también homologia efectiva.

4) De la demostracién de la propiedad 6 se deduce que la parte irreducible de la
homologifa efectiva (fuerte) de un complejo de cadenas C viene determinada por la
homologfa ordinaria de C. Luego una primera obstruccién a la existencia de la
homologfa efectiva (fuerte) de C es que la homologfa ordinaria de C, que debe coincidir
con la de la parte irreducible HC (en caso de que exista), sea de tipo finito. La siguiente
proposicién nos indica que la clase de los complejos de cadenas que tienen homologia
efectiva (fuerte) es suficientemente amplia.

Observacién 8.- Cuando trabajemos sobre conjuntos graduados por los naturales,
diremos que un objeto o estructura es (finitamente) calculable o computable o que existe
un algoritmo que los calcula si existe un algoritmo que a cada nimero natural le asocia
toda la informacién requerida para ese indice y todos los menores. Por ejemplo,
diremos que una reduccién {C'f,f,h} de C es calculable si existe un algoritmo tal que
anleasocia C, fm, fm, hm para todom < n.

Proposicién 9.- Dado un complejo de cadenas de tipo finito existe un algoritmo
que calcula su homologfa efectiva fuerte. En particular, todo complejo de cadenas de
tipo finito tiene homologfa efectiva fuerte.

Demostracién.- Basta buscar una reduccién elemental "maximal” de cada flecha
del complejo (lo que evidentemente se puede hacer en tiempo finito) y después
componer para obtener una reduccién.
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La siguiente propiedad, cuya demostracién es muy sencilla, es la que justifica la
introduccién de la nocién de homologia efectiva.

Proposicion 10.- Si un complejo de cadenas tiene homologfa efectiva entonces su
homologfa ordinaria es finitamente calculable.

Demostracién.- Basta calcular la homologfa ordinaria de la parte irreducible. Pero
la homologia de cualquier complejo de cadenas de tipo finito es calculable: es suficiente
diagonalizar las matrices de enteros que representan el borde y leer de ellas los rangos y
coeficientes de torsidn correspondientes.

Observaciones 11.

1) Existen muchos complejos de cadenas que no son de tipo finito pero tienen
homologia efectiva. En los capitulos siguientes de esta memoria aparecen nimerosos
ejemplos.

2) Notar que al restringirmos a trabajar con Z-médulos libres es bien conocido
(ver por ejemplo [D], corolario 11.4.8), que si dos complejos de cadenas tienen la
misma homologia ordinaria entonces existe una equivalencia de homotopia entre ellos.
Pese a esto, si uno de los complejos tiene homologfa efectiva lo anterior no implica que
el segundo complejo tenga homologia efectiva, ya que el citado resultado nos asegura la
gxistencia de una equivalencia de homotopia, pero no da ésta explicitamente tal como se
exige en nuestra definicién 2. Sin embargo, si dos complejos de cadenas tienen
homologfa efectiva y su homologfa ordinaria coincide, podemos dar una equivalencia de
homotopia explicita entre estos complejos (basta, segin la propiedad 6, buscar el
isomorfismo entre sus partes irreducibles y después componer con las equivalencias de
homotopia que definen las homologias efectivas).

Un tipo de complejos muy utilizados en el capitulo 3 serdn los complejos
aciclicos. Sobre estos complejos las nociones de homologfa efectiva y homologia
efectiva fuerte coinciden, como se prueba en la demostracién de la siguiente propiedad.

Proposicién 12.- Un complejo aciclico tiene homologia efectiva fuerte.

Demostracién.- Es evidente que una homotopia de contraccién h (ver la definicién
2) de un complejo aciclico C define una equivalencia de homotopia entre C y un
complejo de cadenas nulo salvo en el grado cero, denotado O, que es de tipo finito (por
convenio, como se indicé al comienzo de este parrafo) e irreducible. Por tanto, C tiene

11



homologia efectiva. Es fécil verificar que los morfismos Hn : Cp — Cp41 dados por
hy = hp(id¢, - bp-1dpn), donde d es ¢l borde de C, definen una homotopia de contraccién
de Ctal que En,q-ﬁn = (), para todo neN; es decir {O0,0,0,h} es una reduccién de Cy

asf, C tiene homologia efectiva fuerte.

Definiciones 13.- Un multicomplejo (sobre Z) es un conjunto de datos
{Cg,dg’r}pq reN> donde: Cg es un 2-mdédulo libre, dz’r : C% —> CPT esun

q+r-1
homomorfismo tal que:

2 d%isr 1 dg’s =0, para cada p,qreN.
Oss<r

La totalizaci6én de un multicomplejo {Cg,dg'r} es {Cp,dp}pEN, donde:

% _ p',r
Cp=0§raspCf’ y dp= de-p"
0<p'sp Osrsp

Proposicién 14.- La totalizacién de un multicomplejo es un complejo de cadenas.

Observacién 15.- Un bicomplejo (un "double complex", segin Ia definicién V.1
de [H-§]) es un caso particular de multicomplejo. Ademds, de todo complejo de T se
puede obtener, tras ciertas modificaciones en los signos de las aplicaciones, un
bicomplejo y viceversa. A partir de aquf diremos indistintamente complejos de T o
bicomplejos sobre Z y hablaremos de la totalizacién de un complejo de G.

Definicién 16.- Un multicomplejo con homologia efectiva (fuerte) es un

multicomplejo tal que su totalizacién tiene homologia efectiva (fuerte, respectivamente).

La situacién mds habitual en la que vamos a trabajar es aquella en la que un
complejo de cadenas C estd organizado como un multicomplejo (es decir, C es la
totalizacién de este multicomplejo) y conocemos la homologfa efectiva fuerte de ciertos
subcomplejos del multicomplejo, deseando extraer informacién acerca de la homologia
efectiva del complejo total C. Un método de trabajo serfa utilizar las reducciones
clementales (supuestas conocidas) de un subcomplejo para obtener una reduccién de C.
Esta idea queda reflejada en la siguiente definicién.

12



Definicién 17.- Un complejo de cadenas C' = {(,dy} se dice que es una
reduccién parcial de otro complejo C = {Cp,d,} si damos un indice ntal que Cpy = Cy
simeg{n, n-1}, Ch=G & Cy, Cp.1=Cy.1 ® Cyl; y dj se descompone en:

d 1
Cp———>Cpyy

@ \ @
di
. 4 . vl 23,40 12 2 .3
verificdndose que dn es un isomorfismo, que ¢, = dn - dn(dn) dn donde dn y dn son
las componentes G —> Cy'y y G —> Ch.1 respectivamente, y que dpt1, dn
estdn definidas de modo natural a partir de dp+1 y dp-1 Tespectivamente.

Un razonamiento del mismo estilo que el dado en la demostracién de la
proposicién 4.a prueba el siguiente resultado:

Propiedad 18.- Una reduccién parcial de un complejo de cadenas induce de modo
natural una reduccién.

QObservaciones 19.

1) Notar que si un complejo C aparece como la totalizacién de un multicomplejo
entonces cada flecha de C estd canénicamente descompuesta por flechas del
multicomplejo. A partir de ahora, diremos que hacemos una reduccién de una flecha de
un_multicomplejo cuando hagamos en su totalizacién la reduccién parcial
correspondiente en la descomposicién canénica indicada (generalmente estas
reducciones estardn inducidas por una reduccién elemental de una flecha en un
subcomplejo del multicomplejo).

2) Notar que al hacer una reduccién de una flecha en un multicomplejo pueden
aparecer flechas entre grupos entre los que antes no existian. El caso tipico es el de un
bicomplejo:

13



W W +
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Al reducir la flecha f aparece un nuevo diagrama en el que una flecha une Ag y
1
A, .
Sin embargo, es ficil probar (ver [R-S]) que esta nueva flecha no impide que el

diagrama obtenido sea también un multicomplejo. Es decir, al reducir f no obtenemos
un bicomplejo, pero s{ un multicomplejo.

3) En las aplicaciones prdcticas, al reducir sucesivamente flechas de un
multicomplejo aparecen otros multicomplejos en los que la disposicion de las nuevas
flechas recuerdan la de las diferenciales d" en las distintas etapas de las sucesiones
espectrales. Veremos, en algiin caso concreto, que estos procesos de reduccién en
multicomplejos juegan realmente en homologfa efectiva el papel de las sucesiones

espectrales.

Terminamos este primer pérrafo demostrando la versién "homologia efectiva” del
teorema de Kiinneth que serd muy utilizado en los que sigue.

Proposicién 20. (Férmula de Kiinneth en homologia efectiva).
Si A, B son dos complejos de cadenas con homologia efectiva fuerte, entonces
existe un algoritmo que calcula la homologfa efectiva fuerte del complejo A € B. En

particular, A & B tiene homologia efectiva fuerte.

Demostracién.- Sean d, d los bordes de A, B respectivamente. Por comodidad de
notacién d, d seguirdn denotando los bordes tras las sucesivas reducciones.

Consideramos el bicomplejo que define A @ B (es decir, el bicomplejo cuya
totalizacién es A @ B):
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A4

®
. —> Ay @Bg “2H8L 4 ep, 8L, 4 ep —s .

1 — - - " pl_—
-1 @dq -D"edq|- -1’ edq
. — Aps1®Bg ) ———> A®Bg, —— Ay ®Bgi— ...
PHTEE el 1 gper P

Puesto que conocemos la homologia efectiva efectiva fuerte de B, podemos
considerar (ver la propiedad 8.b) que Bq= HBq ® Bg, Bq-1 = HBgq.; ® Bg';y que
Eq l Bg tiene una inversa g:Bg'; —> Bg . Puesto que C; ® (C, ® C3) es isomorfo
de modo canénico a (C; ® C;) @ (C; ® C3) se tiene que la reduccién elemental de
Hq que conocemos induce una reduccién de la flecha (—1)p®d_q del bicomplejo (es
decir, una reduccién parcial en la flecha correspondiente del complejo A @ B).
Entonces aparece una nueva flecha (puntuada en el diagrama) que no es otra que la
composicion (ver la definicién 18):

-(dp®1) (18i) ((-1)P®g) (18p) (dp181) = (-1)P ' dpdp+18igp = 0.

Es decir, en realidad no aparece ninguna flecha nueva. Luego podemos reducir todas las
flechas verticales del bicomplejo (es decir, aplicar que HB es una reduccidn de B) y asi
obtener una reduccién de A ® B ala totalizacién del bicomplejo 1:

v A 4

.. — AeEB, —22Ls A eHB — ..

(-1)P®dq (-1)p-1edq
- APOI'IBq-l "_('1;—1_) Ap.}oI‘IBq-l——% .




Un razonamiento andlogo prueba que podemos reducir todas las flechas
horizontales hasta obtener una reduccién de la totalizacién del bicomplejo 1 a la

totalizacién de:

! |

..— HAeHB, —22L5 pA  eHB;— ...

(-1)poaql (-1)P-1@dq
. ™ HAPOI'IBq-l —d—p-;]__) HAp-]el'mq-l_—) .o

Pero la totalizacién de este ditimo complejo es de tipo finito y por tanto
conocemos su homologia efectiva fuerte (proposicién 9). Ahora la composicién de las
tres reducciones encontradas nos da la homologia efectiva fuerte de A ® B (ver la
observacién 7.2).
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2.- Definiciones y propiedades de 1a categorfa de los conjuntos simpliciales.

La referencia de base para todos los conceptos y resultados que aparecen en este
parrafo es el libro [M] de J. P. May.

Definiciones 1.- Un conjunto simplicial es un conjunto graduado K = {Kq}4eN,
junto con unas aplicaciones ¢ : Kq = Kg.; (lamadas operadores cara),
si : Kq —_> Kq+1 (operadores degeneracién), 0 < i < g, satisfaciendo:

() 095 = 0j.10; si i<,

(i)  sisj = sj+18 si i<,

(iii) disj = sj-10; si i<,
djsj = identidad = 9j415j,
disj = sjdi.1 si i>j+1.

Los elementos de Kq se llaman g-simplices.

Un morfismo simplicial f: K —> L entre conjuntos simpliciales es un conjunto
de aplicaciones fq:Kq—> Lq tal que fgdj = 0 fg41, fgsi=sifg1,510<i<q.

Denotaremos por & a la categorfa de los conjuntos simpliciales con los morfismos
simpliciales.

Un simplice xe K4 es degenerado si existeni(con0< i< g-1) y ze Kg.q tal que
X = §j z. A partir de aquf Ka denotard el conjunto de g-simplices no degenerados de K.

Si K es un conjunto simplicial, sea En(K) el Z2-médulo libre generado por Kqy

definamos:
n
dp = 2 dj.
1=0

Entonces la asignacién C:8 —> T dada por E(K) = {En(K),dn} define un funtor
de la categoria de los conjuntos simpliciales en la de los complejos de cadenas. Si
definimos C(K) como el Z-médulo libre generado por los n-simplices no degenerados
de K, podemos definir de modo andlogo otro funtor C: & — T que se dice
normalizado. Se puede definir una equivalencia de homotopfa entre C(K) y C(K) (ver
[E-ML]). A partir de aqui y a no ser que se indique lo contrario diremos que C(K) en €l
compleijo de cadenas de (o asociado a ) K, es decir consideraremos el complejo de
cadenas pormalizado.



Observacién 2.- Si F denota la categoria de los espacios topoldgicos, existe un
funtor de realizacién | | : & — T° que asocia de modo natural a cada conjunto

simplicial K un espacio topolégico |K/, en realidad un CW-complejo. Ver la definicién
de este funtor en el capitulo III de [M]. Las buenas propiedades de este funtor permiten
utilizar la categoria de los conjuntos simpliciales como un sustituto mds algebraico de la
categoria de los CW-complejos y desarrollar toda la Topologia Algebraica con un
lenguaje simplicial.

Definiciones 3.- Si K es un conjunto simplicial, el producto de Alexander-

Whitney de K
A : CK)— CK) ® C(K)
estd definido por:
Ag(x) = i A;Lix ® Alci,q-ix'
1=0
donde: xe Ky,

A'q’ix = ai+1 aee aq X,
Aa’q_ix = ?O oo Bo X.
1 veces

Notar que A xeKjy Aa,q_iXG Kgi.

Un conjunto simplicial G es un grupo simplicial si cada Gq tiene estructura de
grupo y los operadores de cara y degeneracién son homomorfismos de grupos.
Denotaremos por ¢q ¢l elemento neutro en Gg.

Un grupo simplicial G actua (a izquierda) sobre un conjunto simplicial K si existe
un morfismo simplicial § : G x K — K (llamado accién) tal que &(eg.x) =x y
E(g1.5(g2,x)) = &(g1g2,x). Denotaremos §(g,x) por gx.

Sean F, B conjuntos simpliciales y G un grupo simplicial que actua sobre F. Un
fibrado simplicial (un "twisted cartesian product”, segiin May; ver la definicién 18.3 de
[M]) de fibra F, base B, grupo G viene determinado por una aplicacién
T : Bq = Gg.1(la aplicacién de torsién) y un conjunto simplicial E (el espacio
total), también denotado E(1) o F X; B, que verifica Ep=F, X B, y

(@ do(f,b) = (t(b)dof,dob),
(i) dj(f,b) = (0if,0ib) sii>o,
(iii) sij (f.b) = (sif,sib) si 1 2 0.
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Si p: E—> B es la proyeccién canénica, denotaremos en ocasiones un fibrado
.. P
simplicial por F—> E — B.

Observacién 4.- La importancia de esta nocién es que, si exigimos una condicién
més sobre la fibra F (que sea un conjunto simplicial minimal, ver la definicién en [M])
se tiene que la realizacién de un fibrado simplicial es una fibracién de Serre (ver el
teorema 18.4(ii) y la observacién 16.5 de [M]), que es un instrumento indispensable
para trabajar en Topologia Algebraica.

Definiciones 5.- Un conjunto simplicial es reducido si tiene un dnico 0-simplice.
Si K es un conjunto simplicial reducido, definimos Gp(K) como el grupo libre generado
por Kp+1 con las relaciones {sgx ; x€ Kp}. Si ep es el elemento neutro de Gp(K), se
tiene una aplicacién canénica T : Kp4; —> Gp(K) definida por:

y) = {cn, si existe xe K, tal que y = sox,
y, en otro caso.

Si 9, s son los operadores cara y degeneracién de K, definimos unos operadores sobre

los generadores de Gp(K) por:

dotux) = [1(Fpx)]" 1(D1x),
3 T(x) = Tdj+1x) si i>0,

gi (x) = T(si+1Xx) si i 2 0.

Estos operadores se extienden de modo natural a todos los elementos de Gn(K).

Observaciones 6.

1) Con estos operadores dy s, G(K) tiene estructura de grupo (libre) simplicial y
1 define un fibrado simplicial G(K) %; K de fibra y grupo G(K) (ver las condiciones
(T) de la definici6n 18.3 de [M] para que T sea la aplicacién de torsién de un fibrado).

2) Se verifica (ver [M], pdrrafo 26) que el espacio total G(K) ;K es contréctil,
de donde se deduce facilmente que IGK)| tiene el mismo tipo de homotopfa que QKI,
donde Q representa el funtor espacio de lazos habitual. Por tanto, podemos considerar

G(K) como una versién simplicial de los espacios de lazos.
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Definicién 7.- Un conjunto simplicial es con o tiene homologia efectiva (fuerte) si
su complejo de cadenas asociado tiene homologfa efectiva (fuerte, respectivamente).

Definicién 8.- Un conjunto simplicial es finito si tiene un ndmero finito de
simplices en cada grado.

Como una consecuencia inmediata de la proposicién 1.9 se tiene:

Proposicién 9.- Todo conjunto simplicial finito tiene homologia efectiva fuerte.



3.- Consideraciones acerca de la computabilidad practica.

El objetivo de este parrafo es dar algunas ideas que permitan comprender que los
procedimientos de cdlculo que se describen a lo largo de esta memoria son verdaderos
algoritmos, en el sentido de la Logica Matemdtica, y que no estdn muy alejados del
mundo de la programacién de ordenadores. Por tanto, el cardcter de todo lo que sigue
es expositorio e informal y la rigida estructura de todos los otros pérrafos de este trabajo
(definiciones, proposiciones, observaciones, ... seguidas del nimero correspondiente)
no serd conservada.

El primer comentario a realizar es que, si queremos demostrar la "computabilidad"
de una cierta estructura, es necesario elegir alguno de los mecanismos de célculo (que
deben ser vistos como méquinas de célculo tedricas) que los légicos han ideado desde
principios de este siglo: mdquinas de Turing, midquinas RAM, procesos de Markov,
funciones recursivas, lambda-célculo, ... Como referencia acerca de algunas de estas
mdquinas "ideales” ver [A-H-U]. Todas las formas de computacién conocidas son
esencialmente equivalentes, en el sentido de que un procedimiento que admite una
representacién (un programa) en una de ellas también puede ser representado en
cualquiera de las otras. Por tanto, para decidirnos a elegir uno u otro modelo de
computacién nos debemos fijar en que las caracteristicas de los objetos con los que
vamos a trabajar admitan una representacién sencilla en el modelo elegido.

Un primer rasgo peculiar de los objetos con los que se trabaja en Topologia
Algebraica ya se hizo notar en la observacién 1.8: las estructuras a calcular son
frecuentemente infinitas. All{ se indic6, a modo de ejemplo, que una reduccién se dird
calculable si existe un algoritmo que a cada nimero natural n le asocia toda la
informacién necesaria para la reduccién hasta el grado n; es decir, sustituimos una
estructura infinita por una "funcién” (en un sentido amplio) cuyos argumentos son
niimeros naturales.

Vemos por tanto que un modo de cilculo donde las "funciones” tengan una
importancia y una facilidad de tratamiento especial serfa adecuado para atacar los
problemas de la Topologia Algebraica. Afortunadamente, a principios de los afios
cuarenta, A. Church [Ch] desarrollé un modelo de computacién, el lambda—cdlculo, en
el que los algoritmos y funciones pasan a ser objetos de la miquina, como lo son las
instrucciones o los datos, lo que permite su ficil manipulacién. M4s ain, en los afios
sesenta, McCarthy [MC] consiguié trasladar la filosoffa del lambda-célculo a un
lenguaje de programacién préctico, al que denominé LISP (el primer lenguaje llamado
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de "programacién funcional"), lo que permite ser optimista no s6lo sobre la
manipulacién de los objetos de la Topologfa Algebraica desde el punto de vista 16gico-
teérico (lambda-cdlculo), si no también desde el de la computacién préctica

(programacién en LISP).

Profundizando un poco mds en la linea que deja ver el lambda-célculo, F.
Sergeraert ha introducido la nocién de codificacién funcional (ver [Ser2], [Ser3]). En
esta nueva teoria de programacién nos desprendemos de todas las estructuras que no
sean funciones (expresiones lambda, para ser mds respetuosos con las notaciones
LISP, ver [St]); todos los datos, programas, resultados, ... son funciones. De este
modo, por ejemplo, no representaremos un conjunto almacenando todos sus elementos
si no programando su funcién caracteristica o de test. Asf, y de modo muy natural, se
puede trabajar con conjuntos infinitos (cualquiera puede imaginar cual es Ia codificacién
funcional del conjunto infinito de los nimeros naturales pares) y, de paso, con
conjuntos finitos pero de cardinal tan grande que no pueden ser almacenados en la
memoria de ningin ordenador actual (esta situacién se presenta frecuentemente en
Topologia Algebraica).

Resumiendo, si queremos dar rigor a nuestra nocién de algoritmo, no debemos
utilizar méds que objetos que pertenezcan a un cierto conjunto U, que en la teorfa de
codificacién funcional es denominado universo (ver {Ser2], [Ru}), y que es el conjunto
de estados de una cierta méquina tedrica que, como hemos visto, en nuestro caso
interesa que admita la programacién funcional; asi podemos pensar que U es el
conjunto de términos del lambda-cdlculo o bien, si queremos estar m4s cerca del mundo
"material”, el conjunto de objetos de una mdquina LISP a la que se le exige, por
consistencia tedrica, que tenga memoria infinita. Notar que, en cualquiera de estos dos
casos, los algoritmos de nuestro modelo de computacién quedan identificados con un
cierto tipo de elementos de U.

En este contexto, y desde el punto de vista préctico, no nos interesa trabajar con la
categoria de los conjuntos simpliciales tal y como se indic6 en el anterior p4rrafo 2, si
no tan solo con los conjuntos simpliciales que admiten una codificacién funcional en U,
(ver los detalles de este tipo de representacién de los conjuntos simpliciales en [Rul).
Puesto que ¢l conjunto de objetos de U, es numerable, es evidente que no todos los
conjuntos simpliciales admiten una representacién en U, pero hay suficientes que s la
admiten: por ejemplo, todos los finitos y todos los que se obtienen de ellos por
aplicaciones reiteradas de las construcciones cldsicas (espacios de lazos, clasificantes de
grupos, espacios fibrados, ...; ver las definiciones en [M]). Una construccién muy
utilizada en el tercer capitulo de esta memoria es la de los espacios de lazos de un
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conjunto simplicial, que tiene un nimero infinito de simplices en cada grado y que ha
sido programada en LISP en [Ru].

Un término muy utilizado a lo largo de toda la memoria y que ahora puede ser
totalmente aclarado es el de definicién "explicita”. En el lenguaje habitual se entiende
que una definicién es explicita si viene dada por una férmula o es una combinacién
"elemental” de datos ya conocidos. Estas ideas informales sefialan claramente una
relacién entre "lo explicito” y "lo algoritmico” (m4s ain si tenemos en cuenta que toda
"férmula” en la que aparecen puntos suspensivos debe ser entendida como un
algoritmo). Mds en concreto, para ser totalmente rigurosos, la palabra "explicito”
deberfa ser sustituido por "de U". Asi, por ejemplo, en la definicién de homologia
efectiva de un complejo de cadenas de U (con la codificacién funcional evidente) habria
que exigir que todos los datos (equivalencias de homotopia, homotopias, ...) estén
también en U (es decir, sean algoritmos codificables en U).

Podrfa parecer que de este modo el universo U debe contener "demasiadas cosas”
y que serd inmanejable desde el punto de vista préctico. Sin embargo, los algoritmos
que aparecen a lo largo de esta memoria son fécilmente expresables de modo funcional.
Por ejemplo, en algunos casos que ya han aparecido (como en la reduccién asociada a
una reduccién elemental o en al proposicién 1.12 sobre los complejos aciclicos) se ve
que las operaciones que emplean nuestros algoritmos (tan sencillos que aparecen mis
bien como férmulas) son totalmente elementales: sumas, diferencias, composiciones de
morfismos. Esta es la ténica general a lo largo de toda la memoria. El hecho
fundamental por el que estas operaciones son ficilmente programables es que
trabajamos exclusivamente con grupos abelianos libres que se pueden representar con

sencillez en un ordenador.

Damos a continuacién un ejemplo de como deberfan ser modificados los
enunciados de todos los resultados de esta memoria para que fuesen rigurosos desde el
punto de vista l6gico-teérico. La proposicién 1.9 quedaria convertida en:

"Existe una funcién en U, que si toma como argumento un complejo de cadenas
finito C en U, obtiene como resultado la homologia efectiva fuerte de C" (implicitamente
se indica que la homologfa efectiva fuerte de C est4 también en U, por lo que podré ser
utilizada, si es necesario, como argumento para otro algoritmo o funcién de U).

También se puede hacer una lectura mds débil del anterior enunciado que puede
resultar m4s gratificante desde el punto de vista practico:

"Se puede escribir un programa (una funcién) LISP que a un complejo de cadenas
finito codificado en LISP le asocia su homologfa efectiva fuerte”.
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Como se ve estos programas de tipo muy general pueden ser considerados
algoritmos "manipuladores y constructores de algoritmos”; en el ejemplo anterior se
trata un complejo de cadenas en U (una funcién o algoritmo) para construir su
homologfa efectiva (otro algoritmo). Es ésta una situacién que, apareciendo de modo
natural, consideramos que es muy novedosa y que no ha sido antes tratada en

Informdtica Tedrica.

Para terminar, hagamos notar que todas las ideas contenidas en este parrafo no se
quedan en un mero planteamiento mis o menos tedrico, si no que los algoritmos
expuestos en esta memoria estdn ya siendo programados en lenguaje LISP, esperdndose
completar, en un futuro no muy lejano, un conjunto de programas que calculen la
homologfa efectiva de los espacios de lazos.
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CAPITULO 1.- LA SUCESION ESPECTRAL DE EILENBERG-MOORE EN
HOMOLOGIA EFECTIVA. PARTE ALGEBRAICA.

1.- Codlgebras, comddulos y resoluciones candnicas.

En este pérrafo trabajaremos con objetos de la categoria T (que fue definida en
0.1) que tienen una estructura adicional (definiciones 2). Notar que puesto que los
objetos de G son complejos de cadenas sobre grupos abelianos libres, en T no existen,
en general, coniicleos; sin embargo si que existen en los casos particulares que aqui
interesan (ver el lema 10).

Todas las nociones definidas en este parrafo aparecieron inicialmente en el articulo
de Eilenberg y Moore [E-M] en el que construyen la sucesidn espectral que lleva su
nombre. En el principal resultado de este pdrrafo (proposicién 11) se definen
explicitamente (como es necesario siempre en homologia efectiva) todos los morfismos
que aparecen en una de las construcciones de Eilenberg y Moore en [E-M].

Notacién 1.- Si A es un objeto de G, realizaremos las identificaciones
A®Z = A =2®A, dadas por los isomorfismos canénicos
A—A®Z, A—>2Z8A
que a un elemento a de A le asocian, respectivamente, a®ly 1@a.

Definiciones 2.- Una codlgebra A es un objeto de T junto con dos morfismos de
B, &£:A—> Z (lamado counidad)y ®: A —> A @ A (el coproducto), que hacen
conmutativos los siguientes diagramas:

1
Lo}
A—> A® A
o) 1,0¢
9\

ASA— A
eolA

Esdecir: (1,ee)P=1,y (e81,)0=1,.
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@
P
A —> A®A

(¢ e®d

N

A®A——> AGAGA
<I>ealA

Es decir: (1, ©)D =(Del,)d.

Un A-comédulo _a derecha M es un objeto de © junto a un morfismo
Dy : M—>M®@ A de T, llamado coproducto externo, que hace conmutativos los

siguientes diagramas:

¢y

M—2 3 Me A

Iy® €
M
Iy
M
Es decir: (1@ €)Qy = 1y
@)
Dy
M — M@®@A
Dy Dy el,
M® A——> M®ARA
I\o®

Es decir: (1@ @)@y = (@81 ,)Dy,.
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Si M, M' son A-comédulos a derecha, un morfismo de A-comédulos a derecha es
unmorfismo f:M—>M' de T tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

f
M——07 VM
¢M ¢M~
Me® A'—E—l——>M’O A

[ ]

A

Es decir: @.f = (fel,)d,,.

Con estos objetos y morfismos se construye la categoria de los A-comédulos a
derecha, que denotaremos por GA. Con definiciones totalmente simétricas se construye
la categoria de los A-comddulos a izquierda, que denotaremos AT.

Proposicién 3.- Sea f: M —> N un morfismo de TA. Si f tdene un conticleo en
T, entonces f tiene un condcleo en CA.

Demostracién.- Supongamos que f como morfismo de T tiene un contcleo Coker
f. Veamos que Coker f tiene una estructura natural de A-comédulo a derecha. Tenemos
una sucesion exacta:

f
M —> N -2 Coker f — 0.

El funtor _ @ A es exacto a derecha (ver el teorema V.5.1 de [ML}), luego se
tiene otra sucesién exacta:

f®la p®la
M@ A —> N® A — Cokerf®A — (.

y que Coker (f®1,) es canénicamente isomorfo a Coker f ® A. El diagrama

conmutativo:
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M ——-f—-> N —P 5 Cokerf—0

o, Dy 3

€ommnannn

el péla
M® A —> N® A —> Cokerf ®A —> 0

puede ser completado por un morfismo & de . Que & esun coproducto para Coker f
se sigue de la conmutatividad de los siguientes diagramas:

M —f—>5 N —P— Cokerf—0

1/'7~ 1/' 1/'
M ; N 7\ C 7\
/ /
M —— N P> Cokerf—0
/ /
[
1 1y® € (DN // 1y® € & llce
/ //

<DM/

fel, p®ia
M@A —> N® A — (Cokerf®A — 0

®lA
Me&A ————') N@A ———> Coker f®A—> 0

/'lq>MolA @N/' Dyel, dy‘]dmA

M! -—l——i—é N LBy Cokerf—b0
0, Dy | 3 |

MQAOA—'——%NOAOA 3 ICoker f PAGA—>0
/IMOQ /IINOd) /1 ed

Pl
M®A -——-—-—-) NOA ——-——-)CokcrfOA—-)O



Definicién 4.- Sea M un objeto de TA y N un objeto de AT; definimos el
producto cotensorial de M y N sobre A, escrito M O, N, como el objeto de T que es el

niicleo del siguiente morfismo de T:

D81y~ 16Dy : MON — M® A@N,

Definicién 5.- Un comédulo extensidn (a derecha) M ® A es un objeto de CA
tal que M es un objeto de T y el coproducto externo Qe 4 €5:

1,eP: M@A —> M®A® A

Observaciones 6.- Los complejos (de cadenas) de T A se escribirdn como los de
T (ver la definicién 0.1.2):

Xk = X y para todo ke N.

Una sucesidén exacta de TA serd una sucesién en CA que es exactaen © (ver la
definicién 0.1.2).

Notar que en una sucesién exacta de GA, las aplicaciones f* : A" —> AM!
deben ser morfismos de G A, pero las h® : A" —> A™! deben ser morfismos de G,

pero no necesariamente de G A. Notar que un candidato para comenzar a construir una
sucesion exacta a partir de Py :M—>M & A es 1,® g ya que

(I1y® &Py = 1y sin embargo el morfismo 1, € de T no es en general un
morfismo de TA. Suponer que 1),® € es un morfismo de TA ha llevado a Eilenberg y
Moore, en el articulo inicial [E-M], a enunciar una proposicién que es falsa (ver la
proposicién 3.1 de [E-M]).

Definicién 7.- Una resolucién canénica de un objeto M de G A es un complejo de
TA: X0 xl—> | — X" —
tal que se tiene una sucesién exacta de TA:
0—>M—X'—Xl—  —X"—
(o para abreviar M —> X) y que XX es un comédulo extensién para todo ke N.
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Definicidén 8.- Una codlgebra A es conexa si A0=Z y 8|A0:A0——> 2 esla
identidad.

Observaciones 9.- Si A es un objeto de T, definimos otro objeto A de T por:

-

_ { A, sin>0,

0, si n=0.

Notar que si A es una codlgebra conexa, entonces A es el nicleo de la counidad
e:A— 2.

. - . . =T
Denotaremos el producto tensorial de A 1 veces por si mismo por A,

Es evidente que si A tiene homologia efectiva fuerte también A tiene homologfa
efectiva fuerte.

El siguiente lema es de fécil demostracién:

Lema 10.- Sean M, Nobjetosde By ¢ : M—> N, h : N —> M morfismos de
G tal que h¢ =1, Entonces Cokerf existe y puede ser representado por Ker h;

escribiremos simplemente Coker f = Ker h. Ademds, la proyeccién candnica
p: N—>Cokerf es p=1y-¢h y lainclusién canénica j: Coker f —> N
verifica que pj=1y.

Proposicién 11.- Si A es una codlgebra conexa, cada objeto M de TA tiene una
resolucion canénica:

hy h, h,

N LN Y =2
0—M v —> M®A 0 'MOAOA‘T—)MOA SA— ...
-1 [ 1
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donde: ¢;=Dy.,
h =1yez@Dei®g(con i: A —> A lainclusién candnica)

sinz21,
P, = lyeArtea~ Pnihp Si D20,
(pn = (pn ® IA) (IM@KH ® (D) si n=0.

Demostracién.- Puesto que (1)@ e)Py, = 1, se tiene, segiin el lema 10, que
Coker ®@,, = Ker (1,,® €). Puesto que A es conexa se tiene (ver observacion 9) que

Ker (1)@ €)= M®A. La proyeccién canénica M®A —> M®A es:
Iyea - Pu(1y® 8 = Iyea - 9 1ho=Pg

y por tanto py(1),® D) =1pe7.

Si consideramos M®A como un comddulo extensién se tiene que
Dy : M —> M®A es un morfismo de A-comédulos y por tanto (ver la proposicién
3) tenemos Coker @y, = M®@A. Ademés (ver la demostracién de la proposicién 3), se

tiene el siguiente diagrama conmutativo:

D _
M@ A —m2> MeaA

poelA - -
M® A® A—>MSA® A

Es decir: ¢y=(pye1,) (1,0P) =Dy g3 Py

Andlogamente encontramos que Coker @y g7 = Ker (1,5 ® €) = M®@A®A. La

proyeccién canénica en este caso es:

Iyeres Pmea (Imes® © =lyenes- Pumea Po(Iy® 1) (Iyea® €) =
= lpeaea - Polt1 = P1-

Y por tanto: p; (1yez® 1) = lyeal-
Se ve que podemos continuar el proceso y que siempre se tiene que

Oy =P, ® 1) (Iyez"® ) = Dpyer®Vp,



y que py,, €s la proyeccion candnica

Mo A0*D @ A —> Coker dyezi=M & A2,

Hasta ahora s6lo hemos demostrado que la sucesién estd bien definida y que los
@,, son morfismos de GA. Veamos ahora que la sucesion es exacta. Es evidente que

Q0.1 =0 y ademds:
sin=-1: hyp,; = 1y,
sin20: h,,0,+¢,:h, =
= (Iyea"®i® ) (py @ 1,) (Iyyex"® P) + ¢y jhy =
(Iye 318 €) Pyg g+ py + @y 1hy =
= Py ¥t (pn-lhn = lMOKneA" (pn-lhn + (pn-lhn =

= lyeATeA -

Observaciones 12.

1) A partir de aquf la anterior resolucién candnica queda asociada a cada objeto M
de TA (con A conexa) y cuando nos refiramos a la resolucién canénica de un comédulo
querremos indicar ésta de la proposicién 11.

2) Consideraciones y construcciones totalmente andlogas se pueden realizar para
los comddulos a izquierda.
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2.- Cotor y Cotor efectivo.

La referencia bésica en este pérrafo sigue siendo el articulo {E-M] de Eilenberg y
Moore. Aqui uno de nuestros resultados (proposicién 3) nos va a permitir
desembarazamos de los productos cotensoriales para calcular el funtor cotor y, de paso,
nos servird también para introducir la nocién de cotor efectivo.

Sea 0 X, —X_, — .. un complejo X de TAy
0 —>Y,—> Y, —>.. uncomplejoY de AT. Del diagrama:

XoOy Yo = XU, Y, — .

se puede deducir, con las adecuadas modificaciones en los signos de las flechas, un

multicomplejo (con dos diferenciales "externas” y dos "internas"). Cada grupo de este

multicomplejo es denotado por 'I‘q a KAY) =X 0,4 Y) q Y el complejo de cadenas

totalizacién por T(X,A,Y). Notar que este complejo de cadenas estd indexado por Z.

La siguiente proposicién es un caso particular de la proposicién 4.1 de [E-M].

Proposicién 1.- Sea M un objeto de BA y N un objeto de AT y sean M — X,
N —> Y sus resoluciones canénicas. Entonces, las homologias ordinarias de
TX,AN), T(X,A,Y) y T(M,A,Y) son isomorfas; denotaremos al valor comin de
estas tres homologias por Cotor®(M,N).

La siguiente proposicién es la 2.1 de [E-M].
Proposicién 2.- Sea M ® A un comédulo extensién en TA y sea N un objeto de
AT. Entonces, el morfismo 1ye ®y: M@ N — (M @ A)J, Nde T esun

isomorfismo con inversa:
1y®€e 1/ (M® AO,N:(M® A)O,N — MeN.
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Proposicién 3.- Sea A una codlgebra conexa, M un objeto de TA y N un objeto
de AT. Entonces Cotor®(M,N) es la homologifa ordinaria de la totalizacién del

bicomplejo
0 —> M@N ———> M®AGN —> MOA"éN—> ...

con y, = (p, ® 1y) (Iyea™® Py), donde p; estén definidas como en la proposicién

1.11.

Demostracién.- Consideremos la resolucién canénica de M encontrada en la

proposicién 1.11:

D - ¢ -
M®A ———> MBA®A ———> MOAZ®A—> ..
Se tiene por la proposicién 2:
1 e(DN
M® A)O, N ¢ — Me N
Py 1 Vo
v
1,,.-® gel
- M®A N -
(MeA®A), N > M®A®N
! i
1 9P
- MéeA N -
(MeA eA)T, N ¢ — MeA 8N
%UAIN § Wn
v
_ 1 ez(nt1)® €@l
(MeA™ VoA, N —— 5 MeA®™VeN

=
=

1_

vu,  Geemeven



Esdecir: Y, =(lyea™D e ee 1) (p,0, 1)1 yezm® D).

Pero en el siguiente diagrama son conmutativos los diagramas triangulares de los
lados y el inferior asi como el cuadrado total:

1 —n®P
— MeA N -
M@ A"@ AeN ¢ Me A"e N

pnelN Y ~~ -
\ —

A (n+1
Pp®ly Me A™VeN v,

/ wﬂ)albl
Dy o xODO1N

Me A®Vg Ae N > MeA™Ve N
Iyex*De eoly

Por tanto el diagrama triangular superior es también conmutativo y se tiene:

Vp= (P @ Iy) (Iyea™ & Dy)-

Observaciones 4.

1) Notar que, a pesar de que los complejos de GA estdn indexados por los
enteros negativos, la construccion de A (nulo en grado cero) hace que la totalizacién del
bicomplejo de la \iltima proposicién sea nula en grado negativo.

2) La tltima proposicién es una generalizacién de la construcciéon COBAR
definida por Adams en [A], por lo que llamaremos al bicomplejo definido en el
enunciado CobaIA(M,N).

Definicién 5.- Sea A una codlgebra conexa, M un objeto de TA y N un objeto de
AT; si el bicomplejo Cobar®(M,N) tiene homologia efectiva la denominaremos cotor
efectivo de M y N sobre A y la escribiremos CE*(M,N).
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Corolario 6.- Si existe CEA(M,N) entonces la homologia ordinaria de su parte
irreducible es Cotor®(M,N).

Demostracién.- Se deduce de la definicién 5 y de la proposicién 3.
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3.- Bicomplejos simples.

En todo este apartado (y tal como se indicd en la observacién 0.1.15)
identificaremos las nociones de bicomplejo (sobre Z) y de complejo de la categoria T.

Definicién 1.- Un bicomplejo simple o complejo simple ("tapered”, segiin
Eilenberg y Moore en el apartado 6 de [E-M]) es un complejo de T

X0—> xl— . X" — ...

tal que, para cada n 2 0, se tiene (X™) =0 si r<2n.

Definicién 2.- Una codlgebra A es simplemente conexa si es conexay A, =0.

Lema 3.- Si A es un codlgebra simplemente conexa y M, N son objetos de T,
entonces: MeA"®N) =0 sir<an.

Demostracién.- Es una simple comprobacién.

De este lema se deduce directamente:

Proposicién 4.- Si A es una codlgebra simplemente conexa, entonces la
resolucién candnica de un objeto cualquiera de TA (proposicion 1.11) y la construccion
Cobar generalizada (proposicién 2.3) son simples.

Proposicién 5.- Si T es la totalizacién de un bicomplejo simple

X0 Yo > x! % > X2—> ...

en el que cada X' es de tipo finito, entonces T es de tipo finito.




Demostracién.- Es esta situacién se tiene:

TO
X —— ¢
\ \J\O lr
T N
1 ~N
N O xX0— 0
\,\1 \ A
~
T, | - .
S X ——=x) >0
\l\ AN N
T N ~
N3N s
~ X3 2 X3 R0
~N
. ~
.
\T4 0 ~ 1 \\ 2
~ Xy \>>i4 4 >0
N ~
~ N
~N
AN AN AN

n-1 2n-1
A A A A
~ ~ Tn
6 1 2 LN 5 n LN
in _—_—-——-) in ——-——-—) 2n 7 ese \’in [ 0
A A "~ A
~
~

Es decir, se tiene: T, = X0 ® ... ® X , de tipo finito si cada X! es de tipo
finito.
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Observacidn 6.- En las condiciones de la proposicién anterior y si d" es el borde
de X", se tiene que el borde 8 de T viene dado explicitamente por

5, : X0e .. eX! — X)X e .. e xrn
(g s e s Xp) > ([@2xg)d X ) FY(Rp) @™ () HW (X0 o))

La dltima proposicién nos permite dar un primer resultado de existencia y célculo
del cotor efectivo.

Proposicién 7.- Si A es una codlgebra simplemente conexa, M es un objeto de
TA, Nes un objeto de AG y A, M, N son de tipo finito, entonces Cobar®(M,N) tiene
homologia efectiva fuerte; en particular CEA(M,N) existe y es finitamente calculable.

Demostracién.- Basta aplicar las proposiciones 4 y 5, la proposicién 0.1.9 y la
definicién 2.5 de cotor efectivo.

Proposicién 8.- Si tenemos una sucesién exacta de G:

hy h, h,
TN N\ ¢ N
0— X > X0 > X! —m > x2— .
\l’..l \Vo Wl

tal que X0—o X! — X?2— . es simple, entonces

J:X, — > T,=X 0..0X),
x —— (y.,(),0,..,0

F:xXe..0Xy — X, y
(xo 3 e axn) e ho(xo)

0 n 0 n-1 n n+1
Hy: X, 0.0 X,)) — > X141 © .. @ X5 @ X041 ® Xin2

(xo 3 v xn) _— (hl(xl)v"w hn(xn) ’ O’ O)

definen una equivalencia de homotopia entre X y T.



Demostracién.- Sea d” el borde de X™. Notar en primer lugar que:
(a) la composicién

h Vo
XP ——— X0 —"—5 X1 eslaidentidad,

yaque hy, +Wy, ,h, =1, peroenestecaso VY, : inn — Xn2;1=0.

(b) la composicién

h g1

n n n-1 n-1
X2n —_— in —_——) X2n-1 es nula,

aque d"'h =hd" obien d"'h_+h d" =0, pero en este caso
yaq n n n n

h
n n N
XZn X2n

g l l e

n n-1
0=Xn4 h >Xon-1°

n

Basta demostrar que 6., ,H +H_ 8 +¥H =1, donde 3 es el borde de T (ver

su definicién explicita en la observacién 6). Se tiene:

81 Hp (Xg » - %) = 8y (B (X )seesh (%,),0,0) =

= (d%, (x ), hy(Xp)+Woh, (X ) )seeesd™ B (X)W R Ry Wi 1B (K))s

Hy 18, (Xg » - %) = Hp_ (d%(xg),d (X )4 (Rg)seend™ (R4 (X, ) =

= (hyd (%) +h, Yo(X )by 1A% (x )+ W 5 (xp5),0,0),

YR (x5 5. X)) = (W_1ho(x0),0, ... ,0).

Por tanto: [3,,,H, +H 8, +¥h] (x4, ... .xp) =

= (d%h, (x,)+h,d'(x;) + hYo(x+W hg(xg), ...
dn'2hn-1(xn-l)*'hn-zdn-l(xn-l) + by Wno(Xn) HWnahn (X 0),
dn.lhn(xn) + Wnohy 1 X W Wnabg(xy)) =

=0 + X5 ., 0 + X;5,0 + x4, Xp) = (Xg 5 o 2Xp)s
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donde en las dos ultimas componentes se han utilizado los dos hechos (a), (b)
sefialados al comienzo de la demostracidn.

Proposicidn 9.- Si A es una codlgebra simplemente conexa, cualquier objeto de
T A es homotSpicamente equivalente a la totalizacién de su resolucién candnica.

Demostracién.- Basta aplicar las proposiciones 1.11, 4y 8.

Corolario 10.- Si A es una codlgebra simplemente conexa y un objeto M de TA
tiene homologia efectiva, entonces la resolucién canénica de M tiene homologia efectiva
y es finitamente calculable.

Observaciones 11.

1) El corolario 10 nos proporciona el primer ejemplo de un complejo de cadenas
no de tipo finito pero con homologfa efectiva: por ejemplo, si M es de tipo finito, pero
A no lo es, la resolucién canénica de M no es un complejo de tipo finito, pero tiene
homologia efectiva.

2) Si consideramos Z como un objeto de T, la proposicién 9 da una
demostracién, con homotopias explicitas, del hecho, sefialado por Adams en [A], de
que el "espacio total" de la construccién COBAR es aciclico.

Yo ¥
Proposicién 12.- Sea  X° > X! > X2—> ... un bicomplejo
simple X y sea X* una reduccién de un complejo Y para cada ie N, verificando que
(Yi)j =0 si j < 2i. Entonces, existe un bicomplejo candnico Y
YO — y!— Y2—
tal que la totalizacién de X es una reduccién de lade Y.

Demostracién.- Sea di (@) el borde de X1 (Y1, respectivamente) y sea (X.f,g"h)
una reduccién de Y. Si definimos

i’i = ngW,fl . Yl —_— Yi-f-l
es facil verificar que se tiene un bicomplejo (para demostrar que ifi +1‘_Vi =0, es

necesario utilizar que f*lg'*! = 1, es decir que no sélo X'*le Y*!son
. . P i . i+1
homotdpicamente equivalentes, sino que X! es una reduccién de Y).
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Veamos ahora que la totalizacién de

v, v,

0
X —— x! > X2—>
es una reduccion de la de
Yo Vi
Y? > Y! > Y2—

Notar que, por hipétesis, este segundo bicomplejo es también simple.

Definimos:

F:Y,® .Yl ——> X' o .. 0 X}
Gp » ¥ —> Oy, .,y

. v0 n 0 n
G, :Xe. . oeX! ——> Y o. .0 Y}
0
(Ko » e X)) —>(8°Xy 5 s E'Xp)

.0 n 0 n n+l1
H:Y,®.0Y, —>Y,,9..9Y,,,,9Y,»

Vg » = » ¥y —> (W%, , ., K, O).

Se verifica que estas aplicaciones definen la reduccién buscada. En las
comprobaciones es imprescindible utilizar que X' es una reduccién de Y'. Por ejemplo,
se utiliza que h'wy; ; = 0, 1o que es cierto puesto que h'g'=0.

Corolario 13.- Sea A una codlgebra conexa, M un objeto de TA y N un objeto de
AT. Supongamos que M @ A'® N es una reduccién de un objeto Y'de B de modo
que el bicomplejo
Y — Y — y2—

inducido por Cobar®(M,N) (como en la proposicién anterior) es simple y con
homologia efectiva. Entonces CEAM,N) est definido y es finitamente calculable.



4.- Homologia efectiva de bicomplejos. Sucesién espectral de Eilenberg-Moore
en homologia efectiva.

En este pérrafo utilizamos la sucesién espectral de Eilenberg-Moore (como fue
inicialmente definida en [E-M]) para, convenientemente modificada, obtener resultados
en homologia efectiva. En esta teorfa no existe un concepto de sucesién espectral similar
al del Algebra Homologica cldsica, pero ciertos procesos (algoritmos) juegan el papel de
dichas sucesiones, por lo que los denominamos "sucesiones espectrales en homologia
efectiva”.

Proposicién 1.- Sea X0 — X! — X?— . un bicomplejo simple tal que
cada X', con i2 0, tiene homologfa efectiva fuerte. Entonces, la totalizacién del
bicomplejo tiene homologia efectiva fuerte, que es finitamente calculable.

Demostracién.- La técnica empleada es similar a la de la demostracién de la
proposicién 0.1.20: descomponemos la reduccién de cada X! en reducciones
elementales de cada una de sus flechas; estas reducciones elementales inducen
reducciones parciales en la totalizacién lo que permite obtener una reduccién de ésta a
un complejo de tipo finito.

Notar que en el diagrama inicial:

Xy — 0

AN N

X} — 0

N AN

0 N 1 b Y
X2 7 Xz Ed 0
N AN AN

0 3 vl N
X3 ’ X3 7 0
A A /P

0 1 AN 2 L'
X4 ) 4 7 X4 7 O
A N AN
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observacién 0.1.18.2) y obtener una reduccién a :

podemos reducir las flechas de la columna cero sin que aparezcan nuevas flechas (ver la

N
HX) —— 0
N
3 Xl >0
Ld 2 4
N N
> X3 —0
N N
5y wl 5 Y2 —
7 XF4 7 X4 r o
/ N
> l LAY 2 S
> X3 > X3 >
1 4
> X1 > X2 >
N N
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Al reducir las flechas de la columna 1 sf que aparecen nuevas aplicaciones y
obtenemos una reduccién a:

HX) —> HX} > X3 >0

N \ T 'S T

HXg <HX§ > g' >0
0 1 N 2 N 3 N




Ahora, al reducir la columna 2, obtenemos una reduccién a:

HX) — 0

S AN

HX) — 0

A /r\

HX) —— HX]} ——0

1 1

HX) ——— HX! ——0

I

Notar que, puesto que el bicomplejo es simple, para un n fijo, podemos en un
tiempo finito encontrar una reduccién de la totalizacién "hasta el grado n" a un complejo
de tipo finito, que se puede reducir a uno irreducible. Esto termina la demostracién de la

proposicién.

Observacién 2.- Notar que en la anterior demostracién al realizar reducciones en
la columna r aparecen nuevas flechas de grado (-r-1,r) que recuerdan, por su
disposicién, a las diferenciales sucesivas de las sucesiones espectrales, salvo que en el
anterior esquema todas las aplicaciones de distintos grados estdn instaladas en un
mismo diagrama. Ademds, resulta que la anterior demostracién nos da un mecanismo
(en realidad un algoritmo) para extraer informacién de la homologia efectiva de un
bicomplejo en funcién de la homologia efectiva de sus columnas, igual que se intenta
con la sucesion espectral de un bicomplejo en homologia ordinaria; luego podemos
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denominar al anterior proceso sucesién espectral de un bicompleio en homologia

efectiva.

Sea ahora A una codlgebra simplemente conexa, M un objeto de BA, N un objeto
de ATy M—> X, N —> Y sus resoluciones canénicas. Eilenberg y Moore [E-M]
definen una filtracién de T(X,A,Y) por:
Fin= 3] Tq,s,t (X,AY),

n=qg+s+t
S+i<r

que queda reflejada en el siguiente diagrama:

P ~ 7
XoOa Yo o> XpO Y, X0, Yo o o
e 7~ ~
r=0 /\f
/ ~ -~
. X1B,Yy > X, DAY}—-—)
- ~
r=-1 P 4 -
~ X_zElAYO/——% .
~
~
=-2 ¥
/ .
e

Eilenberg y Moore [E-M] prueban la siguiente proposicion:

Proposicién 3. (Eilenberg y Moore).
En las condiciones anteriores, la sucesién espectral asociada a esta filtracién,

denominada sucesién espectral de Eilenberg-Moore, converge a Cotor*(M,N).

Si filtramos de modo andlogo T(X,A,N) en lugar de T(X,A,Y), obtenemos la
filtracién que se indica en el siguiente diagrama:

i

=0 i |
€ !
I =1

}

c _ | _ |
(M@ A) O,N—> (MeA®A) T, N —> (MeA’eA)d, N -

c

|

x

|

r=-
:
|
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O bien, teniendo en cuenta el isomorfismo encontrado en la demostracién de la

proposicién 2.3 entre este complejo y Cobar®(M,N):

r=-2
H—.—.

t Vo - ¥ -2 |

M@N ————> M@®AS®N —> M@®A " @N —> ...
| | i
=0} ] |
€« | |
S l
] |
t

Pero construir la sucesién espectral asociada a esta filtracién se convierte en
homologia efectiva en reducir las columnas en el paso r=0, r=-1, r=-2, ..;€s
decir reencontramos el proceso explicado en la demostracién de la proposicién 1. Asi,
en este caso particular, el citado proceso puede ser denominado sucesién espectral de

Eilenberg-Moore en homologia efectiva y se utiliza para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.- Si A es una codlgebra simplemente conexa, M es un objeto de TA,
N es un objeto de AT y A, M y N tienen homologia efectiva fuerte, entonces
Cobar®(M,N) tiene homologia efectiva fuerte; en particular CE*(M,N) existe y es
finitamente calculable.

Demostracién.- Aplicando reiteradamente la férmula de Kiinneth en homologia
efectiva (proposicién 0.1.20) obtenemos que M® A"®N tiene homologia efectiva
fuerte. Ahora, teniendo en cuenta la proposicién 3.4, aplicamos la proposicién 1 y
obtenemos el resultado.

Corolario 5.- Si A es una codlgebra simplemente conexa, M es un objeto de TA,
Nes un objetode AGy A, My N tienen homologfa efectiva fuerte, entonces existe un
algoritmo que calcula Cotor®(M,N).

Corolario 6.- En las condiciones del corolario 3.13 y si se conoce la homologfa
efectiva fuerte de cada uno de los Y’ de los que M®A'@N son reduccién, entonces
CEAM,N) existe y es finitamente calculable.
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CAPITULO 2.- LA SUCESION ESPECTRAL DE EILENBERG-MOORE EN
HOMOLOGIA EFECTIVA. PARTE TOPOLOGICA.

1.- Los teoremas de Eilenberg y Moore.

En este pdrrafo retomamos las notaciones y el lenguaje simplicial que fueron
introducidos en el parrafo 0.2. Todos los resultados acerca de los conjuntos simpliciales
aqui indicados pueden ser encontrados en el parrafo 30 de[M].

Aqui aparecen complejos de cadenas entre los que se conoce la existencia de una
equivalencia de homotopia, pero que en principio no tienen porque ser
homotdépicamente equivalentes segiin nuestra definicién 0.1.1 ( ya que la inversa
homotépica y las homotopias de cadenas no son conocidas explicitamente; esta
situacidn ya se nos present6 en la observacién 0.1.11.2). En estas condiciones, y por
comodidad de notacién, diremos que estos complejos de cadenas tienen el mismo tipo

de homotopia.

Sea F—E -2, B un fibrado simplicial. El complejo de cadenas C(B) tiene
estructura de codlgebra con el producto de Alexander-Whitney (ver la definicién 0.2.3):

@, : C(B) — C(B) © C(B).

Ademds, C(E) tiene estructura de C(B)-comddulo a izquierda con el coproducto externo
definido por la composicién:

O pel
CE) — > C(E) @ CE) —> C(B) @ C(B).

Notar que C(B) es una codlgebra conexa si y sélo B es un conjunto simplicial
reducido; es simplemente conexa si y sélo si B es reducido y sin 1-simplices no
degenerados, es decir B = @.

Un conjunto simplicial se dice conexo (simplemente conexo) si su realizacién es
un espacio topoldgico conexo (simplemente conexo, respectivamente).
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El principal resultado acerca del cotor y la sucesién espectral de Eilenberg-Moore
estd recogido en el siguiente teorema (es el 12.2 de [E-M]):

Teorema 1. (Teorema de Eilenberg-Moore).
Si F—> E —> B es un fibrado simplicial y B es simplemente conexo,

entonces la homologia ordinaria de F es Cotor“®X 2 C(E)).

Corolario 2. (Eilenberg y Moore).
Si B es un conjunto simplicial simplemente conexo, la homologia ordinaria de
G(B) (y por tanto la de QBl) es Cotor*®)(2,2).

Teniendo en cuenta estos resultados y la observacién 0.1.11.2, podemos
relacionar el tipo de homotopia de C(F) con el cotor efectivo, aunque sin obtener por el

momento resultados de célculo.

Proposicién 3.- Si F—> E —> B es un fibrado simplicial, B es reducido y
simplemente conexo y CEC(B)(Z,C(E)) estd definido, entonces C(F) es del mismo tipo
de homotopia que la parte irreducible de CEC(B)(Z,C(E)).

Corolario 4.- Si B es un conjunto simplicial reducido y simplemente conexo y
CE®®XZ,2) est4 definido, entonces C(F) es del mismo tipo de homotopfa que la parte
irreducible de CE“®)(2,2).

Abhora, aplicando el teorema 1.4.4:

Corolario 5.-Si F—> E —> B es un fibrado simplicial, B es reducido y
simplemente conexo y E, B tienen homologia efectiva fuerte, entonces C(F) es del
mismo tipo de homotopia que la parte irreducible de CE®®(2,C(E)). En particular la
homologfa ordinaria de F es finitamente calculable.

Corolario 6.- Si B es un conjunto simplicial reducido, simplemente conexo y con
homologia efectiva fuerte, entonces C(G(B)) es del mismo tipo de homotopia que la
parte irreducible de CEC®)(Z,2). En particular la homologia ordinaria del espacio de
lazos de B es finitamente calculable.
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Oservaciones 7.

1) El teorema 1 estd demostrado por Eilenberg y Moore (teorema 12.1 de [E-M])
de una forma mds general por dos motivos:

a) Si f: B'—> B es un morfismo simplicialy F—> E' —> B' es el
fibrado simplicial inducido, se tiene que f determina en C(B') una estructura de C(B)-
comédulo a derecha; entonces Eilenberg y Moore demuestran que la homologia
ordinaria de E' es Cotor“®)(C(B"),C(E)).

b) Todos los resultados estdn demostrados con coeficientes en un
complejo de cadenas.

Estas dos generalizaciones también pueden ser estudiadas, con técnicas similares
a las aquf utilizadas, en homologfa efectiva. Para conocer un tratamiento de la
homologia efectiva con coeficientes ver [R-S].

2) El corolario 4 da, en particular, una nueva demostracién de que la homologfa
ordinaria de los espacios de lazos es la homologia ordinaria de la construccién COBAR
(ver [A]).

3) El objetivo de nuestro trabajo es llegar a encontrar la homologfa efectiva de F
en funcién de la homologia efectiva fuerte de E y B. Para ello, en el siguiente pérrafo,
sustituimos C(E) por un complejo de cadenas que es un producto tensorial "torcido” de
C(F) y C(B), lo que nos permitird demostrar que la homologia efectiva de F no es otra
cosa que el cotor efectivo sobre C(B) de dicho producto tensorial "torcido”.

51



2.- Los teoremas de Eilenberg-Moore en homologia efectiva.

En este pérrafo Hlegamos al resultado principal del capitulo: un teorema (el niimero
siete) que relaciona la homologia efectiva de la fibra con las de 1a base y el espacio total
en un fibrado, tal y como Eilenberg y Moore lo hacfan en homologia ordinaria (ver el
teorema 1.1).

Definicién 1.- Un bicomplejo

se dird admisible si tiene las propiedades siguientes:

Vs

> C3—>

@l) Cl = Ale Bl si j>2i+1,
J J J
Coi = Az Gy = Ajiyys
C} = (0 sij<2i (esdecir, el bicomplejo es simple).

(a2) Si dl es la diferencial de Cl, entonces (Ai , dt| Ai) es un
subcomplejo de (C!, d') y denotaremos d'| A! por d'. Sin embargo, B! con la
restriccién de la diferencial no es un subcomplejo, es decir:

i| pi. gi i i
d | Bl : Bl — Al @Bl
tiene una componente en A}_l, denotada dJi’A, y otra en B}_l, denotada d}‘B.
(a3) Se tiene que W, |A™ define un morfismo de (A", d") en

(A™1, @™y, es decir | AT : AT —> A™, para todo i, y lo denotaremos

simplemente /. La componente de
n . n n+l1 n+1
v, | B? : BT —> A"! @ BY
en A™?! seradenotada W4 y la componente en B! serd el

(a4) Se tiene que l A‘i) : A? g Ali es la aplicacién nula y que
\y‘;‘ : BT —> A™! es un isomorfismo para todo .
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Observaciones 2.- En el grado n, la totalizacién T de un bicomplejo admisible es:
T,=Al®eB'e .o Al eBlleAN ®A]

Elborde & de esta totalizacién viene explicitamente definido por:

8y(ags by > by, 2, by s 2 by g8y bg A by s a2 =

= (@(ag) + dp o), B (bg). dhyya) + dyfiioy) + (b, dnzi(by) + Wby,

62,300) + dify(by) + Vb)) + ¥ (ay), didy) + Wi (by),

_ 3, 3B
dznn—33(an-3) + dgr?—? (bp3) + \lf:?-4(bn4) + Yp 4(ap4)s dons (bp) + \VE-4(bn-4)’

D (an ) + dnz-nz-'g (bp) + V:-3(bn-3) + Y 3(2,.3)s

A @pp) + Wh 2 (00.0) + Wi o(@n 0)-

La totalizacién T puede ser organizada como el multicomplejo indicado en el
diagrama siguiente (en el que todas las flechas diagonales son isomorfismos).
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Teorema 3.- Todo complejo admisible admite una reduccién {Ag,g,f,h} de su

totalizacidn, siendo Ag el subcomplejo

0
> A? % — Al —

n cevs
A0 — _ A0 0 n-2 n-2 n-1 n
fn * An Tn - An ® Bn ® .9 A2n-2 ® BZn—Ze AZn-le AZn’

a —> (a, 0,.., 0 , 0 , O , 0)

(es decir, f es la inclusién candnica),

g, : AleBle ..o AM2 Bl oAl 0 Al — Al
estd definida por:

gn(ag by, a5, by 25,5 a0, b oy, 8)) =

= 8- i (W) (3 - A5 0u) (g e (g 030 (W) ) )
y hp(ag, by, a;, by, 8, by, sa 5, b 5.8 (,8)=

= (0,00)" (g~ Ao (W) (g - . (apg Ao “(Wp.1) " 2) - 0), 0,

W ay- o (2, A5 WA D) )y, 0,008 ) Ma, 0,0).

Demostracién.- El método que vamos a utilizar es realizar en el complejo
totalizacién las reducciones parciales de las flechas &, que quedan inducidas por los

isomorfismos \V:‘ . Consideremos el complejo totalizacién

Sn 82 81
=T, BT, — .. —T, 5T DI,

que definimos explicitamente en la observacién 2.
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Vamos a demostrar por induccién que tras la reduccién parcial correspondiente a
la flecha §; la situaci6n es:

0 hxl hl hO
N N N TN
— T, —T > T, —>..—>T, > T, > T,
g, g 5, 3
Tg+1l £i lT £ g lT fig g2 J:[ f, & lT f, 8o lT fo
r .0 0 L A0 s A0 S A0
e AY > A . A > A > Aj
d} d) d?
8118 01
‘ Ai+1
4 )
@
i-1
Ajit
e.
] b
LAz

donde gi, —f-i son, respectivamente, la proyeccién y la inclusién canénicas. Esto

demuestra el teorema.

En lo que sigue hay que tener bien presente la definicién de reduccién parcial y la
reduccién que candnicamente induce.
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Caso 1=2.- Al reduciren 3, laflecha \4/8‘, obtenemos:

Por definicidn de reduccidn parcial se tiene:
~ _ 0.A \Iﬁ 1, _
g1(ap2y) =25 -4y (Wp) 2; = 8, (g2,
H,(ag:2,) = (0,095 '2,,0,0) = hy (ag.2;)

y evidentemente,tenemos:

T, =1, §,=8, T,=1,



Caso i =n.- Por hipdtesis de induccién podemos suponer que se tiene:

T —2> T

=

=]
1]

—

n-2 3 n-1
an-z A2nx-2

Al reducir aquf la flecha \y’;‘_z la dnica flecha no trivial que aparece es:

Vo A0 a B2 n-1 > A® n-2
8p1 - An-l ® .8 AN ® A2n-2 An-l ©..0 A2n-3 ’

definida POr: £.1(8g, -+ + 3. 8.1) = (Bgy - » 83, By~ AL (YR )2y ).
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Vemos ahora que, si reducimos \y’: 35 e \p‘;’ , \p{;‘, se obtiene un morfismo:

~ . A0 n-2
gn—l‘An-le“'eA2n3eA2n2 aAnl’

n-2,A

~ 0,A -1
En 10~ > 3> n.1) =29~ & (W) (g - - (Bng - dny W) 2 y)
que compuesto con gn_l nosdag, ;.

Anilogamente se verifica que la homotopfa K , : T, ; —> T, asociada a estas
reducciones es h;. Las otras comprobaciones son triviales. Por tanto, €l proceso de

induccién puede continuar y la demostracién estd terminada.

Teorema 4.- Sea B una codlgebra simplemente conexa con coproducto @, F un

complejo de cadenas y B ®, F un complejo de cadenas con las siguientes propiedades:

(1) B®,F como 2 -médulo graduado coincide con B @ F, pero su
diferencial, denotada d,, puede ser diferente de la candnica sobre el producto tensorial.

(i) B ® F tiene estructura de B-comddulo a izquierda con coproducto
exterior ®e 1.

(iii) Existe un isomorfismo canénico F —> 2 @, F que lleva un elemento
fdeFalef.

En estas condiciones CobarB(Z, (B®F, 0% 1y) ) es admisible. En particular, F
es homotopicamente equivalente a la totalizacion de CobarB(Z, (B®F.@e 15)).
Demostracién.- Tenemos:
C; = (]—3i ®B@® F)j y tomamos:
Al = B'e ZeF); vy
Bl = BeBeF);
por tanto las propiedades (al) de la definicién 1 de bicomplejo admisible son

verificadas.
La propiedad (iii) nos dice que d, |Z®F = le dg y por tanto se verifica (a2).



Por la proposicién 1.2.3 se tiene que
y,= (@ lge lp)(lgne P e 1p).
De ®(1) = 1e 1 se deduce que W, | A7 no tiene componente en B"! y que

\Val Z®F = 0, teniendo en cuenta que p,: B—> B es la proyeccién canénica.
Ademis: ya(b,e bye f)=(p, & 1@ lF)(EloCDBOZ(EZ)e f) =
= (py® 1g® lp)(be bye 18 f) =

= pbeb)elef =bebyelef,

yaque p,: B"®B — B"™ esla proyeccién canénica (ver la demostracién de la

(DBOZ

proposicién 1.1.11); en esta cadena de igualdades _l;le B", _l;ze B, feF y esla

componente de @ : B —> B®B en B®Z. Por tanto, \u‘: es un isomorfismo y las

condiciones (a3), (ad) se verifican, lo que termina la demostracién del teorema.

Ahora damos un enunciado detallado del teorema de Brown [B] que relaciona las
aplicaciones de torsién de los fibrados simpliciales con las cocadenas de torsién que dan
lugar a diferenciales "torcidas” sobre productos tensoriales de complejos de cadenas.

Teorema 5. (Teorema de Brown).
Sea F—E —£5 B un fibrado simplicial tal que B no tiene 1-simplices no
degenerados y es reducido. Entonces se tiene un complejo de cadenas C(B) ®, C(F) y

una reduccién {C(B) ®, C(F),f,g,h} de C(E) tal que C(B) ®, C(F) verifica las
condiciones (i)-(ii)-(iii) del teorema 4 anterior. En particular, C(B) ®, C(F) y C(E)
son homotépicamente equivalentes.

Demostracién.- La demostracién del teorema de Brown que nos interesa es la
dada por Shih en [S]. Allf Shih define explitamente la diferencial torcida d, y las
férmulas que nos dan f, g y h ([S], teorema 1, pdgina 115). Ademd4s, Shih demuestra
que @ge 1:C(B)®,C(F) — C(B)®C(B)®,C(F) es un morfismo de cadenas (S},
proposicién I1.3.1) de donde se sigue ficilmente que @@ 1 es un coproducto externo.
Por tanto las condiciones (i) y (ii) del teorema 4 son verificadas y la (iii) es evidente.



El siguiente lema es de facil demostracidn.

Lema 6.- Sean M, N, N' objetos de T. Si N' es una reduccién de N, entonces
M ® N' esde modo canédnico una reduccién de M@ N.

TEOREMA 7.- Sea F —> E —> B un fibrado simplicial tal que B es reducido
y sin 1-simplices no degenerados. Si E, B tienen homologfa efectiva fuerte, entonces F
tiene homologia efectiva y existe un algoritmo que la calcula.

Demostracién.- El teorema 5 nos da una reduccién de C(E) a C(B) ®, C(F) y por
el lema 6 tendremos una reduccién de CZ-B)n ® CE) a CZ_B)n ® C(B) ®,C(F) para
todo n. Por la férmula de Kiinneth en homologia efectiva (proposicién 0.1.20) aplicada
reiteradas veces se tiene que CZB)“ ® C(E) tiene homologia efectiva fuerte para todon
y, por tanto, nos enconcontramos en las condiciones del corolario 1.4.6. Concluimos
que CEC(B)(Z ,C(B) @, C(F)) existe y es finitamente calculable, es decir que
Cobar“®)(Z.Cc(B) ®, C(F)) tiene homologia efectiva.

Ahora, aplicando los teoremas 3, 4, 5 anteriores, se tiene que C(F) es
homotdépicamente equivalente a CobarC(B)(Z,C(B) ®, C(F)) y por tanto F tiene
homologia efectiva que es finitamente calculable.
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CAPITULO 3.- LOS ESPACIOS DE LAZOS.

1.- Primeras definiciones v propiedades.

Lo que se persigue en este parrafo es emplear un método diferente al usado por
Brown y Shih para definir la diferencial torcida utilizada en 2.2, restringiéndonos al
caso particular de los fibrados asociados a los espacios de lazos. Este nuevo método
estd desarrollado en el parrafo 31 de [M] y el trabajo realizado aqui es el de hacer
explicitas todas las construcciones utilizadas para poder aplicarlas en homologia

efectiva.

Recordar que si K es un conjunto simplicial, Ka denota el conjunto de los
g-simplices no degenerados de K; si 0, s denotan los operadores de cara y
degeneracién de un conjunto simplicial reducido K, entonces 9, s denotaban los de
G(K), la versién simplicial del espacio de lazos de K.

Definiciones 1.- Un (r.5)-shuffle es una permutacién x de {0,1,...,r+s-1} que
verifica:
0<i< j<r-1, o
r<i<j<r+s-1.

n(i) < =) si {

Si escribimos
{ai = n(i-1), con0< i<r
Bj = t(j+r-1), con 0< j<s,
entonces se tiene que & o P fijan T y denotaremos 1 = (a,B).

Sea L un grupo simplicial con producto y; definimos la aplicacién de Eilenberg-
Mac Lane de L, también denotada y, pero que es una aplicacién C(LY®C(L) —> C(L),

por
ums(xr @ ys) = Z (-l)da)u(sﬁs...sler,saf...salys),

donde el sumatorio estd tomado sobre (a,B)e {(r,s)-shuffles}, x €Ly, ye€Ls y

I
o) = 9 [o;-i+1]  (la signatura).
i=1
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Si tenemos un conjunto de homomorfismos de grupos @; : C;(K) — C;_; (L),
1<i<q, se define un nuevo homomorfismo (¢ U (p)q : Cq(K) - Cq-Z(L) dado
sobre los generadores xe Kfl por la expresion:

g-1 .
j§=; 1P Hqa(Qifly % g i %)

donde Aq - aq_i son como en la definicién del producto de Alexander-Whitney (ver

0.2.3), es decir:
Aa’ix = aH.] vas aq X,
Aa,q-ix = ?0 ... 0g X.
i veces

Entonces, ¢ U @ se llama cup-producto de ¢.

Observacién 2.- En el caso L = G(K), el producto L es simplemente

H(x,y) = Xy, ya que el grupo es libre.

Definicidn 3.- Una cocadena de torsién t=1t(t) para G(K) X K es un conjunto
de morfismos t; : C(K) — C;_;(G(K)) que verifican

dtq + tq_ld +(tU t)q =0,

donde d, d son las diferenciales asociadas a 9, 5, respectivamente.

Proposicién 4.- Sit es una cocadena de torsién para G(K) ¥ K, entonces se
tiene una diferencial torcida d, sobre C(K) ® C(G(K)) definida por

d[(xqe yr) = d-xq0 Yr + ['l]qxqe ayr + io [' 1 ]l Ac'l ,jxqe qu_i+r.1 (tq-iAa’q.ixqe yt),
1=

donde x,& Kg v,€Gr(K).

Observaciones 5.
1) La demostracién de la anterior proposicién se encuentra en el pdrrafo 30 de
M].

2) En general la expresién d[(xqo vy - dxqe Ve [-l]qxqe ayr es denotada en la
literatura por tn(xqe y;) v tn se llama cap-producto.
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3) En lo que sigue varnos a definir una cocadena de torsién t de forma explicita y
de modo que el complejo de cadenas C(K) ®, C(G(K)) (esdecir, C(K) ® C(G(K))
con la diferencial torcida d,) es el que, segiin el teorema de Brown 2.2.5, es
homotépicamente equivalente a C( G(K) %, K). Ver el pdrrafo 31 de [M].

Definiciones 6.- La versién simplicial del p-simplice estdndar, denotada A[p],

estd definida por:

Aplpl = { (ag,-.0ay) ;0<a;<a;,,<p, a;€ N,i=0,..,n},

i+1
0;(@gse-s8p) = (8gs-eer2_1,8 4 15--o3p)
$;(8gseeery) = (8g,eens@),855000,87).

Entonces z_l[p] serd el conjunto simplicial reducido obtenido de A[p] por la
identificacién de todos los 0-simplices de A[p] a un solo punto. Si no existe posibilidad
de error, denotaremos los simplices y los operadores de Afp] y Z[p] de la misma
forma. Un elemento (ay,....a,,, ;) de GH(Z[p]) serd denotado [a,,...,a,,].

Lema 7.- Las aplicaciones

h,: G,Alp) —> G,,,Alp

n

- 1 .
x=[ard ] sol0,24,..,a,,11.[0,24,...,a, .11 7, si ag#0
~Légrefna 3

Sox, S1 a0=0

dan una homotopia de contraccién sobre el complejo aciclico

. . S i
. =™ C1(G(A[PD) —> C(G(A[p]) ""a—_) C1(GAPH /™ ...
n+1 n

Demostracién.- Basta demostrar que, para cada generador x=[a,...,a; ], se

tiene: (hn_lan + En +11p)(x) = x. Se verifica que:



a) si ag=0:
50hnx =X,
o;h x = hn_léox,
§n+1hnx = hn-lgnx'
b) si a;=0:
9phpx = 0;hyx (= x),
hn_léox = X,

9...hx=h

n+l'n n-1-n"*

De esta serie de igualdades se deduce el lema.

Notar que estas aplicaciones inducen una homotopia de contraccién tanto en el
complejo de cadenas normalizado como en el no normalizado.

Observacién 8.- Vamos a definir una sucesién {mq} 2 de cadenas

my e Cy(GALp+1])

que se llamard sucesidn universal.

En primer lugar, para cada conjunto simplicial reducido K, definimos:

t, 1 C;K) —> Cy(G(K))
x —> e:o-'l:(x)'1 , sixeK],

t, : C,K) — C(GK))
x — -'l:(x)'l'l:(slaox)'1 , sixeKJ.

Se verifica que atz +td+(@u,=0.
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Sea ahora g > 2 y podemos suponer conocidos :
t; : Ci(A[n]) — C;(G(A[n]),

donde i<q<ny d+t d+(tut)=0.

Para cada g < n, denotamos:

d- (€U Dy: CAln]) — Cy ,(G(AlnD)).

Xq= "t

Puesto que el cup-producto es un morfismo de cadenas, es fécil comprobar que

an = 0. Como un caso particular encontramos que ¢l elemento ye Cq_2(G(Z[q]))
definido por:

Xq: Cydlgh > Cyy(G(AlqD)

A= 01,0 —> y

es un ciclo.
Definimos entonces my = hq_z(y)e C _1(G(Z[q])), donde hq_2 es el morfismo
del lema 7 anterior.
Definimos ademds:
tg ¢ CqBla)) —> Cq.y(G(AIGD)

A > Mgy

Por construccidn se tiene: {dtq + tq_ld +(tu t)q] Aq = qu_1 - Xq(Aq) =

= ahq-g()’) -y =0, yaquey es un ciclo.

Ahora, para cada n > q y para cada xe Z;[n], existe un morfismo simplicial
candnico y wnico:
' Z&[q] S Z{n]

Aq'—-—)x

Consideremos los morfismos asoctados:
G(x): GQAlg) — GAl) vy

wz) — Ux(@)
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G(), : C(GAIQD)) — CG(A[n]).

Ahora, para cada n > q, definimos

tg + CQAMD — Cy,(GAmD)

x > G(Xg, (my,), sixeAnl.
d+ (U] (®)=dty(x) - Xg(x) = dG(X)g.; (@mg.p) - Xgx) =

Se tiene: [dtq +tg. q]

= G(i)q_la(mq_l) - X (0 = G&)q_lxq(zq) - X% = qu(SE)«Zq) - X0 =
= xq(;(zi Q) — X =X (®) - X (x) =0.

Podemos por tanto proseguir el proceso y definir Mgs Mgy oo

Teorema 9.- Si K es un conjunto simplicial reducido, se tiene una cocadena de
torsién t=t(1) para G(K) x; K.

Demostracién.- Se definen t;, t, como en la observacién 11. Sea ¢ >2 y xe K’c"1

Consideramos el morfismo simplicial candnico:

x : Al[gl — K

-—
Aq X

Definimos
tg © CqK) — Cqy(GK)

x —> G(X)q (my.p);

donde my €S el elemento correspondiente de la sucesién universal definida en la
observacién 8. La misma demostracién que en el caso K = A[n], n > g, muestra que:

dig +1tg,d+ (U g =0
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2.- El caso de erl. Los modelos aciclicos.

En primer lugar vamos a encontrar una homotopfa de contraccién para
CQAIr]) @, C(G(A[r]).

Lema 1.- Sean A, B complejos de cadenas, f: A—> B, g: B—> A morfismos
de cadenasy h: A, —> B, , un operador de homotopia entre gf y 1,.S8iBes
aciclico y h'es una homotopia de contraccién para B, entonces A es aciclico con una
homotopia de contraccién definida por:

Hy A A
a = gn41Mpfp(@) + hy(a)

Observaciones 2.

1) La demostracién del anterior lema es una simple verificacion.

2) Notar que si 7t = 7;( IA[r}), se tiene que este grupo fundamental se puede
presentar de modo combinatorial como el grupo generado por los 1-simplices de Alr]
con las relaciones (a;,a,) = (ao,al)(ao,al)'l, siempre que (ao,al,a,z)e Zz[r].

3) Si & es el grupo fundamental de A[r], consideramos el anillo de grupo 2[nx]
generado por x. Se puede ver Z[x] como un complejo de cadenas libre en el que el
tinico grado no trivial es el nulo. Denotaremos por {a,a, } a los generadores de Z[r].
Entonces se tiene que la homotopia de contraccién h del lema 1.7 prueba que los
homomorfismos:

e : C(GAID) — ZIx]
[ag.a;] = {ap2;}

e': 2[r] —> Cy(G(Alr])
[ag,a,] , 81 25=0
(g2} = { [0,a,100,0] ", si ag#0

dan una equivalencia de homotopia (e,e'’,h,0) entre C(G(Z[r])) y Z[rn]; basta para
ello observar que ee'=1, puesto que {a,a,} = {0,a;} {O,ao}'1 en m, y que

0 » 81 a,=0
-1 . .
(2ag,2;] - [0,2,][0,a0] , si a;#0

a1110([5‘0"“1]) = {
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Notar que aunque (e,e',h,0) sea una equivalencia de homotopia no definir4, en
general, una reduccién, puesto que la condicién h? =0 no sers verificada. Este tipo de
equivalencias de homotopia que no son reducciones aparecen repetidamente a lo largo
de este pérrafo.

Observar también que la aplicacién 1 — GO(E[r]) dada sobre los generadores
por ¢’ estd realmente bien definida y se extiende a un homomorfismo de grupos.

4) En lo que sigue se nos presentard frecuentemente la siguiente cuestién: dado un
morfismo de cadenas f : F —> F', ;cudndo la aplicacién inducida
lef : B F—> B . F' es también un morfismo de cadenas? May, en la
observacién 31.6 de [M], prueba, como una consecuencia del teorema de comparacién
de sucesiones espectrales, que basta que f defina un isomorfismo entre los grupos de
homologia de F y F'; en particular si f es una equivalencia de homotopia se tendrd que
1ef es un morfismo de cadenas entre los productos tensoriales torcidos.

La demostracién de la siguiente proposicidén se basa en las observaciones
anteriores y en los resultados de la pdgina 146 de [M].

Proposicién 3.- Tenemos una equivalencia de homotopia (1ee,1@¢’,18h,0) entre
C(A[r]) ®, C(G(A[1])) y C(A[r]) ®,, Z[n], donde la diferencial torcida del segundo
complejo viene dada explicitamente por:

n-l
A, (xex) = Y, [-1)axea + [-1]"9 xe ({30 'x}.),
i=0

donde xe Zn[r] y QEen.

Vamos a buscar a continuacién una homotopia de contraccién de

C(Alr]) ®,, Z[n].

La demostracién del siguiente lema es una simple comprobacién:
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Lema 4.- Sea x = (a;,...,a,)e Zn[r], donde n=1 y definimos ¥ (ag,....a,) =

(0,ag,...,a,)€ Zm_l[r]. Entonces:
1)Si a,#0:9)sx=x y §9;x=0;,,F%, si 0<i<n.
2)Si 2;=0:9,Sx=x=0,Sx=50x ¥
$0;x =0;,,5%, si 0<i<n.

3) djsx =88'1x.

Proposicién 5.- Definimos una homotopia de contraccién de C(Z(r])Ge[Z [r] por:
%, : C,(Alth @ Z[x] — C,,,A[1]) ® Z[r], sin=1.
X®a —> Sxe®a
y, si n =0, definimos T, por induccién sobre la longitud r de los elementos y,...y,

de &:

H, : CuAIN®Z[x] — C,(Alr]) @ Z[x]
0 , sir=1,y,;=1 y en otro caso:

X ® Ypo¥y (0,b)ey,...y-(0,a)®y,..y, +h(x®y,...y,) ,si y;={a,b}
(0,a)ey,...y,-(0,b)®y,...y, +H (X ®Y,..-yp) » 81 y1={a,b}'1

Demostracién.- Del lema 4 se sigue que _d + d, ;K =1, si n> 1.
Por otra parte, si o # {a,,a,}P se tiene:

(Hyd, + T,0)((apa))e) =

= H,(x,80 - xp@{2p,a;} "0) + T((0,3p,8;)€0) =

=T (xpe0) - By(x @ {ag.a, }lo + (aga)®0 -

- (0,280 + (0,3 ®{ay,a;} o = (ag,a,)80

Se verifica también que la igualdad es cierta en el caso o = {a,a, }B, lo que

termina la demostracién de la proposicion.

Podemos ahora aplicar el lema 1 para encontrar una homotopia de contraccién de

C(A[r]) ®, C(G(AID):
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Teorema 6.- Las aplicaciones

H, : C(Alr]) @ C, (G(A[]) — (C(A[r]) @ C(G(AL]))
definidas por H_(a®b) = (lee')'h'n(lee)(aeb) + (1 @hn_p)(aeb), dan una homotopia de

n+1

contraccién de C(A[1]) ® , C(G(A[r])).

Vamos a definir a continuacién unos complejos de cadenas y a demostrar que son

aciclicos. En el siguiente pdrrafo serdn utilizados para encontrar una homotopia de
contraccién de C(K) €, C(G(K)).

Sobre el producto G(Z [rDxA[s] se considera una accién

L s GAI)X[GAIN*A[s]] —> G(A[r])*As]
( a, b , € ) —» f(axb , ¢

De este modo se tiene un fibrado simplicial de fibra G(Z[r])x Als], base Z[r], grupo
G(AIr]) y espacio total [G(A[r])*A[s]]XA[r], donde T es la misma aplicacién de torsién
que define G(Z[r]) x. A[r]. De una forma andloga a como definimos d; sobre
C(Alr]) ® C(G(A[r])), se tiene una diferencial torcida, también denotada d,, sobre
C(A[r]) ® C(G(A[r])*A[s]). Explicitamente, si

H: C(A[r]) ® C(G(A[r])*A[s]) —> C(GA[])*xA[s])

es el morfismo de cadenas inducido por p y los shuffles y xe _A-;l[rj, ye GT(Z[r]),
ze A([s); entonces:

m
di(xe (y,2)) = dxe(y,2) + [-1]'xe [dy,dz) + X, [-1]' Ayxe po (1o AL xe (y,2),
i=0

donde se han retomado las notaciones del pdrrafo 1. Observar que t = t(t) es
exactamente la misma cocadena de torsién que la definida en el caso G(K) % K. Este
producto tensorial torcido serd denotado C(Z rh @ ' C(G(Z[r])XA[s]).

El siguiente lema es de fécil demostracién:
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Lema 7.- Las aplicaciones

h : Apls] —> A (8] ,0<1<{n,
(agye-i8y) — (0,...,0,a;...,8,)
[i+1

verifican que:
() 9ghy=1, 9, hpx = sp(0) = (0,...,0), para todo x€ A [s].
[n+1

i) dhy=hy,d; sl i<

CIRLIES T

Ademds se tiene que las aplicaciones
h, : Cy(A[s]) —> Cp,,(AlsD

n
xe A[s]—> X, [-17 h(x)
i=0

dan una homotopia de contraccién de C(A[s]).

Lema 8.- Sea K un conjunto simplicial. Definimos unos morfismos simpliciales
f: KxA[s] — K, g: K —> KXA[s] por:

£ KxA s —K, . g :K,—>KXA[s]
(a,b) —>a a — (a,sp0)

Definimos h; : K XA [s] —> K XA ,[s],
(a,b) —> (sa,hb)

donde 0<i<n y hp estd definido como en el lema 7.
Entonces tenemos una equivalencia de homotopia (f,g,l—l,O) entre C(KXA[s]) y

C(K), donde hes:
n
hy(a,b) = 2. [-11 bya,b).
i=0
Demostracién.- Se verifica que las condiciones (ii) del enunciado del lema 7

siguen siendo ciertas para los nuevos h; y ademds que dghg =1y dp,h, =g.f. De
aquf se sigue facilmente que hy_,d; +d, by =1- gofpe



Proposicién 9.- Con las notaciones del lema 8, tenemos una equivalencia de

homotopfa (1ef,1eg,1h,0) entre C(A[1]))® C(GA[rD)*A[s]) y CA[r])® ,CGA[D).

Demostracién.- El resultado se deduce del lema 8 y de que la accién de G(Z[r])
sobre A[s] es trivial (ver [M], pdgina 145).

Podemos aplicar nuevamente el lema 1 y, teniendo en cuenta el teorema 6,
obtener:

Teorema 10.- Las aplicaciones
hy : CyAlr]) @ Cp (G(AIDXA[s]) — (C(AIr]) ® C(G(AID*A[sD)py,
definidas por h (aeb) = (leg),, H (1ef )(a@b)+(1®}—1n_p)(a®b), dan una homotopia

de contraccién del complejo de cadenas C(Z[r]) ®, C(G (Z[r])xA[s]).
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3.- El caso general.

En este p4rrafo obtenemos, utilizando la técnica de modelos aciclicos, el principal
resultado (teorema 15) sobre la computabilidad de la homologia efectiva de los espacios
de lazos.

Recordar que A  denota el dnico s-simplice no degenerado del s-simplice
estandar A[s], que ¢ denota el elemento neutro en G(K) (donde K es un conjunto
simplicial reducido) y que si x es un s-simplice de un conjunto simplicial (reducido),
x denota el tnico morfismo simplicial de A[s] (Z[s], respectivamente) en K que envia
Ag (z_ks, respectivamente) a x. En este parrafo H( ) representa el funtor de homologfa en
el sentido habitual.

Exponemos en primer lugar el método de modelos aciclicos, introducido por
Eilenberg y Mac Lane [E-ML], tal como aparece en el parrafo 28 de [M].

Definiciones 1.- Sea A una categoria y T, un conjunto de objetos de &,
llamados modelos. Recordar que T es la categoria de los complejos de cadenas y sea T3
la de los Z-mddulos libres. Sea A : 4 —> W un funtor covariante. LLamamos

XK) = U (Hom jMxkyxaaw),
MeT
donde K es un objeto de & y AB(M) representa un conjunto de generadores de A(M).
Definimos X (K) como el Z-médulo libre generado por X(K). Entonces
A : A8 —> W esun funtor covariante. Definimos una transformacién natural de
funtores A :A —> A, por A(K)(H,a) = A(p)(a), donde pe HomA(MXK) y
ae AS(M).

Decimos que A: 8 —> W es representable si existe un transformacién natural
E:A — X tal que AL = 1, es decir: A§ es la transformacién natural identidad.
Diremos que £ es una representacién de A.

Si tenemos un funtor A : 8 —> T, escribiremos A : 4 —> W para denotar
el funtor definido por A (K) = [A(K)],. Entonces, d: A, —> A, definido por

d,(K) = d:(K) es una transformacion natural.

Como caso particular del teorema 28.3 de [M], encontramos:
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Proposicién 2.- Sea F: 4 —> B un funtor covariante. Si se tienen dos
transformaciones naturales W, : F, —> F,, %, : F;, — F, que verifican

,d, + d,fi; =1 yademds F, es representable para todo n'y H_ (F(M)) =0 para
todo n> 0 y Me TI.; entonces existe una homotopia de contraccién natural | tal que
H 1F1=H1, i=0, 1.

Demostracién.- Vamos a definir H por induccién: suponemos H; definido para
todo i<n, n>1.Dado ae FM), se tiene que d (1-k_;d;)(a) =d(a) - d i, ,d,@ =
=d,@ -1 - Hn_zdn_l)dn(a) = 0. Por tanto (1-h_,d;)(a) es un ciclo y puesto que
H_ (F(M)) = 0, podemos elegir ceF (M) tal que d ., ©= (1-ﬁ'n_1dn) (a).

Definimos una transformacion natural n: ﬁn —> F,,, por N(K)(p,a)
= F, (W), donde e Horn,é(MXK) y ae A8(M). Se tiene: dn+1n(K)(u,a)

=d,  Fpe (W©) = Fp(wd,, () = F(w - R ,.,d,)(@). Pero por la naturalidad de

n+1

K., ¥y d;. los dos operadores en la tiltima expresion conmutan; asi podemos continuar
la cadena de igualdades y escribir: d K wa = (1- B, d)F (W@ =
= (1 - §__,d JAK)(L,2). Por tanto, dp,,m = (I - K ;d)A. Elegimos &:F, —>F
una representacién de F_ y definimos B =n§: Fy —> F ;. As: 4,0 =
=dp,n&=(1- R dpAg =1-F ,d,.

Observacién 3.- Si se tiene una definicién explicita para § y se conocen
homotopfas de contraccién para F(M), entonces se puede encontrar explicitamente una
homotopia de contraccién para F(K). Es en estas condiciones como vamos a aplicar el
anterior resultado.

Definiciones 4.- Si G y G' son grupos simpliciales con acciones sobre F, F'
respectivamente y y: G —> G' es un homomorfismo simplicial, un morfismo
simplicial o.: F—> F' se dird y-equivariante si a(g.f) = y(g)a(f), para todo ge Gq,
fe Fq.
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Sean F x; B, F' x; B' dos fibrados simpliciales de grupos G, G’
respectivamente. Sea ¥: G —> G' un homomorfismo simplicial, o« : F— F' un
morfismo y-equivariante, B : B —> B’ un morfismo simplicialy y:B —> G' una
funcién. Si se cumple que vt =1P y que la aplicacién

Fx,B — Fx B
(f,b) —> (yb)a(f),B(b))

es un morfismo simplicial, la denominaremos morfismo y-especial.

Observacién 5.- Un morfismo y-especial serd denotado (y,,B). Las siguientes
propiedades serdn utilizadas mds adelante:
(P1) ofg.h) = y(@af).
(P2) yr(b) = TB(b).

Sea & la categoria cuyos objetos son fibrados simpliciales con espacio base un
conjunto simplicial reducido y cuyos morfismos son morfismos y-especiales, para todo
homomorfismo simplicial y. May (pdrrafo 31, [M]) ha aplicado el método de los
modelos aciclicos sobre & para encontrar una demostracion del teorema de Brown (ver
nuestro teorema 2.2.5). Ahora, vamos a trabajar con una subcategoria de & y vamos a
utilizar todas las propiedades que May demuestra para &.

La categorfa B es una subcategoria de & cuyos objetos son

M = (GALI)*A[s]) % Alr]

(definidos en el parrafo anterior), para todo r,s€ N, que serdn nuestros modelos, y
G(K) x; K, donde K es un conjunto simplicial reducido.

Lema 6.- La aplicacién

F : A — T
M™  —> C(A)® C(GAIDXALs])
GK)K —> C(K)®,C(G(K))

define un funtor. En particular, d, :F, — F,, definidas por d (M™%) =d
d,(G(K)*:K) = dl’n son transformaciones naturales.

Ln



77

Demostracidn.- Se tiene que F es la restriccién a A del funtor Bp: & —> T
definido por May en la pdgina 144 de [M]. Se tene que si (y,a,f) es un morfismo

'Y..
especial, entonces F(y,0,B) = B,®a, esun morfismo de cadenas.

Lema

7.- Dados ae GS(Z[m]), be A 1], ce -Ar[m], xe G((K), ye K|, definimos:
f(abec) : MS — wmml
((,v),w) —> ((GE)(W).a(v),b()),c(W))
0x,y) : M — GEK)xK
((@v),w) —> (GH@).xX(™),y(w))
Entonces, si 1+s =n,
EM™S) (0 @(0ty,03)) = (B(01,03,0,) , A B(e,AQ)
E(GK)*K)(B,8B,) = (0(B,.B)) , A8le AY)

definen una representacién § : F, —> F de F,.

Demostracién.- Es un caso particular de la representacion encontrada por May en
la pdgina 145 de [M].

Observaciones 8.

1) En el enunciado anterior, el primer tipo de morfismos son G(E)—especialcs yel
segundo son G(;)-especiales.

2) Sean ae A[m], be G(A[m]), ce A([l], xeK,, yeG(K). Si t4s =n y

denotamos 8 '(a,b,c) = F,(8(b,c,a)), §(x,y) = F (6(y,x)), tenemos que § estd
explicitamente definido por:

§(ab.c) : CAI)®,CGAIN*A[s]) — C(A[m])® C(GAm])*AL])
u e (v, w) > a@e(G@)M).bw),c(w)

O(xy) : CAID®CGA*ALs) — CK)& ,C(GK))

u e (v , w) > x@e(GH).yw))



Se tiene evidentemente que:

F(ab.c)(A e(e,A)) = ae (bo),

Fxy)Ae(egA)) = x®y.

Notaciones 9.- A partir de aquf, L X; B denotard un objeto de 48, es decir
L x; B=M" o Lx; B=G(K) X; K. Ademds x, denotard un elemento de B},
y w, unelemento de L}, es decir w, =y, 0 w, = (¥;.2,), donde y e G (B) y

z,€ A:Js]. Observar que, por definicién de la accién de G(Z[r]) sobre G(z_&[r])xA[s],

tenemos ');nwn = (gfnyn,zn) si L x; B =M"5. La diferencial d, sobre F(Lx.B) serd

denotada d.

Lema 10.

(a) Si definimos [x;,wg] = Xg® (X)W, - Xg®@ W, se tiene que la familia
{[x,,wl} es una base de Fy(Lx.B).

(b) Si definimos [x,,w;] = xy@1(x,)W, - Xx,®@w,, se tiene que la familia
{{x,,w,]} genera Cy(B) ® C,(L).

Demostracién.
(a) Es andloga a la que May da en la pdgina 120 de [M].
(b) Se tiene que:

Xg®UX W, = Xg®W, + [x5,w,],
-1 -1
Xg®TUX,) Wy = Xg®W, - [X,,T(X,) "W, ]

Por induccién sobre la longitud de las palabras en G,(B) se deduce el
resultado.
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Lemall.
@L1) d;(x,0W,) = [x,,T(x)) Tw,l.
(L2) T, (x®W,) = X,®3W, - X80, W,.
(L3) Ty(x,8Wy) = dyX, 8 W - 9,X,@ W, + azxzet(aoxz)'lwo -
- xoet(x2)°l.got(aoxz)'l.sowo.
(L4) dyp(x,8W,) = -X; 89 W, + X, 83, W, + X @w, - xocgot(xl)'l.wl.
(L5) Ty(xp@W,) = X ®yW, - X,®3, W, + X80, W,.
(L6) T [%5,W,] = -[03%,,00T(x,).0gW; ] + [8,X,8W;] - [9%,9, W, .

Demostracién.- Se tiene que (L1)-(L5) se deducen de las definiciones de d,(enla
proposicién 1.4 y en el parrafo 2) y t,,t, (en la observacién 1.8). Ademds:

qlxpw)] = T (xp@tx)w)) - Tj(xg0w)) =
(L=2) x0@§ot(x2).aow1 - x()0§1't:(x2).2)1w1 - Xg®0gW; + Xo®0, W, =
= Xg®T(Dgxy) 10, %,)3W, - %®W, - X(®TD,X,)0, W, +
+ Xy®3,W; = -[JX,,00T(Xy).gW,] + X;®UD, X)W, -
—Xg®0,W, - [0,%,,0,w,] = —[Boxz,éot(xz).aowl] +

+ [0,x,,0,w,] - [0,%,,3,w,].

Proposicién 12.- Las aplicaciones W : Fy —> F,, h, : F; — F, definidas
por: Rolxwol = x, @ (x))w,,
R,(x, e wy) =0,
B [x,W;] = X, @ T(0;X,)0W, + 9,%, @ WX, )W,; +
+x,@ go'c(xz)'l.glt(xz).slwl,

verifican:  Hyd, +d,h, =1.
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Demostracién.
@ (R, + TF,)x, 0w0) = Bl (x,0wg) = Holx,,10x,) ' Wol = x, 8w,
(i1) Por (L6) tenemos:
(@) Byd,[x,,w,] = -0yx,@T(d,X,).0gW, + 0,X,8T(0,X,)dW, -
- azxzeélt(xz).alw] .
Por (L3) tenemos:
(b) T(x,81(9,x,).0,W;) = 9yX,8T(0,X,)0,W, - 9;X,®T(3;X,)dyW;+
+ B2x20§0’r(x2).80w i - xoe'c(xz)'l.goéot(x2).soaowl.
Por (L4) tenemos:
(©) T, (0,8 T(X,). W, ) = - 0,X,@ OyT(X,).9W, +
+0,x, ® 5lt(x2).alwI + Xy © T(X,). W, +
+ %9 ® (500, T(x,) ). 10x,). W,
Por (L5) tenemos:
(@) dy(xp@ EOT(XZ)'I.glt(xz).slwl) = xoe'c(xz)'lgoéot(xz)soaow1-
-Xp® W+ X, @ (Eoélt(xz)'l).'t(xz).wl.
Si reunimos (b), (c) y (d), se tiene:
A, [x0, W] = 9pX,® T(3,X,).0W, - 0,X,® T(J;X,).0gW;+
+0,x, ® élt(xz).alw1 + X5 ® UX,). Wy -X) © W,.

Teniendo en cuenta (a), encontramos:

(R, + TH DXy, w] = x5 @ Ux,). W, -xg @ W, = [x,,w,].
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Proposicién 13.- Las aplicaciones Wy, B, de la proposicién anterior son

transformaciones naturales.
Demostracién.- Sea (y,a,B): L% B—> L' % B' un morfismo de nuestra
categoria 8. Se tiene F(y,a,B) = B,ec,. Vamos a utilizar aqui las propiedades (P1),

(P2) de la observacién 5. Tenemos:

(B*@a*)[xpwg} = (B*eat)(xoet(xl)wo) - (B*ea*)(xgowo) =
= Xo®O(T(X,)Wg) - Xg® (W) (1311) Xg®YUX, )W) - Xp®a(wy) =

(;'2) XOQ‘C'ﬁ(XI).(X(WO) - Xo®0(wp) = [ﬁ(xl),a(wo)]-

Portanto: R (B, @0, )x,,wy] = FylB(x,),a(wy)] = B(x,)eTh(x,).a(wp).

Por otra parte, se tiene:
(B e ) lx,,w,] = (B,®c,)(x,81(x,).wy) = B(x,)@0(T(x,). W) =

et B(x)eyr(x;).o(wg) = B(x)®TB(x,).awy).

Evidentemente se tiene: (B, ®0,)(x,0w,) =0 = (B,ea, )R (x,8w;) yse

verifica también que T,(B,®a,)[x,,w,] = (B, ea)h [x,,w].

Teorema 14.- Sea h = h(M™®) la homotopia de contraccién encontrada al final del
parrafo 2 y sean h,, i, como en la proposicién 12. Entonces, definimos por
induccién (n 2 2):

", : FE,M™) — F oM™
ae(bc) —> T(abo)h (1-F, ,d)A e A))
R, @ Fy(GEK)*K) —> F,,(G(K)*:K)

xey > Ty (1-K d)A e A)

donde K es un conjunto simplicial reducido, ae Zr[m}, be GS(Z[m]), ce A(l], xeK|,
yeG(K) y r+s=n.

Entonces, se tiene que T{n definen una homotopia de contraccién de F(G(K)*.K)
= C(K)® C(G(K)).
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Demostracién.- Es una aplicacién de la proposicién 2, puesto que en este caso:

nE(xey) =N(B(y.x).A,8(euA ) =
= F,, 1 (0(y,x))(hy(1 K, 1d)(A,8(e0A ) =
= Txyhy(1-F, ,d)Ae(.A.),

por la observacién 8.2,

TEOREMA 15.- Si K es un conjunto simplicial reducido, sin 1-simplices no
degenerados y con homologia efectiva fuerte, entonces la versién simplicial del espacio
de lazos de K tiene homologia efectiva que es finitamente calculable.

Demostracién.- Por la propiedad 0.1.12 se tiene que conocemos la homologia
efectiva fuerte de C(K)OLC(G(K)). Si a este complejo de cadenas le damos estructura

de C(K)-comddulo a izquierda con coproducto externo Dy o1, se tiene (teorema 1.4.4)
que CEC(K)(Z,C(K)QIC(G(K))) existe y es finitamente calculable. Ahora se tiene que
el complejo utilizado para calcular este cotor efectivo (es decir la correspondiente
construccién Cobar) es admisible (teorema 2.2.4) y por tanto (teorema 2.2.3) tenemos
una equivalencia de homotopia entre su totalizacién y C(G(K)), de donde se deduce el

resultado.
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