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ABSTRACT

The lattice of subalgebras of an alternative algebra can
determinate the algebraic structure of the algebra. In the first
Chapter, 1t is showed that, an alternative algebra with lattice of
subalgebras isomorphic to a non division semisimple alternative
algebra, is closely related with it. In the second Chapter, it is studied
the quasiideal structure in alternative algebras. By quasiideals, some
kmds of semiprime alternative algebras and regular allernative
algebras are characierised. Finally, alternative algebras in which

every zubalgebra is quasiideal are described.
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INTRODUCCION

La presente Memoria se encuadra en el marco de las ilgebras
dlternativas, modelo de ilgebras no asociativas que se esti desarrollando
intensamente y cuyas motivaciones tienen su origen en cuestiones de la
Teoria de Numeros, de la Fisica ( ver [10], [16], [17], [42], [53] ), de la
Geometria ( ver [13] ), etc.. Un ejemplo de tales dlgebras, las de
Cayley-Dickson, surgié en 1845 en un intento de dar respuesta a un
problema planteado anos antes. El problema consistia en encontrar los
valores de n para los cuales el producto de dos sumas de n cuadrados de
nimeros reales vuelve a ser una suma de n cuadrados, es decir n's tales

que

con a;, by, ¢; nimeros reales. En 1843 Hamilton demostrd que este problema
es equivalente al de hallar adecuadas dlgebras de division con dimension n
sobre el cuerpo de los nimeros reales. La solucion final dada por Hurwitz
prueba que la identidad es sélo posible para n=1 (ilgebra de los numeros
reales), n=2 (ilgebra de los numeros complejos), n=4 (ilgebra de los
cuaternios de division de Hamilton), n=8 (ilgebra de los nGmeros de
Cayley-Dickson). En el ultimo de los casos el ilgebra resultante no es
asociativa, pero si alternativa, es decir, verifica las siguientes identidades
para su operacion producto: x(xy)=1x2y , (yr)x=yxl .

La atencion hacia este tipo de algebras fue mayor a raiz del
descubrimiento de su conexién con la teoria de planos proyectivos -las

algebras de Cayley pueden ser usadas para construir planos de Moufang, es



decir, planos proyectivos los cuales son armoénicos pero no Desarguesianos-,
teoria que adquirié un gran auge a comienzos de este siglo. Moufang y Zorn
obtuvieron entonces las interesantes identidades que hoy llevan sus
nombres. También entonces se descubrié la “cercania’ respecto a las
algebras asociativas, que queda puesta de manifiesto en el Teorema de
Artin: "En cada algebra alternativa, la subdlgebra generada por dos
elementos cualesquiera es asociativa".

Posteriormente numerosos autores han dedicado sus esfuerzos a
ellas (Albert, Andrunakievich, Dorofeev, Kleinfeld, Skornyakov, Slater,
Smiley, ..) estudiando el centro asociativo y conmutativo, simplicidad,
radicales, semiprimitividad, ilgebras alternativas libres, .. De entre todos
los resultados obtenidos es interesante destacar el Teorema de Kleinfeld de
clasificacion de las dlgebras alternativas simples, el Teorema de Zhevlakov
sobre la coincidencia de los radicales de Kleinfeld y Smiley, los resultados
de Kleinfeld y Slater en la clasificacion de las algebras alternativas
semiprimas y el Teorema de Slater, extension del Teorema de Wedderburn,
sobre la estructura de los anillos semiprimos con condicion de cadena
descendente.

La teoria de ilgebras alternativas, ademas de con la Geometria,
tiene también contactos con otras ireas de las matemiticas como por
ejemplo el Anilisis Funcional, donde son objeto de estudio las C*-ilgebras
alternativas: ilgebras alternativas con una norma y una involucion
cumpliendo determinadas propiedades (ver articulos de Braun [8] y
Rodriguez Palacios [35], este ditimo demostro que un algebra de Banach, A,
unitaria, normada y no necesariamente asociativa tal que llz*zll = izl

para cada z en A, es alternativa).



Finalmente es necesario destacar [a gran relacién de las ilgebras
alternativas con otros tipos de ialgebras no asociativas. Esta relacion queda

puesta de manifiesto en el siguiente esquema:

Jordan

/ \D
Asociativas «——————— Alternativas

[.] (.1

v v

Lie¢ » Malcev

Es decir, las dlgebras asociativas estan incluidas en las
alternativas y las de Lie en las de Maicev. Un ilgebra de Lie es un ilgebra
no necesariamente asociativa que cumple las identidades: x2-0 , (xy)z
+(yz)x + (zx)y = 0 . Un ilgebra de Malcev es un dlgebra no necesariamente
asociativa que cumple las identidades: x2 = 0 , (xy)xz) - ((xy)z)x +
((yz)x)x + ((zx)x)y En un ilgebra asociativa y alternativa al cambiar la
operacion producto por la operacion corchete [x, y] = xy - yx, se obtienen
respectivamente un ilgebra de Lie y un ilgebra de Malcev. El Teorema de
Poincaré-Birhoff-Witt asegura que para toda ilgebra de Lie existe un
ilgebra asociativa, de manera que el lgebra de Lie dada es una subaigebra
del algebra de Lie obtenida a partir del dlgebra asociativa cambiando la

operacién producto por 1a operacién [, ]. Es un problema abierto el ver si



ocurre lo mismo para dlgebras altenativas y de Malcev. Sin embargo
resufta interesante el paralelismo de algunos resultados de algebras
alternativas y de Malcev. Por ejemplo las ilgebras simples centrales
finito-dimensionales de Malcev son de Lie o siete dimensionales y las
ilgebras alternativas simples son asociativas o de Cayley-Dickson; en
algebras alternativas se tiene el Teorema de Artin ya citado y en las de
Malcev el anilogo conocido como el Teorema de Sagle, que establece que en
un algebra de Malcev la subilgebra generada por dos elementos es de Lie.

La parte superior del diagrama recoge el siguiente hecho: Dada
un algebra asociativa de caracteristica distinta de dos, al cambiar [a
operacién producto por la operaciéon 10y = 1/2 (xy + yx) se obtiene un
ilgebra de Jordan. Un ilgebra de Jordan es un ilgebra no necesariamente
asociativa que cumple las identidades: xy = yx , (x2y)x = x2(yx) . Existen
algebras de Jordan que no son subdlgebras de ningln dlgebra de Jordan
resultante de cambiar en un algebra asociativa 1a operacion producto por la
operacion © . Estas ilgebras son denominadas excepcionales. Albert probd
la existencia de tales dlgebras con un ejemplo obtenido a partir del algebra
alternativa de Cayley-Dickson. Por el Teorema de Artin es claro también
que al cambiar en un algebra alternativa su operaciéon producto por la
operacion © se obtiene un algebra de Jordan.

La presente Memoria, estructurada en dos Capitulos tiene un
doble objetivo. De un lado el estudio de diferentes aspectos reticulares en
las algebras alternativas y de otro el anilisis de un concepto intrinseco del
algebra, el concepto de cuasiideal, con el que se profundizari en la
estructura reticular del dlgebra y se obtendrin teoremas de estructura que

permitirdin un mejor conocimiento de dichas ilgebras. A continuacién se



comentan mas ampliamente dichos objetivos.

Referente al primer objetivo es interesante hacer notar que el
conocimiento del reticulo de subestructuras de una estructura algebraica,
asi como de la relacion de dos estructuras con el mismo reticulo de
subestructuras o con propiedades similares, proporciona una abundante
informacion sobre la estructura objeto de estudio. En este sentido el texto
de M. Suzuki: "Structure of a group and the structure of its lattice
subgroups” recoge interesantes resultados en la teoria de grupos. Con
respecto a la Teoria de dlgebras de Lie, Lie-admisibles, Malcev, asociativas,
potencias asociativas, pueden verse entre otros los trabajos de Badalov,
Elduque, Gonzialez, Kaplansky, Kolman, Martinez, Outcalt, Rodabaugh,
Towers, Varea, Vernikov y Volklein.

En el Capitulo 12 de la Memoria el objetivo que se persigue es
estudiar las algebras con igual reticulo de subalgebras que una alternativa
semisimple. A veces los resultados ya existentes en asociativas han sido
muy Utiles como cabia esperar de la “cercania” entre las algebras
asociativas y alternativas, pero otras veces ha sido necesario un duro
trabajo adicional efectuado con técnicas muy distintas. En algunas ocasiones
aportamos resultados desconocidos en ilgebras asociativas y que han
surgido de modo natural al hacer el estudio del caso alternativo. Creo
conveniente resaltar dos teoremas que se obtienen referentes a las
algebras con igual reticulo de subilgebras que un adlgebra de
Cayley-Dickson, por el interés que estas dlgebras suscitan. En el caso de las
algebras de Cayley-Dickson centrales de division, dichas dlgebras han de
ser de este tipo o extensiones del cuerpo base, y en el caso de las digebras

de Cayley-Dickson con divisores de cero son semiisomorfas a ella. Este



Gftimo resultado es obtenido, entre otros, a partir del Teorema
Fundamental de la Geometria Proyectiva, conectando con los trabajos de
Ancochea sobre semi-automorfismos de algebras (ver [2]y [3] ).

El Capitulo 29 trata sobre cuasiideales en ilgebras alternatjvas.
Dicho concepto es una generalizacion adecuada del concepto de ideal. Fue
introducido por O. Steinfeld en 1953 en anillos asociativos y semigrupos.
Desde entondes numerosos matematicos han trabajado sobre esta
subestructura (Clifford, Lhu, Sasz, Weinert, Wiegandt, ...) y un buen nimero
de articulos han tratado de este tema. El texto de O. Steinfeld, “Quasiideals
in rings and semigroups”, recopila los principales resultados existentes en
esta materia. Aqui se introduce dicho concepto en anillos alternativos, se
estudian sus elementos minimales y se define de modo natural un Socle (6
Zocalo) de cuasiideales. Se dan después teoremas de descomposicion de
ciertos anillos alternativos semiprimos basados en cuasiideales, y se aborda
un estudio de los anillos alternativos regulares, que con ciertas condiciones,
seran caracterizados a través de la estructura cuasiideal. Finalmente, y en
relacion con recientes estudios de tipo reticular efectuados entre otros por
Kaplansky (ver [20] ), se van a caracterizar aquellas algebras alternativas
en las que la estructura cuasiideal verifica Ia siguiente propiedad reticular:
Toda subailgebra es cuasiideal.

En fa Memoria se incluye también un Capitulo 0 con resultados
basicos de anillos alternativos que pueden ser ampliados con la lectura de
los textos de Schafer [32] y de Zheviakov, Slin'ko, Shestakov y Shirshov
[SS]. Referente a anillos asociativos los textos fundamentalmente utilizados

son los de Abian [1]y Peirce {32].



Lista de simbol

® . suma directa de anillos.

+: suma directa de espacios vectoriales.

< : Ssubalgebra.

Sea A un algebra alternativa sobre un anillo ¢

(ay, ..., 3)) : subespacio de A generado por a;, ..., a, € A,
cuando ¢ es un cuerpo.

<Ay, oo, a > : subilgebra de A generada pora,, ..., a €A

R(A): el radical de A, cuando A cumple la condicion de
cadena descendente.

d(A): la dimension de A como espacio vectorial, cuando ¢

€58 un cuerpo.

I{A): {a longitud de la cadena mas larga de subalgebras
de A,
AV Ay la menor subdigebra de A que contiene 2 Ay, A, < A.

Ann (A): el conjunto de los elementos de A que anulan a todos
los de A, al multiplicar a derecha y a izquierda.

[x,y, z) (xy)z - 2(yz), donde x,y,z€ A.

Sean X, Y, Z subconjuntos de A.
XY subgrupo abeliano de A generado por los productos
xy con xeX y yeY.
XY#: XY +X. ( Anilogamente X*Y - Y+XY)
[X Y2 subgrupo abeliano de A generado por los elementos

[x.v, z} con xeX, yeY, zel.



CAPITULO 0

Este capitulo tiene como objetivo introducir nociones y conceptos
basicos en dlgebras alternativas y ademads enunciar los resultados mas
importantes que van a ser utilizados en los dos capitulos siguientes.
Aungque no damos ninguna demostracion de dichos resultados, si se citan
los lugares donde pueden ser encontradas.

El capitulo aparece dividido en tres parrafos. El primero de
definiciones, identidades y resultados generales, el segundo acerca del
proceso de obtencién de las ilgebras que juegan el mas importante papel
dentro del conjunto de las dlgebras alternativas: las dlgebras de
Cayley-Dickson, y el tercer pirrafo que recoge algunos importantes

teoremas de estructura en ilgebras alternativas.

. P
.

Sea ® un anillo conmutativo y asociativo con elemento identidad.
Un conjunto A se dice que es un dlgebra sobre el anillo ¢, si A tiene
estructura de ®-moédulo unitario y hay definida en €l una operacién de
multiplicacién cuya conexion con las operaciones de médulo es dada por las
relaciones:

(a+b)c=ac+bc a(b+c)=ab+ac

a (ab) = (xa) b = a (ab)



paracadaabceA y paracada aed.

Llamaremos ¢-algebras a las algebras sobre un anillo ¢ . Notemos
que cada anillo es una Z- ilgebra.

Sea A una ®-ilgebray 1,y,zeA. Llamamosa [x,v,z]-(xy)z -
X (vz) el asociador de los elementos x, vy, z. Una ¢-ilgebra A es un algebra
alternativa si verifica las identidades: [x,x,y]=-0 , Ix,y.yl=0. La
primera de estas identidades es llamada identidad alternativa a izquierda y
la segunda identidad alternativa a derecha.

Linearizando la identidad alternativa a izquierda {(es decir
sustituyendo 1 por X + z) y linearizando la identidad alternativa a derecha
(es decir sustituyendo y por y + z) se obtiene

[x.zy] + [zx,y] = O : (x,y.z2] + Ix,z,y] = 0.

De aqui se sigue que en un ilgebra alternativa el asociador es una funcion
antisimétrica o alternante, propiedad que determina el nombre de dichas
algebras.

En particular cada dlgebra alternativa satisface la identidad

[x, v, 1] = 0. Esta identidad recibe el nombre de identidad flexible y las

algebras que la satisfacen son denominadas flexibles. Asi, en lo que sigue

podremos escribir el producto xyx sin indicar el orden de los paréntesis.

Lewa 1L (ver [55)) Fn cualguier algebra alternativa A sop
vifidas /as sigufentes identidades:

riyzy)-(aylz)y (identidad de Moufang a derecha)

yzy)xr=y(z(yx)) (identidad de Moufang a izquierda)

(xy)(zr) = r (yz) 1 (identidad de Moufang media/



Lorofario 1.2: (ada dfgebra allernaliva salisface [as identidades:
xzyz/- 1y 2/r

T yrz/ -1y 2/

xZ y 2/ - [r 0y 2/

a2y z-x0/y 2/

(Dichas identidades son llamadas identidades de Zorn y son

equivalentes a las de Moufang)

El Teorema que se enuncia a continuacién determina la cercania

de las algebras alternativas con respecto a las asociativas.

Jeorema de Artin 13- (ver [55/): En un dlgebra alternativa A

cualesquiera dos elementos generan una subilgebra asogaliva.

Un algebra A se dice que es de potencias asociativas si cada

elemento del dlgebra A genera una subalgebra asociativa.

Lorolario 14 Toda dlgebra allernaltiva es de polencias

aSoCIaLvas,

Una herramienta muy 6til de trabajo en un ilgebra alternativa es
la descomposicién de Peirce, que se obtiene a partir de un idempotente del
ilgebra distinto del cero y distinto del elemento identidad. A continuacién

vemos cOmo es esta descomposicion y qué propiedades tiene.



Proposicion 15 Sea A un dlgebra allermaliva con uL
idempotente e 0./, enlonces A es descomponible en vna suma directa de

submoduvlos
A=Ay ¢ Ay < Ay + Ay

donde A; -~ (284 / ea-ja ae-ja) coni,j «lol]. Ademais las

componentes A y cumplen /as relaciones;

Aydy € Ay A,;,-A// C A,

coni*j ij «{0/]

En un ilgebra arbitraria pueden ser considerados los tres
subconjuntos basicos centrales:
N(A) = (usA /[u, A, Al =[A,u, Al =[A, A, u] = 0) (centro asociativo)
K(A) - { keA / [k, Al - 0) (centro conmutativo)
Z(A) = N(A)nK(A) (centro)

BProposicion 1.6 (ver [55/)  Sea A un dlgebra alternativa.
Entonces N(A ) Z(A), K1A) son subdlgebras y 3 K(A) C NA)

Corofario [.7: 57 A es una @-dfgebra allernaliva y conmuialiva y

1/ 3&® entonces A es asoaliva.

En un dlgebra alternativa se comprueba ficiimente que el

producto de dos ideales vuelve a ser un ideal.



Un élgebra se dice simple si es de cuadrado distinto de cero y es

sin ideales propios.

Teorema 1.8 (ver [55/] Si A es un dlgebra simple, entonces
ZIA) = 0 6 Z(A) es un cverpo.

Un ilgebra A sobre F se dice central sobre F si Z(A) = F

Se denota por D(A), y cuando no hay fugar a confusion también
D, el ideal generado por el conjunto [A, A, A] de todos los asociadores. Este
ideal recibe el nombre de jdeal asociador y claramente es el menor ideal

cuyo cociente es un algebra asociativa.
Proposicion 1.9 (ver[55)) D(A)=[A A AJA#~A*[4 A A/
Llamaremos a cada ideal contenido en el centro asociativo un
ideal nuclear, y al mayor ideal nuclear el pucleo asociativo de A. Lo
denotaremos por U(A), y también si no hay lugar a confusién por U.

Proposicion 110 (ver [55)) UlA)=(xre& A/ 4% CNAY

Proposicion L1L DU~ UD=0

Una aplicacioen n: A —s F donde A es un dlgebray F un



cuerpo se dice una forma cuadratica si:

(1) n(x) =A2 n(x) con xeA AeF

(2) lafuncién f(x,y) = a(x + y) - n(x) - nly) es una forma bilineal
en A

Una forma cuadratica n(x) es l(lamada esirictamente no
degenerada si la forma bilineal simétrica f(x,y) correspondiente a ella es no
degenerada.

Un édlgebra A sobre un cuerpo F con forma cuadritica n(x) es
llamada un algebra de composicién si:

(1) n(xy) = n(x) n(y)

(2) Ia forma n(x) es estrictamente no degenerada

(3) hay un elemento | en A

Lema l /. Sea A un igebra de composicion. Entonces A es urn
algebra alternativa y cada elemenio procedente del ijgebra A salisiace una

ecuacion cuadritica con coeficientes en F (que esx2- f(1.x)xr + n(x) = 0)

Un endomorfismo p de un espacio vectorial A es llamado
involucion del ilgebra A si p(p(a))=a y p(ab) =~ p(b)pl(a) para cada
abeA

Sea A un dlgebra, sobre un cuerpo F, con elemento identidad 1 y
con una involuciéon a—>4 donde a+ 3 ai e«F paracadaaeA. Por
medio del llamado proceso de Cayley-Dickson se construird una nueva
ilgebra con involucién la cual contiene a A como subadlgebra. Ademas si la
dimension del algebra A es igual a m, [a dimension de la nueva algebra

sera 2m.



Fijamos 0 = @ « F y denotamos (A, a) = {(a;, 3,)/ a;sA). Definimos
en (A, a) las operaciones suma componente a componente, multiplicacion
por un escalar componente a componente, y multiplicacion interna:

(a,a)) (a5 a)=(ajaz+aazd,, djaz+aza,)

Como es ficil ver (A, a) es dlgebra sobre F. El elemento (1,0) es un elemento
identidad de (Aa). El conjunto A= { (a,0) / aeA} es una subilgebra de
(A), isomorfa a A. Sea v= (0,1). Entonces vZ= a(1,0), vy (A) es una suma
directa de los espacios vectoriales A“y vA". Si identificamos A" con A, los
elementos del dlgebra (A, a) son representados en la formaa-a,;«va,,
donde los a; & A son univocamente determinados por el elemento 1, yla
multiplicacion en (A a) es dada por:
(a;+ vay)(ag+va))=(ajas+aazd))+ alijag+aza,)

Dadoa= a;+ va,s(A a) tomar 4~ &;- va,

Lema 22 (ver [55/) La aplicacion a—> 2 es una involucion
del dlgebra (A, @) Ademis a+ 4, a3 &«F paracada 2€(4, al 55/a
forma cuadritica n(a) - ad es estriclamente no degeperada sobre A,
entonces /a forma cvadrilica nla) = ai  es estrictamente no degeneradi
sobre (A, a)

Lema 2.3 (ver [5S)) Si A es una dlgebra de composicion,

entonces (A, @) es un ilgebra de composicion si' y solo s7 A es asocialiva.

A continuacion se dan ejemplos de dlgebras de composicion.
Posteriormente se vera que estos son los Gnicos posibles. Como puede

observarse cada uno de estos ejemplos se obtiene del anterior aplicando el



proceso descrito mas arriba, que recibe el nombre de proceso de
Cayley-Dickson. Una reciente generalizacion de tal proceso es llevada a cabo

por Wene en [52].

Eiemplos:

I) Fcuerpo con car F# 2 y n(a) = a2 para cadaa e F. (Si car F= 2
F no es ilgebra de composicion ya que la forma bilineal asociada a n no es
estrictamente no degenerada).

INK(p)~F+Fv, dondev2= v +p y 4p+1#0 y dondeF
es un cuerpo arbitrario y p &« F | la involucion es de manera que la imagen
de a+Bv, es a+p-Pv,,ylaforma cuadritica n(a) - ad. Si el polinomio
12-x es irreducible en F[X], entonces el algebra K(i) es un cuerpo
(extension separable cuadritica de F), de otro modo K(u) = F @ F. Si la
carF#2 entonces el elemento v = v, - 1/2 satisface la ecuacion v? - a
donde a=1/4 (4p + 1) + 0. En este caso K(y) = (F, a). Reciprocamente si F es
un cuerpo de car F * 2 entonces el algebra (F, a) es un algebra del tipo I1).
En efecto tomando v, = v+ 1/2 se obtiene v{?= v, + (a-1/4) y ademis
4(a - 1/4) + p = 4o+ 0. También la imagen por la involucion del elemento
y+Pv, esiguala(y+B)-Bv,.

1) Q(uB) = ( K(), B ) con B#0. Es el ilgebra de cuaterniones
generalizados., Como es ficil de ver Q(uB) es asociativa pero no
conmutativa.

IV) Clp.B.y) = (Qw.B), y) con y#0. Es el dlgebra de Cayley-Dickson.

Es facil verificar que no es asociativa.



Zleorema 2.3 (ver [55/) Sea A un dfgedbra de composicion,
Enlonces A es isomorfa a una de [as dlgebra anteriormente citadas de fos
Lupos I-1V.

Es facil probar que en un ilgebra de Cayley-Dickson C(pB.y) sobre
F cuerpo de car F # 2 es posible elegir una base eo~l. e, .., e, con la

siguiente tabla de multiplicar:

e! Q 33 (182 85 084 ‘e7 ‘036

€4 | € € © ¥ Y Y vy
€ e; Peg Bes ve, -ve; By -Pre

e-, (!e6 ‘ﬁes w94 ‘{33 'de2 p‘{ei aﬁy

dondea = (/4 (4p+1)# 0.

JTeorema 24 (ver [557) Sea A un dlgebra de composicion sobre
un cverpo £ 857 d(A) >  entonces lambién NA) - F
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Lema 25 Sea A un dlgebra de composicion. Las sigurentes
condjciones son equivalentes:
(2) p(1) = 0 para algun 140 perleneciente a A

(b) hay divisores de ceroen A.

Un ilgebra de composicion satisfaciendo (a) 6 (b) se dice

indida.

Lewa 26 (ver [55/) (n dlgebra de composicion A es escindids

87y solo si A conliene un idempotente e # 0, /.

Teorema 27 (ver [55)) (Cualesquiera dos dlgebras de compo-

sicIon escindidas y de la misma dimension sobre un cuerpo F son /somorfas,

Veamos con mds detalle Ia estructura de las algebras de
composicion escindidas.

Es claro que K(0) & F @ F con el isomorfismo a + pv (—{ a + B, ).

Considerar ahora el ialgebra de matrices de orden 2x2 con
elementos en F. Este algebra es de composicién con respecto a la forma
cuadritica n(x) - det (x). Como hay divisores de cero, este algebra es
también escindida. Por el teorema anterior Q(0,1) & M,(F). Este isomorfismo

se puede establecer directamente asi:

a+P Y+9
Y «a

a+Pv +yV,y+ 8V, V) —3 li

Considerar el dlgebra de Cayley-Dickson C(0,1,1). Hemos probado



1

ya que C(0,1,1) & My(F) + v My(F). LLamar x4~ €,y, Xy= €49 V;=€3y. Yo~
e,; donde (e, , €5, €,y , &y, } son la base del ilgebra de matrices M,(F).
Llamar 1= veyy, = Ve, I3~ Vey, Y3~ -Ve,, . Entonces C(0,1,1) tiene por

base (x5, X;, X;, X3,Yy,Yy. Y2, Y3 ) cuyatabla de multiplicar es:

TABLA I

I 0O v3 V2 1 X4

I V3 0y 1 Xy

X3 Y2 V4 I3 0 Xy
Yo 0 O Yo Vi Y2 V3

Yy Y. Yo O O O O 1 -1
Ys y, O Yo O 0O -x; O I,

A continuacidon se dan algunos resultados referentes a la
estructura de las algebras alternativas simples y semisimples.
Jeorema 3l(ver [55/) (Zbeviakov) Un dlgebra alternativa

conmulativa simple es un cuerpo.
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JTeorema 3.2 (ver [21] [22] [38)) (Kleinfeld) Sea A un ilgebri
alternaiiva simple que no sea asocialiva. Enfonces A es un gebra de

Cayiey-lick son sobre su ceniro,

Un dlgebra A se dice un dlgebra con divisioén si para cualesquiera

abseA con a#0 cada una de las ecuaciones ax =b , ya=b esresoluble.
Si cada una de estas ecuaciones con a * 0 tiene soluciéon Unica y A tiene

elemento identidad, entonces A se dice algebra de division.

Corolario 3.3 (Bruck, Klemfeld Skorniakov) Sea A un dlgebra
affernaliva con division que no sea asocativa. Entonces A es un ijgebra de

Cayley-hck son sobre su centro.

Un algebra alternativa A se dice semiprima si no posee ideales

distintos de cero de cuadrado cero.

Un dlgebra alternativa A se dice puramente alternativa si U=0.

JTearema 3.4 (ver [40)) Sea A un dlgebra affernativa semiprims
y puramenle allernaliva cumpliendo :

(2) Cada ideal no cero de A conliene un ideal minimal de A

(B) Cada cadena esirictamente decreciente de sumas directas de
Ideales de A es finila.

Entonces A es expresable de modo vnico salve ef arden como vna
suma de ilgebras de Cayley-Dickson.
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Teorema 35 (ver [40)) Sea A un anillo semiprimo cumpliendc
/2 condricion de cadena descendente sobre ideales a derecha Entonces A es

expresable, de modo unico safvo el orden, como una suma directa de

fdeales A =~ A,® .. ® A, donde cada A; ¢ es un algebra de

Cayley-Lickson 6 un anillo asaalivo ariiniano simple.



CAPITULO 1

ISOMORFISMOS DE RETICULOS DE ALGEBRAS
ALTERNATIVAS.

I fuccié

Dada un dlgebra A sobre un cuerpo F es conocido que el conjunto
de todas las subalgebras de A tiene estructura de reticulo. A este reticulo lo
denotaremos B(A). Sea B otra ilgebra sobre el cuerpo F. Por un isomorfismo
de reticulos, 6 B-isomorfismo, del dlgebra A en el dlgebra B entendemos
una aplicacion biyectiva ¥: B(A) —— B(B) tal que ¥(A VA, )=¥(A[IV¥(A,)
y ¥(A;NA,) -¥(A)N¥(A,), siendo A,y A,subidlgebras de A.

Nuestro interés estd puesto en el estudio de los isomorfismos de
reticulos de algebras alternativas. Se trata de investigar la relacion
algebraica de dos algebras alternativas &-isomorfas.

Aqui se resolvera el problema cuando A es un ilgebra simple no
de division finito dimensional, es decir, si A es un ilgebra de matrices
cuadradas M (D) con n>2 y D un anillo asociativo de division ¢ si A es un
algebra de Cayley-Dickson escindible. Entonces demostramos que B = M, (A)
y que salvo para el caso A= M,(D), B es semiisomorfa a A . Cuando A es un
ilgebra de division central no asociativa, es decir, un algebra de
Cayley-Dickson de division sobre F, se demuestra que B ha de ser un
ilgebra de Cayley-Dickson 6 una extension puramente inseparable de F de

dimension p3 con p = car F. En el caso de que A sea un ilgebra finito
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dimensional semisimple se extienden los resultados de Barnes [7] para
algebras asociativas y se deduce que B ha de ser también semisimple, y que
las imdgenes por ¥ de los sumandos directos simples de A de dimensidén

mas grande que uno vuelven a ser sumandos directos simples de B.

: ebras alterpativas co it e fia.

Comenzaremos nuestro estudio con la siguiente proposicién que

extiende el resultado asociativo (ver [7], §3).

Proposicion 1./: 57 A es un dlgebra allernativa y /(A ) es finila,
enlonces d(A) es finita,

-Demostracion-

Sea R=R(A), el radical nilpotente del algebra A.

Veamos que d(R)= I(R).

Como R es nilpotente existe ne2 tal que R**! ~ 0. Se tiene asi la
cadena 0 < R+l ¢ . < R%¢ R. Notar que Ri/ Ri*! es un ilgebra cero (es
decir de cuadrado cero). Entonces cada subespacio de Ri/ Ri*! es una
subilgebra y por tanto I Ri/ Ri*1) = d(Ri/ Ri*1). Pero I(R) > T I(RI/RI*!)
v d(R)= 3 d( Ri/Ri*1) = 3 1( RI/Ri*! ) . Luego I(R) > d(R). Asi l(R)= d(R) y d(R)
es finita, en particular.

Bastara con ver ahora que d(A/R) es finita, 6 equivalentemente
que d(A) es finita si R=0.

Si A tiene radical nilpotente ceroy 1(A) es finita, se puede aplicar

el Teorema 3.5 de Cap. 0 v asi A es expresable como suma directa de
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ideales A-A®. . ®A , de manera que los A, son algebras de Cayley-
Dickson sobre su centro 6 dlgebras asociativas simples de longitud finita.
Barnes (ver 82 de [7]) demostré que las dlgebras asociativas simples de
longitud finita son de dimensién finita. Los A;, que sean dlgebras de
Cayley-Dickson serdn dlgebras de dimensioén 8 sobre un cuerpo K; extension
de F. Basta entonces ver que K; es extension finita de F. Para ello sea t «K
y Flt] el dlgebra de polinomios en . Si t fuese trascendente sobre F se
tendria que I(Flt]) es infinita, contradiciendo que I(A) es finita. Por tanto K,
es extension algebraica de F. Pero K; es un digebra finitamente generada

sobre F. Luego K es extension finita de F.

Lema 12: Sil(A) =1, entonces d(A)= 1.

-Demostracion-

Si A es nilpotente, como en fa demostracion de Proposicion 1,1 se
ve que d(A) = I{A) - 1. Si A no es nilpotente posee un idempotente e (ver

Proposicion 3,3 de [36] ) . Pero (e) es una subilgebra de A y asi A= (e).

Las subalgebras minimales de un dlgebra A son generadas por
idempotentes o son dlgebras cero. Las algebras de division al no poseer mis
elementos nilpotentes e idempotentes que 0 y | poseen una sola subilgebra

minimal. Ahora bien, {son las Unicas?:

Lema [.3: 57 A es dgebra con d(A) finita y una vnica subilgebra
minimal, entonces A es nijpolente 6 de division
-Demostracion-

Si A no es nilpotente, contiene un idempotente que genera la
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Unica subaigebra minimal de A. En este caso R(A) = 0, ya que si no A tiene
dos subalgebras minimales. Entonces A es suma directa de dlgebras simples.
Pero cada uno de los sumandos directos simples de A contiene una
subdlgebra minimal. Por tanto A es simple. Si AaM (D) (ilgebra de
matrices cuadradas nxn sobre el anillo de division D), es claro que n=1.Si A
es un algebra de Cayley-Dickson, puede ser de division o con divisores de
cero. En este Ultimo caso, por la tabla de la pagina 11, A poseeria mas de

una subalgebra minimal. Luego A es ilgebra de division.

Lema [.4: (3] Sea M, (F) el dlgebra de malrices 2x2 sobre e/
cuerpo £ entonces i M, (F)) = 4.
(b) Sea C un djgebra de Cayley- Dickson central sobre
cverpo F, entonces i) si Ces de division C/=4 y ii) si C es esaindida /(=7
-Demostracion-
(a) Si denotamos {e,;. e, €, €;,) la base del algebra de
matrices, es claro que se puede construir la cadena de subilgebras:
0 < (e < (eyy ey) = (e e €py) < legy ey e ey)
(b) i) Racine demostré en Teorema 5 de [33] que en este caso las
subilgebras maximales de C son dlgebras de cuaternios de division. Un
algebra de cuaternios se obtiene a partir de una extension cuadratica de F
aplicando en un paso el proceso de Cayley-Dickson descrito en el Capitulo 0.
Ficilmente se comprueba que en el caso de ilgebras de cuaternios de
divisién no existen subilgebras entre una subilgebra extensién cuadratica
de Fy el dlgebra de cuaternios. Asi en este caso H{C)=4.
ii) Atendiendo a la TABLA Il y al Teorema 5 de {33} podemos

comprobar que la siguiente cadena es de subdlgebras y es irrefinable
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Os(yo)s‘(yo,yl)s(Yu,Y,,12)5(10,12.}’0.}’,)s‘

(10.12,13,}’0,}’,) 5(10,12.13,Y0.Y,.Y2)5C

Lema 1.5 Sea A dlgebra semisimple con (4] s 3. Fnionces 4 es
una suma directa de ijgebras de division asocialivas,

-Demostracion-

Por ser A semisimple es suma directa de algebras simples.
Aplicando ahora el Lema 1,4 es facil deducir que cada sumando debe ser un

algebra de divisién asociativa.

Lema [ 6 57 NANZ y A tiene af menos dos subilgebras
minimales, entonces d(A /=2,

-Demostracion-

Si A es nilpotente d(A) = I(A) = 2, segun demostracion de
Proposicion 1,1. Si A no es nilpotente, entonces {( R(A) ) =0 6 I(R(A}) =1,
Sil{R(A)) =1, entonces I{ A/ R(A))=1.Asi d(R(A))=d( A/R(A)) =1 por
Lema 1,2. Luego d(A) = 2. 5i I{ R(A) ) = 0, entonces A es semisimple. Asi A
es suma directa de dlgebras de divisién asociativas por Lema 1,5,y como A
tiene al menos dos subilgebras minimales no puede ser dlgebra de division.
Asi A =D @D, con D, D, dlgebras de division. Ahora I(A) = 2, (D) =
(D) = 1, luego d(D;) =d(D, ) =1, y por tanto d(A)=2.

Finalmente se obtiene la clasificacion de todas las ilgebras
alternativas de longitud 2. Se observard que todas ellas son asociativas
(algo que realmente ya pudo deducirse de los resultados anteriores), lo que

determina un criterio de asociatividad para algebras alternativas: "Cada
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ilgebra alternativa de longitud dos es asociativa“. Aportaciones en esta
linea pueden verse en los trabajos de Kleinfeld [23] v [24], Hentzel y
Piacentini [19], Polikarpov {31], etc...

Lema [ 7 Sea k ef cardinal de F Suponer (A) = 2. Entonces A es

Isomor/a g una de /[as dfgebras listadas en /a labla sigurente:

Tipo Relaciones definidoras MR de subilg. minimales
/ Lrrension de F con F subdle marimal /

/4 AW SV o/ B LR | R /

7 a) ler) €= r?=0 er=re=0 2

76 (er) e?=e r?«0 er=re=r 2

v F&F ... . J

V (a,,3,), a3 =0 ¥ij.. £+]

Vi al ler) e?~e r?=0 er=r,re=0 k+/

VI b/ ler) e?=¢ r?=0 er=0re=-r b/

-Demostracion-

Puede ocurrir que A tenga sélo una subilgebra minimal 6 que
tenga al menos dos. En el primer caso es dlgebra de division ¢ nilpotente y
en el segundo d(A) = 2. Luego el asunto se reduce a que A es de division 6
d(A) = 2.

Si d(A) - 2, entonces d(R(A) ) = 0, 1, 2.

i) Supongamos que A es dlgebra de division. Sea | la identidad de
A. Entonces F.1 es la unica subilgebra minimal de A. Como I{A) = 2, existe

teA tal que t ¢ F.1. Asi A = Flt], el dlgebra de polinomios en t, y es por



tanio conmutativa. Entonces A es extension de F y F es su subilgebra
maximal.

ii) Supongamos que A es semisimple, pero A no es ilgebra de
divisién. Por Lema 1.5 AaF@®F . Sie, e, son las identidades de los dos
sumandos directos, se ve ficilmente que (e, ), (e, ), (¢, + e, ) son todas las
subalgebras minimales de A.

iii) Si d( R(A) ) = 1, se tiene R(A) = (r) para alginr y r2 - 0. Ya
que A no es nilpotente, A contiene un idempotente e y asi A - (e, r). Como
(r) esunideal,er =ir y re = pr para A, p«F. Pero

eler) = Aer = A2r =(ee) r ~ er = Ar.

Asi 2=0,1 ysimilarmente p= 0, 1. Se tienen por tanto 4 tipos
de algebras que corresponden a 111 a), 111 b), VIa), VI b).

Veamos sus subilgebras minimales.

A tiene k+1 subespacios vectoriales uni-dimensionales: (e + 8r) y
(r) con 8eF. El subespacio (e + 0r) es una subalgebra si (e + 6r)2 « (e + 6r).
Pero

(e+0r)2=(e+0r){e+Br)=e+Bre+Ber=e+8@A+p)r
Asi (e + 0r) es una subalgebra si y s6lo si 8 & + p) = 8. Esto es si 8=0 0 si
A+u=1. Si A es del tipo III, entonces A+u=1 y sblo hay dos subaigebras
minimales de A que son (e), (r).Si A es de tipo VI entonces A+p=1. Asi
(e + 6r) es subalgebra para todo 6eF y A tiene k+1 subdlgebras minimales.

iv) Supongamos que A es nilpotente. Entonces 6 A es dlgebra cero
y cada subespacio de A es una subilgebra 6 A2=(b) para algin b=0. En este
segundo caso A = (a, b). Como A3 < A2 se tendra A3 - 0. Asiab = ba = b2 = 0.
Ya que A no es algebra cero, a2=0 y asi AZ - (a). Luego A responde al tipo I1

y tiene una Onica subalgebra minimal.



Supondremos a lo largo de todo este parrafo que la caracteristica
de F es distinta de dos.

Vamos a estudiar las ilgebras B-isomorfas a un ailgebra de
cuaternios de division central. Este es un primer paso necesario antes de
abordar el estudio de las dlgebras alternativas 8- isomorfas a un ilgebra de
Cayley-Dickson de division.

Sea Q un algebra de cuaternios de division central sobre F. Su
dimension como espacio vectorial sobre F es 4 y 1(Q) = 3 (ver Capitulo 0, §2).
Podemos encontrar una base { ey, €[, e,, €3} cuya multiplicacién es como la
de los elementos ( ey, e[, €5, ;) de 1a TABLA [ de la pagina 00. Q es un
ilgebra de composicion asociativa y no conmutativa. Tiene solamente una
subalgebra minimal y las subilgebras con longitud dos son extensiones
cuadraticas de F. Como la caracteristica de F es distinta de dos, estas
extensiones son de la forma ( eg, A;e, +A,e,+25e5) condy, Ay, A, &F. Dos
de estas subilgebras diferentes generan toda el dlgebra de cuaterniosy su
interseccion es F. Es ficil ver que F es un cuerpo infinito por el Teorema de
Wedderburn y por ser Q un digebra de division no cuerpo.

Sea A un algebra B-isomorfa al digebra Q. A tiene solamente una
subilgebra minimal y por Lema 1,2 A es nilpoiente o un algebra de

division.
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Lema 21 A es nipotente y LB~ isomorfa a () si'y solo si A) =
dlA) = 3y A liene una base {3, b, ¢l con tabla de mulliplicar:

TABLA 1]
a b <
alc ¢c 0
b0 yc 0
cl|lo0 0 0

con p=0 y enlonces y € (F*) 2, siendo F un cverpo en que Iz
ecuacion X2 = -1 no liene solucion.
dcon ¢=1 y entonces yeF” y es lal que en Flz ecvacion

X2+ ¥+y=0 potiene solvcion.

-Demostracion-

Si A es nilpotente y B-isomorfa a Q, {(A) = d(A) = 3. M. I. Badalov
demuestra en [S] que todas las ilgebras alternativas nilpotentes con
dimensién < S son asociativas. Kruse y Price (ver Teorema 2.3.6 en [26])
describen todas las dlgebras asociativas nilpotentes de dimension 3,y dan 6
posibles casos de dlgebras no isomorfas. Asi si A es un ilgebra alternativa
nilpotente de dimensién 3, podemos encontrar una base { a,b, ¢} con c€

Ann(A) tal que se cumple una de las siguientes condiciones:

(1)a2-b2=ab=ba=-0 (ilgebra cero)
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(2)a%-b2=0, ab=~-ba=c

(3)a2~c,ab=ba=b2~0

(4)a2=c,ab=ba=0, b2=y , dondey esun representante
prefijado del coconjunto (F*)2 en F*.

(5)a2=ab=-c,ba=0,b2=y paraalginyseF

(6)aZ=b,a3=c,at=0

Sélamente los tipos (4) vy (5) pueden corresponder a un algebra A
L-isomorfa a Q, por poseer A una Unica subilgebra minimal. Por esta
misma razén, en ambos casos, es necesario hacer restricciones sobre el
cuerpo F, de modo que no existan elementos de 1a forma a + pb que sean de
cuadrado cero, y que generen asi mas subalgebras minimales. Estas
restricciones son como ficilmente se comprueba, en las de tipo (4), que la
ecuacion X2 - -1 no tenga solucion en F, y en las de tipo (5) que 0=y sea tal
que tampoco la ecuacion X2+ X +y = 0 tenga soluciéon en F.

Reciprocamente, vamos a demostrar que A es B-isomorfa a Q. A
tiene una Unica subalgebra minimal (c). Las subilgebras con longitud 2 son
{c, a+Ab) v (c, b) con A«F. Se observa que dos subilgebras diferentes de
longitud dos generan el algebra A y su interseccion es (c). El cardinal del
conjunto 8 = { A;<A / I(A}) = 2}, que denotaremos |8}, por ser F un
cuerpo infinito es igual que el cardinal de F, que denotaremos | F|. Pero
T-(S < Q/ US)=2)= ((egAje;+Aep+ Ayes) /Ry Ry Ay@F) y asi |Fl<
181« FxFxF|=|F| Por lotanto existe una aplicacion biyectiva de T en
8. Ahora podemos construir el B-isomorfismo y: B(Q) —> B(A} tal que
w(leg))=(c) , ¥(S)-¢(S) siSeT , wQ)-Ay w(0)=~0.
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Lema 22 Sea A un dlgebra de division L-isomor/a a () Entonces
A cumple una de Jas siguientes condicriones:

(2) A es una extension del cuerpo F, puramente inseparable y p £

dimensional con p = car F.

(b) A es un dlgebra de division asociativa ceniral con dimensron
m?, donde m es [a dimension de /as subilgebras de A de fon-
giwd 2. Todas estas subdlgebras serdn estensiones del cuerpo
F y al menos una de elfas separable.

-Demostracion-

Si A es un algebra de division, el centro de A puede ser F, una
subalgebra de A con longitud dos o todo A. Como todas las subdlgebras con
longitud dos son maximales, si el centro es una subalgebra de este tipo, A es
un cuerpo. Asi i) A es un cuerpo oii) A es un algebra de divisién central.

Por Lema 1,7 todas las subilgebras de A con longitud dos son
extensiones del cuerpo F sin subcuerpos intermedios. Asi en una de estas
subalgebras el conjunto de todos los elementos separables sobre F es F o
toda la subilgebra. Por lo tanto las subilgebras de A con longitud dos son
estensiones separables 6 puramente inseparables de F. Denotaremos por ¥
el B-isomorfismo de Q 2 A. Consideremos ¥ (e, e;) , ¥ (e, &;) , ¥ (&g, €5) .
Dos de ellas serin del mismo tipo, es decir, separables 6 puramente
inseparables.

i) Supongamos que A es un cuerpo. Si dos cuerpos intermedios
entre Fy A son extensiones separables de F, por ejemplo ¥ (ey, e/) v

‘Y(eq. €,) . A es una extensién de F finito-dimensional separable. Como F es
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un cuerpo infinito, seglin se argumenta al principio del parrafo, y Q tiene
como subdlgebras a las de la forma (eg, e+ A e,+ A,e5) con A, X, & F, que

son un numero infinitlo, entonces A tiene un nimero infinito de
subalgebras. Sea ahora L la clausura normal de A, la cual es también una
extension de F separable y finita , por serlo A. L es asi una extension de
Galois de F. Su grupo de Galois es un grupo finito y por lo tanto tiene un
numero finito de subgrupos que es el mismo que el nimero de subcuerpos
de L. Pero hemos visto que A tiene un numero infinito de subcuerpos con
fongitud dos, luego hay una contradiccion. Asi todos los subcuerpos de A
son extensiones puramente inseparables de F. Como ¥(ey, e/), ¥ (e, €,)
son sin subcuerpos intermedios, tendran d (¥ (ey. €,) ) = d( ¥ (eg, €,) ) = p

con p=carF y asi A es p2-dimensional sobre F.

ii) Supongamos que A es un ilgebra de division central. Sera
asociativa porque su longitud es 3 y la longitud de un dlgebra de divisién
no asociativa central es 4 {ver Lema .4). Por 13.1 en [32] cada subcuerpo
maximal de A serd m-dimensional con d{(A) = mZ Pero no todos los
subcuerpos maximales pueden ser puramente inseparables porque por 13.5

en |32] A seria igual a F.

Damos a continuacién un ejemplo que demuestra que existen
extensiones de F, puramente inseparables, con reticulo de subalgebras
L-isomorfo a Q.

Eiemplo; Sea 25( X. Y) el cuerpo de ias funciones racionales en X
eY sobre el cuerpo de 5 elementos. Sea la extension Zq( X, Y) ( VX, WY ).
Es un algebra sobre 25( X, Y) con dimension 25. Todos los subcuerpos

intermedios entre Zy( X, Y) y (25( X. YD ( 3vX, 3VY ) son las subdlgebras
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con longitud dos. Todos son extensiones 5-dimensionales de 24( X, Y) y
cualesquiera dos diferentes de ellos generan (Z4( X, Y)) ( 3¥X,3VY )y su
interseccion es F. Sea Q un dlgebra de cuaternios de divisién sobre (24(XY)),
entonces (25( X, Y)) ( 3¥'X, 3¥Y ) y Q son B-isomorfas.

: Algebras alternativas &-iso S ilgebra de

Cayley-Dickson de divisién central.

A lo largo de este parrafo supondremos que la car F + 2,

Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson de divisiéon central. Hemos
visto anteriormente que 1(C) = 4 (Lema 1,4) y sus subilgebras maximales
son algebras de cuaternios de division. Las subalgebras con longitud dos
son (eg, ki€ + 2,69+ Aye3+ A8+ Ages+ Aeeg+ 85 ) cond; € F no todos cero.
Como C es un dlgebra de division tiene una Gnica subalgebra minimal, F. Por
la TABLA 1, podemos comprobar que dos subalgebras con longitud dos
distintas generan un dlgebra de cuaternios de divisién.

Supongamos que A es un ilgebra alternativa sobre F y que existe
un B-isomorfismo ¥: B(C) — B(A). A tiene una Onica subilgebra minimal

y por Lema 1,3 A es un algebra de division o un algebra nilpotente.

Lema 3.1 Sea A un dlgebra de division que no es una extension
puramente inseparable. Entonces A es un dlgebra de (ayley-Dickson de
drvision cenlral

-Demostracion-

Si A es un dlgebra de division su centro puede ser F, un ilgebra
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con fongitud dos, un algebra con longitud tres o todo A. Las subaigebras con
fongitud tres son maximales y asi si Z(A) fuese una subdlgebra con longitud
tres, lendriamos que Z(A) = A.

Supongamos que A es un cuerpo. Sea Q una subailgebra maximal
de C. Sabemos que Q es un ilgebra de cuaternios. ¥(Q) es un cuerpo por ser
A cuerpo. Por Lema 2,2 ¥(Q) es una extensién puramente inseparable de F
de dimensiéon p2, con p=car F. Como esto ocurre para cada subilgebra
maximal de A, todas las subilgebras de A con longitud dos seran
extensiones puramente inseparables de F con dimension p. Asi A es una
extensién puramente inseparable de F de dimension p3, lo que es falso, por
hipotesis.

Por tanto Z(A) es una subilgebra con longitud dos o es F. Si
1(Z(A))=2, podemos suponer Z(A)=¥(eq.e,) (por el proceso de Cayley-Dickson
esto no es una pérdida de generalidad). Se observa que para cada Q < C tal
que 1(Q)=3 vy (eqe;) < Q, ¥(Q) es un cuerpo porque ¥(eye) es una
subilgebra maximal de ¥(Q). Por Lema 2,2 ¥(Q) es una extensién de F
puramente inseparable de dimensién p?, con p=car F. Ahora vamos a
demostrar que cada subilgebra propia de A es también una extension
puramente inseparable de F. Comenzamos con las subilgebras de longitud
2. Sea S=¥ (eg, A,€,+ Ayey* Agest Ao g+ Aseet A€q + A8, ) UNa subilgebra de
A con longitud dos, donde A,@ F y para algin i :2 A#0. Entonces
¥(ege,)#S. Asiexiste Q<C tal que 1(Q)=3 y ¥(Q") -Sv ¥leye ). Como
Q’es un ilgebra de cuaternios y hemos visto que ¥(Q’) es una extension
puramente inseparable de F, se tiene que S es una extension puramente
inseparable de F. Asi todas las subaigebras de A con longitud dos son

extensiones puramente inseparables de F. Entonces si Q es una subilgebra
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de cuaternios de C, ¥(Q) es una extension puramente inseparable de F, por
13.5 en {32] y Lema 2,2. Consideremos ahora A como un algebra sobre su
centro ¥(ey.e, ). Es un dlgebra de division que sera asociativa, puesto que su
longitud es 3. Pero entonces A es un dlgebra central sobre ¥(e,e) y todas
sus subalgebra son extensiones puramente inseparables. Por 13.5 en [32]
A= ¥(eqe() . lo que es falso. Por lo tanto A es un dlgebra central sobre F.

Asi A es dlgebra de division central sobre F y su longitud es 4. Si
demostramos que A no es asociativa, A serd un dlgebra de Cayley-Dickson
de division. Supongamos que A es asociativa. Cada subailgebra maximal de
A es imagen por ¥ de una subailgebra de cuaternios de C. Por Lema [,8 las
subalgebras maximales de A son:

6 (a) extensiones puramente inseparables del cuerpo F con
dimensién p?,

6 (b) dlgebras centrales asociativas de division con dimension
m?, siendo m la dimensién de cada subalgebra con longitud 2, subalgebras
que han de ser todas extensiones del cuerpo F y ademas alguna de ellas
extension separable.

Por tanto se tiene uno de los tres casos siguientes.

(1) Todas las subalgebras maximales de A son del tipo (a).
Entonces por 13.5 en [32] tenemos que A-F. Falso.

(2) Todas las subilgebras maximales de A son del tipo (b).
Entonces los subcuerpos maximales de estas subilgebras maximales seran
m-dimensionales. Como A es un ilgebra asociativa de division central, A
tiene dimensién n? con n la dimensién de los subcuerpos maximales de A
(ver 13.1 en [32]). Asi n-m, lo que lleva a una contradiccion.

(3) Existen subdlgebras maximales de tipo (a) y de tipo (b). Sea
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#(Q) una del tipo (b). Entonces existe ¥(K) < ¥(Q) tal que ¥(K) es una
extension separable de F. Si ¥(K) es un subcuerpo maximal de A, como A
tiene dimension n? con n Ia dimension de cada subcuerpo maximal de A,
A-¥(Q), lo que es falso. Por lo tanto existe ¥(Q') extensién puramente
inseparable de F con dimension p? tal que ¥(K) <¥(Q’). Contradiccion
porque ¥(K) es una extension separable.

Por lo tanto A es alternativa y no asociativa, y asi es un ilgebra

de Cayley-Dickson de division central.

Lewa 3.2 Sea C un ifgebra de Cayley-Dickson de division centra,
sobre F, cuerpo con car Fel. Enlonces exssten subilgebras marimales de
Q yQ talesque 0 NQ = F

-Demostracion-

Consideremos la base de C (e, e, e, €3, €, e, € e} que
aparece en la TABLA I. Tomemos:

Q- {eg. €. €, €3) Q"= (e, &4, € + €4, €5 + Ye,)

Si O'NQ”=B donde I(B)=2, tendremos

B~ (eg desA(e+eg) 4plegrye,)) con 8,2, peF notodos cero.

Pero como B < Q“ tendremos que &§=2A=p=0. Contradiccion.

Lema 3.3 No exisie ningun ilgebra nilpolente B-isomorfa a C

-Demostracion-

Suponer que A es un dlgebra nilpotente y ¥: B{C) — B(A) es el
B-isomorfismo. Sea A'= ¥( e, €,. €,, €5 ). A" es nilpotente y por Lema 2.1
tiene una base {a, b, ¢) con tabla de multiplicar como la que alli aparece.

Observamos que, como C tiene la propiedad de tener una unica
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subaigebra minimal, A tendri que tener una séla subilgebra minimal, que
es también subilgebra minimal de A”. Esta subalgebra es (c).

Sea A“ < A tal que A” no es subilgebra de A"y I{A”) = 2.
Entonces A” = (¢, d;) con d,& A y d,2= Ac con O=AeF. Si ahora consideramos
(ca)v(cd,), tendremos una subdlgebra maximal de A. Por Lema 2,1 y
cambiando d; por un deseable deA, podemos encontrar una base con tabla

de multiplicar:

TABLA IV
a d c
ajc & O
d|{0 pc O con 5=0 y entonces e (F*)2
c|0 0 O 0 con 8=1 y entonces O=yef

Asi A tiene una base (a, b, d, ¢} con tabla de multiplicar:

TABLA V
a b d ¢
ajc o & O
b|0 o« 6 0 8,caF
dj]0 & pc O
c|0 0 0 O

Por Lema 3,2 (eg, e[, e, €5) N (eg ey e +eq gt Ye,) = F. Ahora
suponer ¥ (e, €, € +€q, eg+ Ye) =(c, A;a + A,b + A,d, pa « pyb + pyd) = A

r?r
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coni;p; &F para i=1,2,3 ylosA;, notodos ceroy los j;, no todos cero 'y
no proporcionales a los A;,. Podemos encontrar una combinacion lineal de
Aja+Ab+A,d y pa+pb+pd que sea un elemento no cero de A" Por
lo tanto I(A" N A™) = 2. Contradiccién.

Con los resultados anteriores, puede ya enunciarse el siguiente :

Jeorema 3.4 Sea A un ilgebra allernaliva sobre £, cverpo con
cr F# 2 T-fsomorfa a un ilgebra de (ay/ey-Dickson de division cenlral,
Fntonces A es o un dlgebra de (ayley-Dickson de division central o, si

car F=p > 1, una ertension puramente inseparable de F de dimension )

Corolario 3.5 Sea F un cuerpo perfecto y ¥ B(C) — L(4) ur.
L-rsomorfismo.Si C es un dlgebra de Cayley-Dickson de division central,

entonces A es un ilgebra de Cayley-Dickson de division central.

El siguiente ejemplo demuestra que en una extension de un
cuerpo Fconcar F = p deltipoK = F(a,b,c)con[K:F]=p3 y a? b?, cPeF,
existen subilgebras maximales cuya interseccion es F y otras cuya
interseccion es una subalgebra con longitud dos.

Ejemplo: K= 25( LY.Z)(3WX3WY,3WZl)conF=2,(X. Y, 2)
Tomar A= F(3VZ 3WX3W1+3VY3WI2) y A" =F(3¥X 3VY ) . Entonces
AN A~ =F Tomar B'~F(3vZ3¥X+3¥Y) yB - F(3VX 3VY ). Entonces
B NB'-F(3/X+3Y)



Sea M,(F) el dlgebra de matrices 2x2 con coeficientes en F.

Denotamos por e, la base de M,(F) con la siguiente tabla de multiplicar:

TABLA VI

e ey €2 O 0
e 0 0O ey e
ey | €1 €2 O 0
e 0 0 ey ey

Lroposicion 41 Sea F el cuerpo finito de dos elementos y M -
M, (F) Entonces (e,, + €5, €1, + €75+ €5, ) €5 Una subilgebra marimal de
M y tiene una Unica subilgebra minimal.

-Demostracion-

Considerar 1 ~ e;\+ €55 Y a =€+ €,,+ €, Entoncesal+a+ 1 =0
y el polinomio irreducible de a sobre el cuerpo Fes X2+ X + 1. Asi Fla] =K es
un cuerpo con dimensién 2 sobre F. AdemasK = (e[, + ey, €+ €5+ €3;)
tiene una Onica subidlgebra minimal. Si N es una subilgebra de M
conteniendo a K, entonces N es un espacio vectorial sobre K. Se sigue que Ia

dimension de K sobre F divide a la dimension de N sobre F. Asi 0 d(N) ~ 2 y



N=K 6 d(N) = 4 y N=M. Por 1o tanto K es una subilgebra maximal de M.

Lroposicion 42 Sea yr LM) — LIA) un L-isomorfismo de
dlgebras alternativas sobre el cverpo F y M- M(F) Entonces si ¥ (e, )= A

[=¥e, +e,) eselcentro de A

[2=7

A= Ayf= 0

2 2.
Ay =4y Az =Ay

-Demostracion-

Es claro que [ v A, tiene solamente dos subilgebras minimales.
Por Lema 1,7 Iv A, esconmutativa. PeroI < Z{ I v A}y I <Z(Iv A,)),
por lotanto I < Z{ I v Aj,v Ay)) = Z(A). Como I v Ay, es una dlgebra del
tipo I11, por Lema 1,7, tendremos 1) I12=1 y A[,2<0 6 2) 120y A ;)%=
A, . Veamos que el segundo caso es imposible. Ef aigebra A;, v Ay, tiene
exactamente tres subalgebras minimales. Asisi F= 2, A, v Ay, esdel
tipo IV por Lema 1,7 ,yI?~-1Si F=2Z, por Lema4l K=-(e; +ep.
€, *+ €7+ €;) €s una subilgebra maximal de M con (e, + &,, ) como Unica
subalgebra minimal. Si 12=0, ¥(K) es nilpotente. Entonces I = R(I v A, ) =
R(IV A, )puestoquelvA,yIvA, son deltipo Il Asi I esun ideal
de A=A,V A, Por lotanto { A/R(A)) < 3. Por Lema 1.5 A/R(A) esuna
suma directa de ilgebras de division y asi no tiene elementos nilpotentes.
Entonces todos los elementos nilpotentes de A estin en R(A). Por lo tanto
¥(K) < R(A). Pero A no es nilpotente y ¥(K) es subilgebra maximal de A,
por tanto d{ A/R(A) )= 1, d( R(A)) = K ¥(K) )= 2 y entonces I(A)-3. Pero
esto es falso porque {(A) = (M) = 4, por Lemal,4. Asi 12-1 y A\, = A, 2- 0.
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Finalmente A,V I tiene exactamente tres subalgebras minimales.
Ademis es connmutativa y no nilpotente. Por Lemal,7, A}, v I tiene que
ser del tipo IV. Asi A;,2 ~ A, ¥ por la misma razon A2 - A,, . como

deseibamos probar.

Proposicion 4.3 Sea y BIM) —> L(4) un isomorfismo de
reliculos de algebras allernativas sobre el mismo cuerpo F y M= MAF)
Entonces A # My podemos elegir a; tales gue ( 3,7) - Ay y lafes gue los
a2 § Uenen la misma d /2 opuesta 1abla de mulliplicar gue fos e, 5.

-Demostracion-

Tenemos que A, =R(A;VA,;)=R{AyVAL,) Porlotanto
Ajp s RUAG VAL,V Ay) Cmo Ay v Ay, es dlgebra semisimple,
entonces AV A,V Ay, /R(A[ v A,V A, ) tiene una subalgebra
isomorfaa A\ VA YasiR(A VA, VA,)=Ap,.

Si R=R(A)#0, entoncesRN( A VA ,VAy,lcA,,. SiR N
(A VA RVAR)»O RVIA VA, VA,)=AyasiA/Rs A (VA ,VA,,,
pero esto es imposible porque A, VA ,VA,, tiene radical no cero. Por lo
tantoRN( A VA,V Ay )=A;, Razonando de aniloga forma se llega a
que A, < R, peroentonces A = A, v A, < R. Como A no es nilpotente, se
tiene que R=0. Cada algebra simple que no es un ilgebra de division
contiene una subdlgebra isomorfa a M,(F) 6 es un algebra de
Cayley-Dickson con divisores de cero. Como A es con l(A)=4, tenemos
AzM,(F). La demostracion sigue ahora como en el caso asociativo (ver Lema
10 de [7]).



Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson escindida central y sea A un

algebra &-isomorfa a ella. Se tiene el siguiente:

Jeorema 5./ Sea ¥ L(C) —» LIA) un isomorfismo de reticulos
de dlgebras allernalivas sobre el mismo cuerpo y sea C un dlgebra de
Cayley-Dickson escindida cenlral. Entonces A es tambrén un dlgebra de
Cayley-Dickson escindida ceniral

-Demostracion-

Considerar la base de C de !a TABLA Il. Se observa que las
subdlgebras (xq, -X;, Vo, V(). (Xg. -X5, ¥g. Y2} ¥ (Xg. -X3, Vg ¥3) tienen
generadores cuya tabla de multiplicar es como la de {e,, ,,. ;. €;,). base
de M,(F).

Por Lema 4.3 , ¥ ((xq, X;, V. ¥{)) 8 My(F) y existen zy, z;, wo, W,
pertenecientes a A tal que ¥( (xg) ) = (zg) . ¥((x,)) = (z;), ¥((yq) ) = (wy),
¥( (y,) ) = (w,), con ( zg 2,, Wy, W, ) una base de ¥ ((xy, -1;. Y. y,)) con la
misma u opuesta tabla de multiplicar que { Xy, -1, V. ¥;). Similarmente
exisien z,, w, s A tales que ¥( (x,) ) = (2), ¥({y,) ) - (w;} y donde ( 2,
-2, Wo, W, )} es una base de ¥( (xq, -X,, Yq. ¥,) } con la misma u opuesta

tabla de multiplicar que {3y -X; Vo Yp). Y también existen z;, w,
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pertenecientes a A tal que ¥( (x;) ) = (25), ¥((y3) ) = (w;) y donde { z, -z,
W, W3 ) es una base de ¥( (xq, -X3, ¥, ¥3) ) con la misma u opuesta tabla de
multiplicar que (xg, -X3, Yo, V3) .

(1) Demostremos ahora que la subilgebra ¥({x,, 1, Yy;)) es
nilpotente y con dimensién tres y ademds que { 2, z,, W;) es una base de
este ilgebra. Observemos que la siguiente cadena de subidlgebras 0 < (1))
< (x;,¥3) = (2, V5 ;) es irrefinable. Asi, sea ¥( (x, 15, y3) )=B. Se tiene
que I(B)=3 y también que B~ ¥((x) v (3) v (y;3) ) = (z)) v (z)) v (w,).
Denotamos R = R { ¥((x}, x5, y3) ) ). Se sigue I(R) = 0, 1, 2 6 3. Si I(R)=0,
entonces B es semisimple. Por Lema 1,5 B es suma directa de algebras de
division. Por lo tanto B no tiene elementos nilpotentes no cero.
Contradiccién porque z,, z,, w; ®« B y son nilpotentes. Si I(R) - 1, B/R es
semisimple. Como [(B/R) = 2, por Lema 1,7, B/R& F @ F 6 es una extension
del cuerpo F. Por lo tanto B/R no tiene elementos nilpotentes. Contradiccion
por que z; +R, z,+R y w, + R son nilpotentes. Si I(R)=2, B/R es semisimple
y {B/R)=1. Asi B/R es un cuerpo. Por lo tanto z;, z,, w; & R. Esto es falso
porque I(R)=2. Finalmente B=R y d(B)=I(B)=3.

(2) Supongamos que { zg, z;, Wy, W} tienen tabla de multiplicar
como la tabla de multiplicar de { x4, -x,.y,, ¥,) . Demostremos que { z, z,,
Wo. Wal , { 2g, 23, W, W) tienen la misma tabla que { xy, -X,, V4. ¥5) ¥ ( X,
-3, Yo Y3). respectivamente.

Supongamos que { zg, 2,, Wy, W5} tienen multiplicacién opuesta a
{ Xq. -X5, Yq. V). Entonces 252, = 0 = W W, ,Z,29=2, ¥ W, Wo=W, Hemos
demostrado anteriormente en (1) que ( z;, z,, w; ) es una subilgebra con
base (z;,z,, w3 ). Asi existeni,,%,, X, «F tales que z;z, = 1,2, + 3,2, + A;W3

Por 1a identidad de Moufang media tenemos:
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242 = (292, M 2520) = 29(z; 25029 = 2y (A 2) + Ay25+ AsW3 ) 29 = O.
Sizyz; = 0, entonces (2,2, ) < A con longitud dos. Como ( z,2,) = ( z,) v
(z;) ., entonces ¥~ ((z;,2)) =¥ ((z))v¥i((z))=(1,)v(x,)<C
con I( (x() v (x,) ) = 2. Contradiccién, porque ( x,) v (x,) = ( 1, 1, v3)
tiene longitud tres. Por lotanto 2,z  # 0. Sea 2,z =,z + iy2) + 3w, con
Ry B B3 ® Fy ademas p;+ 0 (porque (z;, z,) no es subilgebra). Por la
identidad de Moufang a izquierda

zo(2y(2g2()) = (zg2529) 2, = 0
Pero

zolz(zg2))) =z + pyzgw,

Por lo tanto p =0 y como p; # 0 tendremos que zy w; =0. Por Lema 4,3
W3Zy = W3 . Pero

0 = (2, Nz92; 2g) = (( 2529 2;)2¢ = P32y + k3 W3Zg= g2y ¢ k3 W3
aplicando la identidad de Moufang a derecha. Contradiccion. Asi zgz,=2, ,
Zp2¢= 0 ~ w, W, . Razonando de igual modo { z, z;, Wg, W,} tienen fa misma
tabla de multiplicar que { 2y, -X3, ¥4, ¥3) ¥ no la opuesta.

Suponiendo que ( zg, 2z;, Wy, W} tlienen tabla de multiplicar
opuesta a la de ( xg, -X,, V4. V). se hubiera llegado a que (zg, 2, g, W5} ¥
{ 2y, 23, Wy, W3] tienen tabla de multiplicar opuesta a la de ( Xy, -X5, ¥4, V) ¥
{ xq. X3, ¥¢. Y3).

(3) Ahora vamos a obtener el resto de {a tabla de multiplicar de
(2q, 2, 2, 23, Wy, W, W,, W3] para llegar a demostrar después que son una
base de A sobre F. Hemos visto anteriormente, en (1), que ( z;, 25, wy) es
una subdigebra de A. Asi 2,2, = v,z + 0,2 + V,W3 COR Y, vy, V& F. Por la

identidad de Moufang a izquierda:

0 - (292 29) 29 = 29( 2)( 29 2))) =0 292y + 0, 292y ¢ Vy 2y W3 = D42y + V2.
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Por lo tantov; =v, =0 y 2,2, =v,W; . Razonando de igual modo
Z,2; = 0,W; con 6,8 F. Podemos hacer lo mismo para las subdlgebras ( x ,, 1,
Y (20,35, ¥9) (¥ ¥ 35), (¥ ¥3. X)) ¥ (3 ¥, 15). Cambiando fa

notacion tendremos:

ZiZy = AWy W W2 = Yaly
232, = ByW; WoW = 8,25
ZyZy =~ AW, W)W3 = YiZ
232, = B,w, W3W, = 0,2,
237 = AWy W3Wy=YyZy
)23~ B,w, W W3 =8,2)

con ay, 0, 0, By, By By Yy Vo, 5. 6, 6, 8, & F.

Por ser A un ilgebra alternativa, y por tanto el asociador una funcion
alternante:
(2,252, 1= (2,2) 25- 2, (2p23) = 0wy - 02 =

-lz,25. 251 = - (2y24) 2+ 2, (232)) = - B,wg + By2g =

Iz 22y l= - (252 ) 25+ 2 (2, 23) = - Bywg + By2g -

M2y, 252 )= - (232,02, + 23 (2,2)) = - Bywg + By2g =

[2y25. 2,1 =(2,23) 2(-25(232)) =Wy - 0,2,
y entoncesa, =@, =y = -f, =~ -, =~ -B,.

Del mismo modo con los w;, y el asociador [w, w, w;l
obtendriamos que: Y, =y, =¥, = -8, = -6, = -6, . A continuacién vamos a
buscar la relacién entre a, yy,, por ejemplo. Tomemos las subiigebras (z)
viw,), (z)) vwy), (zy) v (w;)  (25) v (W), (25) v (wy) , (23) v (W,). Como
z;2- w;2-0, segin Lema 1,7 son todas del tipo V. Asi
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[z 25w l=(2,20)w -2, (2, W) =~y wyw, ~a;1,2,

(2w, ]--(zw) ez (wi2) -2y -- 2.

Por lo tanto a; = - 12". Cambiando ahora fa notacién, segun esto Gltimo:
2)2y= W3 = - 2,7, ZjZy= - Wy = - 232 Zy23= W = - 232,
ViWa=23= "WoWy W W3= "= W3V WpW3m 2= -WiWy

Y esto completa la tabia de multiplicar de { zg, 2}, 25, 25, Wg, W, Wy, W),

(4) Finalmente comprobamos si estos ocho elementos son una
base de A sobre F. Se tiene que ¥((xy, X,, X,. Vq. Yy, ¥3)) = (2. 24. 25, Wg, W,
w3) ¥ H(xg, X4, X5, V4. Y. Y3)) = 6, por Lema 1,4. Por lo tanto { 2y, 2, 2,, Wy,
W . W3} son linealmente independientes.

Consideremos (x4, X, X,, Yq. ;. ¥3). Se observa que (x;), ( y,) no
son subaigebras de (x4, X, 15, Y. Y. V3). Por lo tanto z;, w, no estan en
(2q, 2, 2;, Wy, Wy, W3). Tampoco puede ocurrir que existan 8;. « F alguno de
ellos noceroy tales que 8,2+ 8,2, + 8,25 + 8,25 + 8,Wy + 8,W + B, Wy+ B,W3
= 0 puesto que entonces multiplicando a derecha por w, obtenemos que 8,=
8= 6,= 6,=0 , y al multiplicar a izquierda por z, obtenemos que 8= 6,= 8,=
8,=0. Asi A tiene dimension ocho y es isomorfa a un algebra de

Cayley-Dickson escindida.

ebra tivas B-i asau

ilgebra de . bi .

Lema 6.1 Sea D vn dlgebra de division finito dimensional y M -
M, (D) con n:/ y N uns subilgebra nilpotente de M. Entonces ¥ ( N) es
nijpotente y d( Y(N))=d (N}



-Demostracion-

Si d(N)=1, entoncesexiste Us M talque N< U y existe
¢: U—> M,(F) isomorfismo tal que ¢ (N) = (e, ) (ver Lema 18 de Capitulo
IIT en [1]). Por Lema 4,2, ¢(N) es entonces nilpotente.

Para una N general, cada subilgebra uno-dimensional de N es
nilpotente. De aqui, cada subalgebra minimal de ¥ (N) es nilpotente y por lo
tanto ¥ (N) es nilpotente. Entonces tenemos d{ ¥ (N) ) = I{ ¥(N) ) = I(N) =
d(N).

Lema 6.2 Sea M~ M,( F) conn> /. S5 A es B-isomorfa a M,
entonces A & M.

-Demostracion-

Sea {e;);; ., la base candnica de M. Cada subilgebra (e, e,
e;;. ¢;) con i es isomorfa a My(F). Denotamos por A; - w(( e;;)) si yes el
B-isomorfismo entre M y A. Por Lema 4.2, A;;2 - A, para cada i. Sea a; el
Unico idempotente no cero en A,;. Entonces a;;a,-0 para cada ij.

Por Lema 4,3 sabemos que existen a A tales que (a;) = A;; v

0 auay - ay =23, ¥ ;-0 - auay,

0 ayay-0-aya; vy aga,;-a; -3,

Sigamos ahora los siguientes pasos:
(1) Consideremos ( a;, ay, ) con i, j, k, 1 distintos. Por Lema 4.3
(a;)2 =0 = (ay )2 Por lotanto, por Lema 1.7, ay, a,) es un algebra

ceroy asi a;ay=0.

(2) Utilizando el mismo razonamiento para i, j, k distintos
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obtenemos que a; a;, = 0, al considerar la subalgebra (a;;, a;). Y con (a;;,
ay;). para i, j. k dintintos, tenemos a;;ay; - 0.

Se observa que (1), (2) son ciertos para cada 0= a;; 8 A;;.

(3) Tomemos ahora (a;;, ay) coni= j k.Se tiene que (a;;, 3;)
tiene dos subilgebras minimales, por lo tanto por Lema 1,7 para cada 0 =
a, s A,y secumple

O aydy =0 ~apa;; O 2y = Ay = A2y
Demostremos que el segundo caso no es posible. 3i a;;a, = a, = 3,2, como
ayay = ay 03,3, - a,  lendremos en el primer caso

0 - a, (a; a;;3,) = ((a, a;) a; Jay; = 2, que es una contradiccion,
y en el segundo caso
contradiCCién. ASi a”a'k = 0 - aika" Si l » i, k

(4) Ahora supongamos que a;3; = a; ocon 0 = a; € Ay
Tenemos que Aii \Y A]k es una subailgebra nilpotente de dimension tres,
para i, j, k distintos, cuya base es ( a;;, a;, a;, ) (esto se puede demostrar
como en (1) de la demostracién de Teorema 5.1 ). Asi ay a;, =~ A 2 + 2,25+
Aya; con A, A, Ay «F. Comoayay = ay (a;;3;), se sigue

0 = Cay; ay ag) a4y = ay; (aye (225 ) ) =2+ A58 3

Distinguimos los siguientes casos:

i) a;; a, = 0. Entonces A, = A;= 0 y por o tanto ayay = A, ay. Como

aga . = a; parar=j6r-k, lenemos

0 - ay (a, aﬁa”) - (( a“a“) aii)a“'l’aika“ A
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Por lo tanto i, = 0. Como d( A, v Ay ) - 3, ayay = 0.

ii) a;;a, - 0. Entonces ay, a;; » 0,y como 0- 2,2, + A3 3;; 2,
se obtiene que 2, = 0. Por lo tanto apay = Ay 4y + Xy 3 . Por (3). por ser
a,a,, - 0 y por verificarse que 4y, - 4y parar - jo Kk, setiene:

0-aylaya;a,)-((apa,)a;lay - ay Asid- 0y aa; -
Aya;. Pero0 = (a,, 2, )a, A, yasi

Capy (pay) oy =2y (aypay ) ) ay -2y 2y conay ®Ay.
La linearizacion de la identidad media de Moufang nos da:

(agy (apay))ay;--(a;(aga;)) ey, + (aya, )(a;a;)+

a3y ) (a3, ) .
Como a;a; -0 ya;ay,-0,setiene

Ayay = (ag (ayay))ay --(a; (apay))ay-

- (o (g (a2 ) ) agy - - (25208 ) 24, - 0.
Asily - 0. Como d( A,V A) - 3, obtenemos también en este caso a;a, * 0.

(5) Supongamos a;; a;; - a; . Vamos a demostrar que a;a; * 0 con

j distinto de k. Procedamos suponiendo que a;a;, - 0. Entonces a, a; = a;,

Ay dy =2y Y A =0 Comoaya, =( ag+j,ay + i3, Con | .1,
g, «F no todos cero, por (3) se tiene que

0 - ay;(ay ay ap) - (Cayay) ap) ay = by 2+ by 2y
Asipy =, =0 y a2, =y, . Distinguimos dos casos:

i) 0 =(aya, )a,, -2, «A,. Entonces por la linearizaciéon de la
identidad de Moufang media:

p—_‘ aik - (aﬁ( aﬁ aik ) ) akk - ( aﬁ aii ) (aik a.kt ) + ( akk aii ) (‘aik aii) -

- (ay, (agay ) a

Pero a, ayy = 0 - a,, ay . por lotanto °
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Ps i =~ (B (aa ) ) 2y = - Cayy (2 (o ) ) 9y
- (( akk aii akk ) aik ) a” = 0. Asi
Iy = 0y tenemos una contradiccion con que aay » 0 (demostrado en (4) ).
Por lo tanto a;a, = 0
ii) azya; =a,. Entonces
Pa ik = B (2 (3 3y ) ) = (3 3y )3y = 0.
Por lo tanto p, - 0. También contradiccion con aa, = 0. Asi a3 = a3

también en este caso.

{6) De aj;a; =a;, seoblenia a;a, =, ay+ |, a « hy 3 con Ry,
i, . k; @« F no todos cero ( ver (4) ). Queremos hallar y, . p, , by De las
identidades de Moufang a derecha y a izquierda:

0=-a;(a;(agay))-pya, yasip,=0

0=-((a;a;)ay)a;~p a; yasip =0
Por lo tanto 35 4= Iy 3y Vamos a demostirar que podemos elegir j, tal
que para todo k p, = 1. Suponer que i=l Yy j=2, entonces a;; aj, = 3, .

Podemos elegir 0 » 2, @Ay, .............. .0=a, A, arbitrariamente. Por

Los a,

;s €stdn univocamente determinados por esta condicion y satisfacen
a;  ay; = a;. Parai distinto de j y ambos distintos de I, elegimos a;; « A;; tal
que a;; a; = a;;. Asi los 3y estin univocamente determinados. Entonces
como
ayp=agay - (ayay)ag=lay a5 a5l )y (aa) -

-lagg A ag) v 2y (agay) = - (2 ay) 3+ 2 (3 ag)+

« ay (agag) = ay (aya,)
Asi a;;a = a;, . Con todo ello se ha demostrado que podemos encontrar a;
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en A” con la misma tabla de multiplicar que los e siempre que estemos
en el caso a;; a;, = 0. Del mismo modo si a;,a;, =0 podriamos encontrar

a; en Ay tales que tienen 1abla de multiplicar opuesta a los e;;

Lema 6.3 Sea n un idempotente no cero de M-M, (D), donde D es
un ilgebra de division asocaliva y n2 2. fnionces si yes vn L-rsomorfismo
de M en olra ijgebra alternaliva A sobre el mismo cverpo F, se lUene que
pi(p)) no es nipotente y pi(n)) = (e) para algun idempotente e en A.

-Demostracion-

Similar a Lema 13 de [7].

En [6] Barnes demuestra que para un anillo asociativo con la
condicién de minimo para ideales a izquierda el radical es la interseccion de
los subanillos nilpotentes maximales. Este resultado puede hacerse
extensivo a anillos alternativos siguiendo el proceso de Barnes y usando la

siguiente Proposicion:

Proposicion 6.4 Sea C un ifgebra de Cayley-Dickson sobre un
cverpo F Entonces existen subanillos nilpotentes marimales [ V, L de A
tafesque UN VNL =0

-Demostracion-

Ef resultado es claro si C es un algebra de Cayley-Dickson de
division. Si C es un digebra de Cayley-Dickson excindida, consideramos la
base de C dada en la TABLA II. Las subilgebras (x,, y,, 35), (. 3,. ¥3). (x5,

13, y,) son nilpotentes. Ademds, son subalgebras nilpotenties maximales
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segln vamos a ver a continuacion. En efecto, considerar por ejemplo (1, y,,
1,) y suponer que existe N < C nilpotente tal que (x;.y,, 1) s N . Tomar a e
N- (x,, Y. 13). Podemos suponer

a=PoTg* Py Xyt ReYo*r sV *By¥s  ©OD R Ry By By By &F
Tenemos 1,2 =, 3+ f4 Xy - ks Xp« N y asi xja es nilpotente. Pero (x, a)2-
“Hs R Xy -BoBg Y3t p52 1, . Como x4 es idempotente y X,. a es nilpotente,
ig=0. Utilizando el mismo razonamiento y,a = pg ¥, - B2 Vg * Ry I € Nees
nilpotente. Como (y, a)2 = - Py po Vo + }2? Vo - Ba Bl Xy Y Yo €S
idempotente, necesariamente p,=0. Entonces tenemos a= g Xg+ By Yo+ B V3
es nilpotente, asi g = 0 y pg = 0, porque X, y Yy, son idempotentes.
Finalmente a = 4, y; y I3a = - R, Xg & N es nilpotente. Entonces p- = 0. Por
lo tanto (X Y2 x3) es subdlgebra nilpotente maximal. Denotamos por

U=(x,, v, 33), V=(3;.3,,73) ¥ L=(x5 v;.¥{)} y hemos demostrado el Lema .

Jeorema 6.5 Sea 5=M,(8) conn: 2 y B un dgebra de division
asociativa finflo-dimensional Sea A un dlgebra T-isomorfa 3 8 por medic
del Z-isomorfismo y. Entonces AZM (D) donde D es vp digebra de division
asociativa L-isomorfa a 8 y 1al gue d(f) = d(4).

-Demostracién-

Por Lema 6,1 y 6,3 para Us S y(U) es nilpotente si y sélo si U es
nilpotente. Asi las subilgebras nilpotentes maximales de A son imagenes
por y de suilgebras nilpotentes maximales de S. Por el comentario anterior
a Proposicion 6.4 conocemos que R(A) es la interseccion de las subalgebras
nilpotentes maximales de A. Como R(S) - 0 se tiene que R(A)-0 y por lo
tanto que A es semisimple.

Sea N - M (F) < Sy I la identidad de 5. Podemos identificar A
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con la subilgebra 1A. Entonces S=Nv A, NN & = (1). Sea B algun
sumando directo simple de A. Entonces B contiene un idempotente e. Sea
U= w1 ((e)).Si Ues nilpotente, por Lema 6,1, y(U) = (e) es nilpotente y asi
e no seri idempotente. Por lo tanto U no es nilpotente y contiene un
idempotente e’. Claramente U=(e") y (e)=y({e’)). Pero e’s a(N) para un cierto
automorfismo a de S. Como w( a(N) ) & M (F) y BNyl a(N))2(e) =0,
tenemos y( a(N) ) < B y por lo tanto y( a(1) ) < B. Ahora bien y( a(1) ) es
no nilpotente y es la Gnica subilgebra minimal de y( a{a) ), por lo tanto
¥( a(A) ) es un algebra de division, y como y( a(a) )NB2y(a(l))=0 yB
es un ideal, entonces y( a(A) ) < B. Asi B 2 w(a(N) ) v w(a(A) ) = w(a( Nva) )
- y( alS) ) = A Por lo tanto A es simple. Asi AsM_(D), donde D es un
algebra de division asociativay meN, 6 A es un algebra de Cayley-Dickson
sobre K, una extension del cuerpo F.

Supongamos que se cumple el primer caso. Se observa que si
UM, (F) es una subilgebra de M,(D), entonces r<m. Asi, por cumplirse
¥(N)sM_(F)sA tenemos que nsm. Aplicando ahora el mismo razonamiento
al B-isomorfismo y! nos da msn. Por lo tanto AsM_ (D). Pero 4,= 4 ¢,,'=
e;;Se; eslainica subalgebra de division maximal de S conteniendo a
e;,". Se sigue y (4;) es la Unica subilgebra de division maximal de A
conteniendo a e, y asi y (4) = e;,Ae, = De;,. Por lo tanto y (A() & Dy
tenemos que D es B-isomorfo a A.

En el segundo caso y (N) = M_(F) es subilgebra de A. El algebra
M,(F) para n22 tiene varias subilgebras minimales, por lo tanto A es un
algebra de Cayley-Dickson escindida y asi sblo contiene subilgebras de
matrices de orden 2x2 sobre F. Luego n=2 y entonces A no puede ser

E-isomorfa a S- M,{4), porque en este caso A tiene al menos tres
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subalgebras distintas isomorfas a M,(F).

Consideramos ahora la subailgebra nilpotente maximal U de §
formada por todas las matrices triangulares superiores I 8“ eﬁ’ con i« j
variando desde 1 hastan 'y 8“ « A, Esta es la Gnica subdlgebra nilpotente
marimal de S conteniendo a los ;" con ic j. Se sigue que ¥ (U) es la
subalgebra de A formada por los elementos de 1a forma = dyey conicj
variando desde 1 hasta n y con d;; & D. Como U y y (U) son nilpotentes, d(U)
= d(y(U)). Pero d(U)= 1/2(n (n-1) ) d(A) y d(y(U)) ~ 1/2 n(n-1) d(D). Por
lo tanto d(D) - d(a).

Supongamos que A y B son dlgebras alternativas sobre F. Una
aplicacion biyectiva o de A en B se dice semi-isomorfismo si

(i) o es semilineal, esto es, para algin a, automorfismo de F,
6 (R, +2,3,) =a( X))ol a)) + al 3,) of ay)
paracadaa;,a,sAyparacadai;, A,sF.

(ii) 0 es multiplicativa o antimultiplicativa (es decir, que se
cumple que o(xy) = of{x) o(y) paracadax,y «A 6que o(xy)=
o(ylo(x) paracadax, y « A.

{ Resultados relacionados con este concepto son iratados por



German Ancoechea en [2] y [3)]).

Teorema 7] . Sea S-M(4) con 8 un dlgebra de division de
dimensionp finila y n23 Sea A un dgebra alternativa L-rsomorfa a 8.
Entonces A es semirsomorfa a s.

-Demostracion-

Se sigue de la demostracion de Teorema 3 en [7].

Jeorema 72  Sea C un dfgebra de Cayley-lickson escndids
sobre K ertension del cverpo F Sea A up dlgebra alternativa B-fsomorfa a
C por medio de/ L-isomorfismo Y. Fntonces A es un dlgebra de
Cayley-ickson escindida sobre YIK) con ZIA) = P(K) y d(¥(k) )= dik)

-Demostracion-

Considerar la base de C dada en la TABLA II. Denotamos

M,:K-dlgebra cuyaK-basees (xp, - x,,¥5,¥, )

M,: K-algebra cuyaK-base es (x4, - X,,¥,.Y,)

M;.K-algebra cuya K-base es (x4, - X5, vy, V3 )
M;s M,(K) parai= 1, 2, 3. Ahora por Teorema 6,5 ¥ (M,;) & M,(D,) para i~
1,2, 3 donde D; son algebras de division finito dimensionales B-isomorfas
a Ky con d(D;) - d(K). Denotamos por (z;) = ¥ ((x;)) parai-0,1,2,3 vy
(w;) = ¥((y;)) parai=0,1,2 3. SeobservaqueC=(xy.3,,%,,335 ;..
¥2.Y3 ) es un dlgebra de Cayley-Dickson escindida sobre F.

Por Teorema 5,1, ¥ (C') es un ilgebra de Cayley-Dickson
escindida sobre F con base { zy,2;,z;, 25, Wy, W, W,, W3}y cuya tabla de

multiplicar es Ia misma o fa opuesta que la tabla de multiplicar de (x4, x;,
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X3.33,Yg.Y;.Y2.Y3 ). Tenemos también C'vK = C y asi ¥(C) v ¥(K) = A.

Vamos a demostrar que D= D)= Dy, Sea 1, K. Es la Gnica
subdlgebra de division maximal de M; (y también en C) conteniendo a 1.
También zg D; es la unica subalgebra de division maximal de ¥( M, )
conteniendo a zg, para i~1, 2, 3. Asi ¥(x¢K ) = 2 D= 2y D= 2, D;.

Del mismo modo se razona con Yo K. que es la Unica subalgebra
de division maximal de M; conteniendo a yy, y como w, D, es la Unica
subalgebra de division maximal de ¥( M; ) conteniendo a W,. entonces
¥{yoK )= wo D= wy Dy= wy Dy

Como 1= z4+ W, se tiene asi

Dy=(zg+wy)D;¢zyD;+wyD,

Dy=(zg+wy)D,y629D,+ WD,

Pero la unica subalgebra de division maximal en (2yD;) v {(w,D;) vyen
(zg Dy) v (wy D,) conteniendo a 1,=zg+wy son (zg+wp)D, vy (zg+wg)D,
respectivamente. Asi D; = D,. Del mismo modo se puede comprobar que D, =
D;=D.

Por lotanto A = ¥(C*) v D, vy los elementos de D conmutan con
los elementos de ¥( M ) . Luego A es un D-espacio vectorial con base sobre
D: {zg.2).25,25, Wy, W, W,, W3]

Comprobemos ahora que A es dlgebra simple. Supongamos que la
D-base anterior tiene tabla de multiplicar como ( X, X;, X, X3, ¥g. ¥} . V2.
Y3 ) Y no la opuesta (esto no es una pérdida de generalidad, pues lo que
sigue se puede utilizar también para demostrar el caso contrario). Sea I un
ideal de A distinto de cero. Para O=xe] tenemos que x = I8z, + Zp;z
donde los sumatorios son coni® (0, 1,2,3) y § .p;eD yalgondop; =

0. Supongamos que §=0 para algin i e (1, 2, 3} . (Del mismo modo se
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razona si tuviéramos que algun j,«0 para algin i« {1, 2, 3}). Entonces 2;x
= 80zg+ 8,2, + 8525+ 857, & ] ytambién (zyx ) w;=-dwoal v w;(z9x) -
8,2ya 1. Por lotanto 8,71 ( 29+ wy) ( 8,29+ §;wy) = 1 @] yasil-A Sies§y=
0 (y de la misma manera si py=0), obtendremos también I - A, partiendo
de que x2z,«][ y de que su coeficiente en z; no es cero y aplicando el caso
anterior. Asi A es un ilgebra simple y contiene una subilgebra no
asociativa, ¥( M ), con divisores de cero. Por lo tanto A es un algebra de
Cayley-Dickson escindida.

Sea ¥( K, ) el centro de A, con K< C. Se tiene d(A) - 8 d(D) y
ahora d(A) = 8 d( ¥( K, )). Asi d( ¥(K, )) - d(D). Ademas z, ¥(K, ) es una
subalgebra de division maximal conteniendo a z. Asi zo ¥(K; ) = 5 D.
Similarmente wyy(K, )=wyD.

Ahora bien w( K; ) = (zy+ wo) ¥(K; ) s 2D+ wyD yDes la
unica subalgebra de division maximal de 2z, D+ w, D conteniendo a zy+ w,,
por lo tanto ¥(K, ) = D.

Finalmente, por Lema 4,2 y 4,3 tenemos ¥ (x4 + yq) = (25 + wy).
Comozy+wy=1, «¥(K, ), entonces x5+ y,«K,. Ademas K, tiene una
sola subilgebra minimal, por lo tanto K| es algebra de division. PeroK es la
Gnica subilgebra de division maximal de xyK+y,K que contiene a xy+y,,.
AsiK, = K- ¥-1(Z(A)) y d(K) - d(D) = d( ¥(K )).

Finalizamos la clasificacion de las dlgebras alternativas

L-isomorfas a un ilgebra de Cayley-Dickson escindida con el siguiente:
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[eorema 7.7 . Sea C un djgebra de Cayley-Dyckson escindida
sobre K™ extension del cverpo F y sea A vn dlgebra alternativa sobre F
L-isomorfa 2 C Enlonces A es semifsomorfa a C

-Demostracion-

Por Teorema 72 y su demosiracion, A es un algebra de
Cayley-Dickson escindida y si { x5, 1. 1,, X3.Y0.Y;.Y2.Y3) es laK-base
de C de Ia TABLA II, entonces, suponiendo que ¥ es el B-isomorfismo de C
en A, ¥(K) - Z(A) y existen{2zy,2;,25,25 Wy, W,,W,, W;) tales que
Yilx ) = (z)) y¥lly) = (w;) coni=0, 1,2, 3, Ilos cuales son una
¥(K)-base de A. Ademais la tabla de multiplicar de esta ¥(K)-base es la
misma 6 la opuesta que la K-base de C dada. Si la tabla de multiplicar es la
misma, vamos a demostrar que existe o: K —» ¥(K) aplicacién semilineal
tal que a(3,8,) = o(3;) o(8,) para cada §,, &, K. Similarmente si la tabla de
multiplicar es la opuesta demostrariamos que existe o K —» ¥(K)
aplicacién semilineal tal que o(8,8,} = 0(8,) o{8,) paracada$, ek

Si K=F la demostracion del Teorema esti acabada. Suponer asi
que K=F.

Sea V = Kx; « Ky, . Es un ilgebra cero y por lo tanto cada
subespacio es una subilgebra. También V es un K-espacio vectorial. Vamos
a demostrar que los K-subespacios de V son las subilgebras PsV tales que
P-VN{KvP). Suponer que P es un K-subespacio de V. Entonces Kv P =
K+P.Seax=-8+peV con §¢K y p«P.Entonces §&V y asi §=0. Por lo
tantox aP. Asi VN(KvP)<P yesclaro P- VN (KVP). Reciprocamente,
suponer que P= V N (KvP). Como V es un ideal de KvV, P= VN {KvP) es un
ideal de ( KvP ). Por lo tanto K.P < Py P es un K-subespacio de V.

Sea W- ¥(K).z;+ ¥(K). w,.Observemos que ¥(K1x)-
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¥(K). z, porque Kx, es la subilgebra nilpotente maximal de K v ( x;), con
una Gnica subilgebra minimal que es (x;) , ¥( K ). z; es la subiigebra
nilpotente maximal de ¥( K ) v ( z;) con una Unica subilgebra minimal que
es (z), vy ¥(Kv(x ) =-¥(K}v(z,).Similarmente ¥(K y,) = ¥(K) w,.
Asi ¥( V) = W,y por lo tanto fos ¥( K)-subespacios de W son las
subilgebras Q « W tales que Q= W N ( ¥(K) v Q). Asi P es un K-subespacio
de V siy sdlo si ¥( P) es un ¥( K )-subespacio de W. Por lo tanto tenemos
un isomorfismo, ¥, entre el reticulo de F-subespacios de V y el reticulo de
F-subespacios de W el cual aplica K-subespacios de V en ¥( K)-subespacios
de W. Por ser K»F, d(V) = 2d(K) > 3 y por el " Teorema Fundamental de la
Geometria Proyectiva” existe una aplicacion semilineal o:V — W la cual
induce ¥ (al restringirla a V).

Los elementos z; y w, que estan en ¥( 1 |} y ¥(y,) pueden ser
elegidos arbitrariamente segin la demostracion del Terorema 5.1.
(Entonces para completar una base como la de la TABLA II del algebra de
Cayley-Dickson escindida, es necesario elegir convenientemente z; y w;).
Asi podemos suponer o( X |)=2; ¥ ofy,)=w, Paracadadek, of8x le
¥( K) z; porque o aplica K-subespacios de V en ¥( K}-subespacios de W.
Sea o 81,) = 2 z;. Tenemos una aplicacién biyectiva ¢”: K— ¥( K) que es
semilineal y tal que 0’(§) =2 con o( 81) =1 z,.

Para cada 8 &K, o 8( 1, + y,)) = of 8x)) + o( 8y,) = 67 8).2;+ AW,
con A*e ¥(K) . Pero o( 8( x; +y,)) ¢ ¥(K) ( z; + w,) y por lo tanto o’( §)=A.
Asi, para §,, 4, K

ol 8,(x; + &y))) = ol 8, x,) + 0( 3, &y,) = 0( §) 2 + °( §; &) W,
Pero ol §,(x, +8y,)) ew(K) (2, +0'(8) w,) yasi 0(88,) =a’(§)
0'(s,).
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Lema 8./ Sea F el cuerpo finifo de dos elementos y sea A= P & ()
donde P es una exlension Jinflo dimensional de Fy Q & F. Sea ¥ urn
L-isomorfismo de L(A) en B(B) Fnotonces B~ ¥ (P} @8 donde S & F y ¥(P)
es una exlension de F,

-Demostracion-

Solamente necesitamos considerar el caso I{(P)=2, porque si I(P)>2
tomamos K £ P tal que I(K) = 2 . Si el resultado se sigue paraK @ Q y e, es
la identidad de P, entonces ¥ ( e,;) no es nilpotente, y ¥(P) tiene una Unica
subalgebra minimal, ¥ ( e,), y por lo tanto es un cuerpo. También ¥(K @ Q)
- ¥( K) @ S donde S & F. Tomamos u; la identidad de ¥(P) y u, la
identidad de S. Entonces u;u, ~u, u; = 0. Asi paratodox a¥(P) 1u,=
( x u; ) uy. Pero por Ia alternancia del asociador y la identidad de Moufang
a derecha

(xu)u,=Ixu,ulex(uu)=lxu,ul--[1uy0]-

=-{xy)uy =-((xu)u)u --x(uvu, y)=-0.
También
ux=u, (U x)=-[uu,xl+(uu)x=-fuyu,x]-
fuaxuyl=-(uxuy+u (xuy)=--1uy-0
Por lo tanto ¥(P) es un ideal en By B~ ¥(P) @ S. El resto de [a demostracion

es como en el caso asociativo (ver [7], Lema [4)
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Lema 8 2 Sea A un dlgebra semisimple finflo dimensional/ sobre
e/ cverpo Fy sea ¥ un L-isomorfismo de A en B Supongamos gue A no es
un dlgebra de division. S/ F es el cverpo finflo de dos elemenios,
supongamos que A no es suma directa de djgebras de dimension uno. Sea [
subilgebra de A. Entonces $(l/) es nilpolente si'y solo s/ U es nijpolente.

-Demostracion-

Sea N=(n) una subilgebra nilpotente uno-dimensional de A,
Demostraremos que ¥(N) es nilpotente. Supongamos que AzSe.. @S
donde cada §; es un ilgebra simple. Alguna de ellas no sera de division
porque N¢A. Si N¢§; para algun i, entonces ¥(N) es nilpotente por Lema 6,3
y Teorema 7,3.

Ahora tomar induccion sobre r. Supongamos que el resultaddo es

u=0 y s=0. Por lo tanto ¥{{u)) y ¥((s)) son nilpotentes y ¥({u,s)) es
nilpotente. Pero ¥(N) ¢ ¥((u,s)) y asi ¥(N) es nilpotente.
El resto de la demostraccion es como en el caso asociativo ( ver

Lema 16 de [7])

Las demostraciones de los siguientes resultados son omitidas
porque pueden obtenerse como en el caso asociativo, aplicando todo el
estudio que ya se ha hecho del caso alternativo simple.

Lema 8.7 Supongamos S, . S, son dgebras simples [inito
dimensfonales y L-isomorfas. Sea A = 5,08,. Sea / /a identidad de A.
£nlopces existe una subilgebra 5 de A B-isomorfa a 8, y conleniendo a / si
ysolosis, %S, .
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Jeorema 84 . Sea A un dlgebra semisimple linito dimensional
sobre el cuerpo £ y sea ¥ un L-isomorfismo de A en olra ilgebra
alternativa B sobre e/ mismo cuerpo F Sean S, ..., S, Jlos sumandos
directos simples de A. Supongamos que A no es un digebra de division y, en
e/ caso de que F sea el cverpo finito de dos elementos gue no 1odos Jos S;
son uno dimensionales. Enlonces B es semisimple y para cads S,, de
dimension mayor que [, ¥{ S, ) es up sumando directo simple de B

Ademis si S8, entonces ¥(5,;)5 ¥(S,) .

Lorofario 8.5 Sea A un dlgebra semisimple finilo dimensional
sobre un cverpo algebraicamente cerrado F Supongamos que A liene
dimension mayor que uno. Sea ¥ un L-isomorfismo de A en un djgebra

allernativa B sobre e/ mismo cverpo E Enionces A & B,



CAPITULO 29

CUASIIDEALES EN ANILLOS
ALTERNATIVOS.

El concepto de cuasiideal es una generalizacion del concepto de
ideal unilitero. Fue introducido por O. Steinfeld en 1953 (ver [43]) para
anillos asociativos y semigrupos. Desde entonces numerosas publicaciones
han aparecido sobre este tema: ver [9], de Clifford, ver [28], de Luh, ver
[51], de Weinert, ver [54], de Wiegandt, .. En la actualidad puede
encontrarse una inleresanie monografia que recopila los principales
resultados existentes (ver [44] ).

La utilidad de los cuasiideales en anillos asociativos queda
reflejada, por ejemplo, en la caracterizacion que se obtiene mediante ellos
de los anillos de divisién. También con cuasiideales han sido obtenidas
caracterizaciones de anillos y elementos regulares von Newman, v en la
Gltima década, Lajos y Szasz (ver [27]) los han utilizado para conseguir
notables teoremas de descomposicion para anillos semiprimos.

Aqui nosotros vamos a extender el concepto de cuasiideal a
anillos alternativos (ver §1). También estudiaremos los cuasiideales
minimales en anillos alternativos generales (ver §2) y en particular en
anillos alternativos semiprimos {ver $3). En §4 se definird y estudiara un
socle de cuasiideales. Daremos unos teoremas de descomposicion, basados
en cuasiideales, de ciertos anillos alternativos semiprimos (ver 8§5).

Posteriormente se estudiarin los anillos alternativos regulares y, bajo



57

ciertas condiciones, se caracterizarin a través de cuasiideales (ver §6).

Finalmente se determinan [as ilgebras alternativas en que cada subalgebra

es cuasiideal,

Sea A un anillo alternativo y Q un subgrupo de (A, +). Se dice que
Q es un cuasijjdeal de A si

(QA +(QAJA + ... )N(AQ+ A(AQ)+...)CQ
(donde por el simbolo C entendemos “esti contenido o es igual que” )
Una caracterizacién mas manejable de este concepto viene dada por el

siguiente resultado:

Proposicion []l: Sea A anillo affernativoy () vn subgrupo de
(A, +), entonces  es cvasiideal de A siysolosi [A, A, Q0]/CQ y
(AQ+[A A Q) N (04 «[Q A Al)CQ

-Demostracion-

Supongamos que Q es cuasiideal de A. Se cumple que [ A, A, Q]
esta contenido en AQ + A(AQ). Por la alternancia def asociador [ A, A, Q]
= [Q. A, Al que esti contenido en QA + (QAJA. Asi por definicion de
cuasiideal [A, A, Q] € Qy también (AQ+{A, A, Q) N (QA +[Q, A, ADCQ.

Reciprocamente, sea Q subgrupo abeliano tal que {A,A,QICQ ¥y
(AQ + [A, A, Q) N(QA + [Q, A, A} ) ©€ Q. Para ver que Q es cuasiideal es
suficiente probar que A®( A....(AQ)) € AQ+[A, A, Q] yque ((QA)..A)Al0
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C QA «[A, A, Ql. Demostraremos por induccion sobre n la primera de las dos
afirmaciones. Supongamos que es cierto hasta n-1. Entonces A(® ( A (AQ))
C A(AQ +[A, A, Q]) por hipétesis de induccion. Finalmente A(AQ + [A, A, Q])
C A(AQ)+ AlA,A,QICA2Q+[A A Q]+ AQC AQ+[A AQ]

1) Otra caracterizacion de cuasiideal para un anillo alternativo A
y un subgrupoo Q de (A, +) es la siguiente:

" Q es cuasiideal de A siy solosi[A, A, Q1 € Q y (AQ + (A(AQ))
N{QA «((QAJA) ) CQ”

2) La definicion de cuasiideal que se ha dado para anillos
alternativos extiende evidentemente a la introducida por O. Steinfeld en
anillos asociativos.

3) Cada ideal unilitero de un anillo alternativo es un cuasiideal.
Sin embargo no todo cuasiideal es ideal unilitero. El siguiente ejemplo lo
demuestra:

Sea A [a subalgebra del ilgebra de Cayley-Dickson con divisores
decero A=(1x4,3,,1,,Y4.Y . Y3 ). Considerar el subespacio vectorial Q -
(xq.3;,y3). Se tiene

AQ=(14,v,.Y;.1,)
QA=(14.35,73.14)
[Q. A Alc(x4,y5)C0Q.
Luego Q es cuasiideal y sin embargo Q no es ideal unilitero.

4) Cada cuasiideal de un anillo alternativo es un subanillo, pero

no todo subanillo es un cuasiideal. Como contraejemplo tomar en el ejemplo

anterior ef subanillo (x4).
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Lroposicion L2 . La inlterseccion de un ideal 3 izquierda y un
fdeal a derecha es un cvasiideal.

-Demostracion-

Sea R ideal a derecha de A y L ideal a izquierda de A, anillo
alternativo. Se tiene [A, A, RNL]-[RNL A AJCRNL y A(RML)CL
y (RAL) A CR. Asique ( A(RNL) + [A, A, RAL] ) N ((RNL)A + [A, A, RNL])
C L NR. Luego LN R es cuasiideal de A.

Nota: No es cierto que cada cuasiideal sea la interseccion de un
ideal a derecha y un ideal a izquierda. El ejemplo 2.1 de [44] demuestra

esta afirmacion.

Froposicion L3 La inlerseccion de un cvasirdea/ () de A v ur
subanillo B de A es un cuasiidea/ de B

-Demostracion-

Es claro, porque [B,B,BNQJCBN [A,A.QICBNQ vy
(B(BNQ)+[B,B,BNQ}) N ((QNB)B+[B,B,QNBI)CQNB.

Observacion: Para anillos asociativos se cumple que dado e un
idempotente de un anillo A y R y L ideales a derecha e izquierda de A,
respectivamente, entonces Re y el son cuasiideales de A. Para anillos
alternativos no se tiene un anidlogo resultado. Como ejemplo ilustrativo
tomese el dlgebra de Cayley-Dickson con divisores de cero, A, sobre un
cuerpo F y considérese Ia subilgebra A; = (x9.X,,X,,7q.y3) referidaala
base ya conocida de A. Se tiene que ( x;,y; ) esideal de A; y x4 es

idempotente de A. Sin embargo x5 (x;,y;)=-(x;) y (x/)noes
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cuasiideal porque

(xl)Al-(xl'YS) Y Al(xl)‘(x]'y3)

Proposicon 1.4 Sea A un anillo alfernativo y () un cvasiideal de
At/ que QC P4 6 QCAQ. Fntonces () es/z inlerseccion de )+ AQ )
0+ QA

-Demostracion-

Denotemos P = (Q +«+ QA) N (Q + AQ). Es evidente Q C P.
Supongamos que Q C AQ. Entonces P = (Q + QA) N AQ. Sea x &« P, 1~ k+a=b
con 2 s QA, ke Q, bsAQ. Asi a = b-k « (AQ N QA), pues Q C AQ, pero AQN
QA C Q. Luego asQ vy asi x « Q. I[gualmente se obtiene de Q CQA que P C Q.

Corolario [5: 5/ A es un anillo con elemenlo unilario, cada
cuasijdeal de A es /a inlerseccion de un rdeal a izquierda y un rdeal a
derecha de A.

-Demostracion-

Por 1a Proposicion anterior es suficiente comprobar que Q + QA es
ideal a derecha y Q + AQ es ideal a izquierda. Veamos que Q + QA es ideal a
derecha y de modo analogo se prueba que Q + QA es ideal a izquierda.

(k+qa)b= kb + (ga)b = kb +q(ab) + [q, a, b] « QA+[Q, A, A]C QA + Q.

Proposicion 1.6 Sea A un anilio tal gue A 2=0 . Entonces A es
anillo de division asociativo o dlgebra de Cayley-Dickson sobre su centro si
y sdlo si A no posee cuasiideales propios.

-Demostracion-

Es claro que si A es anillo de division asociativo A no posee
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cuasiideales propios. Supongamos ahora que A es un ailgebra de
Cayley-Dickson sobre su centro. A es entonces anillo unitario y por Corolario
1.5 todo cuasiideal de A es la interseccion de un ideal a izquierda y un ideal
a derecha. Por Corolario a Lema 10,2 en [55), A no posee ideales uniliteros
propios, luego A no posee cuasiideales propios.

Reciprocamente si A no posee cuasiideales propios, A no posee en
particular ideales uniliteros ni biliteros. Asi A es simple y por tanto A es
asociativo 6 de Cayley-Dickson. Si A es anillo asociativo simple sin ideales

unildteros y A2=»0, es conocido que A, es anillo de division.

Lroposicion 1.7: Sea () un cvasiideal propio de un anillo A de
modo que () no es ideal unilitero de A. Entonces AQ + [A, A () es vnidea/ i
izquierda propro de A y Q4 + [Q A, A) es un ideal a derecha propro de A.

-Demostracién-

Veamos solamente que AQ + [A, A, Q] es ideal a izquierda. Se
tiene que AQ + [A, A, Q] = 0, pues si no Q seria ideal a izquierda de A.
También AQ+[ A, A, Q] = A pues en caso contrario ( AQ+[A, A, QD N
(QA +Q, A, Al ) =QA +[Q, A, Al C Q, por ser Q cuasiideal , y entonces Q
seria ideal a derecha, contradiciendo la hipétesis. Ademis AQ +[A. A, Q] es
ideal a izquierda pues

A(AQ+[A, A, Q) € A(AQ)+ AlA, A, QIC A%)+[A A QI+ AQC
AQ-+1A A QL

Proposicion 18 La inlerseccron de cvalquier conjunio de
cvasideales de vn anillo A es un cvasiideal

-Demostracion-
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([A/ANQI+A(NQ)) N ((NQ)A+[A ANQJ)C Q, paracadaal.

Observacion: 1) Dado XCA, tiene sentido hablar del cuasiideal
generado por X, que sera N {Q/ Qes cuasiideal de Ay X C Q).
2) No es cierto que la suma de cuasiideales sea
cuasiideal. Ver [44] (Ejemplo 3,2).

Proposicion .9 Sea A anillo y () cuasiideal de A. Si X es subanilk
de A 1 que (AQ + [A, A, O/ ) N (04 + [) A, A)) € X € Q) entonces X es
cuasyideal de A.

-Demostracién-
(AX +[A, A, XD (XA +[X, A, ADC(AQ+[A, A, Q1) N (QA+[Q, A ADCX.
(A, A XICIA A QIC(AQ+[A A QDN QA +[Q A Al)CX.

ii ini e anj ernativos.,

Siempre que se trata el estudio de algun subconjunto
diferenciado de un anillo tiene interés conocer como son los elementos
minimales de entre esos subconjuntos.

Diremos que Q cuasiideal de A, distinto de cero, es cuasiideal

minimal si no contiene propiamente a ningin cuasiideal de A.
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Froposigon 2./ Sean L y R ideales minimales a izda y deba de A,
respectivamente, ntonces RIL es 6 0 o cuasiidea/ minima/ de A.

-Demostracion-

Sea Q = R N L. Sabemos que Q es cuasiideal. Veamos que es
minimal 6 Q=0. Supongamos que Q = 0. Sea 0 = Q°C Q un cuasiideal.
Entonces Q" no puede ser ideal unildtero de A por la minimalidad de Ry L.
Por Proposicion 1,7 AQ’+ [A, A, Q] es ideal a izquierda de A propio y
ademis estd contenido en L. Por ser L minimal, AQ+[A, A, Ql=0 o
AQ’+ [A, A, QJ=L.Si AQ+{A, A, Q7 =0, Q esideal aizquierda, o que no
puede ser. Luego AQ’+ [A, A, Ql = L. Anilogamente QA +[ A, A, Q] = R. Asi

QCQ-LNR=(AQ+[A, A QI)N(QA+[A AQ))CO
Por tanto Q"= Q.

Proposicion 22 ; Sea ( cuasiideal minimal de A. £nlonces s¢
cumplen vna de /as siguientes silvadones;

(1) 0 CNIA). Ademis si )= 0, Q es anillo de division asocauve
¥ ( = eAe con e un idempotente nuclear.

(2)0C XA

-Demostracion-

Considerar [A, A, Q] Se tiene que [A, A, Q] € Q por ser O
cuasiideal. Veamos que A* [A, A, Q] es un ideal a izquierda:

ACATA A QD CIA, A TA A Qll + (AA)[A, A, QI C[A A Q] +
AZ[A, A, Qlc A*[A, A, QL
Analogamente se prueba que [A‘. A, Q] A* es un ideal a derecha. Por tanto
A*[A, A, QI N[A. A, QJA* es un cuasiideal contenido en ( AQ + [A, A, Q) N
(QA + [0, A, AJA) € Q. Por la minimalidad de Q se cumple que A*[A, A, QIn
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[A, A, QJA#=0 6 A*[A, A,QIN[A, A, QJA#=Q. En el primer caso [A, A, Q] =0
y asi Q € N(A). Teniendo en cuenta que Q?=0, por Teorema 6.5 de [44], se
llega a que Q es un anillo de division y ademas Q = eAe con € un
idempotente de A no cero y nuclear. En el segundo caso Q € D(A) y

claramente A#[A, A, Q] - AQ+{A, A, Q] vy [A A QJA*=-QA +[Q, A, AL

Lorofario 2.3 Sea () cuasifdeal minimal de A taf gue Q C DAy
Q& NAL Entonces ( es [ainlersecion de un ideal a derecha y un ideal s

1zzqurerda de A.

Esto no ocurre con los cuasiideales minimales asociativos. Ver
(51l

Observacion: Existen cuasiideales minimales contenidos en D(A)
con cuadrado cero. Por ejemplo si tomamos [a subalgebra del ilgebra de
Cayley-Dickson con divisores de cero: A =(X4.X,.X,,¥5.¥,.Y¥3) ¥
Q= (x1,.,y3)=DA)

Proposicon 2.4 Sea () cvasiideal de A 13/ que Q es subaniflo de
division de A ¢ () es dgebra de Cayley-Lickson. Enionces () es un cvasiidea
minimal de A.

-Demostracion-

Es clara por Proposicion 1,6.

Observacion: Si Q es cuasiideal y Q 2.0, entonces Q no tiene por

qué ser cuasiideal minimal. Por ejemplo
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a 0 0ﬂ
Q-{ [0 0 0] / abeQ )} s M;(Q
0b o
a 0o
es cuasiideal y no es minimal porque Q’={ |0 0 0| / a«Q ) esta
0 00
contenido en Q y es cuasiideal.
Proposicion 2.5 £ producto RL de un ideal a derecha minimal, R,
y un fdeal a izquierda minimal, L, de vn anillo A es 6 0 0 un cuvasiidea
minimal de A.
-Demostracion-

Supongamos que RL = 0. Consideramos A(RL) + A(A(RL)} + ...
vy {RLYA+((RL)A)A+ ... que vamos a denotar respectivamente por
3 AMRL) y X (RLJAM . Si TA®(RL)-0 6 X (RL)A® -0 entonces
T ADRL) N IT(RL)JAM « 0 CRL vy asi RL es un cuasiideal. Como 0 »
RLCRNL y RNL escuasiideal minimal, por Proposicién 2,1, RL-RNL
y asi RL es cuasiideal minimal. Si £ A!®(RL) » 0 y X (RL)A® = 0, por la
minimalidad de L y R se tiene que X A®(RL) =L y X (RLJA®W - R
Det;lostre mos ahora que R=0:

0O»RL-R(ZAMRL)). Seax «R (X AMRL)) tal que
x-r(a (.. (arglg)))) conr.ro&R , a;®A parai=1...n y lelL
Procedamos por induccion sobre n para probar que x = r{a; ( ....(a (rg 1))
«TR2A® yque [r,a,,2, (.. (argly)) |« ZRZA® Six = rla(ryl))

entonces se tiene que 1 = (ra,) (rgly) - Ir. a5 rglp) = (ra}(rglp) -
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(r.rglg alsZ RZAm) Supongamos que 1 & T RZA(®) hasta n-1. Veamos
qué ocurre para n. Aplicando las identidades de Zorn se tiene que
[roa,, (a,  (..(arglg)N] = [roa;, a ,(..(afrglg)))a,; +

lag . a, (ag,(fafrglg e - la, . a, rla 5(..(arg 1)) ]
donde [a . a,,a, ,(..(a/rglg))]r = [ra, ,a ., a2, ,{(..(a)rgip)))]
+ lagay r a0 (gl ] - [a, [ roa (. (arglg))]a, e
T R2A®  por hipotesis de induccién v por ser R ideal a derecha. Asi
[r.a,. (2, (..la(rgf) ] @ (ZR2A@) A + TRZA®. Por tanto 1-
(rag) (2, (.2 (rglg) ) )) - Lr 2y, (2 (fay(rglgh)) ] & ZRZAW
por hipotesis de inducciéon y aplicando lo anterior. Asi pues RZ#0, pues de
los contrario RL = 0.

Por tanto R es ideal a derecha minimal tal que R2*0. De la misma
manera se demuestra que L es ideal a izquierda minimal tal que L2=0.

En estas circunstancias se puede asegurar por [39] que

(i) 6 RC U (con U el mayor ideal de A contenido en N(A)

(ii) 6 RC D vy en este caso R es ideal bilitero, algebra de
Cayley-Dicksony A=R ® A”;

y lo mismo con respecto a L.

Si R, L verifican i) por el caso asociativo se llega a que RL = RNL
con lo que RL es cuasiideal minimal. Si RCU y LCD, como UD ~ 0, entonces
RL =~ 0, contradiccion. Igualmente se llega a contradiccion si RC Dy LC U,
por ser DU=0.Si RC D y LC D, entonces R y L son ambos ideales biliateros.
Luego RL es ideal bilatero y RL € R, L. Por ser R, L aigebras de
Cayley-Dickson y RL = 0 se tendra que RL = R = L, y asi RL es cuasiideal
minimal y dlgebra de Cayley-Dickson.
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Proposicion 2.6 Sea L un ideal a izquierds minimal de un anillc
A, tal que L no es un dlgebra de Cayley-Dickson con divisores de cero, y ses
O=e un idempotente de L. Entonces el es un cuasideal minimal de A 3
subanillo de division de A.

-Demostracion-

Notese que L2=0, pues esl y e2- e. Asi L es ideal a izquierda
minimal, y por {21} 6 LC U 6 L € Dy entonces es ilgebra de
Cayley-Dickson. Si LC Uy O=esal. es idempotente, se demuestra como en el
caso asociativo que eL es subanillo de division de A, y que es cuasiideal. Si
Lc D, L es algebra de Cayley-Dickson de division, por hipétesis. Sea O=eel
idempotente. Claramente e=1; y asi eL-L.

Nota: No ocurre lo mismo si L es dlgebra de Cayley-Dickson con
divisores de cero. Por el proceso de Cayley-Dickson (ver 82 de Capitulo 0)
se puede suponer que, con respecto a la base que ya conocemos, e=X4. Pero

entonces X,L - (x4, X,, X,, X;) que noes cuasiideal de L.

Sea A un anillo alternativo y P un ideal de A. Se dice que P es un
ideal primo si dados B, C ideales de A tales que BC C P, entonces BC P ¢

CC P. A se dice primo si 0 es ideal primo de A.
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Lema 3 [ Sea M ideal de A. Son equivalentes:

(1) 857 B es ideal de A 1a/ que B2C M, entonces BE M.

(1) 57 L es ideal a izquierda de A tal que [° € M, entonces LC M.

(1) Si R es ideal a derecha de A tal que RS € M, entonces RC M.

-Demostracion-

Son claras las implicaciones de (ii) a (i) y de (iii) a (i). Veamos
que (i) implica (ii). Sea L ideal a izquierda de A cumpliendo L2CM. Es
conocido que L + LA es ideal bilatero. Se tiene que (L + LA)2C L2 + L(LA) +
(LAJL + (LA)LA). Pero

* LILA)CM, pues dadosx,ysL ae A

x(ya)=-[x,y,al+(xy)a~-[axy]+(xy)a=

-(ax)y + a(xy) + (xy)a s M

*(LA)LC M, puesdadosy, ysL asA

(xa)y=[x,a,yl+x(ay)=-la,x,y]+x(ay) s M

* {LAMLA) C M, puesdadosx,yelL abeA

(xa)(yb) =~[xa,y,b] +((xa)y )b

donde ((za)y )b « M por punto dos 'y

[xa,y, b] por la linearizacién de las identidades de Zorn es

yl1.a b)-[xy, a bl +alx,y,b] = yla,b,x]-[a b, zy]-alx b,y]

que pertenece a M.

La implicacion de (i) a (ii) es similar a ésta.

Si M es un ideal de un anillo A cumpliendo (i) 6 (ii) 6 (iii) se dice
que M es un ideal semiprimo (ver Capitulo 0, 83) . Si 0 es un ideal

semiprimo de A, entonces A es semiprimo. Dado M ideal unilitero de A, se
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dice que A es M-semiprimo si M no contiene ningun ideal unilitero o

bildtero de A de cuadrado cero.

Froposicon 3.2 Sea Q) cuasiides/ minimal de vn anilfo A taf gue
OC D 8 A es A¥A, A Of-semiprimo 6 [A, A, O/ A#-semiprimo, entonces (.
es un ilgebra de Cayvley-Lickson v es un ideal bilitero.

-Demostracion-

Por Proposicion 2.2 Q= A*[A, A, QIN[Q, A, Al A* con A#[ A, A, Ql
~AQ+[A A Ql y[A A QlA#~-QA +[ A, A Q] Veamos que A#[A, A, Q] es
un ideal a izquierda minimal. Supongamos que L es ideal a izquierda de A
1al que L estd contenido estrictamente en A*[A, A, Q. Demostraremos que
L2 ~0. Considérese el cuasiideal AL N ( QA +[Q, A, A]) ., que esti contenido
en (AQ+[A A, QI)N(QA+[Q A Al) € Q. Por la minimalidad de Q, AL
NQA+[Q A, AD=-0 6 ALN(QA «[Q, A, Al) - Q. Si se verifica esto ultimo Q
C ALC L € A#[A, A, Q] yasi A#*[A, A, Ql = AQ +[A, A, Q] = L, contradiccion.
Luego ALN(QA +[Q, A, AD)-0. Asi QLC ALN(QA +[Q A A} =0 ¥
QA LICALN(QA+[Q A Al)~0. Portanto L2C A®[A, A Ql.L € (AQ)
L+QLCA(QL)+[A,Q L1+ QLCIQ A LI~-0.

Pero A es A#|A, A, Ql- semiprimo y L es ideal a izquierda de A
contenido en A*[A. A, Q] y de cuadrado cero. Entonces L-~0 . Por tanto
A*[A A, Q] es ideal a izquierda minimal y claramente est contenido en D.
Por [39] y por ser A A#[A, A, Ql -semiprimo, es ideal bilitero y algebra de
Cayley-Dickson sobre su centro. Pero QC A*[A, A, Q] y asi por Proposicion
1.6 se tendra que Q=-A%[A, A, QL.

Anilogamente, partiendo de que A es [A, A, Q]A*-semiprimo se
llega a que [A, A, QJA* es ideal a derecha minimal y entonces Q es ideal y
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algebra de Cayley-Dickson también.

Corolario 3.3 Sea Q cuasiideal minimal de un anillo semiprimo A.
Entonces Q es /a interseccion de un ideal a izquierda minimal de A y un
1deal a derecha minimal de A.

-Demostracion-

Por Proposicion 2,2 Q€ N(A) 6 Q€ D(A). Si Qc N(A), como en el
caso associativo se deduce que Q= AQN QA vy AQ vy QA son ideales
uniliteros minimales { ver [44] ). Si Q € D(A), como A es A#[A, A, Q]-
semiprimo por ser A semiprimo, se obtiene que Q es ideal bilatero y

algebra de Cayley-Dickson.

Jeorema 3.4 Sea  cuasiideal minimal de un anillo semiprimo A.
Entonces (= fAe conl y esdempolentes nucleares y ademas

(3) 6 Q C [XA) y en este caso ( es ideal bilitero, dlgebra de
Caviey-Dicksony A=-Q0 A7

() 6 bien OC L{A)

-Demostracion-

Sabemos que Q C D(A) 6 QC N(A). Si Q< D(A), por Proposicion
3,2 es ideal bilatero y algebra de Cayley-Dickson, luego por tanto Q es ideal
minimal. Asi por [39] Q-eAe con e idempotente nuclear y A = Q @ A" Si
QCN(A), por Corolario anterior, Q = AQ N QA con AQy QA ideales unilateros
minimales. Como QC N(A), por [39], AQ y QA estin contenidos en U(A) y
AQ=Ae y QA~fA con e, { idempotentes nucleares, luego Q=fAe.

Observacién: Si A es semiprimo y Q es cuasiideal minimal no
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asociativo, entonces Q2=0. Notese la deferencia con la situacion asociativa en
donde existen anillos semiprimos con cuasiideales minimales de cuadrado
cero: en los anillos de matrices, por ejemplo. Ademas se observa que
qguedan mejor determinados los cuasiideales minimales no asociativos, que
fos asociativos. Esto es algo que ocurre también para ideales minimales e

ideales uniliteros minimales.

FProposicion 3.5 Sea e rdempotente no cero de uvn anilk
semprimo A. Son equivalentes:

(1} Ae es unideal a izquierda minimal de A.

(if] eAe es un cvasiideal minimal de A.

(1i7) eA es un rideal a derecha mnimal de A.

-Demostracion-

Veamos (i) implica (ii). Supongamos que Ae es ideal a izquierda
minimal de A. Por [39] AeC U 6 AeC D. Si AeCU, eAe = eA N Ae con eA
ideal a derecha minimal (ver Proposicién 6.11 de [32]). Asi eAe es
cuasiideal minimal. Si Ae C D entonces Ae es ilgebra de Cayley-Dickson y
como para cada a perieneciente a Ae, ae-a, se tiene que e=l,, Asi
eAe~Ae y es cuasiideal minimal por Proposicion 1,7.

(ii) implica (iii). Supongamos que eAe es cuasiideal minimal de A.
Por Corolario 3,3 eAe = LN R con L y R ideales unilateros minimales.

Si RC U entonces ee U y asi eA es ideal a derecha. Como e« R, eR
es ideal a derecha contenido en R. Por la minimalidad de R, al ser eseR, se
tiene que eR = R. Tambien eRC Uy por Proposicion 2,6 eRe es cuasiideal de

A tal que eReC eAe, con eAe cuasiideal minimal. Como es eRe, eRe - eAe.



Luego es eReC eR = R. Por tantoeA CRA C R AsieA =R

Si RC D se tendri que eAe € D y eAe es asi algebra de
Cayley-Dickson y ademis ideal bilatero. Luego eAe = eA.

(ili) implica (i). Sea eA ideal a derecha minimal Si eA C U
entonces por Proposicion 2,5 eAe es cuaiideal minimal, y como en (ii)
implica (iii) se obtiene que Ae es ideal a izquierda minimal. Si eA C D
entonces eA es algebra de Cayley-Dickson e ideal bilitero con e=~1,,
idempotente nuclear de A. Asi Ae es ideal a izquierda y Ae C eA, luego
Ae=eA.

Lorolario 3.6 57 A es anillo semiprimo, son equivalentes;
(7] A liene un cuasiideal minimal
(ii) A liene un ideal & izquierda minimal

(i) A tiene un ideal a derecha minimal

Teorema 3.7 . Sea A un anillo semiprimo. £l producto de dos
cvasiideales minimales de A es 6 0 0 vn cvasiideal minimal de A.

-Demostracion-

Si {lamamos Q y Q" a los cuasiideales minimales de A, se tiene una
de las siguientes situaciones

i) Qc U yQ’c D,y entonces como UD=0, QQ"= 0.

ii) Q€ D y Q'C U, y entonces como DU=0 , QQ™=0

iii)Qc Dy QC D, y entonces Q, Q” son ideales biliteros minimales
yasioQQ=0 6Q0-Q=0Q".

iv) Oc Uy QC U, y entonces como en el caso asociativo (ver [44])
QQ’-0 ¢ QQes cuasiideal.
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En Proposicion 7.8 de [44] se demuestra para anillos asociativos
que todo ideal a derecha minimal no cero de un anilo semiprimo A es la
union disjunta (salvo el cero) de cuasiideales minimales. Vamos a probar
que este resultado es también cierto en anillos alternativos semiprimos. A
continuacién se va a dar una demostracion con hipétesis mas débiles que en

el caso asociativo, con lo que se mejorara ademas este caso.

Froposicion 3.8 Sea R ideal a derecha minimal tal gue R<= 0
Entonces R es la union disjunta (salvo el cero) de cuasiideales minimales.

-Demostracion-

Por [39] se tiene que RC D y entonces es algebra de
Cayley-Dickson y cuasiideal minimal 6 RC U y entonces R = €A con e
idempotente nuclear, En este segundo caso vamos a demostrar que R es [a
union disjunta salvo el cero de cuasiideales.

Se sabe por Proposicion 2,5 que Re - eAe es cuasiideal minimal.
Veamos que eAe.a, paracada as= A, es cuasiideal minimal también, v como
R=eA =~lJeAe.a , con arecorriendo A, se tendra fo que buscamos.

En lo que sigue de demostracion, se va a suponer fa asociatividad,
fo que no es ninguna falta de rigor ya que trabajamos con productos de
elementos entre los cuales hay algunos pertenecientes a U, ideal contenido
en el nucleo de A.

Se tiene eAe.a - eA N Aea. AsieAe a es cuasiideal. Supongamos
que no es minimal. Sea 0 = ("= Q cuasiideal tal que Q°C eAe. a. Se cumple
que QA N AQ'C Q. Pero Q'A es ideal a derecha contenido en eA= R, ideal a

derecha minimal. Asi QA =0 & QA = eA. Q"A no puede ser 0 pues Q'seria
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ideal a derecha y como Q'C eAe.a C eA ~R y R es ideal a derecha minimal,
entonces Q'~ R, luego Q" ~ eAe. a. Asi QA = eA = R Se observa que eQ’= ¢
y asi Q'C AQ’". Por tanto Q= QA N AQ", pues C RN AQ=- QA N AQ'C Q"
donde AQ'C A.eAe.a ~ Ae. a.

Consideremos A"= { 1& A / 1¢. 2 « AQ’). Se cumple que A’es ideal
a izquierda de A. Asi Q'~eANA’ea.Como eANA’e escuasiidealy eA
NAeCeANAe=-eAe y eAe es cuasiideal minimal, entonces eA N A%
=0 6 eANAe=eAN Ae =eAe.

Si eANA'e=eAe, setieneque Q-eA N A'ea contiene a
(eANAe)a=-ecAe a. AsiQ=eAe. a

SieA N A’e= 0, entonces sea xeeA N A'ea = Q" Se cumple que x =
eb-aea conheA ae«A” Comoex=-x=~ea’ea vy ea’ceeecANA’e, se

tiene que ex =X = 0, y esto para cada x « Q". Luego Q=0. Contradiccion.

§ 4 : Un socle de cuasiideales.

En [39] Slater estudia la suma de los ideales a derecha minimales
de un anillo alternativo A. Denota a esta suma S_(A). Bajo la débil condicion
de que los ideales a derecha minimales contenidos en D sean de cuadrado
distinto de cero, demuestra que S_(A) es un ideal de A. Anilogamente con
S,(A), la suma de fos ideales a izquierda minimales de A. Si A cumple

ademds que todo ideal a derecha minimal es idempotente, propiedad
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denotada IRM, entonces se demuestra que
S(A)-oC coniel

donde C; son los ideales minimales de A con algin ideal unilatero minimal,
y que por tanto forzosamente habrin de ser algebras de Cayley-Dickson o
anillos simples de transformaciones lineales de rango finito de un espacio
vectorial sobre un anillo de division D;. Anidlogamente si A cumple la
propiedad de que todo ideal a izquierda minimal es idempotente, denotada
IML, S,(A) posee el mismo Teorema de estructura. Esto quiere decic que si
A cumple IMR y IML se tiene que S.(A) = §,(A). A estos subanillos S (A),
S,(A) se les denomina socle de ideales a derecha y socle de ideales a
izquierda respectivamente. Introducimos ahora de modo natural Ia
siguiente definicién:

Definicién: Sea A un anillo alternativo, denotamos por

Sq{A) = Z{Q / Qes cuasiideal minimal de A )
Lo denominamos el Socle cuasiideal de A.

Se observa que Sq(A) es en principio un subgrupo abeliano.
Veamos ahora la relacién entre S (A), S,(A), S (A) bajo ciertas condiciones

del anilio A.

Lroposicion 4.1; Sea A un anilo allernaltivo. 51 A satisface /R
enltonces S(A) € 5, (A} SiA salisface [LM entonces S{A)C S, (A). SiA
satisiace [IRM y ILM , entonces S (A}~ S{A)C S A/

-Demostracion-

Por Proposicion 3.8 se tiene que si A cumple IMR, entonces
S(A)C S (A). Ahora como el razonamiento de la Proposicién 3.8 es valido

también para ideales a izquierda, si A cumple IML se tendra S(A)C Sq(A).
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Finalmente si A cumple IMR e IML , entonces S (A) = S(A)C S (A).

Froposicion 4£2:  Sea A vun anilo semiprimo. £nlonces 5 (A4) =
SAA) = SA) y ademids S (A)- @ (; , con jm, donde (; son los ideales
bilileros minimales de A con algun ideal unifdtero minimal de A.

-Demostracion-

Basta tener en cuenta la Proposicion 4,1, el Corolario3,3 y el

comentario con que iniciabamos el parrafo.

A continuacion se exponen una serie de ejemplos de anillos
alternativos y se calcula su socle a izquierda, su socle a derecha y el socle
de cuasiideales.

Con el primer ejemplo se demuestra que S.(A)= §,(A) = S (A) no

es condicion suficiente para que A sea semiprimo.

Eiemplo 2 Sea el grupo abeliano (2, +) con el producto cero. Se
tiene que (2, + ) con ese producto es anillo no semiprimo. Sin embargo
satisface [RM e IML, pues no posee ideales minimales. Asi S_LLZ_E_SL(Z_L-_Q
Tampoco posee cuasiideales minimales y asi 3112_1_:_0_ (Este ejemplo fue
utilizado por M. Slater para probar que la condicion IRM e IML no implican
la semiprimitividad).

Puede ocurrir que A cumpla que S,(A)= S (A) vy SilA) sea

igual a uno de ellos.

Ejemplo 29 Sea A una Q-ilgebra (ilgebra sobre el cuerpo de los

numeros racionales) con base {a, 1} , que tiene la siguiente tabla de
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multiplicar:
TABLA VII
a t
a| a 0
t |t 0

A es un 2Z-ilgebra semiprima que cumple IML pues no posee
ideales a izquierda minimales, y sin embargo no cumple IMR pues Qt es
ideal a derecha minimal de A y es de cuadrado cero. También Qa es ideal a
derecha minimal de A. Al hallar S.(A}, S,(A), se tiene por tanto que $,{A)=0,
SLLA);A. Hallemos ahora Sq(A). Supongamos que Q es cuasiideal de A
distinto de cero. SeaAa +pt ¢ Q con A, p «Q. Se tiene

A.(Aa+pt)=-QAra+QAt (Aa+pt ) A=-Q.(Ra+pt)
Como A.(Aa +pt) N{Aa+pt).A €Q, se habra de cumplir que Q = Q{(a «pt)
coni,p«Q,siQes minimal Luego Slm

Ejemplo 3% Sea A un algebra alternativa sobre Q con base {x,.

X;.X,.Y3) quetiene tabla de multiplicar:

TABLA VIII

bd
o
<
)
e
o o o o
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Consideremos A como Z-ilgebra. Se observa que no es asociativa
ya que el asociador [ xg, x;, 3, ] = y;. Veamos cdmo son los ideales a
derecha. Sea 0 »R idealaderechade A ysea aeA, a»0,6 con a~=
MoXo* M X+ 2 X+ R3Ys Y Ao ARy A @Q. Asi axy-A;Xp¢Ayy; &R
y (axg)x =i, x,«R y (axg)x,=A;1,%R Luegox,x,-y; «R Por
tanto 6 XA,=06 R=A.Si A5~ 0 paracadaaeR, como axy=24,y; ax,~2y,
y ax; = -4, Y3, se deduce que y;&R. Luego Qy; es el Unico ideal a derecha
minimal y por tanto St(A! =Qv, Razonando de modo semejante se
demuestra que A no posee ideales a izquierda minimales. Luego Si(Ag_Q

Como cada ideal a jzquierda es cuasiideal se tiene que SQIA! = 0.

Eiemplo 4% Con este ejemplo se va a ver que S (A) no tiene
porqué concidir ni con S.(A) ni con S,(A) . Sea A ilgebra sobre Z, que como

Z,-modulo tiene base { e, a, b} cuya tabla de multiplicar es:

TABLA IX
e a b
e e a+b 0
a b 0 O
b b 0 0

Se tiene que {0, a} , {0, e), (0,b) son cuasiideales ya que
A{0,a) N{0,a). A=(0,a+b) N {0,b) =0 C (0, a)
Afo,e} N(0,e). A={0, e}

Afo,b) N{0,b). A=-0C{0,b)



79

Asi SiiA! = A. Ficilmente se obtiene también que SilAJ:_[Q,_b_l
S,(A)-(0.a b}

8§ 5: Teoremas de estructura para anillos semiprimos,

sad

Definicion: La familia de cuasiideales an (ysI , 8sA) de un anillo
A forma un sistema completo K si se cumplen las tres condiciones

siguientes:;
(1)6 Q=0 6 Qg4 esun cuasiideal minimal de A.

(2) para cada 075 = { existen idempotentes nuclearese, | fyeA

tales que an - A fy.

(3) para cada subconjunto finito Q;.....Q 4 Qa4+ -Qer s Qg gr-Lhce

de K existen idempotentes ortogonales nucleares g; . h; con

i=1,....rck j= I.....5< € tales que
k
220 < zzgiAhi
x-ty-1 2 =1 =1

donde g; A h; son 6 0 ¢ cuasiideales minimales de A tales que

giAhy hjAg -8;Ag
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Teorema 5./ Las siguienles condiciones sobre un aniffo sor
equivalenles:

(i) A es semiprimo y es /a suma de sus ideales a 1zquierda mins-

males.

(i) A~(68,)8(04,) con (B,],; ,anillos simples asociat/vos
con algun rdeal a izquierda mipimal y (A;7;, , dlgebras de
Cayley-Dickson. Ademis OF; -U/(4) y 64, -D(4).

(i) A es/a suma de cvasiideales de A gue forman un sistema
complelo.,

(V) A es semiprimo y es /a suma de sus cuasiideales mmimales.

-Demostracion-

Sabemos que si L es ideal a izquierda minimal entonces LC U o
LC D,y ademas si LC D se cumple que L es ideal bilidtero y algebra de
Cayley-Dickson. Se observa que si A es semiprimo no puede ocurrir que L C
UND, pues entonces LZ2C UD = 0.

(i) implica (ii) . Supongamos que A es semiprimo y es suma de
sus ideales a izquierda minimales. Se cumple que A= D + U, donde D es suma
de los ideales a izquierda minimales de A contenidos en Dy U es fa suma
del resto de los ideales a izquierda minimales de A, contenidos en U.

Como A=D+U y DU=-UD=0, por ser A es semiprimo, U es
semiprimo y entonces del mismo modo que en el caso asociativo se
demuestra que U es la suma directa de ideales biliteros de U, Bi conj&] ,
que seran también ideales de A pues UD = DU = 0. Estos Bi se sabe también
que son subanillos simples de A conteniendo al menos un ideal a izquierda
minimal. Entonces U- @ B, , con je ].

Denotemos por { A;/i«} alos ideales a izquierda minimales de



81
A contenidos en D. Veamos que A~

i A loB,
O L

Por ser los A; ideales de A se tiene que A; A, C A;, Aj A C AL
Como A;, A; son minimales, A;A;~0 0 A;A;- A - Aj.También A;B; - 0
pues DU = 0.
Considérese la interseccion
AN ;(;.:;f;‘ ' i% B )
Es un ideal de A;. Pero A, es un dlgebra de Cayley-Dickson, luego
dicha interseccion es 0 6 A,. Sifuera A, ,
Multiplicando por A,, se tiene lo siguiente: A% = A, C
A ae;mA* )+ A (2:3 B ) -0
segun se acaba de ver. Contradiccion.
De igual manera se demuestra que
B, 0 (iej'zmsi . z:l A )0
Finalmente es claro que

A= (o A )eo ( ® B )
jel 1 jey |

(ii) implica (iii). Por el caso asociativo se tiene que Ueslasuma

de cuasiideales de U ( y por tanto de A al ser UD - DU - 0) que forman un
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sistema completo. Sean QYa con ysI y 3eA esos cuasiideales. Sean A, is [,
los sumandos directos de D (que ya sabemos que son dlgebras de
Cayley-Dickson). Los A, son asi cuasiideales minimales de Aysie;esla
identidad de cada uno de ellos, se tiene que A; - ¢; A; e; v los e; son asi
idempotentes nucleares claramente.

Para tener un sistema completo basta tomar

K-{QYB/Y-I‘UI SeAul)

lales que
an- 0 si yaI' v da]
= 0 si ysT y da«A
= 0 si yel y &I peroy=3$

= A si y=9%=ia]
- st si ysT y deA
Consideremos un subconjunto finito  Qyy..... Qpg. Qpqu Qppreenns
Qpfrn Qo deKdonde (I....el={l, ... njuln+l, ...e)J ocon{l..njCT
yin«l...eJcl y{I, .. kK =(l..m)u(m+l,... k) con{l,... mlCl vy
{m+l.....k} € I. Entonces { Q... Qg Qpqes Qgeens Qo Q) € Qs /
ye[ &aA ). Por el caso asociativo sabemos que existen idempotentes

ortogonales en U, g;, hi coni=1,..,r<n j=1,...,5< m tales que

3 3o, % Sy

X<I yei =1 j=1
Seat - max (n, m ). Entonces Q,, - €, A e, ya que Q,, es entonces un algebra
de Cayley-Dickson y puede tomarse como e, la identidad de Q,,. Claramente

se tiene asi

220 szgiAn+§ﬂeAe -2 Zg Ab

x-1 y=1 =1 =1 t - max (n, m} i1 =i
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dondeg;=g; i=1l..r y g'=e i=r+l...r=min{e k) -max{n m)-r
y donde hi=h; j=1l..s y Bhy'- € j= s+1,.... 8= min{e, k) - max(n, m) +r
Facilmente se prueba que g;'A hi' con i=l,..r’ j= 1......s" cumplen la

condicion (3) de la definicion de sistema completo.

(iii) implica (iv). Basta ver que A es semiprimo. Veamos para ello
que A no posee ideales biliteros nilpotentes distintos de cero.Sea0 = beB
con B un ideal de A.

b--ggemaneai 223 Ae

=1 1 =1 jl
Por ref. (3) existen idempotentes ortogonales nucleares f,, ..., {;

(rsm) y gy ... 8 ( 55 n ) tales que

> Yo ke, 2 21 Ag,

i=1 je1 i k-1
donde todos los , A g, = 0 son cuasiideales minimales de A. De aqui

-2 3 18,5,

h-1 k-

Por ser b= 0, al menos un sumando fy a,, g, es distinto de cero. Por la
ortogonalidad de los idempotentes f,, ..., f, 8y, ... B Se tiene f bg, =
f, 2, 8 - Cada f; bg, esun elemento de B, por lo tanto existe al menos
un cuasiideal minimal fy A g, tal que tiene un elemento en comun con B.
Asi f, A g, CB.Peronuevamente por Ref. (3) fyAgy .8 Afy = [ AT,

CB yasif, «B y B no es nifpotente.

(iv) implica (i). Es claro teniendo en cuenta que cada cuasiideal

minimal est4 contenido en un ideal a izquierda minimal.
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Definicion: Decimos que los cuasiideales Q;y, Q5. ....... Oy, de un
anillo A forman un sistema completo finito si existen idempotentes
ortogonales nucleares ey, ..., e, en Atalesque Q;;~006Q,-¢;Ae, (ism,
ksm ) es un cuasiideal minimal de A con la propiedade; A e, .e  Ae, = 0.

Aplicando ahora el Teorema 5,1 y el caso asociativo puede

demostrarse finalmente el siguiente Teorema:

Teorema 5.2 Las siguientes condiciones sobre un anilffo A son
eguivalentes:

(7] A es un anilo semiprimo y es /a suma de un numero finio de
Sus 1dezles a 1zquieda minimales.

(i)A=A,8.. 04 08,0 08 con A,, .. A, dlgebrasde
Gayley-Dickson y B, ..., B. anillos simples de A gue son
suma de un numero finilo de sus ideales a izquierda mmimales.
Ademis A, .. .04, ~U(4) y B,8.. .08 =D(A)

(i) A es [z suma de cussiideales de A los cvales forman vn

sistema completo 1inilo.
(iv) A es semiprimo y es /a suma de un numero finflo de sus

cvasirdeales minimales.

Observacién: Por Teorema B de [39] se tiene que (i) en el
Teorema anterior es equivalente a que A es semiprimo y cumple la

condicion de cadena descendente para ideales a izquierda 6 derecha.



Los anillos regulares alternativos fueron tiratados inicialmente
por Smiley en 1947 (ver [41] ). En este pdrrafo vamos a demostrar que las
dlgebras de Cayley-Dickson son anillos regulares alternativos, y se vera que
todo anillo regular alternativo es suma subdirecta de anillos regulares
asociativos y algebras de Cayley-Dickson. Finalmente se dari una
caracterizacion de los anillos regulares que son suma de sus ideales a
izquierda minimales, en términos de los cuasiideales anteriormente
estudiados.

Definicion: Un anillo alternativo A se dice regular si para cada

1&A existe un aeA tal que xax-x.

Lroposicion 6.1; 57 A es un anillo regular se cumple:
(1) Dado R rdeal a derecha de A y L ideal a izquierds de A,
entonces RZ =R, [?=L, RL=RNL

(i) 87 Q es cvasiideal de A, entonces = AQ 1 QA4 = 04 . AQ

-Demostracion-

(ii) Se tiene que dado q «Q existe a « A tal que gag = q. Asi
QC AQNQA . Por ser Q cuasiideal Q= AQNQA.Como{ A A QlCcQC
AQNQA, entonces AQ=-AQ+[A, A, Q] QA=QA+«[Q A A]. Asi setiene
que Q=QANAQ Y por i) Q= QA. AQ.

Observacion: La clase de los anillos regulares alternativos es
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cerrada por imagenes homomoérfas y productos directos.
jemplos: 1- Las digebras de Cayley-Dickson de divisién son
anillos regulares.
2- Cualquier producto directo de anillos de division es
anillo regular.
Definicion: Un ideal bilitero ] de A es regular si para cada x€ ]

existe ye ] tal que xyx = 1.

Lema 6.2 Sean [1 K dos ideales de un anillo A. Fotonces £ es

regular sry solosi J vy K/ ] son regulares.

-Demostracion-

Si K es regular, obviamente K / ] es regular. Dado x e | se tiene
XVI= X para algun ye K, Pero z= yxy es un elemento de J tal que xzx = x. Asi
Jes también regular.

Supongamos que J v K/ ] sonregulares. Dado x€K se sigue que
por laregularidad de K /] 1x-xyx & ] para algun y« K. Vamos a demostrar
ahora en general lo siguiente:

(*) Sea ] un subanillo de K y supongamos que para X - Xy & J , con Xe |
e yeK, se cumple que 3 ze J tal que (x - xyx) z (X - XYX) = X - XYX.
Entonces 3 w &K tal que x = xwx. En efecto:
Y=X-Xyx ={x-3yx)z{(3-3yXx)=32x" para algon ze ]. Asi
X=X+XyY =X2x +XyxX = (X -XyX ) 2 (X - IYX) + XYY =
=123 -((ayx)z)x-(xz)(xyx )+ (xyx )z (3yx )+ XX =
=xzx-x(y(z2z))x-x(z(xy))x+x((y(x2)). (xy) )3 + XY
por las identidades de Moufang. Luego

x=x(z-y(3z) -z(xy)+({(y(x2)) + y)x v asi se concluye x
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= xwx con w & K. Por o tanto K es regular.

FProposicion 6.3 Cualquier producto subdirecto de un numerc
finito de anillos regulares es anillo regulsr.

-Demostracion-

Es suficiente considerar el caso de un anillo A producto
subdirecto de dos anillos regulares. Sean ], K ideales de A tales que JNK =0
y A/ ) y A/K son ambos regulares. Por ser ] isomorfo al ideal bilatero
(J+)K)/K de A/K . anillo regular, y por Lema 6,2 ] es entonces regular. Pero

A/ ] esregular también, y asi nuevamente por Lema 6,2 A es regular.

Proposicion 6.4: Sea M = [ xr & A / ef ideal en A generado por 1
es un ideal regular]. fntonces;

(3) M es regular e ideal bilitero de A.

(b) M contiene todos los ideales bildleros regulares de A.

(c] A/M no tiene ningun ideal bilitero regular no cero.

-Demostracion-

(a) Sean x, y €« M . Consideramos los ideales en A generados por X
e y que denotaremos ((1)), ({y)). Se tiene que ((x}}), ((x)) + ({y)) / {{x)) son
regulares, de donde ((x)) « ((y)) es regular por Lema 6,2. Asi {(x)) + {{y)) C
M paracadax,y « M. Luego M es ideal bilitero y es claro que M es regular.

(b) y {c) son inmediatos.

Lema 6.5 Sean €, ..., €, Ifdempolenles orlogonales en un
aniflo A lales que €, + ...+ &, = 1. Entonces A es regular siy solo S/ para

cada ree, A € ersste yee/A e, la/queryr -1
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-Demostracion-
Considérese la descomposicion de Peirce de A relativa a los
idempotentes ¢, ..... €,. Se tiene que A =X A ij con i, } variando desde |

hasta n y 105 A‘1 = [ xﬁ / ek X il‘ 5“1 ” X iiek - Gikx i para k = 1. vesny t } Sl

j
x-Xxy conij=1,..0 'y X;eAy, esficil demostrar que x; = (e; 1) €=
e;(xe) porque le;. x gl --11.e,¢l=-(xe)e;=-(xe)e? -
-((xelede=-1x,¢.¢lej=x(eee) =0

Demostremos la implicacion directa. Sea xee, A g . Sabemos que
existe ye A tal que xyx = x. Luego xyx - x = 0. Pero

xyx-x=x($ Y, JYx-x=
TR

(x(yii+ gyikJ)x -X = x(yii+ yﬁ)x—x
por las propiedades de la descomposicion de Peirce. Por tanto xyx - x = 0
implicax ( yy+ y;)x-3x-0.Luego x(yy)x+«x(y;)x ~xeAy Como
TA; esdirectase tiene que X (y;)3~0 yque x(y;)x~3 cony;eA;
Para la implicacion reciproca, procedamos por induccion sobre n.
Si n=1 es claro que entonces A es regular. Veamos para n=2. Consideramos
primero un xe A tal que x;, =~ 0 . Se sabe que hay elementos ye e Ae, ze
e, A e, tales que
(x Jdy(x =3
(x9)2(x )=,
Entonces
X(y+z2)x=(x )  +X5 +X ) (y+2) (X +Xy*+X )~

X VX + (X V)X + (Xp2) g ¢ Xpp 23Xy =
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STRE YRACSTR I STRIC PP PN
Asi x'-x-x(y+z)ree,A e,. Por tanto existe por hipétesis w tal que
wee,Ae, Y x'wr'-1’ Por(*) de Lema 6,2, para algin ve A xvi - 1.
Considerar ahora un elemento xs A y elegimos un yee, A e, tal
QUEX Y X 3~ X ,.Calculemos ahora e,( X - xyx ) e, . Por las propiedades
de la descomposicion de Peirce se tiene:

(xy)x-(lewg xmy)x--(xm Y)’n +(ley)§xh +

5:(: y)x.+2(x y)x
e’ T & e
yasi e ((xy)x) e, ) = (X ¥ ) Xpp + (X457 ) g+ {1y ¥) 1y,

En pagina 35 de [36] se demuestra

xii( Z; Y” )= ( Z; x“)Yﬁ- ( xiiY“)Zn si imj ﬁ‘xii.yi,lAﬁ ”‘ZﬁlA“

V= VX ¥ XY ® Ay con i,

Asi (Xp¥ 12151 = (¥ Xy ) Xpp= - (X5, ¥ ) X,,. Luego e ((xy) 1) €y = (x,,¥)3,,
y por tanto e; ((xy)x - x )} e, ~ 0 . Ahora, por el caso anterior, existe zeA tal
que ( X - xyx) Z (XYX) = X - XYX. De donde por (*) de Lema 6,2 x = 1wx para
algin we A y asi A es anillo regufar.

Supongamos que el Lema es cierto para n-1 idempotentes
ortogonales. Seaf=ey+ ...+ €, Y g=€;+€;+e4+. . .+e . Conocemos que
fAf , gAg son regulares por hipOtesis de induccion. Consideraremos
cualquier elemento x s e Af. Existe yee, A e, talque (xe))y(1e))~-xe,
Vamos a ver que (x- xyx)e, - 0. Efectivamente, X = X, + ...+ X, €

Y‘Au.imph’ca (132)Y(132)‘xez “(x!zY)xtz'xlz‘O Y asi se
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tiene que (x -xyx)e;=x;,-((x,y)1)e; = x5, -(3,,¥)%,=0.Por
tanto x - xyx & gAg. Por (*) de Lema 6,2 x = WX para algin we A. A partir
de aqui vamos a obtener que fwe, e fAe; cumple x (fwe,) X = X. Tenemos
que e, y [ son dos idempotentes ortogonales y asi A= e Al + fAe, + fAf +
e,Ae; . Paraxee Al existe we A tal que X = XWX, por tanto X, W X, - X,
=0 con x;,8 ¢Af . COomo W= W i+ W+ Wy + Wy, CON W, €eAe, ,
w,efAe;  wi,ae Al  w,efAl, entonces X, ( W+ Wyt Wyt Wy J X5

“Xp = (X Wi ) Xy (X Wy )Xy + (X3 Wy ) Xy - Xy, = 0. Luego

(112 \2Y ) X, -Xy5 =0 por ser ZAii una suma directa de submodulos. Del
mismo modo para cualquier X e fAe, existe te e Af tal que xtx = x.
Aplicando ahora el caso n=2 a los idempotentes ortogonales e, f concluimos

que A esregular.

Jeorema 6,.6; F/ dlgebra de Cayley-Lhickson con divisares de cero
es regular.

-Demostracion-

Sea C el dlgebra de Cayley-Dickson con divisores de cero sobre un
cuerpo K. BEs conocido que C es K-espacio vectorial de dimension 8. Tomando
fa base de C de la TABLA II, se tiene que x5 + yg = 1. , con x5, Y
idempotentes, con lo que se tiene la siguiente descomposicién de Peirce de C
refativaa x5,yg: C=C;;+Cy +Cj5+Cy donde Cyy = (xg) , Cjp= {3y,
x,,33 ), Gy =y, V2 ¥3). Cpp = (yg) Veamos que dado x «Cy; existe
ys (‘,’i tal que xyx = X. Por ser X;,y, idempotentes basta comprobar que
dado A x;+AX,+ A, X5 &Cjy condy, A, X, &K existen pg. jy. py €K
tales due

(Axy¢ AXpe Ay ) ( gV o+ 1Y 2* Ba¥3 ) (AXy* ApXo+ AgXy ) = AX g+ ApXoe AgT s,
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Es decir, se trata de encontrar y,, §,, j; €K tales que
(At Al Ay ) =1
Lo mismo si ae C;, se puede hallar beC,, tal que aba - a . Por el Lema

anterior, C es asi un anillo regular.

Proposicon 6.7 £ cenlro de vn anillo regular, es vn anillo
reguiar.

-Demostracion-

Sea A un anillo regular y sea Z = Z(A), el centro de A. Tomamos
xe 7. Sabemos que existe ye A tal que xyx = x. Sea 2= yxy. Vamos a
comprbbar que ze Z. Veamos primero que paracadare A, zr =rz

zr = (yay)r = (y2x) r = (y2r)x = (y?r) (xyx) = y2(r{xyx)) = y2r(z2y))
= y2(rx2)y) = y2(x2r) y) = y2Ax2(ry)) = (y%22) (ry) = (yx) {ry) = y (xrly

rz = r{yxy) = r{xy?) = (rx) y? = (xr) y2 = {(xy2)r)y?= ((yx?)rly? -
y((x2r))y? = (y (r12)) y2= ({yr)x2) y2= (yr} (xy) = y(rxly = y(xr)y = rz.

Y a continuacién veamos que [z, a, b}= (za)b - z (ab) = 0 para cada
a,beA:

(za)b = ((yxy)a) b = ((y2x)a) b = (y2(xa)) b = ({yZa)x) b = (y2a)(xb)
- (y2a) (bx) = (y2a) ( b. x3y2) = (y2a) ((b13) y2) - (y?a) x3 (by?)

z(ab) = (yxy) (ab) = (y2x) (ab) - y2(x (ab)) = y*(xa)b) = y*((ax) b}
- y2(a(xb)) - y2 ((ab)x) = y2 ((ab). x3y2) = y2 ((ax3b) y2) = y? ((ax®)b) y? -
= (y2(ax3)). (by?) = (y2a) x3 (by?)

Corolario 6.8 Un anillo regular unitario es fndescomponible sf y
S0/0 $7 sU ceniro es un cuerpo.

-Demostracion-
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Sea Z el centro de A. Por Proposicion 6,5 para 0= 1&Z existe un
yeZ tal que xyx = X. Asi Xy es un idempotente que estienZ Sixy = | se
tiene que A = (xy) A @ (1 -xy) A con lo cual A no es indescomponible. Asi
xy = 1 y Z es un cuerpo.

Supongamos ahora que Z es un cuerpo. Si A= A, ® A, se tiene
que Z(A) = Z( A,) @ Z( A,) . Como & Z(A), entonces Z{ A} = 0y Z( A)) =0.

Asi Z{A) tiene divisores de cero, lo que es una contradiccién.

Jeorema 6.9 Un anidlo regulfar allernativo es una svuma

subdirecta de anillos regulares asocialivos y gebras de Cayley-ly¥ckson.

-Demostracion-

Sea A anillo regular alternativo. Claramente A es anillo
semiprimo. Es conocido que cada anillo alternativo semiprimo es una suma
subdirecta de anillos alternativos primos. A su vez un anillo alternativo
primo es un anillo asociativo primo ¢ un anillo de Cayley-Dickson 6 un
anillo alternativo con divisores de cero absolutos. ( Un divisor de cero
absoluto de A es un 0= ae A tal que aAa = 0).

Supongamos que A es producto subdirecto de la familia de anillos
(S siendo cada §; de uno de los tipos anteriormente citados. Por
definicion de producto subdirecto se tiene que p; I;- A —> §; s
suprayectiva, con p;: T §,—> §; la proyeccién canénica. Asi 5; es anillo
regular. Por tanto ningin S; puede ser con divisores de cero absolutos.

Supongamos que algin S;= B es un anillo de Cayley-Dickson de
division. Esto quiere decir que B se incrusta en un dlgebra de
Cayley-Dickson de division que se puede construir a partir de B de la

siguiente forma: Se toma S = Z(B) - {0), que es sin divisores de cero, y se
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construye el anillo de «cocientes S !(B) como en el caso
asociativo-conmutativo. Existe un homomorfismo inyectivo de B en S-1(B)
que acada x «S le hace corresponder xs/s cons«S .Perodado 0=xeB
sabemos, por ser B regular, que existe a« B tal que xax - x. Entonces
xs/s . as/s . xs/x = xs/s. Es decir que xs/s . (axs- s)/s = 0. Como S"!(B) es
algebra de division se tendra que 6 xs/s = 0, lo que no puede ser puesS es
sin divisores de cero, 6 axs/s ~ s/s . Pero entonces ax = 1g . De modo analogo
se puede demostrar que xa - 1g . Luego B es anillo de division asociativo ¢
alternativo no asociativo, y en este caso es un algebra de Cayley-Dickson.
Supongamos que algin S; - B es anillo de Cayley-Dickson con
divisores de cero. Existe como en el caso anterior un monomorfismo de B en
S-1(B), que es construido de manera analoga. Asi la imagen homomorfa de
Z(B) esta contenida en el centro de S™!(B), que es un cuerpo. Como B es
regular, entonces Z(B) es regular. Asi Z(B) es regular y esta contenido en
2S-1(B)) que es un cuerpo. Por tanto Z{B) es un cuerpoy lyg = 1p =
Is gy - Por ser B regular dado a« B existe be B tal que aba = a y asi ab es
idempotente en B. No puede ocurrir que todos los idempotentes de esia
forma que aparecen en B estén en Z(B), pues entonces serian [a identidad de
By asi B seria un anillo de divisién, luego $-1(B) seria también un anillo de
division, lo que no es cierto. Por tanto en B hay idempotentes no centrales.
Por Teorema | de pagina 32 de [55] se puede suponer que dado un
idempotente distinto de 1 en S I(B), este idempotente es x4 { el x5 que
aparece en la TABLA II). Identificando B con su imagen homomorfa en
S-1(B). dado un idempotente no central en B puede suponerse que e5 x4 .
Consideremos ahora la descomposicion de Peirce de B con

respecto a X, . Se tiene que B = By + Byg+ By, + By, . Denotaremos y,=
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1-35 ysea F=2(S!(B)) , F,-{(:«F/Ax,&B), F,-{AaF /Ly eB).
Entonces se tiene claramente que F( x4 + F,y, estd contenido en B, pero es
disﬁnto de B, pues si fuesen iguales S!(B) seria conmutativo. Asi existe
a« B tal que a4 F x4 + F,y, . Luego existen 1 = xgay, € y=Yy,ax,, alguno de
los dos distinto de cero, tales que x«B;,, e y &Bg .EsclaroqueB C
(S-!(B)); = Fxg . Bjg € (S !(B))yg=Fx «Fx,+Fx; , Bgg € (57!(B))gq = Fy,.
Supongamos sin pérdida de generalidad que x=0 . Se sabe por Lema 65
que existe 0= b e By, tal quex bx -x Por tantox b -x5,bx-y,.Sea T~
Fixg+«Fyg+F3x+F4b conF;-{(A«F/2Ax«B) yFs-{p«F/pbeBl
Veamos que F= F,= F3= F4= I(B). Sea p € F, se tiene que px, & B. Asi ( pxy )x
- px «B, lo que implica que j « F; . Sea ahora y & F;, se tiene que p x&€ B. Asi
{px)b = ux, « B lo que implica que p & F; . De modo anilogo se demuestran
las igualdades F,-F, , F;=F,. Ademds dadop & F(=F, se tienepx,,py, =
By por tantop( x5+ yy) =p &Z(B). Asi Fj= Fj= F3= Fe= Z(B) , luego T-
Z(B)xgy+ Z(B). yo + Z(B)x + Z(B).b. Ahora notese que T= B pues caso contrario
S-1(B) seria asociativo. Esto quiere decir que en By, hay otro elemento que
lHamaremos ¢ v que es Z(B)-linealmente independiente con b. Ademas es
también F-linealmente independiente pues si no c= wb con weF, pero xb= x4
implicaxc=xwb ~wxyeB y bx=-y, implica cx ~wbx~wy,&B, luego
WXy + Wyg=0e Z(B). Volviendo a aplicar Lema 6,5 sabemos que existe de B,
tal que cdc = ¢ y asi cd = g, dc = Xg. No puede ocurrir que d = vx con veF
porque entonces dc = vx ¢ = Xy. Luego b{vxc) =v(bx)c-vygsc=ve, por
Proposicion 34 de [ ], y asi b y ¢ son linealmente dependientes,
contradiccion. También es claro, razonando igual que antes, que Fs = (A & F
/Aice&B) y Fo-{(AeF/2daB) cumplen Fg=F = ZB).

Consideremos el subespacio de B: A= Z(B). xg + Z(B). yo + Z(B). b +
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Z(B). d + Z(B). x + Z(B). ¢ . Es facil de comprobar que al extender escalares un
ilgebra regular sigue siendo regular. Si A es subilgebra, como A es regular,
al extender escalares de Z(B) a F se tendria que A es una subalgebra
maximal, y ademas regular, de la F-algebra de Cayley-Dickson S !(B). Pero
por [33] estas subilgebras no son regulares. Asi que A no es subilgebra y

por tanto no es igual a B.

En A se cumple xc = 0, pues si xc = wx, con w«F, comob (xc) -
wbxy = wb y por Proposicién 3.4 de [36] (relativo a las propiedades de la
descomposicion de Peirce) b(xc) = (bx)c = y,c = ¢, se tendrd c= wb lo que
contradice que cy b son linealmente independientes. Anilogamente 0= cx =
bd = db. Luego si A no es subdlgebra ha de ocurrir que xd 6 bc & A.
Supongamos que es a-xd € A. Se cumple que ae By, es Z(B)-linealmente
independiente con {b, ¢} ( v se comprueba que es también F-linealmente
independiente ). Entonces existe z« B, tal que aza=a y portanloaz =y,
za = X,. Se tiene que z es F-linealmente independiente con {x,d }, pues si
z=Ax+pd conA, p«F,za =Axa+pda=3x, perob=b(za)=b( Axa+pda)
= Ab(xa)+pb(da)=A(bx)a +p(bd)a=2Aa, loqueimplica que A =0,
pues ay b son linealmente independientes, y ¢ = c{za) = ¢ (A3a +pda ) -
Ac(xa) + pc(da) = A(cx)a + pled)a = pa lo que implica que p=0, puesay c son
linealmente independientes. Asi { 3,,vy.a.b.c.d,x, 2]} son
F-linealmente independientes y forzosamente serin una Z(B)-base de B. Es
una comprobacién ahora ver que tienen [a misma tabla de multiplicar que

un algebra de Cayley-Dickson con divisores de cero.

Finalmente demostraremos el siguiente Teorema:
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Jeorema 6. /0; Sea A un anillo. Son equivalentes;

(i) A esregulary suma de sus ideales a zZgurerda minimales.

(i) A es suma de sus cuasiideales minimales y los cuasiideales

de A forman vn semigrupo reguiir As0Cialivo con respecto a
/2 operacion producto.

-Demostracion-

(ii) implica (i). Veamos que A es semiprimo. Para ello tomar L
ideal a izquierda de A tal que L2 = 0. Se tiene que L es cuasiideal v asi por
hipétesis existe Q cuasiideal de A tal que LQL = L. Pero entonces L = LQL =
L(QL) € L2-0. Luego A es semiprimo y por hipétesis es suma de sus
cuasiideales minimales. Por Teorema 5,1 A = D®U con D suma directa de
algebras de Cayley-Dickson y U suma directa de ideales biliteros de A que
son subanillos simples de A, conteniendo al menos un ideal a izquierda
minimal { y ademas suma de ideales a izquierda minimales).

Si comprobamos ahora que D y U son anillos regulares se tendra
que A es regular. Es claro que D es regular por ser D suma directa de anillos
regulares. Veamos que U es regular. Sea Q cuasiideal de U. Q es cuasiideal
de A= D®U y asi existe Q'cuasiideal de A tal que QQQ - Q. Sea Q= { qe U /
existe de D tal que d+q ® Q). Q; es cuasiideal porque es subgrupo abeliano y

(AQ;+[A, A, QI)N(QA+IA A Q])CAQ NQA

cl NQuUcQnuUcy,

Ademis QQ'= QQ,. luego QQ'Q = QQ,Q = Q. Luego los cuasiideales de U forman
un subsemigrupo regular del semigrupo de los cuasiideales de A. Por el caso

asociativo (Teorema 9,3 de [44] ) se sabe que U es entonces un anillo

regular asociatlivo.
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(i) implica (ii). Por ser A regular, A es semiprimo. Ademas
aplicando la hipétesis A es suma de sus ideales a izquierda minimales. Por
Teorema 5,1 se tiene que A= D @ U con D suma directa de ilgebras de
Cayley-Dickson y ademads A es suma de sus cuasiideales minimales.

Cada cuasiideal de A, Q, es ahora suma de dos cuasiideales Q,, Q,
de Dy U respectivamente. En efecto si qa& Q, se cumple que g~ d @ u con de
D y con us U. Notese que D es un anillo regular y asi existe xe D tal que dxd
-d. Luego q( 1@ 0 )g - d®80 « Q por ser Q cuasiideal. Asiq - d - u «Q,
Luego llamando Q; ={d«D /3 ueUtal que dousQ)} Q)={uelU/3deD
con deu &« Q }, es claro que Q; y Q, son cuasiidealesy Q,0Q, = Q.

Como A es regular y A= DeU U es entonces regular. Los
cuasiideales de U forman asi un semigrupo regular asociativo, por Teorema
93 de [44]. Por otra parte los cuasiideales de D son algebras de
Cayley-Dickson o sumas directas de algebras de Cayley-Dickson. Por tanto
se cumple también que los cuasiideales de D forman un semigrupo regular
asociativo. Finalmente, por lo anterior, los cuasiideales de A son también un

semigrupo regular asociativo.

§ 7 - Algebras alternativas en que cada
sub3 aes iide

Finalizamos la Memoria estudiando las algebras alternativas en
que toda subalgebra es cuasiideal. En esta linea han sido ya estudiadas ias

ilgebras en que cada subalgebra propia es asociativa ( ver [S]de Badalov),
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y mads cercanamente a nuestros propositos las algebras alternativas en que
cada subespacio es una subalgebra ( ver [20], de Kaplansky), las dlgebras en
que cada subdilgebra es un ideal (ver [30] de Outcalt y [37] de Liu Shao-Xue)
y también aquellas ilgebras alternativas en cjue cada subadlgebra es un
ideal a izquierda ( ver [34] de Rodabaugh). Es natural ahora preguntarse
como serian las algebras alternativas en que cada subdlgebra es un
cuasiideal.

A lo largo de este parrafo denotaremos por A un dlgebra
alternativa sobre F, cuerpo, de manera que A no es necesariamente de

dimension finita.

Definicion: Dada A algebra, diremos que es Q-algebra si cada

subalgebra de A es un cuasiideal.

Lema 7 /5 S7A esQ-dlgebra con /, entonces A= /).
-Demostraciéon-

Se tiene que 1> es cuasiideal, fuego A = <I> A<I> C <>,

Lema 72 S/ A es Q-dlgebra y ae A, enlonces (1> es finito
dimensional. (Luego A (-dlgebra implica A focalmente finita)

-Demostracion-

Supongamos que a, a2, .., a" son linealmente independientes
para cualquier n. Se tiene que a3 e <a?> yaque a3 =aa?-alae @A n
A<a?> c <a? , por ser <a?) cuasiideal. Por lo tanto a3 es combinacion de

elementos de la forma a?m
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Lema 7.3 857 a es un elemento nilpotente en una (-ialgebra,
entonces a¥- 0.

-Demostracion-

Supongamos que a"# 0 y a®*!=0 conn> 4.Seam=n/2sin
es par, y sea m= n+1/2 sin es impar. Entonces m+1 < n-1 y 2m2 n. De aqui
(a® )2= 0 y asi <a®™> es |-dimensional. Ahora bien a®*! -~ a® a2 - 2. a® «
amA N A <a®> C <a®, por ser <a®) cuasiideal. Asi a®! = a a® con a=0

asF. Luego a®*! = ot a®. Contradiccion.

Lema 7 4 Si A es Q-dlgebra que no es nililgebra, entonces posee
un idempotente no cero.

-Demostracion-

Si A no es nilalgebra, existird ae A tal que no es nilpotente.
Tomamos <ad. Se tiene por Lema 7,2 que <a> es de dimensién finita y <a>

no es nilalgebra, luego <a> posee un idempotente.

Lema 7.5 57 A es Q-dgebray 0 = e es idempolente en A, en /i
descomposicion de Peirce de A relaliva a e, se liene que A, = <e).
-Demostracion-

Basta tener en cuenta el Lema 7,1 y que A, es subalgebra de A

con elemento unitario.

Lema 76 57 A es (-dlgebra y 0= e es idempolente en A, entonces

Ay esnililgebra.
-Demostracion-
Supongamos que Agg DO €S nilalgebra. Por Lema 7.4 Ay, posee
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un idempotente no cero f. Tomamos la subalgebra <f + e >. Se cumple que
e-e(f+e)=(freleaAf+edN{f+edAC{f+e>

por ser { + e ) cuasiideal. Luegoee{f+e > Asif =0, contradiccion.

Lema 7.7 857 A es (-dlgebra ¥y e es idempolente de A, enlonces
Ar9Ap =0

-Demostracion-

Basta probar que xy = 0 para cada xe A;, Yy paracadayei,,.
Se tiene que 3% = y2= 0 pues x2 = {ex) (ex) = (exe) x = 0 y andlogamente con
y. Consideremos x+y. Se cumple: (x + y)2 =Be +z conp &« F ze Agg Asi
((x+y)?)3 = 3¢ por Lema 7,3. Ahora bien

B3x = ((x+y)2)3 (2 + y) = (x + y) ((2+y)?)2 = B3y,

Luego =0, con lo cual Ay Ay, =0.

Lema 7.8 Sea A (-dlgebra enloncesxx =0 paracadiy, ¥ €4,
Yy =0 paracaday, y €Ay, yasi Ay =0 y Ap”=0.

-Demostracion-

Tomemos e + y" donde y's A, Es un idempotente. Asi el
subespacio (e +y ") es subdlgebray por hipétesis cuasiideal. Pero
yvie+y )=y+yy loqueimplica e{y(e+y’))=yy" Porotraparte
(e+y ) lyy)=yy vasi yy €AlA(e+y))N(e+y)AC(e+y’)

Como [a suma de los Aii coni, j=0,1 esdirecta, se tendrd que yy '=0.
Estudiaremos a continuacion las nildigebra que son Q-algebras.

Lema Z 9 Sea A (Q-dlgebra y nililgebra, y sea z& A tal que z<=0.



Entonces ZA 11 Az = 0.

-Demostracion-

Supongamos que za = bz ~ Az con a, b « A AeF. Entonces por
Lema 7,3 0=zad - A3z y asiA=0. Notar que de aqui se deduce también que
zAz=0.

Lema 7 /0 Sea A (-igebra y nildlgebra Supongamos que y& 4
yque yZ= 0 Entonces yANAy s (y?)

-Demostracion-

Recordemos que por Lema 7,3 y3= 0. Supongamos que ya- by =
Ay +puy? con a,beA A peF Entoncesya?=AZy+Apy2+py?a, vy asi
yal =22y + 24 y2. Por tanto 0 = ya3 = A3y + 3321 y2, luego A =0.

Lema 7 1] Sea A (-ilgebra y nililgebra y sea r& A tal gue 2<=0,
Siy & A yverifica y<=0, entonceszy = yz = 0.

-Demostracion-

Consideremos z + v . Entonces se tiene que ( z+y )2 = zy + yz. El
subespacio vectorial { z+ y, Zy + yZ ), es subalgebra y por tanto cuasiideal.
Pero

vzey(lz+y,zy+yz)N(z+y zy+yzlz < (z+y.zy +yz).
Anilogamentezy & (z+y ,zy «yz).5i yz= 0, se tendra que

yz=A(z+y)+p(zy+yz) coni psF
Pero multiplicando por z a derecha se tiene que 2 = 0 por Lema 7,9 . Pero
entonces { 1 - ) zy =p(yz) conpeF. Comopor Lema79 AzNzA-0. se
cumple que g = 0. Contradiccion. Luegoyz = 0.

Anilogamente se prueba que zy = 0.
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Lema 712 Sea A Q-dlgebra y nililgebra y z € A tal que z<=0. S
ye 4 e y<= (0 entonces yzy = 0.
-Demostracion-

Se cumple que 0 = (z+vy )3=yzy por Lemas79 y 7.11.

Lema 7[5 Sea A (-Zgebra y nilifgebra y sean I, y € A lales
guer? =0 =y? Fntonces 1y r=0=-yry 0=x2y-ylr=ypri=ay?

-Demostracion-

Caso [ x-yx*o e yxv=0
Por Lema7,14 xyx =232 con 0#ieF yxy=py2 conO0=pseF

1yx = Ax? implica xyxy = Ax%y yIyX = Ayx®

yay = py? implica xyxy = pxy? yryx = py2x
Luego x2y =A-1pxy? yx2=-A-p y2Zx
Asi 0=(x+y)3 implica O =(pAt+1)y2x «Ax2+py2+ (1 +pa1)xy?
Mulftiplicando por ¥ aderecha O=pyZx vyasi y2x=0,luego yxZ=0.
Multiplicando por y aderecha 0=1x%y yasi x%y=0,luego 1y2=0.
También se obtiene ahora que (x2) = (y2), porque (x +« y)? = 0. A
continuaciéon tomamos el subespacio ( X + y , ¥2 + Xy + yx + y2), que es una
subalgebra de A, y observemos que

ry+yipyiel(x+y, x2+xy+yx+y?). y

2+1y, Ax2 @ x. (x+y,x2+xy+yx+yl
Por ser A Q-dlgebra se tiene xye(x+vy, X2+ Xy + yX + y2). Asi

ry=a{x+y)+p(x?+xy+yr+y? cona,peF.
Multiplicando por y a derechaa (xy + y2)+ Buy? = 0.Luego

axy = (a-Pp)y? lo queimplica a(xyx) = 0 = alyxy). Luego
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o=0 . Asi Bpy2= 0, lo que implica B~ 0 también. Contradiccién.

Caso . xyx=0 e yry-0.

Se tiene que (x +y ) 3 = 0 implica 0 = y2x + 1yx + yx2+ 12y + 32,
Comoxyx =212 con0O=AeF e yxy=0 secumple

0 - xyxy = A 1% y 0=yzyx=Aiyxl
Luego x%y ~ 0 - yx2 Asi 0=~y2x+3yx+xy? implica 0 =y2x+2A1?+zxy?
Tomamos ahora el subespacio ( x2 + yx + y2). Es subdlgebrade Ay

yix e(z2+ yr+y?). x

v ey.(12+yx+y2)
Asi por ser A Q-algebra existe a & F tal que

y2x = (22 + yx + y2).

Multiplicando por x a izquierda se obtiene que a-0. Luego y2x=0.
Anilogamente tomando la subalgebra ( xy + x2+ y2) se llega a que xy2 =0 .

Finalmente por ser ( x+y )3 =0 se tiene A~ 0, contradiccion.

Caso 3: ryx=0 e yxy=0.

Como en Caso 2 se llega a contradiccion.

Caso 4; xyx = 0 = yxy.

Entonces 0 = y?x + yx2 « x%y + xyZ. Luego -y2x - yx2 = 1%y + xy2.
Llamemos a = -y2x - yx? b = x%y + xy2. Se tiene

a=beyANAyc(y?) a=bexANAxC(x2).
Si a= 0 entonces (y2)=(x2) lo que implica 0-a-= y2x - yx2 = 32y = xy°.
Sia=bh = 0 entonces y2x = -yx? lo que implica yx2 « A.(yx) N (yx). A= 0, por

Lema 7,9. Luego y2x =0= yx2. Lo mismo b= x2y + 1 y2-0 implica x?y~ xy2-0.
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Froposicion 713 57 A es (-dlgebra y nililgebra, entonces A es
asoc/iauva,

-Demostracion-

Sean u, z, 1, y & A tales que z22-0 x2=0 y2=0 u2=0. Se tiene que
al ser (z) subalgebray A Q-ilgebra

2yl =)y -2(y)=(z)y--lz.y,x] = (zy) x
Asicomo [z, %, y] €[z, A, A} € (z) entonces (zy) x = A z. Multiplicando por x
aderecha0=Azx yasilz x,y]=0.

Tomemos [x, y, ul . Se observa que (x2) , (y?) , (u?) son
subalgebras y que A es Q-algebra. Entonces [x, y. u]l € (x2) 0 (y2) N (u?) .
Supongamos que [x, y, u] = 0. Se tiene que (x2) = (y2) = (u2) . Consideramos
el subespacio ( ¥ + u, x2 + xu + ux + u?). Es subilgebra, y por tanto es un
cuasiideal. Pero

((x+u)yhu = (zxy)u y (x +u) (yu) =3 (yv)

Luego (xyJu-x(yu) =[x, y,ule(x+u) A+((x+u)A)A Ademas

(xy)(x+u)=(3y)u y (yx+u))=x(vyu)

Luego (xy)u-x(yu)=[x,y,uleA(x+u)+A(A(x+u)). Portanto
[x,y,ul & (x+u,x2+3xu+ux+u?) por ser A Q-ilgebra. Como [z, y, u] & (u?)
se tendra que u? = (x + u) + B( x2 + xu + ux + u?). Multiplicando por x y u
a izquierda y derecha se llega

0-al( x2+3u)=a(ux+ud)=a(x?+xu)=a(xu+u?).

Asi 0a=0 6%2=-3u=-ux=u%Sia=0 u?=p(u2+xu+ux-+8u?)con deF
lo que implica ( 1--B8) u2= B(zu) + plux) y asi, como =0 porque u?= 0,
ux, xu « (u2) por Lema 7,10. Haciendo el mismo razopamiento y partiendo

de la subilgebra (y + u,y? + yu + uy + u2 ) se llega a que yu, uy &{( ul). Y
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entonces como (u2) = (x2)=(y2), [x,y,ul~=ly.u,x]=(yux- ylux) -

0. Contradiccion.

Lema 7 /4 Ses A (-dgebra y nidlgebra y sean z, 1, v & A lales
quezi=0, ri=( y?=( enlonceszx,rz, 1y, yIaAnnA.

-Demostracion-

Por Lemas 7,11 , 7,13, 7.14 es claro que zx, Xz & Ann(A).
Veamos ahora que Iy, yx ® Ann A. Sea us A tal que u2= 0. Por Lema 7,13 se
tiene

(y+u)2x= yux+uyx=0

(u+x)?y= uxy+3uy =0

(x+y)?u=xyu+yzu=0

x(y+u)?=3xyu+3uy=0

y(x+u)2=yzu+yux=0

u(x+y)2=uxy+uyz=0
De donde uxy = yux = - Uyx = - YUy = Xyu = - YIu  con lo que uxy=-3yu s

A.xzyNxy. A=0 por Lema79.

Lema 7 ]S Sea A nililgebra. Entonces A es (-dlgebra siy sofo s
se cumple que A posee una base (Zp)y .x U (3,744 t:/quezt'?- gy
a’? =0 pero 4 -0 yademis z, 3, , 3,24 , 3,4, 2;3,&A00 (4]
veriicindose la sigurente condicion:

,.gyl xi ‘guivi conyi,xi,ui,vicA implica
l' -

gyi 1 e Ann<{yi},(vi)> n Ann<(u;l.(xi}>"
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-Demostracion-
La primera parte de la implicacion directa se ha visto ya en
Lemas79a7,15.
Sea A Q-idlgebra y supongamos por reduccion al absurdo que
Sy X =2u v. ¢ Ann<{u}, (x}>
" i 4 i i j
=1 i=1
Sitomamos S = <{uj, {x}>, se observa que
iy. X =20.v. e ASNSACS,
bd 7§ Tj et T§
j=1 i~1
por ser A Q-algebra. Ahora utilizando Lema 7,14 se obtiene una
contradiccion.
Reciprocamente, supongamos que A cumple las condiciones dadas
y sea S una subalgebra de A. Se trata de ver que ASNISACS. Sea ze
ASNSA, entonces
m n
z-iy,x_-gu.v. con {x.) €S {u]) CS
1 i i ol i i j =1 i i=1
Por hipoétesis

zeAnn <(y}, (vj)> N Ann<{u) (x)> €S

Lema 716 5 A es (-dlgebra se cumple una de [as siguientes
condiciones:

2)6 A, =00 Ay =0.

b) A;pAgy=0 ¥ AggAy =0

-Demostracion-

Supongamos que A;y*0, Ag*0.Sea0»xe A, yseal =yeAy

y s Ay, Veamos que Xz = 0.Si 0 = xz , entonces como por Lema 7,11
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yxz) =y, x,z]+(yx)z=-[y, 2 2] +0 = 0, se tiene por Lema 7.9y 7.7 que
el subespacio (y + 3z, , yx1 ) es subilgebra y por hipétesis cuasiideal. Pero
xze(y+32,3.y1).2
1zee.(y+32,%,v%)
Luegoxz «(y +xz,1,yx) yasi xzea(x). Pero entonces (y+x,yx)es
una subdlgebra y por tanto un cuasiideal que cumple que
xee. (y+1,yx) 18(y+3,y1).2
lo que implica que (x) € (y + x, yx ). Contradiccion. Luego xz = 0.

Similarmente se prueba que Agy Ag, = 0.

Lema 7 [7. Si A es (-dlgebray A, = 0, entonces se liene vna de
/as sigurentes sitvaciones:

i A=A,

7)) A=Ay ®(A, +le))

i) A=Ay +le)
donde en los casos anleriores A, ,-’ =0y Ay es Q-dgebra

-Demostracion-

Sea 0 »y @ Ay, . Veamos que Ag, .y = 0. Consideremos la
subalgebra de A: Ay, + (e). Se tiene para 0 =z & Ay,

zya(Ag+le)).y N zy.(Agy+le)) €

(Agg+(e)).A N A.(Ag+(e)) C Agy+le)
por ser A una Q-dlgebra. Luego Agy.y = 0.

Qbservacion:

1) Se puede enunciar y demostrar un Lema anilogo al anterior

cuando A es Q-dlgebray Ay = 0.
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2) Se cumple el reciproco de! Lema anterior.

Lema 718 57 A es (-dlgebra entonces se cumple gue A, A ,, C
Ann (4)

-Demostracion-

(Agr Agg)Ag; © Agi(Ajg Agy) + [ Agp Agg. Agl =T Agy, Agg. Agy )
por Lema 7.7 Pero [Ayy, Ajg. Agl=[Ayy Ay Agd=0 porLema 77
vy 78.

Analogamente se prueba A;q( Ay A[y) = 0.

(Agy Ajg) Agg = Agy (Ajg Agg) + [ Agy. Agg. Aol =1 Agy Agy, Aggl
por Lema 7,16. Pero [ Agy, Ajg. Agol = [ Agy. Agg Afgl = 0.

Anilogamente se prueba que Agg(Ag A o) = 0

Corofario 718 57 A es (-dleebra enlonces A es asocaliva

-Demostracion-

Tener en cuenta la Proposicion 7,13 y el resultado se sigue a

partir de los Lemas 7,16 , 7,17 , 7,18.

Se observa que el Corolario 7,17 proporciona un criterio de

asociatividad para algebras alternativas.

Con todo lo anterior queda demostrado el siguiente resultado:
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Teorema 720 Salvo isomorfismo /as ()-dfgebras allernalivas son

de uno de los sigurentes Lpos;

1) Be<e con B nildgebray (-algebra (va clasiicadas)
2) Ciced con C dlgebrata/que C? =0, ce =0, ec=c #os
3) D+<e> con D dlgebraial queD? =0, ed =0, de =0 ¥ dab)
L) B ®(C¥ <)) «con Bnililgebray (-dlgebra ( ya clasificadas/
y C dlgebratal que C?=- 0, ce -0 ec=c ¥ coC
S5)B®(D+<) conB niligebra y (Q-dlgebra ( ya clasiflicadas/
v D dlgebra tal que D?=0, ed - 0, de = 0 ¥ dal)
6)A=BiC<D+ e con B nilifgebra y (-afgebra [ ya
clasificadas)y C y D dlgebras tal que CZ =0 =D¢ y ademis
ce=0 ec=c ¥ c&C, eb=0 be=0 ¥ b&B  ed=0 de=d ¥ d&l
CB=BD=0 CD=0 DCCAnn(B) ysecumple

" Siiy x.+2u,v=2y’ x’+$wz cony, .y, €A
1 i i i o 1 4 k P e e j X 0t

i=1
xi X 'Ato , ui,vi,we,ze- A00 implica ’X‘y xi +§uivi
L (Ui}: (Yi}) {xk'}; (ze} ? n < {we}) {vi}; (Yk‘)n [xi) ? "

Observacién: La condicion que se impone en las (Q-algebras de
tipo 6) es necesaria, como queda puesto de manifiesto en el siguiente
ejemplo:

A"(e)*(1)*(}7)*(2*,22.222)
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con VX = ZjZy = 2,7 = 222 y el resto de productos igual a cero. Este
algebra asociativa cumple todas las condiciones que verifican las algebras
de tipo 6) salvo la Oltima. Sin embargo no es Q-algebra porque el

subespacio (y, z;) es una subilgebra y no es cuasiideal:

7;2,=- 3.0y, 2z N (y.2)).2,€ A ly,z) N (y, z,). ACy, z,)
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