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CONVERGENCIA EN LP CON PESOS DE LA SERIE DE
FOURIER RESPECTO DE ALGUNOS SISTEMAS ORTOGONALES

Juan Luis Varona Malumbres

RESUMEN: Dado un sistema ortonormal completo respecto a una medida p
definida en un intervalo, se aborda la convergencia en espacios de tipo LP de las
correspondientes series de Fourier. Los sistemas ortogonales que se analizan son
los de Jacobi generalizados, los de Hermite generalizados, diversos sistemas de
polinomios ortogonales respecto a pesos con deltas de Dirac y los sistemas de
Bessel y Dini. En este estudio utilizamos estimaciones adecuadas de las funciones
ortonormales y resultados de teoria A, para resolver el problema de la acotaciéon
de la transformada de Hilbert con uno o dos pesos.

WEIGHTED LP-CONVERGENCE OF THE FOURIER SERIES
WITH RESPECT TO SEVERAL ORTHOGONAL SYSTEMS

ABSTRACT: Given an orthogonal complete system with respect to a mea-
sure p on an interval, we approach the convergence in weighted L” spaces of the
corresponding Fourier series. The orthogonal systems we analyze are generalized
Jacobi, generalized Hermite, several systems of orthogonal polynomials with res-
pect to weights with Dirac’s deltas and Bessel and Dini’s systems. In this study
we use good estimates of the orthonormal functions and results on A,-theory in
order to solve the boundedness of the Hilbert transform with one or two weights.

1985 AMS classification: Primary 42C15; Secondary 33A65, 42A50, 42C05.
Key words and phrases: Orthogonal polynomials, Hilbert transform, A, weights, mean
convergence.
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INTRODUCCION

Los problemas que se abordan en esta Memoria surgen al considerar cuén-
do un sistema ortogonal dado es base de algin LP. Mas en concreto, sea ¢, (z),
n =0,1,2,..., un conjunto de funciones ortonormales sobre un intervalo (a,b) y
pertenecientes al espacio LP(a,b) y a su conjugado L%(a,b), 1 < p < oco. Diremos
que el conjunto {¢, ()}, forma una base de LP(a,b) si el desarrollo formal

)~ 3 0u(o) [ Tt dy = 3 Fnjonta)

de cada funcion f en LP(a,b) converge a f en media de orden p.

Resulta obligado comenzar citando un importante precedente histérico. Ha-
ce més de cincuenta anos, M. Riesz [1] probo el célebre teorema de la funcion
conjugada, el cual sigue atn inspirando muchos trabajos.

Sea f integrable en (0, 27) y formemos su funcién conjugada

1

oo
fle7™) ~ —i Z (sgn n)cne_me, Cn =5
T

n=—oo

2 .
/ f(t)e™ " dt.
0

M. Riesz demostrd que si f € LP(0,27), 1 < p < 0o, entonces fe LP(0,2m), y por
tanto —i 3.7 _ (sgnn)c,e”™ es una serie de Fourier, cumpliéndose ademés

1£lls < Cll -

De la acotacion de la funcion conjugada puede obtenerse la desigualdad
||Snf||P§O||f||p’ 7’1,20,1,2,...,

donde .
Sn(fv 9) = Z Cke_ik97

k=—n
y de esto se deduce que lim,,_. ||Snf — fl|l, = 0 para toda f € LP(0,27), 1 <p <
00.

El teorema de M. Riesz (1927) asegura que las funciones mcos(nx), n =
0,1,2,..., forman una base de LP(0, 7) para todo p > 1. Més tarde se encuentran
otros tres conjuntos que forman base de L”(a, b); se trata de las funciones de Haar,
las transformadas de Fourier de polinomios de Laguerre y las funciones de Walsh.
Estos conjuntos son base de LP(0,1), LP(—o00,00) y LP(0, 1) respectivamente para
todos los valores de p > 1 (en el caso de funciones de Haar, para p = 1 también).

En 1946, Pollard [1] se plantea investigar la propiedad de convergencia en nor-
ma p. Los métodos del Analisis Funcional proporcionan condiciones suficientes y

X
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necesarias utiles, pero no parecen ser un método general para determinar si un
conjunto dado es base de LP, lo que conduce a estudiar cada conjunto por sepa-
rado. Pollard [2] estudia la convergencia de la serie de Fourier para polinomios de
Legendre, que son ortogonales en L?(—1, 1), y prueba que forman base de LP(—1,1)
si4/3 < p <4y queno la forman si p < 4/3 o p > 4. La idea de la demostracion
es basicamente la siguiente:

Denotemos {p, ()}, la sucesion ortonormal de polinomios de Legendre. Que-
remos conocer para qué valores de p es cierto que

n

5.0 = 3 ([ 5 wm) dv) pule) —— 1(@)

n—o00
k=0

en la norma de LP(—1, 1) para cada funcion f € LP(—1, 1). La n-ésima suma parcial
de la serie de Fourier, S, f, es un operador integral dado por el ntcleo de Dirichlet

mmwzﬁmmmm

el cual, por la férmula de Christoffel-Darboux, puede escribirse como

Pu1(2)Dn(y) = Pa(@)Pas1 (y)
T —y

Ko (z,y) = uy

Manipulaciones convenientes de este nucleo, usando la férmula de recurrencia para
polinomios ortogonales, permiten ponerlo en la forma

Kn(z,y) = a1 (n, z,y) + BT (n, z,y) + vT5(n, 2, y),
donde las constantes «,, 3, ¥ 7, son acotadas y

Tl (TZ, z, y) = pn—i—l(I) pn+2(g)__ypn(y) ) T2 (n7 x, y) = Tl (n7 Y, J]),

T3(n,2,Y) = Pnt1(2)Pns1(y).

Si escribimos
1
Winlfsa) = [ Tinzg)fy)dy,  i=1.2.3

la acotacion uniforme de estos tres operadores es suficiente para probar la acotacion
de la serie de Fourier. Para ello se tienen en cuenta dos cosas:

(a) Que los polinomios verifican las estimaciones

pa()] < C(1—2*)"1 |pasa(z) = pa2)] < CA—a?)V', 2 e (-1,1),
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(b) Si denotamos ¢, = pni2 — Pn, ¥ H la transformada de Hilbert,
Wl,n(f; LE’) = pn+1($)H(an7 I’), WQ,n(f7 'T) = _qn<x)H(pn+1f7 x)

La acotaciéon en norma p de estos operadores requiere, usando las estimaciones
de (a), de la acotacion de la transformada de Hilbert con ciertos pesos, y este
problema puede ser actualmente abordado usando técnicas de teoria A,.

A partir del trabajo de Pollard se inicia una extensa investigacion en relacion
al estudio de bases respecto de sistemas ortogonales. El problema puede plantearse
del siguiente modo:

Sean {¢,(x)}52, funciones ortonormales respecto de una medida dyp en un
intervalo [a, b, y u, v dos pesos en [a, b]. Si denotamos por

b

Sall0) = ST W), T = [ 1o duty)

las sumas parciales de la serie de Fourier de una funcién f € L*(du), es conocido
que la serie de Fourier de f € L?(du) converge a f en la norma de f € L*(du).
Se trata de ver para qué valores de p, S, f converge a f en LP(udu) para cada
f € LP(vdp), lo cual se traduce en que los operadores S, sean uniformemente
acotados de LP(vdu) en LP(udp).

Como dice Askey, no es mucho lo que se ha conseguido hasta ahora, y las
aportaciones pueden mencionarse brevemente.

Sidp = wdzx, [a,b] = [—1,1] y w un peso de Jacobi, el estudio de este problema
ha sido desarrollado por el mismo Pollard [3, 4|, Wing [1|, Newman-Rudin [1]
y Muckenhoupt [1], y para pesos de Jacobi generalizados por Badkov [1-4]. En
cualquier caso se trata de pesos radiales en [—1,1].

Si w es un peso de Hermite o de Laguerre, la solucién del problema se debe a
Askey-Wainguer [1] y Muckenhoupt [2, 3|; y para funciones de Bessel, a Wing [1]
y Benedek-Panzone [1-3].

Cuando {¢,(x)}2, son autofunciones de un problema de Sturm-Liouville, exis-
ten soluciones en casos particulares debidas a Gilbert [1, 2|, Benedek-Panzone [1,
5], Generozov [1], Barcel6-Cordoba [1] y Benzinger [1].

En todos los casos la idea de la demostracion consiste en descomponer el ni-
cleo de Dirichlet de la serie de Fourier de manera conveniente, encontrar buenas
estimaciones para los ¢,, y tratar de acotar la transformada de Hilbert con ciertos
pesos. La soluciéon de este dltimo aspecto del problema encuentra su sitio natural
en la teoria A, de pesos introducida por Muckenhoupt [4].

La presente Memoria se halla dividida en seis capitulos, cuyo contenido expon-
dremos a continuaciéon. Hemos supuesto, quizas equivocadamente, que el lector
pudiera no estar familiarizado con alguno de los conceptos que aqui se tratan,
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por lo que, para conseguir una mayor claridad, hemos decidido explicarlos aun-
que pueden consultarse en diversas fuentes. En ningtin momento hemos intentado
apropiarnos de resultados ya conocidos pese a que se incluyan sus demostraciones.
En cada capitulo y en esta introduccion se intenta distinguir lo que es nuevo de lo
que ya estaba anteriormente desarrollado, asi como de las demostraciones origina-
les aunque el resultado fuese ya conocido por otro método. Por otra parte, en aras
de una mayor claridad, se repiten ideas y demostraciones parecidas en capitulos
diversos. Esto esta pensado fundamentalmente para permitir, en lo posible, leer
los distintos capitulos con independencia unos de otros.

El Capitulo I es meramente introductorio. Contiene conceptos y resultados
generales que se utilizaran a lo largo de la Memoria. Se hace hincapié en los sistemas
de polinomios ortogonales y en particular en los sistemas clasicos y algunas de sus
generalizaciones. Asimismo, se presentan las estimaciones que més adelante se
necesitaran para abordar el problema de la convergencia.

En el Capitulo II, en primer lugar se hace un resumen general de lo ya conocido
sobre teorfa A, de pesos, explicandose algunos de los resultados més importantes.
Un par de pesos (u,v) definidos en un intervalo (a,b) se dice que estan en la clase
A, si existe una constante C' independiente del intervalo I C (a,b) tal que

(/Iu(x) da:) (/U(g(;)—l/(li’—l) dx)pl < C|Ip (1 <p < o0).

I

Esta caracterizacion soélo es ttil para nuestros propoésitos cuando se conocen es-
timaciones de los polinomios (o funciones) ortonormales independientes de n en
todo el intervalo, como ocurre por ejemplo con los polinomios de Legendre. Pe-
ro esto no es posible en la mayoria de los casos; en general, las estimaciones que
se obtienen dependen de n. Para salvar esta dificultad se introduce la teoria A,
uniforme para familias de pesos (u,,v,), y se analiza lo que sucede con diversas
familias concretas.

En el Capitulo III se estudia en profundidad la convergencia de series de Fourier
de polinomios ortonormales definidos en el intervalo [—1, 1]. Para ello, se parte de
una conocida descomposicién del ntcleo en tres sumandos, que lleva de modo
inmediato a la descomposicién de la serie de Fourier en otros tres. Entonces, se
analizan las condiciones necesarias y suficientes para que cada uno de los tres
sumandos sea uniformemente acotado, utilizando para ello la teoria A, uniforme
desarrollada en el capitulo anterior. Como consecuencia, se obtienen facilmente
todos los resultados conocidos para polinomios de Jacobi, asi como algunas de sus
generalizaciones (Badkov), y se da una caracterizacion general de pesos para los
cuales el método anterior asegura la convergencia. Asimismo, se demuestra que la
convergencia en media de las series de Fourier de diversos sistemas de polinomios
debidos a Pollaczek s6lo se verifica para p = 2.
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En el Capitulo IV se estudia lo que sucede con la serie de Fourier de polinomios
ortogonales en [—1, 1] respecto a la medida (1 —x)%(1+xz)’+ M§_; + N6y, donde §,
denota una delta de Dirac en a, encontrandose condiciones necesarias y suficientes
para la convergencia en media. Para ello se necesita como paso previo encontrar
las acotaciones que verifican los polinomios normalizados. Es esta la primera vez
en que se aborda la convergencia de la serie de Fourier respecto a una medida
no absolutamente continua, desarrollandose un método que puede ser ttil para
averiguar lo que ocurre con diversos sistemas ortogonales respecto a medidas con
deltas de Dirac, una vez conocidas las adecuadas estimaciones. Para este estudio
no basta con utilizar la teoria A, sino que son necesarias nuevas herramientas y
propiedades de los polinomios. Para concluir el capitulo se estudia la convergencia
de otro sistema ortogonal cuyos polinomios pueden relacionarse con los tratados
previamente.

Otros sistemas ortogonales muy conocidos pero que ya no estan constituidos por
polinomios son los de Bessel y Dini. Su convergencia también puede ser estudiada
mediante teoria A, y de ello es de lo que nos ocupamos en el Capitulo V. Asimismo
se demuestran condiciones necesarias para la acotacion uniforme de las sumas
parciales de las series de Bessel y Dini entre espacios de tipo LP, similares a las
que Maté-Nevai-Totik [2] encuentran para series de polinomios ortogonales.

Otra via para encontrar resultados sobre convergencia es utilizar resultados ya
conocidos sobre un sistema ortogonal para lograr demostrar otros nuevos sobre
sistemas relacionados de alguna manera con el primero. Para ello no se necesita
utilizar la teoria A,, sino simplemente encontrar relaciones entre las respectivas
series de Fourier a partir de las relaciones entre los polinomios. En el Capitulo VI
se aplica este hecho a la convergencia de series de Hermite generalizadas, cuyos
polinomios son ortogonales en R respecto al peso e |z[*.
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CAPITULO I

Sistemas ortonormales
PARTE 1.2: Teoria general

Sea (2, M, ) un espacio de medida (u > 0). Llamamos LP(Q, u) o LP(u)
(1 < p < ) al espacio de las funciones p-medibles reales tales que

1= ([ )" < o

Ademas, dadas f € LP(u) y g € L9(u) siendo, de aqui en adelante, 1/p+1/q =1,
denotaremos

<f,g>M=/Qfgdu~

Cuando no dé lugar a confusion usaremos simplemente || f||, v (f, ).
Supongamos que {¢,}°°, sea un sistema ortonormal y completo en L?(y), es
decir,

[ 0nm it = dun v span{én}izy = L¥(1).

Entonces, si para cada f € L?(u) construimos las sumas parciales de su serie de
Fourier

(1.1) Sef=Ycdn =l =60 = [ oufdu
k=0

la teoria de espacios de Hilbert asegura que

n

1/2
1Snfll2 = <Z ck(f)2> < |Ifllz2 (desigualdad de Bessel),

k=0

de lo cual se deduce que S,f — f en || ||o cuando n — oo. Ademas, dada
cualquier otra combinacién lineal >}, ar¢s, el teorema de mejor aproximacion
demuestra que

> [|Snf = fll2

2

i apdr — f
k=0

y que la igualdad solo se alcanza cuando ay = cx(f), 0 < k < n. Por tanto,
la serie de Fourier se comporta de forma satisfactoria en L?(u), ya que no solo
es cierto que lim, . [|Spf — f|l2 = 0, sino también que la suma parcial S, f da
la mejor aproximacion de f en || ||2 de entre todas las combinaciones lineales de

{¢07¢17 “ee 7¢n}
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Una primera cuestion que puede plantearse es averiguar para qué valores de p
el sistema {¢,,}22, es base (topologica) de LP (1), es decir que para cada f € LP(pu)
exista una sucesion {a, }7, tal que

k=0

en la norma de LP(u) (a esta convergencia la llamaremos convergencia en media
de orden p). Esto nos impone la restriccion obvia de que ¢,, € LP(u) Vn. En este
caso, la convergencia de P, a f implica que (P, g) converge a (f, g) Vg € Li(u), ya
que por la desigualdad de Hélder la aplicacion ( , g) : LP(u) —— R es continua.
Y si suponemos que ¢, € L%(u), como ocurrird en los casos que posteriormente
tratemos, entonces (P, ¢;) convergera a (f, ¢;). Pero (f, ¢;) = a; Yn > j luego
a; = (f,¢;). Es decir, si queremos que P,, — f, a; tiene que ser el j-ésimo
coeficiente de Fourier de la funcion f con respecto al sistema ortonormal {¢,,}5° .
De aqui que lo que nos interesa estudiar es cuando la serie de Fourier definida en
(1.1) converge a f para cada f € LP(u). Si esto ocurre diremos que el sistema
{¢n 1}, ortonormal y completo en L?(u) y cumpliendo ¢,, € LP(u) N L(p) Vn, es
base de LP(p).

Veremos en el teorema siguiente que la convergencia de S, f a f en LP(u) va a
estar relacionada con la existencia de alguna constante C' tal que

(1.2) 1Sufll, < ClIfl, V€ L(w) y VneN.

Si se cumple esta desigualdad uniforme, haciendo uso sucesivamente de la dualidad
entre LP(pu) y L(u), de

U Sug) = 3 en(Feng) = (9,5 f)

k=0

y de la desigualdad de Hélder tendremos

15ngllq = sup{[{f, Sug)| = [ fllp < 1} = sup{[{g, Su )l = [l fllp < 1}
< sup{[[Sufllpllglle = 1F1lp <13 < Cllglly,

y por tanto también debera cumplirse
(1.3) 15n9llg < Cllglly Vg € L(n) y VneN.

Esta relacion entre la norma p y ¢ la utilizaremos en la demostracion del siguiente
teorema.
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Teorema 1.1
Sea {¢,}52, sistema ortonormal completo en L*(2, 1), u(Q) < oo, y tal que ¢, €
LP(p) N L) Vn. Entonces:

(1) {Dn}52, es base ortonormal de LP(u) si y solo si S,f estd uniformemente
acotada, o sea, ||S,||, < C||f|l, para alguna constante C' independiente de n

yde f € L(n).

(1i) Si {pn}o, es base de LP(u) entonces también es base de L"(p) para todo
r € min{p, ¢}, méx{p, ¢}|.

Demostracion:

(i) Si {¢,} es base de LP(u) entonces S, : LP(u) —— LP(u) esta puntualmente
acotado, o sea, existe K (f) tal que ||S,f|l, < K(f) Vn. Luego por el principio de
acotacion uniforme (teorema de Banach-Steinhaus) estd uniformemente acotado.
Para el reciproco, estudiemos primero el caso p < 2. Por ser p({2) < oo se tiene
que L?*(u) C LP(p) inclusion continua y densa, cumpliéndose

1fllp < (P2 flla V€ LP ().

Entonces [|S,f — fll, < u(Q)YP~1/2||S, f — fll2 v como {¢,} es completo en L? (1)
se sigue que S, f — fen LP(u) Vf € L*(p).

Sea ahora f € LP(p). Por la inclusiéon densa, dado € > 0 existe g € L?(u) tal que
If = gllp < €y de aqui

150 f = fllp < 1Sk = Sngllp + 15ng = glly + [1f = gllp < Cllf = gl
+ ()PS9 = gllo + 1 = gl < (O +2)e

a partir de un nq.

Sea ahora p > 2. Teniendo en cuenta que (1.2) implica (1.3), tendremos |5, f||, <
C|fllg con ¢ < 2, luego {¢,} base de L9(u). Veamos, por reduccion al absurdo,
que span{¢, } es denso en LP(u). Si no lo fuera, por el teorema de Hahn-Banach,
existiria un funcional no nulo en LP(u) que se anula en span{¢,}, o equivalente-
mente, por dualidad, existe f € L?(u) no nula tal que (f, ¢,) = 0 Vn, de donde
Snf = 0 ¥n y consiguientemente S, f — 0 en L9(u), lo cual es absurdo por ser
{¢n} base de LI(u). Con esto, vamos por fin a comprobar que Vg € LP(u), S,g
converge a g en LP(u). En efecto, por lo anterior, dado € > 0 existe P € span{¢, }
tal que |P — g/, < €. Pero S, P = P para n suficientemente grande y por tanto

1509 = 9llp < 1Sng — Pllp + [P = gllp = [1Su(g — P)lp + 1P — gll,
< (C+D|P—gl, < (C+1e.
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(ii) Utilizando que (1.2) implica (1.3) y el apartado (i) se tiene que

Sp i L*(p) —— L%(n), o =min{p,q},
Sy Lﬂ(ﬂ) - Lﬁ(u>7 6 = Il’lé,X{p, Q}7

son operadores uniformemente acotados y por interpolacion (ver Stein-Weiss |1,
pag. 179] se sigue que S, : L"(u) —— L"(p) son uniformemente acotados Vr €
[, ]

La condicion p(€2) < oo no es esencial, pero entonces en las hipotesis del teore-
ma anterior hay que incluir que las combinaciones lineales de {¢,}>°, sean densas
en LP(u). Bajo estas nuevas hipotesis, es inmediato comprobar que el teorema si-
gue siendo cierto y ademés su demostracion se simplifica (para (ii), utilizar que si
1<a<r<b<ooentonces L*N LY C L" inclusioén densa).

En lo que sigue, utilizaremos C' o C; para denotar constantes positivas posible-
mente diferentes en cada ocasién que aparezcan.

Cuando la medida du viene dada de la forma dp = w(z) dx (en este caso w(x) se
denomina peso), es muy facil construir a partir del sistema ortonormal {¢,(x)}52,
otro nuevo relacionado con él. En efecto, si tomamos ¢, (z) = ¢, (z)w(z)"/?, n € N,
es inmediato que

[ ntmd = [ Gubmwds = | 66 dp = b,

luego {1, (2)}°2, son ortonormales en L?(2, dx).
Mas atin, dado r € R cualquiera, si hubiéramos tomado

(1.4) Y1) = G (z)w(x) /2, n €N,
tendriamos

@@y de = [ ou@)on (@) dr = [ Gubndu = ..

luego {1, (7)}52, formarian un sistema ortonormal en L?(Q2,w(z)" dx). Logica-
mente, este segundo caso abarca al primero sin mas que tomar r = 0, y ademés
también abarca el caso original tomando r = 1.

Denotemos S,,f las sumas parciales de las series de Fourier respecto al siste-
ma original {¢,(z)}>°, v S,g respecto al sistema {1, ()}, y vamos a ver qué
relacion existe entre ellas. Es claro que

S:(0.0) =3 ([ osuto) ) vite)
=3 ([ 9ot ut) O Aty dy) du(oyute) 7,

k=

[en]
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r—1)/2

luego si tomamos f(y) = g(y)w(y)" tendremos

Sulg:0) = 3 ([ 1w)onuwty) dy) onteyue) "

k
= w(x)(l_r)ﬂsn(f, ).

n

(1.5)

Por otra parte, de acuerdo con el teorema anterior, para estudiar la convergencia
de S,,g a g en el espacio LP(w") habria que ver

HSnng,wr < CHQ

pw, uniformemente.
Pero

15(9: @) lps, = 118 (f, @) (@), = 180 (f, 2w ()20 PP,

lg(@)lpaw, = 1 (2)w (@) 2y, = | f(@)wla) 272,

luego la acotacion que buscamos es equivalente a
(1.6) 1S (f, 2w ()RR < O f () ()2 PR,

Podiamos haber generalizado atn més este proceso descomponiendo el peso w(z)
en la forma w(z) = wy(x)wy(x) y tomando

bal@) = Gu(a)un (2)17 2 () 12

(analogamente descomponiendo w en un nimero finito de factores) y hubiéramos
encontrado que bastaba con estudiar una acotacion similar a (1.6).

Es decir, lo que hemos hecho ha sido relacionar la convergencia de la serie S,,g
con una acotacion del tipo

1Snf) Ul < CUFUlpp-

Un paso més nos lleva directamente a pensar en acotaciones de la forma

(1.7) 1S ) Ullp < CNFV llpon

y a estudiar su relacién con la convergencia en media. A este respecto tenemos el
siguiente resultado:
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Teorema 1.2

Sean (2, M, ), (2, M, u) y (2, M,v) tres espacios de medida, u < Cv, y {p,}22,
sistema ortonormal respecto a p de funciones en LP(v) cuya clausura lineal es densa
en este espacto. En estas condiciones,

(i) Dada una sucesion {a,},, denotemos P, = >_}_ axdr. Entonces
A (P, 65) = (f,¢3)u = a; = ([, &5)u-

En particular, dada f € LP(v), si para cada sucesion {a,}2, se verifica

(1.8) P, = Zakgbk — fenlP(lu) = T}LHC}O<P"’¢j>“ = (f,¢;)u V7,
k=0

entonces la unica forma posible de consequir la convergencia P, —— f en
n—oo

LP(u) es tomando a, = (f, ¢n), €l n-ésimo coeficiente de Fourier respecto de
{n}s 0 y pu (con lo cual P, = S, f).

(ii) Supongamos que los operadores S, : LP(v) ——— LP(u) definidos

Suf =3 n /Q buf dps

existen y son acotados para cada n. Entonces, son equivalentes

(1.9) IS fllpu < Cllfllpw  (C independiente de n y f)

Y

(1.10) Suf——— [ enLP(u) VfeL(v).
Demostracion:

(i) Cuando n > j es claro que (P,, ¢;), = a; luego tomando limites
a; = RLIEO<PM Gidu =, D
(ii) Si ||Snf = fllpw — 0, como u < Cv, tendremos

190 fllpau < WSnf = Fllp + 11fllpw < €+ [ fllp
< C+ Cillfllpw = K(f)-
Por tanto S, f estd puntualmente acotado y por el teorema de Banach-Steinhaus
los operadores S, lo estaran uniformemente.
Para probar el reciproco, sea € > 0 cualquiera y P una combinaciéon lineal de
funciones ¢, tal que ||f — P||,, < €. Para n suficientemente grande S,,P = Py de
aqui
HSnf - f”p,u < Hsnf - PHp,u + ”P - f”p,u = HSn(f - P)Hp,u + HP - f”pﬂt
< CYIP = fllpo + CLllP = fllpo < Cac.

y como esto es posible para cada € > 0, el teorema queda probado.
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Observaciéon 1.3

La situacion natural en que se verifica la hipotesis (1.8), que exigiamos en (i) del
teorema anterior, es cuando las medidas u y v son, como en (1.7), de la forma
du = U(x)?du, dv =V (z)? du y ademas se cumple

(1.11) On € LP(V(x)Pdp) N LYU ()" %du) Vn e N.

Notese en primer lugar que decir P, — f en LP(U(z)? du) es lo mismo que decir
P,U — fU en L*(dp). Ademas, ¢, € LY(U(x) %du) es equivalente a ¢,U~! €
Li(dp). Con esto, y como por dualidad se cumple

PU ——— fU en LP(dp) = (PU,¢;U") ——(fU,o;U"),,

es inmediato deducir que (1.8) es cierto ya que (P,U,¢;U™Y), = (Po.dj)u v
(fU, ;U = {f, d5)p-

Por otra parte, la condicion
(1.12) On € LP(U(x)Pdp) N LYV ()" %du) Vn €N,

es suficiente para que exista ¢,(f) Vf € LP(V(x)Pdu) y Vn € N y ademas para
que S, f € LP(U(x)P du). En efecto, por la desigualdad de Hélder,

0 =| [ ouran] < ([1rviran)” ([ ouviran)”,

luego basta con ¢, € L(V (x)~9du) para que exista ¢, (f). Ademas, las condiciones
(1.12) también garantizan que cada operador S, tal como los tomabamos en (ii)
del Teorema 1.2 es acotado (aunque no necesariamente que sean uniformemente
acotados). Por tltimo, notar que, por dualidad, si tiene sentido (¢,, f), V[ €
LP(V (z)? dp), esto implica ¢, € LYV (x)~%du). Y por otra parte, por induccion,
es equivalente que S, f € LP(U(x)? du) ¥Yn a que ¢, € LP(U(x)P du) Vn.
Obsérvese que la condicion (1.11) implica la (1.12) siempre que tengamos, como
en el teorema anterior, U < CV.

Vamos ahora a ver como se puede con estos pesos reproducir la relacion que te-
niamos entre (1.2) y (1.3), asi como generalizar el correspondiente resultado de
interpolacion analogo a (ii) del Teorema 1.1.

Teorema 1.4
Sea {¢,}52, sistema ortonormal en L*(,du) y1 <p < co. Si

S Lp(Q7 V(x)p dlu’) - LP(Q, U(‘r)p dﬂ“)
estd acotado uniformemente, entonces también

Sp LY U (z) 9dp) —— LUQ, V(z) dp)
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estd acotado uniformemente con la misma constante. Ademds, si para cada v €
(min{p, ¢}, méx{p, ¢}| denotamos r = ry tal que

—= =+, 0 € [0,1],
rTe p q
(con lo cual ro = p y r1 = q) entonces
(1.13) 1(Sn U=V lrgu < Coll AV U g
uniformemente.
Demostracion:

Por hipétesis se tiene ||(S,, f)Ul|,. < C|| fV ||, uniformemente, y queremos probar

1(Sng)V ™ Hlgp < CllgU™ lg -
En primer lugar, observemos que

feP(VPdu) <= [ = [V~ [eL’(dp),
g € LY(U dp) <= g =gU, g € LI(dp).

Ademas,

(S T = 3 [ (a0 00dn) 0.7V

Z (GU)er(fV) = > eV en(gU)

= k=0

=3 [ (v 0cdn) 63U die = (SuFV U
Con esto, usando dualidad y la desigualdad de Holder,

1(509)V " lgu = sup{[{[Su @IV Pl + 1 Fllp < 13
= sup{[{[Su(FV NV Gl : [ fllps < 1}
< sup{ | [Su(FV U pullgllgs : 1 Fllps < 1}
= sup{[|(SnS)U|lpullgU"~ 1||q,u NV <1} < CHQU_lqu

con lo que queda demostrada la primera parte del teorema.
Definamos ahora los operadores

Too(h) = USu(AV™Y) y Toy(h) = VIS, (hU),
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que por hipoétesis y por lo que ya hemos demostrado son uniformemente acotados
de LP(dp) en LP(dp) y de L9(dp) en L1(dp) respectivamente. Ademaés, sea la banda
S={2€C:0<Re(z) <1}y definamos

T,.(h) =V 2U=S,(RV=IU?), z=ax+iy € S.
Entonces, se verifica

(1.14) [Ty (W)l < Cllllpe v [ Tnabiy (Ml < Cllllg,

ya que, por la acotacion de T, o,
[ Tiy(W)lpe = VU MU S (RV VU |
= [USu(hV = VHUY) ||y < CIRVHUY ||y = Cllhllpu

y analogamente para T}, 11, (h) por la acotaciéon de T, ;.

Entonces, por cumplirse (1.14), estamos en condiciones de emplear interpolacion
compleja (ver Stein-Weiss |1, pag. 205]), lo cual nos permite asegurar que para
cada 0 € [0, 1] existira Cy tal que

| To (Pl = IV U0 S (VU 1y < Col | Bl
Asi, basta tomar f = hV?~1U" en la expresion anterior y se sigue (1.13).

Observacion 1.5

Deciamos en la Observacion 1.3 que la situacién natural en la que nos moviamos
era (1.11). Si denotamos ug = UV~ y vy = V79U~ lo correspondiente a
(1.11) para los operadores

Sy s L (0" dp) ——— L™ (u™ dp)
que aparecen en el teorema anterior es (notar 1/rg +1/r1_g = 1)

On € LT (0" dp) N L™= (v dp)
— I (VTG(l —r90 g ) N Lr-¢ (U_Tl"’(l_e) Vr1-ef d,u).

Pero esto es inmediato de deducir a partir de (1.11) ya que utilizando la desigualdad
de Holder con 1/a+1/b=1,a=p/((1 —0)rg), b = q/(0rs), se tiene

Ory
_ LV (1-0)rg @
/. 16V

(ot o) (o)

para cualquier 0 € [0, 1] (luego también para 1 — 0).

To

qbnvlfe
Ué’

dp
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Dado un sistema ortonormal, no suele ser facil en general demostrar que se
verifican las acotaciones uniformes del tipo (1.7) —en este trabajo nos preocupa-
remos de estudiar estas acotaciones para distintos sistemas ortonormales— pero si
que es sencillo encontrar condiciones necesarias para que esas acotaciones sean po-
sibles. En realidad, estas condiciones, debidas esencialmente a Newman-Rudin [1],
no solo son necesarias para la acotacion uniforme de las sumas parciales de la serie
de Fourier sino también de su término general, como se observa en la demostracion
del siguiente resultado:

Teorema 1.6

Sea {¢,}5°, sistema ortonormal en L*(Q,pu), 1 < p < oo, y dos funciones no
negativas U y V. Si para cada f € LP(Q), V (z)Pdp) existe su serie de Fourier S, f
respecto al sistema {¢n}o, y se cumple

15n (s 2)U (@)l < CUF @)V ()]s

([lourvayan)” ([ v a)” <c

Demostracion:
Por simplicidad, denotemos du = U(x)P du 'y dv = V(x)Pdpu. Definamos los opera-
dores

entonces

T, : LP(v) —— LP(u)

Como T,, = S, — Sp—1 (con S_; = 0), los operadores T,, estaran uniformemente
acotados por estarlo los \S,,. Por tanto, se cumplird

lealF)énllpu = | [ 0nf dit 90l < Cll

con lo que
-1
[ 0t 0] < C(I6allnn) 1l = RO S

Es decir, cada operador
&n VP LP(v) —— R
fr— [ @u/V")fdv= [ oufdp

es continuo y su norma es < R(n). Pero por dualidad su norma como operador
coincide con la norma de la funciéon ¢, /V? en Li(v), luego
1
p,u) )

([ ont@vpran) " < mw) = (o,

y cambiando (||¢,|,.) "' de miembro se sigue el teorema.
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PARTE 2.2: Sistemas de polinomios ortogonales

Sea dp una medida de Borel sobre la recta real R finita y positiva cuyo soporte
es un conjunto infinito, y tal que para cada n € N existen los momentos

pn:/x”dueR
R

En estas condiciones, es bien conocido que existe una sola familia {p,(z)}5°, de
polinomios con coeficiente director positivo y tal que el grado de cada p,(z) es n
cumpliendo

/an(f)pm(x) dpr = Opm-

Ademas, si el soporte de p es acotado, el teorema de Weierstrass demuestra que la
familia {p,(z)}>2, es completa en L?(u).

Muchas veces, en lugar de exigir que una familia de polinomios { P, (x)}52, sea
ortonormal nos preocuparemos simplemente de su ortogonalidad, es decir de que
se cumpla

(1.15) /}R Po(2) Pou(2) dpt = .

Denotaremos a los polinomios con letras maytsculas cuando sean ortogonales y
con mintusculas cuando ademas estén normalizados. Asi,

pa(T) = h;1/2pn($)-

Por ultimo, llamaremos k, al coeficiente director de cada P,(x).

Vamos ahora a ver, practicamente sin demostraciones, un resumen general de
la teoria de polinomios ortogonales. Para estudiar todo esto con mas detalle puede
consultarse el libro de Szegé [1].

Veamos en primer lugar una forma clasica de construir una familia de polino-
mios ortogonales respecto a du. Si, para cada n € N, llamamos A,, al determinante

Bo M1 .. Mg
A — |Ht o B2 e Hndr
Mn  MUng1 - Hon

se demuestra que, por ser 4, los momentos correspondientes a dju, entonces A,, > 0
Vn € N. (También es cierto el reciproco: si para una sucesion {u,}>2, todos los
A, son positivos, entonces existe algun du tal que p, son sus correspondiente
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momentos. Ver Freud [1, pag. 60].) De aqui que si definimos los polinomios

HBo K1 - Hn
[ 7 R |
(1.16) Px)y=|... ... ... .|, n>1,
Mn—1  Hn . H2n—1
1 r ... a"

y Py(xz) =1, es claro que
/Pn(x)xkduzo, k=0,1,....,n—1,
R

ya que, al utilizar (1.16), la integral se convierte en un determinante con dos filas
iguales. Ademas, el coeficiente director de cada P,(x) es k, = A,_1 (A1 = 1),
luego en particular son polinomios no nulos. Por lo tanto la familia {P,(z)}5°,
definida segtn (1.16) es ortogonal respecto a du. Por tltimo, no es dificil demostrar
que h, = A,A,_1, con lo que a partir de {p,}7°, ya podriamos encontrar incluso
los polinomios normalizados.

Una importante propiedad que verifican las familias de polinomios ortogonales
es la siguiente relacion de recurrencia a tres términos

(1.17) Poii(x) = (Apx + By)Po(x) — CPyqi(x), neN,
donde P_y(z) =0, Py(z) = ko, Cy = 0,

kn+1 Anhn kn—l—l kn—lhn
An = > Cn = =
kn Anflhnfl kghnfl
' A k; k!
B,=—-""[ xP,(x)*dp = A, | 2L -
hn R v (x) a < kn—i—l kn )

con £/, el coeficiente de 2"~ ! en P, (x). De hecho, el teorema de Favard (ver Freud [1,
pag. 60|) asegura que cualquier sistema de polinomios generado por (1.17) donde
A,,C, > 0y B, € R constituye un sistema de polinomios ortogonales respecto a
alguna medida dpu.

Por otra parte, es inmediato que la serie de Fourier de una funciéon f puede
escribirse como

(118) Sulfiw) = [ Kale,y) f () du(y)
donde los
(1.19) m@m:i;awm@
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se denominan nucleos.
A partir de (1.17), es facil demostrar por induccion que los nucleos verifican

kn Pn—i-l(x)Pn(y) - Pn('I)Pn—O—l(y)
Pkt T —y ’

(1.20) Ky(z,y) =

expresion que se denomina féormula de Christoffel-Darboux.

Una primera consecuencia de esta propiedad se obtiene igualando K, (x,y) en
(1.19) y (1.20) y tomando limites cuando y tiende a z, con lo cual, tras utilizar la
regla de L’Hopital, obtenemos

(1.21) 1) =3 R = g (Pa@)Pu@) = @) Pra().

En particular, P, ,,(z)P,(z) — P,(2)Py1(z) > 0 Vz € Ry Vn € N, de lo que se
deduce que P, (z) y P,11(x) nunca pueden tener raices comunes.

Otra propiedad que cumplen las raices de cada P,(x), n > 0, es que son todas
simples y reales, y ademas, si sop(du) C [a, b], todas ellas estan en el intervalo (a, b).
Por otra parte, si @ y  son dos raices consecutivas de P, (z), es facil demostrar que
en el intervalo (o, 3) existe exactamente una raiz de P, q(z). También es cierto
que entre dos raices de P,(x) siempre hay al menos una de P,,(x) para cada m > n.

Cuando dp puede ponerse dy = w(z) dz, siendo w(x) una funcién peso par, es
inmediato comprobar que si {P,(x)}5°, son polinomios ortogonales respecto a dpu,
entonces {(—1)"P,(—x)}°, también lo son. Por lo tanto, P,(z) = (—=1)"P,(—x)
Vn € N, luego los polinomios P,(x) seran pares o impares segin sea n, y B, en la
formula de recurrencia (1.17) es siempre B,, = 0.

Vamos ahora a ver una serie de resultados que permiten relacionar diversos
sistemas de polinomios ortogonales al modificar du por alguna funcién u obtener
nuevos sistemas a partir de algunos ya dados.

Teorema 1.7

Sisop(du) C la,b] cona > —oco y con K,(x,y) denotamos sus correspondientes ni-
cleos, entonces para cada xo < a, {K,(xg, )}, forman un sistema de polinomios
ortogonales respecto a (v — xg) dp.

Demostracion:
Para cualquier polinomio 7(y) de grado n a lo més se verifica

[ K, p)no) du(e) = mo),

luego en particular, tomando 7(y) = K,,(xo,y)(y — 2o) y haciendo = = x,

/ Ko (2o, y) Km(xo,y)(x — x0) dp(z) = m(x9) =0 VYm < n,

de donde se sigue el enunciado.
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Obviamente, si b < oco y xy > b, entonces { K, (z,20)}°, es un sistema de
polinomios ortogonales respecto a (zg — ) dpu.

Teorema 1.8

Sean {P,(x)}22, polinomios ortogonales asociados a dp en un intervalo |a,b], y
m(x) =c(r —x1)(x —29) - - - (x — ), ¢ # 0, un polinomio no negativo en el mismo
intervalo (r1 < xy < --- < xy). Entonces, los polinomios {Qn(x)}32, representados
en términos de los { P, (x)}y°, mediante

Pn(x> Pn+1(x) te PnJrk(x)
12) @@ = D) ) )

son ortogonales respecto a mw(x) dp.

Demostracion:
Ver Szegé |1, pag. 30.

En el caso de que no exigiéramos que los ceros de m(x) fueran simples, si por
ejemplo z, es cero de multiplicidad m, el teorema sigue siendo cierto si reempla-
zamos las correspondientes filas del determinante por las derivadas de orden 0, 1,
2, ..., m—1de los polinomios P,(x), P,y1(z), ..., Poyx(z) en z,.

Por otra parte, en las mismas condiciones del Teorema 1.8, si ademés se cumple
a= —b, dpy=w(x)dr, w(z)y m(x) son pares y denotamos {wxy, £z, ..., Fxk/2}
el conjunto de ceros de m(z), todos ellos simples, hay una representacion mucho
maés sencilla:

Pn(x) Pn+2(x) ce Pn+k(x>
123w = | ) Betn) e Bl
Pn(l'k/g) Pn+2(xk/2) Ce Pn—i—k(xk/Q)

Multitud de representaciones de este tipo para distintas modificaciones de la
medida pueden encontrarse en Paszkowski [1] y en la tesis de Godoy [1].

Para estudiar muchos problemas de convergencia se necesita dar cotas unifor-
mes (independientes de n) para los polinomios ortonormales. Vamos ahora a ver
una serie de resultados que permiten, a partir de cotas para unos polinomios con
un determinado peso, calcular cotas para otros cuyo peso tiene alguna relaciéon con
el anterior.

Teorema 1.9
Sean {pn ()}, polinomios ortonormales respecto a un peso w(x) en un intervalo
la,b] acotado. Supongamos que existe una funcion t(x) tal que |p,(x)| < t(x) Vo €
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A, siendo A un determinado subconjunto de [a,b]. Y sea mw(x) un polinomio de
grado m, w(x) > 0 en [a,b], que estard acotado por M = méax{m(x) : a <z < b}.
Entonces:

(1) Sillamamos {q,(z)}>2, a los polinomios ortonormales respecto al nuevo peso
w(z)m(z), se verifica |q,(z)| < (m 4+ 1)MY?t(x)/n(x) Vo € A.

(i1) Si w(z)/m(z) € L'([a,b],dz) y {g(7)}32, son sus correspondientes polino-
mios ortonormales, se tiene |q,(x)| < (m + 1)MY?t(z) Vo € A.

Demostracién:
(i) Es claro que

n-+m

b
(1-24) qnT = Z CnkDk Cnk :/ Gnprw d.
k=0 a

Ademas, por ser los {¢,(z)} ortonormales respecto a wm, ¢, = 0 para k < n, luego
el niimero de sumandos no nulos en (1.24) no crece con n, sino que es m + 1 a lo
mas. Por otra parte, aplicando la desigualdad de Schwarz obtenemos

b b
lenk]” < (/ T gpw dw) (/ piw dflf)
b b
:/ 7r2q2wdx < M/ qiwwd:E:M,

luego |cnx| < M2 y se sigue el enunciado.
(ii) Analogamente

n b
qn = Z CnkPk, Cnk = / ankﬂ(wﬂT) dzx
k=0 “

y se continda como antes.

Teorema 1.10 (Teorema de Korous)

Sean {p,(x)}o, polinomios ortonormales respecto a du en un intervalo [a, b] aco-
tado tales que |p,(z)| < t(x) en (a,b) para alguna funcion t(z). Sea otra funcion
r(z) > 0 en (a,b) y lipschitziana, cumpliendo ademds p,(x)*/r(x) € L'(u) uni-
formemente (lo cual siempre es cierto si r(x) > 0 en [a,b]). Entonces, si lla-
mamos {q,(x)}>2, a los polinomios ortonormales respeto a r(x)du se verifica
lgn(z)| < Ct(x)/r(x) para alguna constante C' independiente de n.

Demostracién:
Ver Alexits, [1, pag. 41] o Szeg6 |1, Teorema 7.1.3, pag. 162], con ligeras modifica-
ciones.
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PARTE 3.2: Sistemas clasicos de polinomios

En este apartado daremos una serie de caracterizaciones, expresiones explicitas,
propiedades, relaciones, acotaciones y estimaciones asintoticas de los polinomios
ortogonales més usuales: los polinomios ortogonales clasicos. Notar que los polino-
mios que manejemos estaran sin normalizar. En primer lugar, he aqui un cuadro
de los polinomios ortogonales clésicos:

Peso Soporte Denominacién Notacién
(1—a2%)~1/2 [—1,1] Chebyshev (de 1.* clase) T, (x)
(1 —2?)'/? [—1,1] Chebyshev de 2.* clase Un(x)
1 [—1,1] Legendre P,(x)
(1— a2 N> —1/2 [~1,1]  Gegenbauer o ultraesféricos PW(x)
1-2)1+2)° a,f>-1 [-1,1] Jacobi PleB) (1)
e T a> —1, [0, 00) Laguerre L) (z)
e R Hermite H,(x)

El que precisamente a estas familias de polinomios ortogonales se les llame
clasicos es porque son las tnicas, salvo cambios de variable, que verifican una
serie de propiedades como son: Sus derivadas (y sus derivadas r-ésimas para cual-
quier r > 1) siguen formando un sistema de polinomios ortogonales. Verifican una
ecuacion diferencial de la forma A(z)y” + B(x)y' + Ay = 0, donde A(z) y B(z)
son polinomios independientes de n, y A, independiente de x. Pueden expresarse
mediante una féormula de tipo Rodrigues

1 dm §
()i o P

B(r) =

donde w(z) es el peso, p(x) un polinomio independiente de n y E,(x) independiente
de z. Una explicacion mas detallada de estas caracterizaciones puede verse en
Chihara [1, pag. 150].

Como los polinomios de Chebyshev de 1.* y 2.* clase, los de Legendre y los
ultraesféricos son casos particulares de los de Jacobi, nos dedicaremos aqui a estu-
diar simplemente los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite. Veremos ademés
algunas de sus generalizaciones. Para la demostracion de las propiedades que aqui
enunciemos, ademas de muchas otras, puede consultarse Szegd [1].

Comencemos con los de Jacobi. Su definicién mediante la formula de Rodrigues
es la siguiente:

1 dr

(125)  P(z) = (—2)mnl (1 — 2)o(1 1 2)P da"

[(1— 2)*t"(1 + 2)7tm].
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Utilizando la féormula de Leibniz para la derivada n-ésima del producto de funciones
obtenemos la siguiente expresion explicita de los polinomios de Jacobi:

i e - E QT T ()

k=0

A partir de la expresion (1.25) y empleando partes reiteradamente es facil
demostrar que para cada «a, 3 > —1 se cumple

1
(1.27) [ PP @R @) (1 - )1+ 2) dr = K5,
~1
donde
a+B+1
(1.28) hga,b’) — 2 Fn+a+1)I'(n+6+1)

Cn+a+ B+ (n+1)I(n+a+5+1)

Por tanto, {Péa’ﬁ) (x)}5°, constituye un sistema completo de polinomios ortogona-
les en [—1,1] con peso w(x) = w'®#(z) = (1—2)*(1+2x)". Ademas, por la formula
de Stirling,

2046

(1.29) AP

cuando n — oo.
n

El coeficiente director de cada P(*?)(z) es

(1.30) f(eB) — o—n <2n+a+ﬁ> _gn o I@2n+a+8+1)

" n n+)l'(n+a+3+1)
y de nuevo por Stirling
n+a+3
R o 2 d —
(1.31) . 731 Ccuando n 0.
w/2n

Usando (1.26), es inmediato que

(132 P (=) = (—1)" PP (o)
y
(1.33) PR (1) = (":O‘> PR (~1) = (—1)”(”??).

Los polinomios de Jacobi pueden obtenerse a partir de la siguiente relacion de
recurrencia:

a+ﬁ+2)x+&—ﬁ

o ) (g _ {
Py =1, PO ) = ;
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y para n > 2,

o2n(n + a4+ B)(2n+ o + § — 2)PP(x)
(134) =@2n+a+8-D{@2n+a+B8)2n+a+8—2)z+a®— 2}PD (z)
—2n+a—-1)n+06-1)2n+a+ 5)35%2@(37)-
La formula de Christoffel-Darboux consiste en
o —~ 1 a, a
K y) = 3 o B @R )
k=0 It
B 2-a=h Fn+2)0(n+a+3+1)
S 2nta+p+2T(n+a+DI(n+8+1)
L P (@) PP (y) — PO (@) PEY ()
T =y

(1.35)

Las derivadas de los polinomios de Jacobi cumplen

d n+a+pF+1 1841
7P(avﬁ) - P(aJr 7ﬁ+ ) .
dx n (JZ) 9 n—1 (l’)

Dos férmulas que relacionan polinomios de Jacobi de distinto rango son las si-
guientes:

(1.36)

24+a+p3+1 P(O‘Jrl’ﬁ)(x) n—+p P(a+1”3) (x)’

1.37)  P9(x) = —
(137) B () n+a+pf4+1 "1

S 2mta+pB4+170

(138) P70 (x) = ° (n+ 5+ )P (@) + (n+ DR (@)
! 2n+a+f+2 Tz

La primera de las dos puede demostrarse a partir de la idea de (ii) del Teorema 1.9
y la segunda con la idea de (i) o utilizando (1.22).

Vamos ahora a dar una serie de estimaciones asintéticas y acotaciones de los
polinomios de Jacobi que seran ttiles cuando estudiemos la convergencia de la serie
de Fourier.

Teorema 1.11 (Foérmula de tipo Hilb)
Sean o, 3 > —1. Entonces

«a 8 1/2
(sen g) <cos 0) PP (cos @) = D~ Fnta+l) ( o > Jo(D,,0)

2 " " n! sen 6

N 0/20(n=3?), siC/n<0<m—e¢,
6°20(n®),  si0< 6 <C/n,
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donde
< (~1f(z/2)"

Jal2) :k; KT(a+k+1)

es la funcion de Bessel de orden «, D,, = n+ (a++1)/2 y C, € son constantes
positivas fijas.

Demostracion:
Puede verse en Szegd [1, Teorema 8.21.12, pag. 197, y 8.63.(1), pag. 214|. Para
hacerla se utiliza el método de Liouville-Steklov.

Notar que, sin més que utilizar (1.32) podemos deducir una férmula similar en
los intervalos e <0 <7 —C/nyn—C/n<0<m.

Vamos ahora a utilizar la féormula anterior para encontrar acotaciones de los
polinomios de Jacobi en el intervalo [—1,1]. Para ello, nos serviremos de las si-
guientes estimaciones de las funciones de Bessel, que pueden verse en Watson [1]
o en Szegd |1, pag. 15]:

(1.39) Ju(2) =0(z%), 2 —0 v Ju(2) =0(z"?), 2 — .

Con esto,

Teorema 1.12
Eziste C' independiente de x € [—1,1] yn € N tal que

1\ —(a/2+1/2) 1\ —(B/2+1/1)
MMggmmﬂgc(1—x+Q @+I+J
n n

(recordar que (h{®P)712 ~ n'/2 luego la cota anterior es precisamente la que
corresponde a los polinomios normalizados).

Demostracion:
Si en el teorema anterior tomamos ¢ = 7/2 y empleamos

Jo(D,0) = O((D,8)~?) cuando D,,# — oo,
Jo(D,0) = O((D,6)*) cuando D, — 0,
(cos(6/2))"7 = O(1), (sen(6/2))"* = 0(07%), (6/send)"* =0(1)
y la formula de Stirling, obtenemos

O==120(n=1?), en C/n <0 < 7/2,

1.40 P (cos ) =
(1.40) w (cos) {O(no‘), en0<6<C/n.
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Haciendo ahora el cambio de variable = cos 6, con lo cual  ~ 1 —62%/2, de (1.40)
se sigue

n

awg ) = Y P

De aqui, distinguiendo los casos en que exponente —(a/2 4+ 1/4) es positivo y
negativo, es facil llegar a

(1.41) nt?| PP ()| < C(1 —z+n"2)~ @D enp <z <1
Por otra parte, utilizando (1.32), es claro que (1.41) implica

n'?2 PP (z)| < C(1+ a4+ n"2)" 0240 on —1 <z <0,
Combinando ahora estas dos tltimas féormulas se sigue el teorema.

Corolario 1.13
Sia, 3> —1/2, existe C' independiente de x € [—1,1] yn € N tal que

n1/2|p7§baﬂ) (z)| <C(1 - x)‘(“/2+1/4)(1 + x)—(6/2+1/4)_

Demostracion:

Si o > —1/2, entonces —(a/2+1/4) <0,y como 1 —x +n"2 > 1 — z, tendremos
que (1 — x4+ n=2)~(@/241/4) < (1 — g)~(@/2+1/4) " Anslogamente ocurre con 3. Por
tanto, la demostracion es inmediata sin més que utilizar el teorema.

Notar que lo que obtenemos en el corolario anterior es que, cuando «, 3 >
—1/2, los polinomios normalizados estan acotados salvo constante por (1 —
2?2) /4@ (£)=1/2 en [—~1,1]. Como luego veremos en el Capitulo III, estas aco-
taciones son las idoneas para estudiar la convergencia en media. Si modificamos
el peso w(®®(z) multiplicAindolo por una funcién r(z) lipschitziana y tal que
r(x) > C > 0, el teorema de Korous nos asegura que las cotas de los polino-
mios {P,(x)}22, ortonormales respecto al nuevo peso w(z) = r(x)(1 —z)*(1+z)”
en [—1, 1] siguen siendo salvo constante de la forma (1 —22)~'/4w(z)~'/2. Pero esto
ya no lo garantiza el teorema de Korous si 7(z) se anula en [—1, 1]. Anadlogamente
ocurre con el Teorema 1.9 de modificaciéon del peso por un polinomio. Solamente
proporciona las cotas adecuadas cuando, en el conjunto A que estudiemos, el poli-
nomio que modifica esté acotado inferiormente por una constante positiva. Basta
pensar que partiendo del Corolario 1.13 y modificando el peso multiplicaindolo por
(1 — 2?), las cotas que obtenemos ya no son las que se deducen del corolario para
los polinomios correspondientes a w(@+1#+1(x), sino mucho peores.

Sin embargo, si que se conocen estimaciones de diversos sistemas de polinomios
ortonormales en [—1, 1] y que no tienen los problemas que acabamos de explicar. En
la misma linea que el Teorema 1.12, aunque mas generalizado, se tiene el siguiente
resultado:
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Teorema 1.14
Sea el peso

w(w) =r(@)(1 —2)*(1+2)” I v — 2™,
k=1
donde =1 < 11 < xg < -+ < xp < 1, o, B, 7% > —1,0< Cy <r(x) <Cyyel
mddulo de continuidad de r(x),

m(r,t) = sup{ |r(z) —r(y)| - z,y € (=1,1), [x —y| <t},

cumple m(r,t)t=" € L'(0,2). Entonces, existe C' independiente den € N y x €
[—1,1] tal que los polinomios ortonormales respecto a w(x) cumplen

1\ (e/2+1/4) 1\ —(B/2+1/4) m 1\ /2
\pn(:r)ISC(l—x+n2> (1+x+712) H(|x—$k!+n) .
k=1

Demostracién:
Ver Badkov [3, pag. 227].

Vamos ahora a dar una serie de resultados sobre los polinomios de Laguerre.
En primer lugar, su definicién, que en términos de la formula de Rodrigues es
efx d"

(o) _ -z .a4n .
(1.42) LY (x) = .y dx"[e ™M, a>—L

Utilizando la formula de Leibniz para la derivada n-ésima del producto de funciones
es facil obtener la siguiente expresion explicita:

(1.43) L) = 3 (z * 24) (_;j)k‘

De aqui, es evidente que
LE)(0) = (” * “),

y que el coeficiente director de L™ (z) es k{®) = (—1)"/n!.
Por otra parte, a partir de (1.42) y empleando partes reiteradamente es facil
demostrar que para cada o > —1 se cumple

Fn+a+1)

B,
n.

(1.44) / L(z) L) (x)e "2 dx =
0
Por tanto, {L{*)(x)}>2, forman un sistema de polinomios ortogonales en (0, c0)
con peso w(x) = w'® (x) = e~
Para ver que es completo, en los de Jacobi utilizdbamos el teorema de Weiers-
trass que requiere que el soporte sea acotado. Aqui debemos utilizar el teorema
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que dice las combinaciones lineales de las funciones {e~*/22%/27"}> ; son densas
en L*(0,00) para cada o > —1. (Ver este resultado, por ejemplo, en Szegd [1,
Teorema 5.7.1, pag. 108|.)

La formula de recurrencia que verifican los polinomios de Laguerre es
(1.45) (n+1)LI () = 2n+a+1—2) L (@) - (n+a) L' (z), n=1,2,3,...
siendo L (z) =1, L\ (2) = =z + a + 1.

Y la formula de Christoffel-Darboux es

LM (@)L (y)

(n+ 1! L (@)L (y) — L) (2) L (y)

n

'n+a+1) r—y

(1.46)

La expresion para las derivadas de los polinomios de Laguerre es muy sencilla:

d
(1.47) L (@) = L7 (@),

asi como la siguientes formulas que relacionan polinomios de distinto rango:

(1.48) L (z) = L (2) = LV (),
(1.49) nL®(z) = —2 L (2) — (a+ 1 — 2) L ().

Los polinomios de Hermite, definidos mediante la siguiente férmula de tipo
Rodrigues

dn
(1.50) H,(z) = (-1)"e" w(e—xg),
verifican
1.51 H,(z)H,, (z e dy = 7T1/22”n!5nm,
(
R

luego forman un sistema ortogonal en L*(R, 6_352). Ademas, este sistema es com-
pleto pues las combinaciones lineales de las funciones {e‘z2/ Zgn}ee o son densas
en L*(R) (ver Szeg6 |1, Teorema 5.7.1, pag. 108]). Una expresion explicita de los
polinomios de Hermite es

B [n/2] (_1>k<2x)n—2k
(1.52) H,(z) =n! kz:% 2k
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siendo [n/2] la parte entera de n/2.
A partir de (1.52) es inmediato comprobar que el coeficiente director de cada
H,(x) es 2" y los valores que toman en cero son

Hoia(©) =0y Hay(0) = (-1 22

Sus derivadas cumplen la relacion H) (x) = 2nH,_(z).
La féormula de recurrencia que verifican los polinomios de Hermite es la siguien-
te:

(1.53) H,1(x) =2zH,(x) — 2nH, 1(x), siendo Hy(z) =1, Hi(x) = 2.

Por dltimo, he aqui la correspondiente formula de Christoffel-Darboux para sus
ntcleos:

n 1
Kn(z,y) =) 20k Hy () Hy (y)
(1.54) k=0
L Hea@H() — B He )
wl/29n+1p) T —y '

Suele ser muy usual utilizar en lugar de los polinomios las funciones de Laguerre
y Hermite, que se definen como

'n+a+1

~1/2
(1.55) L£9(z) = ( )> 227 2L (), o> —1,

n!

(1.56) Ho(z) = (x/220n)) "2 H, (),

y que, evidentemente a partir de lo que ya sabemos para polinomios, forman un
sistema ortonormal completo en L*([0, c0),dz) y L*(R, dz) respectivamente.

Sin més que utilizar (1.46) y (1.54) es inmediato comprobar que sus nicleos
verifican las siguientes formulas de Christoffel-Darboux:

n

K (2,y) = 3 L ()L ()

(L57) - (@) () (@) ) (@)
= (n+ 1)1/2(n+ o4 1)1/2 L, (x)£n+1(y) - £n+1(517)£n (v)
r—y ’

Ko, y) = z Hi () Hi(v)

. (_" EIY P (0(0) = o) a0
2 x—y '

(1.58)




24 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

Para estudiar el comportamiento de las series de Fourier se necesita conocer
estimaciones de las funciones £(®)(z) y H,(z). Como en este trabajo no las vamos
a utilizar, simplemente citaremos dénde pueden consultarse. Las primeras acota-
ciones destinadas al estudio de la convergencia en media de series de Hermite y
de Laguerre con a > 0 pueden verse en Askey-Wainger [1]. Mas adelante Mucken-
houpt [3| las simplifica y utilizando (1.48) y (1.49) las extiende hasta a > —1. De
todas formas sus expresiones no son tan satisfactorias por su sencillez como las
que hemos visto para polinomios de Jacobi.

Por dltimo, vamos a ver una clase de polinomios ortogonales que incluye como
caso particular a los de Hermite y que son los polinomios de Hermite generaliza-
dos. Tales polinomios, que denotaremos H(z) (1 > —1/2), se definen como los
polinomios ortogonales en R respecto al peso w(z) = w® (z) = |z[**¢~*" y cuyo
coeficiente director es 2. Asi como la convergencia de las series de Fourier de poli-
nomios o funciones de Laguerre y Hermite ya esta estudiada por Askey-Wainger [1]
y Muckenhoupt [3], las series de Hermite generalizadas permanecen sin estudiar.
Nos ocuparemos de ello en el Capitulo VI, donde veremos todo esto con mas de-
tenimiento. Por el momento tinicamente citaremos la siguientes relaciones entre
polinomios de Hermite generalizados y polinomios de Laguerre:

(1.59) H (2) = (—=1)22mm! LU= (22),
(1.60) HYY, (2) = (=1)m22m ) g L) (27),

Para mas informaciéon sobre los polinomios de Hermite generalizados puede verse
el libro de Chihara [1, pag. 156].



CAPITULO II

Acotacion de la transformada de Hilbert
para cierto tipo de pesos A,

En este capitulo veremos, fundamentalmente, condiciones sobre p y sobre w :
R ——— [0, 00| peso, para que diversos operadores

T:LP(Rw(x)) —— LP(R,w(z))

estén acotados. Estudiaremos esto también con dos pesos u(x), v(x); es decir,
cuando

T:LP(R,v(x)) —— LP(R, u(x))

es acotado.

Cuando no se satisfaga esta condiciéon podremos debilitarla un poco de la si-
guiente forma:

Para cada A > 0y 1 < p < oo es claro que

/ u(z)dx < / |T(f,x)/MPu(x) dx;
|T(f,z)|>A R
por tanto, puede ocurrir que no llegue a verificarse

LT )P u@)de < € [ |f@)Po() de.

que caracteriza la acotacion de T', pero si
uxdaz'gC)\’p/ x)|Pv(x) dz
St 1@ [ 1f@)Po(a)

para alguna constante C' independiente de A > 0y f.
En el primer caso diremos que el operador T' es de tipo (p,p) 6 (p,p) fuerte y
en el segundo que es de tipo (p, p) débil o que

T:LP(Rv(x)) —— L2(R, u(x))

esta acotado.

Posteriormente, estudiaremos este tipo de acotaciones para familias de pesos
Up V U, con n € N,

Todo esto es analogo cuando el soporte de los pesos es un intervalo (a,b) en
vez de toda la recta real. En el resto del capitulo denotaremos tinicamente LP(w)
o LP(w). C sera una constante posiblemente distinta en cada situacion.

Los operadores que trataremos seran los siguientes:

25
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Definicion 2.1

(i) Llamaremos transformada de Hilbert al operador H que a cada funcion f

asocia
f(y)
RT—Y

H(f,z)=v.p. dy.

A partir de ahora prescindiremos de escribir v. p. en su notacion.

(ii) Si para cada intervalo I real acotado denotamos |I| su medida de Lebesgue,
llamaremos operador maximal de Hardy-Littlewood a

M(f.2) —sgp{ul,/gf(wrdy re z}.

Anélogamente se define la transformada de Hilbert integrando tinicamente so-
bre (a,b) en lugar de R y el operador maximal exigiendo I C (a,b). Emplearemos
a partir de ahora la notacién I para denominar un intervalo. Ademas, usaremos
el convenio 0 - oo = 0, luego aqui y en lo sucesivo no hara falta exigir que [ sea
acotado.

Para estudiar las acotaciones de estos operadores utilizaremos la teoria A, de
pesos, desarrollada principalmente por Muckenhoupt. Veamos en primer lugar la
definicion:

Definiciéon 2.2
Dado un intervalo (a,b) fijo (—oo < a < b < 00), diremos que un peso w(x) esta
en A,(a,b) (1 <p < o0) si cumple

(i rs) i o<

para todo I C (a,b), siendo C' independiente de I.

Obviamente, si a = —b y el peso w es par, basta comprobarlo para I C (0,b).

Vamos ahora a ver un breve resumen de la teoria A, de pesos. Veamos en primer
lugar una serie de propiedades que cumplen las clases A,. Puede consultarse todo
esto con mas detalle en Garcia Cuerva-Rubio de Francia [1, Cap. IV].

Por definicion, es obvio

(2.1) w € Ay(a,b) = w,w P localmente integrables.
Y es inmediato comprobar

(2.2) w € Ay(a,b) = w PV € A (a,b) (1/p+1/g=1).
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Ademas, utilizando la desigualdad de Holder se demuestra

(2.3) r<p = Ag(a,b) C Ay(a,b),

(2.4) we Ayad), 0<T7<1 = w € A,ab).

Una propiedad importante es la desigualdad de Holder inversa, que afirma que
siw € Ay(a,b), existe § > 1 tal que

2.5 ! *d 1/6<C ! d

para alguna constante C' independiente de I C (a,b). El nombre de desigualdad
de Hélder inversa se debe a que la desigualdad contraria a (2.5) con C' = 1 es
inmediata usando la desigualdad de Hélder.

Y empleando la desigualdad de Holder inversa es facil demostrar

(2.6) w e Ay(a,b) = Je>0tal que we A, .(a,b),

(2.7) w € Ay(a,b) = 35 > 1 tal que w’ € Ay(a,b).

Combinando (2.3) y (2.6) es claro que Ap(a,b) = U{Ar(a,b) : r < p}.
Las clases A, son importantes debido al siguiente resultado:

Teorema 2.3
Sea T el operador H o M y 1 < p < 0o. Son equivalentes:

(1) we Ay(a,b).
(i) T : LP((a,b),w) —— LP((a,b),w) acotado.
(i) T : LP((a,b),w) —— LP((a,b),w) acotado.

Ademds, las constantes de la definicion de A, y de la norma de T como operador
dependen tinicamente unas de otras.

Demostracion:
Cuando T' = M fue probado por Muckenhoupt [4] y para 7" = H por Hunt-
Muckenhoupt-Wheeden [1].
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El teorema anterior resulta de gran importancia pues encuentra condiciones
necesarias y suficientes para que los operadores H y M sean acotados. Antes de
llegar a su demostracién ya habia algunos precedentes, como son los siguientes:
Cuando T' = H y w = 1, que T es acotado para 1 < p < oo es el teorema
de M. Riesz [1] (su demostracion original se referia a la circunferencia unidad).
Ademas, cuando p = 1, Kolmogorov [1] demostré que H es (1, 1) débil. La acotacion
del operador M con w =1y 1 < p < oo se debe a Hardy-Littlewood [1]. Por
ultimo, cuando w(z) = |z|", =1 < r < p—1, que H es acotado fue probado por
Hardy-Littlewood [2] y que M también lo es por Stein [1].

Si en la definicién de peso en A,(a,b), hacemos tender p a 1 queda

<‘}| /Iw(:v) dx) supess{w(z) ' 1z € I} < C,
0 sea
(2.8) <|11|/Iw(a:) dm) < Cinfess{w(z) : v € I}.
Pero esta condicién es equivalente a

(2.9) M(w,x) < Cw(z) a.e.,

que se toma como definicién de peso en A;(a,b).

Es inmediato comprobar que cualquier peso que satisface (2.8) satisface tam-
bién la definicion de A,(a,b), luego Ai(a,b) C Ay(a,b) Vp > 1 (en particular,
cualquier peso en A;(a,b) debe verificar (2.1) Vp > 1). Sin embargo, no es cierto
el reciproco: existen pesos que estan en A,(a,b) Vp > 1 pero no estan en A;(a,b).
Veamos un ejemplo. Sea w(z) = (—logz)" conr < 0y vamos a demostrar que w(z)
estda en A,(0,1/2) Vp > 1 pero no esta en A;(0,1/2). Que no estda en A;(0,1/2) es
inmediato ya que la desigualdad

M((=logy)",z) = sgp {’h /I(—logy)’" dy:x € I} < C(—logz)".

es imposible que se verifique para x cercano a 0, pues (—log0)” = 0. Por otra
parte, dado p > 1 veamos que si que existe C' tal que

1 g 1 g pl
Gle,d) = (d_c/c (—1ogx)rdx> (d_c/c (— logz)~"/®=D) dx) <C

para 0 <c<d<1/2.
En primer lugar, supongamos 0 < ¢ < d/2. Por ser (—logz)" creciente, es
claro que el primer factor de G(c, d) esta acotado por (—logd)". Y para acotar el
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segundo factor por (—logd)™", salvo constante, basta hacer el cambio de variable
y = —logx y utilizar la siguiente estimacion de la funcion gamma incompleta,
valida para a > 0 cuando z — oo (ver Erdélyi y otros |1, Vol. II, pag. 135])

e¢]
[(a,z) = / e Yy ldy = 2" te

Por ultimo, si d/2 < ¢ < d, la comprobacion de que G(c,d) < C' es inmediata
sin més que utilizar que (—logx)" es creciente y (—logz)~"/P~1) decreciente.

Es facil demostrar utilizando (2.8) que si wy y we son pesos en A; (a, b), entonces
w(z) = wy(x)wa(z)' P estaen Ay(a, b). Pero el teorema de factorizacion de P. Jones
nos asegura que también es cierto el reciproco, es decir

w € Ap(a,b) <= Jwy,wy € Ay(a,b) tales que w = wy - wy P

La demostracion original se debe a P. Jones [1], pero otra mas sencilla, analoga a
la del Lema 2.10, se encuentra en Coifman-Jones-Rubio de Francia [1].

Un resultado que permite encontrar pesos en Aj(a,b) de forma sencilla es el
que sigue: Si dada p medida de Borel positiva denotamos

M(u,x):sgp{ﬁ_’/ldu):xel},

se demuestra (ver Garcia Cuerva-Rubio de Francia [1, Cap. II, Teorema 3.4]) que
el peso w(z) = M(p, )" con 0 <r < 1 esta en Ai(a,b).

Apliquémoslo a la medida u = &y (delta de Dirac en cero). Si suponemos que
0 € [a, b], tendremos

1 1
M (u, )—Sup{|]|/d50 xEI}—sup{m Oxel} =

Por lo tanto, valiéndonos de este resultado y de (2.1) obtenemos
(2.10) |z|" € Ai(a,b) <= —1<r<0.

(S0 ¢ [a,b] pero a = —o0 0 b = oo, utilizando que |z|" debe estar en A,(a,b)
Vp > 1y tomando I de la forma [—n,b] o [a,n], llegamos de nuevo a la conclusion
(2.10). Pero cuando 0 ¢ [a,b] vy (a,b) acotado entonces |z|" € Ay(a,b) Vr € R, ya
que en este caso |z|” ~ 1 en (a,b)).

A partir de (2.10) y del teorema de factorizacion es inmediato demostrar que:

(2.11) lz]" € A)(R) <= —-1<r<p—1

En efecto, si —1 < r < 0, podemos descomponer |z|" = |z|"- 1177 (o usar 4;(R) C
A,(R)) ysi0<r<p—1basta tomar |z|" = 1 (|z|~/®=Y)1=P. Por otra parte, la
integrabilidad de 2" en (0, 1) implica r > —1 y la de 2~"/®~ implica r < p — 1.
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De todas formas, es facil dar una demostracion directa de (2.11). Basta com-
probar que para I = (¢,d) con 0 < ¢ < d se cumple

d d p=1
/ |z|" dx (/ ||~/ =) da:)

= C(d " = (AT /) D/ =Dyl < 0 (d — )P

con (' independiente de ¢, d.
Para ello, sea d fijo, z = d — ¢ y definamos

gd(z) _ Z—p[dr—H _ (d_z)r—i-l] [d(—r-i-p-l-l)/(p—l) . (d_z)(—r-&—p—l—l)/(p—l)]p—l’ = (0’ d)
Bastara ver que existe C tal que
lga(2)| < C Vze (0,d) y Vde(0,00).

Pero es inmediato que g4(2) = ¢1(z/d) y por tanto es suficiente comprobar |g;(z)| <
C Vz € (0,1). Ademés, ¢1(z) es continua en (0,1), luego para demostrar que
esta acotada solo hay ver que lo esta al tender a 0 y a 1. Que lim, ., ¢1(2) = 1
es evidente, y para hallar lim, .o g;(2) basta con que utilicemos la equivalencia
(14+2)™—1~mz.

Vamos ahora a ver cuando un peso del tipo w(x) = |z|"(1 + |z])*~" esta en
A,(R). Intuitivamente es claro que para x cercano a 0 la parte (1 + |x])*™" es des-
preciable, luego ahi el peso es aproximadamente |z|", y cuando x — oo tenemos
1+ |z| = |z| luego el peso se comporta aqui como |z|"|z|*~" = |z|*. Podemos pues
suponer que w(z) € A,(R) siy solo si |z|" y |z|* lo estan. Todos estos argumentos
los rigorizaremos en el siguiente lema:

Lema 2.4
Sean dos pesos u, v definidos en un intervalo (a,b) C R, y supongamos que existe
c € (a,b) tal que

0< A <wv(x)<A Vre(ac) y 0<A3<ulx)< Vze(qb).

Supongamos que existen otros dos pesos w € A,(a,b) yv € Ay(a,b) (1 <p < o0)
y constantes positivas \; cumpliendo

Msw(z) <u(z) < dgw(z) Vo€ (a,¢) y Mr(z) <v(z) < Asv(z) Vo € (eb).

En estas condiciones, si se verifica
(1) w(z) < \gr(z) Vo € (a,c) yv(z) < Ajpw(z) Vo € (¢, b)

(2) v(z) < Aw(z) Vo € (a,¢) y w(x) < Apv(z) Vo € (¢,b)
entonces uv € A,(a,b).
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Demostracion:
Tenemos que probar que existe C' independiente de I C (a,b) tal que

p—1
/uv dx (/(uv)_l/(p_l) da:) < C|IP.
I

1

Si I C (a,c) es obvio por w € A,(a,b) ysil C (c,b) por v e Aya,b).
En general, sea Iy = I N (a,c) e Iy = I N (¢, b). Entonces,

p—1
/uv dx (/(uv)_l/(p_l) dx)
I I

p
< C (/ udx + v dl’) (/ u—l/(p—l) dr + U—l/(p—l) dib‘)
I Is I Iy

p—1
<C (/ wdx + l/dx) (/ w VD g [ )7V D dx) = G(I).
I I n

—1

Iy

Supongamos (1). Entonces,

/wdx—f— Vd:L‘S/\g/ vdr + l/deC/l/dx
I 12 I I

Ip)

/wda:—i— vdr < wda:+)\10/ wd:ch/wd:c.
I 1P I I

Iy

Asi,

G(I) < Cmin{/}wdm,/lydx}

p—1 p—1
X Max { </ w1/ =1 da:) , </ p~ V=1 dx) } .
I I

Acotando el minimo por la integral sobre I de w o v segin cual de los dos dé el
maximo, y como, sea cual sea, estard en A,(a,b), se obtiene la cota G(I) < C|I.
Analogamente se hace cuando se cumple (2).

A partir de ahora, 0 < A\ < v(z) < Ay V& € (a,c) lo denotaremos simplemente
v(x) ~ cte. en (a,c), y Mw(x) <u(x) < lw(x) Vo € (a,c) (A; > 0) lo pondremos
w(z) ~ u(z) en (a,c). Por otra parte, por razones de comodidad los pesos los
tomaremos de la forma w(x) = |z|*?(1 + |z]|)#~ con p en el exponente, ya que
asi

[e} - —1/(13—1) — —(B—«
(o] (1 + | ])7=7] = [a] (1 + |a]) =P,

que es mas sencillo de escribir.
Utilizando el lema,
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Teorema 2.5

Se verifica

-1 1
|2[°P(1 + |2)) PP € A, (R) «—= - < a, B < p

Demostracién:
Con la notaciéon del lema anterior, sean los pesos

ap
wo) = (1) @ =, wle) = e, (o) = ol
todos ellos definidos en (0, 00) y tomemos ¢ = 1. Es claro que w(z) ~ u(z) en (0,1)
y v(z) ~u(x) en (1,00). Ademas, segiin hemos visto en (2.11), w € A,(0, c0) para
—1l/p<a<l/qyveAl0,00)para —1/p < < 1/q. Y se cumple (1) o (2) del
lema segin sea 3 < a o a < 3 respectivamente. Por tanto,

-1 1
u(z)v(z) = |z|*(1 + ]:L‘\)(ﬂ’a)p € A,(0,00) para ? <a,fb< 6’

y lo mismo para A,(R) por ser uv un peso par.

Falta comprobar que las condiciones —1/p < «, 3 < 1/q son necesarias. Toman-
do I = [0,1], como aqui la parte (1 + |2|)®=®P es despreciable, utilizando (2.1)
obtenemos a > —1/py a < 1/q.

Y tomando [ = [1,n], n > 2, como |z| < 1+ |z| < 2|z|, la condicién A, sobre este
intervalo es equivalente a

(n—1)7" (/I x? dac) (/1 z P dx)p_l <C.

De aqui, sin més que efectuar las integrales y exigir la acotaciéon cuando n — oo
de la expresion que aparece, obtenemos las condiciones 5 > —1/py 5 < 1/q.

Hemos visto que la teoria A, es muy tutil a la hora de estudiar la acotacion
de los operadores H o M con un solo peso ya que la caracterizan totalmente.
Sin embargo, los resultados que se obtienen para dos pesos son diferentes de los
conocidos para uno solo y bastante mas dificiles. Una primera idea para abordar
este problema es definir las clases A,.

Definicién 2.6
Dados dos pesos u,v : (a,b
1 <p<oo: (u,v) € Aa,

<1}| / u(:v)da:> (ﬁ,' / v(x)‘”""”dm> 56 IcE)

p=1: (u,v) € Ay(a,b) si M(u,z) < Cu(x) a.e.

[0, 00], definimos

)
b) si
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Para evitar trivialidades supondremos que u no es la funcién constante nula y
v no es la funcién constante infinito. Ademés, salvo que indiquemos expresamente
lo contrario, utilizaremos siempre A,(R) y lo denotaremos tnicamente A,. Esto
no supone ninguna pérdida de generalidad pues si quisiéramos tomar (u,v) par
de pesos en un intervalo (a,b) # R, bastaria hacer u = 0 fuera de [a,b] y v = 00
fuera de [a, b]. Por tltimo, consideraremos siempre 1 < p < 0o y cuando queramos
referirnos a A; lo escribiremos expresamente.

Veamos a continuacién una serie de propiedades que cumplen las clases A,:

Exactamente igual que para un solo peso se demuestra

(2.12) (u,v) € A, = u,v”/®~U Jocalmente integrables
(en particular v > 0 a.e.),

(2.13) l<p<r<oo = A CA,CA,

(2.14) (u,v) € A, <= (v V7D o~ Ve"Dy c 4
Ademas, es facil comprobar, utilizando la desigualdad de Holder,
(2.15) (u,v) € Ap, 0<T7 <1 = (u,0") € Arpr)41-

La propiedad anterior para p = 1 se reduce a que (u™,v”) € A; cuando (u,v) € A;
y 0 < 7 < 1, que también es inmediato utilizando la desigualdad de Holder.

A la vista de (2.11), la primera bisqueda que puede ocurrirsenos para encontrar
pares de pesos en A, es ver cuando (|z|", |z|®) € A,. Pero para que esto ocurra
es inmediato comprobar que debe ser » = R, con lo cual la condicién necesaria y
suficiente es —1 <r = R < p — 1. En efecto, que r > —1 y R < p — 1 es claro por
integrabilidad local, y con esto:

Sil=[1,n],

/ z" dx ( / 7/ dx)pl ~ TR/ =D+ (1)
I I
=P < On—-1)P <= R>r.
Y si I =10,1/n],
p—1
/ z" dx ( / A dx> ~ = (D)~ [=R/(p=1)+1](p—1)
I I
=n TP <COnP «—= R<

Sin embargo, para A,(0,1) lo que se cumple es

(2.16) (z",2%) € 4,(0,1) <= r>—-1, R<p—1, R<r.



34 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

La comprobacion es inmediata sin mas que tomar atal que R<a<r,a> -1y
a<p-—1

Podemos preguntarnos también si la condiciéon (u,v) € A, es, como ocurria con
un solo peso, necesaria y suficiente para que los operadores H o M sean acotados.
Es facil comprobar que esto no es cierto. Para ello, tomemos p = 2 y el par de
pesos

(2.17) u(@) = (L+[2))2 o) = (1+[2])

y veamos que (u,v) € As. Para ello, basta encontrar C' independiente de ¢ y d
(0 <c<d<oo) tal que

Wi(e,d) = </Cd(1 4 ) d:p) </Cd(1 + x)dx) < C(d— o).

Haciendo el cambio 1 +x =t y denotando A =1+ ¢, B =1 + d resulta
Wi(e,d) =27 (1/A — 1/B)(B* - A%) = 2'[(A + B)/(AB)](d — o)

y es claro 27 (A + B)/(AB)| =2"'(1/A+1/B) < 1 pues A,B > 1.
Sin embargo, no sélo no es cierto que

T: L*(v) —— L*(u)
sea acotado, sino que tampoco es cierta la acotacion
T: L*(v) —— L2(u).
Para comprobarlo, tomemos la funcién f = x4, d > 1, para la cual

r—1

H(f,2) = log |"— .

Es claro que f € L*(v). Veamos que sin embargo no es posible

d
/ u(z) dr < C’)\’Z/ v(x)de.
|H(f,2)|>A 1

Cuando z € (0,1), (d —x)/(1 —x) > d y por tanto

H(f,2)| = | 1og |(x = 1)/(z = )| = [log(d — 2)/(1 = 2)| > logd.

En consecuencia, si tomamos d = e* siempre serd cierto |H(f,z)| > \ para x €

(0,1) y por tanto, si existiera acotacion débil, deberia cumplirse

1 er
/ (14 |a))2de < cﬂ/ (14 [2) " dz = CA2[log(1 + ") — log 2].
0 1
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Pero A 2[log(1 + ¢*) — log2] es del orden de A™' cuando A — oo, luego no es
posible la existencia de C.

Tampoco se verifica en general que M : LP(v) —— LP(u) acotado cuando
(u,v) € A,. Un contraejemplo debido a Muckenhoupt-Wheeden [1] es el siguiente:

p=2, u(z) = —z(logx)x(0,1/2(x), v(z) = x(logz)* en (0,1/2] e oo fuera.

De todas formas, con el operador maximal de Hardy-Littlewood la condicion
A, se comporta algo mejor que con la transformada de Hilbert, como vemos a
continuacion:

Teorema 2.7
(i) (u,v) € Ay, <= M : L*(v) —— L2(u) acotado.
(ii) (u,v) € Ay = M : L"(v) —— L"(u) acotado ¥r > p.
(111) (u,v) € Ap, 0 <7 <1 = M:LP(v) —— LP(u") acotado.

(iv) M : LP(v) —— LP(u) acotado <= (u,v) € Sy clase de Sawyer caracteri-
zada por

JI0au 0 )y de < € [ o(@) 0 de < oo,
I I

Demostracion:

(i) Puede verse en Muckenhoupt [4].

(ii) Por (i), M : LP(v) —— LP(u) acotado. Por otra parte, como consecuencia
de la cadena de desigualdades

M flloou < IM flloo < I flloc < 1f o0,

todas ellas de comprobacién inmediata, obtenemos que
M : L>(v) —— L*(u) acotado.

Usando ahora el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz (ver Stein-Weiss [1,
péag. 184]) queda probado (ii).

(iii) Por (2.15), (u™,v"™) € Ag conr = d(p—1)+1. Y por (ii) se sigue (iii) pues r < p.
(iv) Ver Sawyer [1].

Tras esto, vamos a dedicarnos a estudiar la transformada de Hilbert con dos
pesos. Primero, basandonos de nuevo en Muckenhoupt-Wheeden [1], veamos con-
diciones necesarias para que esté acotada.



36 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

Teorema 2.8
Si H : LP(v) —— L2(u) acotada y para cada intervalo I denotamos xy su centro,
existe C' independiente de I tal que

(2.18) (/I u(x) d;z:) </R (];}|(—T—>|;/f)xll)|)q d:c)p1 <C.

En particular, (u,v) € A,.

Demostracion:

En primer lugar, observar que (u,v) € A, es inmediato a partir de (2.18) sin
méas que efectuar la segunda integral sobre I en lugar de sobre R y aplicar |I| <
(|I| + |z — x;]) < 3|I|/2 cuando = € I.

Vamos pues con (2.18). Para cada intervalo I definamos

k(z) = o(@) VeV + o — )70, Q= /Rk:(x) dz.

Si Q) = 0 el teorema esta probado por 0 - oo = 0.
Si0 <@ < oo, elegimos r tal que [* k(z)dz = Q/2 y definimos

f(x) = [v(@)(I] + |z — 2;])]"YPY en [r,00) y cero en otra parte.
Ahora bien, si x € I N (—o0,7] e y € [r,00) se tiene
0<y—z<|y—a/+|zr—z| <|y—z/|+ 1
En consecuencia, si x € I N (—o0,r] = I,
00 f Y 0
= [T s [T i -2

osea {z: |H(f,z)] > Q/2} 2 1N (—o0,r].
Ademas, por hipotesis,

/H(f,x)>>\u(x) dr < B/\*p/]R |f(2)[Pv(z) d

luego si tomamos A = Q)/2,

= BQ/2)™ [ (@) M1 + o - arl) 7 de = BQ/2)'.
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Un argumento similar prueba que [, u(x)de < B(Q/2)' 7 si I, = I N [r,c0). Por
tanto,
1—p

/Iu(x) dr < 2B(Q/2)"* — 2B (/Rv(x)l/(pl)(ll\ o — ) dx)

y el teorema esta probado para 0 < () < oo.
Si @ = oo, sea v,(z) = v(x) + 1/n. Entonces la acotacion débil de H se verifica
también y con la misma constante B si v es reemplazado por v,,. Por otra parte,

L on@) eI+ o = wl) de < (1/m) Y0 [ (1] + 2= ] do < oo
R R

Aplicando lo anterior se tiene que el teorema se verifica para v, con constante
independiente de n. Tomando ahora limites cuando n tiende a infinito y aplicando
el teorema de la convergencia dominada queda demostrado el teorema.

Corolario 2.9
Si H : LP(v) —— LP(u) acotada, entonces (u,v) € A, y ademds

()0 u(z)
(2.19) /R(l—i—]x\)qu<oo’ /R(l"‘WDdJB<OO'

Demostracion:
Como u no es la funciéon nula, existe ¢ > 0 tal que [, u(z)dx > 0.
Por tanto, tomando I = (—¢, ¢) en (2.18) tendremos

/Rv(x)_l/(p_l)@c—i— |z]) " dr < o0.

Pero esta integral tiene el mismo carédcter sea cual sea ¢ > 0, luego debera ser
convergente con ¢ = 1/2.

Por otra parte, la transformada de Hilbert es un operador autoadjunto, es decir,
cualquiera de los dos operadores

H:LP(v) —— LP(u) vy H:Li(u Py —— L9(yp~ YD)
es acotado si y solo si lo es el otro (para mas detalles ver Rubio de Francia [1]).

Entonces, procediendo como antes se obtiene la integrabilidad de u(x)(1 + |z|)7?.

Las condiciones (u,v) € A, y (2.19) siguen sin ser suficientes para la acotacion
de H : LP(v) —— LP(u). Para comprobarlo, sea p = 2 y los pesos

u(z) = 27 logz|®? siz € (0,1/2] y u(z) =0 en otro caso,

v(z) =z Y logz|¥?six € (0,1/2] y wv(z) = oo en otro caso.
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Es inmediato que estos pesos verifican (2.19), y que (u,v) € A, puede demostrarse
de forma parecida a como vefamos que (—logx)" estaba en A,(0,1/2) Vp > 1,
Vr < 0. Tomando ahora f = x(o,1/2] es claro que no se verifica

L H(F@)Pu() de < € [ |f@)Po() do

ya que por una parte

1/2
/ \H(f, 2)|Pu(z) dv = / g/ (z — 1/2)|[ & log 2| ¥/ dx = 00
R 0

y por otra

1/2
/|f 2oz dx—/ 2~ log x|~ dz = 2(log 2) V2 < co.

También puede comprobarse que tampoco se verifica la correspondiente acotacion
débil.

Ahora, siguiendo esencialmente a Neugebauer [1], vamos a ver condiciones su-
ficientes para la acotaciéon de la transformada de Hilbert con dos pesos. No se
conocen condiciones necesarias y suficientes. En primer lugar, un lema cuya de-
mostracion se basa en el algoritmo de Rubio de Francia [3] (ver también Bloom [1]).

Lema 2.10
Supongamos que

IM fllpa < Cllfllpo y 1M fllger-o < Cllfllgur-s-
Entonces ezisten funciones w; > 0 y constantes C; (j = 1,2) tales que
u P Mw; < Cjwn? (5=1,2) y uPot? = wiwy "
En particular, cuando u = v se tiene el teorema de factorizacion.

Demostracién:
Sea el operador
S LM(dr) —— LP(dx)
f Sf= (ul/pM<qu—1/p))1/q + (v_l/pM(fpul/p))

1/p

Es una simple comprobacion ver que S es sublineal y acotado.
Escojamos ahora K > ||S||, ug € LP(dx), up > 0, cualesquiera y tomemos

U= Z 75” Uo
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donde S™(ug) = S(S™ *(up)).
Como [|S™(uo)lpg < IISII™|1wollpg < K™||wollpg, €s inmediato que U € LP(dz). Por

otra parte, por la sublinealidad de S, se tiene
> 1
S(U) <Y ﬁSnH(UO) = K(U — up) < KU.
n=0

Y como los dos sumandos que forman el operador S son no negativos
WMPM(UWTVP) < S(U) < K9,
v VP M(UPUMP) < S(U)P < KPuP.

Ahora, basta tomar wy = Utv~ VP y wy = UPu!'/?.

Lema 2.11
Sea (u,v) € Ay, 0 <7< 1= Jw=w, €A, tal que Chu” <w < Cyv".

Demostracion:
Elegimos 0 < ¢, 7 < 1 tales que 7 = £-7. De (2.14) y del Teorema 2.7 (iii) se sigue

||Mf||P:U5 < CvaHP,v8 y HMqu,vf(l—‘I) < CHqu,uE(l—‘Z)'

Entonces, aplicando el Lema 2.10 tenemos
uPy¥1 = wiwy P donde  Muw; < Cijw;(v/u)® (j=1,2).

Ademas, por el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue, Mw; > w;.
Entonces, empleando sucesivamente

wl(v/u)g/p > KiMwy, (wy)'™? > (Mw,y)'?

Mwy > wy, (ng)lfp > KQ(wQ)lfp(U/u)dl*p)/p
se cumplira
0F = wy (0/0)P(ws) P > C(Muwy)(Mws)' ™
> Kwy (wy) 7P (v/u)* 3PP = K.
Por tanto,
Ciu” < (Mwl)waQ)n(l*p) < CyuT.

Tomando w = (Mw,)"(Mwy)"*~P) y utilizando M (u,z)” € A;, 0 < v < 1,y el
teorema de factorizacion resulta w € A,,.
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Teorema 2.12
Si existe & > 1 tal que (u’,v°) € A, entonces la transformada de Hilbert H :
LP(v) —— LP(u) estd acotada.

Demostracién:
Aplicando el Lema 2.11 con 7 = 1/, existe w € A, tal que Ciu < w < Cyv. Y
como H : LP(w) —— LP(w) acotada,

1 fllpw < CLlIH fllpw < Col[ fllpw < Csll fllpw

y el teorema queda probado.

En la demostracion del teorema anterior acabamos de ver que si (u°,v?) € A,
(0 > 1) entonces existe w € A, tal que Chu < w < Cyv. Pero también es cierto el
inverso, ya que si u < w < v con w € A,, por (2.7) se tiene w’ € A, para algin
§ > 1,y como ademés u® < w® <%, es inmediato que entonces (u’,v°) € A,. Por
tanto, hemos probado

Jw € A, tal que Cru < w < Cyv <= 30 > 1 tal que (u’,v°) € A,.

Por abreviar, si (u°,v%) € A, se dice simplemente (u,v) € Ag.

A continuacion, veamos un ejemplo concreto de pesos en Ag:
Teorema 2.13
Sean los pesos u(x) = |z|P"(1 4 |2[)PC=), v(z) = |2[PE(1 + |2])PE=F)| con
(2.20) pr>—1, gR<1, r>R, s<§5, pS>-1 y gs<l1.
Entonces, (u,v) € Ay y (u,v) € AS para algin § > 1.

Demostracion:
Sean o, 3 € R tal que —1/p < 0,3 < 1/q, R<a <rs<( <S5 luegoayf
estén en las condiciones del Teorema 2.5. Si llamamos

O(x) = [a] (1 + [2)*7" 0 y W) = a1+ [2]) D),
que son funciones acotadas superiormente en R, es inmediato comprobar
u(@) = |2[*P(L+ )= Po()?,  w(a) VP = o701+ |2]) TP ().

Entonces, (u,v) € A, se deduce facilmente del Teorema 2.5 y de ser ®(x) y ¥(x)
acotadas superiormente. Que (u,v) € Af, para algin § > 1 es ahora inmediato
por ser las condiciones pr > —1, ¢R < 1, pS > —1 y ¢s < 1 para que (u,v) € 4,
desigualdades estrictas, con lo cual existe 0 > 1 tal que las desigualdades anteriores
siguen manteniéndose cuando r, R, s, .S son multiplicados por §.
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Las hipotesis (2.20) no son en realidad necesarias para que (u,v) € A,. Un
contraejemplo sencillo es el de (2.17), enel quep =g =2, s = -1, S = —1/2,
r = R = 0. En Varona [1, Cap. V| pueden verse condiciones necesarias y suficientes
para que (u,v) € A,. Pero (2.20) si es necesario para que exista 0 > 1 tal que
(u,v) € A9 y también para que se cumpla (u,v) € A,y (2.19). Por lo tanto, (2.20)
es necesario y suficiente para que la transformada de Hilbert como operador de
LP(v) en LP(u) sea acotada.

El proposito principal de este trabajo es el estudio de la convergencia de series
de Fourier. Tal como veremos en el capitulo siguiente, este estudio se relaciona con
la acotacion de la transformada de Hilbert con pesos que dependen de las cotas de
los polinomios ortonormales. Pero las acotaciones de los polinomios ortonormales
no siempre son independientes de n. Por tanto, para que la teoria A, de pesos sea
util para nuestros propositos deberemos estudiar lo que ocurre cuando tenemos
pares de pesos (uy,,v,) dependientes de n. En primer lugar, una definiciéon:

Definicién 2.14
Sea una familia de pares de pesos {(un,v,)}%, v 1 < p < oo. Diremos que
{(tn, vn) 22, € A, uniformemente si existe C' tal que

(/I U () dx) (/I V()@Y dx>p_1 < C|IPP, neN.

Y, dado § > 1, diremos que {(un, v,)}oy € A9 uniformemente si {(ud,v))}r, €
A, uniformemente.

Como las constantes de la definicién de A, y de la norma de H en los Teoremas 2.3,
2.8 y 2.12 dependen tnicamente unas de otras, para que los operadores

H: LP(v,) —— LP(uy)
g— Hg
estén uniformemente acotados es condicion necesaria que {(u,,v,)}5>, € A, uni-

formemente y condicién suficiente que exista 0 > 1 tal que {(un,v,)}o2, € A
uniformemente.

Vamos ahora a buscar familias concretas que satisfagan las condiciones A, y
Ag uniformes.

Teorema 2.15
Sea {x,}7° sucesion acotada superiormente, x, > 0 Vn. Entonces,

{(Jl" (J| + @), PR (|2] + 20)P%) }o2o € A,
(y a AS para algin § > 1) uniformemente si

pr>—1, qR<1, R<r,r+s=R+S, p(R+S)>—-1 y q(r+s) <1.
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Demostracion:
Sea I = (¢,d) C (0,00). Entonces, haciendo el cambio de variable z = yz, y
utilizando el Teorema 2.13 tenemos

(/cd " (x + x,)P° dq;) (/Cd v )5 dx) p—1

d/zn d/zy p—1
= (/ (yxn)pT (yxn + xn)psxn dy) (/ (yxn>_qR(yxn + xn)_qsxn dy)

xn /Tn
d/zn d/zn p—1
_ l_;zr-l—ps—l—l—pR—pS-&-p—l (/ ypr<1 + y)ps dg) </ y—qR<1 + y)—qS dy)
¢/xn c/xn
d p
< C$ﬁr+ps+1prfpS+p71 ; . xi — Cq:g(r+szfS)|d . C‘p < Cl|d . C|]o7

como queriamos comprobar (la condicion r + s > R + S que no hace falta en el
Teorema 2.13 se utiliza aqui en la dltima desigualdad).

Por ultimo, la pertenencia a Ag para algin 0 > 1 es ahora clara por ser las desi-
gualdades pr > —1, gR < 1, p(R+S) > —1 y q(r + s) < 1 estrictas.

Muchas veces, nos interesara unicamente la pertenencia uniforme a A,(0,1) y
Ag((), 1). Ademas las sucesiones {x,}2°, que nos apareceran seran convergentes a
cero. Pero, a partir del teorema anterior y para familias de pesos de la misma forma
que alli, es facil encontrar condiciones necesarias y suficientes para ello. Vedmoslo
a continuacion:

Teorema 2.16
Sea {x,}5°, sucesion que tiende a cero, x, > 0 Yn. Entonces,

{(@ (2 + @), 2" (2 + 20)") 1020 € A4p(0,1)

(y a AZ(O, 1) para algin 6 > 1) uniformemente si y sélo si

(1) pr > _17 (2) qR < 17 (3) R < r,
(4) R+ S <r+s, (5) p(r+s) > —1, (6) ¢g(R+S) < 1.
Demostracion:

Veamos en primer lugar que las condiciones (1) a (6) son necesarias.
Tomando n fijo,

o (z + x,)P° integrable = pr > —1,
(2PR(z 4 2,)P9) VP~ integrable = ¢R < 1.
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Tomando n fijo e I = (0,¢),

(/06 " (x + x, )P dgc> (/05 (g 4 )9S dx)p—l

© ¢ er \'! 1/ .—qR+1\p—1
~ (/o P dx) (/0 x4 dx) ~ gPr Tl (gmati )P
= PRt <P R<

Tomando n variable e I = (z,, 2x,) queda

2xy 2xy p—1
(/ 2’ (x4 x,)P° da:) (/ ™ (v + 3,)79 da:)

~ L@ P (zpx;, B 99)P = gP Pt m RS < 0P = R4S <7 +s.

Tomando I = (0, 1) y utilizando el lema de Fatou,

1 1 p—1
Jfm inf [(/ 2" (x + 3, )P dx) (/ L (A dx) ]
n—0o 0 0

1 1
> ( lm inf 2" (z + 2,)"] da;> ( lim inf[z = (2 4 x,,) %% dw)
0 0 n—oo

1 1 p—1
— (/ P(r+3) dx) (/ 4 4(B+S) dx) ’
0 0

y para que esto sea finito tiene que ser p(r +s) > -1y ¢(R+ S5) < 1.
Vamos ahora a demostrar que son suficientes.

Supongamos a, b, A, B cumpliendo

p—1

(2.21) R<A<a<r y R+S<A+B<a+b<r-+s
y que ademas satisfagan las hipotesis del teorema anterior, o sea que
(2.22) pa>—1,qA< 1, A<a, a+b=A+B, p(A+B) > -1 y qa+b) < 1.

Entonces,

(/1 xpr(x + xn)Ps dx) (/I x—qR(x n xn)—qs dx)p—]_

= </ P (x + a:n)pba:p(r_a)(a: + xn)p(s_b) dx)
I
p—1
X (/ x’qA(a: + :cn)’qB:cq(A*R)(:c + xn)Q(B’S) dx)
I

p—1
< (/ 2P (x + x, )P d$> (/ ™z 4 x,) 7P dx) < C|IP
I

I
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donde en la primera desigualdad hemos empleado I C (0,1) y (2.21), y en la
segunda el teorema anterior.

La mejor forma de ver que efectivamente existen los a, b, A, B verificando a la vez
(2.21) y (2.22) es ilustrarlo mediante graficos. Primero elegimos a y A del modo
que muestra el grafico siguiente:

—1/p 1/q
| >
R A
Y después elegimos b y B como se indica a continuacion:
| T+ S
-« | |
\
\
—1/p | 1/q
| ! >
R+S |

Por tanto, el teorema queda probado.

Aunque en este capitulo hemos considerado ventajoso incluir p en el exponente
de los pesos que utilizabamos, pues asi se hacian mas sencillas de escritura muchas
de las integrales que aparecian, para muchas aplicaciones mas que una ventaja nos
resultard un inconveniente, y el teorema anterior nos sera més facil de utilizar si
disponemos de una nueva versioén suya:

Corolario 2.17
Sea {x,}5°, una sucesion que tiende a cero, x, > 0 Vn. Entonces,

{(@"(z + xn)sxR@ + xn)s)}fzo:o € A,(0,1)

(y a A2(0,1) para algin 6 > 1) uniformemente si y solo si

(1) r > —1, (2) R<p-—1, 3) R<,
(4) R+S <r+s, (5) r+s>—1, (6) R+S <p—1.
Demostracion:

Es un simple cambio de notacién a partir del teorema anterior.
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Si tenemos pesos de la forma x% (x+x,, )% (1—2)® (1—2+x,)", cerca de 0 s6lo es
importante la parte 2% (z + x,,)% y cerca de 1 el resto. Entonces, es 16gico pensar
que podremos estudiar la pertenencia uniforme a A,(0,1) por factores. Vamos
ahora a ver un teorema que demuestra que, efectivamente, estas combinaciones de
pesos son posibles.

Teorema 2.18

Sean {un(2)}5% 0, {vn(2)}220, {Un(2)}520,{Val(z)}2, familias de pesos en (a,b)
finito, ¢ € (a,b) y € > 0 fijos e independientes de n, asi como \; > 0 tales
que Ay < Up(2),Vo(z) < A en (a,c+¢), A3 < up(x),v,(x) < Ay en (¢ —€,b),
{(un, vn) }o2 € Ap(a, ¢) uniformemente y {(U,, Vi) 152, € Ap(c, b) uniformemente.
Entonces, {(u Uy, v,V2) }o2o € Ap(a, b) uniformemente.

Demostracién:
Tenemos que demostrar

p—1
( [, da:) ( [wavi) e dx) <ol
I I

con C independiente de I C (a,c) y de n.

Si I C (a,c) es obvio por {(un,v,)}s2, € Ap(a,c) unif., y si I C (c¢,b) por
{(Un, Vi) }22y € A,(c,b) unif. Supongamos pues I = (d,e) cona <d<c<e<b
Entonces,

e e p—1
(/ u,U, dm) (/ (vnVn)_l/(”_l) dx)
d d

c e c e -1
<C </ Uy, dx —I—/ U, da:) (/ v, V0D gy +/ v/ dm)p = G(I).
d c d c

Sea t(z) la transformacion lineal que lleva el intervalo (¢, b) al (a, ¢) invirtiendo el
orden, es decir
(c—a)(b—2x)
t(xr)=——F—+a
() —
Si efectuamos el cambio de variable dado por y = t~!(z) en las integrales en que
aparece u, y v, /™Y y si tomamos h = max{e,t"'(d)}, tendremos

t=1(d) e
a(I) gc(/ upotds+ [ Undx>

t=1(d) e p—1
X ( / (v, 0 )YV dg 4 / V=D dx)

h h h h p—1
< C (/ Uy, O tdr —I—/ Un d{E) (/ (Un o t)_l/(p—l) dr + / Vn—l/(p—l) d.ﬁlf)

= C(pn(h) + ®,(h))(Yn(h) + Wn(m)p_l
< Crmix{ip,(h), u(h)} méx{yn (R)P~", W, ()P}
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Si logramos probar que la expresion anterior esta acotada, salvo constante, por
|h — ¢|P, entonces, teniendo en cuenta que

h—c=[sih=e=e—c<e—d,
h—c=[sih=td)]=t"d) —c=t""d) —t(c)=Clc—d) < Cle—d),

ya tendriamos demostrado el teorema.

A partir de {(un, v,)}5% € A,(a, ) unif., por el cambio de variable dado por ¢~ (x)
es claro que {(u, o t,v, 0t)}>2, € A,(c,b) unif., y por lo tanto ¢, (h)i, (k)P <
C|h — c[P. Ademaés, la desigualdad ®,,(h)¥,(h)P~! < C|h — ¢|P es obvia por ser
{(Un, Vi) }52 € Ay(c,b) unif. Entonces, solo hay que demostrar

(2.23) <pn(h)\lfn(h)p*1 <Clh—=cf vy <I>n(h)¢n(h)p*1 < Clh —cfP.
Pero

Pu(h)hn()P™H < Clh = = u(h)™" < Cipn(h)~Hh —cf?,
B, (h) W, (h)P™' < Clh — P = Wo(h)P™" < CDu(h) ' |h — .

Por tanto, ¢, (h)¥, ()P~ < Cp,(h)®,(h)"!|h — c|P y para que esto esté acotado
por C|h — c[P, basta con ¢, (h)®,(h)~" < C. Andlogamente, para que se verifique
la otra desigualdad de (2.23) basta probar @, (h)p,(h)™* < C.

Empecemos demostrando o, (h)®,(h)"t < C (h € (c,b]):

Para h € (c,c + €), es evidente @, (h)®,(h)™" < C pues u, ot ~ cte. ~ U, en
(c,c+ ¢€) (este € puede ser mas pequenio que el del enunciado del teorema por el
cambio de variable).

Para h € [c + ¢€,b], como ¢, (h) es creciente y @, (h) > ®,(c +¢) ~ ¢, luego
acotada inferiormente, tendremos ¢, (h)®,(h)™" < Cyp,(b)/c. Por tanto, basta
ver que ¢, (b) < C. Pero sabemos que ¢, ()1, (b)P~! < C|b — [P, luego ¢, (b) <
C|b — [P, (b)' 7P = C19, () 7P. Y es claro que

1-p

1—
wnw)H’:(/b@not)‘”“"”dx) pg(/ +<vnot>—”(”‘”dﬂf) s¢

C

pues v, ot ~ cte. en (¢, c+ ¢).
Por tltimo, que ®,,(h)p,(h)™' < C (h € (¢,b]) se demuestra de manera analoga,
con lo que queda probado el teorema.

La exigencia de € > 0 en el teorema anterior no se puede rebajar. Para com-
probarlo, baste observar que el peso w(z) = |z|%, x > 0, w(x) = |z|%, 2 < 0, no
estd en ningin A,(—1,1) si o # 3 (tomar I = (=9, ) y hacer § — 0).
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Corolario 2.19

Sea un intervalo (a,b) finito y a = 9 < 11 < T3 < -+ < Ty, < Tpya1 = b.
Dados {a, Y74 y {be}i' y las sucesiones {5, k= 0,1,...,m+1, tales que
Tpn — 0 VEk y 21, > 0 VE,n, denotamos

wy({ar}, {br}, {Trn})

= (z—a)™ (z—a+w0,)" (0=2) """ (=4 @ms10)" " [ lo—aa]* (lr—ap|+ap,)"
k=1

Entonces,

{(wn({rk}7 {Sk}> {"Ek,n}% wn({Rk}v {Sk}v {ka}))}zo:o € Ap(a’ b)

uniformemente si y solo si se cumple
e > —1, Ry <p—1, Rp <y, Rp+Sp Srptsp,rietse > -1 y Re+5p <p-—1

para k=0,1,...,m-+ 1.
Bajo estas mismas condiciones también es cierta la pertenencia uniforme a Ag(m b)
para algin 6 > 1.

Demostracion:
Elijamos m + 1 puntos y; cumpliendo

a=20 <Y <T1 <Y <Ta<Y2 < <Yn1 < Ty < Ym < Tyy1 = b

Entonces, tomando sucesivamente como ¢ del teorema anterior los puntos yg, 1, - - .
hasta y,, vamos a aplicar este reiteradamente. Para ello necesitamos demostrar las
condiciones de pertenencia uniforme a A, de todos los factores implicados. Pero,
por un cambio de variable, es claro que basta ver

{(x” (x4 T, 2 (2 + xkn)s’“) }ZO_O € A,(0,1) uniformemente,
lo cual es cierto segin el Corolario 2.17.
La pertenencia uniforme a Ag(a, b) para algin § > 1 es ahora inmediata por ser
re>—1, Ry <p—1, Ry + S > —1y 1+ sp < p— 1 desigualdades estrictas.
Por otra parte, que las condiciones son necesarias es obvio pues la pertenencia
uniforme a Ap(a,b) implica la pertenencia uniforme a cada A,(y, yx+1) y ahora
basta aplicar el Corolario 2.17.






CAPITULO III

Convergencia de la serie de Fourier
respecto de pesos en el intervalo [—1, 1]

En este capitulo consideraremos {p,(z)}>2, polinomios ortonormales respecto
a un peso w(x) en [—1,1], w € L'(dz), w(z) > 0 a.e. Para cada f € L'(w)
denotamos S, f la enésima suma parcial del desarrollo ortogonal de f respecto a
{pn(x)}22,, es decir,

Sul(f,x) = kﬁ: cepr(z), o =cu(f) = /_11 f(@)pr(z)w(z) d.

Tal como comentabamos en el Capitulo I, estudiaremos aqui la convergencia
de S,f a f en distintos espacios de tipo LP, 1 < p < o0, lo cual se traduce en
acotaciones uniformes de la forma

(3.1) [ 18 U@ Py dr < € [ 1f@V @ P da

donde C es, aqui y en lo sucesivo, alguna constante independiente de n que pue-
de no ser la misma en cada ocasién que aparezca. Exactamente, y tal como vi-
mos en el Capitulo I, con la simple condiciéon de que U < CV, la acotacion
(3.1) es equivalente a que S, f converja a f en LP([—1,1],U(x)Pw(z)) para ca-
da f € LP([—1,1], V(x)Pw(x)). Asumiremos a partir de ahora U < C'V sin ningtun
problema siempre que lo necesitemos. Ademas, para evitar trivialidades, conside-
raremos que U y V' no son constantemente iguales a 0 o a oo a.e. Todos los espacios
LP que empleemos estaran referidos al intervalo [—1, 1] aunque no lo indiquemos, y
usaremos siempre ¢ para denotar al conjugado de p, es decir, p y ¢ deben cumplir
la relacion 1/p+1/q = 1.

Este tipo de acotaciones estan estudiadas para diversos pesos y sistemas de
polinomios. Por ejemplo en Pollard [2-4|, Muckenhoupt [1| y Badkov [1-4] podemos
encontrar condiciones necesarias y suficientes para la convergencia en LP(UPw)
cuando U = V y w y U son pesos de Jacobi o pesos de Jacobi generalizados.
Pretendemos aqui analizar como puede aplicarse la teoria A, de pesos al estudio de
las acotaciones uniformes del tipo (3.1). Veremos que el uso de esta técnica permite
simplificar muchas de las demostraciones antes citadas de Pollard, Muckenhoupt
y Badkov y, ademas, generalizarlas en parte.

Como iremos viendo a través del capitulo, el hecho de utilizar pesos en el
intervalo [—1,1] en vez de en en un intervalo no acotado radica en que la teorfa
de polinomios ortogonales sobre un intervalo acotado esta mucho més desarrollada
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y se conocen muchas mas propiedades que para sistemas de polinomios generales.
Por el momento, y para tener una mayor generalidad que podamos aprovechar en el
capitulo siguiente, consideraremos simplemente que {p,(z)}>, forman un sistema
de polinomios ortonormales respecto a una medida du con soporte en [—1,1] y
cumpliendo ¢’ > 0 a.e., donde p’ es la parte absolutamente continua de la medida
(si dp = w(z) dx entonces p' = w).

Como

B2 Sha) = [ K )dn), Kl = 3 plom)

lo primero que tenemos que hacer es conocer expresiones adecuadas para los ntcleos
K, (z,y). Vamos pues a continuacion a establecer una descomposicion de K,,(z,y)
debida esencialmente a Pollard [3].

Denotemos k, al coeficiente director de p,(z), pn = pn(1) ¥y B, = pu(—1).
Entonces, si llamamos {g,(z)}>>, a los polinomios ortonormales respecto a (1 —
x?) dp, por (1.22) se tiene

(33) (1 - .1'2)(]”(.’[) = Anpn(x) + Bnpn+1<x) + CnanrQ(x)
siendo

Ap = K(n) (pn+279n+1 - pn+117n+2)7

Bn = K<n)<pnﬁn+2 - pn+2pn)7

Oﬂ - K<n)<pn+1pn - pnﬁn—&—l)‘

Es evidente que el coeficiente director de g,(x) es —C,ky,12. Ademas, ¢,(z) es un
polinomio de grado n, luego g,(x) = >1_, A\epk(z) e igualando coeficientes debera
ser A, = —Crknio/kn.

Por otra parte,

1 1 1
1= /_1 Qn(x)Z(l - 12) d,u - An [1 Qn(x)pn(x) d,u + Bn /_1 Qn(m>pn+1($) d,u
1 1
+C, / @(@)pusa(@)di = Au [ quf@)pale) dy
= A Z Ak/ pk (l’) d,u - An)\n = _Ancnkn—i—Q/km
luego sustituyendo A,, y C,, por su valor obtenemos

1= —(K(n))2(kn+2/kn)(pn+2]3n+1 — Pn+1Pns2) (Pns1Pn — PrPpy1)-
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Por tanto

K(n) = 5n<kn/kn+2)l/2[(pnpn+1 - pn+1pn)(pn+2f)n+1 - pn+1ﬁn+2>]71/2

con €, = *1 escogido de tal modo que el coeficiente director de ¢, (x) sea positivo,
es decir, C,, negativo. Para saber cual escoger, basta observar que como p,,(z) tiene
todos sus ceros en (—1,1) y k, > 0 ¥n € N se tiene que

(3.4) pa(1) >0y sgn{pn(=1)} = (=1)",

con lo cual, pp1P,, — PnPpy1 €S positivo cuando n par y negativo cuando n impar.
Asi, basta tomar g, = (—1)""!.

Ahora, si en (3.3) despejamos p,(z) y pn(y) v los sustituimos en la formula de
Christoffel-Darboux

K, () = u, 21 @Pny) = pu(@)pniny).

r—y

donde u,, = k;/ky+1, obtenemos

K,(z,y) = &an(I)(l —y)qu(y) — (1 — 23) g (@) prs1(y) N u, C,

— K
luego
u, Cp
Kn(l’, y) - Iu T [Kn(xv y) + pn+1 (x)pn+1 (y)]

_ Pt (@)(1 = y)gu(y) — (1 = 2%)gn(@)pnsa (y)

An r—=y

Entonces, sin mas que despejar K, (x,y) y si por simplicidad denotamos

-1
D, = [1 -~ O”] ,
un+1 An
se obtiene
U, Dy, 1 —9)qn(y
Kn($7y) = Apn+1($)()()
n r — y
- An (1 - )qn(x) T —vy + Dnun+1A7npn+l<x)pn+1(y)'

Con todo esto:
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Lema 3.1

Sean {p,(z)}5°, los polinomios ortonormales respecto a dy en [—1,1], i/ > 0 a.e.,
{gn(x)}52, los polinomios ortonormales respecto (1 —z?)du y K, (x,y) los nicleos
de la serie de Fourier respecto a du. Entonces,

Kn(xay) = OénTl(naaja y) - anTQ(nvxa y) + ﬁnT?)(nax?y)

stendo
Tl (n7 x, y) = Pn+1 (l’

Tr(n,z,y) = (1 — 2%)gn(z) ,

T3 (n7 Z, y) = Pn+1 (x)anrl (y)

y{an}o, y{Bn}2, dos sucesiones acotadas.

Demostracion:
Vamos a ver que se verifica

(3.6) nhrgoun =1/2, nh'rgoAn =1/2, nlirgoCn =-1/2,

con lo cual, apoyandonos en (3.5), ya tendriamos demostrado el lema (observar
que de (3.6) es inmediato deducir lim,, ., D,, = 1/2).

La demostracion de (3.6) se basara fundamentalmente en el siguiente resultado,
debido a Rahmanov [2| (también puede verse, de forma mas sencilla, en Méaté-
Nevai-Totik [1]): Si ¢/ > 0 a.e. y la ecuaciéon de recurrencia a tres términos (1.17)
la ponemos en la forma

(37) :Cpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpnfl(x% nec N,
donde p_1(x) =0, po(z) = ko, ag =0, a, = kp_1/kn y

1
bn:/ xp,(7)* dp
-1

entonces a, — 1/2 y b, — 0 cuando n — oc.

Con la notacion de (3.7), es claro que u, = a,41, luego lim,, . u, = 1/2.

Por otra parte, es inmediato sin mas que sustituir la expresion que hemos encon-
trado para K(n) que

1/2 _ _ 1/2
k., ) / (Pn+2pn+1 _pn+1pn+2> /
pnpn—‘,-l - pn—&—lpn

_ 1/2 o\ —1/2
_ (u U +1)1/2 (pn-i-? _ pn+2> ( Pn . P )
- n'Un — —
Pn+1 pn+1 Pn+1 pn+1

An - K(n)(pn-l—Qﬁn-i-l - pn-l-lﬁn-i—?) = (k_ o
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ko \"? [ pap Pt 1D 12
_ o n nn — Pn+1Pn
Cn = K(n)(pns1Dn — PnPpy1) = — (k +2) (p D i - +2>

o\ 1/2 _ ~1/2
= —(Untini1)"? (pn . ) (pn+2 - p”“) .

Prnt1 pn—f—l Pnt+1 pn+1

Por tanto, basta con que probemos que

(3.8) lfm 2 —q) g Pet = g

n—oo pn n—oo ﬁn

Notar en primer lugar que, a partir de (3.4), es claro deducir que

Prt1/Pn >0y anrl/T?n <0 VneN.

Para llegar a demostrar (3.8), y por simplicidad, pongamos la ecuacion (3.7) en la
forma

(3.9) Pry1(7) = (Bpr + Fy)pn(v) — Grpp-i(z),
con lo cual, por el resultado de Rahmanov,

lim F, = 2, nh_)ngo G, =1, nh_)rrolo EF,=0.

n—oo
Ahora, si sustituimos z = 1 en (3.9), llamando 7, = p,y1/pn, Obtenemos r, =
E,+ F, — G, /r,_1 y queremos comprobar lim, ., r, = 1.
De la expresion anterior es claro que, al menos para n grande, se verifica 0 < r,, <
E, + F,, luego {r,} acotada.
También, G, = (E, + F, — 2)rp_1 + (2 — rp)rp—1 y tomando limites aparece
lim,, (2 — 7)rn—1 = 1. Entonces, 2 — r,, es positivo para n grande.
Ahora, usamos que dadas dos sucesiones positivas {s,} y {t,} se verifica
liminf s,t,, < liminf s, — limsupt, < limsup s,t,
n—oo n—oo n—oo n—o0

luego, en nuestro caso,

1 <liminf(2 —r,) — limsupr, 1 <1 y

n—0oo n—o0

1 <limsup(2 —r,) — liminfr, ; < 1.

n—oo n—oo
De aqui

(2 —limsupr,) — limsupr, =1 y

n—oo n—oo

(2 — liTILILiCEfrn) — liminfr, =1,

asi que limsup,, , . r, = liminf,, 7, =lim, 7, = 1.
Anélogamente se procede sustituyendo x = —1 en (3.9) para demostrar que
MMy o0 (Pry1/Pn) = —1.
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Observacion 3.2
La demostracion anterior sigue la de Pollard en [3]. Alli, du(x) = w(z) dz satisface
una condiciéon mas fuerte, a saber,

1
(3.10) / (1 — 232 logw(z) dz > —occ.
-1
Los pesos que verifican (3.10) se dice que estan en la clase de Szegd, y si denotamos

pn(z) = kyz"+k, 2"+ - - alos polinomios ortonormales respecto a w(x) entonces,
cuando n — oo, cumplen

A -1 /1 _
k, ~ i3 OXD {/ (1 —2%)"Y2logw(z) dx} ,

2m J-1
, =2yt 2\-1/2
knzg/?{/ (1 —z%) "/ *logw(z) dx}
T

-1
1 1
X exp {2/ (1 — 222 logw(z) dx} .

™ J-1

Con estas estimaciones para k, y k], resulta facil obtener los limites de w,, (y como
consecuencia suya los de E, y G,) y también el de F,, = k,, | /k,—ELk], /k,, (igualar
el coeficiente de 2" en (3.9)). Entonces, se continiia como en la demostracion del
lema para llegar a comprobar (3.8).

Pero en realidad, en el caso de que w verifique (3.10), el lema puede probarse de
forma mas sencilla, como vemos a continuacién:

Es claro que, si w(z) estéa en la clase de Szegd, también lo esta (1 — 22)w(z), luego
el coeficiente director k,, de ¢, (z) verificara

kn ~ 7T21n/2 exp {_1 /1 (1 — 23 Y2 1og[(1 — 2%)w(z)] dx} :

2m Ja
Por otra parte, de la identidad (3.3) se sigue que —k, = C, k2, luego

! ~1
C, = A — exp {/ (1 — a2 2 log(1 — z?) dx} =<

y de 1 = —A,Chk,i0/k, se sigue la estimacion de A,,.

A continuacién, vamos a aplicar todo lo que hemos desarrollado hasta ahora
al estudio de la acotacion uniforme de la serie de Fourier. Para ello, el Lema 3.1
juega un papel fundamental, ya que si denotamos

1

(3.11) Win(f.2) = [ f@)Tin,2,y) duly), i=1.2,3,

-1
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el lema demuestra que para que se verifique la acotacion uniforme (3.1) basta con
que se verifiquen estas otras:

(3.12) [(Win)Ullpan < CllIV lpayr 0= 1,2,3,

que seran las que en realidad nos preocuparan a partir de ahora.

En lo que sigue, vamos a volver a nuestra idea inicial de tomar pesos du(z) =
w(x) dx y nos dedicaremos a analizar cada una de las desigualdades anteriores.

i = 1: Si llamamos ¢(y) = f(y)q.(y)(1 — y*)w(y), se tiene

/1 J a1 = y)uwly) , F Dot (2)PU (2)Pw(x) dae

-1 x—y

1
|Wa§)UI 0= [

= [ 1Pl (1) PU ()
Supongamos ahora que la transformada de Hilbert con pesos
H: LP(v,) —— LP(u,),
es uniformemente acotada, donde
(tn(2), () = (I (D)PU (@02, an()| (1 = 22) PV (@) ).

Para ello, segtin hemos visto en el capitulo anterior, es condicién necesaria que

{(un(z),v(x))}02y € A, uniformemente
y condicién suficiente que exista § > 1 tal que

{(un(2), va(2))}o2y € AD  uniformemente

(todas las condiciones A, que empleemos en este capitulo se entenderan, salvo que
indiquemos lo contrario, restringidas al intervalo (—1,1)). Entonces

[ 110,00 () PU () de
< C [ la(@)Plan )| (1 =) TV (P i)' da
=0 [ 15@PV @yt i,
con lo que se obtendria la acotacion uniforme (3.12) para el primer sumando.

1 = 2: El comportamiento es analogo pero esta vez aparece la transformada de
Hilbert con la familia de pesos

(n(2), T () = (|gn (@) (1 = 22U ()P0 (@), [pnsa ()| PV (2) w(w) 7).
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1 = 3: Para este tercer sumando, continuando con la notacién introducida al
tratar los casos i = 1 e i = 2, tenemos

[Wand U, = [ | @t oty Joly)dy| Ulayuls) do
|/ tmae@ d| [ pea@Pvere) d
= lewa(DIF [ wa(a)do

Ademas, introduciendo el médulo dentro de la integral y utilizando la desigualdad
de Holder, obtenemos
L) ‘ w(y) dy

cen(hl < [ 17) =
: </‘11 PVt dy) : (/_11 a1 () |7V (y)~"w(y) dy> :

- (/11 W)V, wiy) dy) N (/11 Tay) MY dy)l/q .

Entonces, la condicién suficiente que aparece para la acotacién uniforme del tercer
sumando es

(3.13) (/_11 Un () dx) " (/_11 Ty ()" VD) dm) v < C.

Notar ademas que la integrabilidad para cada n de |p,(y)|?V (y) 9w(y) es lo que
garantiza la existencia de los coeficientes ¢, (f) y que por tanto podamos hablar de
las sumas parciales de la serie de Fourier para dada f € LP(VPw). Por otra parte,
como, para cada n, |p,(y)|? es acotado en [—1, 1], basta con

1
(3.14) / V(z) w(zr)dr < oo

—1
para poder garantizar la existencia de la serie de Fourier. Por tltimo, es claro que
para que ¢, (f)pn(z) esté en LP(UPw) y tenga sentido hablar de |[(S,f)U ||, para
cada n € N, basta con

(3.15) /1 U(z)Pw(x)dr < oo.

-1

Estas tres tltimas condiciones (3.13), (3.14) y (3.15) nos van a aparecer de nuevo
un poco mas adelante.
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En cuanto a condiciones necesarias, por ser

Wana(f,2) = ea(P)pn(x) = Su(f, ) = S (f, @)

el término general de la serie de Fourier, si las sumas parciales son uniformemente
acotadas como operadores de LP(VPw) en LP(UPw), también lo seré este tercer
sumando. Sin embargo, no podemos asegurar que si S, f es uniformemente acotado
también lo sean los sumandos W ,, f y Wa,, f. Entonces, las condiciones necesarias
que encontremos para la acotacion uniforme del término general también lo seran
para la serie de Fourier, no asi las de Wy, f y Wa,, f. Pese a todo, vamos a analizar
las tres, ya que en la practica lo que se suele hacer es descomponer la serie de
Fourier en los tres sumandos y estudiar los tres.

Comencemos estudiando la acotaciéon uniforme del término general. Segin vi-
mos en el Teorema 1.6, la condicién necesaria para que esta acotacion uniforme se
verifique es

1/q

(/11 [po(@)[PU ) () dl")l/p (/11 pa @IV (@) Mu(w)dr) < C.

que precisamente es la misma que obteniamos en (3.13) como condicién suficiente
en el analisis de ¢ = 3, luego esta condicion es en realidad necesaria y suficiente
para la acotacion uniforme del término general. Notar por tltimo que tomando
n = 0 obtenemos de nuevo las condiciones UPw,V ~%w € L'(dz), que eran las que
garantizaban que tenia sentido hablar de la serie de Fourier.

Antes de abordar ¢ = 1 e ¢ = 2 vamos a dar un resultado ya conocido que
utilizaremos para nuestros propoésitos.

Teorema 3.3

Sea {pn(2)}52, sistema de polinomios ortonormales respecto a du en [—1,1],
p(x) > 0 ae en[-1,1] y0 < r < co. Si g es una funcion medible Lebesgue
en [—1,1], entonces

1 , 1
/ lg(2)|" (1 — &) ™4/ (2) 72 doe < w"/22mE =200 iminf [ |g(z)pa(z)|" da.
-1

—1 n—oo

En particular, si el limite inferior anterior es 0 entonces g =0 a.e.

Demostracion:
Ver Méaté-Nevai-Totik |2, Teorema 2].

Una primera aplicacion de este resultado, y tal como ya obtienen Maté-Nevai-
Totik, es el teorema siguiente:
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Teorema 3.4

En las condiciones del teorema anterior, para que el término general de la serie de
Fourier sea acotado como operador entre LP(V (z)P dp) y LP(U(x)Pdu) (1 < p <
o0 ) es necesario

(i) /11 Uz)? du < oo, (i) /11 V(z)~dp < oo,
Gii) | 11(1 — )Y () ()2 dr < oo,
(i) | 11(1 )Y () () d < oo,

Demostracién:
Por el Teorema 1.6 deberd cumplirse

1/q

g (/. rpn<x>|pU<x>pdu)l/p ([ I@lv@an)  <c

Entonces, (i) y (ii) son inmediatos tomando n = 0. Por otra parte, a partir de
(3.16) es claro que también se debera verificar

1/q

s ([ |pn<x>|pU<w>pu’<x>dx)l/p ([ @)y w@ar)  <c

Ahora, utilizando el teorema anterior con r = p, g(z) = U(x)/(x)*/? en el primer
factor y r = ¢, g(x) = V() '/(2)"7 en el segundo, obtenemos que el limite
inferior de (3.17) esté acotado, salvo constante, por el producto de (iii) y (iv), de

donde se sigue el teorema.

Notar que en particular hemos demostrado que las dos integrales que aparecen
en (3.16) estan acotadas cuando n — o0, ya que ninguna de las dos puede tener
limite inferior nulo. Ademas, esto prueba sin mas que tomar I = (—1,1) que
cuando se verifican las hipotesis (u,(x), v, (x)) € A,y (W, (), v,(x)) € A, entonces
podemos asegurar la acotacion del tercer sumando, pues ambos factores de (3.13)
son acotados superiormente.

Continuemos ahora analizando las condiciones necesarias para la acotacion de
los sumandos ¢ = 1 y 2.

t = 1: Para que el sumando W, f sea uniformemente acotado se necesita que
{(un(x),v,(x))}2, € A, uniformemente, es decir,

</1 1Pny1(2)[PU (2)Pw(z) dx) </1 14 (2)]9(1 = 22)7V ()% (z) dx)

A partir de esta condicién, aplicando el Teorema 3.3 con

1
< C|IP.

r=p, g(x)= X[(ﬂc)U(x)w(x)l/p en el primer factor
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y
r=q, g(z)=x(x)V(z) (1 -2?)w@)/? en el segundo

(recordar {q,(z)}52, ortonormales respecto a (1 — z*)w(x)), tenemos

p—1

( /1 (1 — 22) P40 (2)Pw(z) P2 da;) ( /1 (1 — &)V () 9w ()2 dx)

< C'liminf (/I |pn(2)U (2)|Pw(x) dx) (/1 Gn(2)(1 = 2%) qw(a:) d:c)pl < Cy|IP.

Por tanto, si Wy, f es uniformemente acotado, entonces
(3.18) (1= 2?) U (@)yPw(@)' =72, (1= 2®) PV (@)Pw(z)' 72 € A,

© = 2: Analogamente, para que W5, f sea uniformemente acotado se necesita
{(un(x),vp ()} € Ay uniformemente, y aplicando el Teorema 3.3 se llega a que
la condicién necesaria es

(3.19) (1= 2P U (@)Pw(a) P2, (1= 2PV (2)Pw(x)P%) € A,
En resumen, si denotamos
Wi () = (1= 2®)*?1U (2)Pw(x)' P
y
R(e) = (L= P20V (o)),
lo que hemos demostrado es
Wi f acot. unif. = (hY,hY) € A,,
Wy, f acot. unif. = (R, hY) € A,.

Notar ademas que las dos condiciones necesarias (iii) y (iv) del Teorema 3.4
que aparecian para la acotacion uniforme de W, f pueden expresarse

1 1
/ RY(z)dr < o0y / hY ()Y dr < oc.
-1 -1

Ambas se deducen de las condiciones A, sin mas que tomar I = [—1, 1]. Las otras
dos propiedades de integrabilidad que se deducen de las condiciones A,, y que
serian

1 1
/ hl(x)dr < oo y / hY (2)~Y®=V dy < oo,
1 —1

no aportan nada nuevo pues son inmediatas de deducir a partir de las primeras
por ser (1 —2?) < (1 —2%)"ten [-1,1].

Vamos ahora a estudiar qué condiciones son suficientes para poder asegurar la
acotacion uniforme de los tres sumandos. Abordemos en primer lugar este problema
a partir de un ejemplo particularmente sencillo.
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Ejemplo 3.5

Para estudiar la acotacion de los tres sumandos, necesitaremos conocer el tamano
de los polinomios ortonormales. El caso méas sencillo es cuando podemos conseguir
cotas uniformes para los polinomios {p,(z)}>> v {gn(x)}32,. Por ejemplo:
Diremos que un peso w en [—1,1] esta en la clase H si verifica

(a) w(z) >0 a.e. en [—1,1],
(b) Ipa(@)] < C(1 = 2?) " w(a) =12,
(©) lgn(@)] < C(1 = 2%) YV w(z)(1 = 2?)] 712 = C(1 = 2?) ¥ w(z) V2.

Veamos qué ocurre con los tres sumandos bajo estas hipotesis.
1 = 1: Como

() = [P (2)PU (2)Pw(x) < O(1 = 2®) U ()P w(x) P,

0n() = [ga(2)|P(1 = 2%) PV (2)Pw(2)' 77 > C(1 = 2®) PV (2)Pw(x) P2,
para que {(un,v,) 22, € Ag uniformemente para algin 6 > 1 basta con
(3.20)

(W, 1Y) = (1 = 2®) "0 (2)"w(2) 72, (1 = 22) PV (2)Pw(x) 77/?) € A
(si U =V incluso con § = 1 ya que con un sélo peso la condicién A, es equivalente
a que la transformada de Hilbert sea acotada).

1 = 2: Analogamente, para la acotacion uniforme del segundo sumando obtenemos
la condicion suficiente

(3:21) (h,hY) = (1= 2P U (pPw(a) ™21 = a2V (@) (@) 77) € A7
i = 3: Si asumimos las dos condiciones (3.20) y (3.21) que acabamos de sefialar al
estudiar i = 1 e ¢ = 2, tendremos

p/q

([, nss@PU@Pu@)ds) ([ o @)V ) i) do)

- </—11 tn(2) dx) (/_11 () /@D dx)l’—l

<C (/_11 hY () dx) (/_11 RY ()~ /=) dx)p_l < 00

tal como desedbamos encontrar.
Por tanto, lo que hemos demostrado es que, para pesos en la clase H, las condiciones

(Y, hYye Ay (RU,RY) e A3 (6> 1)
son suficientes para que se verifique la acotacion uniforme (3.1) (basta § = 1 si
U = V). Y, por otra parte, la mismas condiciones pero con d = 1 son necesarias

para la acotacion de los tres operadores de (3.12) en que descomponiamos la serie
de Fourier.
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Observacion 3.6

(i) Pollard, en su articulo [3] estudia la acotacion de la serie de Fourier para
pesos en la clase H del ejemplo anterior pero con U = V = 1. En este caso, las
condiciones suficientes que acabamos de obtener para la acotaciéon uniforme de la
serie de Fourier pueden ponerse como

ho(z) = (1 — )P hw(x) P2 € A,

y

hy(x) = (1 — 2P Yw(z) 772 € A,
Pollard, en lugar de las condiciones hy(z) € A,, emplea otras mas complicadas
expresadas en términos de acotacion de ciertos operadores y que implican éstas.
Ademas, en su articulo exige como hipotesis la integrabilidad en [—1, 1] de h_(z)
y de by (z)~Y/®=Y que en realidad no hacen falta pues se deducen hy(r) € A,.
(ii) Una condicion que hace que se verifiquen a la vez (3.20) y (3.21) es

(hY,BY) = (1= 2®) U (2)Pw(x)' P2, (1 = 2?1V (2)Pw(x) ' P%) € A

(basta observar que si ¢ > 0y p < 0 entonces (1 — 2?)7 < C(1 — 2?)? en [—1,1]).
Condiciones como esa son las que maneja Osilenker [1, 2| para estudiar diversos
tipos de sumabilidad. Pero es una condiciéon en exceso exigente: por ejemplo, con
ella no se logra demostrar ni siquiera la convergencia de las series de Legendre

(w(z)=1)conU(z) =V(z)=1yp=2.

Ejemplo 3.7

Veamos un ejemplo concreto de peso en la clase H. Sea

(3.22) w(z) =r(z)(1 —2)*(1 + z)° IT |z — 2|,
k=1

donde —1 <21 <2y < - <xp < L, ,0,7% >—-1,0<C) <r(z)<Cyyel
modulo de continuidad de r(z),

m(r, t) = Sup{|7“(l‘) - T(y>| tTY € [_17 1]7 |:L' - y| < t}’

cumple m(r, t)t~1 € L'(0,2).
Ya hemos visto en el Teorema 1.14 que, en esas condiciones, Badkov [3| demuestra
que

|\ —(a/241/2) |\ —(B/2+1/4)
|pn(:1c)|§0<1—x+2) (1+x+2)
n n

m 1\ /2
xH(|x—xk|+n) :

k=1
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Por tanto, si « > —1/2, > —1/2, v > 0, k = 1,2,...m, es evidente que

[pa(@)] < C(1=2) 27 A1+ 2) PPV o — g 42
k=1

< Oy (1 — 2%)Vhap(2) =12,

Con mayor razon se verificara una acotacion uniforme para los ¢, (z) ya que a+1 >
a>—1/2, 6+1> > —1/2. De aqui que, si o, 3 > —1/2 y v, > 0, el peso w(z)
esta en la clase H.

Deciamos en el Ejemplo 3.5 que el caso mas sencillo de analizar es cuando
tenemos cotas uniformes para los polinomios ortonormales y exigiamos alli la cota
Ipu(7)] < C(1 — 2?)~V*w(x)~Y/2. Esta acotacién no es cierta siempre, pero “casi”
lo es. En efecto, Maté-Nevai-Totik [2]| demuestran que si w(z) > 0 a.e. en [—1,1]
y si llamamos

Bep = {z € [-1,1] : pu(z)?w(z)(1 — 22)/* > ¢},

entonces para cada ¢ > 2/ se cumple |B,,| — 0 cuando n — oo, donde |E|
denota la medida de Lebesgue del conjunto £. Por tanto, la acotacion deseada s6lo
falla para cada n en un conjunto cuya medida se va haciendo tan pequena como
queramos al crecer n (en el Ejemplo 3.5, para pesos en la clase H, B.,, = () Vn
para c suficientemente grande).

Vamos ahora a ver como podemos aplicar todas las herramientas de teoria A,
uniforme que hemos desarrollado en el capitulo anterior a la acotaciéon uniforme de
las series de Fourier. Para ello impondremos hipo6tesis para controlar la situacion
en [—1,1] de los B.,, y el tamano de los polinomios en tales conjuntos.

Ejemplo 3.8

Sea un peso w(z) = (1—2)%(1+x)"w; (z) en [-1, 1] y, como hasta ahora, denotemos
{pn(2)}2, a los polinomios ortonormales respecto a w(z) y {g,(x)}22, ortonor-
males respecto a (1 — x?)w(x). Diremos que w(z) esta en la clase H generalizada
si existe una sucesion {z,}>° , que tiende a 0 tal que

(a) w(xz) >0 a.e. en [—1,1],
() |pu(@)] < C(1 — 2+ 2,) "2V + 2 + 2,) P2 V4w (2) 712,
(€) lgn(2)] < C(L =& 4 2pa) 234 (1 4 @ 4 @pgr) 273 0y () 712,

Un ejemplo de pesos en la clase H generalizada son los del tipo (3.22) con a, § >
—1, 7 > 0. En estas condiciones, estudiemos la acotaciéon de los tres sumandos de
siempre. Por simplicidad, denotemos

Py(x) = (1 — 2+ 2,) >V A 4 2 4 2,) P2V 4wy (2) 712
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Qu(@) = (1= + 20s) P41 & )2 ()72,
Entonces,

Teorema 3.9

Sea w(x) = (1 — 2)(1 — 2)%w(x) en la clase H generalizada, S,f las sumas
parciales de la serie de Fourier respecto de w, otros dos pesos U y V' definidos en
[—1,1] y 1 < p < o0. Para que

180 f)Ullpwde < CIFV llpw e

uniformemente basta con

o0

(3.23) {(Purr(2)"U(z) w(@), Qulz) (1 — xQ)_pV(x)pw(x)l_p>}n:0 e A unif.
Y
(324)  {(Qu(@)P(1 = 2?)U (z) w(w), Pn+1(x)—pv<x)pw(x)1—p)}:’:0 e A° unif.

para algin 6 > 1.

Demostracion:

Para que se verifique la acotacion del sumando ¢ = 1 basta aplicar (3.23) y para
que se verifique la de i = 2 utilizamos (3.24). Ademaés, usandolas conjuntamente
se sigue la acotacion de © = 3.

Corolario 3.10

En las condiciones del teorema anterior sean w(z) = (1—2)*(1+x)w, (z), U(z) =
(1—2)%(1 + 2)°Uy(x), V(z) = (1 — 2)2(1 + 2)BVi(2), con wy, Uy y Vi ~ cte. en
(1 —¢,1) y [-1,—1+¢). Entonces para que se verifique

ISnf)Ullpwde < ClIV [[pwa

uniformemente basta con A < a, B <D,

1 1 a+ A a—A (1 a+1
(3.25) (p_2> (a+1)+ 5 | <3 +m1n{4, 5 },
1 1 b+B| b-B (1 8+1
Y
(3.27) (U1 (@)Pwi ()72, Vi ()P (2)772) € AD

para algin 6 > 1 (basta 6 =1 si Uy = Vp).
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Demostracion:
Elijamos ¢ y ¢ tales que —1 < ¢ < —1+¢e < <1—¢ < 1. Entonces, de acuerdo
al Teorema 2.18, para que se satisfagan (3.23) y (3.24) bastara con que se cumpla

{((1 —r+ xn)fp(a/2+1/4)<1 i x)ap+a7

(3.28)
(1—z+ xn)p(a/2+3/4)(1 — x)—p-&-Ap-i-a(l—p))} c Az(d 1),
B (e
3.29
(1= @+ @, PN (1 — gy trteCr L e A%(c 1),
(3 30) {((1 + T+ :L.n)—P(ﬁ/2+1/4)(1 + x)bp+57
' (14 z + 2,)PB/2H3/4 (1 4 x),erBpw(l,p))} € A%(—1,0),
{((1 + a4+ xn)fp(ﬁ/2+3/4)(1 4 x)p+bp+ﬂ’
(3.31)

(14 &+ 2,)PO 2N (1 4 x)Berﬁ(l_p))} € Ag(—l, c)
para algun 6 > 1, todos ellos uniformemente, y también
(U1(@)Pwy (2)' 772, Vi(a)Pwy (2)'77/) € Ad(e, ) mnif. (5> 1).

Esta tltima condicién es la misma que (3.27) (da igual decir Ag(c, ) que Ag ya
que wy, Uy y Vi ~ cte. en (1 —eg,1] y [=1,—1 + €)), luego estudiemos las otras
cuatro. Veamos simplemente las dos primeras ya que las otras dos son analogas.
Tomando 1 — x en vez de x en el Corolario 2.17 tenemos que (3.28) es equivalente
a

(3.32)

(1) ap+ a > —1, (2) —p+Ap+a—ap<p-—1,

(By4) A<a,

5)ap+a—ap/2—p/d>—-1, (6) —p+Ap+a—ap+ap/2+3p/d<p-—1,

y (3.29) es equivalente a
(3.33)
() p+ap+a>—1, 2) Ap+a—ap<p-—1,
By4) A<a,
B)pt+ap+a—ap/2—3p/d>—1, (6) Ap+a—ap+ap/2+p/d<p-—1.
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Notar que (1) de (3.33) es trivial frente a (1) de (3.32),

65

) de (3.32) frente a (2)

(2
de (3.33), (5) de (3.33) frente a (5) de (3.32) y (6) de (3.32) frente a (6) de (3.33).

Entonces, ademéas de A < a, tenemos

(3.32-1) <= a+a/p>—-1/p
— (1/p—1/2)(a+1)+a>—(a+1)/2

— (1/p—12)(a+1)+(a+A)/2>(A—-a)/2 - (a+1)/2,

(3.32-5) <= a+a/p—a/2—1/4>—1/p

— (I/p—1/2)(a+1)4+a>—-1/4

— (1/p—1/2)(a+1)+(a+A)/2> (A—a)/2—1/4,
(3.33-2) <= A+a/p—a<l—-1/p

= (I/p=-1/2)(a+ 1)+ A< (a+1)/2

— (I/p—=1/2)(a+1)+(a+A)/2<(a—A)/2+ (a«+1)/2,

(3.33-6) < A+a/p—a/2+1/4<1—1/p
— (1/p—1/2)(a+1)+A<1/4
— (1/p—1/2)(a+1)+(a+A)/2 < (a—A)/2+1/4,

y las cuatro juntas se traducen en (3.25).

Corolario 3.11
Sea w(z) como en (8.22) con a,f > -1y >0, 1 <p < oo y los pesos

Ulx)=(1—-2)"(1+2) ﬁ|x—xk|k
(3.34) =L
V(r) =1 —2)*1+x) 1:[|x—xk|D’“.

Si se verifican las desigualdades A < a, B < b, Dy, < dy, (3.25), (3.26) y

1 1 dp + Dy| dip— Dy 1
. S 1 -
(3.35) ‘(p 2) (v + 1)+ 5 <= +2

entonces ||[(Snf)Ulpawdz < CllfVpwde uniformemente.

Demostracion:
Segun (3.27) del corolario anterior basta que

(3.36) (H |z — mk’dkp+7k(1*p/2)’ H |z — xk’kaJr'Yk(lp/Q)) c Af)

k=1 k=1

(1 <k <m),
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para algtn ¢ > 1. Elijamos ahora y;, (0 < k < m) tales que
1l <y<z1<y1 <2< - < Ti-1 < Ym-1 < T < Ym <1,

con lo cual, por el Teorema 2.18, podemos estudiar (3.36) por factores; es decir,
tenemos que ver que se cumple

(|g; — g |BP TP/ g wk|ka+wc(1—p/2)) c Afo (1<k<m).

Un cambio de variable obvio a partir de (2.16) muestra que lo anterior es equiva-
lente a

dep + 76 — wp/2 > =1, Dpp+ v —wp/2 < p —1, Dy < dy.

Pero

dep + e —Wp/2 > —1 = dp +0/p— /2> —1/p
= (1/p—1/2)( + 1) +dj, > —1/2
= (1/p—1/2)(w +1) + (dy. + Dg)/2 > (Dy, — di) /2 — 1/2

y analogamente

Dyp+, —wp/2 <p—1
<~ (1/p—1/2)( + 1) + (dx + Dy) /2 < (dy — Dy)/2 + 1/2.

Juntando ambos, se sigue (3.35).

Observacion 3.12

Badkov [1-4], siguiendo técnicas distintas, demuestra resultados del tipo de los del
Corolario 3.11 pero con a = A, b = B y d, = D;. Ademés, él no necesita exigir,
como hemos hecho nosotros, 7, > 0, sino que le basta con exigir 7, > —1. La
diferencia radica en que si se intenta emplear la teorfa A, uniforme con la cotas del
Teorema 1.14 (es decir, |p,(z)| < C(|z — 21| +1/n) /2 cerca de x}), los sumandos
correspondientes a i = 1 e i = 2 no estan acotados cuando —1 < 74 < 0 (para més
detalles, ver Observacion 4.18)). Lo previsible para que el corolario anterior pueda
extenderse a vy, > —1 es que, en (3.35), en lugar del 1/2 de la derecha aparezca
min{1/2, (vx +1)/2}, que es lo que obtiene Badkov en los casos que trata y lo que
se requiere como condicion necesaria (ver el corolario siguiente).

Corolario 3.13

Sea w(zx) como en (3.22) con o, B,y > —1, 1 < p < 00 y los pesos U(z) y V(z) co-
mo en (3.84). Para que se verifique ||(Snf)U|lpwds < C||fVpwde uniformemente
son necesarias las condiciones (3.25), (3.26) y

(3.37)

1 1 dp +Dp| dp—D (1 1
‘( ><ﬁyk+1)+k2k<k2k+mln{ Vi

2




PESOS EN [—1,1] 67

Demostracion:

Para hacerla nos apoyaremos en el Teorema 3.4 y emplearemos reiteradamente que
x" es integrable en (0,1) si y solo sir > —1.

Veamos en primer lugar la integrabilidad de (i), (ii), (iii) y (iv) del Teorema 3.4
cerca de x = 1. Entonces,

(i) <= ap+a>-1 < a+a/p>-1/p
(1/p—1/2)(a+1)4+a>—(a+1)/2
(Ip—=1/2)(a+1)+(a+A)/2>(A—a)/2—(a+1)/2,
—Ag+a>-1 <<= —A+a/qg>—-1/q
—A4+a—a/p>1/p—1
(1/p—1/2)(a+1)+ A< (a+1)/2
(1/p—=1/2)(a+1)+(a+A)/2<(a—A)/2+ (a+1)/2,
—p/d+ap+a(l —p/2) > -1 <= —1/4d4+a+a/p—a/2>—-1/p
(1/p—1/2)(a+1)+a>—1/4
(1/p=1/2)(a+1)+(a+ A)/2>(A—a)/2—1/4,
—q/4—Aq+a(l —q/2) > -1

—1/4—A+a(l/qg—1/2) > —1/q

14— A+a(1/2—1/p)>1/p—1
(1/p—=1/2)(a+1)+ A< 1/4
(1/p—1/2)(a+1)+(a+A)/2<(a—A)/2+1/4,

[ A A A A A I

y las cuatro juntas se traducen en (3.25).

El estudio de (i), (ii), (iii) y (iv) cerca de —1 para obtener (3.26) es totalmente
igual sin mas que cambiar a, a y A por (3, b y B respectivamente. Por tltimo,
analogamente se demuestra que las condiciones de integrabilidad cerca de cada xy
son

dgp + v > —1

(1p— /D) + 1) + (e + Di)/2 > (D — )2 — (5 + 12,
—Dyg+ v, > —1

(1/p—=1/2)(w + 1) + (dx + Dy) /2 < (d. — D) /2 + (7 +1)/2,
dep + (1 —p/2) > —1

(1/p=1/2)(y + 1) + (dx + Dy) /2 > (Dy — dy) /2 — 1/2,

—Dig + (1 —¢q/2) > —1

(/p—=1/2)(w + 1) + (dx + Di) /2 < (dx — Dg)/2+1/2,

y juntas dan (3.37).

[ A A
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Para concluir el capitulo, vamos a estudiar la convergencia en media de la serie
de Fourier de diversas familias de polinomios ortogonales cuyo peso no verifica la
condicion de Szegd (3.10) y que son los llamados polinomios de Pollaczek.

Dados tres parametros a, b y A cumpliendo a > |b| y A > 0, consideraremos los
polinomios de Pollaczek como los ortonormales en [—1, 1] respecto al peso

(3.38) wM(x;a,b) = (sen )P 1e@=rO D\ +ih(0)]?, z =cosh, 6 € |0,x],

donde
acosf +b

o) = sen d

= (ax +b)(1 — z?)71/2,

Estos polinomios, que se reducen a los ultraesféricos (ortogonales respecto al peso
w(x) = (1 — 22)*~1/2 cuando a = b = 0, en realidad sélo fueron introducidos por
Pollaczek [1| para el caso A = 1/2 y su formulacion segin (3.38) se debe a Szegd
(ver también Pollaczek [2]). Mas tarde, el mismo Pollaczek [4] los generalizo de
nuevo introduciéndoles un cuarto pardmetro, aunque nosotros no nos ocuparemos
de ellos. Para consultar diversas propiedades generales de estos polinomios puede
verse Chihara |1, pag. 184].

En el desarrollo que sigue a continuaciéon serd fundamental la siguiente expre-
sion asintotica

(3.39) ‘tllim T\ + it)| ™2 (|22 = (27)Y2, At eR,

que puede verse en Erdélyi y otros [1, Vol. I, 1.18 (6), pag. 47|.
Con esto,

Teorema 3.14
La serie de Fourier de polinomios ortogonales respecto al peso w™ (x;a, b) con
a # 0 sélo converge en LP(w™ (x;a,b)) cuando p = 2.

Demostracion:

La convergencia para p = 2 esté siempre asegurada. Entonces, vamos a aplicar las
condiciones necesarias del Teorema 3.4 para ver que no hay convergencia si p # 2.
Las condiciones (i) y (ii) son simplemente w™ (z;a,b) € L'(dz), lo cual siempre
es cierto (de lo contrario ni siquiera tendria sentido hablar de los polinomios orto-
gonales). Lo que vamos a hacer es comprobar que, si p > 2, no se satisface (iii).
Analogamente se demostraria que si p < 2 no se satisface (iv).

Supongamos a # —b y vamos a estudiar el caracter de la integral

1
/ (1-— :172)_p/4w(’\)(x; a, b)l_p/2 dx

-1

cerca de x = 1. Anélogamente se haria cerca de x = —1 si a # 0.
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Haciendo el cambio de variable x = cos f, resulta
/01(1 — 22PN (25 a,0) P2 da
— /O ™ (sen )22 PHO ) DI2 D () 1 in(6)) > db.

Pero, cuando # — 0%, es claro

a+bcos a+b
ho) = sen 6 ~ 0 o0

pues a > |[b| y a # —b, y por tanto se podra aplicar (3.39) con t = h(0). Asi, la
integral anterior tendré el mismo caracter que

/ ™ (son 620 (20RO 1-p/2( =Ty (G)PAT) P2 g
0

0

N /71‘/2 92>\7>\pe (29727;)(a+b) (17p/2) (a + b d@
0

0
/2
~ / 91—p/2€1—7r/9)(a+b)(2—p) d@,
0

)(”\1)(110/2)

y como (1 —7/0)(a+b)(2 —p) — oo cuando § — 0" puesa+b>0y p > 2, la
integral anterior es divergente, tal como queriamos comprobar.

Observaciéon 3.15

Nevai [1, pag. 80 y pag. 168] demuestra el resultado anterior pero Gnicamente en
el caso A = 1/2, con lo cual el peso admite la expresion

9e0h(9)

(1/2) (.. —
w (ZL’,CL7 b) - 1 +€7rh(0)7

mucho mas sencilla que la de (3.38), y desde luego, en su demostraciéon no se
necesita utilizar (3.39).

Definamos ahora las funciones de Pollaczek mediante
U, (x) = pn(:v)w()‘) (x; a, b)l/2

que, obviamente, forman un sistema ortonormal en L?(dz). Entonces, para cada
g € LP(dx), denotemos S, (g, x) a las sumas parciales de su serie de Fourier respecto
al sistema {W,,(z)}>,. A continuacion, vamos a estudiar la convergencia en LP(dz).
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Teorema 3.16
Sea a # 0. Entonces, la acotacion uniforme ||Sn(g, 2)||lpde < Cllg(x)paz solo es
posible si 4/3 < p < 4.

Demostracion:
Segtn vimos en (1.6), la acotacion uniforme ||S, (g, x)
valente a

pde < Cllg(2)]lpax es equi-

15u(f, 2)w™ (250,0) 27V < Ol f ()™ (a5, 0) 2717

p,w-

Y vamos a ver qué condiciones impone el Teorema 3.4 a la acotaciéon anterior. Sin
mas que tomar U(z) = V(z) = w™ (x;a,b)/?~ /7 es claro que se traducen en

1 1
(i) / wN (25 a,b)P? dr < oo, (ii) / wMN (z;a,b)"? dx < oo,
-1 -1
1 1
(iii) / (1 — 23 *dx < oo, (iv) / (1—22)""*dz < .
-1 —1

Pero, (iii) & p < 4, y (iv) < p > 4/3. Por tanto, basta que comprobemos lo que
ocurre con (i) y (ii). Y lo haremos restringiendo el intervalo de integracion a (0, 1),
ya que en (—1,0) se puede proceder de manera analoga.

Supongamos en primer lugar a # —b. Entonces, como en el Teorema 3.14, para
estimar (i) se tiene

1
/ wN (25 a,b)P? de = /
0 0
~ /W/Q 6<6_7r)h(6)p|h(9)|(1/2_’\)p(sen Q)/\p—p/2+1 do

0

(1/2—-X)
~ /W/Qe“"”)ﬁl’”’ <a+b> Cgprrr gy
0

" e<29—”)h<9>p/2\r(A + ih(6))]P(sen g)PA-Dp/2+1 g

0
w/2
N / o(1=7/0)(a+b)pg22p—p+1 g9
0

Como (1—7/0)(a+b)p — —oo cuando § — 07 pues a+b > 0, la integral anterior
siempre es convergente y no aparece ninguna condicién adicional. Lo mismo ocurre

con (ii).
Veamos pues lo que sucede si a = —b. Entonces,
0 — —ah?/2  —ab
h(0) = aC(s)ZnG LY ae/ = ; — 0 cuando 6 — 0",

luego no se puede aplicar (3.39). Pero es claro que en este caso

=00 1y DA+ ih(F))]* — T(A)? >0,
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con lo que, se debera cumplir
w/2
/ (sen §)PADP2HL g < o0,
0

Pero esto es equivalente a (2\ — 1)p/2 + 1 > —1, lo cual siempre es cierto cuando
p < 4 por ser A > 0. Por dltimo, al estudiar (ii) aparece la condicion (2A —1)q/2 +
1 > —1, que de nuevo es cierta por ser ¢ < 4y A > 0.

Observaciéon 3.17

Notese que las dos condiciones (iii) y (iv) del teorema anterior no dependen
para nada del peso. Es decir, que dado un peso cualquiera w(zx) en [—1,1] y
{pn(2)}°, sus polinomios ortonormales, la serie de Fourier respecto al sistema
U, (1) = p,(z)w(x)/? nunca puede ser uniformemente acotada en LP(dz) cuando
p ¢ (4/3,4). En realidad, lo inico que hemos hecho en la demostracion anterior ha
sido comprobar que (i) y (ii) se verifican Vp € (4/3,4) y que por tanto no aparecen
més condiciones. Otras veces (i) y (ii) si que imponen condiciones adicionales. Es
sencillo comprobar que esto ocurre, por ejemplo, para pesos de Jacobi con a o
menores que —1/2.

Mas en general, dado r € R, definimos las funciones
(3.40) U, (x) = pu(z)wM(z;a,0)2 neN,

que forman un sistema ortonormal en L?(w™(z;a,b)" dz) (ver (1.4)). Entonces,
para cada g € LP(w™(x;a,b)" dr) denotamos S,(g,z) a su correspondiente serie
de Fourier y vamos a estudiar la posible convergencia en media en este caso.

Teorema 3.18

La serie de Fourier S,(g,z) respecto al sistema (3.40) con a # 0 yr
0 sdlo es uniformemente acotada como operador de LP(w™(z;a,b)" dr)
LP(w™ (z;a,b)" dz) cuando p = 2.

4
en

Demostracion:
Segun vimos en (1.6), la acotacion uniforme ||S,, (g, z)||pwr < C|lg(2)||pwr €s equi-
valente a

1Sn(f, 2)w™ (w50, 0) 1R, < O fa)w (@ a, b)Y,

Pero, tomando U(x) = V(x) = wM (z;a,b)1=7)/247/P=1/P eg inmediato comprobar
que las condiciones necesarias (iii) y (1V) del Teorema 3.4 son, respectivamente,

1
/ (1 — 22) PN (z;a,b)"07P? d < 0o

-1
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1
/ (1 — 22~ 4w (2;a,b)" 79 dz < 0.
-1

Y por ser r # 0, andlogamente a como haciamos en el Teorema 3.14 se demuestra
que las condiciones anteriores de integrabilidad sélo se satisfacen para p = 2.

Observacion 3.19

Existen atn otras familias de polinomios ortogonales en [—1, 1] relacionadas con las
de Jacobi y cuyo descubrimiento también se debe a Pollaczek [3]|. Su construccion
depende de tres parametros a, b y ¢ y el peso respecto al cual son ortogonales es

(sen 9)c+1e(29—7rh(9)

. _ . 2
w(z;a,b,c) = TR IT(1+4c¢/2+ih(0))|%,
(2a —c)z+b
h(@):m, I‘:COSH, OSQST,

y donde v es una de las dos raices de la ecuacion ay? + by +a — ¢ = 0.

Cuando b =0y ¢ = 2a (de donde v = 1), los polinomios que aparecen son, salvo
constante multiplicativa, los de Jacobi P{®~7/2¢+7/2)(z). Para ver mas detalles,
puede consultarse Chihara [1, pag. 187].

Con estos polinomios puede efectuarse un tratamiento analogo al realizado para
los polinomios definidos mediante el peso (3.38). De nuevo la estimacion asinto6ti-
ca (3.39) resulta fundamental en el estudio de las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie de Fourier y los resultados que se obtienen son similares a
los que ya conocemos para los polinomios definidos en (3.38).



CAPITULO IV

Series de Fourier respecto de pesos de Jacobi
con deltas de Dirac

PARTE 1.2: Caso (1 — 2)%(1 + )’ + Mé_(z) + N&i(z)

En el capitulo anterior, entre otras cosas, hemos estudiado la convergencia en
media de series de Fourier de polinomios de Jacobi, ortogonales respecto al peso
w(z) = (1 —2)%(1 + x)? en el intervalo [—1,1]. Una cuestién que cabe plantearse
es qué es lo que ocurre si a la medida dada por el peso w(z) le anadimos como
parte singular varias deltas de Dirac, en particular deltas de Dirac en los extremos
del intervalo. De la convergencia de los sistemas ortogonales que asi aparecen sera
de lo que trate fundamentalmente este capitulo.

Dados o, > —1 y M, N > 0 denotaremos du a la medida que para cada
funciéon f se comporta mediante

[ 1@ aute) = s P [ -2 o
A1)+ NF(),

es decir,

_ a4+ 6+2)
(4.1) ) = S T o + DI+ 1)
+ Mo_y(x) + Noy(x), =e€[-1,1].

(1—2)*(1+2) da

La constante que multiplica a (1 — 2)%(1 + )" en (4.1) sirve tinicamente para que
la contribucién de la parte absolutamente continua de du a la medida del intervalo
[—1,1] sea 1, es decir,

1
/ du(z) =1+ M + N.
-1
Por otra parte, para cada a > —1, denotaremos

F'a+n+1)

(4.2) 0+ 0 =~y

=(a+1)(a+2)---(a+n—1)(a+n).

Cuando a + 1 = 0, entenderemos (a + 1),,/(a + 1) mediante continuidad en (4.2),
es decir

(a+1), B _
(4.2) T =(a+2)---(a+n—1)(a+n)=(a+2)p1, a=-1

73
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Dadas dos sucesiones {r,,} y {s,} de términos no nulos emplearemos la notacion
Tn & s, cuando lim, .., 7,/s, = 1, y diremos simplemente r,, ~ s, para indicar
que existen dos constantes positivas C; y C5 tales que Cr, < s,, < Csyr,. Entonces,
sin mas que utilizar la formula de Stirling es facil llegar a

(a+1),  n° (a+1)n _ F(b+—1)np_b
nl " Tla+1) (b+1), T(a+1)

(4.4)

Utilizaremos también en este capitulo los polinomios de Jacobi { P{*#) (z)}22
ortogonales respecto a (1—2)%(1+x)” tal como los definimos en (1.25). Recordemos
alguna de sus propiedades que nos seran de gran utilidad en lo que sigue. Segun
vimos en (1.33), y sirviéndonos de (4.4), es claro que

+1) ne
45 ple () = @t Un
(1.5 o) = o s

y la correspondiente estimacion para P{*#(—1) se obtiene por la relacion de si-
metria P{®%)(—x) = (=1)"P¥)(x) (ver (1.32)). Ademss, el coeficiente director
de P'*f)(z) toma el valor

(4.6) k(o) = 27n (2" tat 5) 2" T(2n+a+4+1)  2mtets
! T

n (n+1)(n+a+G+1)  xl/2pl/2

como vimos en (1.30) y (1.31). Y el cuadrado de la norma en L?(w) de los P\ (z)
es (ver (1.27), (1.28) y (1.29))
1
h(@h) = / PP (2)2(1 — 2)°(1 + 2)° do
-1

20t I (n + a4+ DI(n+ B+ 1) _2oHP
2n+a+3+1n+ DI (n+a+G+1) n

(4.7)

Definamos ahora los polinomios

,8,M,N (a4 B8+1),\ [nta+f+1 -
P (x)—( m ) {2(a+6+1) [B,M(1 - x)

(4.8)
— AuN(1+ )| P (2) + A, B PO (x)},

donde

B (a4 1),n! nn+a+8+1)M
"B+ Dela+B+1),  B+D(a+8+1)
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y
(B+1),n! nn+a+p+1)N
TolatDalat St )n (@t DlatfE1)
En la expresion anterior, cuando n = 0, considerar PSO{H”g +1)(x) =0, y en el caso

a+ [+ 1=0, usar (4.3).
Con esta notacion, Koornwinder [1] prueba que los polinomios { P&#M:N ()10
son ortogonales respecto a la medida dyu, cumpliéndose las propiedades

y

(4.10) PaBMN(_gy = (—1)" PGB (g),

y por tanto

(4.11) (—1)"PoOMN (1) = (B+1), N (a+ Dn(a+ B+ 2)unN

n! nln!(a+1)

Llamaremos k%*MN al coeficiente director de P&PMN (7)) y RPN ] cuadrado
de su norma:

1
g = [P (@) dp(a).

Asi como la demostracion de la convergencia en media de las series de Jacobi
descansa fundamentalmente, ademéas de en la teoria A,, en la acotacion

—a/2—1/4 <

a8\~ 1/2 0. 1
(n(e?) yR§>@Ngc(1—x+n2 o+

Y

1 >—ﬂ/2—1/4

parece razonable como primer paso encontrar otra estimaciéon similar

(4.12)
)2 —B/2—1/4
BMNY Y2 | Do g MN A 1
(hgPMN) T PPN (7)) < € l—a+— Lot — :
para posteriormente abordar la convergencia de la serie de Fourier respecto de dpu.
Asimismo, y dado el papel que juegan las deltas de Dirac en 1 y —1, necesitaremos
conocer una estimacion del tamano de los polinomios normalizados en esos dos
puntos.
Es facil, utilizando (4.4), demostrar las estimaciones asintoticas

1 M
4.13 POBMNy  — g 26-+a+2
1) " @ Ta+1) " T@R+2T(a+p+2)
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y

1 N
4.14 —1)"PeAMN () — P 4
(114)  (=1"A =) LB +1) Lla+2)T(a+5+2)
(Notar en (4.13) que el segundo de los dos sumandos es el que realmente da la
estimacion buscada cuando M # 0. Analogamente ocurre en (4.14) con N.)
Pero para llegar a establecer tanto (4.12) como las estimaciones de P%%M:N (1)
~1/2
y (=1)" PPN (1) multiplicadas por (hgﬁ’MvN) / , lo que necesitamos es en-
,8.M,N

20+64-2

contrar el tamano de h{
Koornwinder, para demostrar que los polinomios { P%#M:N ()12 , son ortogo-
nales respecto a du, lo que hace es probar que

/11 POPMN () (1 — 2)"* 11 4 2)* dp(z) = 0

cuando k = 0,1,...,n — 1 (notar que (1 — )" * 11 +2)*, 0 <k <n—1es
base del espacio de los polinomios de grado < n — 1). Por lo tanto, no necesita
calcular h2#M:N Entonces, nuestro primer objetivo va a ser encontrar h®»MN vy
una estimacion suya.

Antes que nada, vamos a dar una serie de estimaciones que utilizaremos més
adelante. En muchas de las expresiones que siguen aparece I'(a + 3+ 1) o (o +
f+1)~! ninguna de las cuales tienen sentido cuando a + 3 + 1 = 0. Actuaremos
en estos casos mediante continuidad en a y 3, ya que cuando aparecen siempre
pueden simplificarse formalmente utilizando I'(a+ +2) = (a+F+1)I'(a+5+1)
o con algun factor de (4.8) o de las definiciones de A,, y B,,. No nos preocuparemos
de ello a partir de ahora.

Sin méas que utilizar (4.4), es facil ver que para A, y B, se tiene

@B+l a+B+1) o M )
W5 A~ =0y " TG
Dlat DM@+ B+1) N 2

(4.16) B, ~

T(B+1) " (a+Da+8+1)
En ambas ocurre que el sumando importante es el segundo si el correspondiente
M o N que aparece es distinto de 0. Ademés, juntandolas,
(4.17)
AB, ~T(a+ 3 +1)2n 220
'+ 1 (a+pF+1)N 228 4 Na+DN(a+8+1)M , ,,
Fa+2)(a+p+1) FB+2)(a+p+1)
MN 4
+ n.
(a+1)(B+D(a+5+1)
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En esta expresion, el sumando que proporciona realmente la estimacion es el pri-
mero si M = N = 0, el segundo si M = 0 # N, el tercerosi N =0 # M y el
cuarto si M # 0 # N.

Vamos ahora a encontrar una expresion adecuada del coeficiente director
keoBMN CSin mas que igualar los coeficientes de 2™ en (4.8) se tiene

pasmn _ (@t B+1)n *[~Bu(n+a+6+ DM | (041,541
! n! 20a+3+1) o

_Ay(nta+pB8+ 1)Nk7(10:-411,ﬁ+1) n Aankga,ﬂ)}'

20+ B+1)
Pero, utilizando (4.6), es claro que

pat18+1) _ 2n L@B)

n—1 TL-{—O(—FB—}-].H

Asi, sacando k(*# factor comtin, obtenemos

2
+ 6 +1), nB, M nA,N
s1s) gosany _ (LOFBEDN e (4 p - - .
(4.18) K ( n! " a+pB+1 a+06+1

Con lo que ya tenemos, y aunque en realidad no lo vamos a necesitar, ya es facil
obtener una estimacién de k%M En efecto, basta comprobar que las estima-
ciones de nB,M/(a+ f+ 1) y nA,N/(a+ 5+ 1) son despreciables frente a la de
A, B, y entonces, utilizando (4.18), (4.4), (4.6) y (4.17) se llega a

ontatBa=1/2p=1/2 si M =N =0,
NT'(B+1) n+a+08,,3/24+2a : o
(410)  gopMN ) TSGR A si N> M =0,
‘ n ~ MT(a+1) n+a+8,,3/2+2 . _
T (at DT (312) 2 B0, si M >N =0,
MN 2n+a+ﬁn7/2+2a+2[37 s M, N > 0.

m1/2(a+1)(B+1) (a+5+2)2

7ﬁ7M7N

Todavia, para calcular hg necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 4.1

1
E, = / POTLHD (1 = )2 (1 4 2)8 da
_ (_1)n712a+,3+2 In+a+DI'(B+1)
'n+a+5+2)
(_1)n—12a+ﬁ+2r(6+ 1)n—(ﬂ+l)‘
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Demostracion:
Por la formula de Rodrigues (1.25) se tiene

(_1)n—1 1 1 dn—l n+a n+p
Fn = 2n=1(n —1)! /4 1+ zden? [(1—=) " (1+x) * | dx.

Entonces, integrando por partes con u = 1/(1 + x) y utilizando que

1 dn2
1+ xdan—2

(1= 2)"" (1 + )™

se anula en 1 y —1 tenemos

L S T o -
E”:zn(—1<73_1>1/_1 A5 ool =0 (L2 de

Integramos de nuevo por partes tomando esta vez u = 1/(1 + x)? y reiteramos el
proceso del mismo modo. Asi, vamos obteniendo

(—1)"12- 80 (k= 1) [ T 0y 2 de,

E, =
2n=1(n —1)! —1 (1 + )k danF

de donde, para k = n,

E, = (=" /1 (1—2)""™ (1 +z)° dx

L/ p\"t* /1 z\P
—(—1 ”*120‘*5“/ ( _ ) ( ) dz.
(=1) 2 \2 7 2 5 T3) @

Haciendo ahora el cambio de variable 1/2 + /2 = y aparece una funcion beta:

E,

1
(_1)n712a+5+2/0 (1 — y)™eys dy
(=) 122 B(n + a4+ 1,5+ 1)

(_1)71—12044-6—1—2 F(TL + o+ 1>F(6 + 1)
Fn+a+54+2)

Por dltimo, para obtener la estimacion del enunciado basta utilizar la férmula de
Stirling, con lo que queda probado el lema.
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Lema 4.2
(~1)"F, = / PO (@)[(1 - 2)" = 2] (1 - 2)°* (1 + 2)° da

P a+ 15+1 )(1 N :L‘)n+a(1 —I—I)B-H da

( )nh oHrl ,B+1) (_1)nhga,ﬂ)

EetL B = (@)
_ (=2t (n+ o+ DI'(n+ B+ 1) - (—1)"x'/? o172
F'2n+a+5+2) PA '
Demostracion:
Por ser
SN gt

:z”_l+az"_2+a22”_3—|—~-—|—an_22—|—an 17
Zz—aQ

tomando z =1 —x y a = 2 es claro que
n—1
(I—2)"—2"=—(1+2) ) 2"1—z)" 7"

Y como
/ a +L6+1) (z)m(z)(1 — 2)*T (1 +2)"Tde =0

para todo m(x) polinomio de grado < n — 2, se tiene

[P II@ (- ) - 2] (4 0 e
_ _/ (a 1,6+1 )(1 . x)n_1(1 B x)a“(l + x)6+1 dx.

Por el mismo motivo, la integral anterior no se modifica si en lugar de (1 — z)"~!

(aTl,ﬁﬁ’l) (x)/kfloz_ﬁil,ﬁ+1)

ponemos (—1)""1P* , con lo cual

-1 n—1
(~1)"F, = —k<(a+3 ey / PO @) (1= 2)* (14 @) de
n—1
(_1)nh£lajilﬁ+1)

y para concluir el lema basta utilizar (4.6) y (4.7).
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Lema 4.3

G, = /_11 POBMN (Y (1 — )" (1 4 2)P dr = (—1)" <

{ MB,(n+a+B+1) . 0ipnl(n+a+ 0B +1)
X § — 2
a+f+1 F'n+a+p5+2)

(a+ﬁ+1)n>2

n!

MB,(n+a+p3+1) NA,(n+a+5+1) 1
20+ 0+1) 20+ 08+1) 2
Demostracion:
Por (4.8), es claro que
Gn:<(a+ﬁ+1)n>2
n!
MB, (n—i—a—i—ﬁ—i—l)/l (a+1,6+1)
P ; 1 — p)tatlg Bd
(B el [ e @) - a4 )
NA (n+a+5+1 (+15+1
— P 1—2)""(1 +2)*'d
e [ (@)(1 = )" (1 +2)" da

+ Aan/ PP () (1 — )" (1 + 2)? dm}.
-1

Calculemos las tres integrales que aparecen.
Para la primera, utilizando el Lema 4.1 y la primera parte del 4.2, tenemos

/ (a 13+1) )(1_x)n+a+l(1+x)5dx
1
=2 [ PP @) - ) (1 ) de
-1
+ [P - ) - 27 (1 2+ 0 de = 2B + (-1

La segunda, sin méas que utilizar la segunda parte del Lema 4.2 (observar el signo
— del lema), queda

/ (LD (2)(1 — 2)" (1 + 2)H do = (—1)" "' F,.

Y la tercera, utilizando de nuevo la segunda parte del Lema 4.2 pero con «, 3y n
envezde a+1, 6+ 1yn—1queda

/ 11 POA (2)(1 — 2)" (1 + )™ da = (=1)"F, /2.

Juntando las tres, se sigue el lema.
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Vamos todavia a aclarar un poco més la expresion que aparece en el lema
anterior, encontrando a partir de ella otra que nos sera de mayor utilidad més
adelante. Para ello, denotemos H,, al primero de los cuatro sumandos que aparecen
entre llaves, es decir,

__MBAn+a+ﬁ+D2MMwJHn+a+DHﬁ+D

(420) Hn a+pB+1 I'n+a+3+2)

Asi, podemos poner

2
G = (1) (W,“)“) { _H, 4+ ;AanFn
(421) to F A1
n a

Por otra parte, sin més que sustituir B,, por su valor, simplificar las expresiones
que aparecen y utilizar (4.11), es facil llegar a la conclusion
(4.22)

MT(a+ 1)I(3 + 1)
MNa+6+2)

I 2
H, = (-1) grtat il pafMN (1) <7L)> .

(a+p+1

Con todo esto, ya estamos en condiciones de encontrar la expresiéon para
hePMAN que buscdbamos:

Teorema 4.4

JaBMN ['a+ 5+ 2) (@) ((04 + 0+ 1)n>4

= 2a+ﬁ+lp(&+ 1)F<ﬁ+ 1) n ol
n
4.23 X Aan _— MBn + NAn
) { a+ﬁ+1( )}
1
a+B+1
Ademds, se cumple
T'(a+6+2) _ . B B
T (at)I(B+D) ¥ h si M =N =0,
N2T(8+1) 34da _ B
(4.24) heBMN M (at1)T(a+2)2T (atB12) ¥ ) st N> M=0,
. n ~ M?T(a+1) 4 . B
2T (64+1)T(642)°T (a+6+2) n’t ﬂ’ st M >N =0,
M2N?2 n7+4a+4ﬁ, i M, N > 0.

2(a+1) (B+ 1) (a+2)L(B+2)L (a+5+2)3



82 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

Demostracion:
Es obvio que para algin polinomio 7(z) de grado n — 1 a lo més puede ponerse

PPN () = poBMN (1 — )" + ().

Entonces,

1
PN N[ AN () (<1)"(1 = )" dp()

['a+p+2)
— L.o,B8,M,N 1\ _1\npa,3,M,N/ n
kS {( 1>(;”2a+ﬁHIXa—+1ﬂXﬁ-+1)*_Af( 1)"Ps (—1)2 4—0}
P(a+B+2) (a+8+1).)\" 1
f— a7/37M7N P .
i {2a+ﬂ+1r(a OB+ ) ( ol Hnt 540 Bk
nta+f+1

_1\n pa,B,M,N/ n
e AT D Fn(MBnJrNAn)] + M(=1)" PPN (—1)2 }

donde en la tltima igualdad hemos empleado (4.21). Ahora, sin méas que sustituir
H,, por su expresion (4.22), el primer sumando del corchete se anula con el que
esta fuera del corchete y queda

2
ot N _ L pasay (@ B+ 103" o I(a+ 8+ 2)
n 9 n! n2a+5+1r(a+1)r(ﬁ+1)
1
wdap,+ 2t 0 e o va
a+[/+1

Sustituyendo F, = 2h(*9 /k(®5) v empleando (4.18) se sigue (4.23).
Vamos ahora a demostrar las estimaciones asintoticas. Es facil comprobar que
n(MB, + NA,) es despreciable frente a A, B, y por tanto,

4
paBMN a4+ 6 +2) e (a+pB+1), (A, B2
208K (e + 1B+ 1) n!

Entonces, sin mas que utilizar (4.4), (4.7) y (4.17) se sigue (4.24).

Ahora, ya podemos calcular sin ningin tipo de problema el tamano de los
polinomios normalizados en 1 y —1:

Corolario 4.5

21/20(8+1)1/2 +1/2 N
PoBMN () ) Fer il e pr notl/2, st N =0,

(4.25) ~
I 1 I 2
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21/2F(a+1)1/2 +1/2 . .
()" PPN (1) ) TE AT k51217 v, st M =0,

) 2y / / ,
[ pooBMN 2PEHOLEHN P (at f+2)12 | —p-3/2 o N S (),

MT(a+1)1/2

(4.26)

Demostracién:
Basta estudiar los cuatro casos que se presentan (M = N = 0, N > M = 0,
M >N =0y M,N >0) a partir de (4.13), (4.14) y (4.24).

Observacién 4.6

Un primera consecuencia que podemos sacar es que la existencia o no de parte
singular en —1 (es decir, si M > 0 o M = 0) no influye para nada en el tamano
de los polinomios normalizados en 1. Analogamente ocurre en —1 con N.

Por otra parte, en el corolario anterior también podemos ver que si la medida
tiene una delta de Dirac en 1 (anélogamente en —1) el tamano de los polinomios
normalizados en ese punto es Cn~*"3/2, mucho menor que si no la hubiera, ya que
entonces su tamaifio es Cn®*t/2 (—a —3/2 < a +1/2 < a > —1). Ademas, se
puede garantizar

~1/2
(4.27) T (heMN) T pes N (1) —
siempre que N > 0. En cambio, si N = 0, el limite anterior es 0 cuando ov < —1/2
e oo cuando o > —1/2. Mas aun, si N > 0, la sucesion que aparece en (4.27) esté
en (? (es decir, es de cuadrado sumable), y si ademas o > —1/2 también esté en ¢!
(la serie es absolutamente convergente).

Vamos por fin a abordar la demostracion de (4.12). Por la relacion de sime-
tria (4.10) nos podremos restringir al intervalo [0, 1] y solamente necesitaremos
demostrar

_1/2 1 —a/2-1/4
() ™2 P ) < € (1- 0+ )
n

., xel0,1].
Ademas, tal como hacemos en el Teorema 1.12 para pasar de (1.40) a (1.41), y si
efectuamos el cambio de variable x = cos #, basta con que probemos

428)  (hetN) R P s ) {0(9-&-1/2), en Cfn <0 <mw/2,
O(n*t/?),  en0<60 < C/n,
uniformemente en 0 € [0,7/2] y n € N, siendo C' una constante positiva prefijada
cualquiera.
Una serie de estimaciones que nos resultaran tutiles sin tanta precisiéon como
las tenemos hasta ahora y que son inmediatas de deducir a partir de lo que ya
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conocemos son las siguientes:

n1/27 Si N - M = O,
(4.29) (ha,B,M,N)*l/Q el SN > M =0,
" n82720 §i M > N =0,
n*7/272a*2ﬂ7 Sl N7 M = 07
—20 M = 9 N —
(4.30) Ay~ SEM=00 g e SN =0,
n?, si M >0, n?, si N >0,
2
(4 31) M ~ n“ M ~ na_b M ~ n2a+26
' n! b+ 1), 7 " ,
(4.32) (oY V2 (A B D) e, i N =0,
. n n' n n—3/2’ Si N > O,
(4.33) (ha,ﬁ,M,N>—1/2 w 2 . n1/2+25’ si M =0,
. " n! " n-3/2, si M > 0.

Por otra parte, para poder manejar adecuadamente algunas expresiones que
aparecen en forma de sumandos también necesitaremos algunas estimaciones mu-
cho mas fuertes:

En primer lugar, es claro

n+a 1+a—b:1+a—b+<a—b a—b>:1+a;b+0<l>

n+b n+b n n+b n n?
y de aqui
(n+a)(n+c) at+c—b—d <1>
4.34 =14 — .
(4:34) (n+0b)(n+d) * n +0 n?

Emplearemos también la estimacion asintotica

Cnta) _ . (1 Lla=ba+b-1) O(n_2)>

I'(n+0b) 2n
que puede verse en Erdélyi y otros [1, Vol. I, pag. 47|. Con ella, es facil llegar a
(4.35)
(B +1),n! _ Pla+ DI+ 5+1) a2 (1 ala+4+1) Lom ).
(a+ Dpla+B+1), IB+1)
Ademas, para descargar la demostracion del teorema, establezcamos previa-
mente la siguiente descomposicion:

n
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Lema 4.7
+C¥+6+1 1 1
B ped iy NPT Py platlptl)
_ n+a+ﬂ+1 PT(La+1,,8)(x>In_ n+ﬁ Pr(i—;lﬁ)(x)[/m
2n+a+ G+1 2n+a+ G +1
donde
B (B+1),n! n(n + 5)
" (a+Du(a+B+1), (a+1D(a+B+1)
Y
B+l (n+a+1)(n+ats+1)
" (a+Dula+B+1), (a+1)(a+B+1)
Demostracion:

Por (1.37) y (1.38) tenemos

2(n+p) 1 2n
1 p a+1,8+1) _ plot B) platlpi)
(L) P w) = o g P @) 4 g S P )
Y B+1 s
+a+ 0+ n+ 1,6)
P (py = " Platl) () plotif) oy

Por lo tanto,

a n—i—oz—i—ﬁ—i—l a+1,8+1
B, PP (z) — Nm(l + ) PO (@)
_ n+a+pG+1 PEHA(3) — B n+ 0 Pnﬁl’ﬁ)(m)

"n+a+pB+1" "n+a+pB+1
1
_Nn+a+ﬁ+ n+ 3 Péi-&l-lﬂ)(x)
a+pf+1 2n+a+pB+1
n+06+5+1 n (aJrLIB)

- N P, ().

a+pf+1 2n+a+pG+1

Entonces, sacando factor comin P19 (z) y plth?) (x) y sustituyendo B, por
su valor se sigue el lema.

Finalmente, obtenemos para los polinomios P*#MN(z) la cota que buscaba-
mos:
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Teorema 4.8
Sean a, f > —1, M, N > 0. Eziste una constante C tal que Vo € [-1,1] yVn € N
se cumple

_1)2 1\ —@/2-1/4 1\ —B/2-1/4
(hoPAEN) T PPN ()] < € (1 —z+ nQ) (1 ot ng> .

Demostracion:

Ya hemos visto que basta que nos restrinjamos a z € [0,1] y con el cambio de
variable = cosf, 6 € [0, 7/2], demostrar (4.28).

Multipliquemos la expresion (4.8) por (hf{’ﬁ’M N ) e y comencemos por estimar el
primero de los tres sumandos que aparecen. Si M = 0 no hay que hacer nada pues
se anula. Supongamos pues M > 0.

Utilizando que 1 —x = 1 — cos§ = 2sen?(0/2) ~ 6%, la conocida estimacion para
Jacobi (ver (1.40))

OH=3/%), C/n<0<7/2,

1/2| pla+1,8+1) =
nt/ |Pn_1 (COS 9)| - {O(na+3/2)> 0<0< C/”’

y (4.33) obtenemos

2
a,B,M,N) /2 (a+8+1),\ " nt+a+p+1 )
(hn ) ( ol 2o+ B+1) B,M (286H (0/2))
OO=37 C/n<0<m/2
O(n+3/%) 0<60<C/n,
_JOO 1), C/n <0 <7/2
“ o), 0<6<C/n

x | P (cos )] = ntO(6?) {

(en la dltima igualdad se utiliza que n™' = O(0) en C/n < 0 < /2 y que
62 =O(n2) en 0 < 0 < C/n), que es incluso mas pequena de la que buscAbamos
en (4.28).

Por tanto, hemos reducido el problema a encontrar una estimacién como la de
(4.28) para la expresion

(h%ﬁ,M,N)‘l/Q ((04 + B+ 1)">2 A,

n!

—|—Oé+5+1 ad-1.841
B, PR (p) - NETATET 2 4y plettfl oy
X < n (SL’) 2(0&4‘@4‘ 1) ( +.§C> n—1 (.T)
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Si N = 0 el problema es trivial pues el segundo sumando se anula y basta aplicar
(4.32), (4.30) y las estimaciones de n'/2|P{*)(x)| que aparecen en (1.40).
Asumamos pues a partir de ahora en toda la demostraciéon N > 0. Como veremos
en su transcurso, no hara falta para nada distinguir los casos M >0y M = 0.

Si nos servimos del lema anterior y de (3.32), el teorema estara probado en cuanto
demostremos

n+a+pF+1 n+0 atl
Pt (cos O)1, — Pt (cos0) L,
n+a+pB+1"" (cos6) m+a+p+1 "1 (cos6)
4.36
(4.36) _ 3 OH=—1%), C/n<0<7m/2,
B O(n*t1/2),  0<0 < C/n.

Emplearemos ahora la formula de tipo Hilb (ver Teorema 1.11)

AN
(Sen 2) (cos 2) Pt (cos 0)

_ —a—1
= Dn

sen 6

'n+a+2) [ 0
n!

1/2
> Jor1(D,0)
0'/20(n=3?), s C/n <0 <1/2,
6°+30(n>t), si0<60<C/n,
donde D, =n+ (a+3+2)/2y Jor1(z) es la funcion de Bessel de orden a + 1.
Si sustituimos en (4.36) y sacamos factor comun
(sen(0/2))*(cos(/2))7%(0/sen 0)/2  g=o~1 F'n+p8+1) ot
mta+pBrl n Y (n-1)

)

para llegar a (4.36) es suficiente con que probemos

n+a+pB+1)(n+a+1)

D, 1, Jui1(D,0)
n

(4 B)(Dn — 1 Lodsa(Do — 1>e>|

OH=—1%), C/n<0< /2,

_ n3/2—o¢00¢+1
On°*1/2),  0<6<C/n.

A continuacion, saquemos factor comin D22 restemos y sumemos

(n+a+pB+1)(n+a+1)

n (Dn - 1)a+1InJa+1((Dn - 1)9)
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y apliquemos la desigualdad triangular. Asi, sélo tenemos que demostrar que las
dos expresiones

n+a+)(n+a+G+1)

D, 202 L.|D> Jo1(D,0)

(4.37) "
- (D= 1 (D, 1))
y
D22 (n+a+ 1)(7:1"‘ at+f+1) (D, — 1)°*11,
(4.38) 2o
—(n+p) W Ly||Jas1((Dy — 1)0)]
son ambas

n3/2—aga+l O, C/n<0<m/2,
O(n+12),  0<60<C/n.

Abordemos en primer lugar (4.37).
El coeficiente que multiplica al modulo es de tamano ~ n~2**! luego, multipli-
cando por 0t hay que demostrar

(Da0)™ a1 (D) = (Do = 1)0)" Jasa (D = 1)6)|

OH=—1%), C/n<0<7/2,
O(n**t/?2), 0<6<C/n.

(4.39) _ patl/2g2a+42 {

Pero es inmediato comprobar a partir de la definiciéon de la funcion de Bessel
mediante series que (z**1.J,41(2)) = 21 J,(2), y por tanto, aplicando el teorema
del valor medio,

|(Dn0)* ™ Tas1 (D) = (D = 1)0)* Jois (Do = 1)0)| = [(D0)* 1 Ja(D,,0))] 6

para algun D!, € (D,, — 1, D,,). Entonces, sin més que utilizar las conocidas esti-
maciones

Ja(x) = 0(), 20 y Julz) =22 oo

(ver (1.39)) se sigue facilmente (4.39).
Para concluir el teorema ya solo nos queda por acotar (4.38).
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Utilizando

O(n=20712), C/n<60<m/2,

Ja+1((Dn — 1)(9) = {O(na+19a+1)> 0<h< C/n,

_ n1/29a+1 O(n—le—a—3/2>, C/n S 0 § 7'('/2,
= O(na-‘rl/Z)’ 0<6< C’/n,
_ iagast JOWOTTVR), Cin <0 <72,

- O(n°*1/2),  0<6<C/n,

y D, ~ n, es inmediato comprobar que basta con que demostremos

n(n + 3) < D, >2°‘+2 L

n+a+1l)(n+a+p+1)\D,—1 = O(n).

n—

Por el desarrollo en serie de (1 + x)%, es claro que

( Dn >2a+2 _ (4 . 9 2042
D,—1 B 2n+ o+ (3

:1+2(2a+2)+0(1> :1+2a+2+0<1).
n+a+p n?

(4.40)

Ademas, por (4.34), se tiene

n(n + B) B 200+ 2 1
(441) (n+a+1)(n+a+ﬁ+1)_1_ n +O< )

Entonces, sustituyendo I,, y L, por su valor y empleando (4.35), (4.40) y (4.41)
obtenemos

n(n+0) D, \**?
|I”_ (n+a+1l)(n+a+p+1) <Dn—1> Lo

F(a+%)(;(i;ﬁ+1)n_2a (1_a(a+nﬁ+1) +O(1>>

n Nn? n N(n
(a+1)(a+p8+1) (a+D)(a+8+1)

(- F w0 () (1 F o ()
y lr(a+1£)(g(i;r)ﬁ+1)n2a (1_a(a+n6+1)+0(nl?>>
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Nn? NQ2a+ B+2)n
+(a+1)(a+ﬁ—l—1) (a+1)(a+p4+1) N]l
Npn NQR2a+3+2)n

- - +0()| = o)

(a+D)(a+p+1) (a+1)(a+p+1)

como queriamos comprobar.

A partir de ahora vamos a dedicarnos a estudiar la convergencia en media
de la serie de Fourier. Como ya sb6lo vamos a emplear polinomios normalizados
denotaremos simplemente {p, ()}, a los polinomios ortonormales respecto a du
v {qn(2)}22, a los ortonormales respecto a eg(1 — x?) du, donde la constante

(a+B+3)(a+5+2)
da+1)(B+1)

€y =

sirve unicamente para ajustar el coeficiente que aparece en (4.1). Notar que, como
(1 — 2?) se anula en 1y —1, la medida ey(1 — 2%) du ya no tiene deltas de Dirac.
Entonces,

a —1/2 e’
pul) = (R PN) T PN (2)

-1/2
gn(z) = (hz+1,ﬂ+1,0,0) / PotLATL00 ()

y, segin hemos visto en el Teorema 4.8, se tiene

—a/2-1/4 1\ —B/2-1/4
(4.42) [pn()] < C(l—x+nz> <1+x+nz>
y
1 —a/2-3/4 1 —B/2-3/4
(4.43) |gn(2)| < C <1 —z+ n2) (1 +x+ n2)

para alguna C independiente de x € [—1,1]. Ademas, —a/2 — 3/4 < 0 luego
(1 — x4+ 1/n?)70/273/4 < (1/n?)~2/273/4 < po+3/2 (y analogamente ocurre con
—(3/2 — 3/4). Por lo tanto, de (4.43) se sigue que

(4.44)  qu(z)| < Cn*32 z€0,1], g ()| < CnPH32 1 e [—1,0].

Por otra parte, el Corolario 4.5 garantiza

(4.45) (1) ~ 0261 N =0, pu(1) ~n %% si N >0,
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(4.46)  (—=1)"pn(=1) ~ 02 si M =0, (=1)"p(—1) ~n P32 s M >0,

(447) Qn(l) ~ na+3/27 (_1)nqn(_1) ~ nﬁ+3/2'

Llamaremos U(x) y V(z) a los pesos en [—1,1] definidos como indicamos a
continuacion:

(1—2)*(1+2)°Ui(z), = # =+,
U(I’) = le xTr = 1,
M17 Tr = _]-7
(4.48)
(1-2)*(1+2)"Vi(z), «# £l
V(CL’) = NQ, r = 1,
MQa Tr = _17

con Uy(x) ~ Vi(z) ~cte.en (—1,—1+4¢) yen (1 —g,1).
Entonces, dado 1 < p < 0o, vamos a dedicarnos a analizar la acotacién uniforme
de los operadores

Sy o LP([—1,1], V(2)? du) —— LP([—1,1],U(x)? dp)

En primer lugar, estudiemos las condiciones necesarias. Para ello nos apoyare-
mos el Teorema 3.4. Veamos lo que ocurre:

Teorema 4.9
Sean dp, U y V' como hasta ahora y 1 < p < co. Para que se verifique la acotacion
uniforme

150 (f; 2)U (@) lpape < Clf(2)V () lp.ap

es necesario que

1 1 a+ A a—A L (1 a+1
11 b+B| b—B . (1 B+1
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Y
1 1

(4.52) / Uy (z)P dr < o0, / Vi(z) ?dr < 0.
-1 -1

Demostracién:
Las cuatro condiciones necesarias del Teorema 3.4 se traducen respectivamente en

1
/ Up(2)P(1 — 2)™* (1 + )8 dz + MPM + NPN < oo,
-1

1
/ V() ™9(1 — 2) 799491 4 )% do + My "M + Ny "N < oo,

—1
/1 U, (x)p(l _ x)—p/4+ap+a(1—p/2)(1 + x)—p/4+bp+ﬁ(1—p/2) dr < oo
1

/1 Vl(x)_q(l _ x)—q/4—Aq+a(1—q/2)(1 + I)—q/4—Bq+ﬁ(1—q/2) dr < co.
1

Las condiciones MM < oo, NVN < oo, My "M < ooy Ny*N < oo pueden
expresarse todas a la vez mediante (4.51). Por otra parte, utilizando Uj(z) ~
Vi(z) ~ cte. en (—1,—1+¢) y en (1 —¢,1) se sigue (4.52). Y por tultimo, para
obtener (4.49) y (4.50) basta proceder como en el Corolario 3.13.

A continuacion, veamos qué es lo que sucede con las condiciones suficientes:

Teorema 4.10
Sean dp, U y V' como hasta ahora y 1 < p < co. Para que se verifique la acotacion
uniforme

15n(f, 2)U () lp.an < CULS @)V (@) p.ap
es suficiente que se cumpla A < a, B <b, (4.49), (4.50), (4.51) y

(4.53) (Ur(x)?, Vi(z)P) € A)(—1,1)
para algin 6 > 1 (basta 6 =1 si Uy =V ).

Demostracion:

Utilizando las acotaciones (4.42) y (4.43), el Teorema 2.18 y las condiciones A,
uniformes del Corolario 2.17 se demuestra que A < a, B < b, (4.49), (4.50) y (4.53)
implican que

(4540)  {(Pu@)U ) s (@), Qu(x) (1= 2®) PV (2w (2)' ) } € AY(~11)
y
(4.55)  {(Qu(@) (1 = U () (), Pala) PV (@) (2)'7) } € AY(=1.1)
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para algin 6 > 1, ambos uniformemente, y donde por simplicidad hemos denotado

Po() = (1 -z +n~2) 2 (1 — g 4 p2) 021/

Qulx) = (1 — &+ n2) A — g 4 =)0/

(la demostracion es como la del Corolario 3.10; notar que no es necesario distinguir
entre ny n+1yaque 1/n~1/(n+ 1). En particular, utilizando el Teorema 3.3,
las dos condiciones A, (4.54) y (4.55) aseguran que los cuatro factores implicados
en ellas son integrables uniformemente sobre el intervalo (—1,1).

Si denotamos K,,(x,y) = > r_o pr(z)pe(y), tendremos

I5u U= [ /_ 11 Ko, ) () dp(y)| UG due)
(4.56) —/ / y)f(y) duly )p

U(z)"w (x) dz
+ MM?P LlK( Ly)f(y) du(y)

p

’ NN / 11 Ko (1) f(y) dpu(y)

y basta ver que los tres sumandos son

1
< Olf @)V (@)lpa. = /1 |f(@)V(2)[Pp/(x) dw + MM3| f(=1)]" + NNZ|f(1)]".
Comencemos por el tercero. Si N = 0 se anula, asi que supongamos N > 0.

Entonces,

1

[ @) < |

KoL) F(9) duly)
+ MIK(1, ~1)F(=1)] + NI K1, D)

y de nuevo aparecen tres sumandos. Para el tercero se tiene

D=3 p()?<C

pues vimos en la Observacion 4.6 que si N > 0 entonces {py(1)}52, € (2.
Para el segundo, si M = 0 no hay nada que probar, y si M > 0 podemos aplicar
la desigualdad de Schwarz, con lo cual

< (émmz) " (z ni-17?) "o

pues, de nuevo por la Observacion 4.6, {p,(1)}32, € 2 v {pp(—1)}2, € %

[ K (1, =1)] =
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Para el primero utilicemos la descomposicion del Lema 3.1. Asi,

/1 Kn(Ly) f(y)p'(y) dy = anppa(1) /1 (1—13/_2)%@/) ' (y) dy
(4.57) 77! - y

— a0+ Bupua(1) [ o () ) () dy

con {a,} v {B,} sucesiones acotadas. El altimo sumando, por ser {p, (1)} conver-
gente, y utilizando la desigualdad de Holder, podemos acotarlo, salvo constante,

por
</_11 eIV H ) dy) ’ (/_11 | FW)IPV ()P (y) dy) ! .

Y esto es < C||fV||p.au sin mas que observar que (4.55) garantiza la acotacion del
primer factor.

En el primer sumando de (4.57) simplificamos (1—y) y descomponemos el intervalo
de integracion en (—1,0) y (0,1). En (0, 1) basta que apliquemos (4.44) y (4.45),
con lo cual [pp41(1)gn(y)| < C,y € (0,1), y usando la desigualdad de Hélder como
antes se ve que (4.55) con n fijo implica la acotacion deseada.

Y en (—1,0) se tiene

(4.58)

/_01 (T4 y)agn () f (W) (y) dy
0 1/q 0 1p
< (/1 |(1 + y)Qn(y)DqV(y)_qM’(y) dy> </1 |f(y)|)pV(y)pu’(y) dy> ’

y el primer factor es acotado por (4.55) (observar que la cota de |(1+ y)g.(y)| en
(—1,0) segtn (4.43) es menor que la de |p,(y)| segiun (4.42)).

Asi, queda concluido el estudio del tercer sumando de (4.56). El del segundo su-
mando es analogo, luego vamos ahora a dedicarnos tinicamente al primero.
Hagamos la descomposicion del Lema 3.1, con lo cual, y siguiendo la misma nota-
cion que alli, bastarad con que probemos

/

p

/_11 Ty(n,z,y) f(y) du(y)| U(z)?Pp'(z)ds

<o/ P du(e), i=1,2,3.

i =1: Como (1 — y?) se anula en 1y —1 se tiene

/11 /11 (= y)an(v) f() duly)

_/_

|Pri (2)PU ()74 () dx

p

[Pnia () PU ()P4 () dov

[ B0 )y +0+0
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y para ver que esto es < C||f(z)V(2)|"

|7 4, basta aplicar (4.54).

1 = 2: En este caso,

(/.

p

1 1/p
Por®) oy )| 11 - 22)g0(@)PU @) <>da:)

ey p(y)
! pn+1(y) f(y)u'(y) dy+ Mpn-i—l(_l)f(_l)

1
:</_1 -1 T—Y z+1

» 1/p
+ Mo WIDP oy ) pUey ) dff)

r—1

p

1 Mf (y)u' (y) dy

-1 T—y

“(/]

M ([ I (DS D00 = PV @) de

1/p
(1 = 220 (@)U ()4 (2 >dx)

1/p

1/p

AN ([ a0 an)(1 + 0PV () de

y de nuevo hay que analizar tres sumandos.

Para demostrar la acotacion del primero de los tres basta con que utilicemos (4.55).
Vamos con el segundo (el tercero es similar). Si M = 0 no hay nada que probar
pues se anula. Supongamos entonces M > 0. Descomponiendo el intervalo de
integracion en dos trozos (—1,0) y (0,1) y aplicando (4.47) en —1 y (4.44) en
(—1,0) obtenemos

[ I (D F @)1~ )PV (@)
< el | ([0 orvier o )
b ([ ) - U o) )
<Gli0P ([ UErp ) de)
+GIEDP ([ @)1 = P UEPH @) de)

La primera de las dos integrales que aparecen es finita claramente por (4.54) con
n fijo. Y la segunda es acotada también por (4.54) pues la cota de |g,(z)(1 —
x)| en (0,1) es menor que la de |p,(x)|. Por tanto, queda probada la acotaciéon
correspondiente a 1 = 2.
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7 = 3: Ahora se tiene

([,

p

1 1/p
[ o0 )] s PU ) )

<(/]

M (=070 (/11 [P () PU ()P4 () dac)l/p

p 1/p
[Pt () [PU (2)P ' (x) dx)

[ pua)F ) ) dy

1 1/p
+ Npwa WSO ([ 1o @)PU @) () do)
En el primer sumando de los que aparecen podemos separar las integrales y aplicar
la desigualdad de Hélder, con lo cual se acota por

(/11 [Pra(y))PU ()P4 () da:) "

1 1/q 1 1/p
([ Ve W@ ) ([ @PVErdwdy)
y los dos primeros factores son acotados por (4.54) y (4.55).
Ademas, el primero de los tres factores es precisamente el mismo que aparece en
el segundo y tercer sumando de la descomposicion de ¢ = 3. Por tanto, basta con
utilizar que p,41(—1) es acotado cuando M > 0 y que p,41(1) lo cuando N > 0
para que quede concluido el caso ¢ = 3 y, por tanto, el teorema.

Observacion 4.11

Si tomamos U(x) = V(z) = 1, es decir, si inicamente nos interesa la convergencia
de S, f a f en LP(du) para cada f € LP(du), 1 < p < oo, lo que obtenemos, sin
mas que utilizar los dos teoremas anteriores, es que

15n(fs @) llpan < CILF(@)lp.ap

si y s6lo si

1 1 < mi 1 1
min .
p 2 doa+4" 46+ 4

Pero en este caso la demostracion se puede simplificar algo como vemos a conti-
nuacion. Por dualidad (ver (1.2) y (1.3)), podemos restringirnos a estudiar p > 2.
Ademés, si denotamos cy(f) a los coeficientes de Fourier de f € LP(du) C L?(du)
se tiene

00 1/2
(Z Ck(f)2> < [f@)ll2an < ClIf (@)lp,p

k=0
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Asi, para probar la acotacion del tercer sumando de (4.56) (y analogamente del
segundo), cuando N > 0 (recordar que entonces {p,(1)} € ¢?), podriamos haber
hecho

‘/_11 K,(1,9)f(y) du(y)’ _

ﬁézm(Du/tpk@Dny)duQD‘
k=0 -

n 1/2 / n 1/2
<(Znr) (Zaor)
< Cllf@)ll2an < Collf (@) lp,an;

ipk(l)ck(f)
k=0

demostracion mucho mas corta que la realizada en el teorema anterior.

Corolario 4.12
Sean 1 < p < o0 y los pesos U(x) y V(x) como en (4.48) pero con Uy(x) = Vi(z) =
1, A<ay B <b. Entonces, es equivalente que se verifique la acotacion uniforme

15n(f; 2)U @) lpan < ClIF @)V (2)lp.au
a que se satisfagan las desigualdades (4.49), (4.50) y (4.51).

Demostracion:
Basta combinar los Teoremas 4.9 y 4.10.

PARTE 2.2: Caso (1 — 2?)*|z|" + Mdy(z) + 5 0_1(z) + 5 &1 (2)

Hasta ahora, hemos estudiado la convergencia de las series de Fourier de un
sistema de polinomios ortogonales respecto a una medida en [—1,1] cuya parte
singular se encuentra en los extremos del intervalo. Esta caracteristica no es fun-
damental, sino que lo importante es conocer acotaciones de los polinomios y su
tamano en los puntos con masa no nula. En efecto; de aqui hasta el final del capi-
tulo vamos a dedicarnos a estudiar la convergencia de otro sistema de polinomios
ortonormales en [—1, 1] respecto a una medida cuyas deltas de deltas de Dirac no
s6lo estan en los extremos sino también en el punto medio del intervalo. Y lo hare-
mos de tal forma que los polinomios que asi aparecen se puedan relacionar con los
que hemos estudiado hasta ahora, para poder aprovecharnos de las estimaciones
que ya conocemos.

Sea la medida

(4.59) dv(z) = Alz| (1 — 2% dz + Mdo(z) + ];[ d_1(x) + ];/51(@, xe|[-1,1],
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donde

1 1
A :/ ]x\”(l—xz)adx:B<7;_,a+1>
1

(v +1)/2)T (a4 1)
= Tlatqyt3p 0 @b

y denotemos {p,(z)}5°, a los polinomios ortonormales respecto a dv. Para que no
haya posibilidad de confusiéon, a los polinomios ortonormales respecto de du tal
como se toma en (4.1) los llamaremos a partir de ahora p®*MN(z), dejando la
notacion genérica p,(x) unicamente para los definidos a través de la medida (4.59).

Es inmediato comprobar por simetria a partir de (4.59) que si {p,(z)}>, son
los polinomios ortonormales respecto a dv, entonces {(—1)"p,(—z)}5°, forman
otra familia de polinomios ortonormales con el mismo coeficiente director. Por
tanto, por unicidad, deberé ser

(=1)"pa(=2) = pu(2).

Es decir, los polinomios ) son pares o impares segin sea n. Este hecho sera de
) n
gran importancia en la demostracion del siguiente resultado:

Teorema 4.13

Se verifica
par() = pz,(v—l)/2,M,N(2x2 = 1), pani(z) = 61/213]92’(%1)/2’0’1\[,(2:62 -1)
donde ) ;
v+1
Demostracion:

Veamos en primer lugar qué ocurre con los polinomios de grado par. Por definicion,
es claro,

Okm = /11 Pok()pam () dv(z) = 2A /()1P2k(90)292m($)|$|7(1 — %)% dz
+ Mpor(0)p2m(0) + Npar(1)pam(1).

Pero pox () v pam(x) son polinomios pares, luego podremos poner pog(x) = rp(2?)
V Pom () = rn(2?), donde 74(y) v rm(y) son polinomios de grado k y m respecti-
vamente. Entonces, si efectuamos el cambio de variable y = 22, obtenemos

Om = A /01 rr(y)rm (W)|y? 72 (1= y)* dy + Mre(0)rm(0) + Nrg(1)rm(1).
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Realizando un nuevo cambio de variable z = 2y — 1 queda

1
Ok = 2’7/2’1/2"“A/ T (1 ;— Z) T'm (1 —; Z) (1+ z)7/2’1/2(1 —2)%dz
-1
+ M7r(0)r,(0) + Nrg(1)r, (1),

es decir, los polinomios {ry((1+ z)/2)}72, son ortonormales respecto a la medida

T(o+ /2 + 3/2)
2059212 (a + DI((y + 1)/2)

(1—2)(1+2)/2 2 a2

+M5—1(Z)+N51(Z)7 z € [_1’1]
De aqui, por unicidad, r((1+2)/2) = pgv(’Y*l)/ZM,N(Z)
de variable se sigue la primera parte del teorema.

Para los polinomios impares procedamos del siguiente modo (notar que se anulan
para x = 0 y que toman valores opuestos en 1y —1):

, v deshaciendo los cambios

1 1
Okm = /_1 Pok+1(2)P2mr1 () dv(x) = 2A/0 Poki1 (%) pamr () |2]7(1 — 2°) da
+ M -0+ Npopy1(1)pami1(1).

Tomando ahora po(z) = xty(2?), pam(z) = xt,(2?), y haciendo el cambio de
variable y = 22 en primer lugar y luego z = 2y — 1 se llega a

1 1 1
=2 1 () () e -
-1
+ Nt (D)t (1).

Pero ahora, al contrario de lo que habia ocurrido con los polinomios pares, la
constante 277/273/2=A no es la que tendria que haber aparecido de acuerdo a
(4.1), sino que hay que multiplicarla por el e; del enunciado. Asi, los polinomios
er (1 + 2)/2)}3%2, son ortonormales respecto de la medida
Ia+v/2+5/2)
207/24321 (v + 1) (/2 + 3/2)

(1—2)*(1+ 2224z 4 e, NSy (2), 2 €[-1,1].

Aplicando de nuevo unicidad y deshaciendo los cambios de variable se obtiene la
segunda parte del teorema.

Notar que en el teorema anterior no influye para nada que el salto en 1 sea N
o N’, ya que e; # 0 y lo tnico que importa es que el salto sea o no nulo; es decir,
que exista o no delta de Dirac.



100 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

Corolario 4.14
Cuando n es par se verifica

1 —a/2-1/4 1 —a/2-1/4 1 —v/2
(4.60)  |pn(z)] < 0(1—“712) (1+x+712) (m +n)

y, cuando n impar,
(4.61)

1 —a/2-1/4 1 —a/2-1/4 1 —v/2—1
Ipa(2)] gC(l—x+2) (1—1—:1;—1—2) 2| (y:m) |
n n n

Ademds,

netl/2. s N =0,

no32 i NS0, n par e impar,

(4.62) (1) = (=1)"pu(=1) ~ {

n/?, st M =0 yn par,
(463)  pa(0) ~ {n/

n(0) =0 st n tmpar.
st M >0 yn par, Pa(0) b

En particular, {p,(1)}°2q v {pa(—1)}2, estdn en (*> si N > 0 y {p,(0)}52, lo estd
cuando M > 0.

Demostracion:
Vamos a ver (4.60). Utilizando el teorema anterior y (4.42) se tiene

s ()| = ’pg,(v—l)/zM,N(Mz —1)|
) 1 —a/2-1/4 ) 1 —vy/4
§C’<2—2x +k:2) <2x +k52)

e (s N 1\ e/2-1/A - 1\ A (| ’+1>w/2
R S DTS T k) ATok)

Analogamente se procede para demostrar (4.61). Por tltimo, para comprobar
(4.62) y (4.63) basta utilizar el teorema anterior en combinacion con (4.45) y (4.46).

Llamaremos ahora {g,(x)}>°, a los polinomios ortonormales respecto de la
medida ey(1 — z?) dv, donde la constante e, sirve tinicamente para que

1
/ es(1 — 2/ () dr =1
-1
(es facil calcular que e; = (2 +v + 3)/(2a + 2)). Como (1 — z?) se anula en 1y
—1, la nueva medida ey(1 — 2?) dv tiene como parte singular una tnica delta de
Dirac en 0 de salto M’ = ey M.

Entonces,
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Corolario 4.15
Cuando n es par se verifica

1 —a/2-3/4 1 —a/2-3/4 1 —/2
(4.64)  |gn(z)] < C<1—x+2) <1+:v+) (|g;y+) ,
n n n

y cuando n impar,

(4.65)

1 —a/2-3/4 1 —a/2-3/4 1 —v/2—1
()] SC(l—x—i—Z) (1+x+2> 2| (|xy+) .
n n n

Ademds, se cumple que

(4.66) gn(z)| < Cnot32 en 1/2 < |z < 1.
Y también
n/? si M =0 yn par
4.67 1 (0) ~ ' " q,(0) =0 sin impar.
(4.67) 4(0) {n_7/2_1, si M >0 yn par, 4(0) b

En particular, {g,(0)}2, € €% si M > 0.

Demostracion:

Para demostrar (4.64), (4.65) y (4.67) basta aplicar el corolario anterior pero to-
mando a + 1 en vez de a y con N = 0. Por tltimo, (4.66) se obtiene facilmente a
partir de (4.64) y (4.65).

Llamaremos a partir de ahora U(z) y V(x) a los pesos en [—1,1] definidos
mediante

(4.68)
(1 —2?)2z|?, = #0,+1, (1 —2»)z|P, z#0,+1,
U(z) = { M1, r = =1, V(xz) = { Ny, r==+1,
M, =0, Mo, z = 0.

Entonces, dado 1 < p < oo, en el teorema siguiente analizaremos la acotacion
uniforme de los operadores

Sy o LP([-1,1], V(z)? dv) —— LP([—1,1],U(x)? dv)
f—S.f

donde S,, f denota la serie de Fourier respecto de dv.
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Teorema 4.16
Sea dv como en (4.59), U yV como en (4.68) con A<ayB<byl<p<oo.
Entonces, es equivalente que se verifique la acotacion uniforme

15 (F; 2)U (@) lpae < Clf () V ()|,

a que se satisfagan las desigualdades

1 1 a+ A a— A 1 a+1
4. S 1 -, ——
(4.69) (p 2>(a+ )+ 5 < 5 +m1n{4, 5 },

11 d+D| d-D | (1 v+1
(4.70) p—2> (v+1)+ 5<% +m1n{2,2},

(4.71) N (Nl + 1> +M <M1 + 1) < oo (con el convenio 0-00 =0).
Ny M,

Demostracion:

Que las condiciones (4.69), (4.70) y (4.71) son necesarias se comprueba a partir

del Teorema 3.4 exactamente igual a como hacemos en el Teorema 4.9. Tenemos

pues que demostrar que son suficientes.

Fijémonos en primer lugar en las partes absolutamente continuas de las medidas.

Cuando se aplica la descomposicion del Lema 3.1, para poder garantizar la aco-

tacion uniforme de los tres operadores que alli aparecen hay que demostrar que

existe § > 1 tal que

(4.72)  (Ipasa @)UV (@), |gn(2)|P(1 = &)V (@) (2)'77) € AD(=1,1)
y
(4.73)  (lga(@)P(1 = 2P U @)V (@), [psa ()| 7V (@) (2)'F) € A5(—1,1),

ambas uniformemente. Entonces, lo primero que tendremos que hacer es demostrar
que las acotaciones que hemos encontrado para los polinomios p,(x) y ¢.(x) ga-
rantizan estas condiciones A,. Pero hemos obtenido cotas distintas segtin sea n par
o impar, por lo tanto tendremos que analizar estos dos casos de modo diferente.
Ademas, el Teorema 2.18 nos permite estudiar las condiciones A, por factores.
Asi, si n es par, (4.72) se traduce en demostrar

((1 —r+ n—2)—p(a/2+1/4)(1 o x)ap—i—a’

(4.74)
(1 — I+ n72)p(a/2+3/4)<1 . x)*p+Ap+Ozfap) c Ag<_17 1)’
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((1 + x4+ n—2)—p(a/2+1/4)(1 . x)ap—l-a,

(4'75) 2 2+43/4 A 5
(14 & 4 n~2)P@/283/9 (1 4 g)=p+ p+a—ap) € A%(—1,1),

(4.76) (|| +n=") PO @ (|| 4ty PR || PPEITR) € AD(-1,1).

Y cuando n impar, para demostrar (4.72) aparecen las dos mismas condiciones
(4.74) y (4.75) junto con

@77) (2l +n ) 7P|, (o] + PO PP € A (-1, 1),
En cuanto a (4.73), si n es par se reduce a
((1 — x4 n—2)—p(a/2+3/4)(1 o x)ap—i—a—l—p’

(4.78)
(1 — 24 n 2)P/2H1/4 (1 x)Aera—ozp) c Ag(—l, 1),

(142 4 n72) P23/ (1 4 gywwtectr,

(4'79) 2 241/4 A )
(14 a+n 2R 4 gytrteser) ¢ A3(-1,1),

(4.80)  ((Ja| +n =) PO B (|| 40T PP € AT(—1,1).
Y cuando n impar, aparecen (4.78) y (4.79) junto con
(481) (] +n 1) PO P (|af PR PP) € AY(-1, 1),

Las condiciones (4.74), (4.75), (4.78) y (4.79) son las mismas que han aparecido
sucesivas veces a lo largo de este capitulo y el anterior. Se reducen a (4.69) sin méas
que utilizar el Corolario 2.17.

Y de forma similar se comprueba que (4.70) implica las dos condiciones A, de
(4.77) vy (4.81).

Con esto, el resto de la demostracion del teorema discurre por los mismos cauces
que la demostracion del Teorema 4.10.

Observacion 4.17
Si en (4.68) hubiésemos tomado

(1 — 2?)?|z|?Uy(z), = #0,+1,
U(z) =< Ny, x = =1,
My, x =0,
(1= a?)alPVi(x), = #0,+£1,
V(z)={ Ny, z = &1,
My, x = 0.
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con Uy(z) ~ Vi(z) ~ cte. en (—¢,¢), (—1,—1+4+¢) y (1 —¢,1), andlogamente a
como se hace en los Teoremas 4.9 y 4.10, para la acotacion uniforme de la serie de
Fourier hubiera aparecido como condiciéon necesaria

1 1
/ Uy(z)? dr < oo, / Vi(z) ?dz < oo
-1 -1
y como condicion suficiente
(Ui(a)", Vi(2)?) € Ap(=1,1)

para algin 6 > 1 (basta 0 = 1 si U; = V).

Tampoco es esencial que los pesos U(x) y V(x) sean pares: perfectamente podiamos
haber puesto (1 — z)%(1+ )’ en el lugar de (1 —2?)* y (1 — 2)4(1 + 2)® en lugar
de (1 — 2%)”. Esto simplemente hubiera anadido al teorema anterior la condicién

1 1 b+B| b—B (1 a+1
———](a+1)+ < +m1n{ }

p 2 2 2 4 2

(cambiar en (4.75) y (4.79) a por by A por B). Y si los valores en 1 y —1 ya
sea de U(x) o de V(x) hubieran sido distintos, nos bastaria con haber modificado
ligeramente la condicion (4.71).

Observacion 4.18

Una forma radicalmente distinta de abordar la demostraciéon del Teorema 4.16
hubiera sido proceder como en el Capitulo VI: a partir de las relaciones del Teo-
rema 4.13 se encuentran relaciones entre los ntucleos de los diversos sistemas or-
tonormales implicados, con lo cual posteriormente pueden aprovecharse los Teore-
mas 4.10 y 4.11 para demostrar el Teorema 4.16.

Sin embargo, hemos preferido seguir este camino porque asi se observa como las
distintas cotas que aparecen para los polinomios pares e impares son ttiles a la hora
de aplicar la teoria A,. Para verlo mas sencillo supongamos d = D. Si tinicamente
utilizamos las cotas (4.60) y (4.64), que sirven para todo n ya que son mayores que
las correspondientes a los polinomios impares, los pares de pesos que aparecen no
s6lo no estan en A, uniformemente sino que ni siquiera estan en A, para ningin n
salvo cuando 7y > 0. En efecto, con estas cotas las condiciones (4.76), (4.77), (4.80)
y (4.81) hubieran quedado todas ellas de la forma

(] +n ") P22, (2] + 07ty P2 [2|P077) € AJ(=1,1),

Fijado n, los dos factores (|z| + n™') se pueden despreciar pues estan acotados
inferior y superiormente. Y, cuando v < 0, nunca se verifica

(|77, o F707) € Ap(—1,1)
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ya que una de las condiciones que se tiene que cumplir para ello es dp +~v —vp <
dp + 7, que solo es cierto cuando v > 0. Pero cuando v > 0 se pueden tomar
todas las cotas de los polinomios cerca de 0 de la forma C|z|~"/2? y no hace falta
introducir los (|z] +n™!).

Por estos mismos motivos, en todos los resultados del capitulo anterior encamina-
dos a buscar condiciones suficientes para la convergencia en media teniamos que
tomar v > 0. Notar que cuando N = M = 0, el Teorema 4.16 no es una simple
consecuencia del Corolario 3.11, pues para ello hubiéramos necesitado v > 0.






CAPITULO V

Series de Fourier de los sistemas de Bessel y Dini

Sea
& (=)F(x/2)*
(51 Jale) = <2> ,;)k!r(a+k+ 1

la funcion de Bessel de orden aw > —1. Es bien conocido (ver por ejemplo el tratado
de Watson [1]), que J,(x) tiene un conjunto numerable de ceros en (0, c0), todos
ellos simples y cuyo tnico punto de acumulacion es co. Sean {a, }°2 | estos ceros
ordenados en sentido creciente. Entonces, se cumple

1
/ Jo(anz)Jo(amz)rde =0, n#m,
0

1
/ Jolan®)?wdr = Jop1(an)?/2 >0,
0

luego {J,(a,z)}22, forma un sistema ortogonal en L?((0,1),xdz). Se demuestra
ademas que este sistema es completo.
Denotemos ahora

jule) = Y2 elot),

B |Ja+1(an)|

con lo que {j,(x)}52, forma un sistema ortonormal y completo en L?((0, 1), z dx),
que se denomina sistema de Bessel.
Para cada funcion f, sean

Su(fiz) = ki%jk(l‘), e = c(f) = /01 JkW) f(y)y dy,

las sumas parciales de su serie de Fourier.
Dado p € (1,00) y dos pesos U(z) y V(z) en (0,1) (U(xz) < CV(x)), en este

capitulo estudiaremos, utilizando teoria A, de pesos, cuando los operadores

Sy LP((0,1), V(z)Px dr) —— LP((0,1),U(x)Px dx)

(5.2) F—

son uniformemente acotados (a partir de ahora todos los espacios L? que conside-
remos seran sobre el intervalo (0, 1), y no lo indicaremos salvo que pueda dar lugar
a confusion). Como en los capitulos anteriores, esta acotacion uniforme se traduce

107
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en la convergencia en LP(U(z)Px dz) de S, f a f para cada f € LP(V (x)Pzx dx), aun-
que no nos preocuparemos de decirlo de aqui en adelante (las consideraciones de
la Observacion 1.3 para garantizar la equivalencia entre convergencia y acotacion
uniforme se resuelven mediante la Proposicion 5.4).

Para evitar trivialidades consideraremos que los pesos U y V no son constante-
mente a.e. iguales a 0 0 co. Ademaés, en todo el capitulo utilizaremos C' para denotar
constantes positivas que pueden no ser la misma en cada ocasiéon. Y llamaremos ¢
al conjugado de p, es decir, p y ¢ deben cumplir la relacion 1/p + 1/q = 1.

Como
S0 = [ Kule ) fhydy, Kale,y) = 3 jela)iety).

para estudiar la acotaciéon uniforme lo primero que tendremos que hacer es tener
expresiones adecuadas de los nicleos K, (z, y). El resultado en el que nos basaremos
es el siguiente:

Lema 5.1
antanyi

Si denotamos M, = =",

M,
F(M, = M M,y) ———
( n7$ay> Ja( nm)t]onrl( ny) 2<y_x)>
)
G(My,2,9) = Ja(Mo) Jasr (M) —2
ns L, = Ja nl)Jo nY) 57,
Yy +1 Yy 2($+y)

para z,y € (0,1) se tiene

Ky(x,y) = F(M,,x,y) + F(M,,y,z) + G(M,z,y) + G(Mp,y, )
O(1)(xy)~*/?

+O() ay) + =5

donde las O(1) son uniformemente acotadas con respecto an, x e y.

Demostracion:

Si « > —1/2 puede verse en Wing [1] y si & < —1/2 en Benedek-Panzone |[2].



SISTEMAS DE BESSEL Y DINI 109

Utilizando el lema,
ISn(f,x)IS’/lKn:ry ydy’ ‘/ (M, z,y)f )ydy‘
’/ My, y, @ )ydy’+ ’/ G(My,z,y) f(y )ydy’
G(Mn,y, ) f(y )ydy’+0/ xy)*|f (y)ly dy

—-1/2

+c/ S ()l dy

(5.3) ™

zn f7 +CW5(f7l')+CW6(fax)

||Mu>

respectivamente.
Entonces, para que se verifique la acotacion uniforme de los operadores (5.2)
bastaréd comprobar

1 1
(5.4) AH%Aﬁ@U@WmMSCA|ﬂ@V@Wmm,i:Ll&m
y
(5.5) /Hfo wwm<c/|f (@)Pzdz, i=5,6.

En las expresiones anteriores aparecen no solo transformadas de Hilbert sino
también operadores del tipo

(5:6) s = [ 5104y
y
(5.7) fgﬂg:(;;fld

Estudiemos pues la acotacion de estos operadores.

Lema 5.2
Sean u y v pesos en (0,1) y 1 < p < 0.

(1) Para que el operador J definido en (5.6) sea acotado de LP((0,1),vdx) en
LP((0,1),udx) basta con

(5.8) (u,v) € Ag(d, 1) para algin d € (0,1) y algin § > 1,

d d
(5.9) / u(x)’ dr < oo y / v(z) P~V dy < 0.
0 0
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(i1) Para que el operador J' definido en (5.7) sea acotado de LP((0,1),vdx) en
LP((0,1),udzx) basta con

(5.10) (u,v) € Ag((),d) para algin d € (0,1) y algin § > 1,
1 1

(5.11) / u(z)’dr < ooy / v(x) 7P dr < 0.
d d

(iii) Y para ambas es suficiente que (u,v) € A%(0,1) para algin § > 1.
Demostracion:
(i) Si denotamos

u(z) =u(x)en (0,1) y u(xz)=0en[l,2),
v(z) =v(x)en (0,1) y v(z)=ocen|l,2),
)= () en (0,1) v F(x)=0en [1,2),

la acotacion del operador J es equivalente a

s [ aw e <c [Tl dy

con C' independiente de f.
Haciendo el cambio de variable z = 2 —z, (5.12) aparece como la acotacién de una
transformada de Hilbert con dos pesos, luego basta que se cumpla

(5.13) (w(2 —2),0(2)) € Ag(O, 2) para algin 6 > 1.
Es decir, que exista C' independiente de I C (0, 2) tal que

(5.14) (Au@—ad%k)<Av@ywwqhh>%&§(ﬂﬂ9

SiIC (0,101 C[1,2), (5.14) es trivial pues w(2 — 2)° = 0 0 7(2)%/P~1) =0
respectivamente. Basta pues analizar qué ocurre cuando I = (a,b), a < 1 < b. En
este caso, haciendo 2 — z = x en la primera integral, tenemos que ver

1 1 p—1

(5.15) U‘WW@ﬁUFWWM”M) <P = Clb — af.
2—b a

Sia < d, es inmediato por (5.9) pues [b—al? > |b—d|P > |[1—d|P = C. Analogamente

ocurre si 2 — b < d. Supongamos pues que ¢ = min{a,2 — b} > d. Entonces, la

expresion izquierda de la desigualdad (5.15) puede acotarse por

(5.16) (/Cl u(x)’ dx) (/cl v(z)70/ =D dz)p_l :

Ahora, aplicando (5.8) a (5.16) y utilizando la desigualdad |1 — ¢| < |[b — a, se
sigue (i).

(i) Inmediato a partir de (i) haciendo los cambios de variable z = 1—tey = 1—2z.
(iii) Obvio pues las hipotesis de (iii) implican las de (i) y (ii).
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Antes de proseguir, veamos dos conocidas estimaciones de las funciones de
Bessel, que pueden encontrarse en Watson [1], y son las siguientes:

ZOC

(5.17) Jol?) = ST s

+0(2*")  cuando — 0,

2 4
(5.18) Jo(2) = \/—Z cos (z — % — ) +0(27%?%)  cuando z — oo.
m

™

Ademés, vamos a calcular una estimacion de la norma en L?(z dz) de las fun-
ciones de Bessel para poder encontrar a partir de (5.17) y (5.18) estimaciones de

las j,(z).

Proposicién 5.3

cuando n — 0.

1
(5.19) / Jo(anr)?w da =
0

T,

Demostracion:
A partir de (5.17) y (5.18) es claro que

20+1
Ja(2)2z = M + 0(22a+3) cuando z — 0,
2 4
Jo(2)?2 = = cos® (z A ) +O(z7) cuando z — oo.
m 2 m

Ademés, tras hacer el cambio de variable z = «,,x, obtenemos
[ aapade = 5 [ guerzd e [T (222
W) rdr = — W(2)zdz+ — w(2)zdz
0 a2 Jo a2 i
1 ' 2ot Lot 2 <
= T d —/ Jo -] d
1T (a1 1)2a%/o Sy ( &z - mrare) ¢

2 an 4
+— cos2<z—a7r—)dz
wag J1 2 T

1 Qn 2 4
+ ()421/1 <Ja(z)2z - cos? (z - a77r — ﬂ)) dz.

De las cuatro integrales que aparecen, la primera es una constante; la segunda se
acota, en modulo, por una constante; la cuarta por C'log a,,; v la tercera es igual

/n<1+cos<2,z—om—ﬂ>) dz = «,.
1 2

Con todo esto, es inmediato obtener la estimacion (5.19).
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A partir de ahora vamos a ocuparnos de la serie de Fourier. En primer lugar,
un resultado que establece que los operadores (5.2) estan bien definidos y a la vez
demuestra la acotacion de uno de los sumandos de (5.4).

Proposicién 5.4
Las condiciones

1 1
(5.20) / U(x)Pz* dr < ooy / V(z) %t dr < oo
0 0

son suficientes para que existan los ¢, (f) para cada f € LP(V(x)Pxdz) y para que
los S, f € LP(U(x)Pxdx). Ademds, en esas mismas condiciones el operador Wi de
(5.8) es acotado de LP(V (z)Px dz) en LP(U(z)Px dz).

Demostracion:

Usando la desigualdad de Holder,

Dl =| [ F@inwuay

1/q

1 1/p 1
< ([ 1rwrvrydy) ([ oo )
y la tltima integral es finita para cada n sin mas que utilizar (5.17). Para ver ahora
que S, f € LP(U(x)Px dz) para cada n, basta comprobar que j,(x) € LP(U(x)Px dz)

para cada n, lo cual es de nuevo inmediato por (5.17).
Comprobemos ahora la acotacion de W5. Usando la desigualdad de Holder,

Walf.0) =2 [ 1@y
<o ([ wrvirsa) " ([ vy a)

1/q

Por tanto,

/01 W5 (f, 2)U(x)[Pzdx
< ( /0 U ()PPt d:c) ( /O 11/(9)‘%‘“‘+1 dy)l/q ( /0 1 LFW)V )y dy)

y como las dos primeros factores son finitos W5 es acotado.

Estudiemos ahora la acotacion del sumando W, que es el otro que no depende
de n en la descomposicion (5.3).
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Proposicion 5.5
Para que el operador Wy sea acotado de LP(V(x)Pxdzx) en LP(U(x)Px dx) es sufi-
ciente que

(U ()PP V(x)Pzt /%) € Al(d,1)  para algin d € (0,1) y algin § > 1,

d d
/ (U(z)Pz' P2 dr < 0oy / (V (z)Pt=P/2)=9/ =D dz < 0.
0 0

Demostracién:
Queremos comprobar que

p

U(z)Pzt=P/% da

AL
0 2—x—y

/01 \We(f,2)U(x)Pxdx = /01

<c| @) 2PV ()P dr = C / @)V (@) P da
0 0

Y esto, si llamamos g(y) = |f(y)|y'/?, es lo mismo que demostrar que el operador

J(g,z) es acotado con sus correspondientes pesos, para lo cual basta utilizar el
Lema 5.2.

Hasta el momento, todo lo que hemos hecho sirve para o > —1 cualquiera.
A partir de ahora las cosas van a ser mas sencillas si « > —1/2. Esta diferencia
radica en que a partir de (5.17) y (5.18), cuando @ > —1/2 es inmediato obtener
que existe C' tal que

(5.21) |J.(2)] < Cz7V2 2€(0,00),

acotacion que serd muy tutil para nuestros propodsitos ya que en el exponente de z
no aparece «. Analicemos pues en primer lugar lo que ocurre en el caso aw > —1/2.

Teorema 5.6
Para cada f € LP(V(x)Pxdz), sean S, f las sumas parciales de su serie de Fourier
respecto al sistema {jn ()}, cona > —1/2 y 1 < p < 0o. Para que

150 (f, 2)U () lp.oax < ClLF(@)V ()2 de
uniformemente es suficiente que
(5.22) (U (z)Pa' P2V (x)Pa'P/?) € AZ(O, 1) para algin § > 1

(basta § =1 si U =V ).
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Demostracion:

Hay que comprobar que todos los operadores de (5.3) son uniformemente acotados.
Sin mas que aplicar que u y v~ ®=1) son integrables cuando (u,v) € A,(0,1) y las
Proposiciones 5.4 y 5.5, ya tenemos la acotacion de los sumandos correspondientes
at=>5ei=06. Veamos pues qué ocurre con los demas.

i = 1: Sirviéndonos de (5.21) y (5.22) tenemos

/0 W (f,2)U (@) P do
— /1 /1 T )y 2 (M) Jos1 (yMa)

2(z —y)
SO/O1

/1 f(y)y1/2(yMn)1/2Ja+l(yMn)

0
1

< 01/ | f ()22 (2 M) 2 Joir (M) |PV ()P P2 d:
0

p

|(mMn)1/2Ja(mMn) |pU(x)pa:1’p/2 dx

dy

p

U(z)Pz' =P/ da

dy

r—y

<0 [ 1@V dr

i = 2: Es exactamente igual que i = 1 ya que las cotas de (5.21) para J, y Jaoi1
son las mismas.

1 =3 e it =4: Analogos a los anteriores, pero utilizando la acotaciéon del operador
J' en lugar de la transformada de Hilbert, para lo cual (5.22) es suficiente segin
vemos en Lema 5.2 (iii).

Utilizando el teorema podemos demostrar resultados ya conocidos debidos a

Wing [1].

Corolario 5.7
Dado a > —1/2, para que ||S,(f,2)|lpzde < C|f(@)|lprde uniformemente basta

que 2'7P/2 € A,(0,1), es decir, 4/3 < p < 4.

Demostracion:
Utilizar el teorema con U(x) = V(z) = 1y el hecho de que

PP e A 0,1) &= —1<1-p/2<p-1 <<= 4/3<p<A.

Corolario 5.8

Dado o > —1/2, y si para cada g € LP(dx) denotamos S, (g, x) las sumas parciales
de su serie de Fourier respecto al sistema {j,(x)x'/2}> |, ortonormal en L*(dx),
la acotacion uniforme ||S, (g, 2)||pde < C|lg(x)|paz €s cierta para todo p € (1,00).
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Demostracion:
Como

n 1
Sulg.2) = 3 ([ 9@ iey) dy ) jn(a)a? = 228, (g )y ),
si llamamos f(y) = g(y)y~'/2, la acotacion buscada es equivalente a

1 1 1
[ 1sut et de < © [ f(@)at P de = € [ gl de.
0 0 0

Para esto, sin mas que aplicar el Teorema 5.6 con U(z) = V(x) = 2'/271/? basta
que 1 € A,(0,1), cierto para todo p € (1, 00).

Utilizando que 2" € A,(0,1) si y solo si —1 < r < p—1 (ver (2.11) e integra-
bilidad en (0, 1)), es de nuevo inmediato obtener las correspondientes condiciones
de acotacion uniforme de las series de Bessel con U(x) = V(z) = x* (este tipo de
acotaciones ya las estudian Benedek-Panzone [3]). Pero, mas en general, también
se obtiene

Corolario 5.9
Sean o > —1/2, 1 < p < 00 y los pesos

U(z) =a2%(1 - :c)b H |z — xk\b’“, V(z) = xA(l — x)B H |lx — xk|B’“
k=1 k=1

O<z <z <...<Tpq1 < Ty, <1). Para que

150 (f; 2)U(@)lpzan < Cllf(2)V (@)llp0ar

uniformemente es suficiente que

|1 1 a A’ 1 a—A A<a

5.23 - P
(5:23) p 2 Tt cat T

(5.24)
pb>—1, pB<p—1, B<b, pby > =1, pBr <p—1, B <l (1 <k <m).

Demostracion:
Elijamos yx (0 < k < m) tales que

O<y<ar1 <Y <2<+ < Tp1 <Ym-1< T <Yn < 1.

Entonces, segin el Teorema 2.18, podemos estudiar la condicion (5.22) por factores
y basta que exista 0 > 1 para el cual se cumpla

(¢ P2 ARy € A0(0,1), (1 —2)", (1 —2)™) € 45(0,1)
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(lz = @™, |z — @x[PP) € A3(0,1) (1 <k <m).

Empecemos con la primera de las tres. Por (2.16), es equivalente a estas tres
condiciones:

ap+1—p/2>—-1, Ap+1—p/2<ap+1-—p/2 y Ap+1—-p/2<p-—1.
Es decir,
p(l—2a) <4, A<a y pB—-24)>4

Pero,

p(l—2a) <4 <p(3—-24) <= 1/4—a/2<1/p<3/4—A/2
— —1/4—a/d+A/A<1/p+a/i+A/4—-1/2<1/4—A/4+a/4,

con lo que llegamos a (5.23).

La segunda condiciéon A, es equivalente a pb > —1, pB <p—1, B < b, y la tercera
apby > —1,pBr <p—1, B, < b, (1 <k <m), con lo que queda demostrado el
teorema.

Si (5.24) queremos escribirla de modo analogo a (5.23) lo que queda es

D 21ty

<
2+2’

1 1 El 1 e—F
bbbt o

donde e toma todos los valores by, (1 < k <m)yb,y E los valores By (1 < k < m)
y B respectivamente. El proceso para llegar a esta expresion es anélogo al seguido
para llegar a (5.23)

Vamos ahora a analizar qué ocurre cuando —1 < o« < —1/2. En primer lugar,
buscaremos acotaciones adecuadas para las funciones de Bessel.

Lema 5.10
Sea —1 < a < —1/2. Eziste C tal que para todo z € (0,00) se cumple

C

1/2 a+1/2 1/2
(5.25) |2 / Jo(2)] SC(1+ 2 / ) |2 / Jo+1(2)| < 14 otz

Demostracion:

De (5.17) y (5.18) es inmediato |J,(2)| < Cméx{z7/2, 2%}, y de aqui se sigue la
acotacion deseada para |2'/2J,(2)|.

Por otra parte, como o« + 1 > —1/2, por (5.17) y (5.18) son ciertas

It () SC v i (2)] < 22,
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ambas para z € (0,00), y por tanto

Za+3/2

1/2
|Z Ja+1(2)| S CW

Ahora, ya simplemente basta demostrar

Za+3/2 C
1+Za+3/2 S 1+Za+1/2’

z € (0,00),

117

lo cual es inmediato sin méas que tomar equivalencias cuando z — 0 y 2 — 0.

Teorema 5.11
Sean S, f las sumas parciales de la serie de Fourier respecto al sistema {jn(x)}
con —1<a<-1/2yl<p<oo. Para que

HSn(fv I)U(I)Hme < C”f(x)v(x)np,xdw

uniformemente basta que exista § >1 (6 =1 si U =V ) tal que

1 —p(a+1/2)
(M}, +ZL‘> U(%’)piﬂap—H,

(5.26)

1 et/ ap+1 5
(Mn 4 x) V(xPaert | € 450, 1)

Yy

1 p(a+1/2)
<Mn + x) U(x)Pop— PPl
(5.27)

1 p(a+1/2) i 5
<ML + ac) V(x)Px= PP € A}(0,1),

Qn+0n41

ambas uniformemente, y siendo M, = 5

Demostracion:
Veamos la acotacion de los seis operadores de (5.4) y (5.5).
¢ = 1: Si se cumpliera
(5.28)
((1 + (an)aH/z)p Ulz)Pat=/?, (1 + (an)Ml/Q)p V(x)pwlfpﬂ) € Ag(O, 1)

)
n=1
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uniformemente, utilizando (5.25), tendriamos

/01 (Wi n(f,2)U(z)|Pxdx
= /1 /1 f(y)yl/Z(yM”)1/2Ja+1(yMn)

2(z —y)
<C/

/ F@)y' 2 (M) Jasa (yMa)
< 01/0 |f<x)x1/2(an)l/2Ja+1(ﬂan)|p(1 + (zMn)a+1/2)pV(aj)px1_p/2 dr

p
dy

|(.TMn)1/2Ja($Mn) |pU(x)px1_p/2 dx

P
dy| (1+ (zM,)*T2)PU (z)PzP/? da

r—y

<o )V (@) da,

tal como buscabamos. Por otra parte, (5.28) es equivalente a que exista C' inde-
pendiente de I C (0,1) tal que

(5.29) (/I<1 + (@ M) ) U () Pt dx)
| 8 (/1 (a+ (Jan)a“/Q)”V(x)pxl‘p/Q)_WH) d:c)pl < C|IP.

Pero, sin mas que tomar equivalencias cuando z — 0y z — o0 es facil comprobar
que cuando o < —1/2, existen constantes C; y Cs tales que

Clza+1/2(1 + z)—a—1/2 <1+ Za+1/2 < CQZa—I—l/Q(l + Z)_a_l/Q, = (1700)7
y por tanto
(5.30) 1+ (2M,)*TV2 ~ (M) V21 + xM,) Y2 = 2TV2(1 /M, 4 )7 1/2
independientemente de n y de x € (0,1). De aqui que (5.29) es equivalente a
5
</ {xa—i—l/Q(l/Mn + x)—a—l/ﬂ pU($)6pl'6(1_p/2) dl’)
I

p—1

—5/(p—
X </ ([xo‘“/z(l/Mn + a:)_o‘_l/z]pV(x)pxl_p/Q) /= da:) < C|IP,
I

es decir, (5.26).
1 = 2: Analogamente se obtiene que para

(5.31)

Yy 2 (yM)2 Jo(y M)

w—y)

yM2( yM )12 Jo(yM,,)
—y

dy| |(xM”)l/QJaH(SUMn)|pU(9€)px1_p/2 dx

dy (1 + (M) V) PU (2)P 2 P2 da

< [ 7@V i,
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es suficiente que

(5.32)
<(1 + (an)aH/Q) P U@, (1 - (an)aH/Z)_

p

V(x)pxl_p/Z) € A%(0,1).

Y, utilizando de nuevo (5.30), llegamos a (5.27).

it = 3: Como 7 = 1, pero utilizando, en lugar de la transformada de Hilbert, la
acotacion uniforme de los J'(g,z) como operadores entre los espacios LP(v,) y
LP(uy,) cuando (uy, v,) € AJ(0, 1) uniformemente.

i = 4: Como i = 2 pero con el operador J'.

i = 5: Tenemos que ver que a partir de (5.26) y (5.27) es posible demostrar (5.20).
Para ello, si tomamos n fijo (n = 1 por ejemplo), el factor x+1/M; es despreciable
ya que esté acotado superior e inferiormente, con lo cual de (5.26) y (5.27) aparecen,
respectivamente

(5.33) (U(z)Pz?* V(x)Pz*rt) € A2(0,1)
y
(5.34) (U(z)Pz= PP+ V (2)Pa= P Py € A%(0,1).

Basta ahora utilizar en (5.33) que u es integrable sobre (0,1) cuando (u,v) €
A%(0,1) y en (5.34) que v~ /#~1) es integrable sobre (0,1) cuando (u,v) € A5(0,1)
y se llega a (5.20).

© = 6: Ya no es cierto ahora, como en el Teorema 5.6, que pueda deducirse a partir
de (iii) del Lema 5.2, pues la hipotesis de (iii) no tiene por qué ser cierta. Pero si
que va a ser posible demostrar las hipotesis de (i) a partir de (5.26) y (5.27). Es
decir que, segun (5.8) y (5.9), tenemos que probar que existe d € (0,1) tal que

(5.35) (U(z)Px=P2 V(x)Pa~?/?) € Ai(d, 1),

d d
(5.36) / (U(x)Pz ") dr < 0oy / (V ()Pt =P/2) ==Yz < 0.
0 0

Tomando d € (0,1) cualquiera y n = 1, (5.35) es inmediato a partir de (5.26). Por
otra parte, de (5.33) y (5.34) deducimos

d d
/ (U(z)Pz°P ™) dr < 0oy / (V(:c)px’o‘p’p“)"s/(p’I) dr < 00,
0 0

con lo cual, como 1 —p/2 > ap+1y —ap—p+1 > 1—p/2 siempre que o < —1/2,
se sigue (5.36), y el teorema queda probado.
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Observacion 5.12
Si en (5.29) hacemos el cambio de variable z = xM,, y dado I = (¢, d) denotamos
I' = (e¢M,,dM,), la condicién que se obtiene es que exista C' independiente de
I C(0,M,) tal que

([ 1+ 220 (2 200002 )

(5.37) / o o

% (/ ((1+Za+1/2>pV(Z/Mn>p217p/2) d/(p—1) dz) < C|I/|p
I/

Analogamente, (5.32) se convierte en

(/ (1 4 20H1/2) =017 (2 /M, )PP -50-P/2) dz>

(5.38) / o o

% (/ ((1+Za+1/2>_pV(Z/Mn)pzl_p/2) §/(p—1) dZ) < C|I/’p,
I/

En ninguna de estas dos expresiones se puede obviar la condicion I C (0, M,,),
va que de lo contrario U(z/M,) y V(z/M,) pueden no tener sentido pues U y V'
son pesos sobre el intervalo (0, 1). Pero si U y V tienen sentido como aplicaciones
en (0,00), podriamos en (5.37) y (5.38) exigir I C (0,00), luego bastaria que se
verificase

(14 222U (2 /M, )P 21 7P/2) (1 4 222V (2 /M, )PP/ € AZ(O, 00)

(14222720 (2 /M 20702 (14 2P 2) 7PV (2 /M, P21 7P1D) € A0, 00),

ambos uniformemente. Este procedimiento resulta 1til en el caso U(z) = V(z) =
x?, ya que entonces se simplifican las M,, y, ademas, se puede tomar 6 = 1. Asi,
tras aplicar 1+ 2271/2 ~ 2071/2(1 4 2)7*~ 12 queda simplemente

(5.39) (1 4 z)~Platl/2) goptltar ¢ 4 (0, 00)
y
(5.40) (1 + z)Pletl/2) gmap—ptltar ¢ 4 (0, 00).

Pero en (2.11) demostramos que 2" € A,(0,00) si y s6lo si —1 < r < p— 1.
Utilizando esto en (5.39) y (5.40) encontramos que, cuando —1 < a < —1/2 para
que se verifique

1Sn(f 2)2% lpwae < Cllf (€)% |lp2 da
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uniformemente es suficiente con
1 1 a

n <a+1
p 2 2

2

(5.41)

(esta condicion ya fue obtenida en Benedek-Panzone [3]).
Esto ya se puede aplicar a las situaciones analogas a los Corolarios 5.7 y 5.8 pero
con —1 < a < —1/2 y obtenemos que para que

150 (f; @) lpwde < ClLF (@) llp e

uniformemente basta con
2
(5.42) —<p< —,
o
y que la acotacion uniforme

180(g: 2)llp.az < Cllg()lp.aa

es cierta siempre que

(5.43)

< < —
2a+3 VS oa 1

resultados ambos ya demostrados en Benedek-Panzone [2].

Sin embargo, el proceso seguido para llegar a (5.39) y (5.40) a partir de (5.37)
y (5.38) no es valido simplemente con que alguno de los pesos U(z) o V() sea de
la forma x"(1 — x)®. Pero utilizando el Teorema 5.11 si que vamos a poder analizar
lo que ocurre para pesos de esa forma e incluso mas generales.

Corolario 5.13
Sean —1 < a < —1/2,1 < p < 00 y los pesos U(x) = 2°U,(x), V(x) = 22Vi(2)
con Uy(z) ~ Vi(x) ~ cte. en (0,¢). Para que

150 (S 2)U (@) lpwde < ClIf(2)V (@)l]p0 ar

uniformemente es suficiente que

1 1 a A a+1 a—A
5.44 ——+ -+ — A<
(5:44) > 2 ta1T1 ’ y Ty A= ®
Y
(5.45) (Ur(z)?P, Vi(2)P) € Ag(O, 1) para algin § > 1.

En particular, si

U(z) =z%(1 — x)b H |z — xk|b’“, V(z) = xA(l — ZL’)B H |z — Ik|Bk
k=1 k=1

O<z)<my <+ <Tpyq < Xy, < 1) entonces (5.45) se traduce en (5.24).
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Demostracion:
De acuerdo con el Teorema 2.18 podemos estudiar las condiciones (5.26) y (5.27)
por factores. Por tanto, basta que exista ¢ > 1 para el cual se cumplan

1 —p(a+1/2) 1 —p(a+1/2)
(546) <<M + $> l,ap+1+ap7 (M + l’) x&p“rl-’rAP) c Ag(o’ 1),
(5.47)
1 ety ety .
((M‘i‘l’) xr PP p,<]wn+l’> X p=p p)EAp(O,l),

ambas uniformemente, y (5.45). Cuando U(x) y V(z) tienen la forma particular
del enunciado tomamos y;, (0 < k < m) tales que

O<yyo <1 <Y1 <To <+ < Tm1 <Ymo1 < Ty < Ym <1
y asi (5.45) equivale a
(1—2)?(1—2)) € A(0,1), (|z — 2™, |z — 2 ["P*) € A3(0,1).

Estas tltimas son como en el Corolario 5.9 y proporcionan (5.24).
Centrémonos pues en estudiar las dos condiciones uniformes.
Utilizando el Corolario 2.17, tenemos que (5.46) es equivalente a

(1) ap+14+ap>-1, 2 ap+1+Ap<p—-1, By4) A<a,

5.48
( ) (5) ap+1+ap—ap—p/2>—-1, (6) ap+1+Ap—ap—p/2 <p-—1,

y (5.47) es equivalente a

(1) —ap—p+1+ap>-1, 2) —ap—p+1+Ap<p-1,
(5.49) By4)A<a, (5) —ap—p+1l+ap+ap+p/2>—1,
6) —ap—p+1+Ap+ap+p/2<p-—1,

De aqui, ademéas de A < a, tenemos
(5.48-1) <= a+1/p+a>—1/p
<~ 1/p—1/24a/4+A/4d>A/d—a/d—1/2—a/2,

(5.49-2) <= 1/p—1—a+A<1-1/p
<~ 1/p—p/2+a/d+A/d<a/d—A/d+a/2+1)/2
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y de ambas se obtiene (5.44).
(5482) <= a+1/p+A<1—1/p
<~ 1/p—1/24+a/d+ AJd <a/d— A4 — /2,
(549-1) <= 1/p—1—a+a>—1/p
<~ 1/p—1/2+a/4+ A4 > A/4—a/d+ /2,

y de ambas

11 Al - A
(5.50) ‘— ° ’ .

2 * 4

Por dltimo, como (5.48) y (5.49) tienen el mismo (5) y el mismo (6),

(5) <= 1/p+a—1/2>—1/p < 1/p—1/2+a/d+A/d> A/4—a/d—1/4,
(6) <= 1/p+A—-1/2<1—-1/p < 1/p—1/2+a/4+A/d <a/i—A/4+1/4,

y de ambas

(5.51)

1 1 . a . A - 1 a—A
p 24 4| SaT T

Pero de (5.44), (5.50) y (5.51) basta quedarnos con (5.44) ya que al ser a < —1/2
se tiene (a +1)/2 < —a/2 y (a+1)/2 < 1/4, con lo que queda demostrado el
corolario.

Hasta ahora tnicamente nos hemos dedicado a buscar condiciones suficientes
para la acotacion uniforme de las sumas parciales de la serie de Fourier. Trataremos
ahora de encontrar condiciones necesarias y posteriormente veremos qué es lo que
ocurre al aplicarlas a los casos particulares de los corolarios.

Sabemos por el Teorema 1.6 que una condicién necesaria para la acotacion
uniforme no s6lo de las sumas parciales de la serie de Fourier como operadores
entre LP(V (z)Px dx) y LP(U(x)Px dx), sino también del término general, es

1/q

1 1/p 1
(5.52) ( / (@) [PU ()72 da:) ( / ()] 1V ()0 da:) <c
0 0
Una primera condiciéon que impone (5.52) al aplicarla a n =1 es

1 1
(5.53) / | Ja(0n2)PU(z)Prde < 0oy / | Ja(012) |7V (2) "9z da < oo
0 0
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Ademas, por ser «; el primer cero de J,(z), de la estimacion (5.17) se deduce que
para cada € € (0,1) existe C' tal que J,(anz) > Cx® para x € (0,1—¢). Utilizando
este hecho y (5.53) obtenemos como condicién necesaria

1—¢ 1—¢
(5.54) / Uz)Pr*?dr < oo y / V(z) 12 dx < oo
0 0

para cada € € (0, 1).
Esto, al aplicarlo a pesos U(z) y V(x) como los de los Corolarios 5.9 y 5.13
proporciona las desigualdades

ap+1l4+ap>—1, ag+1—Aqg> -1, yp>—-1 y —Brg>—-1(1<k<m).

Y de aqui se obtiene la necesidad de las condiciones

1 1+a+A oz—l—1+a—A
p 24771 2 4
bip > —1 y pBr<p—1 (1<k<m),

aunque no encontramos ninguna exigencia sobre b y B ni tampoco sobre (5.23).
Es posible, y asi lo hacen Benedek-Panzone en los casos que tratan (a = A, b =
B = b, = By, = 0), demostrar la necesidad de més condiciones sobre a y A a partir
de (5.52) mediante un procedimiento analogo al de la Proposicion 5.3, pero asi no
hay forma de encontrar exigencias sobre b y B (notar que j,(x) se anula siempre
en x = 1). Vamos pues a buscar nuevos resultados que nos permitan solucionar
estos problemas. En primer lugar, un conocido resultado de anélisis de Fourier:

Lema 5.14
Sean dos funciones f y g no negativas, g continua y de periodo 27 y f perteneciente
al espacio L'(0,2m). Entonces

(5.55) tim o [ f()g(0) de = 5(0)F0),

A—oo 27
donde h(z) denota la transformada de Fourier

~ 1

2 .
ha) = o /0 h(t)e~ i dt.

Demostracién:
Por ser g continua de periodo 27 y si denotamos

1 n 2 . X
(9, — t —ikt dt) ikx
salg.0) =50 3 ([ o0 ) e
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Zivzo Sn (g y L )

N+1 7
el teorema de Fejér asegura que oyg converge a g uniformemente en todo R. Con
esto se demuestra que para cada € > 0 existira

O-N(ga‘r) =

N .
Pt)= > ae™
n=—N
con ag = g(0), tal que ||g(t) — P(t)||, < e. Por lo tanto

);T/OQ”f(t)(g(At) - POW)dt| < ;/O%f(t) dt = =f(0)

T
y de aqui
1 2 ~ 1 g2r
lm — [ f(O)PO)dE —f(0) < lim — / F(6)g(M) dt
. 1 27 ~
< lim — .
< lim o~ | FOP() dE+ef(0)
Pero
tm L [ PO dE = i S Y [T Fe
im0 PO —Aggon;N%/o f(he
N o~
= )\IEEO n:Z_N anf(—/\n).

-~

Ademas, por el lema de Riemann-Lebesgue, f(z) — 0 cuando xz — oo, luego

~

f(=An) — 0 cuando A — oo salvo para n = 0. Por tanto

~ ~

A e .

Jim o= [T F() PO dt = a0 (0) = §(0)F(0)
—o0 27 Jo

y como (5.56) puede conseguirse para cada € > 0 se sigue (5.55).

Teorema 5.15
Sea > —1,1<p<o0yh(z)> 0tal que

1—-¢

(5.57) / h(z)x*? dz < oo
0

para algun € € (0,1). Entonces

(5.58) i, | (@) Ph(z) do = M | (@) da

n—oo



126 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

con
op/2  ror
M= i/ | cos(t — am/2 — /4P dt.
21 Jo
Y si la integral de h(x)z®? no es finita sobre ningin intervalo (0,1 — €) entonces
la integral de |j,(z)[Ph(z) sobre (0,1) es infinita para cada n (en particular, la
desigualdad > en (5.58) es cierta en todo caso).

Demostracion:

En primer lugar, es claro que si no existe ¢ € (0,1) cumpliendo (5.57) en-
tonces, la integral de |[j,(z)[Ph(z) sobre (0,1) es infinita para cada n sin maés
que utilizar (5.17). Asumamos pues (5.57), con lo cual, y como, por (5.19),
Jul(x) = (Tran)?J4(anx) cuando n — oo, tendremos que demostrar

! 1
lim / |(7Tan)1/2ja(anx>lph(x) dr = M/ h(x)xfp/Q de.
0 0

n—oo

Si tomamos A, = (1ay,)?Jo(anz) y By = (2/2)"? cos(anx —am/2—m/4), utiliza-

< |[|[An—Bu|lp.n(z) dz» ¥ demostramos

mos la desigualdad ‘ | Al ph) de— || Brllp,p(z) de
limy, o0 || An — Byl|ph(z)dz = 0 entonces tendremos que

1
T [ |(ran) 2 (0) () da
(5.59) 0 .
= lim / 1(2/2)Y? cos(anx — am/2 — 7 /4)|Ph(z) d,
n—oo 0
con lo cual el limite buscado queda reducido a otro en mejores condiciones para
aplicarle el lema anterior.

Veamos pues en primer lugar

(5.60) 1
lim /o ’(anx)1/2ja(anx) — (2/m)Y? cos(anr — ar/2 — 7r/4)’p h(z)z P2 dz = 0.

n—oo

Tomamos n suficientemente grande para que «,, > 1. Usando (5.18), cuando o,z >
1 se tiene

[(0n2) 2 Jo( ) = (2/m)"/2 cos(anz — am/2 — 7/4)|
< Clanz)?(anx) 37 < C.

Y cuando a,,x < 1, utilizando la desigualdad triangular y (5.17) obtenemos

‘(Oanz)l/ZJa(Oznx) — (2/m)Y2 cos(anx — am/2 — 71/4)‘ < C((anz)* /2 + 1),
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que a su vez, tanto si &+ 1/2 > 0 como si a + 1/2 < 0 (en el primer caso ambas
son ~ cte. y en el segundo basta usar o, > x), esta acotado por C(z*+1/2 4 1).
Entonces, sea cual sea lo que ocurra, o,z > 1 0 o,z < 1, se tendra

()2 Jo( ) = (2/m)"/2 cos(anz — am/2 — 7/4)|
< Cméx{1,z°"2 4+ 1} = C(2*"/? +1).

Por lo tanto, si se cumple

(5.61) /01 h(z)x??de < oo y /01 Ex”‘p+p/2h(x)x’p/2 dx < 0o
estaremos en condiciones de aplicar a (5.60) el teorema de la convergencia domi-
nada (notar que lo que le ocurra a la segunda integral en (1 —¢,1) es lo mismo
que lo que le ocurre a lo primera, ya que z* ~ cte. en (1 —¢,1)). La segunda las
condiciones (5.61) es cierta por hipotesis y asumamos de momento la primera. En-
tonces, como «,r — oo cuando n — oo para todo = € (0, 1), el citado teorema
conduce directamente a (5.60) sin més que apoyarse en (5.18).

Dispongamonos pues a calcular (5.59). Para ello basta hacer el cambio de variable
t = 27z, utilizar el lema anterior con

P t t\ P2 oY
el 2 () () e
cos (¢ , fit)y=nh 5 ) 5, y oA o

g(t) = 5 ~ 1

y se obtiene que

! 1
lim / |21/2 cos(a,x — am/2 — 7T/4)|ph(x)x_p/2 dr — M/ h(m)x—p/Q da,
0

n—oo 0

tal como buscdbamos.

Para concluir el teorema, basta demostrar que el limite de (5.58) es oo cuando no
es cierta la primera condiciéon de (5.61). Si h toma el valor co en un conjunto de
medida positiva, todo es trivial. En otro caso, sea {K;}32, sucesion creciente de
conjuntos medibles en (0, 1) definidos mediante

={ze(0,1): 27 ??n(z) <j}

y sea K su uniéon. Entonces, se cumple

T
K, K
Si denotamos h; a h restringida a K, a cada h; ya podemos aplicarle (5.58), luego
lim |7n(z)|Ph(x) dz = hm / jin(2)|Phj(z) dz = M/ h(z)z?/? da.

j K,

n—o0



128 CONVERGENCIA SERIES DE FOURIER

Jlin@en) de > [ ja@)Phte) da

para cada j, y por tanto

1
tim [ [ju@)Phie)de > Jim [ (o) Ph(e) de = M [ b de,
n—o JK; K;

n—oo 0

Pero

que tiende a oo cuando j — oo por el teorema de la convergencia mondétona.

Teorema 5.16
Sea a > —1 y 1 < p < oo. Para que ||S,(f,2)U(@)|lpzdz < C|lf(@)V(2)|lpsde
uniformemente son condiciones necesarias

1 1
(i) / U(x)PzP ™ d < oo, (ii) / V(z) 2t dr < oo,
0 0
1 1
(i1i) / Ulx)Pz' P2 dx < oo, (iv) / V(z) 2" dr < oco.
0 0
Demostracion:

Si en (5.52) tomamos limites, sin més que utilizar el teorema anterior obtenemos
(iii) y (iv). Con esto y (5.54) se obtiene (i) y (ii) (las integrales de (i) y (ii) tienen el
mismo caréacter que las de (iii) y (iv) sobre cualquier (1 —¢,1) cuando € € (0, 1)).

Notar que las condiciones (iii) y (iv) son despreciables frente a (i) y (ii) cuando
a < —1/2y al revés cuando a > —1/2. Por otra parte, al aplicarlas a la situacion
de los Corolarios 5.9 y 5.13 nos proporcionan

Corolario 5.17
Sean a > —1, 1 < p < 00 y los pesos

U(z) =z(1 — m)b H |x — xk|b’“, Vix) = mA(l — x)B H |x — xk|B’“,
k=1 k=1
0 <z <29 <+~ Tppg < Ty <1, A< a, B<buyDB; <b, Entonces, es

equivalente que

|1Sn(f, 2)U(2)|lpzde < Ol f(2)V(2)||prae uniformemente

a que se verifiquen la desigualdades

1 1+a+A<a—A+ {1 Oz+1}
- — 4+ -4 = min
p 2 4 4 4
pb>—1, pB<p-—1, pbh>—-1, pBpr<p—-1 (1< m).

Demostracion:
Una implicaciéon es inmediata a partir de los Corolarios 5.9 y 5.13 y la otra se
deduce de las condiciones de integrabilidad del Teorema 5.16.
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Vamos ahora a estudiar otro sistema ortogonal que esta estrechamente relacio-
nado con el de Bessel: el de Dini. Como en el caso del sistema de Bessel puede
consultarse Watson [1] para estudiar su teoria general. De todas formas, veremos
aqui un pequeno resumen. Dado a > —1 y p € R, se demuestra que la ecuaciéon

xJ (x) + pJa(xz) =0

tiene como soluciones reales positivas una familia {3,}22, cuyo tnico punto de
acumulacion es co y que suponemos ordenada en sentido creciente. Ademés, se
verifica

/01 Jo(Bn) o (Bmz)xde =0, n #m,

y
1 1
2 AN ATRY 2 2 2
f, FuBur i de = 25 { IG5 + (5 = @) ()7} > 0
luego {J,(B,7)}22, forma un sistema ortogonal en L?((0,1),xdx) y por tanto

(o) = et

~ S on>1,
H‘]a<ﬂn$)|’27xdw

forman un sistema ortonormal. Pero no es en general completo. La completitud
falla cuando o + p < 0, y en este caso hace falta anadir al sistema otra funciéon
ortonormal a todas las demas para completarlo.

Esto esta relacionado con que la ecuacion

27 (2J(2) + pJa(2)) =0

que tiene solo a {£03,}7°, como raices cuando a + p > 0, admite ademas la raiz
z=0sl a+ p =0y un par de raices complejas conjugadas +X\gi si a +p < 0. Y
esta relacion se pone de manifiesto en que la funcién ortonormal a todas las demas
que hay que anadir cuando oo+ p = 0 es

Jo(x) = /2(a+ 1) 2

y cuando a4+ p < 0 es
- [a()\ol')
x) = ,
7o) = o) e

donde

AR (513/2)% —iom /2 .
lol) = (2) ,g) KMT(a+k+1) " Jaiz)

se denomina funcién de Bessel modificada de orden «.
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Con todo esto, y si para no perder generalidad tomamos j,(z) = 0 cuan-
do o+ p > 0, tenemos que {j,(z)}>°, es un sistema ortonormal completo en
L?((0,1), z dz), que se denomina sistema de Dini.

Para cada funcion f, denotemos

Su(f,x) = kickjk(x)a & =7a(f) = /Oljk(y)f(y)y dy,

las sumas parciales de su serie de Fourier y
k=0

a los nucleos. Observar que las Proposiciones 5.3 y 5.4 siguen siendo ciertas sin
méas que cambiar «,, por [3,.

Vamos a estudiar, aprovechandonos de los resultados que ya conocemos sobre
series de Bessel, cuando los operadores

Sp: LP(V(x)Px dx) —— LP(U(x)Px dzx)

son uniformemente acotados. Para ello, en primer lugar,

Lema 5.18
Sea a > —1. Para cada n € N eziste N = N(n) (cumpliéndose N(ny) > N(ny)
cuando ny > ny y N(n) — oo cuando n — o0) tal que

L :L,—l/Qy—l/Q
)
Kn(@,y) — Kalw,y)| < O~ i a <172
T 2—-—z—y -
Demostracion:

Simplemente un bosquejo. Para mas detalles puede verse Benedek-Panzone [3]. Sea

Bn(l’,y) = KN(xay) - Kn(l'7y)

En Watson [1, pag. 598 y §18.31] se construye N a partir de n de tal modo que
para numeros D,, pertenecientes al intervalo (3, 3,.1) se verifica

dw.

B 1 Dp—ico 2wJa(l‘w)Ja(yW>
(5.62) Bn(w,y) = 5— /Mm Jo(W)[wJ}, (@) + pJa(w)]

271
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Ademés, para w € (D,, —ico, D,, + ic0), utilizando las formulas asintoticas (5.17)
y (5.18) generalizadas para w € C, y denotando n = Im(w), se obtiene

](xw)l/QJa(xw)] <C (1 + ‘xw’ml’n{a+l/2,0}) €I|TI\’
w2 T, (w)| > Cell.

Y empleando —J,11(w) + Jo—1(w) = 2J! (w) y de nuevo las formulas asintoticas
resulta
W2 T (W) + pJu(w)/w'/?] > Celm,

Aplicando todas estas desigualdades a (5.62) se obtiene

(29)"/?| Ba(, y)]
< C/oo ez +ty=2)[n| (1 + (an)ml'n{a—i—l/Q,O}) (1 + (yDn>min{a+1/2,o}) dn

xmfn{a+1/2,0} ymin{a+l/2,0}

<

Y

2—x—y
de donde se sigue el lema.
Y con esto,

Teorema 5.19
En las condiciones del Teorema 5.6 o del Teorema 5.11 también se verifica la
acotacion uniforme

Hgn(ﬁ x)U(x)”p,ﬂcdm < C'||f(m)V(x)||p,de.

Demostracién:
Como

Sulf ) = Sx(£,0) = [ (Kn(e,9) = Kale,u)) )y

basta ver que el dltimo sumando es acotado bajo las condiciones de los Teore-
mas 5.6 o 5.11 segiin corresponda. Pero, utilizando el lema anterior, s6lo tenemos
que probar

L] 1 g=p/2y=p/2
L Tl dy

2—x—vy

p

U(e)ede < 0/01 F@)V(@)Prde sia>—1/2

y
p

1 1 Q,,Q
/O Y f(y)lydy

0 2—x—y

U(x)Pxdx < C’/O1 |f(2)V(z)Prde sia<—1/2.

Pero ambas acotaciones hemos visto ya que son ciertas pues la primera es la misma
que aparece en ¢ = 6 del Teorema 5.6 y la segunda en ¢ = 5 del Teorema 5.11.
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Y como consecuencia del teorema anterior, también son ciertos para series de
Dini los correspondientes corolarios analogos a los de series de Bessel.
Por ultimo,

Teorema 5.20
Las condiciones necesarias que hemos obtenido para la acotacion de series de Bessel
siguen siendo ciertas para series de Ding.

Demostracion:

La tnica diferencia con las series de Bessel es que de la acotacion del término S
no se obtiene (5.54) para cada e € (0, 1) sino simplemente para algiun ¢ € (0, 1) (se
podria precisar ¢ conociendo el tamano de 3; y de ay). Pero en todos los teoremas
en que se utiliza (5.54) s6lo necesitamos que se cumpla para algin € € (0, 1).



CAPITULO VI

Series de Fourier de polinomios de
Hermite generalizados

Hasta ahora hemos tratado tnicamente sobre la convergencia de diversos sis-
temas ortogonales respecto a medidas cuyo soporte es acotado. Pero existen dos
sistemas muy conocidos que no estan en las condiciones anteriores: los polinomios
de Laguerre y de Hermite. Los polinomios de Laguerre son ortogonales respecto
del peso e 2%, a > —1, en [0, 00) y los de Hermite ortogonales respecto de e en
(—00,00). Se denominan funciones de Laguerre o Hermite a los correspondientes
polinomios multiplicados por la raiz cuadrada del peso, resultando asi dos sistemas
ortogonales respecto de la medida de Lebesgue en [0, 00) y en (—o0, 00).

Pollard [3] demostr6 que las series de Fourier de polinomios de Hermite y de
Laguerre solo convergen en LP(R,e ") o LP([0,00), e *z®) cuando p = 2. Mas
adelante, Askey-Wainger [1| probaron que las series de Fourier de funciones de
Hermite convergen en LP(R,dz) cuando 4/3 < p < 4, y que lo mismo ocurria
con las funciones de Laguerre si @ > 0. Esto se traduce en la acotacion uniforme
de las sumas parciales de la serie de Fourier de polinomios como operadores en
LP(R, e~*’P/?) para el primer caso y en LP([0, 00), e~*P/23:°P/2) para el segundo.

Posteriormente, Muckenhoupt [2] demostr6é que, para ningin p < 4/3 o p >
4 era posible encontrar un peso v(z) > 0 a.e. tal que las sumas parciales de
series de Fourier de polinomios de Hermite fuesen uniformemente acotadas como
operadores en LP(R, v(x)). Anadlogamente para Laguerre incluso con o > —1. Vista
esta imposibilidad, el mismo Muckenhoupt [3] se dedica a estudiar la acotacion
uniforme entre espacios de tipo LP con pesos distintos, logrando asi resultados que
aseguran la convergencia de ambas series en 1 < p < co. En particular, generalizé
los resultados de Askey-Wainger a todo a@ > —1 en el caso de Laguerre.

Por dltimo, para que pudiera haber acotacién uniforme con un solo peso para
valores de p fuera del intervalo (4/3,4), Poiani se dedica a estudiar lo que ocurre
no con la serie de Fourier sino con sus medias de Cesaro de orden 1.

Tanto para Laguerre como para Hermite, todas las demostraciones anteriores
a la de Poiani consistian en descomponer los niicleos de la serie de Fourier en
sumandos y, utilizando estimaciones de los polinomios ortogonales, estudiar la
acotacion de los operadores que aparecen. Estas demostraciones son, ante todo,
bastante extensas y complicadas. Lo mismo ocurre con la demostracion de Poiani
para las medias de Cesaro en el caso de Laguerre. Pero para Hermite, lo que hace es
aprovechar unas conocidas relaciones entre los polinomios de Laguerre y Hermite
para encontrar relaciones entre las medias de Cesaro de sus respectivas series de

133
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Fourier y asi estudiar lo que ocurre en un caso como consecuencia sencilla de lo
que ocurre en el otro.

Existe otro sistema ortogonal cuyos polinomios también se pueden escribir en
funcién de los de Laguerre. Esté constituido por los polinomios ortogonales respec-
to al peso |:L'|2“e_f"’2 en R, donde p1 > —1/2, y se denominan polinomios de Hermite
generalizados. Si, tal como hicimos en el Capitulo I, denotamos { H\™ ()}, a los
polinomios de Hermite generalizados con la caracterizacién de que su coeficiente
director sea 2" y {L{®)(z)}22, a los de Laguerre con coeficiente director (—1)"/n!,
la relaciéon que hay entre ellos es

(6.1) Hip)(x) = (=1)"22"m! LG (2?),
(6.2) HYY, (2) = (=1)m22m ) g L2 (27),

Nuestro proposito en este capitulo es aprovechar estas relaciones para estudiar
la convergencia de las series de Hermite generalizadas utilizando para ello lo que
se conoce para series de Laguerre.

En primer lugar, la norma al cuadrado de estos polinomios tal como los hemos
tomado es

/oo L) ()2 di — F'n+a+1)

o " n!

' o0 +1 1
/ H,(L“)(:B)Qe_z2|x|2“ dx = 2%" [Z]!F <[n 5 } +p+ 2> ;

donde [z]| denota la parte entera de x (ver Capitulo I y Chihara [1, pag. 157]).
Por lo tanto sus niicleos respectivos podremos expresarlos como

" k!

(a) _ ()7 (@)
y
64 DP@w) =Y o : Y (@) B ().

= 2% k20T ([(B+1)/2] + p+1/2)
Con esto,

Lema 6.1
Se verifica

_ 1/2
DY (z,y) = K@ V222 ) 4+ sy KPP (22 42,
DY (z,y) = KPP (22 %) + oy KD (22, %)

(con el convenio K(_“le (z%,9%) = 0).
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Demostracion:

Veamos tinicamente lo que ocurre con DY (z,y), ya que el otro caso es analogo.
Por (6.4), (6.1) y (6.2) es claro que

p < ((=1)F2%Fk!)? H=1/2) 2\ 1 (1=1/2) 2
Dy!(z,) _,;]24k[2k/2]!1“([(2k+1)/2]+u+1/2) L)
= ((—1)F22F+1ED)2 (h+1/2) 2\ 7 (u+1/2) (2
+,§24k+2[<2k+1>/ AT 2+ 173 wl L)
- p=1/2) 2\ 1 (n=1/2) 2
n—1 k"

LI(CMH/Q) (:E2)L§€“+1/2)(y2)

Y

P T h )’

y empleando (6.3) se sigue la formula buscada.

Para que no haya lugar a confusion, a las sumas parciales de la serie de Fourier
las denotaremos S\ (f, ) cuando estén tomadas respecto al sistema {L{®) (x)}>2,
y UMW (f, x) cuando lo estén respecto de { HW (x)}>2,. Es decir,

(6:5) SE(f.2) = [T T K @)y dy
y
(6:6) U(fa) = [ F@)DY (. y)e ] dy.

Por otra parte, por ser el peso e*$2|x|2“ par, los polinomios de Hermite generali-
zados cumplen relacion de simetria
(6.7) HP(—x) = (=1)"H (x).

A continuacion, vamos a exponer una serie de resultados ya conocidos que seran
los que utilizaremos mas adelante en las demostraciones del presente capitulo.

Teorema 6.2
Para cada o > —1, las series de Fourier de polinomios de Laguerre S\ (f, ) sdlo
convergen en LP(]0,00),e ") cuando p = 2.

Demostracion:

Ver Pollard [3].
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Teorema 6.3
Para cada o > 0, se verifica

ISKV(f,2)e2a 2, < || f(a)e™* 2], = 4/3 <p <4

Y la acotacion uniforme anterior es equivalente a que la serie de Fourier de fun-
ciones de Laguerre { L{®) (x)e~%/2x%/2} .  ortogonales en L?([0, 00),dx), converja
en LP(]0,00),dx).

Demostracion:
Ver (1.5) y (1.6) con r = 0 y Askey-Wainger [1].

Teorema 6.4

Sea p fijo satisfaciendo 1 < p < 4/3 04 < p < 00, a > —1, w(x) un peso en
(0,00) y para cada f(x) tal que || f(2)w(x)|, < oo, sea c,(f)LY(z) el n-ésimo
término de su serie de Laguerre. Si existe C independiente de f(x) cumpliendo
len(F) L (2)w(2) |, < C|lf(2)w(2)|l, Yn > C, entonces w(x) =0 a.e.

n

Demostracion:
Ver Muckenhoupt [2].

Teorema 6.5
Sean p, a, w(x), f(z) y c,(f) como en el teorema anterior. Si se verifica

lim Jlea(f) LY (2)w(@)], = 0

N—00 n
Vf tal que || fwl|, < oo, entonces w(x) =0 a.e.
Demostracion:
Ver Muckenhoupt [2].
En particular, es obvio que cualquiera de los dos resultados anteriores implica
que no es posible la convergencia en media de la serie de Fourier de polinomios de
Laguerre con v > —1, es decir que no es posible

lim [[(SS(f, @) — f(a))w(z)], =0,

fuera del intervalo (4/3,4) para ningin peso w(z) no nulo a.e.

Observacion 6.6

Una vez establecida la imposibilidad de que ||S'(f, z)w(z)|, < C|f(z)w(z)|,
cuando p ¢ (4/3,4), Muckenhoupt [3] se plantea si es posible que eligiendo los
pesos u(x), v(z) adecuados se verifique

1S3 (f, 2)u(@)ll, < ClLf (@)v(@)ll
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para algun p fuera de (4/3,4).
El mismo demuestra que si dos funciones u(z), v(z) no nulas a.e. verifican la
desigualdad anterior entonces existe una constante C' tal que V¢ > 1 se cumple

t

(6.8) / / () z= VA2 /2p gy < O/
1/t

y
t

(6.9) // v(z) /A2t |~ dr < C19/2,
1/t

Esto implica que la parte exponencial de u(x) y v(z) deba ser forzosamente e~%/2,

Entonces, si denotamos

w(x; a,b) = e/ 2g/? (1133) (1+2)°,

parece “natural” tomar u(z) y v(z) de la forma w(z;a,b) y w(z; A, B).

Por otra parte, seria deseable mantener v y v tan préximos como fuera posible.
Entonces, para que en los puntos frontera 4/3 y 4 pueda ser B = b, en este caso se
toma v(z) = w(z;a,b)(1 + log™ |z|), donde log™ z = méx{logz,0}, que esta mas
cerca de w(z;a,b) que w(z;a, B) con B > b.

Notar ademés que las condiciones (6.8) y (6.9) demuestran que el sistema
{L) () (e~®2*)17"/2 2 ortogonal en L2([0,00),e " x") tal como se vefa en
(1.4) y ss., solo puede ser base de LP([0,00),e " 2z*") para algin p # 2 cuan-
do r = 0.

Teorema 6.7
Sea 1 < p<oo, a>—1, ylos pesos

u(x) = e~/ 2x/? ( )‘l (1+z)°,

A
v(z) = e~/ 2g0/? (me) (1+2)2(1 +1log" x)?,

1+z

donde B =1sib=B yp=4/3 04 y en otro caso f = 0. Para que las sumas
parciales de la serie de Fourier de polinomios de Laguerre S\ (f,z) verifiquen

(6.10) [ IS¢ D@l de < € [ @) do
0 0
con C' independiente de n y f, es condicion suficiente que se cumpla

(6.11) a>—1/p+méx{—a/2,1/4}, A<1—1/p—max{—a/2,1/4}, A <a,
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(6.12) b<3/4—1/p, sil <p<d,

’ b<T7/12—1/(3p), sid<p< oo,
(6.13) B>—1/4—1/(3p), sil<p<4/3,
' B >1/4—1/p, sid/3 <p< oo,

b<B+1/2-2/3p), sil<p<4/3,
(6.14) b< B, sid)3<p<d,
b<B-1/6+2/(3p), sid<p< oo,

exigiendo ademds que si en (6.14) se tiene la igualdad entonces esta no ocurre en
(6.12) o (6.13).

Ademds, si alguna de las desigualdades (6.11) a (6.14) no se verifica, con la ex-
cepcion de las desiqualdades estrictas para B en los casos en que p = 4/3 0 4 y
B =1, entonces no se satisface la acotacion uniforme (6.10). En los casos en que
B=1(0=Byp=4/3 04), tampoco es cierto (6.10) si se hubiera tomado (3 = 0.

Demostracién:
Ver Muckenhoupt [3, Teoremas 7 y 15].

En particular, este teorema extiende los resultados del Teorema 6.3 al caso
a > —1. Para a > —1/2, se sigue manteniendo el intervalo de convergencia en
media 4/3 < p <4.Y, cuando —1 < o < —1/2, se obtiene que
2 -2
IS (@)e a2, < O f()e 0P, = —— <p< =2
Con todo esto, vamos a estudiar lo que ocurre con las series de polinomios de
Hermite generalizados.

Teorema 6.8
Solo se verifica la acotacion uniforme

©15) [P gapeeede <0 [T fa)pe e de

cuando p = 2.

Demostracién:
Si se verificase (6.15), en particular también seria cierto para Ué,‘f)( fyx) y f par.
Pero, por el Lema 6.1 se tiene
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y el segundo sumando se anula ya que f es par. Entonces, deberia cumplirse

00 00 _ ) p g2
Ll KAy eyl dy| e e da

< C’/ z)[Pe" x| dx.

Haciendo el cambio de variable 22 = ¢, y? = z, la expresién anterior se transforma
en

r

! e =12 gy

< C/ (tY/2)Pettr=1/2 dt,

n=1/2) (t, z)f(zl/Q)e_Zz“_l/2 dz

que so6lo es cierto cuando p = 2 por el Teorema 6.2.

Observaciéon 6.9

Anélogamente pueden demostrarse resultados del tipo de los Teoremas 6.3, 6.4
y 6.5, asi como condiciones necesarias del tipo de (6.8) y (6.6). En particular, se
obtiene que no es posible una acotacién uniforme del tipo

[ W@ e < [ 1f@)Pe) do

cuando p ¢ (4/3,4) salvo si w(z) = 0 a.e.; y también que el sistema {H" (x) x
(e ||2)(1=1)/2}2 ortogonal en L2(R, e~ |z|**), s6lo puede ser base del es-
pacio LP(R, e~ "*"|z[>"*) para algin p # 2 cuando r = 0.

Teorema 6.10
Sea 1l <p<oo, u>1/2y los pesos

oto) = e (L) by

1+ |z|

R
222 | ‘LU| S + Jé]
v(x) =e x —_ 14+ |x 1+ log™ |x
(@) "(m:z:\ (1+ Jal) (1 + log*[a)

donde B =1sis=Syp=4/3 04 y en otro caso = 0. Para que las sumas
parciales de la serie de Fourier de polinomios de Hermite generalizados UW(f, )
verifiquen

(6.16) [ e < [ |f@o)rds

—00
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con C independiente de n y f, es condicion suficiente que se cumpla

(6.17) r>—1/p+méx{—p,0}, R<1—1/p—max{—pu,0}, R<r,
<1l-1 1< p<A4
s<2/3+1/3p), sid<p< oo,
(6.19) S>—-1+1/3p), sil<p<4/3,
' S > —1/p, si4/3 < p < oo,

s<S+1-4/(3p), st 1l <p<4/3,
(6.20) s <SS, s14/3 <p <4,
s<S—1/34+4/(3p), sid<p< oo,
exigiendo ademds que si en (6.20) se tiene la igualdad entonces ésta no ocurre en
(6.18) o0 (6.19).
Ademds, si alguna de las desigualdades (6.17) a (6.20) no se verifica, con la ex-
cepcion de las desigualdades estrictas para S en los casos en que p = 4/3 o 4 y

B =1, entonces no se satisface la acotacion uniforme (6.16). En los casos en que
B =1, tampoco es cierto (6.16) si se hubiera tomado (3 = 0.

Demostracion:
Veamos en primer lugar que las desigualdades (6.17) a (6.20) son suficientes. Por
el Lema 6.1 se tiene

U (fa) = [ KUy f e ] dy

© 9
+ [ R @ By s ey dy

o0 _ 2
Ui (f, ) :[ KP2(@2, %) f(y)e™ [yl dy
o0 2
[ R gy f (g)e gl dy.
Entonces, para demostrar

IO (f,2)u(@)]l, < Cllf (@)o(@)],
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basta con que probemos
621 ([ KSR ey dy) ula)
y

622) ([T RS G Puf @)y dy) ula)

< COllf(@)o()ll,

p

pSCMf@W@NM

Ademas, por simetria, podemos estimar las dos normas de la izquierda tinicamente

para x € (0,00).

Comencemos por (6.21). Por sencillez de notacion supondremos § = 0 (cuando
= 1 todo es analogo sin mas que tener en cuenta que 1 + logt |z|V/2 = 1 +

slog" |z| ~ 14 1log" || ~ 14 2log™ x| = 1 + log™ |z]?).

Elevando a p y haciendo el cambio de variable 22 = ¢, y?> = 2, la parte izquierda

de (6.21) es igual a

9—p— 1 ’/ 1/2 +f( 1/2)} K,(L“*l/z)(t, Z)efzzﬂfl/Q de
(6.23) 2,up/2—1/2 t/? v 1/2
xetWtW//<1+ﬂﬁ> (14 /2P at,

Pero es claro que

oz (2 N e e (8N 4 e
1+ ¢1/2 B 1+t

donde
h(t) = trp/2—1/2+p/4—ap(1 + t)ap—bp(l + t1/2)5p_rp‘

Entonces, si tomamos
(6.24) a=r/2—1/(2p)+1/4 y b=s/2—1/(2p)+1/4

se tiene que h(t) ~ cte. en (0,00), y por tanto (6.23) se puede acotar, salvo
constante, por

Ty pram—
(6.25) o t0/24(/2-1 /4 <t)ap(1+-t)“’dt

1+t '
Denotemos

(6.26) A=R/2—1/(2p)+1/4 v B=S5/2—1/(2p)+1/4.
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Ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema 6.7 con « = p — 1/2, a, b
como en (6.24) y A, B como en (6.26). Asi se obtiene que las desgualdades (6.17)
a (6.20) son suficientes para que (6.25) esté acotado por

C / h [FE2) + f(—t1/2)| o221/ (t
0

Ap B
1+ t)°Pdt.
1+t> (1+1)

Deshaciendo ahora el cambio de variable z? = ¢, la expresién anterior queda

(6.27) 20 / | f (@) per 2 |2 <x>A (1 +2%)%|z| dx.
—0 1+ a2

Por otra parte, con A y B tal como los hemos tomado en (6.26) se tiene que
2

o 27\ ] )"
n—1/2)p 1 2\Bp ~ Hp 1 Sp R
ol () el e () k) en

y por tanto (6.27) se acota, salvo constante, por

Rp
o0 —pz2 €T
[ isperee () s

tal como buscabamos en (6.21).

El desarrollo para llegar a (6.22) es similar pero con a = p+1/2, y usando la funcion
[£(z12) + f(—21?)]/2"/? en lugar de [f(2'/?) + f(—2z'/?)]. La tnica diferencia por
resefiar es que en este caso las desigualdades de (6.11) se traducen no en (6.17)
sino en

r>-1/p, R<1-—1/p, R<r,

que no aportan ninguna condicién nueva pues son menos exigentes que las de
(6.17).

Por tltimo, simplemente decir que el estudio de las condiciones necesarias es similar
al realizado en el Teorema 6.8.

En particular, el teorema anterior incluso generaliza el resultado de Mucken-
houpt [3| para polinomios de Hermite (1 = 0), ya que alli sélo se estudia el caso
r=R=0.

Corolario 6.11

El sistema {HW (z)e=""/2|z|#}22 . ortogonal en L*(R, dx), es base de LP(R, dz) si
y sdlo si p € (4/3,4) cuando pu > —1/4, y si y solo si 1/(1 +pu) < p < 1/(—p)
cuando —1/2 < u < —1/4.

Demostracién:
Tomar r =s= R =.5 = (3 =0 en el teorema anterior.
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A la vista de que no es posible encontrar una acotacion como la de (6.10) con
u = v # 0 a.e. Para valores de p fuera del intervalo (4/3,4), Poiani [1] se plantea
si esto es posible no para la serie de Fourier, sino para sus medias de Cesaro de
orden 1. Entonces, apoyandonos en el trabajo de Poiani, vamos a ver lo que ocurre
para las series de polinomios de Hermite generalizados.

Denotaremos

1 n—1 N
o (f,x) == SU(f
n 2o

a las medias de Cesaro de orden 1 de la serie de Fourier respecto al sistema
{L ()}, v denotaremos

O (f ) = S U ()

a las relativas al sistema { (" (x)}>,. Entonces,

o (foa) = [ KL ye vy dy

y
W)= [ @)D e Iyl dy.

donde

1 n—1
(6.28) K (a Z K™ (x
y

1 n—1
(6.29) Di(x.y) = =3 DY (x.y).

k=0

Lo primero que tenemos que hacer es encontrar una féormula que relacione
K,(f‘l) (z,y) y D¥)(z,y), los niicleos de las medias de Cesaro de orden 1 respecto de

n,l
los dos sistemas Veamoslo a continuacion:
Lema 6.12
Se verifica
—laxy Ty
1/2 1/2 1/2
Diih(a,y) = KT ) + =K @) + R @),
(1) 2n (+1/2) ntl o u-1/2)
D2Z+1,1(x7y) - mxyKnlfl ($27y2) + o+ 1 nljl—l,l (I ’y2)
n (n—=1/2), 2 2
+2n+1 n,l (‘T7y)

(con el convenio K(“H/Q)( ,y%) =0).
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Demostracion:
Utilizando (6.29) y el Lema 6.1 se tiene

1n1

1 2n= 1)
D (a,y) = 5 S e 7 2 Din(e.y) Z Dy
k=0
1A 1/2 +1/2
_ =5 K(“ / ) Z K\ (n ,y )
m=0
1 n—1 xy
K p—1/2) +y FWt1/2) (2 2
2nZ (=%, %) an WD (2 y?),

m=0

y utilizando (6.28) obtenemos la expresion buscada para Dé’;),l (x,y). El tratamiento

para Dé’,ﬁrl,l(z, y) es similar.

Teorema 6.13
Sea 1 <p<oo, a>—1y el peso

() = e (115) (1+2)".

Supongamos que se verifican las condiciones

(6.30) —1/p —min{e/2,1/4} <a <1—1/p+ min{a/2,1/4},
(6.31) b< —1/p+7/4, si1<p<A4,
' b<—1/(3p)+19/12, si4 < p < oo,
(6.52) b>—1/(3p) —5/4, sil<p<4/3,
' b>—1/p—3/4, s14/3 < p < oo,
(6.33) a+b<-2/p+5/2 si1<p<4,
. a+b<—4/(3p)+7/3, sid<p<oo,
(6.34) a+b>—-4/3p)—1, sil<p<4/3,
' a+b>-2/p—1/2, si4/3 <p< o0,

exigiendo ademds
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e La igualdad no puede ocurrir en las primeras partes de (6.31) y (6.33) sip =4
oa=3/4—1/p, a menos que p=1.

e La igualdad no puede ocurrir en las sequndas partes de (6.32) y (6.34) sip =4/3
oa=1/4—1/p, a menos que p = co.

Entonces, existe una constante C independiente de n y f tal que

lof (f, 2)u(@)ll, < CIlf (x)ulz)llp,
donde || ||, denota la norma usual (sin peso) en (0, 00).
Demostracion:
Ver Poiani [1, Teorema 1].
Apoyandonos en este resultado obtenemos el siguiente:

Teorema 6.14
Sea 1 <p<oo, u>1/2y el peso

_ —x2/2|, .11 |I’| ' 1 s
o) = e Plap () (s el
Supongamos que se verifica
(6.35) —1/p—min{u,1} <r <1—1/p+ min{u, 1},
< -1 3 1 <p<4
(636) S— /p+ Y 82' —p— 9
s<1/(3p)+8/3, sid<p<oo,
>1/(3p) — 3 1 <p<4/3
(637) S— /( p) bl 8% _p / 9
s>—=1/p—2, s14/3<p<o0
< -2 4 1 <p<4
(638) r_l_s— /p+ Y S% —p— Y
r+s<-2/(3p)+11/3, sid<p< oo,
(6.39) r+s>-2/3p)—3, sil<p<4/3,
‘ r+s>-2/p—2, s14/3 < p < oo,

exigiendo ademds

e La igualdad no puede ocurrir en las primeras partes de (6.36) y (6.38) sip =4
or=1—1/p, a menos que p = 1.

e La igualdad no puede ocurrir en las seqgundas partes de (6.37) y (6.39) sip =4/3
or=—1/p, a menos que p = 0.

En estas condiciones existe una constante C' independiente de n y f tal que

(6.40) I (f, 2)u(@)lly < Cllf(@)ul@)]),,

donde || ||, denota la norma usual (sin peso) en R.
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Demostracion:
De acuerdo con el Lema 6.12, para que se verifique (6.40) basta con

H(/ KS(2,07) fy)e ™ [yl dy) u(z)

p < C| f(x)u(z)||,

H(/ KW (22 g2y f(y)e ™ [y > dy) u(x) ) < O\l f(@)u(@)]],.

La demostracién se contintia apoyandonos en el teorema anterior de manera ana-
loga a como se hizo en el Teorema 6.10 al usar el Teorema 6.7. La relacién que
aparece entre a, b, r, sesa=1/4—1/(2p) +r/2y b=1/4—1/(2p) + s/2.

Observaciéon 6.15

Tal como vefamos en el Capitulo I, para que la acotaciéon uniforme de las sumas
parciales de la serie de Fourier se traduzca en convergencia, se necesitaba la com-
pletitud del sistema ortogonal. Un sistema de polinomios ortogonales siempre es
completo cuando el soporte de la medida es compacto, sin mas que utilizar el teo-
rema de Weierstrass. En este capitulo hemos utilizado medidas cuyo soporte es
[0,00) 0 R, luego necesitamos un resultado que nos asegure la completitud. Pero
Kolmogorov-Fomin [1, pag. 475|, demuestran que si una funcién medible ¢(x) es
diferente de 0 en casi todo punto de un intervalo (a,b), donde —co < a < b < o0,
y satisface la condicion |¢(z)| < Ce~%*l para algtin § > 0, entonces el sistema de
funciones x"q(x), n = 0,1,2,... es completo en L?(a,b). Utilizando ademas que
L*(a,b)N LP(a,b) es denso en LP(a,b) para cualquier p € [1,00), esto soluciona to-
dos nuestros problemas de completitud, y los resultados que hemos obtenido sobre
acotacion uniforme se traducen en resultados sobre convergencia en media.
Notese que la acotaci(’)n uniforme del teorema anterior tnicamente se transforma
en convergencia de 7\ (f, z)u(z) a f(z)u(z) en LP(R,dr) cuando p < oo.

Por otra parte, Poiani [1, Teorema 4] también demuestra condiciones necesarias del
tipo de (6.8) y (6.9) para las medias de Cesaro respecto al sistema { L ()},
que se traducen a otras respecto al nuevo sistema { ) (2)}22, del mismo modo
que hemos hecho hasta ahora. En particular, estas condiciones demuestran que la
convergencia de 7 (f,z) a f(x) en LP(e~*"|z|**) solo se verifica para p = 2; y lo
andlogo ocurre en lo referente al sistema { H(# (z)(e=*"|z[2)(1=7)/2}2° ' con r # 0.
Por ultimo, simplemente citar que Poiani también estudia la necesidad de las
condiciones (6.30) a (6.34) del Teorema 6.13, aunque comete un pequeno error al
estudiar el casop =1y a = «a/2yelcasop =00y a = —a/2. En el primer caso no
es necesaria la desigualdad a < 1 —1/p+ /2 y en el segundo no es necesario que
a > —1/p— /2. En realidad lo que ocurre es que cuando en cualquiera de las dos
condiciones anteriores se da la igualdad, entonces existe acotacion uniforme (de lo
contrario, estariamos en contradiccion con diversos resultados de Markett [1]). Con
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estas precisiones, todas las condiciones necesarias del Teorema 6.13 se traducen en
condiciones necesarias para el Teorema 6.14 procediendo como en el Teorema 6.8.
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