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CONVERGENCIA EN Lp CON PESOS DE LA SERIE DE
FOURIER RESPECTO DE ALGUNOS SISTEMAS ORTOGONALES

Juan Luis Varona Malumbres

RESUMEN: Dado un sistema ortonormal completo respecto a una medida µ
definida en un intervalo, se aborda la convergencia en espacios de tipo Lp de las
correspondientes series de Fourier. Los sistemas ortogonales que se analizan son
los de Jacobi generalizados, los de Hermite generalizados, diversos sistemas de
polinomios ortogonales respecto a pesos con deltas de Dirac y los sistemas de
Bessel y Dini. En este estudio utilizamos estimaciones adecuadas de las funciones
ortonormales y resultados de teoría Ap para resolver el problema de la acotación
de la transformada de Hilbert con uno o dos pesos.

WEIGHTED Lp-CONVERGENCE OF THE FOURIER SERIES
WITH RESPECT TO SEVERAL ORTHOGONAL SYSTEMS

ABSTRACT: Given an orthogonal complete system with respect to a mea-
sure µ on an interval, we approach the convergence in weighted Lp spaces of the
corresponding Fourier series. The orthogonal systems we analyze are generalized
Jacobi, generalized Hermite, several systems of orthogonal polynomials with res-
pect to weights with Dirac’s deltas and Bessel and Dini’s systems. In this study
we use good estimates of the orthonormal functions and results on Ap-theory in
order to solve the boundedness of the Hilbert transform with one or two weights.

1985 AMS classification: Primary 42C15; Secondary 33A65, 42A50, 42C05.
Key words and phrases: Orthogonal polynomials, Hilbert transform, Ap weights, mean
convergence.
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INTRODUCCIÓN
Los problemas que se abordan en esta Memoria surgen al considerar cuán-

do un sistema ortogonal dado es base de algún Lp. Más en concreto, sea φn(x),
n = 0, 1, 2, . . . , un conjunto de funciones ortonormales sobre un intervalo (a, b) y
pertenecientes al espacio Lp(a, b) y a su conjugado Lq(a, b), 1 < p < ∞. Diremos
que el conjunto {φn(x)}∞n=0 forma una base de Lp(a, b) si el desarrollo formal

f(x) ∼
∞∑

n=0

φn(x)
∫ b

a
f(y)φn(y) dy =

∞∑
n=0

f̂(n)φn(x)

de cada función f en Lp(a, b) converge a f en media de orden p.
Resulta obligado comenzar citando un importante precedente histórico. Ha-

ce más de cincuenta años, M. Riesz [1] probó el célebre teorema de la función
conjugada, el cual sigue aún inspirando muchos trabajos.

Sea f integrable en (0, 2π) y formemos su función conjugada

f̃(e−inθ) ∼ −i
∞∑

n=−∞
(sgnn)cne

−inθ, cn =
1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt.

M. Riesz demostró que si f ∈ Lp(0, 2π), 1 < p <∞, entonces f̃ ∈ Lp(0, 2π), y por
tanto −i∑∞

n=−∞(sgnn)cne
−inθ es una serie de Fourier, cumpliéndose además

‖f̃‖p ≤ C‖f‖p.

De la acotación de la función conjugada puede obtenerse la desigualdad

‖Snf‖p ≤ C‖f‖p, n = 0, 1, 2, . . . ,

donde
Sn(f, θ) =

n∑
k=−n

cke
−ikθ,

y de esto se deduce que ĺımn→∞ ‖Snf − f‖p = 0 para toda f ∈ Lp(0, 2π), 1 < p <
∞.

El teorema de M. Riesz (1927) asegura que las funciones
√

2/π cos(nx), n =

0, 1, 2, . . . , forman una base de Lp(0, π) para todo p > 1. Más tarde se encuentran
otros tres conjuntos que forman base de Lp(a, b); se trata de las funciones de Haar,
las transformadas de Fourier de polinomios de Laguerre y las funciones de Walsh.
Estos conjuntos son base de Lp(0, 1), Lp(−∞,∞) y Lp(0, 1) respectivamente para
todos los valores de p > 1 (en el caso de funciones de Haar, para p = 1 también).

En 1946, Pollard [1] se plantea investigar la propiedad de convergencia en nor-
ma p. Los métodos del Análisis Funcional proporcionan condiciones suficientes y

x
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necesarias útiles, pero no parecen ser un método general para determinar si un
conjunto dado es base de Lp, lo que conduce a estudiar cada conjunto por sepa-
rado. Pollard [2] estudia la convergencia de la serie de Fourier para polinomios de
Legendre, que son ortogonales en L2(−1, 1), y prueba que forman base de Lp(−1, 1)
si 4/3 < p < 4 y que no la forman si p < 4/3 o p > 4. La idea de la demostración
es básicamente la siguiente:

Denotemos {pn(x)}∞n=0 la sucesión ortonormal de polinomios de Legendre. Que-
remos conocer para qué valores de p es cierto que

Sn(f, x) =
n∑

k=0

(∫ 1

−1
f(y)pk(y) dy

)
pk(x) −−−→

n→∞
f(x)

en la norma de Lp(−1, 1) para cada función f ∈ Lp(−1, 1). La n-ésima suma parcial
de la serie de Fourier, Snf , es un operador integral dado por el núcleo de Dirichlet

Kn(x, y) =
n∑

k=0

pk(x)pk(y),

el cual, por la fórmula de Christoffel-Darboux, puede escribirse como

Kn(x, y) = un
pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
.

Manipulaciones convenientes de este núcleo, usando la fórmula de recurrencia para
polinomios ortogonales, permiten ponerlo en la forma

Kn(x, y) = αnT1(n, x, y) + βnT2(n, x, y) + γnT3(n, x, y),

donde las constantes αn, βn y γn son acotadas y

T1(n, x, y) = pn+1(x)
pn+2(y)− pn(y)

x− y
, T2(n, x, y) = T1(n, y, x),

T3(n, x, y) = pn+1(x)pn+1(y).

Si escribimos

Wi,n(f, x) =
∫ 1

−1
Ti(n, x, y)f(y) dy, i = 1, 2, 3,

la acotación uniforme de estos tres operadores es suficiente para probar la acotación
de la serie de Fourier. Para ello se tienen en cuenta dos cosas:

(a) Que los polinomios verifican las estimaciones

|pn(x)| ≤ C(1− x2)−1/4, |pn+2(x)− pn(x)| ≤ C(1− x2)1/4, x ∈ (−1, 1).



xii Convergencia Series de Fourier

(b) Si denotamos qn = pn+2 − pn, y H la transformada de Hilbert,

W1,n(f, x) = pn+1(x)H(qnf, x), W2,n(f, x) = −qn(x)H(pn+1f, x).

La acotación en norma p de estos operadores requiere, usando las estimaciones
de (a), de la acotación de la transformada de Hilbert con ciertos pesos, y este
problema puede ser actualmente abordado usando técnicas de teoría Ap.

A partir del trabajo de Pollard se inicia una extensa investigación en relación
al estudio de bases respecto de sistemas ortogonales. El problema puede plantearse
del siguiente modo:

Sean {φn(x)}∞n=0 funciones ortonormales respecto de una medida dµ en un
intervalo [a, b], y u, v dos pesos en [a, b]. Si denotamos por

Sn(f, x) =
n∑

k=0

f̂(k)φk(x), f̂(k) =
∫ b

a
f(y)φk(y) dµ(y),

las sumas parciales de la serie de Fourier de una función f ∈ L1(dµ), es conocido
que la serie de Fourier de f ∈ L2(dµ) converge a f en la norma de f ∈ L2(dµ).
Se trata de ver para qué valores de p, Snf converge a f en Lp(u dµ) para cada
f ∈ Lp(v dµ), lo cual se traduce en que los operadores Sn sean uniformemente
acotados de Lp(v dµ) en Lp(u dµ).

Como dice Askey, no es mucho lo que se ha conseguido hasta ahora, y las
aportaciones pueden mencionarse brevemente.

Si dµ = w dx, [a, b] = [−1, 1] y w un peso de Jacobi, el estudio de este problema
ha sido desarrollado por el mismo Pollard [3, 4], Wing [1], Newman-Rudin [1]
y Muckenhoupt [1], y para pesos de Jacobi generalizados por Badkov [1–4]. En
cualquier caso se trata de pesos radiales en [−1, 1].

Si w es un peso de Hermite o de Laguerre, la solución del problema se debe a
Askey-Wainguer [1] y Muckenhoupt [2, 3]; y para funciones de Bessel, a Wing [1]
y Benedek-Panzone [1–3].

Cuando {φn(x)}∞n=0 son autofunciones de un problema de Sturm-Liouville, exis-
ten soluciones en casos particulares debidas a Gilbert [1, 2], Benedek-Panzone [1,
5], Generozov [1], Barceló-Córdoba [1] y Benzinger [1].

En todos los casos la idea de la demostración consiste en descomponer el nú-
cleo de Dirichlet de la serie de Fourier de manera conveniente, encontrar buenas
estimaciones para los φn y tratar de acotar la transformada de Hilbert con ciertos
pesos. La solución de este último aspecto del problema encuentra su sitio natural
en la teoría Ap de pesos introducida por Muckenhoupt [4].

La presente Memoria se halla dividida en seis capítulos, cuyo contenido expon-
dremos a continuación. Hemos supuesto, quizás equivocadamente, que el lector
pudiera no estar familiarizado con alguno de los conceptos que aquí se tratan,
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por lo que, para conseguir una mayor claridad, hemos decidido explicarlos aun-
que pueden consultarse en diversas fuentes. En ningún momento hemos intentado
apropiarnos de resultados ya conocidos pese a que se incluyan sus demostraciones.
En cada capítulo y en esta introducción se intenta distinguir lo que es nuevo de lo
que ya estaba anteriormente desarrollado, así como de las demostraciones origina-
les aunque el resultado fuese ya conocido por otro método. Por otra parte, en aras
de una mayor claridad, se repiten ideas y demostraciones parecidas en capítulos
diversos. Esto está pensado fundamentalmente para permitir, en lo posible, leer
los distintos capítulos con independencia unos de otros.

El Capítulo I es meramente introductorio. Contiene conceptos y resultados
generales que se utilizarán a lo largo de la Memoria. Se hace hincapié en los sistemas
de polinomios ortogonales y en particular en los sistemas clásicos y algunas de sus
generalizaciones. Asimismo, se presentan las estimaciones que más adelante se
necesitarán para abordar el problema de la convergencia.

En el Capítulo II, en primer lugar se hace un resumen general de lo ya conocido
sobre teoría Ap de pesos, explicándose algunos de los resultados más importantes.
Un par de pesos (u, v) definidos en un intervalo (a, b) se dice que están en la clase
Ap si existe una constante C independiente del intervalo I ⊂ (a, b) tal que

(∫
I
u(x) dx

)(∫
I
v(x)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p (1 < p <∞).

Esta caracterización sólo es útil para nuestros propósitos cuando se conocen es-
timaciones de los polinomios (o funciones) ortonormales independientes de n en
todo el intervalo, como ocurre por ejemplo con los polinomios de Legendre. Pe-
ro esto no es posible en la mayoría de los casos; en general, las estimaciones que
se obtienen dependen de n. Para salvar esta dificultad se introduce la teoría Ap

uniforme para familias de pesos (un, vn), y se analiza lo que sucede con diversas
familias concretas.

En el Capítulo III se estudia en profundidad la convergencia de series de Fourier
de polinomios ortonormales definidos en el intervalo [−1, 1]. Para ello, se parte de
una conocida descomposición del núcleo en tres sumandos, que lleva de modo
inmediato a la descomposición de la serie de Fourier en otros tres. Entonces, se
analizan las condiciones necesarias y suficientes para que cada uno de los tres
sumandos sea uniformemente acotado, utilizando para ello la teoría Ap uniforme
desarrollada en el capítulo anterior. Como consecuencia, se obtienen fácilmente
todos los resultados conocidos para polinomios de Jacobi, así como algunas de sus
generalizaciones (Badkov), y se da una caracterización general de pesos para los
cuales el método anterior asegura la convergencia. Asimismo, se demuestra que la
convergencia en media de las series de Fourier de diversos sistemas de polinomios
debidos a Pollaczek sólo se verifica para p = 2.
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En el Capítulo IV se estudia lo que sucede con la serie de Fourier de polinomios
ortogonales en [−1, 1] respecto a la medida (1−x)α(1+x)β +Mδ−1+Nδ1, donde δa
denota una delta de Dirac en a, encontrándose condiciones necesarias y suficientes
para la convergencia en media. Para ello se necesita como paso previo encontrar
las acotaciones que verifican los polinomios normalizados. Es esta la primera vez
en que se aborda la convergencia de la serie de Fourier respecto a una medida
no absolutamente continua, desarrollándose un método que puede ser útil para
averiguar lo que ocurre con diversos sistemas ortogonales respecto a medidas con
deltas de Dirac, una vez conocidas las adecuadas estimaciones. Para este estudio
no basta con utilizar la teoría Ap sino que son necesarias nuevas herramientas y
propiedades de los polinomios. Para concluir el capítulo se estudia la convergencia
de otro sistema ortogonal cuyos polinomios pueden relacionarse con los tratados
previamente.

Otros sistemas ortogonales muy conocidos pero que ya no están constituidos por
polinomios son los de Bessel y Dini. Su convergencia también puede ser estudiada
mediante teoría Ap y de ello es de lo que nos ocupamos en el Capítulo V. Asimismo
se demuestran condiciones necesarias para la acotación uniforme de las sumas
parciales de las series de Bessel y Dini entre espacios de tipo Lp, similares a las
que Máté-Nevai-Totik [2] encuentran para series de polinomios ortogonales.

Otra vía para encontrar resultados sobre convergencia es utilizar resultados ya
conocidos sobre un sistema ortogonal para lograr demostrar otros nuevos sobre
sistemas relacionados de alguna manera con el primero. Para ello no se necesita
utilizar la teoría Ap, sino simplemente encontrar relaciones entre las respectivas
series de Fourier a partir de las relaciones entre los polinomios. En el Capítulo VI
se aplica este hecho a la convergencia de series de Hermite generalizadas, cuyos
polinomios son ortogonales en R respecto al peso e−x2|x|2µ.
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CAPÍTULO I

Sistemas ortonormales

PARTE 1.a: Teoría general

Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida (µ ≥ 0). Llamamos Lp(Ω, µ) o Lp(µ)
(1 < p <∞) al espacio de las funciones µ-medibles reales tales que

‖f‖p,µ =
(∫

Ω
|f |p dµ

)1/p

<∞.

Además, dadas f ∈ Lp(µ) y g ∈ Lq(µ) siendo, de aquí en adelante, 1/p+ 1/q = 1,
denotaremos

〈f, g〉µ =
∫
Ω
fg dµ.

Cuando no dé lugar a confusión usaremos simplemente ‖f‖p y 〈f, g〉.
Supongamos que {φn}∞n=0 sea un sistema ortonormal y completo en L2(µ), es

decir, ∫
Ω
φnφm dµ = δnm y span{φn}∞n=0 = L2(µ).

Entonces, si para cada f ∈ L2(µ) construimos las sumas parciales de su serie de
Fourier

(1.1) Snf =
n∑

k=0

ckφk, ck = ck(f) = 〈f, φk〉µ =
∫
Ω
φkf dµ,

la teoría de espacios de Hilbert asegura que

‖Snf‖2 =

(
n∑

k=0

ck(f)2

)1/2

≤ ‖f‖2 (desigualdad de Bessel),

de lo cual se deduce que Snf −→ f en ‖ ‖2 cuando n −→ ∞. Además, dada
cualquier otra combinación lineal

∑n
k=0 akφk, el teorema de mejor aproximación

demuestra que ∥∥∥∥∥
n∑

k=0

akφk − f

∥∥∥∥∥
2

≥ ‖Snf − f‖2

y que la igualdad sólo se alcanza cuando ak = ck(f), 0 ≤ k ≤ n. Por tanto,
la serie de Fourier se comporta de forma satisfactoria en L2(µ), ya que no sólo
es cierto que ĺımn→∞ ‖Snf − f‖2 = 0, sino también que la suma parcial Snf da
la mejor aproximación de f en ‖ ‖2 de entre todas las combinaciones lineales de
{φ0, φ1, . . . , φn}.

1



2 Convergencia Series de Fourier

Una primera cuestión que puede plantearse es averiguar para qué valores de p
el sistema {φn}∞n=0 es base (topológica) de Lp(µ), es decir que para cada f ∈ Lp(µ)
exista una sucesión {an}∞n=0 tal que

Pn =
n∑

k=0

akφk −−−→
n→∞

f

en la norma de Lp(µ) (a esta convergencia la llamaremos convergencia en media
de orden p). Esto nos impone la restricción obvia de que φn ∈ Lp(µ) ∀n. En este
caso, la convergencia de Pn a f implica que 〈Pn, g〉 converge a 〈f, g〉 ∀g ∈ Lq(µ), ya
que por la desigualdad de Hölder la aplicación 〈 , g〉 : Lp(µ) −−−→ R es continua.
Y si suponemos que φn ∈ Lq(µ), como ocurrirá en los casos que posteriormente
tratemos, entonces 〈Pn, φj〉 convergerá a 〈f, φj〉. Pero 〈f, φj〉 = aj ∀n ≥ j luego
aj = 〈f, φj〉. Es decir, si queremos que Pn −→ f , aj tiene que ser el j-ésimo
coeficiente de Fourier de la función f con respecto al sistema ortonormal {φn}∞n=0.
De aquí que lo que nos interesa estudiar es cuándo la serie de Fourier definida en
(1.1) converge a f para cada f ∈ Lp(µ). Si esto ocurre diremos que el sistema
{φn}∞n=0, ortonormal y completo en L2(µ) y cumpliendo φn ∈ Lp(µ)∩Lq(µ) ∀n, es
base de Lp(µ).

Veremos en el teorema siguiente que la convergencia de Snf a f en Lp(µ) va a
estar relacionada con la existencia de alguna constante C tal que

(1.2) ‖Snf‖p ≤ C‖f‖p ∀f ∈ Lp(µ) y ∀n ∈ N.

Si se cumple esta desigualdad uniforme, haciendo uso sucesivamente de la dualidad
entre Lp(µ) y Lq(µ), de

〈f, Sng〉 =
n∑

k=0

ck(f)ck(g) = 〈g, Snf〉

y de la desigualdad de Hölder tendremos

‖Sng‖q = sup{|〈f, Sng〉| : ‖f‖p ≤ 1} = sup{|〈g, Snf〉| : ‖f‖p ≤ 1}
≤ sup{‖Snf‖p‖g‖q : ‖f‖p ≤ 1} ≤ C‖g‖q,

y por tanto también deberá cumplirse

(1.3) ‖Sng‖q ≤ C‖g‖q ∀g ∈ Lq(µ) y ∀n ∈ N.

Esta relación entre la norma p y q la utilizaremos en la demostración del siguiente
teorema.
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Teorema 1.1
Sea {φn}∞n=0 sistema ortonormal completo en L2(Ω, µ), µ(Ω) <∞, y tal que φn ∈
Lp(µ) ∩ Lq(µ) ∀n. Entonces:

(i) {φn}∞n=0 es base ortonormal de Lp(µ) si y sólo si Snf está uniformemente
acotada, o sea, ‖Sn‖p ≤ C‖f‖p para alguna constante C independiente de n
y de f ∈ Lp(µ).

(ii) Si {φn}∞n=0 es base de Lp(µ) entonces también es base de Lr(µ) para todo
r ∈ [mı́n{p, q},máx{p, q}].

Demostración:
(i) Si {φn} es base de Lp(µ) entonces Sn : Lp(µ) −−−→ Lp(µ) está puntualmente
acotado, o sea, existe K(f) tal que ‖Snf‖p ≤ K(f) ∀n. Luego por el principio de
acotación uniforme (teorema de Banach-Steinhaus) está uniformemente acotado.
Para el recíproco, estudiemos primero el caso p < 2. Por ser µ(Ω) < ∞ se tiene
que L2(µ) ⊂ Lp(µ) inclusión continua y densa, cumpliéndose

‖f‖p ≤ µ(Ω)1/p−1/2‖f‖2 ∀f ∈ Lp(µ).

Entonces ‖Snf − f‖p ≤ µ(Ω)1/p−1/2‖Snf − f‖2 y como {φn} es completo en L2(µ)
se sigue que Snf −→ f en Lp(µ) ∀f ∈ L2(µ).
Sea ahora f ∈ Lp(µ). Por la inclusión densa, dado ε > 0 existe g ∈ L2(µ) tal que
‖f − g‖p < ε y de aquí

‖Snf − f‖p ≤ ‖Snf − Sng‖p + ‖Sng − g‖p + ‖f − g‖p ≤ C‖f − g‖p

+ µ(Ω)1/p−1/2‖Sng − g‖2 + ‖f − g‖p < (C + 2)ε

a partir de un n0.
Sea ahora p > 2. Teniendo en cuenta que (1.2) implica (1.3), tendremos ‖Snf‖q ≤
C‖f‖q con q < 2, luego {φn} base de Lq(µ). Veamos, por reducción al absurdo,
que span{φn} es denso en Lp(µ). Si no lo fuera, por el teorema de Hahn-Banach,
existiría un funcional no nulo en Lp(µ) que se anula en span{φn}, o equivalente-
mente, por dualidad, existe f ∈ Lq(µ) no nula tal que 〈f, φn〉 = 0 ∀n, de donde
Snf = 0 ∀n y consiguientemente Snf −→ 0 en Lq(µ), lo cual es absurdo por ser
{φn} base de Lq(µ). Con esto, vamos por fin a comprobar que ∀g ∈ Lp(µ), Sng
converge a g en Lp(µ). En efecto, por lo anterior, dado ε > 0 existe P ∈ span{φn}
tal que ‖P − g‖p < ε. Pero SnP = P para n suficientemente grande y por tanto

‖Sng − g‖p ≤ ‖Sng − P‖p + ‖P − g‖p = ‖Sn(g − P )‖p + ‖P − g‖p

≤ (C + 1)‖P − g‖p < (C + 1)ε.



4 Convergencia Series de Fourier

(ii) Utilizando que (1.2) implica (1.3) y el apartado (i) se tiene que

Sn : Lα(µ) −−−→ Lα(µ), α = mı́n{p, q},
Sn : Lβ(µ) −−−→ Lβ(µ), β = máx{p, q},

son operadores uniformemente acotados y por interpolación (ver Stein-Weiss [1,
pág. 179] se sigue que Sn : Lr(µ) −−−→ Lr(µ) son uniformemente acotados ∀r ∈
[α, β].

La condición µ(Ω) <∞ no es esencial, pero entonces en las hipótesis del teore-
ma anterior hay que incluir que las combinaciones lineales de {φn}∞n=0 sean densas
en Lp(µ). Bajo estas nuevas hipótesis, es inmediato comprobar que el teorema si-
gue siendo cierto y además su demostración se simplifica (para (ii), utilizar que si
1 ≤ a ≤ r ≤ b <∞ entonces La ∩ Lb ⊂ Lr inclusión densa).

En lo que sigue, utilizaremos C o Ci para denotar constantes positivas posible-
mente diferentes en cada ocasión que aparezcan.

Cuando la medida dµ viene dada de la forma dµ = w(x) dx (en este caso w(x) se
denomina peso), es muy fácil construir a partir del sistema ortonormal {φn(x)}∞n=0

otro nuevo relacionado con él. En efecto, si tomamos ψn(x) = φn(x)w(x)1/2, n ∈ N,
es inmediato que∫

Ω
ψnψm dx =

∫
Ω
φnφmw dx =

∫
Ω
φnφm dµ = δnm,

luego {ψn(x)}∞n=0 son ortonormales en L2(Ω, dx).
Más aún, dado r ∈ R cualquiera, si hubiéramos tomado

(1.4) ψn(x) = φn(x)w(x)(1−r)/2, n ∈ N,

tendríamos∫
Ω
ψn(x)ψm(x)w(x)r dx =

∫
Ω
φn(x)φm(x)w(x) dx =

∫
Ω
φnφm dµ = δnm,

luego {ψn(x)}∞n=0 formarían un sistema ortonormal en L2(Ω, w(x)r dx). Lógica-
mente, este segundo caso abarca al primero sin más que tomar r = 0, y además
también abarca el caso original tomando r = 1.

Denotemos Snf las sumas parciales de las series de Fourier respecto al siste-
ma original {φn(x)}∞n=0 y Sng respecto al sistema {ψn(x)}∞n=0 y vamos a ver qué
relación existe entre ellas. Es claro que

Sn(g, x) =
n∑

k=0

(∫
Ω
g(y)ψk(y)w(y)r dy

)
ψk(x)

=
n∑

k=0

(∫
Ω
g(y)φk(y)w(y)(1−r)/2w(y)r dy

)
φk(x)w(x)(1−r)/2,
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luego si tomamos f(y) = g(y)w(y)(r−1)/2 tendremos

(1.5)
Sn(g, x) =

n∑
k=0

(∫
Ω
f(y)φk(y)w(y) dy

)
φk(x)w(x)(1−r)/2

= w(x)(1−r)/2Sn(f, x).

Por otra parte, de acuerdo con el teorema anterior, para estudiar la convergencia
de Sng a g en el espacio Lp(wr) habría que ver

‖Sng‖p,wr ≤ C‖g‖p,wr uniformemente.

Pero

‖Sn(g, x)‖p,wr = ‖Sn(f, x)w(x)(1−r)/2‖p,wr = ‖Sn(f, x)w(x)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w

y

‖g(x)‖p,wr = ‖f(x)w(x)(1−r)/2‖p,wr = ‖f(x)w(x)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w,

luego la acotación que buscamos es equivalente a

(1.6) ‖Sn(f, x)w(x)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w ≤ C‖f(x)w(x)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w.

Podíamos haber generalizado aún más este proceso descomponiendo el peso w(x)
en la forma w(x) = w1(x)w2(x) y tomando

ψn(x) = φn(x)w1(x)
(1−r)/2w2(x)

(1−s)/2

(análogamente descomponiendo w en un número finito de factores) y hubiéramos
encontrado que bastaba con estudiar una acotación similar a (1.6).

Es decir, lo que hemos hecho ha sido relacionar la convergencia de la serie Sng
con una acotación del tipo

‖(Snf)U‖p,µ ≤ C‖fU‖p,µ.

Un paso más nos lleva directamente a pensar en acotaciones de la forma

(1.7) ‖(Snf)U‖p,µ ≤ C‖fV ‖p,µ

y a estudiar su relación con la convergencia en media. A este respecto tenemos el
siguiente resultado:
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Teorema 1.2
Sean (Ω,M, µ), (Ω,M, u) y (Ω,M, v) tres espacios de medida, u ≤ Cv, y {φn}∞n=0

sistema ortonormal respecto a µ de funciones en Lp(v) cuya clausura lineal es densa
en este espacio. En estas condiciones,

(i) Dada una sucesión {an}∞n=0, denotemos Pn =
∑n

k=0 akφk. Entonces

ĺım
n→∞

〈Pn, φj〉µ = 〈f, φj〉µ =⇒ aj = 〈f, φj〉µ.

En particular, dada f ∈ Lp(v), si para cada sucesión {an}∞n=0 se verifica

(1.8) Pn =
n∑

k=0

akφk −−−→
n→∞

f en Lp(u) =⇒ ĺım
n→∞

〈Pn, φj〉µ = 〈f, φj〉µ ∀j,

entonces la única forma posible de conseguir la convergencia Pn −−−→
n→∞

f en
Lp(u) es tomando an = 〈f, φn〉µ el n-ésimo coeficiente de Fourier respecto de
{φn}∞n=0 y µ (con lo cual Pn = Snf).

(ii) Supongamos que los operadores Sn : Lp(v) −−−→ Lp(u) definidos

Snf =
n∑

k=0

φk

∫
Ω
φkf dµ

existen y son acotados para cada n. Entonces, son equivalentes

(1.9) ‖Snf‖p,u ≤ C‖f‖p,v (C independiente de n y f)

y

(1.10) Snf −−−→
n→∞

f en Lp(u) ∀f ∈ Lp(v).

Demostración:
(i) Cuando n ≥ j es claro que 〈Pn, φj〉µ = aj luego tomando límites

aj = ĺım
n→∞

〈Pn, φj〉µ = 〈f, φj〉µ.

(ii) Si ‖Snf − f‖p,u −→ 0, como u ≤ Cv, tendremos

‖Snf‖p,u ≤ ‖Snf − f‖p,u + ‖f‖p,u ≤ C + ‖f‖p,u

≤ C + C1‖f‖p,v = K(f).

Por tanto Snf está puntualmente acotado y por el teorema de Banach-Steinhaus
los operadores Sn lo estarán uniformemente.
Para probar el recíproco, sea ε > 0 cualquiera y P una combinación lineal de
funciones φn tal que ‖f −P‖p,v < ε. Para n suficientemente grande SnP = P y de
aquí

‖Snf − f‖p,u ≤ ‖Snf − P‖p,u + ‖P − f‖p,u = ‖Sn(f − P )‖p,u + ‖P − f‖p,u

≤ C‖P − f‖p,v + C1‖P − f‖p,v < C2ε,

y como esto es posible para cada ε > 0, el teorema queda probado.
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Observación 1.3
La situación natural en que se verifica la hipótesis (1.8), que exigíamos en (i) del
teorema anterior, es cuando las medidas u y v son, como en (1.7), de la forma
du = U(x)p dµ, dv = V (x)p dµ y además se cumple

(1.11) φn ∈ Lp(V (x)p dµ) ∩ Lq(U(x)−q dµ) ∀n ∈ N.

Nótese en primer lugar que decir Pn −→ f en Lp(U(x)p dµ) es lo mismo que decir
PnU −→ fU en Lp(dµ). Además, φn ∈ Lq(U(x)−q dµ) es equivalente a φnU

−1 ∈
Lq(dµ). Con esto, y como por dualidad se cumple

PnU −−−→
n→∞

fU en Lp(dµ) =⇒ 〈PnU, φjU
−1〉µ −−−→

n→∞
〈fU, φjU

−1〉µ,

es inmediato deducir que (1.8) es cierto ya que 〈PnU, φjU
−1〉µ = 〈Pn, φj〉µ y

〈fU, φjU
−1〉µ = 〈f, φj〉µ.

Por otra parte, la condición

(1.12) φn ∈ Lp(U(x)p dµ) ∩ Lq(V (x)−q dµ) ∀n ∈ N,

es suficiente para que exista cn(f) ∀f ∈ Lp(V (x)p dµ) y ∀n ∈ N y además para
que Snf ∈ Lp(U(x)p dµ). En efecto, por la desigualdad de Hölder,

|cn(f)| =
∣∣∣∣∫

Ω
φnf dµ

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω
|fV |p dµ

)1/p (∫
Ω
|φn/V |q dµ

)1/q

,

luego basta con φn ∈ Lq(V (x)−q dµ) para que exista cn(f). Además, las condiciones
(1.12) también garantizan que cada operador Sn tal como los tomábamos en (ii)
del Teorema 1.2 es acotado (aunque no necesariamente que sean uniformemente
acotados). Por último, notar que, por dualidad, si tiene sentido 〈φn, f〉µ ∀f ∈
Lp(V (x)p dµ), esto implica φn ∈ Lq(V (x)−q dµ). Y por otra parte, por inducción,
es equivalente que Snf ∈ Lp(U(x)p dµ) ∀n a que φn ∈ Lp(U(x)p dµ) ∀n.
Obsérvese que la condición (1.11) implica la (1.12) siempre que tengamos, como
en el teorema anterior, U ≤ CV .
Vamos ahora a ver como se puede con estos pesos reproducir la relación que te-
níamos entre (1.2) y (1.3), así como generalizar el correspondiente resultado de
interpolación análogo a (ii) del Teorema 1.1.

Teorema 1.4
Sea {φn}∞n=0 sistema ortonormal en L2(Ω, dµ) y 1 < p <∞. Si

Sn : Lp(Ω, V (x)p dµ) −−−→ Lp(Ω, U(x)p dµ)

está acotado uniformemente, entonces también

Sn : Lq(Ω, U(x)−q dµ) −−−→ Lq(Ω, V (x)−q dµ)
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está acotado uniformemente con la misma constante. Además, si para cada r ∈
[mı́n{p, q},máx{p, q}] denotamos r = rθ tal que

1

r
=

1

rθ

=
1− θ

p
+
θ

q
, θ ∈ [0, 1],

(con lo cual r0 = p y r1 = q) entonces

(1.13) ‖(Snf)U1−θV −θ‖rθ,µ ≤ Cθ‖fV 1−θU−θ‖rθ,µ

uniformemente.

Demostración:
Por hipótesis se tiene ‖(Snf)U‖p,µ ≤ C‖fV ‖p,µ uniformemente, y queremos probar
‖(Sng)V

−1‖q,µ ≤ C‖gU−1‖q,µ.
En primer lugar, observemos que

f ∈ Lp(V p dµ) ⇐⇒ f = fV −1, f ∈ Lp(dµ),

g ∈ Lq(U−qdµ) ⇐⇒ g = gU, g ∈ Lq(dµ).

Además,

〈[Sn(gU)]V −1, f〉µ =
n∑

k=0

∫
Ω

(∫
Ω
gUφk dµ

)
φkfV

−1 dµ

=
n∑

k=0

ck(gU)ck(fV
−1) =

n∑
k=0

ck(fV
−1)ck(gU)

=
n∑

k=0

∫
Ω

(∫
Ω
fV −1φk dµ

)
φkgU dµ = 〈[Sn(fV −1)]U, g〉µ.

Con esto, usando dualidad y la desigualdad de Hölder,

‖(Sng)V
−1‖q,µ = sup{|〈[Sn(gU)]V −1, f〉µ| : ‖f‖p,µ ≤ 1}

= sup{|〈[Sn(fV −1)]U, g〉µ| : ‖f‖p,µ ≤ 1}
≤ sup{‖[Sn(fV −1)]U‖p,µ‖g‖q,µ : ‖f‖p,µ ≤ 1}
= sup{‖(Snf)U‖p,µ‖gU−1‖q,µ : ‖fV ‖p,µ ≤ 1} ≤ C‖gU−1‖q,µ,

con lo que queda demostrada la primera parte del teorema.
Definamos ahora los operadores

Tn,0(h) = USn(hV −1) y Tn,1(h) = V −1Sn(hU),



Sistemas Ortonormales 9

que por hipótesis y por lo que ya hemos demostrado son uniformemente acotados
de Lp(dµ) en Lp(dµ) y de Lq(dµ) en Lq(dµ) respectivamente. Además, sea la banda
S = {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1} y definamos

Tn,z(h) = V −zU1−zSn(hV z−1U z), z = x+ iy ∈ S.

Entonces, se verifica

(1.14) ‖Tn,iy(h)‖p,µ ≤ C‖h‖p,µ y ‖Tn,1+iy(h)‖q,µ ≤ C‖h‖q,µ

ya que, por la acotación de Tn,0,

‖Tn,iy(h)‖p,µ = ‖V −iyU−iyUSn(hV −1V iyU iy)‖p,µ

= ‖USn(hV −1V iyU iy)‖p,µ ≤ C‖hV iyU iy‖p,µ = C‖h‖p,µ

y análogamente para Tn,1+iy(h) por la acotación de Tn,1.
Entonces, por cumplirse (1.14), estamos en condiciones de emplear interpolación
compleja (ver Stein-Weiss [1, pág. 205]), lo cual nos permite asegurar que para
cada θ ∈ [0, 1] existirá Cθ tal que

‖Tn,θ(h)‖rθ,µ = ‖V −θU1−θSn(hV θ−1U θ)‖rθ,µ ≤ Cθ‖h‖rθ,µ.

Así, basta tomar f = hV θ−1U θ en la expresión anterior y se sigue (1.13).

Observación 1.5
Decíamos en la Observación 1.3 que la situación natural en la que nos movíamos
era (1.11). Si denotamos uθ = U1−θV −θ y vθ = V 1−θU−θ, lo correspondiente a
(1.11) para los operadores

Sn : Lrθ(vrθ dµ) −−−→ Lrθ(urθ dµ)

que aparecen en el teorema anterior es (notar 1/rθ + 1/r1−θ = 1)

φn ∈ Lrθ(vrθ dµ) ∩ Lr1−θ(v−r1−θ dµ)

= Lrθ(V rθ(1−θ)U−rθθ dµ) ∩ Lr1−θ(U−r1−θ(1−θ)V r1−θθ dµ).

Pero esto es inmediato de deducir a partir de (1.11) ya que utilizando la desigualdad
de Hölder con 1/a+ 1/b = 1, a = p/((1− θ)rθ), b = q/(θrθ), se tiene

∫
Ω

∣∣∣∣∣φnV
1−θ

U θ

∣∣∣∣∣
rθ

dµ =
∫
Ω
|φnV |(1−θ)rθ

∣∣∣∣∣φn

U

∣∣∣∣∣
θrθ

dµ

≤
(∫

Ω
|φnV |p dµ)

)1/p (∫
Ω

∣∣∣φnU
−1
∣∣∣q dµ)

)1/q

para cualquier θ ∈ [0, 1] (luego también para 1− θ).
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Dado un sistema ortonormal, no suele ser fácil en general demostrar que se
verifican las acotaciones uniformes del tipo (1.7) —en este trabajo nos preocupa-
remos de estudiar estas acotaciones para distintos sistemas ortonormales— pero sí
que es sencillo encontrar condiciones necesarias para que esas acotaciones sean po-
sibles. En realidad, estas condiciones, debidas esencialmente a Newman-Rudin [1],
no sólo son necesarias para la acotación uniforme de las sumas parciales de la serie
de Fourier sino también de su término general, como se observa en la demostración
del siguiente resultado:
Teorema 1.6
Sea {φn}∞n=0 sistema ortonormal en L2(Ω, µ), 1 < p < ∞, y dos funciones no
negativas U y V . Si para cada f ∈ Lp(Ω, V (x)pdµ) existe su serie de Fourier Snf
respecto al sistema {φn}∞n=0 y se cumple

‖Sn(f, x)U(x)‖p,µ ≤ C‖f(x)V (x)‖p,µ

entonces (∫
Ω
|φn(x)|pU(x)p dµ

)1/p (∫
Ω
|φn(x)|qV (x)−q dµ

)1/q

≤ C.

Demostración:
Por simplicidad, denotemos du = U(x)p dµ y dv = V (x)pdµ. Definamos los opera-
dores

Tn : Lp(v) −−−→ Lp(u)

f 7−−−→ cn(f)φn = φn

∫
Ω
φnf dµ.

Como Tn = Sn − Sn−1 (con S−1 = 0), los operadores Tn estarán uniformemente
acotados por estarlo los Sn. Por tanto, se cumplirá

‖cn(f)φn‖p,u =
∣∣∣∣∫

Ω
φnf dµ

∣∣∣∣ ‖φn‖p,u ≤ C‖f‖p,v,

con lo que ∣∣∣∣∫
Ω
φnf dµ)

∣∣∣∣ ≤ C
(
‖φn‖p,u

)−1
‖f‖p,v = R(n)‖f‖p,v.

Es decir, cada operador

φn/V
p : Lp(v) −−−→ R

f 7−−−→
∫
Ω
(φn/V

p)f dv =
∫
Ω
φnf dµ

es continuo y su norma es ≤ R(n). Pero por dualidad su norma como operador
coincide con la norma de la función φn/V

p en Lq(v), luego(∫
Ω
|φn(x)/V (x)p|q dv)

)1/q

≤ R(n) = C
(
‖φn‖p,u

)−1
,

y cambiando (‖φn‖p,u)
−1 de miembro se sigue el teorema.
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PARTE 2.a: Sistemas de polinomios ortogonales

Sea dµ una medida de Borel sobre la recta real R finita y positiva cuyo soporte
es un conjunto infinito, y tal que para cada n ∈ N existen los momentos

µn =
∫

R
xn dµ ∈ R.

En estas condiciones, es bien conocido que existe una sola familia {pn(x)}∞n=0 de
polinomios con coeficiente director positivo y tal que el grado de cada pn(x) es n
cumpliendo ∫

R
pn(x)pm(x) dµ = δnm.

Además, si el soporte de µ es acotado, el teorema de Weierstrass demuestra que la
familia {pn(x)}∞n=0 es completa en L2(µ).

Muchas veces, en lugar de exigir que una familia de polinomios {Pn(x)}∞n=0 sea
ortonormal nos preocuparemos simplemente de su ortogonalidad, es decir de que
se cumpla

(1.15)
∫

R
Pn(x)Pm(x) dµ = hnδnm.

Denotaremos a los polinomios con letras mayúsculas cuando sean ortogonales y
con minúsculas cuando además estén normalizados. Así,

pn(x) = h−1/2
n Pn(x).

Por último, llamaremos kn al coeficiente director de cada Pn(x).
Vamos ahora a ver, prácticamente sin demostraciones, un resumen general de

la teoría de polinomios ortogonales. Para estudiar todo esto con más detalle puede
consultarse el libro de Szegő [1].

Veamos en primer lugar una forma clásica de construir una familia de polino-
mios ortogonales respecto a dµ. Si, para cada n ∈ N, llamamos ∆n al determinante

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

. . . . . . . . . . . .
µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

se demuestra que, por ser µn los momentos correspondientes a dµ, entonces ∆n > 0
∀n ∈ N. (También es cierto el recíproco: si para una sucesión {µn}∞n=0 todos los
∆n son positivos, entonces existe algún dµ tal que µn son sus correspondiente
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momentos. Ver Freud [1, pág. 60].) De aquí que si definimos los polinomios

(1.16) Pn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

. . . . . . . . . . . .
µn−1 µn . . . µ2n−1

1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1,

y P0(x) = 1, es claro que∫
R
Pn(x)xk dµ = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

ya que, al utilizar (1.16), la integral se convierte en un determinante con dos filas
iguales. Además, el coeficiente director de cada Pn(x) es kn = ∆n−1 (∆−1 = 1),
luego en particular son polinomios no nulos. Por lo tanto la familia {Pn(x)}∞n=0

definida según (1.16) es ortogonal respecto a dµ. Por último, no es difícil demostrar
que hn = ∆n∆n−1, con lo que a partir de {µn}∞n=0 ya podríamos encontrar incluso
los polinomios normalizados.

Una importante propiedad que verifican las familias de polinomios ortogonales
es la siguiente relación de recurrencia a tres términos

(1.17) Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)− CnPn−1(x), n ∈ N,

donde P−1(x) = 0, P0(x) = k0, C0 = 0,

An =
kn+1

kn

, Cn =
Anhn

An−1hn−1

=
kn+1kn−1hn

k2
nhn−1

y

Bn = −An

hn

∫
R
xPn(x)2 dµ = An

(
k′n+1

kn+1

− k′n
kn

)
con k′n el coeficiente de xn−1 en Pn(x). De hecho, el teorema de Favard (ver Freud [1,
pág. 60]) asegura que cualquier sistema de polinomios generado por (1.17) donde
An, Cn > 0 y Bn ∈ R constituye un sistema de polinomios ortogonales respecto a
alguna medida dµ.

Por otra parte, es inmediato que la serie de Fourier de una función f puede
escribirse como

(1.18) Sn(f, x) =
∫

R
Kn(x, y)f(y) dµ(y),

donde los

(1.19) Kn(x, y) =
n∑

k=0

1

hk

Pk(x)Pk(y)
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se denominan núcleos.
A partir de (1.17), es fácil demostrar por inducción que los núcleos verifican

(1.20) Kn(x, y) =
kn

hnkn+1

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y
,

expresión que se denomina fórmula de Christoffel-Darboux.
Una primera consecuencia de esta propiedad se obtiene igualando Kn(x, y) en

(1.19) y (1.20) y tomando límites cuando y tiende a x, con lo cual, tras utilizar la
regla de L’Hôpital, obtenemos

(1.21) Kn(x, x) =
n∑

k=0

1

hk

Pk(x)
2 =

kn

hnkn+1

(
P ′

n+1(x)Pn(x)− P ′
n(x)Pn+1(x)

)
.

En particular, P ′
n+1(x)Pn(x) − P ′

n(x)Pn+1(x) > 0 ∀x ∈ R y ∀n ∈ N, de lo que se
deduce que Pn(x) y Pn+1(x) nunca pueden tener raíces comunes.

Otra propiedad que cumplen las raíces de cada Pn(x), n > 0, es que son todas
simples y reales, y además, si sop(dµ) ⊆ [a, b], todas ellas están en el intervalo (a, b).
Por otra parte, si α y β son dos raíces consecutivas de Pn(x), es fácil demostrar que
en el intervalo (α, β) existe exactamente una raíz de Pn+1(x). También es cierto
que entre dos raíces de Pn(x) siempre hay al menos una de Pm(x) para cada m > n.

Cuando dµ puede ponerse dµ = w(x) dx, siendo w(x) una función peso par, es
inmediato comprobar que si {Pn(x)}∞n=0 son polinomios ortogonales respecto a dµ,
entonces {(−1)nPn(−x)}∞n=0 también lo son. Por lo tanto, Pn(x) = (−1)nPn(−x)
∀n ∈ N, luego los polinomios Pn(x) serán pares o impares según sea n, y Bn en la
fórmula de recurrencia (1.17) es siempre Bn = 0.

Vamos ahora a ver una serie de resultados que permiten relacionar diversos
sistemas de polinomios ortogonales al modificar dµ por alguna función u obtener
nuevos sistemas a partir de algunos ya dados.

Teorema 1.7
Si sop(dµ) ⊆ [a, b] con a > −∞ y con Kn(x, y) denotamos sus correspondientes nú-
cleos, entonces para cada x0 ≤ a, {Kn(x0, x)}∞n=0 forman un sistema de polinomios
ortogonales respecto a (x− x0) dµ.

Demostración:
Para cualquier polinomio π(y) de grado n a lo más se verifica∫ b

a
Kn(x, y)π(y) dµ(x) = π(x),

luego en particular, tomando π(y) = Km(x0, y)(y − x0) y haciendo x = x0,∫ b

a
Kn(x0, y)Km(x0, y)(x− x0) dµ(x) = π(x0) = 0 ∀m < n,

de donde se sigue el enunciado.
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Obviamente, si b < ∞ y x0 ≥ b, entonces {Kn(x, x0)}∞n=0 es un sistema de
polinomios ortogonales respecto a (x0 − x) dµ.

Teorema 1.8
Sean {Pn(x)}∞n=0 polinomios ortogonales asociados a dµ en un intervalo [a, b], y
π(x) = c(x−x1)(x−x2) · · · (x−xk), c 6= 0, un polinomio no negativo en el mismo
intervalo (x1 < x2 < · · · < xk). Entonces, los polinomios {Qn(x)}∞n=0 representados
en términos de los {Pn(x)}∞n=0 mediante

(1.22) π(x)Qn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pn(x) Pn+1(x) . . . Pn+k(x)
Pn(x1) Pn+1(x1) . . . Pn+k(x1)
. . . . . . . . . . . .

Pn(xk) Pn+1(xk) . . . Pn+k(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
son ortogonales respecto a π(x) dµ.

Demostración:
Ver Szegő [1, pág. 30].

En el caso de que no exigiéramos que los ceros de π(x) fueran simples, si por
ejemplo xr es cero de multiplicidad m, el teorema sigue siendo cierto si reempla-
zamos las correspondientes filas del determinante por las derivadas de orden 0, 1,
2, . . . , m− 1 de los polinomios Pn(x), Pn+1(x), . . . , Pn+k(x) en xr.

Por otra parte, en las mismas condiciones del Teorema 1.8, si además se cumple
a = −b, dµ = w(x) dx, w(x) y π(x) son pares y denotamos {±x1,±x2, . . . ,±xk/2}
el conjunto de ceros de π(x), todos ellos simples, hay una representación mucho
más sencilla:

(1.23) π(x)Qn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pn(x) Pn+2(x) . . . Pn+k(x)
Pn(x1) Pn+2(x1) . . . Pn+k(x1)
. . . . . . . . . . . .

Pn(xk/2) Pn+2(xk/2) . . . Pn+k(xk/2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Multitud de representaciones de este tipo para distintas modificaciones de la
medida pueden encontrarse en Paszkowski [1] y en la tesis de Godoy [1].

Para estudiar muchos problemas de convergencia se necesita dar cotas unifor-
mes (independientes de n) para los polinomios ortonormales. Vamos ahora a ver
una serie de resultados que permiten, a partir de cotas para unos polinomios con
un determinado peso, calcular cotas para otros cuyo peso tiene alguna relación con
el anterior.

Teorema 1.9
Sean {pn(x)}∞n=0 polinomios ortonormales respecto a un peso w(x) en un intervalo
[a, b] acotado. Supongamos que existe una función t(x) tal que |pn(x)| ≤ t(x) ∀x ∈
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A, siendo A un determinado subconjunto de [a, b]. Y sea π(x) un polinomio de
grado m, π(x) ≥ 0 en [a, b], que estará acotado por M = máx{π(x) : a ≤ x ≤ b}.
Entonces:

(i) Si llamamos {qn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto al nuevo peso
w(x)π(x), se verifica |qn(x)| ≤ (m+ 1)M1/2t(x)/π(x) ∀x ∈ A.

(ii) Si w(x)/π(x) ∈ L1([a, b], dx) y {qn(x)}∞n=0 son sus correspondientes polino-
mios ortonormales, se tiene |qn(x)| ≤ (m+ 1)M1/2t(x) ∀x ∈ A.

Demostración:
(i) Es claro que

(1.24) qnπ =
n+m∑
k=0

cnkpk, cnk =
∫ b

a
qnpkwπ dx.

Además, por ser los {qn(x)} ortonormales respecto a wπ, cnk = 0 para k < n, luego
el número de sumandos no nulos en (1.24) no crece con n, sino que es m + 1 a lo
más. Por otra parte, aplicando la desigualdad de Schwarz obtenemos

|cnk|2 ≤
(∫ b

a
π2q2

nw dx

)(∫ b

a
p2

kw dx

)

=
∫ b

a
π2q2

nw dx ≤M
∫ b

a
q2
nwπ dx = M,

luego |cnk| ≤M1/2 y se sigue el enunciado.
(ii) Análogamente

qn =
n∑

k=0

cnkpk, cnk =
∫ b

a
qnpkπ(w/π) dx

y se continúa como antes.

Teorema 1.10 (Teorema de Korous)
Sean {pn(x)}∞n=0 polinomios ortonormales respecto a dµ en un intervalo [a, b] aco-
tado tales que |pn(x)| ≤ t(x) en (a, b) para alguna función t(x). Sea otra función
r(x) ≥ 0 en (a, b) y lipschitziana, cumpliendo además pn(x)2/r(x) ∈ L1(µ) uni-
formemente (lo cual siempre es cierto si r(x) > 0 en [a, b]). Entonces, si lla-
mamos {qn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respeto a r(x) dµ se verifica
|qn(x)| ≤ Ct(x)/r(x) para alguna constante C independiente de n.

Demostración:
Ver Alexits, [1, pág. 41] o Szegő [1, Teorema 7.1.3, pág. 162], con ligeras modifica-
ciones.



16 Convergencia Series de Fourier

PARTE 3.a: Sistemas clásicos de polinomios

En este apartado daremos una serie de caracterizaciones, expresiones explícitas,
propiedades, relaciones, acotaciones y estimaciones asintóticas de los polinomios
ortogonales más usuales: los polinomios ortogonales clásicos. Notar que los polino-
mios que manejemos estarán sin normalizar. En primer lugar, he aquí un cuadro
de los polinomios ortogonales clásicos:

Peso Soporte Denominación Notación
(1− x2)−1/2 [−1, 1] Chebyshev (de 1.a clase) Tn(x)
(1− x2)1/2 [−1, 1] Chebyshev de 2.a clase Un(x)

1 [−1, 1] Legendre Pn(x)
(1− x2)λ−1/2, λ > −1/2 [−1, 1] Gegenbauer o ultraesféricos P (λ)

n (x)
(1− x)α(1 + x)β, α, β > −1 [−1, 1] Jacobi P (α,β)

n (x)
e−xxα, α > −1, [0,∞) Laguerre L(α)

n (x)

e−x2 R Hermite Hn(x)

El que precisamente a estas familias de polinomios ortogonales se les llame
clásicos es porque son las únicas, salvo cambios de variable, que verifican una
serie de propiedades como son: Sus derivadas (y sus derivadas r-ésimas para cual-
quier r ≥ 1) siguen formando un sistema de polinomios ortogonales. Verifican una
ecuación diferencial de la forma A(x)y′′ + B(x)y′ + λny = 0, donde A(x) y B(x)
son polinomios independientes de n, y λn independiente de x. Pueden expresarse
mediante una fórmula de tipo Rodrigues

Pn(x) =
1

En(x)w(x)

dn

dxn
[w(x)ρ(x)n],

donde w(x) es el peso, ρ(x) un polinomio independiente de n y En(x) independiente
de x. Una explicación más detallada de estas caracterizaciones puede verse en
Chihara [1, pág. 150].

Como los polinomios de Chebyshev de 1.a y 2.a clase, los de Legendre y los
ultraesféricos son casos particulares de los de Jacobi, nos dedicaremos aquí a estu-
diar simplemente los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite. Veremos además
algunas de sus generalizaciones. Para la demostración de las propiedades que aquí
enunciemos, además de muchas otras, puede consultarse Szegő [1].

Comencemos con los de Jacobi. Su definición mediante la fórmula de Rodrigues
es la siguiente:

(1.25) P (α,β)
n (x) =

1

(−2)nn! (1− x)α(1 + x)β

dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n].
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Utilizando la fórmula de Leibniz para la derivada n-ésima del producto de funciones
obtenemos la siguiente expresión explícita de los polinomios de Jacobi:

(1.26) P (α,β)
n (x) =

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

n

)(
x− 1

2

)k (x+ 1

2

)n−k

.

A partir de la expresión (1.25) y empleando partes reiteradamente es fácil
demostrar que para cada α, β > −1 se cumple

(1.27)
∫ 1

−1
P (α,β)

n (x)P (α,β)
m (x)(1− x)α(1 + x)β dx = h(α,β)

n δnm,

donde

(1.28) h(α,β)
n =

2α+β+1Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

(2n+ α+ β + 1)Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ β + 1)
.

Por tanto, {P (α,β)
n (x)}∞n=0 constituye un sistema completo de polinomios ortogona-

les en [−1, 1] con peso w(x) = w(α,β)(x) = (1−x)α(1+x)β. Además, por la fórmula
de Stirling,

(1.29) h(α,β)
n ≈ 2α+β

n
cuando n −→∞.

El coeficiente director de cada P (α,β)
n (x) es

(1.30) k(α,β)
n = 2−n

(
2n+ α+ β

n

)
= 2−n Γ(2n+ α+ β + 1)

Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ β + 1)
,

y de nuevo por Stirling

(1.31) k(α,β)
n ≈ 2n+α+β

π1/2n1/2
cuando n −→∞.

Usando (1.26), es inmediato que

(1.32) P (α,β)
n (−x) = (−1)nP (β,α)

n (x)

y

(1.33) P (α,β)
n (1) =

(
n+ α

n

)
, P (α,β)

n (−1) = (−1)n

(
n+ β

n

)
.

Los polinomios de Jacobi pueden obtenerse a partir de la siguiente relación de
recurrencia:

P
(α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) =

(α+ β + 2)x

2
+
α− β

2
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y para n ≥ 2,

(1.34)

2n(n+ α+ β)(2n+ α+ β − 2)P (α,β)
n (x)

= (2n+ α+ β − 1){(2n+ α+ β)(2n+ α+ β − 2)x+ α2 − β2}P (α,β)
n−1 (x)

− 2(n+ α− 1)(n+ β − 1)(2n+ α+ β)P
(α,β)
n−2 (x).

La fórmula de Christoffel-Darboux consiste en

(1.35)

K(α,β)
n (x, y) =

n∑
k=0

1

h
(α,β)
k

P
(α,β)
k (x)P

(α,β)
k (y)

=
2−α−β

2n+ α+ β + 2

Γ(n+ 2)Γ(n+ α+ β + 1)

Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

× P
(α,β)
n+1 (x)P (α,β)

n (y)− P (α,β)
n (x)P

(α,β)
n+1 (y)

x− y
.

Las derivadas de los polinomios de Jacobi cumplen

(1.36)
d

dx
P (α,β)

n (x) =
n+ α+ β + 1

2
P

(α+1,β+1)
n−1 (x).

Dos fórmulas que relacionan polinomios de Jacobi de distinto rango son las si-
guientes:

(1.37) P (α,β)
n (x) =

2 + α+ β + 1

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x)− n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x),

(1.38) P (α,β+1)
n (x) =

2

2n+ α+ β + 2

(n+ β + 1)P (α,β)
n (x) + (n+ 1)P

(α,β)
n+1 (x)

1 + x
.

La primera de las dos puede demostrarse a partir de la idea de (ii) del Teorema 1.9
y la segunda con la idea de (i) o utilizando (1.22).

Vamos ahora a dar una serie de estimaciones asintóticas y acotaciones de los
polinomios de Jacobi que serán útiles cuando estudiemos la convergencia de la serie
de Fourier.

Teorema 1.11 (Fórmula de tipo Hilb)
Sean α, β > −1. Entonces

(
sen

θ

2

)α (
cos

θ

2

)β

P (α,β)
n (cos θ) = D−α

n

Γ(n+ α+ 1)

n!

(
θ

sen θ

)1/2

Jα(Dnθ)

+

θ1/2O(n−3/2), si C/n ≤ θ ≤ π − ε,

θα+2O(nα), si 0 < θ ≤ C/n,
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donde

Jα(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(z/2)α+2k

k! Γ(α+ k + 1)

es la función de Bessel de orden α, Dn = n+ (α+ β + 1)/2 y C, ε son constantes
positivas fijas.

Demostración:
Puede verse en Szegő [1, Teorema 8.21.12, pág. 197, y 8.63.(1), pág. 214]. Para
hacerla se utiliza el método de Liouville-Steklov.

Notar que, sin más que utilizar (1.32) podemos deducir una fórmula similar en
los intervalos ε ≤ θ ≤ π − C/n y π − C/n ≤ θ < π.

Vamos ahora a utilizar la fórmula anterior para encontrar acotaciones de los
polinomios de Jacobi en el intervalo [−1, 1]. Para ello, nos serviremos de las si-
guientes estimaciones de las funciones de Bessel, que pueden verse en Watson [1]
o en Szegő [1, pág. 15]:

(1.39) Jα(z) = O(zα), z −→ 0 y Jα(z) = O(z−1/2), z −→∞.

Con esto,

Teorema 1.12
Existe C independiente de x ∈ [−1, 1] y n ∈ N tal que

n1/2|P (α,β)
n (x)| ≤ C

(
1− x+

1

n2

)−(α/2+1/4) (
1 + x+

1

n2

)−(β/2+1/4)

(recordar que (h(α,β)
n )−1/2 ∼ n1/2 luego la cota anterior es precisamente la que

corresponde a los polinomios normalizados).

Demostración:
Si en el teorema anterior tomamos ε = π/2 y empleamos

Jα(Dnθ) = O((Dnθ)
−1/2) cuando Dnθ −→∞,

Jα(Dnθ) = O((Dnθ)
α) cuando Dnθ −→ 0,

(cos(θ/2))−β = O(1), (sen(θ/2))−α = O(θ−α), (θ/ sen θ)1/2 = O(1)

y la fórmula de Stirling, obtenemos

(1.40) P (α,β)
n (cos θ) =

θ−α−1/2O(n−1/2), en C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα), en 0 < θ ≤ C/n.



20 Convergencia Series de Fourier

Haciendo ahora el cambio de variable x = cos θ, con lo cual x ≈ 1−θ2/2, de (1.40)
se sigue

P (α,β)
n (x) =

(1− x)−(α/2+1/4)O(n−1/2), en 0 ≤ x ≤ 1− 1/n2,

O(nα), en 1− 1/n2 ≤ x < 1.

De aquí, distinguiendo los casos en que exponente −(α/2 + 1/4) es positivo y
negativo, es fácil llegar a

(1.41) n1/2|P (α,β)
n (x)| ≤ C(1− x+ n−2)−(α/2+1/4) en 0 ≤ x ≤ 1.

Por otra parte, utilizando (1.32), es claro que (1.41) implica

n1/2|P (α,β)
n (x)| ≤ C(1 + x+ n−2)−(β/2+1/4) en −1 ≤ x ≤ 0.

Combinando ahora estas dos últimas fórmulas se sigue el teorema.

Corolario 1.13
Si α, β ≥ −1/2, existe C independiente de x ∈ [−1, 1] y n ∈ N tal que

n1/2|P (α,β)
n (x)| ≤ C(1− x)−(α/2+1/4)(1 + x)−(β/2+1/4).

Demostración:
Si α ≥ −1/2, entonces −(α/2 + 1/4) ≤ 0, y como 1− x+ n−2 ≥ 1− x, tendremos
que (1 − x + n−2)−(α/2+1/4) ≤ (1 − x)−(α/2+1/4). Análogamente ocurre con β. Por
tanto, la demostración es inmediata sin más que utilizar el teorema.

Notar que lo que obtenemos en el corolario anterior es que, cuando α, β ≥
−1/2, los polinomios normalizados están acotados salvo constante por (1 −
x2)−1/4w(α,β)(x)−1/2 en [−1, 1]. Como luego veremos en el Capítulo III, estas aco-
taciones son las idóneas para estudiar la convergencia en media. Si modificamos
el peso w(α,β)(x) multiplicándolo por una función r(x) lipschitziana y tal que
r(x) > C > 0, el teorema de Korous nos asegura que las cotas de los polino-
mios {Pn(x)}∞n=0 ortonormales respecto al nuevo peso w(x) = r(x)(1−x)α(1+x)β

en [−1, 1] siguen siendo salvo constante de la forma (1−x2)−1/4w(x)−1/2. Pero esto
ya no lo garantiza el teorema de Korous si r(x) se anula en [−1, 1]. Análogamente
ocurre con el Teorema 1.9 de modificación del peso por un polinomio. Solamente
proporciona las cotas adecuadas cuando, en el conjunto A que estudiemos, el poli-
nomio que modifica está acotado inferiormente por una constante positiva. Basta
pensar que partiendo del Corolario 1.13 y modificando el peso multiplicándolo por
(1− x2), las cotas que obtenemos ya no son las que se deducen del corolario para
los polinomios correspondientes a w(α+1,β+1)(x), sino mucho peores.

Sin embargo, sí que se conocen estimaciones de diversos sistemas de polinomios
ortonormales en [−1, 1] y que no tienen los problemas que acabamos de explicar. En
la misma línea que el Teorema 1.12, aunque más generalizado, se tiene el siguiente
resultado:
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Teorema 1.14
Sea el peso

w(x) = r(x)(1− x)α(1 + x)β
m∏

k=1

|x− xk|γk ,

donde −1 < x1 < x2 < · · · < xm < 1, α, β, γk > −1, 0 < C1 < r(x) < C2 y el
módulo de continuidad de r(x),

m(r, t) = sup{ |r(x)− r(y)| : x, y ∈ (−1, 1), |x− y| ≤ t },

cumple m(r, t)t−1 ∈ L1(0, 2). Entonces, existe C independiente de n ∈ N y x ∈
[−1, 1] tal que los polinomios ortonormales respecto a w(x) cumplen

|pn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−(α/2+1/4) (
1 + x+

1

n2

)−(β/2+1/4) m∏
k=1

(
|x− xk|+

1

n

)−γk/2

.

Demostración:
Ver Badkov [3, pág. 227].

Vamos ahora a dar una serie de resultados sobre los polinomios de Laguerre.
En primer lugar, su definición, que en términos de la fórmula de Rodrigues es

(1.42) L(α)
n (x) =

exx−α

n!

dn

dxn
[e−xxα+n], α > −1.

Utilizando la fórmula de Leibniz para la derivada n-ésima del producto de funciones
es fácil obtener la siguiente expresión explícita:

(1.43) L(α)
n (x) =

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)
(−x)k

k!
.

De aquí, es evidente que

L(α)
n (0) =

(
n+ α

n

)
,

y que el coeficiente director de L(α)
n (x) es k(α)

n = (−1)n/n!.
Por otra parte, a partir de (1.42) y empleando partes reiteradamente es fácil

demostrar que para cada α > −1 se cumple

(1.44)
∫ ∞

0
L(α)

n (x)L(α)
m (x)e−xxα dx =

Γ(n+ α+ 1)

n!
δnm.

Por tanto, {L(α)
n (x)}∞n=0 forman un sistema de polinomios ortogonales en (0,∞)

con peso w(x) = w(α)(x) = e−xxα.
Para ver que es completo, en los de Jacobi utilizábamos el teorema de Weiers-

trass que requiere que el soporte sea acotado. Aquí debemos utilizar el teorema
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que dice las combinaciones lineales de las funciones {e−x/2xα/2xn}∞n=0 son densas
en L2(0,∞) para cada α > −1. (Ver este resultado, por ejemplo, en Szegő [1,
Teorema 5.7.1, pág. 108].)

La fórmula de recurrencia que verifican los polinomios de Laguerre es

(1.45) (n+1)L
(α)
n+1(x) = (2n+α+1−x)L(α)

n (x)−(n+α)L
(α)
n−1(x), n = 1, 2, 3, . . .

siendo L(α)
0 (x) = 1, L(α)

1 (x) = −x+ α+ 1.
Y la fórmula de Christoffel-Darboux es

(1.46)

K(α)
n (x, y) =

n∑
k=0

k!

Γ(k + α+ 1)
L

(α)
k (x)L

(α)
k (y)

=
(n+ 1)!

Γ(n+ α+ 1)

L(α)
n (x)L

(α)
n+1(y)− L

(α)
n+1(x)L

(α)
n (y)

x− y
.

La expresión para las derivadas de los polinomios de Laguerre es muy sencilla:

(1.47)
d

dx
L(α)

n (x) = −L(α+1)
n−1 (x),

así como la siguientes fórmulas que relacionan polinomios de distinto rango:

(1.48) L(α)
n (x) = L(α+1)

n (x)− L
(α+1)
n−1 (x),

(1.49) nL(α)
n (x) = −xL(α+2)

n−2 (x)− (α+ 1− x)L
(α+1)
n−1 (x).

Los polinomios de Hermite, definidos mediante la siguiente fórmula de tipo
Rodrigues

(1.50) Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2

),

verifican

(1.51)
∫

R
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx = π1/22nn! δnm,

luego forman un sistema ortogonal en L2(R, e−x2
). Además, este sistema es com-

pleto pues las combinaciones lineales de las funciones {e−x2/2xn}∞n=0 son densas
en L2(R) (ver Szegő [1, Teorema 5.7.1, pág. 108]). Una expresión explícita de los
polinomios de Hermite es

(1.52) Hn(x) = n!
[n/2]∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

k! (n− 2k)!
,
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siendo [n/2] la parte entera de n/2.
A partir de (1.52) es inmediato comprobar que el coeficiente director de cada

Hn(x) es 2n y los valores que toman en cero son

H2m+1(0) = 0 y H2m(0) = (−1)m (2m)!

m!
.

Sus derivadas cumplen la relación H ′
n(x) = 2nHn−1(x).

La fórmula de recurrencia que verifican los polinomios de Hermite es la siguien-
te:

(1.53) Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), siendo H0(x) = 1, H1(x) = 2x.

Por último, he aquí la correspondiente fórmula de Christoffel-Darboux para sus
núcleos:

(1.54)

Kn(x, y) =
n∑

k=0

1

π1/22kk!
Hk(x)Hk(y)

=
1

π1/22n+1n!

Hn+1(x)Hn(y)−Hn(x)Hn+1(y)

x− y
.

Suele ser muy usual utilizar en lugar de los polinomios las funciones de Laguerre
y Hermite, que se definen como

(1.55) L(α)
n (x) =

(
Γ(n+ α+ 1)

n!

)−1/2

xα/2e−x/2L(α)
n (x), α > −1,

(1.56) Hn(x) = (π1/22nn!)−1/2e−x2/2Hn(x),

y que, evidentemente a partir de lo que ya sabemos para polinomios, forman un
sistema ortonormal completo en L2([0,∞), dx) y L2(R, dx) respectivamente.

Sin más que utilizar (1.46) y (1.54) es inmediato comprobar que sus núcleos
verifican las siguientes fórmulas de Christoffel-Darboux:

(1.57)

K(α)
n (x, y) =

n∑
k=0

L(α)
k (x)L(α)

k (y)

= (n+ 1)1/2(n+ α+ 1)1/2 L(α)
n (x)L(α)

n+1(y)− L
(α)
n+1(x)L(α)

n (y)

x− y
,

(1.58)

Kn(x, y) =
n∑

k=0

Hk(x)Hk(y)

=
(
n+ 1

2

)1/2 Hn+1(x)Hn(y)−Hn(x)Hn+1(y)

x− y
.



24 Convergencia Series de Fourier

Para estudiar el comportamiento de las series de Fourier se necesita conocer
estimaciones de las funciones L(α)

n (x) y Hn(x). Como en este trabajo no las vamos
a utilizar, simplemente citaremos dónde pueden consultarse. Las primeras acota-
ciones destinadas al estudio de la convergencia en media de series de Hermite y
de Laguerre con α ≥ 0 pueden verse en Askey-Wainger [1]. Más adelante Mucken-
houpt [3] las simplifica y utilizando (1.48) y (1.49) las extiende hasta α > −1. De
todas formas sus expresiones no son tan satisfactorias por su sencillez como las
que hemos visto para polinomios de Jacobi.

Por último, vamos a ver una clase de polinomios ortogonales que incluye como
caso particular a los de Hermite y que son los polinomios de Hermite generaliza-
dos. Tales polinomios, que denotaremos H(µ)

n (x) (µ > −1/2), se definen como los
polinomios ortogonales en R respecto al peso w(x) = w(µ)(x) = |x|2µe−x2 y cuyo
coeficiente director es 2n. Así como la convergencia de las series de Fourier de poli-
nomios o funciones de Laguerre y Hermite ya está estudiada por Askey-Wainger [1]
y Muckenhoupt [3], las series de Hermite generalizadas permanecen sin estudiar.
Nos ocuparemos de ello en el Capítulo VI, donde veremos todo esto con más de-
tenimiento. Por el momento únicamente citaremos la siguientes relaciones entre
polinomios de Hermite generalizados y polinomios de Laguerre:

(1.59) H
(µ)
2m (x) = (−1)m22mm!L(µ−1/2)

m (x2),

(1.60) H
(µ)
2m+1(x) = (−1)m22m+1m!xL(µ+1/2)

m (x2).

Para más información sobre los polinomios de Hermite generalizados puede verse
el libro de Chihara [1, pág. 156].



CAPÍTULO II

Acotación de la transformada de Hilbert
para cierto tipo de pesos Ap

En este capítulo veremos, fundamentalmente, condiciones sobre p y sobre w :
R −−−→ [0,∞] peso, para que diversos operadores

T : Lp(R, w(x)) −−−→ Lp(R, w(x))

estén acotados. Estudiaremos esto también con dos pesos u(x), v(x); es decir,
cuándo

T : Lp(R, v(x)) −−−→ Lp(R, u(x))

es acotado.
Cuando no se satisfaga esta condición podremos debilitarla un poco de la si-

guiente forma:
Para cada λ > 0 y 1 ≤ p <∞ es claro que∫

|T (f,x)|>λ
u(x) dx ≤

∫
R
|T (f, x)/λ|pu(x) dx;

por tanto, puede ocurrir que no llegue a verificarse∫
R
|T (f, x)|pu(x) dx ≤ C

∫
R
|f(x)|pv(x) dx,

que caracteriza la acotación de T , pero sí∫
|T (f,x)|>λ

u(x) dx ≤ Cλ−p
∫

R
|f(x)|pv(x) dx

para alguna constante C independiente de λ > 0 y f .
En el primer caso diremos que el operador T es de tipo (p, p) ó (p, p) fuerte y

en el segundo que es de tipo (p, p) débil o que

T : Lp(R, v(x)) −−−→ Lp
∗(R, u(x))

está acotado.
Posteriormente, estudiaremos este tipo de acotaciones para familias de pesos

un y vn con n ∈ N.
Todo esto es análogo cuando el soporte de los pesos es un intervalo (a, b) en

vez de toda la recta real. En el resto del capítulo denotaremos únicamente Lp(w)
o Lp

∗(w). C será una constante posiblemente distinta en cada situación.
Los operadores que trataremos serán los siguientes:

25
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Definición 2.1

(i) Llamaremos transformada de Hilbert al operador H que a cada función f
asocia

H(f, x) = v. p.
∫

R

f(y)

x− y
dy.

A partir de ahora prescindiremos de escribir v. p. en su notación.

(ii) Si para cada intervalo I real acotado denotamos |I| su medida de Lebesgue,
llamaremos operador maximal de Hardy-Littlewood a

M(f, x) = sup
I

{
1

|I|

∫
I
|f(y)| dy : x ∈ I

}
.

Análogamente se define la transformada de Hilbert integrando únicamente so-
bre (a, b) en lugar de R y el operador maximal exigiendo I ⊂ (a, b). Emplearemos
a partir de ahora la notación I para denominar un intervalo. Además, usaremos
el convenio 0 · ∞ = 0, luego aquí y en lo sucesivo no hará falta exigir que I sea
acotado.

Para estudiar las acotaciones de estos operadores utilizaremos la teoría Ap de
pesos, desarrollada principalmente por Muckenhoupt. Veamos en primer lugar la
definición:

Definición 2.2
Dado un intervalo (a, b) fijo (−∞ ≤ a < b ≤ ∞), diremos que un peso w(x) está
en Ap(a, b) (1 < p <∞) si cumple

(
1

|I|

∫
I
w(x) dx

)(
1

|I|

∫
I
w(x))−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C

para todo I ⊆ (a, b), siendo C independiente de I.

Obviamente, si a = −b y el peso w es par, basta comprobarlo para I ⊆ (0, b).
Vamos ahora a ver un breve resumen de la teoría Ap de pesos. Veamos en primer

lugar una serie de propiedades que cumplen las clases Ap. Puede consultarse todo
esto con más detalle en García Cuerva-Rubio de Francia [1, Cap. IV].

Por definición, es obvio

(2.1) w ∈ Ap(a, b) ⇒ w,w−1/(p−1) localmente integrables.

Y es inmediato comprobar

(2.2) w ∈ Ap(a, b) ⇒ w−1/(p−1) ∈ Aq(a, b) (1/p+ 1/q = 1).
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Además, utilizando la desigualdad de Hölder se demuestra

(2.3) r < p ⇒ AR(a, b) ⊆ Ap(a, b),

(2.4) w ∈ Ap(a, b), 0 < τ < 1 ⇒ wτ ∈ Ap(a, b).

Una propiedad importante es la desigualdad de Hölder inversa, que afirma que
si w ∈ Ap(a, b), existe δ > 1 tal que

(2.5)

(
1

|I|

∫
I
w(x)δ dx

)1/δ

≤ C

(
1

|I|

∫
I
w(x) dx

)

para alguna constante C independiente de I ⊆ (a, b). El nombre de desigualdad
de Hölder inversa se debe a que la desigualdad contraria a (2.5) con C = 1 es
inmediata usando la desigualdad de Hölder.

Y empleando la desigualdad de Hölder inversa es fácil demostrar

(2.6) w ∈ Ap(a, b) ⇒ ∃ε > 0 tal que w ∈ Ap−ε(a, b),

(2.7) w ∈ Ap(a, b) ⇒ ∃δ > 1 tal que wδ ∈ Ap(a, b).

Combinando (2.3) y (2.6) es claro que Ap(a, b) = ∪{AR(a, b) : r < p}.
Las clases Ap son importantes debido al siguiente resultado:

Teorema 2.3
Sea T el operador H o M y 1 < p <∞. Son equivalentes:

(i) w ∈ Ap(a, b).

(ii) T : Lp((a, b), w) −−−→ Lp((a, b), w) acotado.

(iii) T : Lp((a, b), w) −−−→ Lp
∗((a, b), w) acotado.

Además, las constantes de la definición de Ap y de la norma de T como operador
dependen únicamente unas de otras.

Demostración:
Cuando T = M fue probado por Muckenhoupt [4] y para T = H por Hunt-
Muckenhoupt-Wheeden [1].
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El teorema anterior resulta de gran importancia pues encuentra condiciones
necesarias y suficientes para que los operadores H y M sean acotados. Antes de
llegar a su demostración ya había algunos precedentes, como son los siguientes:
Cuando T = H y w = 1, que T es acotado para 1 < p < ∞ es el teorema
de M. Riesz [1] (su demostración original se refería a la circunferencia unidad).
Además, cuando p = 1, Kolmogorov [1] demostró queH es (1, 1) débil. La acotación
del operador M con w = 1 y 1 < p < ∞ se debe a Hardy-Littlewood [1]. Por
último, cuando w(x) = |x|r, −1 < r < p − 1, que H es acotado fue probado por
Hardy-Littlewood [2] y que M también lo es por Stein [1].

Si en la definición de peso en Ap(a, b), hacemos tender p a 1 queda(
1

|I|

∫
I
w(x) dx

)
sup ess{w(x)−1 : x ∈ I} ≤ C,

o sea

(2.8)

(
1

|I|

∫
I
w(x) dx

)
≤ C ı́nf ess{w(x) : x ∈ I}.

Pero esta condición es equivalente a

(2.9) M(w, x) ≤ Cw(x) a.e.,

que se toma como definición de peso en A1(a, b).
Es inmediato comprobar que cualquier peso que satisface (2.8) satisface tam-

bién la definición de Ap(a, b), luego A1(a, b) ⊂ Ap(a, b) ∀p > 1 (en particular,
cualquier peso en A1(a, b) debe verificar (2.1) ∀p > 1). Sin embargo, no es cierto
el recíproco: existen pesos que están en Ap(a, b) ∀p > 1 pero no están en A1(a, b).
Veamos un ejemplo. Sea w(x) = (− log x)r con r < 0 y vamos a demostrar que w(x)
está en Ap(0, 1/2) ∀p > 1 pero no está en A1(0, 1/2). Que no está en A1(0, 1/2) es
inmediato ya que la desigualdad

M((− log y)r, x) = sup
I

{
1

|I|

∫
I
(− log y)r dy : x ∈ I

}
≤ C(− log x)r.

es imposible que se verifique para x cercano a 0, pues (− log 0)r = 0. Por otra
parte, dado p > 1 veamos que sí que existe C tal que

G(c, d) =

(
1

d− c

∫ d

c
(− log x)r dx

)(
1

d− c

∫ d

c
(− log x)−r/(p−1) dx

)p−1

≤ C

para 0 ≤ c < d ≤ 1/2.
En primer lugar, supongamos 0 ≤ c ≤ d/2. Por ser (− log x)r creciente, es

claro que el primer factor de G(c, d) está acotado por (− log d)r. Y para acotar el
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segundo factor por (− log d)−r, salvo constante, basta hacer el cambio de variable
y = − log x y utilizar la siguiente estimación de la función gamma incompleta,
válida para a > 0 cuando z −→∞ (ver Erdélyi y otros [1, Vol. II, pág. 135])

Γ(a, z) =
∫ ∞

z
e−yya−1 dy ≈ za−1e−z.

Por último, si d/2 ≤ c ≤ d, la comprobación de que G(c, d) ≤ C es inmediata
sin más que utilizar que (− log x)r es creciente y (− log x)−r/(p−1) decreciente.

Es fácil demostrar utilizando (2.8) que si w1 y w2 son pesos en A1(a, b), entonces
w(x) = w1(x)w2(x)

1−p está en Ap(a, b). Pero el teorema de factorización de P. Jones
nos asegura que también es cierto el recíproco, es decir

w ∈ Ap(a, b) ⇐⇒ ∃w1, w2 ∈ A1(a, b) tales que w = w1 · w1−p
2 .

La demostración original se debe a P. Jones [1], pero otra más sencilla, análoga a
la del Lema 2.10, se encuentra en Coifman-Jones-Rubio de Francia [1].

Un resultado que permite encontrar pesos en A1(a, b) de forma sencilla es el
que sigue: Si dada µ medida de Borel positiva denotamos

M(µ, x) = sup
I

{
1

|I|

∫
I
dµ) : x ∈ I

}
,

se demuestra (ver García Cuerva-Rubio de Francia [1, Cap. II, Teorema 3.4]) que
el peso w(x) = M(µ, x)r con 0 ≤ r < 1 está en A1(a, b).

Apliquémoslo a la medida µ = δ0 (delta de Dirac en cero). Si suponemos que
0 ∈ [a, b], tendremos

M(µ, x) = sup
I

{
1

|I|

∫
I
dδ0) : x ∈ I

}
= sup

I

{
1

|I|
: 0, x ∈ I

}
=

1

|x|
.

Por lo tanto, valiéndonos de este resultado y de (2.1) obtenemos

(2.10) |x|r ∈ A1(a, b) ⇐⇒ −1 < r ≤ 0.

(Si 0 /∈ [a, b] pero a = −∞ o b = ∞, utilizando que |x|r debe estar en Ap(a, b)
∀p > 1 y tomando I de la forma [−n, b] o [a, n], llegamos de nuevo a la conclusión
(2.10). Pero cuando 0 /∈ [a, b] y (a, b) acotado entonces |x|r ∈ A1(a, b) ∀r ∈ R, ya
que en este caso |x|r ∼ 1 en (a, b)).

A partir de (2.10) y del teorema de factorización es inmediato demostrar que:

(2.11) |x|r ∈ Ap(R) ⇐⇒ −1 < r < p− 1.

En efecto, si −1 < r ≤ 0, podemos descomponer |x|r = |x|r · 11−p (o usar A1(R) ⊂
Ap(R)) y si 0 ≤ r < p− 1 basta tomar |x|r = 1 · (|x|−r/(p−1))1−p. Por otra parte, la
integrabilidad de xr en (0, 1) implica r > −1 y la de x−r/(p−1) implica r < p− 1.
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De todas formas, es fácil dar una demostración directa de (2.11). Basta com-
probar que para I = (c, d) con 0 ≤ c < d se cumple

∫ d

c
|x|r dx

(∫ d

c
|x|−r/(p−1) dx

)p−1

= C(dr+1 − cr+1)(d(−r+p−1)/(p−1) − c(−r+p−1)/(p−1))p−1 ≤ C1(d− c)p

con C1 independiente de c, d.
Para ello, sea d fijo, z = d− c y definamos

gd(z) = z−p[dr+1−(d−z)r+1][d(−r+p+1)/(p−1)−(d−z)(−r+p+1)/(p−1)]p−1, z ∈ (0, d).

Bastará ver que existe C tal que

|gd(z)| ≤ C ∀z ∈ (0, d) y ∀d ∈ (0,∞).

Pero es inmediato que gd(z) = g1(z/d) y por tanto es suficiente comprobar |g1(z)| ≤
C ∀z ∈ (0, 1). Además, g1(z) es continua en (0, 1), luego para demostrar que
está acotada sólo hay ver que lo está al tender a 0 y a 1. Que ĺımz→1 g1(z) = 1
es evidente, y para hallar ĺımz→0 g1(z) basta con que utilicemos la equivalencia
(1 + z)m − 1 ≈ mz.

Vamos ahora a ver cuándo un peso del tipo w(x) = |x|r(1 + |x|)s−r está en
Ap(R). Intuitivamente es claro que para x cercano a 0 la parte (1 + |x|)s−r es des-
preciable, luego ahí el peso es aproximadamente |x|r, y cuando x −→ ∞ tenemos
1 + |x| ≈ |x| luego el peso se comporta aquí como |x|r|x|s−r = |x|s. Podemos pues
suponer que w(x) ∈ Ap(R) si y sólo si |x|r y |x|s lo están. Todos estos argumentos
los rigorizaremos en el siguiente lema:

Lema 2.4
Sean dos pesos u, v definidos en un intervalo (a, b) ⊆ R, y supongamos que existe
c ∈ (a, b) tal que

0 < λ1 < v(x) < λ2 ∀x ∈ (a, c) y 0 < λ3 < u(x) < λ4 ∀x ∈ (c, b).

Supongamos que existen otros dos pesos ω ∈ Ap(a, b) y ν ∈ Ap(a, b) (1 < p < ∞)
y constantes positivas λi cumpliendo

λ5ω(x) ≤ u(x) ≤ λ6ω(x) ∀x ∈ (a, c) y λ7ν(x) ≤ v(x) ≤ λ8ν(x) ∀x ∈ (c, b).

En estas condiciones, si se verifica
(1) ω(x) ≤ λ9ν(x) ∀x ∈ (a, c) y ν(x) ≤ λ10ω(x) ∀x ∈ (c, b)

o
(2) ν(x) ≤ λ11ω(x) ∀x ∈ (a, c) y ω(x) ≤ λ12ν(x) ∀x ∈ (c, b)

entonces uv ∈ Ap(a, b).
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Demostración:
Tenemos que probar que existe C independiente de I ⊆ (a, b) tal que

∫
I
uv dx

(∫
I
(uv)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p.

Si I ⊆ (a, c) es obvio por ω ∈ Ap(a, b) y si I ⊆ (c, b) por ν ∈ Ap(a, b).
En general, sea I1 = I ∩ (a, c) e I2 = I ∩ (c, b). Entonces,

∫
I
uv dx

(∫
I
(uv)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C
(∫

I1
u dx+

∫
I2
v dx

)(∫
I1
u−1/(p−1) dx+

∫
I2
v−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C
(∫

I1
ω dx+

∫
I2
ν dx

)(∫
I1
ω−1/(p−1) dx+

∫
I2
ν)−1/(p−1) dx

)p−1

= G(I).

Supongamos (1). Entonces,∫
I1
ω dx+

∫
I2
ν dx ≤ λ9

∫
I1
ν dx+

∫
I2
ν dx ≤ C

∫
I
ν dx

y ∫
I1
ω dx+

∫
I2
ν dx ≤

∫
I1
ω dx+ λ10

∫
I2
ω dx ≤ C

∫
I
ω dx.

Así,

G(I) ≤ Cmı́n
{∫

I
ω dx,

∫
I
ν dx

}
×máx

{(∫
I
ω−1/(p−1) dx

)p−1

,
(∫

I
ν−1/(p−1) dx

)p−1
}
.

Acotando el mínimo por la integral sobre I de ω o ν según cual de los dos dé el
máximo, y como, sea cual sea, estará en Ap(a, b), se obtiene la cota G(I) ≤ C|I|p.
Análogamente se hace cuando se cumple (2).

A partir de ahora, 0 < λ1 < v(x) < λ2 ∀x ∈ (a, c) lo denotaremos simplemente
v(x) ∼ cte. en (a, c), y λ1ω(x) ≤ u(x) ≤ λ2ω(x) ∀x ∈ (a, c) (λi > 0) lo pondremos
w(x) ∼ u(x) en (a, c). Por otra parte, por razones de comodidad los pesos los
tomaremos de la forma w(x) = |x|αp(1 + |x|)(β−α)p, con p en el exponente, ya que
así

[|x|αp(1 + |x|)(β−α)p]
−1/(p−1)

= |x|−αq(1 + |x|)−(β−α)q,

que es más sencillo de escribir.
Utilizando el lema,
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Teorema 2.5
Se verifica

|x|αp(1 + |x|)(β−α)p ∈ Ap(R) ⇐⇒ −1

p
< α, β <

1

q
.

Demostración:
Con la notación del lema anterior, sean los pesos

u(x) =

(
|x|

1 + |x|

)αp

, v(x) = (1 + |x|)βp, ω(x) = |x|αp, ν(x) = |x|βp,

todos ellos definidos en (0,∞) y tomemos c = 1. Es claro que ω(x) ∼ u(x) en (0, 1)
y ν(x) ∼ u(x) en (1,∞). Además, según hemos visto en (2.11), ω ∈ Ap(0,∞) para
−1/p < α < 1/q y ν ∈ Ap(0,∞) para −1/p < β < 1/q. Y se cumple (1) o (2) del
lema según sea β ≤ α o α ≤ β respectivamente. Por tanto,

u(x)v(x) = |x|αp(1 + |x|)(β−α)p ∈ Ap(0,∞) para
−1

p
< α, β <

1

q
,

y lo mismo para Ap(R) por ser uv un peso par.
Falta comprobar que las condiciones −1/p < α, β < 1/q son necesarias. Toman-
do I = [0, 1], como aquí la parte (1 + |x|)(β−α)p es despreciable, utilizando (2.1)
obtenemos α > −1/p y α < 1/q.
Y tomando I = [1, n], n ≥ 2, como |x| < 1 + |x| ≤ 2|x|, la condición Ap sobre este
intervalo es equivalente a

(n− 1)−p
(∫

I
xαp dx

)(∫
I
x−βq dx

)p−1

≤ C.

De aquí, sin más que efectuar las integrales y exigir la acotación cuando n −→∞
de la expresión que aparece, obtenemos las condiciones β > −1/p y β < 1/q.

Hemos visto que la teoría Ap es muy útil a la hora de estudiar la acotación
de los operadores H o M con un solo peso ya que la caracterizan totalmente.
Sin embargo, los resultados que se obtienen para dos pesos son diferentes de los
conocidos para uno solo y bastante más difíciles. Una primera idea para abordar
este problema es definir las clases Ap.

Definición 2.6
Dados dos pesos u, v : (a, b) −−−→ [0,∞], definimos
1 < p <∞: (u, v) ∈ Ap(a, b) si(

1

|I|

∫
I
u(x) dx

)(
1

|I|

∫
I
v(x)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C, I ⊆ (a, b).

p = 1: (u, v) ∈ Ap(a, b) si M(u, x) ≤ Cv(x) a.e.
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Para evitar trivialidades supondremos que u no es la función constante nula y
v no es la función constante infinito. Además, salvo que indiquemos expresamente
lo contrario, utilizaremos siempre Ap(R) y lo denotaremos únicamente Ap. Esto
no supone ninguna pérdida de generalidad pues si quisiéramos tomar (u, v) par
de pesos en un intervalo (a, b) 6= R, bastaría hacer u = 0 fuera de [a, b] y v = ∞
fuera de [a, b]. Por último, consideraremos siempre 1 < p <∞ y cuando queramos
referirnos a A1 lo escribiremos expresamente.

Veamos a continuación una serie de propiedades que cumplen las clases Ap:
Exactamente igual que para un solo peso se demuestra

(2.12) (u, v) ∈ Ap ⇒ u, v−1/(p−1) localmente integrables

(en particular v > 0 a.e.),

(2.13) 1 < p < r <∞ ⇒ A1 ⊂ Ap ⊂ Ar,

(2.14) (u, v) ∈ Ap ⇐⇒ (v−1/(p−1), u−1/(p−1)) ∈ Aq.

Además, es fácil comprobar, utilizando la desigualdad de Hölder,

(2.15) (u, v) ∈ Ap, 0 < τ < 1 ⇒ (uτ , vτ ) ∈ Aτ(p−1)+1.

La propiedad anterior para p = 1 se reduce a que (uτ , vτ ) ∈ A1 cuando (u, v) ∈ A1

y 0 < τ < 1, que también es inmediato utilizando la desigualdad de Hölder.
A la vista de (2.11), la primera búsqueda que puede ocurrírsenos para encontrar

pares de pesos en Ap es ver cuándo (|x|r, |x|R) ∈ Ap. Pero para que esto ocurra
es inmediato comprobar que debe ser r = R, con lo cual la condición necesaria y
suficiente es −1 < r = R < p− 1. En efecto, que r > −1 y R < p− 1 es claro por
integrabilidad local, y con esto:

Si I = [1, n],

∫
I
xr dx

(∫
I
x−R/(p−1) dx

)p−1

∼ nr+1n[−R/(p−1)+1](p−1)

= nr−R+p ≤ C(n− 1)p ⇐⇒ R ≥ r.

Y si I = [0, 1/n],

∫
I
xr dx

(∫
I
x−R/(p−1) dx

)p−1

∼ n−(r+1)n−[−R/(p−1)+1](p−1)

= n−r+R−p ≤ Cn−p ⇐⇒ R ≤ r.

Sin embargo, para Ap(0, 1) lo que se cumple es

(2.16) (xr, xR) ∈ Ap(0, 1) ⇐⇒ r > −1, R < p− 1, R ≤ r.
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La comprobación es inmediata sin más que tomar α tal que R ≤ α ≤ r, α > −1 y
α < p− 1.

Podemos preguntarnos también si la condición (u, v) ∈ Ap es, como ocurría con
un solo peso, necesaria y suficiente para que los operadores H o M sean acotados.
Es fácil comprobar que esto no es cierto. Para ello, tomemos p = 2 y el par de
pesos

(2.17) u(x) = (1 + |x|)−2, v(x) = (1 + |x|)−1

y veamos que (u, v) ∈ A2. Para ello, basta encontrar C independiente de c y d
(0 ≤ c < d <∞) tal que

W (c, d) =

(∫ d

c
(1 + x)−2 dx

)(∫ d

c
(1 + x)dx

)
≤ C(d− c)2.

Haciendo el cambio 1 + x = t y denotando A = 1 + c, B = 1 + d resulta

W (c, d) = 2−1(1/A− 1/B)(B2 − A2) = 2−1[(A+B)/(AB)](d− c)2

y es claro 2−1[(A+B)/(AB)] = 2−1(1/A+ 1/B) ≤ 1 pues A,B ≥ 1.
Sin embargo, no sólo no es cierto que

T : L2(v) −−−→ L2(u)

sea acotado, sino que tampoco es cierta la acotación

T : L2(v) −−−→ L2
∗(u).

Para comprobarlo, tomemos la función f = χ[1,d], d > 1, para la cual

H(f, x) = log
∣∣∣∣x− 1

x− d

∣∣∣∣ .
Es claro que f ∈ L2(v). Veamos que sin embargo no es posible∫

|H(f,x)|>λ
u(x) dx ≤ Cλ−2

∫ d

1
v(x) dx.

Cuando x ∈ (0, 1), (d− x)/(1− x) > d y por tanto

|H(f, x)| =
∣∣∣ log |(x− 1)/(x− d)|

∣∣∣ = | log(d− x)/(1− x)| > log d.

En consecuencia, si tomamos d = eλ siempre será cierto |H(f, x)| > λ para x ∈
(0, 1) y por tanto, si existiera acotación débil, debería cumplirse∫ 1

0
(1 + |x|)−2 dx ≤ Cλ−2

∫ eλ

1
(1 + |x|)−1 dx = Cλ−2[log(1 + eλ)− log 2].
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Pero λ−2[log(1 + eλ) − log 2] es del orden de λ−1 cuando λ −→ ∞, luego no es
posible la existencia de C.

Tampoco se verifica en general que M : Lp(v) −−−→ Lp(u) acotado cuando
(u, v) ∈ Ap. Un contraejemplo debido a Muckenhoupt-Wheeden [1] es el siguiente:

p = 2, u(x) = −x(log x)χ(0,1/2](x), v(x) = x(log x)2 en (0, 1/2] e ∞ fuera.

De todas formas, con el operador maximal de Hardy-Littlewood la condición
Ap se comporta algo mejor que con la transformada de Hilbert, como vemos a
continuación:

Teorema 2.7

(i) (u, v) ∈ Ap ⇐⇒ M : Lp(v) −−−→ Lp
∗(u) acotado.

(ii) (u, v) ∈ Ap =⇒M : Lr(v) −−−→ Lr(u) acotado ∀r > p.

(iii) (u, v) ∈ Ap, 0 < τ < 1 =⇒ M : Lp(vτ ) −−−→ Lp(uτ ) acotado.

(iv) M : Lp(v) −−−→ Lp(u) acotado ⇐⇒ (u, v) ∈ S1 clase de Sawyer caracteri-
zada por ∫

I
[M(χIv

−1/(p−1), x)]pu(x) dx ≤ C
∫

I
v(x)−1/(p−1) dx <∞.

Demostración:
(i) Puede verse en Muckenhoupt [4].
(ii) Por (i), M : Lp(v) −−−→ Lp

∗(u) acotado. Por otra parte, como consecuencia
de la cadena de desigualdades

‖Mf‖∞,u ≤ ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞,v,

todas ellas de comprobación inmediata, obtenemos que

M : L∞(v) −−−→ L∞(u) acotado.

Usando ahora el teorema de interpolación de Marcinkiewicz (ver Stein-Weiss [1,
pág. 184]) queda probado (ii).
(iii) Por (2.15), (uτ , vτ ) ∈ AR con r = δ(p−1)+1. Y por (ii) se sigue (iii) pues r < p.
(iv) Ver Sawyer [1].

Tras esto, vamos a dedicarnos a estudiar la transformada de Hilbert con dos
pesos. Primero, basándonos de nuevo en Muckenhoupt-Wheeden [1], veamos con-
diciones necesarias para que esté acotada.
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Teorema 2.8
Si H : Lp(v) −−−→ Lp

∗(u) acotada y para cada intervalo I denotamos xI su centro,
existe C independiente de I tal que

(2.18)
(∫

I
u(x) dx

)(∫
R

v(x)−1/(p−1)

(|I|+ |x− xI |)q
dx

)p−1

≤ C.

En particular, (u, v) ∈ Ap.

Demostración:
En primer lugar, observar que (u, v) ∈ Ap es inmediato a partir de (2.18) sin
más que efectuar la segunda integral sobre I en lugar de sobre R y aplicar |I| ≤
(|I|+ |x− xI |) ≤ 3|I|/2 cuando x ∈ I.
Vamos pues con (2.18). Para cada intervalo I definamos

k(x) = v(x)−1/(p−1)(|I|+ |x− xI |)−q, Q =
∫

R
k(x) dx.

Si Q = 0 el teorema está probado por 0 · ∞ = 0.
Si 0 < Q <∞, elegimos r tal que

∫ r
−∞ k(x) dx = Q/2 y definimos

f(x) = [v(x)(|I|+ |x− xI |)]−1/(p−1) en [r,∞) y cero en otra parte.

Ahora bien, si x ∈ I ∩ (−∞, r] e y ∈ [r,∞) se tiene

0 ≤ y − x ≤ |y − xI |+ |xI − x| < |y − xI |+ |I|.

En consecuencia, si x ∈ I ∩ (−∞, r] = I1,

|H(f, x)| =
∫ ∞

r

f(y)

y − x
dy >

∫ ∞

r
k(y) dy = Q/2,

o sea {x : |H(f, x)| > Q/2} ⊇ I ∩ (−∞, r].
Además, por hipótesis,∫

|H(f,x)|>λ
u(x) dx ≤ Bλ−p

∫
R
|f(x)|pv(x) dx

luego si tomamos λ = Q/2,∫
I1
u(x) dx ≤ B(Q/2)−p

∫ ∞

r
[v(x)(|I|+ |x− xI |)]−p/(p−1)v(x) dx

= B(Q/2)−p
∫ ∞

r
v(x)−1/(p−1)(|I|+ |x− xI |)−q dx = B(Q/2)1−p.



Transformada de Hilbert y Pesos Ap 37

Un argumento similar prueba que
∫
I2
u(x) dx ≤ B(Q/2)1−p si I2 = I ∩ [r,∞). Por

tanto,∫
I
u(x) dx ≤ 2B(Q/2)1−p = 2pB

(∫
R
v(x)−1/(p−1)(|I|+ |x− xI |)−q dx

)1−p

y el teorema está probado para 0 < Q <∞.
Si Q = ∞, sea vn(x) = v(x) + 1/n. Entonces la acotación débil de H se verifica
también y con la misma constante B si v es reemplazado por vn. Por otra parte,∫

R
vn(x)−1/(p−1)(|I|+ |x− xI |)−q dx ≤ (1/n)−1/(p−1)

∫
R
(|I|+ |x− xI |)−q dx <∞.

Aplicando lo anterior se tiene que el teorema se verifica para vn con constante
independiente de n. Tomando ahora límites cuando n tiende a infinito y aplicando
el teorema de la convergencia dominada queda demostrado el teorema.

Corolario 2.9
Si H : Lp(v) −−−→ Lp(u) acotada, entonces (u, v) ∈ Ap y además

(2.19)
∫

R

v(x)−1/(p−1)

(1 + |x|)q
dx <∞,

∫
R

u(x)

(1 + |x|)p
dx <∞.

Demostración:
Como u no es la función nula, existe c > 0 tal que

∫ c
−c u(x) dx > 0.

Por tanto, tomando I = (−c, c) en (2.18) tendremos∫
R
v(x)−1/(p−1)(2c+ |x|)−q dx <∞.

Pero esta integral tiene el mismo carácter sea cual sea c > 0, luego deberá ser
convergente con c = 1/2.
Por otra parte, la transformada de Hilbert es un operador autoadjunto, es decir,
cualquiera de los dos operadores

H : Lp(v) −−−→ Lp(u) y H : Lq(u−1/(p−1)) −−−→ Lq(v−1/(p−1))

es acotado si y sólo si lo es el otro (para más detalles ver Rubio de Francia [1]).
Entonces, procediendo como antes se obtiene la integrabilidad de u(x)(1 + |x|)−p.

Las condiciones (u, v) ∈ Ap y (2.19) siguen sin ser suficientes para la acotación
de H : Lp(v) −−−→ Lp(u). Para comprobarlo, sea p = 2 y los pesos

u(x) = x−1| log x|−5/2 si x ∈ (0, 1/2] y u(x) = 0 en otro caso,

v(x) = x−1| log x|−3/2 si x ∈ (0, 1/2] y v(x) = ∞ en otro caso.
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Es inmediato que estos pesos verifican (2.19), y que (u, v) ∈ Ap puede demostrarse
de forma parecida a como veíamos que (− log x)r estaba en Ap(0, 1/2) ∀p > 1,
∀r < 0. Tomando ahora f = χ(0,1/2] es claro que no se verifica∫

R
|H(f, x)|2u(x) dx ≤ C

∫
R
|f(x)|2v(x) dx

ya que por una parte∫
R
|H(f, x)|2u(x) dx =

∫ 1/2

0

∣∣∣ log |x/(x− 1/2)|
∣∣∣2x−1| log x|−5/2 dx = ∞

y por otra∫
R
|f(x)|2v(x) dx =

∫ 1/2

0
x−1| log x|−3/2 dx = 2(log 2)−1/2 <∞.

También puede comprobarse que tampoco se verifica la correspondiente acotación
débil.

Ahora, siguiendo esencialmente a Neugebauer [1], vamos a ver condiciones su-
ficientes para la acotación de la transformada de Hilbert con dos pesos. No se
conocen condiciones necesarias y suficientes. En primer lugar, un lema cuya de-
mostración se basa en el algoritmo de Rubio de Francia [3] (ver también Bloom [1]).

Lema 2.10
Supongamos que

‖Mf‖p,u ≤ C‖f‖p,v y ‖Mf‖q,v1−q ≤ C‖f‖q,u1−q .

Entonces existen funciones wj ≥ 0 y constantes Cj (j = 1, 2) tales que

u1/pMwj ≤ Cjwjv
1/p (j = 1, 2) y u1/pv1/q = w1w

1−p
2 .

En particular, cuando u = v se tiene el teorema de factorización.

Demostración:
Sea el operador

S : Lpq(dx) −−−→ Lpq(dx)

f 7−−−→ Sf =
(
u1/pM(f qv−1/p)

)1/q
+
(
v−1/pM(fpu1/p)

)1/p
.

Es una simple comprobación ver que S es sublineal y acotado.
Escojamos ahora K > ‖S‖, u0 ∈ Lpq(dx), u0 > 0, cualesquiera y tomemos

U =
∞∑

n=0

1

Kn
Sn(u0),
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donde Sn(u0) = S(Sn−1(u0)).
Como ‖Sn(u0)‖pq ≤ ‖S‖n‖u0‖pq < Kn‖u0‖pq, es inmediato que U ∈ Lpq(dx). Por
otra parte, por la sublinealidad de S, se tiene

S(U) ≤
∞∑

n=0

1

Kn
Sn+1(u0) = K(U − u0) ≤ KU.

Y como los dos sumandos que forman el operador S son no negativos

u1/pM(U qv−1/p) ≤ S(U)q ≤ Kquq,

v−1/pM(Upu1/p) ≤ S(U)p ≤ Kpup.

Ahora, basta tomar w2 = U qv−1/p y w1 = Upu1/p.

Lema 2.11
Sea (u, v) ∈ Ap, 0 < τ < 1 ⇒ ∃w = wτ ∈ Ap tal que C1u

τ ≤ w ≤ C2v
τ .

Demostración:
Elegimos 0 < ε, η < 1 tales que τ = ε · η. De (2.14) y del Teorema 2.7 (iii) se sigue

‖Mf‖p,uε ≤ C‖f‖p,vε y ‖Mf‖q,vε(1−q) ≤ C‖f‖q,uε(1−q) .

Entonces, aplicando el Lema 2.10 tenemos

uε/pvε/q = w1w
1−p
2 donde Mwj ≤ Cjwj(v/u)

ε/p (j = 1, 2).

Además, por el teorema de diferenciación de Lebesgue, Mwj ≥ wj.
Entonces, empleando sucesivamente

w1(v/u)
ε/p ≥ K1Mw1, (w2)

1−p ≥ (Mw2)
1−p

y
Mw1 ≥ w1, (Mw2)

1−p ≥ K2(w2)
1−p(v/u)ε(1−p)/p

se cumplirá

vε = w1(v/u)
ε/p(w2)

1−p ≥ C(Mw1)(Mw2)
1−p

≥ Kw1(w2)
1−p(v/u)ε(1−p)/p = Kuε.

Por tanto,
C1u

τ ≤ (Mw1)
η(Mw2)

η(1−p) ≤ C2v
τ .

Tomando w = (Mw1)
η(Mw2)

η(1−p) y utilizando M(µ, x)γ ∈ A1, 0 < γ < 1, y el
teorema de factorización resulta w ∈ Ap.
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Teorema 2.12
Si existe δ > 1 tal que (uδ, vδ) ∈ Ap entonces la transformada de Hilbert H :
Lp(v) −−−→ Lp(u) está acotada.

Demostración:
Aplicando el Lema 2.11 con τ = 1/δ, existe w ∈ Ap tal que C1u ≤ w ≤ C2v. Y
como H : Lp(w) −−−→ Lp(w) acotada,

‖Hf‖p,u ≤ C1‖Hf‖p,w ≤ C2‖f‖p,w ≤ C3‖f‖p,v

y el teorema queda probado.

En la demostración del teorema anterior acabamos de ver que si (uδ, vδ) ∈ Ap

(δ > 1) entonces existe w ∈ Ap tal que C1u ≤ w ≤ C2v. Pero también es cierto el
inverso, ya que si u ≤ w ≤ v con w ∈ Ap, por (2.7) se tiene wδ ∈ Ap para algún
δ > 1, y como además uδ ≤ wδ ≤ vδ, es inmediato que entonces (uδ, vδ) ∈ Ap. Por
tanto, hemos probado

∃w ∈ Ap tal que C1u ≤ w ≤ C2v ⇐⇒ ∃δ > 1 tal que (uδ, vδ) ∈ Ap.

Por abreviar, si (uδ, vδ) ∈ Ap, se dice simplemente (u, v) ∈ Aδ
p.

A continuación, veamos un ejemplo concreto de pesos en Aδ
p:

Teorema 2.13
Sean los pesos u(x) = |x|pr(1 + |x|)p(s−r), v(x) = |x|pR(1 + |x|)p(S−R), con

(2.20) pr > −1, qR < 1, r ≥ R, s ≤ S, pS > −1 y qs < 1.

Entonces, (u, v) ∈ Ap y (u, v) ∈ Aδ
p para algún δ > 1.

Demostración:
Sean α, β ∈ R tal que −1/p < α, β < 1/q, R ≤ α ≤ r, s ≤ β ≤ S, luego α y β
están en las condiciones del Teorema 2.5. Si llamamos

Φ(x) = |x|r−α(1 + |x|)s−r−(β−α) y Ψ(x) = |x|α−R(1 + |x|)R−S−(α−β),

que son funciones acotadas superiormente en R, es inmediato comprobar

u(x) = |x|αp(1 + |x|)(β−α)pΦ(x)p, v(x)−1/(p−1) = |x|−αq(1 + |x|)−(β−α)qΨ(x)q.

Entonces, (u, v) ∈ Ap se deduce fácilmente del Teorema 2.5 y de ser Φ(x) y Ψ(x)
acotadas superiormente. Que (u, v) ∈ Aδ

p para algún δ > 1 es ahora inmediato
por ser las condiciones pr > −1, qR < 1, pS > −1 y qs < 1 para que (u, v) ∈ Ap

desigualdades estrictas, con lo cual existe δ > 1 tal que las desigualdades anteriores
siguen manteniéndose cuando r, R, s, S son multiplicados por δ.
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Las hipótesis (2.20) no son en realidad necesarias para que (u, v) ∈ Ap. Un
contraejemplo sencillo es el de (2.17), en el que p = q = 2, s = −1, S = −1/2,
r = R = 0. En Varona [1, Cap. V] pueden verse condiciones necesarias y suficientes
para que (u, v) ∈ Ap. Pero (2.20) sí es necesario para que exista δ > 1 tal que
(u, v) ∈ Aδ

p y también para que se cumpla (u, v) ∈ Ap y (2.19). Por lo tanto, (2.20)
es necesario y suficiente para que la transformada de Hilbert como operador de
Lp(v) en Lp(u) sea acotada.

El propósito principal de este trabajo es el estudio de la convergencia de series
de Fourier. Tal como veremos en el capítulo siguiente, este estudio se relaciona con
la acotación de la transformada de Hilbert con pesos que dependen de las cotas de
los polinomios ortonormales. Pero las acotaciones de los polinomios ortonormales
no siempre son independientes de n. Por tanto, para que la teoría Ap de pesos sea
útil para nuestros propósitos deberemos estudiar lo que ocurre cuando tenemos
pares de pesos (un, vn) dependientes de n. En primer lugar, una definición:

Definición 2.14
Sea una familia de pares de pesos {(un, vn)}∞n=0 y 1 < p < ∞. Diremos que
{(un, vn)}∞n=0 ∈ Ap uniformemente si existe C tal que(∫

I
un(x) dx

)(∫
I
vn(x))−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p, n ∈ N.

Y, dado δ > 1, diremos que {(un, vn)}∞n=0 ∈ Aδ
p uniformemente si {(uδ

n, v
δ
n)}∞n=0 ∈

Ap uniformemente.
Como las constantes de la definición de Ap y de la norma de H en los Teoremas 2.3,
2.8 y 2.12 dependen únicamente unas de otras, para que los operadores

H : Lp(vn) −−−→ Lp(un)

g 7−−−→ Hg

estén uniformemente acotados es condición necesaria que {(un, vn)}∞n=0 ∈ Ap uni-
formemente y condición suficiente que exista δ > 1 tal que {(un, vn)}∞n=0 ∈ Aδ

p

uniformemente.

Vamos ahora a buscar familias concretas que satisfagan las condiciones Ap y
Aδ

p uniformes.

Teorema 2.15
Sea {xn}∞n=0 sucesión acotada superiormente, xn > 0 ∀n. Entonces,

{(|x|pr(|x|+ xn)ps, |x|pR(|x|+ xn)pS)}∞n=0 ∈ Ap

(y a Aδ
p para algún δ > 1) uniformemente si

pr > −1, qR < 1, R ≤ r, r + s = R + S, p(R + S) > −1 y q(r + s) < 1.
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Demostración:
Sea I = (c, d) ⊂ (0,∞). Entonces, haciendo el cambio de variable x = yxn y
utilizando el Teorema 2.13 tenemos

(∫ d

c
xpr(x+ xn)ps dx

)(∫ d

c
x−qR(x+ xn)−qS dx

)p−1

=

(∫ d/xn

c/xn

(yxn)pr(yxn + xn)psxn dy

)(∫ d/xn

c/xn

(yxn)−qR(yxn + xn)−qSxn dy

)p−1

= xpr+ps+1−pR−pS+p−1
n

(∫ d/xn

c/xn

ypr(1 + y)ps dy

)(∫ d/xn

c/xn

y−qR(1 + y)−qS dy

)p−1

≤ Cxpr+ps+1−pR−pS+p−1
n

∣∣∣∣∣ dxn

− c

xn

∣∣∣∣∣
p

= Cxp(r+s−R−S)
n |d− c|p ≤ C1|d− c|p,

como queríamos comprobar (la condición r + s ≥ R + S que no hace falta en el
Teorema 2.13 se utiliza aquí en la última desigualdad).
Por último, la pertenencia a Aδ

p para algún δ > 1 es ahora clara por ser las desi-
gualdades pr > −1, qR < 1, p(R + S) > −1 y q(r + s) < 1 estrictas.

Muchas veces, nos interesará únicamente la pertenencia uniforme a Ap(0, 1) y
Aδ

p(0, 1). Además las sucesiones {xn}∞n=0 que nos aparecerán serán convergentes a
cero. Pero, a partir del teorema anterior y para familias de pesos de la misma forma
que allí, es fácil encontrar condiciones necesarias y suficientes para ello. Veámoslo
a continuación:

Teorema 2.16
Sea {xn}∞n=0 sucesión que tiende a cero, xn > 0 ∀n. Entonces,

{(xpr(x+ xn)ps, xpR(x+ xn)pS)}∞n=0 ∈ Ap(0, 1)

(y a Aδ
p(0, 1) para algún δ > 1) uniformemente si y sólo si

(1) pr > −1, (2) qR < 1, (3) R ≤ r,

(4) R + S ≤ r + s, (5) p(r + s) > −1, (6) q(R + S) < 1.

Demostración:
Veamos en primer lugar que las condiciones (1) a (6) son necesarias.
Tomando n fijo,

xpr(x+ xn)ps integrable ⇒ pr > −1,

(xpR(x+ xn)pS)−1/(p−1) integrable ⇒ qR < 1.
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Tomando n fijo e I = (0, ε),

(∫ ε

0
xpr(x+ xn)ps dx

)(∫ ε

0
x−qR(x+ xn)−qS dx

)p−1

∼
(∫ ε

0
xpr dx

)(∫ ε

0
x−qR dx

)p−1

∼ εpr+1(ε−qR+1)p−1

= εp(r−R)+p ≤ εp ⇐⇒ R ≤ r.

Tomando n variable e I = (xn, 2xn) queda

(∫ 2xn

xn

xpr(x+ xn)ps dx
)(∫ 2xn

xn

x−qR(x+ xn)−qS dx
)p−1

∼ xnx
pr
n x

ps
n (xnx

−qR
n x−qS

n )p−1 = xp
nx

p(r+s−R−S)
n ≤ Cxp

n ⇐⇒ R + S ≤ r + s.

Tomando I = (0, 1) y utilizando el lema de Fatou,

ĺım inf
n→∞

[(∫ 1

0
xpr(x+ xn)ps dx

)(∫ 1

0
x−qR(x+ xn)−qS dx

)p−1
]

≥
(∫ 1

0
ĺım inf
n→∞

[xpr(x+ xn)ps] dx
)(∫ 1

0
ĺım inf
n→∞

[x−qR(x+ xn)−qS] dx
)p−1

=
(∫ 1

0
xp(r+s) dx

)(∫ 1

0
x−q(R+S) dx

)p−1

,

y para que esto sea finito tiene que ser p(r + s) > −1 y q(R + S) < 1.
Vamos ahora a demostrar que son suficientes.
Supongamos a, b, A,B cumpliendo

(2.21) R ≤ A ≤ a ≤ r y R + S ≤ A+B ≤ a+ b ≤ r + s

y que además satisfagan las hipótesis del teorema anterior, o sea que

(2.22) pa > −1, qA < 1, A ≤ a, a+b = A+B, p(A+B) > −1 y q(a+b) < 1.

Entonces,(∫
I
xpr(x+ xn)ps dx

)(∫
I
x−qR(x+ xn)−qS dx

)p−1

=
(∫

I
xpa(x+ xn)pbxp(r−a)(x+ xn)p(s−b) dx

)
×
(∫

I
x−qA(x+ xn)−qBxq(A−R)(x+ xn)q(B−S) dx

)p−1

≤
(∫

I
xpa(x+ xn)pb dx

)(∫
I
x−qA(x+ xn)−qB dx

)p−1

≤ C|I|p
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donde en la primera desigualdad hemos empleado I ⊆ (0, 1) y (2.21), y en la
segunda el teorema anterior.
La mejor forma de ver que efectivamente existen los a, b, A,B verificando a la vez
(2.21) y (2.22) es ilustrarlo mediante gráficos. Primero elegimos a y A del modo
que muestra el gráfico siguiente:

�

-

A a

−1/p 1/q

r

R

Y después elegimos b y B como se indica a continuación:

�

-

a+ b = A+B

−1/p 1/q

r + s

R + S

Por tanto, el teorema queda probado.
Aunque en este capítulo hemos considerado ventajoso incluir p en el exponente

de los pesos que utilizábamos, pues así se hacían más sencillas de escritura muchas
de las integrales que aparecían, para muchas aplicaciones más que una ventaja nos
resultará un inconveniente, y el teorema anterior nos será más fácil de utilizar si
disponemos de una nueva versión suya:
Corolario 2.17
Sea {xn}∞n=0 una sucesión que tiende a cero, xn > 0 ∀n. Entonces,

{(xr(x+ xn)sxR(x+ xn)S)}∞n=0 ∈ Ap(0, 1)

(y a Aδ
p(0, 1) para algún δ > 1) uniformemente si y sólo si

(1) r > −1, (2) R < p− 1, (3) R ≤ r,

(4) R + S ≤ r + s, (5) r + s > −1, (6) R + S < p− 1.

Demostración:
Es un simple cambio de notación a partir del teorema anterior.
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Si tenemos pesos de la forma xa0(x+xn)b0(1−x)a1(1−x+xn)b1 , cerca de 0 sólo es
importante la parte xa0(x+ xn)b0 y cerca de 1 el resto. Entonces, es lógico pensar
que podremos estudiar la pertenencia uniforme a Ap(0, 1) por factores. Vamos
ahora a ver un teorema que demuestra que, efectivamente, estas combinaciones de
pesos son posibles.
Teorema 2.18
Sean {un(x)}∞n=0, {vn(x)}∞n=0, {Un(x)}∞n=0, {Vn(x)}∞n=0 familias de pesos en (a, b)
finito, c ∈ (a, b) y ε > 0 fijos e independientes de n, así como λi > 0 tales
que λ1 ≤ Un(x), Vn(x) ≤ λ2 en (a, c + ε), λ3 ≤ un(x), vn(x) ≤ λ4 en (c − ε, b),
{(un, vn)}∞n=0 ∈ Ap(a, c) uniformemente y {(Un, Vn)}∞n=0 ∈ Ap(c, b) uniformemente.
Entonces, {(unUn, vnVn)}∞n=0 ∈ Ap(a, b) uniformemente.

Demostración:
Tenemos que demostrar(∫

I
unUn dx

)(∫
I
(vnVn)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p

con C independiente de I ⊆ (a, c) y de n.
Si I ⊆ (a, c) es obvio por {(un, vn)}∞n=0 ∈ Ap(a, c) unif., y si I ⊆ (c, b) por
{(Un, Vn)}∞n=0 ∈ Ap(c, b) unif. Supongamos pues I = (d, e) con a ≤ d < c < e ≤ b
Entonces,(∫ e

d
unUn dx

)(∫ e

d
(vnVn)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C
(∫ c

d
un dx+

∫ e

c
Un dx

)(∫ c

d
v−1/(p−1)

n dx+
∫ e

c
V −1/(p−1)

n dx
)p−1

= G(I).

Sea t(x) la transformación lineal que lleva el intervalo (c, b) al (a, c) invirtiendo el
orden, es decir

t(x) =
(c− a)(b− x)

b− c
+ a.

Si efectuamos el cambio de variable dado por y = t−1(x) en las integrales en que
aparece un y v−1/(p−1)

n y si tomamos h = máx{e, t−1(d)}, tendremos

G(I) ≤ C

(∫ t−1(d)

c
un ◦ t dx+

∫ e

c
Un dx

)

×
(∫ t−1(d)

c
(vn ◦ t)−1/(p−1) dx+

∫ e

c
V −1/(p−1)

n dx

)p−1

≤ C

(∫ h

c
un ◦ t dx+

∫ h

c
Un dx

)(∫ h

c
(vn ◦ t)−1/(p−1) dx+

∫ h

c
V −1/(p−1)

n dx

)p−1

= C(ϕn(h) + Φn(h))(ψn(h) + Ψn(h))p−1

≤ C1 máx{ϕn(h),Φn(h)}máx{ψn(h)p−1,Ψn(h)p−1}.
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Si logramos probar que la expresión anterior está acotada, salvo constante, por
|h− c|p, entonces, teniendo en cuenta que

h− c = [si h = e] = e− c ≤ e− d,

h− c = [si h = t−1(d)] = t−1(d)− c = t−1(d)− t−1(c) = C(c− d) ≤ C(e− d),

ya tendríamos demostrado el teorema.
A partir de {(un, vn)}∞n=0 ∈ Ap(a, c) unif., por el cambio de variable dado por t−1(x)
es claro que {(un ◦ t, vn ◦ t)}∞n=0 ∈ Ap(c, b) unif., y por lo tanto ϕn(h)ψn(h)p−1 ≤
C|h − c|p. Además, la desigualdad Φn(h)Ψn(h)p−1 ≤ C|h − c|p es obvia por ser
{(Un, Vn)}∞n=0 ∈ Ap(c, b) unif. Entonces, sólo hay que demostrar

(2.23) ϕn(h)Ψn(h)p−1 ≤ C|h− c|p y Φn(h)ψn(h)p−1 ≤ C|h− c|p.

Pero

ϕn(h)ψn(h)p−1 ≤ C|h− c|p ⇒ ψn(h)p−1 ≤ Cϕn(h)−1|h− c|p,
Φn(h)Ψn(h)p−1 ≤ C|h− c|p ⇒ Ψn(h)p−1 ≤ CΦn(h)−1|h− c|p.

Por tanto, ϕn(h)Ψn(h)p−1 ≤ Cϕn(h)Φn(h)−1|h− c|p y para que esto esté acotado
por C|h− c|p, basta con ϕn(h)Φn(h)−1 ≤ C. Análogamente, para que se verifique
la otra desigualdad de (2.23) basta probar Φn(h)ϕn(h)−1 ≤ C.
Empecemos demostrando ϕn(h)Φn(h)−1 ≤ C (h ∈ (c, b]):
Para h ∈ (c, c + ε), es evidente ϕn(h)Φn(h)−1 ≤ C pues un ◦ t ∼ cte. ∼ Un en
(c, c + ε) (este ε puede ser más pequeño que el del enunciado del teorema por el
cambio de variable).
Para h ∈ [c + ε, b], como ϕn(h) es creciente y Φn(h) ≥ Φn(c + ε) ∼ ε, luego
acotada inferiormente, tendremos ϕn(h)Φn(h)−1 ≤ Cϕn(b)/ε. Por tanto, basta
ver que ϕn(b) ≤ C. Pero sabemos que ϕn(b)ψn(b)p−1 ≤ C|b − c|p, luego ϕn(b) ≤
C|b− c|pψn(b)1−p = C1ψn(b)1−p. Y es claro que

ψn(b)1−p =

(∫ b

c
(vn ◦ t)−1/(p−1) dx

)1−p

≤
(∫ c+ε

c
(vn ◦ t)−1/(p−1) dx

)1−p

≤ C

pues vn ◦ t ∼ cte. en (c, c+ ε).
Por último, que Φn(h)ϕn(h)−1 ≤ C (h ∈ (c, b]) se demuestra de manera análoga,
con lo que queda probado el teorema.

La exigencia de ε > 0 en el teorema anterior no se puede rebajar. Para com-
probarlo, baste observar que el peso w(x) = |x|α, x > 0, w(x) = |x|β, x < 0, no
está en ningún Ap(−1, 1) si α 6= β (tomar I = (−δ, δ) y hacer δ −→ 0).
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Corolario 2.19
Sea un intervalo (a, b) finito y a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm < xm+1 = b.
Dados {ak}m+1

k=0 y {bk}m+1
k=0 y las sucesiones {xk,n}∞n=0, k = 0, 1, . . . ,m+1, tales que

xk,n −→ 0 ∀k y xk,n > 0 ∀k, n, denotamos

wn({ak}, {bk}, {xk,n})

= (x−a)a0(x−a+x0,n)b0(b−x)am+1(b−x+xm+1,n)bm+1

m∏
k=1

|x−xk|ak(|x−xk|+xk,n)bk .

Entonces,

{(wn({rk}, {sk}, {xk,n}), wn({Rk}, {Sk}, {xk,n}))}∞n=0 ∈ Ap(a, b)

uniformemente si y sólo si se cumple

rk > −1, Rk < p−1, Rk ≤ rk, Rk+Sk ≤ rk+sk, rk+sk > −1 y Rk+Sk < p−1

para k = 0, 1, . . . ,m+ 1.
Bajo estas mismas condiciones también es cierta la pertenencia uniforme a Aδ

p(a, b)
para algún δ > 1.

Demostración:
Elijamos m+ 1 puntos yk cumpliendo

a = x0 < y0 < x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < ym−1 < xm < ym < xm+1 = b.

Entonces, tomando sucesivamente como c del teorema anterior los puntos y0, y1, . . .
hasta ym vamos a aplicar este reiteradamente. Para ello necesitamos demostrar las
condiciones de pertenencia uniforme a Ap de todos los factores implicados. Pero,
por un cambio de variable, es claro que basta ver{(

xrk(x+ xk,n)sk , xRk(x+ xk,n)Sk

)}∞
n=0

∈ Ap(0, 1) uniformemente,

lo cual es cierto según el Corolario 2.17.
La pertenencia uniforme a Aδ

p(a, b) para algún δ > 1 es ahora inmediata por ser
rk > −1, Rk < p− 1, Rk + Sk > −1 y rk + sk < p− 1 desigualdades estrictas.
Por otra parte, que las condiciones son necesarias es obvio pues la pertenencia
uniforme a Ap(a, b) implica la pertenencia uniforme a cada Ap(yk, yk+1) y ahora
basta aplicar el Corolario 2.17.





CAPÍTULO III

Convergencia de la serie de Fourier
respecto de pesos en el intervalo [−1, 1]

En este capítulo consideraremos {pn(x)}∞n=0 polinomios ortonormales respecto
a un peso w(x) en [−1, 1], w ∈ L1(dx), w(x) > 0 a.e. Para cada f ∈ L1(w)
denotamos Snf la enésima suma parcial del desarrollo ortogonal de f respecto a
{pn(x)}∞n=0, es decir,

Sn(f, x) =
n∑

k=0

ckpk(x), ck = ck(f) =
∫ 1

−1
f(x)pk(x)w(x) dx.

Tal como comentábamos en el Capítulo I, estudiaremos aquí la convergencia
de Snf a f en distintos espacios de tipo Lp, 1 < p < ∞, lo cual se traduce en
acotaciones uniformes de la forma

(3.1)
∫ 1

−1
|Sn(f, x)U(x)|pw(x) dx ≤ C

∫ 1

−1
|f(x)V (x)|pw(x) dx

donde C es, aquí y en lo sucesivo, alguna constante independiente de n que pue-
de no ser la misma en cada ocasión que aparezca. Exactamente, y tal como vi-
mos en el Capítulo I, con la simple condición de que U ≤ CV , la acotación
(3.1) es equivalente a que Snf converja a f en Lp([−1, 1], U(x)pw(x)) para ca-
da f ∈ Lp([−1, 1], V (x)pw(x)). Asumiremos a partir de ahora U ≤ CV sin ningún
problema siempre que lo necesitemos. Además, para evitar trivialidades, conside-
raremos que U y V no son constantemente iguales a 0 o a ∞ a.e. Todos los espacios
Lp que empleemos estarán referidos al intervalo [−1, 1] aunque no lo indiquemos, y
usaremos siempre q para denotar al conjugado de p, es decir, p y q deben cumplir
la relación 1/p+ 1/q = 1.

Este tipo de acotaciones están estudiadas para diversos pesos y sistemas de
polinomios. Por ejemplo en Pollard [2–4], Muckenhoupt [1] y Badkov [1–4] podemos
encontrar condiciones necesarias y suficientes para la convergencia en Lp(Upw)
cuando U = V y w y U son pesos de Jacobi o pesos de Jacobi generalizados.
Pretendemos aquí analizar cómo puede aplicarse la teoría Ap de pesos al estudio de
las acotaciones uniformes del tipo (3.1). Veremos que el uso de esta técnica permite
simplificar muchas de las demostraciones antes citadas de Pollard, Muckenhoupt
y Badkov y, además, generalizarlas en parte.

Como iremos viendo a través del capítulo, el hecho de utilizar pesos en el
intervalo [−1, 1] en vez de en en un intervalo no acotado radica en que la teoría
de polinomios ortogonales sobre un intervalo acotado está mucho más desarrollada
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y se conocen muchas más propiedades que para sistemas de polinomios generales.
Por el momento, y para tener una mayor generalidad que podamos aprovechar en el
capítulo siguiente, consideraremos simplemente que {pn(x)}∞n=0 forman un sistema
de polinomios ortonormales respecto a una medida dµ con soporte en [−1, 1] y
cumpliendo µ′ > 0 a.e., donde µ′ es la parte absolutamente continua de la medida
(si dµ = w(x) dx entonces µ′ = w).

Como

(3.2) Sn(f, x) =
∫ 1

−1
Kn(x, y) dµ(y), Kn(x, y) =

n∑
k=0

pk(x)pk(y),

lo primero que tenemos que hacer es conocer expresiones adecuadas para los núcleos
Kn(x, y). Vamos pues a continuación a establecer una descomposición de Kn(x, y)
debida esencialmente a Pollard [3].

Denotemos kn al coeficiente director de pn(x), pn = pn(1) y pn = pn(−1).
Entonces, si llamamos {qn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto a (1 −
x2) dµ, por (1.22) se tiene

(3.3) (1− x2)qn(x) = Anpn(x) +Bnpn+1(x) + Cnpn+2(x)

siendo

An = K(n)(pn+2pn+1 − pn+1pn+2),

Bn = K(n)(pnpn+2 − pn+2pn),

Cn = K(n)(pn+1pn − pnpn+1).

Es evidente que el coeficiente director de qn(x) es −Cnkn+2. Además, qn(x) es un
polinomio de grado n, luego qn(x) =

∑n
k=0 λkpk(x) e igualando coeficientes deberá

ser λn = −Cnkn+2/kn.
Por otra parte,

1 =
∫ 1

−1
qn(x)2(1− x2) dµ = An

∫ 1

−1
qn(x)pn(x) dµ+Bn

∫ 1

−1
qn(x)pn+1(x) dµ

+ Cn

∫ 1

−1
qn(x)pn+2(x) dµ = An

∫ 1

−1
qn(x)pn(x) dµ

= An

n∑
k=0

λk

∫ 1

−1
pk(x)pn(x) dµ = Anλn = −AnCnkn+2/kn,

luego sustituyendo An y Cn por su valor obtenemos

1 = −(K(n))2(kn+2/kn)(pn+2pn+1 − pn+1pn+2)(pn+1pn − pnpn+1).
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Por tanto

K(n) = εn(kn/kn+2)
1/2[(pnpn+1 − pn+1pn)(pn+2pn+1 − pn+1pn+2)]

−1/2

con εn = ±1 escogido de tal modo que el coeficiente director de qn(x) sea positivo,
es decir, Cn negativo. Para saber cuál escoger, basta observar que como pn(x) tiene
todos sus ceros en (−1, 1) y kn > 0 ∀n ∈ N se tiene que

(3.4) pn(1) > 0 y sgn{pn(−1)} = (−1)n,

con lo cual, pn+1pn − pnpn+1 es positivo cuando n par y negativo cuando n impar.
Así, basta tomar εn = (−1)n+1.

Ahora, si en (3.3) despejamos pn(x) y pn(y) y los sustituimos en la fórmula de
Christoffel-Darboux

Kn(x, y) = un
pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
,

donde un = kn/kn+1, obtenemos

Kn(x, y) =
un

An

pn+1(x)(1− y2)qn(y)− (1− x2)qn(x)pn+1(y)

x− y
+
un

An

Cn

un+1

Kn+1(x, y)

luego

Kn(x, y)− un

An

Cn

un+1

[Kn(x, y) + pn+1(x)pn+1(y)]

=
un

An

pn+1(x)(1− y2)qn(y)− (1− x2)qn(x)pn+1(y)

x− y
.

Entonces, sin más que despejar Kn(x, y) y si por simplicidad denotamos

Dn =

[
1− un

un+1

Cn

An

]−1

,

se obtiene

(3.5)

Kn(x, y) =
unDn

An

pn+1(x)
(1− y2)qn(y)

x− y

− unDn

An

(1− x2)qn(x)
pn+1(y)

x− y
+Dn

un

un+1

Cn

An

pn+1(x)pn+1(y).

Con todo esto:
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Lema 3.1
Sean {pn(x)}∞n=0 los polinomios ortonormales respecto a dµ en [−1, 1], µ′ > 0 a.e.,
{qn(x)}∞n=0 los polinomios ortonormales respecto (1−x2) dµ y Kn(x, y) los núcleos
de la serie de Fourier respecto a dµ. Entonces,

Kn(x, y) = αnT1(n, x, y)− αnT2(n, x, y) + βnT3(n, x, y)

siendo

T1(n, x, y) = pn+1(x)
(1− y2)qn(y)

x− y
,

T2(n, x, y) = (1− x2)qn(x)
pn+1(y)

x− y
,

T3(n, x, y) = pn+1(x)pn+1(y)

y {αn}∞n=0 y {βn}∞n=0 dos sucesiones acotadas.

Demostración:
Vamos a ver que se verifica

(3.6) ĺım
n→∞

un = 1/2, ĺım
n→∞

An = 1/2, ĺım
n→∞

Cn = −1/2,

con lo cual, apoyándonos en (3.5), ya tendríamos demostrado el lema (observar
que de (3.6) es inmediato deducir ĺımn→∞Dn = 1/2).
La demostración de (3.6) se basará fundamentalmente en el siguiente resultado,
debido a Rahmanov [2] (también puede verse, de forma más sencilla, en Máté-
Nevai-Totik [1]): Si µ′ > 0 a.e. y la ecuación de recurrencia a tres términos (1.17)
la ponemos en la forma

(3.7) xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x), n ∈ N,

donde p−1(x) = 0, p0(x) = k0, a0 = 0, an = kn−1/kn y

bn =
∫ 1

−1
xpn(x)2 dµ

entonces an −→ 1/2 y bn −→ 0 cuando n −→∞.
Con la notación de (3.7), es claro que un = an+1, luego ĺımn→∞ un = 1/2.
Por otra parte, es inmediato sin más que sustituir la expresión que hemos encon-
trado para K(n) que

An = K(n)(pn+2pn+1 − pn+1pn+2) =

(
kn

kn+2

)1/2 (
pn+2pn+1 − pn+1pn+2

pnpn+1 − pn+1pn

)1/2

= (unun+1)
1/2

(
pn+2

pn+1

− pn+2

pn+1

)1/2 (
pn

pn+1

− pn

pn+1

)−1/2
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y

Cn = K(n)(pn+1pn − pnpn+1) = −
(
kn

kn+2

)1/2 (
pnpn+1 − pn+1pn

pn+2pn+1 − pn+1pn+2

)1/2

= −(unun+1)
1/2

(
pn

pn+1

− pn

pn+1

)1/2 (
pn+2

pn+1

− pn+2

pn+1

)−1/2

.

Por tanto, basta con que probemos que

(3.8) ĺım
n→∞

pn+1

pn

= 1, ĺım
n→∞

pn+1

pn

= −1.

Notar en primer lugar que, a partir de (3.4), es claro deducir que

pn+1/pn > 0 y pn+1/pn < 0 ∀n ∈ N.

Para llegar a demostrar (3.8), y por simplicidad, pongamos la ecuación (3.7) en la
forma

(3.9) pn+1(x) = (Enx+ Fn)pn(x)−Gnpn−1(x),

con lo cual, por el resultado de Rahmanov,

ĺım
n→∞

En = 2, ĺım
n→∞

Gn = 1, ĺım
n→∞

Fn = 0.

Ahora, si sustituimos x = 1 en (3.9), llamando rn = pn+1/pn, obtenemos rn =
En + Fn −Gn/rn−1 y queremos comprobar ĺımn→∞ rn = 1.
De la expresión anterior es claro que, al menos para n grande, se verifica 0 < rn <
En + Fn, luego {rn} acotada.
También, Gn = (En + Fn − 2)rn−1 + (2 − rn)rn−1 y tomando límites aparece
ĺımn→∞(2− rn)rn−1 = 1. Entonces, 2− rn es positivo para n grande.
Ahora, usamos que dadas dos sucesiones positivas {sn} y {tn} se verifica

ĺım inf
n→∞

sntn ≤ ĺım inf
n→∞

sn → ĺım sup
n→∞

tn ≤ ĺım sup
n→∞

sntn

luego, en nuestro caso,

1 ≤ ĺım inf
n→∞

(2− rn) → ĺım sup
n→∞

rn−1 ≤ 1 y

1 ≤ ĺım sup
n→∞

(2− rn) → ĺım inf
n→∞

rn−1 ≤ 1.

De aquí

(2− ĺım sup
n→∞

rn) → ĺım sup
n→∞

rn = 1 y

(2− ĺım inf
n→∞

rn) → ĺım inf
n→∞

rn = 1,

así que ĺım supn→∞ rn = ĺım infn→∞ rn = ĺımn→∞ rn = 1.
Análogamente se procede sustituyendo x = −1 en (3.9) para demostrar que
ĺımn→∞(pn+1/pn) = −1.
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Observación 3.2
La demostración anterior sigue la de Pollard en [3]. Allí, dµ(x) = w(x) dx satisface
una condición más fuerte, a saber,

(3.10)
∫ 1

−1
(1− x2)−1/2 logw(x) dx > −∞.

Los pesos que verifican (3.10) se dice que están en la clase de Szegő, y si denotamos
pn(x) = knx

n+k′nx
n−1+· · · a los polinomios ortonormales respecto a w(x) entonces,

cuando n −→∞, cumplen

kn ≈
2n

π1/2
exp

{−1

2π

∫ 1

−1
(1− x2)−1/2 logw(x) dx

}
,

k′n ≈
−2n−1

π3/2

{∫ 1

−1
x(1− x2)−1/2 logw(x) dx

}
× exp

{−1

2π

∫ 1

−1
(1− x2)−1/2 logw(x) dx

}
.

Con estas estimaciones para kn y k′n resulta fácil obtener los límites de un (y como
consecuencia suya los de En y Gn) y también el de Fn = k′n+1/kn−Enk

′
n/kn (igualar

el coeficiente de xn en (3.9)). Entonces, se continúa como en la demostración del
lema para llegar a comprobar (3.8).
Pero en realidad, en el caso de que w verifique (3.10), el lema puede probarse de
forma más sencilla, como vemos a continuación:
Es claro que, si w(x) está en la clase de Szegő, también lo está (1−x2)w(x), luego
el coeficiente director kn de qn(x) verificará

kn ≈
2n

π1/2
exp

{−1

2π

∫ 1

−1
(1− x2)−1/2 log[(1− x2)w(x)] dx

}
.

Por otra parte, de la identidad (3.3) se sigue que −kn = Cnkn+2, luego

Cn =
−kn

kn+2

≈ −1

4
exp

{−1

2π

∫ 1

−1
(1− x2)−1/2 log(1− x2) dx

}
=
−1

2
,

y de 1 = −AnCnkn+2/kn se sigue la estimación de An.

A continuación, vamos a aplicar todo lo que hemos desarrollado hasta ahora
al estudio de la acotación uniforme de la serie de Fourier. Para ello, el Lema 3.1
juega un papel fundamental, ya que si denotamos

(3.11) Wi,n(f, x) =
∫ 1

−1
f(y)Ti(n, x, y) dµ(y), i = 1, 2, 3,
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el lema demuestra que para que se verifique la acotación uniforme (3.1) basta con
que se verifiquen estas otras:

(3.12) ‖(Wi,nf)U‖p,dµ ≤ C‖fV ‖p,dµ, i = 1, 2, 3,

que serán las que en realidad nos preocuparán a partir de ahora.
En lo que sigue, vamos a volver a nuestra idea inicial de tomar pesos dµ(x) =

w(x) dx y nos dedicaremos a analizar cada una de las desigualdades anteriores.
i = 1: Si llamamos g(y) = f(y)qn(y)(1− y2)w(y), se tiene

‖(W1,nf)U‖p
p,dµ =

∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(y)qn(y)(1− y2)w(y)

x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx

=
∫ 1

−1
|H(g, x)|p|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx.

Supongamos ahora que la transformada de Hilbert con pesos

H : Lp(vn) −−−→ Lp(un),

es uniformemente acotada, donde

(un(x), vn(x)) =
(
|pn+1(x)|pU(x)pw(x), |qn(x)|−p(1− x2)−pV (x)pw(x)1−p

)
.

Para ello, según hemos visto en el capítulo anterior, es condición necesaria que

{(un(x), vn(x))}∞n=0 ∈ Ap uniformemente

y condición suficiente que exista δ > 1 tal que

{(un(x), vn(x))}∞n=0 ∈ Aδ
p uniformemente

(todas las condiciones Ap que empleemos en este capítulo se entenderán, salvo que
indiquemos lo contrario, restringidas al intervalo (−1, 1)). Entonces∫ 1

−1
|H(g, x)|p|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx

≤ C
∫ 1

−1
|g(x)|p|qn(x)|−p(1− x2)−pV (x)pw(x)1−p dx

= C
∫ 1

−1
|f(x)|pV (x)pw(x) dx,

con lo que se obtendría la acotación uniforme (3.12) para el primer sumando.
i = 2: El comportamiento es análogo pero esta vez aparece la transformada de

Hilbert con la familia de pesos

(un(x), vn(x)) =
(
|qn(x)|p(1− x2)pU(x)pw(x), |pn+1(x)|−pV (x)pw(x)1−p

)
.
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i = 3: Para este tercer sumando, continuando con la notación introducida al
tratar los casos i = 1 e i = 2, tenemos

‖(W3,nf)U‖p
p,dµ =

∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
f(y)pn+1(x)pn+1(y)w(y) dy

∣∣∣∣p U(x)pw(x) dx

=
∣∣∣∣∫ 1

−1
f(y)pn+1(y)w(y) dy

∣∣∣∣p ∫ 1

−1
|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx

= |cn+1(f)|p
∫ 1

−1
un(x) dx.

Además, introduciendo el módulo dentro de la integral y utilizando la desigualdad
de Hölder, obtenemos

|cn+1(f)| ≤
∫ 1

−1
|f(y)V (y)|

∣∣∣∣∣pn+1(y)

V (y)

∣∣∣∣∣w(y) dy

≤
(∫ 1

−1
|f(y)|pV (y)pw(y) dy

)1/p (∫ 1

−1
|pn+1(y)|qV (y)−qw(y) dy

)1/q

=
(∫ 1

−1
|f(y)|pV (y)pw(y) dy

)1/p (∫ 1

−1
vn(y)−1/(p−1) dy

)1/q

.

Entonces, la condición suficiente que aparece para la acotación uniforme del tercer
sumando es

(3.13)
(∫ 1

−1
un(x) dx

)1/p (∫ 1

−1
vn(x)−1/(p−1) dx

)1/q

≤ C.

Notar además que la integrabilidad para cada n de |pn(y)|qV (y)−qw(y) es lo que
garantiza la existencia de los coeficientes cn(f) y que por tanto podamos hablar de
las sumas parciales de la serie de Fourier para dada f ∈ Lp(V pw). Por otra parte,
como, para cada n, |pn(y)|q es acotado en [−1, 1], basta con

(3.14)
∫ 1

−1
V (x)−qw(x) dx <∞

para poder garantizar la existencia de la serie de Fourier. Por último, es claro que
para que cn(f)pn(x) esté en Lp(Upw) y tenga sentido hablar de ‖(Snf)U‖p,w para
cada n ∈ N, basta con

(3.15)
∫ 1

−1
U(x)pw(x) dx <∞.

Estas tres últimas condiciones (3.13), (3.14) y (3.15) nos van a aparecer de nuevo
un poco más adelante.
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En cuanto a condiciones necesarias, por ser

W3,n−1(f, x) = cn(f)pn(x) = Sn(f, x)− Sn−1(f, x)

el término general de la serie de Fourier, si las sumas parciales son uniformemente
acotadas como operadores de Lp(V pw) en Lp(Upw), también lo será este tercer
sumando. Sin embargo, no podemos asegurar que si Snf es uniformemente acotado
también lo sean los sumandos W1,nf y W2,nf . Entonces, las condiciones necesarias
que encontremos para la acotación uniforme del término general también lo serán
para la serie de Fourier, no así las de W1,nf y W2,nf . Pese a todo, vamos a analizar
las tres, ya que en la práctica lo que se suele hacer es descomponer la serie de
Fourier en los tres sumandos y estudiar los tres.

Comencemos estudiando la acotación uniforme del término general. Según vi-
mos en el Teorema 1.6, la condición necesaria para que esta acotación uniforme se
verifique es

(∫ 1

−1
|pn(x)|pU(x)pw(x) dx

)1/p (∫ 1

−1
|pn(x)|qV (x)−qw(x) dx

)1/q

≤ C,

que precisamente es la misma que obteníamos en (3.13) como condición suficiente
en el análisis de i = 3, luego esta condición es en realidad necesaria y suficiente
para la acotación uniforme del término general. Notar por último que tomando
n = 0 obtenemos de nuevo las condiciones Upw, V −qw ∈ L1(dx), que eran las que
garantizaban que tenía sentido hablar de la serie de Fourier.

Antes de abordar i = 1 e i = 2 vamos a dar un resultado ya conocido que
utilizaremos para nuestros propósitos.

Teorema 3.3
Sea {pn(x)}∞n=0 sistema de polinomios ortonormales respecto a dµ en [−1, 1],
µ′(x) > 0 a.e. en [−1, 1] y 0 < r < ∞. Si g es una función medible Lebesgue
en [−1, 1], entonces

∫ 1

−1
|g(x)|r(1− x2)−r/4µ′(x)−r/2 dx ≤ πr/22máx{1−r/2,0} ĺım inf

n→∞

∫ 1

−1
|g(x)pn(x)|r dx.

En particular, si el límite inferior anterior es 0 entonces g = 0 a.e.

Demostración:
Ver Máté-Nevai-Totik [2, Teorema 2].

Una primera aplicación de este resultado, y tal como ya obtienen Máté-Nevai-
Totik, es el teorema siguiente:
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Teorema 3.4
En las condiciones del teorema anterior, para que el término general de la serie de
Fourier sea acotado como operador entre Lp(V (x)p dµ) y Lp(U(x)p dµ) (1 < p <
∞) es necesario

(i)
∫ 1

−1
U(x)p dµ <∞, (ii)

∫ 1

−1
V (x)−q dµ <∞,

(iii)
∫ 1

−1
(1− x2)−p/4U(x)pµ′(x)1−p/2 dx <∞,

(iv)
∫ 1

−1
(1− x2)−q/4V (x)−qµ′(x)1−q/2 dx <∞.

Demostración:
Por el Teorema 1.6 deberá cumplirse

(3.16)
(∫ 1

−1
|pn(x)|pU(x)p dµ

)1/p (∫ 1

−1
|pn(x)|qV (x)−q dµ

)1/q

≤ C.

Entonces, (i) y (ii) son inmediatos tomando n = 0. Por otra parte, a partir de
(3.16) es claro que también se deberá verificar

(3.17)
(∫ 1

−1
|pn(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p (∫ 1

−1
|pn(x)|qV (x)−qµ′(x) dx

)1/q

≤ C.

Ahora, utilizando el teorema anterior con r = p, g(x) = U(x)µ′(x)1/p en el primer
factor y r = q, g(x) = V (x)−1µ′(x)1/q en el segundo, obtenemos que el límite
inferior de (3.17) está acotado, salvo constante, por el producto de (iii) y (iv), de
donde se sigue el teorema.

Notar que en particular hemos demostrado que las dos integrales que aparecen
en (3.16) están acotadas cuando n −→∞, ya que ninguna de las dos puede tener
límite inferior nulo. Además, esto prueba sin más que tomar I = (−1, 1) que
cuando se verifican las hipótesis (un(x), vn(x)) ∈ Ap y (un(x), vn(x)) ∈ Ap entonces
podemos asegurar la acotación del tercer sumando, pues ambos factores de (3.13)
son acotados superiormente.

Continuemos ahora analizando las condiciones necesarias para la acotación de
los sumandos i = 1 y 2.

i = 1: Para que el sumando W1,nf sea uniformemente acotado se necesita que
{(un(x), vn(x))}∞n=0 ∈ Ap uniformemente, es decir,(∫

I
|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx

)(∫
I
|qn(x)|q(1− x2)qV (x)−qw(x) dx

)p−1

≤ C|I|p.

A partir de esta condición, aplicando el Teorema 3.3 con

r = p, g(x) = χI(x)U(x)w(x)1/p en el primer factor
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y
r = q, g(x) = χI(x)V (x)−1(1− x2)w(x)1/q en el segundo

(recordar {qn(x)}∞n=0 ortonormales respecto a (1− x2)w(x)), tenemos(∫
I
(1− x2)−p/4U(x)pw(x)1−p/2 dx

)(∫
I
(1− x2)q/4V (x)−qw(x)1−q/2 dx

)p−1

≤ C ĺım inf
n→∞

(∫
I
|pn(x)U(x)|pw(x) dx

)(∫
I

∣∣∣∣∣qn(x)(1− x2)

V (x)

∣∣∣∣∣
q

w(x) dx

)p−1

≤ C1|I|p.

Por tanto, si W1,nf es uniformemente acotado, entonces

(3.18)
(
(1− x2)−p/4U(x)pw(x)1−p/2, (1− x2)−p/4V (x)pw(x)1−p/2

)
∈ Ap.

i = 2: Análogamente, para que W2,nf sea uniformemente acotado se necesita
{(un(x), vn(x))}∞n=0 ∈ Ap uniformemente, y aplicando el Teorema 3.3 se llega a que
la condición necesaria es

(3.19)
(
(1− x2)p/4U(x)pw(x)1−p/2, (1− x2)p/4V (x)pw(x)1−p/2

)
∈ Ap.

En resumen, si denotamos

hU
±(x) = (1− x2)±p/4U(x)pw(x)1−p/2

y
hV
±(x) = (1− x2)±p/4V (x)pw(x)1−p/2,

lo que hemos demostrado es

W1,nf acot. unif. ⇒ (hU
−, h

V
−) ∈ Ap,

W2,nf acot. unif. ⇒ (hU
+, h

V
+) ∈ Ap.

Notar además que las dos condiciones necesarias (iii) y (iv) del Teorema 3.4
que aparecían para la acotación uniforme de W3,nf pueden expresarse∫ 1

−1
hU
−(x) dx <∞ y

∫ 1

−1
hV

+(x)−1/(p−1) dx <∞.

Ambas se deducen de las condiciones Ap sin más que tomar I = [−1, 1]. Las otras
dos propiedades de integrabilidad que se deducen de las condiciones Ap, y que
serían ∫ 1

−1
hU

+(x) dx <∞ y
∫ 1

−1
hV
−(x)−1/(p−1) dx <∞,

no aportan nada nuevo pues son inmediatas de deducir a partir de las primeras
por ser (1− x2) ≤ (1− x2)−1 en [−1, 1].

Vamos ahora a estudiar qué condiciones son suficientes para poder asegurar la
acotación uniforme de los tres sumandos. Abordemos en primer lugar este problema
a partir de un ejemplo particularmente sencillo.
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Ejemplo 3.5
Para estudiar la acotación de los tres sumandos, necesitaremos conocer el tamaño
de los polinomios ortonormales. El caso más sencillo es cuando podemos conseguir
cotas uniformes para los polinomios {pn(x)}∞n=0 y {qn(x)}∞n=0. Por ejemplo:
Diremos que un peso w en [−1, 1] está en la clase H si verifica

(a) w(x) > 0 a.e. en [−1, 1],

(b) |pn(x)| ≤ C(1− x2)−1/4w(x)−1/2,

(c) |qn(x)| ≤ C(1− x2)−1/4[w(x)(1− x2)]−1/2 = C(1− x2)−3/4w(x)−1/2.
Veamos qué ocurre con los tres sumandos bajo estas hipótesis.
i = 1: Como

un(x) = |pn+1(x)|pU(x)pw(x) ≤ C(1− x2)−p/4U(x)pw(x)1−p/2,

vn(x) = |qn(x)|−p(1− x2)−pV (x)pw(x)1−p ≥ C(1− x2)−p/4V (x)pw(x)1−p/2,

para que {(un, vn)}∞n=0 ∈ Aδ
p uniformemente para algún δ > 1 basta con

(3.20)

(hU
−, h

V
−) =

(
(1− x2)−p/4U(x)pw(x)1−p/2, (1− x2)−p/4V (x)pw(x)1−p/2

)
∈ Aδ

p

(si U = V incluso con δ = 1 ya que con un sólo peso la condición Ap es equivalente
a que la transformada de Hilbert sea acotada).
i = 2: Análogamente, para la acotación uniforme del segundo sumando obtenemos
la condición suficiente

(3.21) (hU
+, h

V
+) =

(
(1− x2)p/4U(x)pw(x)1−p/2(1− x2)p/4, V (x)pw(x)1−p/2

)
∈ Aδ

p.

i = 3: Si asumimos las dos condiciones (3.20) y (3.21) que acabamos de señalar al
estudiar i = 1 e i = 2, tendremos(∫ 1

−1
|pn+1(x)|pU(x)pw(x) dx

)(∫ 1

−1
|pn+1(x)|qV (x)−qw(x) dx

)p/q

=
(∫ 1

−1
un(x) dx

)(∫ 1

−1
vn(x)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C
(∫ 1

−1
hU
−(x) dx

)(∫ 1

−1
hV

+(x)−1/(p−1) dx
)p−1

<∞

tal como deseábamos encontrar.
Por tanto, lo que hemos demostrado es que, para pesos en la claseH, las condiciones

(hU
−, h

V
−) ∈ Aδ

p y (hU
+, h

V
+) ∈ Aδ

p (δ > 1)

son suficientes para que se verifique la acotación uniforme (3.1) (basta δ = 1 si
U = V ). Y, por otra parte, la mismas condiciones pero con δ = 1 son necesarias
para la acotación de los tres operadores de (3.12) en que descomponíamos la serie
de Fourier.
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Observación 3.6
(i) Pollard, en su artículo [3] estudia la acotación de la serie de Fourier para
pesos en la clase H del ejemplo anterior pero con U = V = 1. En este caso, las
condiciones suficientes que acabamos de obtener para la acotación uniforme de la
serie de Fourier pueden ponerse como

h−(x) = (1− x2)−p/4w(x)1−p/2 ∈ Ap

y
h+(x) = (1− x2)p/4w(x)1−p/2 ∈ Ap.

Pollard, en lugar de las condiciones h±(x) ∈ Ap, emplea otras más complicadas
expresadas en términos de acotación de ciertos operadores y que implican éstas.
Además, en su artículo exige como hipótesis la integrabilidad en [−1, 1] de h−(x)
y de h+(x)−1/(p−1), que en realidad no hacen falta pues se deducen h±(x) ∈ Ap.
(ii) Una condición que hace que se verifiquen a la vez (3.20) y (3.21) es

(hU
−, h

V
+) =

(
(1− x2)−p/4U(x)pw(x)1−p/2, (1− x2)p/4V (x)pw(x)1−p/2

)
∈ Aδ

p

(basta observar que si σ > 0 y ρ < 0 entonces (1− x2)σ < C(1− x2)ρ en [−1, 1]).
Condiciones como esa son las que maneja Osilenker [1, 2] para estudiar diversos
tipos de sumabilidad. Pero es una condición en exceso exigente: por ejemplo, con
ella no se logra demostrar ni siquiera la convergencia de las series de Legendre
(w(x) = 1) con U(x) = V (x) = 1 y p = 2.

Ejemplo 3.7
Veamos un ejemplo concreto de peso en la clase H. Sea

(3.22) w(x) = r(x)(1− x)α(1 + x)β
m∏

k=1

|x− xk|γk ,

donde −1 < x1 < x2 < · · · < xm < 1, α, β, γk > −1, 0 < C1 < r(x) < C2 y el
módulo de continuidad de r(x),

m(r, t) = sup{|r(x)− r(y)| : x, y ∈ [−1, 1], |x− y| ≤ t},

cumple m(r, t)t−1 ∈ L1(0, 2).
Ya hemos visto en el Teorema 1.14 que, en esas condiciones, Badkov [3] demuestra
que

|pn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−(α/2+1/4) (
1 + x+

1

n2

)−(β/2+1/4)

×
m∏

k=1

(
|x− xk|+

1

n

)−γk/2

.
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Por tanto, si α ≥ −1/2, β ≥ −1/2, γk ≥ 0, k = 1, 2, . . .m, es evidente que

|pn(x)| ≤ C(1− x)−α/2−1/4(1 + x)−β/2−1/4
m∏

k=1

|x− xk|−γk/2

≤ C1(1− x2)−1/4w(x)−1/2.

Con mayor razón se verificará una acotación uniforme para los qn(x) ya que α+1 >
α ≥ −1/2, β + 1 > β ≥ −1/2. De aquí que, si α, β ≥ −1/2 y γk ≥ 0, el peso w(x)
está en la clase H.

Decíamos en el Ejemplo 3.5 que el caso más sencillo de analizar es cuando
tenemos cotas uniformes para los polinomios ortonormales y exigíamos allí la cota
|pn(x)| ≤ C(1 − x2)−1/4w(x)−1/2. Esta acotación no es cierta siempre, pero “casi”
lo es. En efecto, Máté-Nevai-Totik [2] demuestran que si w(x) > 0 a.e. en [−1, 1]
y si llamamos

Bc,n = {x ∈ [−1, 1] : pn(x)2w(x)(1− x2)1/2 ≥ c},

entonces para cada c > 2/π se cumple |Bc,n| −→ 0 cuando n −→ ∞, donde |E|
denota la medida de Lebesgue del conjunto E. Por tanto, la acotación deseada sólo
falla para cada n en un conjunto cuya medida se va haciendo tan pequeña como
queramos al crecer n (en el Ejemplo 3.5, para pesos en la clase H, Bc,n = ∅ ∀n
para c suficientemente grande).

Vamos ahora a ver cómo podemos aplicar todas las herramientas de teoría Ap

uniforme que hemos desarrollado en el capítulo anterior a la acotación uniforme de
las series de Fourier. Para ello impondremos hipótesis para controlar la situación
en [−1, 1] de los Bc,n y el tamaño de los polinomios en tales conjuntos.

Ejemplo 3.8
Sea un peso w(x) = (1−x)α(1+x)βw1(x) en [−1, 1] y, como hasta ahora, denotemos
{pn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto a w(x) y {qn(x)}∞n=0 ortonor-
males respecto a (1− x2)w(x). Diremos que w(x) está en la clase H generalizada
si existe una sucesión {xn}∞n=0 que tiende a 0 tal que

(a) w(x) > 0 a.e. en [−1, 1],

(b) |pn(x)| ≤ C(1− x+ xn)−α/2−1/4(1 + x+ xn)−β/2−1/4w1(x)
−1/2,

(c) |qn(x)| ≤ C(1− x+ xn+1)
−α/2−3/4(1 + x+ xn+1)

−β/2−3/4w1(x)
−1/2.

Un ejemplo de pesos en la clase H generalizada son los del tipo (3.22) con α, β >
−1, γk ≥ 0. En estas condiciones, estudiemos la acotación de los tres sumandos de
siempre. Por simplicidad, denotemos

Pn(x) = (1− x+ xn)−α/2−1/4(1 + x+ xn)−β/2−1/4w1(x)
−1/2
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y

Qn(x) = (1− x+ xn+1)
−α/2−3/4(1 + x+ xn+1)

−β/2−3/4w1(x)
−1/2.

Entonces,

Teorema 3.9
Sea w(x) = (1 − x)α(1 − x)βw1(x) en la clase H generalizada, Snf las sumas
parciales de la serie de Fourier respecto de w, otros dos pesos U y V definidos en
[−1, 1] y 1 < p <∞. Para que

‖(Snf)U‖p,w dx ≤ C‖fV ‖p,w dx

uniformemente basta con

(3.23)
{(
Pn+1(x)

pU(x)pw(x), Qn(x)−p(1− x2)−pV (x)pw(x)1−p
)}∞

n=0
∈ Aδ

p unif.

y

(3.24)
{(
Qn(x)p(1− x2)pU(x)pw(x), Pn+1(x)

−pV (x)pw(x)1−p
)}∞

n=0
∈ Aδ

p unif.

para algún δ > 1.

Demostración:
Para que se verifique la acotación del sumando i = 1 basta aplicar (3.23) y para
que se verifique la de i = 2 utilizamos (3.24). Además, usándolas conjuntamente
se sigue la acotación de i = 3.

Corolario 3.10
En las condiciones del teorema anterior sean w(x) = (1−x)α(1+x)βw1(x), U(x) =
(1 − x)a(1 + x)bU1(x), V (x) = (1 − x)A(1 + x)BV1(x), con w1, U1 y V1 ∼ cte. en
(1− ε, 1] y [−1,−1 + ε). Entonces para que se verifique

‖(Snf)U‖p,w dx ≤ C‖fV ‖p,w dx

uniformemente basta con A ≤ a, B ≤ b,

(3.25)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(α+ 1) +

a+ A

2

∣∣∣∣∣ < a− A

2
+ mı́n

{
1

4
,
α+ 1

2

}
,

(3.26)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(β + 1) +

b+B

2

∣∣∣∣∣ < b−B

2
+ mı́n

{
1

4
,
β + 1

2

}
,

y

(3.27)
(
U1(x)

pw1(x)
1−p/2, V1(x)

pw1(x)
1−p/2

)
∈ Aδ

p

para algún δ > 1 (basta δ = 1 si U1 = V1).
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Demostración:
Elijamos c y c′ tales que −1 < c < −1 + ε < c′ < 1− ε < 1. Entonces, de acuerdo
al Teorema 2.18, para que se satisfagan (3.23) y (3.24) bastará con que se cumpla

(3.28)

{(
(1− x+ xn)−p(α/2+1/4)(1− x)ap+α,

(1− x+ xn)p(α/2+3/4)(1− x)−p+Ap+α(1−p)
)}
∈ Aδ

p(c
′, 1),

(3.29)

{(
(1− x+ xn)−p(α/2+3/4)(1− x)p+ap+α,

(1− x+ xn)p(α/2+1/4)(1− x)Ap+α(1−p)
)}
∈ Aδ

p(c
′, 1),

(3.30)

{(
(1 + x+ xn)−p(β/2+1/4)(1 + x)bp+β,

(1 + x+ xn)p(β/2+3/4)(1 + x)−p+Bp+β(1−p)
)}
∈ Aδ

p(−1, c),

(3.31)

{(
(1 + x+ xn)−p(β/2+3/4)(1 + x)p+bp+β,

(1 + x+ xn)p(β/2+1/4)(1 + x)Bp+β(1−p)
)}
∈ Aδ

p(−1, c)

para algún δ > 1, todos ellos uniformemente, y también(
U1(x)

pw1(x)
1−p/2, V1(x)

pw1(x)
1−p/2

)
∈ Aδ

p(c, c
′) unif. (δ > 1).

Esta última condición es la misma que (3.27) (da igual decir Aδ
p(c, c

′) que Aδ
p ya

que w1, U1 y V1 ∼ cte. en (1 − ε, 1] y [−1,−1 + ε)), luego estudiemos las otras
cuatro. Veamos simplemente las dos primeras ya que las otras dos son análogas.
Tomando 1− x en vez de x en el Corolario 2.17 tenemos que (3.28) es equivalente
a
(3.32)
(1) ap+ α > −1, (2) − p+ Ap+ α− αp < p− 1,

(3 y 4) A ≤ a,

(5) ap+ α− αp/2− p/4 > −1, (6) − p+ Ap+ α− αp+ αp/2 + 3p/4 < p− 1,

y (3.29) es equivalente a
(3.33)

(1) p+ ap+ α > −1, (2) Ap+ α− αp < p− 1,

(3 y 4) A ≤ a,

(5) p+ ap+ α− αp/2− 3p/4 > −1, (6) Ap+ α− αp+ αp/2 + p/4 < p− 1.
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Notar que (1) de (3.33) es trivial frente a (1) de (3.32), (2) de (3.32) frente a (2)
de (3.33), (5) de (3.33) frente a (5) de (3.32) y (6) de (3.32) frente a (6) de (3.33).
Entonces, además de A ≤ a, tenemos

(3.32-1) ⇐⇒ a+ α/p > −1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + a > −(α+ 1)/2

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 > (A− a)/2− (α+ 1)/2,

(3.32-5) ⇐⇒ a+ α/p− α/2− 1/4 > −1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + a > −1/4

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 > (A− a)/2− 1/4,

(3.33-2) ⇐⇒ A+ α/p− α < 1− 1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + A < (α+ 1)/2

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 < (a− A)/2 + (α+ 1)/2,

(3.33-6) ⇐⇒ A+ α/p− α/2 + 1/4 < 1− 1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + A < 1/4

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 < (a− A)/2 + 1/4,

y las cuatro juntas se traducen en (3.25).

Corolario 3.11
Sea w(x) como en (3.22) con α, β > −1 y γk ≥ 0, 1 < p <∞ y los pesos

(3.34)

U(x) = (1− x)a(1 + x)b
m∏

k=1

|x− xk|dk ,

V (x) = (1− x)A(1 + x)B
m∏

k=1

|x− xk|Dk .

Si se verifican las desigualdades A ≤ a, B ≤ b, Dk ≤ dk, (3.25), (3.26) y

(3.35)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(γk + 1) +

dk +Dk

2

∣∣∣∣∣ < dk −Dk

2
+

1

2
(1 ≤ k ≤ m),

entonces ‖(Snf)U‖p,w dx ≤ C‖fV ‖p,w dx uniformemente.

Demostración:
Según (3.27) del corolario anterior basta que

(3.36)

(
m∏

k=1

|x− xk|dkp+γk(1−p/2),
m∏

k=1

|x− xk|Dkp+γk(1−p/2)

)
∈ Aδ

p
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para algún δ > 1. Elijamos ahora yk (0 ≤ k ≤ m) tales que

−1 < y0 < x1 < y1 < x2 < · · · < xm−1 < ym−1 < xm < ym < 1,

con lo cual, por el Teorema 2.18, podemos estudiar (3.36) por factores; es decir,
tenemos que ver que se cumple(

|x− xk|dkp+γk(1−p/2), |x− xk|Dkp+γk(1−p/2)
)
∈ Aδ

p (1 ≤ k ≤ m).

Un cambio de variable obvio a partir de (2.16) muestra que lo anterior es equiva-
lente a

dkp+ γk − γkp/2 > −1, Dkp+ γk − γkp/2 < p− 1, Dk ≤ dk.

Pero

dkp+ γk − γkp/2 > −1 ⇐⇒ dk + γk/p− γk/2 > −1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + dk > −1/2

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 > (Dk − dk)/2− 1/2

y análogamente

Dkp+ γk − γkp/2 < p− 1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 < (dk −Dk)/2 + 1/2.

Juntando ambos, se sigue (3.35).

Observación 3.12
Badkov [1–4], siguiendo técnicas distintas, demuestra resultados del tipo de los del
Corolario 3.11 pero con a = A, b = B y dk = Dk. Además, él no necesita exigir,
como hemos hecho nosotros, γk ≥ 0, sino que le basta con exigir γk > −1. La
diferencia radica en que si se intenta emplear la teoría Ap uniforme con la cotas del
Teorema 1.14 (es decir, |pn(x)| ≤ C(|x−xk|+1/n)−γk/2 cerca de xk), los sumandos
correspondientes a i = 1 e i = 2 no están acotados cuando −1 < γk < 0 (para más
detalles, ver Observación 4.18)). Lo previsible para que el corolario anterior pueda
extenderse a γk > −1 es que, en (3.35), en lugar del 1/2 de la derecha aparezca
mı́n{1/2, (γk + 1)/2}, que es lo que obtiene Badkov en los casos que trata y lo que
se requiere como condición necesaria (ver el corolario siguiente).

Corolario 3.13
Sea w(x) como en (3.22) con α, β, γk > −1, 1 < p <∞ y los pesos U(x) y V (x) co-
mo en (3.34). Para que se verifique ‖(Snf)U‖p,w dx ≤ C‖fV ‖p,w dx uniformemente
son necesarias las condiciones (3.25), (3.26) y
(3.37)∣∣∣∣∣

(
1

p
− 1

2

)
(γk + 1) +

dk +Dk

2

∣∣∣∣∣ < dk −Dk

2
+ mı́n

{
1

2
,
γk + 1

2

}
(1 ≤ k ≤ m).
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Demostración:
Para hacerla nos apoyaremos en el Teorema 3.4 y emplearemos reiteradamente que
xr es integrable en (0,1) si y sólo si r > −1.
Veamos en primer lugar la integrabilidad de (i), (ii), (iii) y (iv) del Teorema 3.4
cerca de x = 1. Entonces,

(i) ⇐⇒ ap+ α > −1 ⇐⇒ a+ α/p > −1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + a > −(α+ 1)/2

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 > (A− a)/2− (α+ 1)/2,

(ii) ⇐⇒ −Aq + α > −1 ⇐⇒ −A+ α/q > −1/q

⇐⇒ −A+ α− α/p > 1/p− 1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + A < (α+ 1)/2

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 < (a− A)/2 + (α+ 1)/2,

(iii) ⇐⇒ −p/4 + ap+ α(1− p/2) > −1 ⇐⇒ −1/4 + a+ α/p− α/2 > −1/p

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + a > −1/4

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 > (A− a)/2− 1/4,

(iv) ⇐⇒ −q/4− Aq + α(1− q/2) > −1

⇐⇒ −1/4− A+ α(1/q − 1/2) > −1/q

⇐⇒ −1/4− A+ α(1/2− 1/p) > 1/p− 1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + A < 1/4

⇐⇒ (1/p− 1/2)(α+ 1) + (a+ A)/2 < (a− A)/2 + 1/4,

y las cuatro juntas se traducen en (3.25).
El estudio de (i), (ii), (iii) y (iv) cerca de −1 para obtener (3.26) es totalmente
igual sin más que cambiar α, a y A por β, b y B respectivamente. Por último,
análogamente se demuestra que las condiciones de integrabilidad cerca de cada xk

son

(i) ⇐⇒ dkp+ γk > −1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 > (Dk − dk)/2− (γk + 1)/2,

(ii) ⇐⇒ −Dkq + γk > −1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 < (dk −Dk)/2 + (γk + 1)/2,

(iii) ⇐⇒ dkp+ γk(1− p/2) > −1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 > (Dk − dk)/2− 1/2,

(iv) ⇐⇒ −Dkq + γk(1− q/2) > −1

⇐⇒ (1/p− 1/2)(γk + 1) + (dk +Dk)/2 < (dk −Dk)/2 + 1/2,

y juntas dan (3.37).
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Para concluir el capítulo, vamos a estudiar la convergencia en media de la serie
de Fourier de diversas familias de polinomios ortogonales cuyo peso no verifica la
condición de Szegő (3.10) y que son los llamados polinomios de Pollaczek.

Dados tres parámetros a, b y λ cumpliendo a ≥ |b| y λ > 0, consideraremos los
polinomios de Pollaczek como los ortonormales en [−1, 1] respecto al peso

(3.38) w(λ)(x; a, b) = (sen θ)2λ−1e(2θ−π)h(θ)|Γ(λ+ ih(θ)|2, x = cos θ, θ ∈ [0, π],

donde
h(θ) =

a cos θ + b

sen θ
= (ax+ b)(1− x2)−1/2.

Estos polinomios, que se reducen a los ultraesféricos (ortogonales respecto al peso
w(x) = (1 − x2)λ−1/2 cuando a = b = 0, en realidad sólo fueron introducidos por
Pollaczek [1] para el caso λ = 1/2 y su formulación según (3.38) se debe a Szegő
(ver también Pollaczek [2]). Más tarde, el mismo Pollaczek [4] los generalizó de
nuevo introduciéndoles un cuarto parámetro, aunque nosotros no nos ocuparemos
de ellos. Para consultar diversas propiedades generales de estos polinomios puede
verse Chihara [1, pág. 184].

En el desarrollo que sigue a continuación será fundamental la siguiente expre-
sión asintótica

(3.39) ĺım
|t|→∞

|Γ(λ+ it)|eπ|t|/2|t|1/2−λ = (2π)1/2, λ, t ∈ R,

que puede verse en Erdélyi y otros [1, Vol. I, 1.18 (6), pág. 47].
Con esto,

Teorema 3.14
La serie de Fourier de polinomios ortogonales respecto al peso w(λ)(x; a, b) con
a 6= 0 sólo converge en Lp(w(λ)(x; a, b)) cuando p = 2.

Demostración:
La convergencia para p = 2 está siempre asegurada. Entonces, vamos a aplicar las
condiciones necesarias del Teorema 3.4 para ver que no hay convergencia si p 6= 2.
Las condiciones (i) y (ii) son simplemente w(λ)(x; a, b) ∈ L1(dx), lo cual siempre
es cierto (de lo contrario ni siquiera tendría sentido hablar de los polinomios orto-
gonales). Lo que vamos a hacer es comprobar que, si p > 2, no se satisface (iii).
Análogamente se demostraría que si p < 2 no se satisface (iv).
Supongamos a 6= −b y vamos a estudiar el carácter de la integral∫ 1

−1
(1− x2)−p/4w(λ)(x; a, b)1−p/2 dx

cerca de x = 1. Análogamente se haría cerca de x = −1 si a 6= b.
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Haciendo el cambio de variable x = cos θ, resulta

∫ 1

0
(1− x2)−p/4w(λ)(x; a, b)1−p/2 dx

=
∫ π/2

0
(sen θ)2λ−λp(e(2θ−π)h(θ))1−p/2|Γ(λ+ ih(θ))|2−p dθ.

Pero, cuando θ −→ 0+, es claro

h(θ) =
a+ b cos θ

sen θ
∼ a+ b

θ
−−−→∞

pues a ≥ |b| y a 6= −b, y por tanto se podrá aplicar (3.39) con t = h(θ). Así, la
integral anterior tendrá el mismo carácter que

∫ π/2

0
(sen θ)2λ−λp(e(2θ−πh(θ))1−p/2(e−πh(θ)h(θ)2λ−1)1−p/2 dθ

=
∫ π/2

0
(sen θ)2λ−λp(e(2θ−2π)h(θ))1−p/2h(θ)(2λ−1)(1−p/2) dθ

∼
∫ π/2

0
θ2λ−λpe

(2θ−2π)(a+b)
θ

(1−p/2)

(
a+ b

θ

)(2λ−1)(1−p/2)

dθ

∼
∫ π/2

0
θ1−p/2e1−π/θ)(a+b)(2−p) dθ,

y como (1− π/θ)(a+ b)(2− p) −→∞ cuando θ −→ 0+ pues a+ b > 0 y p > 2, la
integral anterior es divergente, tal como queríamos comprobar.

Observación 3.15
Nevai [1, pág. 80 y pág. 168] demuestra el resultado anterior pero únicamente en
el caso λ = 1/2, con lo cual el peso admite la expresión

w(1/2)(x; a, b) =
2eθh(θ)

1 + eπh(θ)
,

mucho más sencilla que la de (3.38), y desde luego, en su demostración no se
necesita utilizar (3.39).

Definamos ahora las funciones de Pollaczek mediante

Ψn(x) = pn(x)w(λ)(x; a, b)1/2

que, obviamente, forman un sistema ortonormal en L2(dx). Entonces, para cada
g ∈ Lp(dx), denotemos Sn(g, x) a las sumas parciales de su serie de Fourier respecto
al sistema {Ψn(x)}∞n=0. A continuación, vamos a estudiar la convergencia en Lp(dx).
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Teorema 3.16
Sea a 6= 0. Entonces, la acotación uniforme ‖Sn(g, x)‖p,dx ≤ C‖g(x)‖p,dx sólo es
posible si 4/3 < p < 4.

Demostración:
Según vimos en (1.6), la acotación uniforme ‖Sn(g, x)‖p,dx ≤ C‖g(x)‖p,dx es equi-
valente a

‖Sn(f, x)w(λ)(x; a, b)1/2−1/p‖p,w ≤ C‖f(x)w(λ)(x; a, b)1/2−1/p‖p,w.

Y vamos a ver qué condiciones impone el Teorema 3.4 a la acotación anterior. Sin
más que tomar U(x) = V (x) = w(λ)(x; a, b)1/2−1/p, es claro que se traducen en

(i)
∫ 1

−1
w(λ)(x; a, b)p/2 dx <∞, (ii)

∫ 1

−1
w(λ)(x; a, b)q/2 dx <∞,

(iii)
∫ 1

−1
(1− x2)−p/4 dx <∞, (iv)

∫ 1

−1
(1− x2)−q/4 dx <∞.

Pero, (iii) ⇔ p < 4, y (iv) ⇔ p > 4/3. Por tanto, basta que comprobemos lo que
ocurre con (i) y (ii). Y lo haremos restringiendo el intervalo de integración a (0, 1),
ya que en (−1, 0) se puede proceder de manera análoga.
Supongamos en primer lugar a 6= −b. Entonces, como en el Teorema 3.14, para
estimar (i) se tiene

∫ 1

0
w(λ)(x; a, b)p/2 dx =

∫ π/2

0
e(2θ−π)h(θ)p/2|Γ(λ+ ih(θ))|p(sen θ)(2λ−1)p/2+1 dθ

∼
∫ π/2

0
e(θ−π)h(θ)p|h(θ)|(1/2−λ)p(sen θ)λp−p/2+1 dθ

∼
∫ π/2

0
e

(θ−π)(a+b)p
θ

(
a+ b

θ

)(1/2−λ)p

θλp−p/2+1 dθ

∼
∫ π/2

0
e(1−π/θ)(a+b)pθ2λp−p+1 dθ.

Como (1−π/θ)(a+b)p −→ −∞ cuando θ −→ 0+ pues a+b > 0, la integral anterior
siempre es convergente y no aparece ninguna condición adicional. Lo mismo ocurre
con (ii).
Veamos pues lo que sucede si a = −b. Entonces,

h(θ) =
a cos θ − a

sen θ
∼ −aθ2/2

θ
=
−aθ
2

−→ 0 cuando θ −→ 0+,

luego no se puede aplicar (3.39). Pero es claro que en este caso

e(2π−θ)h(θ) −→ 1 y |Γ(λ+ ih(θ))|2 −→ Γ(λ)2 > 0,
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con lo que, se deberá cumplir∫ π/2

0
(sen θ)(2λ−1)p/2+1 dθ <∞.

Pero esto es equivalente a (2λ− 1)p/2 + 1 > −1, lo cual siempre es cierto cuando
p < 4 por ser λ > 0. Por último, al estudiar (ii) aparece la condición (2λ− 1)q/2+
1 > −1, que de nuevo es cierta por ser q < 4 y λ > 0.

Observación 3.17
Nótese que las dos condiciones (iii) y (iv) del teorema anterior no dependen
para nada del peso. Es decir, que dado un peso cualquiera w(x) en [−1, 1] y
{pn(x)}∞n=0 sus polinomios ortonormales, la serie de Fourier respecto al sistema
Ψn(x) = pn(x)w(x)1/2 nunca puede ser uniformemente acotada en Lp(dx) cuando
p /∈ (4/3, 4). En realidad, lo único que hemos hecho en la demostración anterior ha
sido comprobar que (i) y (ii) se verifican ∀p ∈ (4/3, 4) y que por tanto no aparecen
más condiciones. Otras veces (i) y (ii) sí que imponen condiciones adicionales. Es
sencillo comprobar que esto ocurre, por ejemplo, para pesos de Jacobi con α o β
menores que −1/2.

Más en general, dado r ∈ R, definimos las funciones

(3.40) Ψn(x) = pn(x)w(λ)(x; a, b)(1−r)/2, n ∈ N,

que forman un sistema ortonormal en L2(w(λ)(x; a, b)r dx) (ver (1.4)). Entonces,
para cada g ∈ Lp(w(λ)(x; a, b)r dx) denotamos Sn(g, x) a su correspondiente serie
de Fourier y vamos a estudiar la posible convergencia en media en este caso.

Teorema 3.18
La serie de Fourier Sn(g, x) respecto al sistema (3.40) con a 6= 0 y r 6=
0 sólo es uniformemente acotada como operador de Lp(w(λ)(x; a, b)r dx) en
Lp(w(λ)(x; a, b)r dx) cuando p = 2.

Demostración:
Según vimos en (1.6), la acotación uniforme ‖Sn(g, x)‖p,wr ≤ C‖g(x)‖p,wr es equi-
valente a

‖Sn(f, x)w(λ)(x; a, b)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w ≤ C‖f(x)w(λ)(x; a, b)(1−r)/2+r/p−1/p‖p,w.

Pero, tomando U(x) = V (x) = w(λ)(x; a, b)(1−r)/2+r/p−1/p, es inmediato comprobar
que las condiciones necesarias (iii) y (iv) del Teorema 3.4 son, respectivamente,∫ 1

−1
(1− x2)−p/4w(λ)(x; a, b)r(1−p/2) dx <∞



72 Convergencia Series de Fourier

y ∫ 1

−1
(1− x2)−q/4w(λ)(x; a, b)r(1−q/2) dx <∞.

Y por ser r 6= 0, análogamente a como hacíamos en el Teorema 3.14 se demuestra
que las condiciones anteriores de integrabilidad sólo se satisfacen para p = 2.

Observación 3.19
Existen aún otras familias de polinomios ortogonales en [−1, 1] relacionadas con las
de Jacobi y cuyo descubrimiento también se debe a Pollaczek [3]. Su construcción
depende de tres parámetros a, b y c y el peso respecto al cual son ortogonales es

w(x; a, b, c) =
(sen θ)c+1e(2θ−πh(θ)

1− 2γx+ γ2
|Γ(1 + c/2 + ih(θ))|2,

h(θ) =
(2a− c)x+ b

2(1− x2)1/2
, x = cos θ, 0 ≤ θ ≤ π,

y donde γ es una de las dos raíces de la ecuación aγ2 + bγ + a− c = 0.
Cuando b = 0 y c = 2a (de donde γ = ±1), los polinomios que aparecen son, salvo
constante multiplicativa, los de Jacobi P (a−γ/2,a+γ/2)

n (x). Para ver más detalles,
puede consultarse Chihara [1, pág. 187].
Con estos polinomios puede efectuarse un tratamiento análogo al realizado para
los polinomios definidos mediante el peso (3.38). De nuevo la estimación asintóti-
ca (3.39) resulta fundamental en el estudio de las condiciones necesarias para la
convergencia de la serie de Fourier y los resultados que se obtienen son similares a
los que ya conocemos para los polinomios definidos en (3.38).



CAPÍTULO IV

Series de Fourier respecto de pesos de Jacobi
con deltas de Dirac

PARTE 1.a: Caso (1− x)α(1 + x)β +Mδ−1(x) +Nδ1(x)

En el capítulo anterior, entre otras cosas, hemos estudiado la convergencia en
media de series de Fourier de polinomios de Jacobi, ortogonales respecto al peso
w(x) = (1− x)α(1 + x)β en el intervalo [−1, 1]. Una cuestión que cabe plantearse
es qué es lo que ocurre si a la medida dada por el peso w(x) le añadimos como
parte singular varias deltas de Dirac, en particular deltas de Dirac en los extremos
del intervalo. De la convergencia de los sistemas ortogonales que así aparecen será
de lo que trate fundamentalmente este capítulo.

Dados α, β > −1 y M,N ≥ 0 denotaremos dµ a la medida que para cada
función f se comporta mediante

∫ 1

−1
f(x) dµ(x) =

Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

∫ 1

−1
f(x)(1− x)α(1 + x)β dx

+Mf(−1) +Nf(1),

es decir,

(4.1)
dµ(x) =

Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
(1− x)α(1 + x)β dx

+Mδ−1(x) +Nδ1(x), x ∈ [−1, 1].

La constante que multiplica a (1− x)α(1 + x)β en (4.1) sirve únicamente para que
la contribución de la parte absolutamente continua de dµ a la medida del intervalo
[−1, 1] sea 1, es decir, ∫ 1

−1
dµ(x) = 1 +M +N.

Por otra parte, para cada a > −1, denotaremos

(4.2) (a+ 1)n =
Γ(a+ n+ 1)

Γ(a+ 1)
= (a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1)(a+ n).

Cuando a+ 1 = 0, entenderemos (a+ 1)n/(a+ 1) mediante continuidad en (4.2),
es decir

(4.2)
(a+ 1)n

(a+ 1)
= (a+ 2) · · · (a+ n− 1)(a+ n) = (a+ 2)n−1, a = −1.

73
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Dadas dos sucesiones {rn} y {sn} de términos no nulos emplearemos la notación
rn ≈ sn cuando ĺımn→∞ rn/sn = 1, y diremos simplemente rn ∼ sn para indicar
que existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que C1rn ≤ sn ≤ C2rn. Entonces,
sin más que utilizar la fórmula de Stirling es fácil llegar a

(4.4)
(a+ 1)n

n!
≈ na

Γ(a+ 1)
,

(a+ 1)n

(b+ 1)n

≈ Γ(b+ 1)

Γ(a+ 1)
na−b.

Utilizaremos también en este capítulo los polinomios de Jacobi {P (α,β)
n (x)}∞n=0

ortogonales respecto a (1−x)α(1+x)β tal como los definimos en (1.25). Recordemos
alguna de sus propiedades que nos serán de gran utilidad en lo que sigue. Según
vimos en (1.33), y sirviéndonos de (4.4), es claro que

(4.5) P (α,β)
n (1) =

(α+ 1)n

n!
≈ nα

Γ(α+ 1)
,

y la correspondiente estimación para P (α,β)
n (−1) se obtiene por la relación de si-

metría P (α,β)
n (−x) = (−1)nP (β,α)

n (x) (ver (1.32)). Además, el coeficiente director
de P (α,β)

n (x) toma el valor

(4.6) k(α,β)
n = 2−n

(
2n+ α+ β

n

)
2−nΓ(2n+ α+ β + 1)

Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ β + 1)
≈ 2n+α+β

π1/2n1/2

como vimos en (1.30) y (1.31). Y el cuadrado de la norma en L2(w) de los P (α,β)
n (x)

es (ver (1.27), (1.28) y (1.29))

(4.7)

h(α,β)
n =

∫ 1

−1
P (α,β)

n (x)2(1− x)α(1 + x)β dx

=
2α+β+1Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

(2n+ α+ β + 1)Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ β + 1)
≈ 2α+β

n
.

Definamos ahora los polinomios

(4.8)

Pα,β,M,N
n (x) =

(
(α+ β + 1)n

n!

)2 {
n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)

[
BnM(1− x)

− AnN(1 + x)
]
P

(α+1,β+1)
n−1 (x) + AnBnP

(α,β)
n (x)

}
,

donde

An =
(α+ 1)nn!

(β + 1)n(α+ β + 1)n

+
n(n+ α+ β + 1)M

(β + 1)(α+ β + 1)
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y

Bn =
(β + 1)nn!

(α+ 1)n(α+ β + 1)n

+
n(n+ α+ β + 1)N

(α+ 1)(α+ β + 1)
.

En la expresión anterior, cuando n = 0, considerar P (α+1,β+1)
−1 (x) = 0, y en el caso

α+ β + 1 = 0, usar (4.3).
Con esta notación, Koornwinder [1] prueba que los polinomios {Pα,β,M,N

n (x)}∞n=0

son ortogonales respecto a la medida dµ, cumpliéndose las propiedades

(4.9) Pα,β,M,N
n (1) =

(α+ 1)n

n!
+

(β + 1)n(α+ β + 2)nnM

n!n! (β + 1)

y

(4.10) Pα,β,M,N
n (−x) = (−1)nP (β,α)

n (x),

y por tanto

(4.11) (−1)nPα,β,M,N
n (−1) =

(β + 1)n

n!
+

(α+ 1)n(α+ β + 2)nnN

n!n! (α+ 1)
.

Llamaremos kα,β,M,N
n al coeficiente director de Pα,β,M,N

n (x) y hα,β,M,N
n al cuadrado

de su norma:
hα,β,M,N

n =
∫ 1

−1
Pα,β,M,N

n (x)2 dµ(x).

Así como la demostración de la convergencia en media de las series de Jacobi
descansa fundamentalmente, además de en la teoría Ap, en la acotación

(
h(α,β)

n

)−1/2
|P (α,β)

n (x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−β/2−1/4

,

parece razonable como primer paso encontrar otra estimación similar
(4.12)(

hα,β,M,N
n

)−1/2
|Pα,β,M,N

n (x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−β/2−1/4

,

para posteriormente abordar la convergencia de la serie de Fourier respecto de dµ.
Asimismo, y dado el papel que juegan las deltas de Dirac en 1 y −1, necesitaremos
conocer una estimación del tamaño de los polinomios normalizados en esos dos
puntos.

Es fácil, utilizando (4.4), demostrar las estimaciones asintóticas

(4.13) Pα,β,M,N
n (1) ≈ 1

Γ(α+ 1)
nα +

M

Γ(β + 2)Γ(α+ β + 2)
n2β+α+2
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y

(4.14) (−1)nPα,β,M,N
n (−1) ≈ 1

Γ(β + 1)
nβ +

N

Γ(α+ 2)Γ(α+ β + 2)
n2α+β+2.

(Notar en (4.13) que el segundo de los dos sumandos es el que realmente da la
estimación buscada cuando M 6= 0. Análogamente ocurre en (4.14) con N .)

Pero para llegar a establecer tanto (4.12) como las estimaciones de Pα,β,M,N
n (1)

y (−1)nPα,β,M,N
n (−1) multiplicadas por

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
, lo que necesitamos es en-

contrar el tamaño de hα,β,M,N
n .

Koornwinder, para demostrar que los polinomios {Pα,β,M,N
n (x)}∞n=0 son ortogo-

nales respecto a dµ, lo que hace es probar que∫ 1

−1
Pα,β,M,N

n (x)(1− x)n−k−1(1 + x)k dµ(x) = 0

cuando k = 0, 1, . . . , n − 1 (notar que (1 − x)n−k−1(1 + x)k, 0 ≤ k ≤ n − 1 es
base del espacio de los polinomios de grado ≤ n − 1). Por lo tanto, no necesita
calcular hα,β,M,N

n . Entonces, nuestro primer objetivo va a ser encontrar hα,β,M,N
n y

una estimación suya.
Antes que nada, vamos a dar una serie de estimaciones que utilizaremos más

adelante. En muchas de las expresiones que siguen aparece Γ(α + β + 1) o (α +
β + 1)−1, ninguna de las cuales tienen sentido cuando α+ β + 1 = 0. Actuaremos
en estos casos mediante continuidad en α y β, ya que cuando aparecen siempre
pueden simplificarse formalmente utilizando Γ(α+β+2) = (α+β+1)Γ(α+β+1)
o con algún factor de (4.8) o de las definiciones de An y Bn. No nos preocuparemos
de ello a partir de ahora.

Sin más que utilizar (4.4), es fácil ver que para An y Bn se tiene

(4.15) An ≈
Γ(β + 1)Γ(α+ β + 1)

Γ(α+ 1)
n−2β +

M

(β + 1)(α+ β + 1)
n2,

(4.16) Bn ≈
Γ(α+ 1)Γ(α+ β + 1)

Γ(β + 1)
n−2α +

N

(α+ 1)(α+ β + 1)
n2.

En ambas ocurre que el sumando importante es el segundo si el correspondiente
M o N que aparece es distinto de 0. Además, juntándolas,
(4.17)
AnBn ≈ Γ(α+ β + 1)2n−2α−2β

+
Γ(β + 1)Γ(α+ β + 1)N

Γ(α+ 2)(α+ β + 1)
n2−2β +

Γ(α+ 1)Γ(α+ β + 1)M

Γ(β + 2)(α+ β + 1)
n2−2α

+
MN

(α+ 1)(β + 1)(α+ β + 1)2
n4.
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En esta expresión, el sumando que proporciona realmente la estimación es el pri-
mero si M = N = 0, el segundo si M = 0 6= N , el tercero si N = 0 6= M y el
cuarto si M 6= 0 6= N .

Vamos ahora a encontrar una expresión adecuada del coeficiente director
kα,β,M,N

n . Sin más que igualar los coeficientes de xn en (4.8) se tiene

kα,β,M,N
n =

(
(α+ β + 1)n

n!

)2 {−Bn(n+ α+ β + 1)M

2(α+ β + 1)
k

(α+1,β+1)
n−1

− An(n+ α+ β + 1)N

2(α+ β + 1)
k

(α+1,β+1)
n−1 + AnBnk

(α,β)
n

}
.

Pero, utilizando (4.6), es claro que

k
(α+1,β+1)
n−1 =

2n

n+ α+ β + 1
k(α,β)

n .

Así, sacando k(α,β)
n factor común, obtenemos

(4.18) kα,β,M,N
n =

(
(α+ β + 1)n

n!

)2

k(α,β)
n

(
AnBn −

nBnM

α+ β + 1
− nAnN

α+ β + 1

)
.

Con lo que ya tenemos, y aunque en realidad no lo vamos a necesitar, ya es fácil
obtener una estimación de kα,β,M,N

n . En efecto, basta comprobar que las estima-
ciones de nBnM/(α+ β + 1) y nAnN/(α+ β + 1) son despreciables frente a la de
AnBn y entonces, utilizando (4.18), (4.4), (4.6) y (4.17) se llega a

(4.19) kα,β,M,N
n ≈



2n+α+βπ−1/2n−1/2, si M = N = 0,
NΓ(β+1)

π1/2Γ(α+β+2)Γ(α+2)
2n+α+βn3/2+2α, si N > M = 0,

MΓ(α+1)

π1/2Γ(α+β+2)Γ(β+2)
2n+α+βn3/2+2β, si M > N = 0,

MN
π1/2(α+1)(β+1)Γ(α+β+2)2

2n+α+βn7/2+2α+2β, si M,N > 0.

Todavía, para calcular hα,β,M,N
n necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 4.1

En =
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)α+1(1 + x)β dx

= (−1)n−12α+β+2 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(n+ α+ β + 2)

≈ (−1)n−12α+β+2Γ(β + 1)n−(β+1).
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Demostración:
Por la fórmula de Rodrigues (1.25) se tiene

En =
(−1)n−1

2n−1(n− 1)!

∫ 1

−1

1

1 + x

dn−1

dxn−1
[(1− x)n+α(1 + x)n+β] dx.

Entonces, integrando por partes con u = 1/(1 + x) y utilizando que

1

1 + x

dn−2

dxn−2
[(1− x)n+α(1 + x)n+β]

se anula en 1 y −1 tenemos

En =
(−1)n−1

2n−1(n− 1)!

∫ 1

−1

1

(1 + x)2

dn−2

dxn−2
[(1− x)n+α(1 + x)n+β] dx.

Integramos de nuevo por partes tomando esta vez u = 1/(1 + x)2 y reiteramos el
proceso del mismo modo. Así, vamos obteniendo

En =
(−1)n−12 · 3 · · · (k − 1)

2n−1(n− 1)!

∫ 1

−1

1

(1 + x)k

dn−k

dxn−k
[(1− x)n+α(1 + x)n+β] dx,

de donde, para k = n,

En =
(−1)n−1

2n−1

∫ 1

−1
(1− x)n+α(1 + x)β dx

= (−1)n−12α+β+1
∫ 1

−1

(
1

2
− x

2

)n+α (1

2
+
x

2

)β

dx.

Haciendo ahora el cambio de variable 1/2 + x/2 = y aparece una función beta:

En = (−1)n−12α+β+2
∫ 1

0
(1− y)n+αyβ dy

= (−1)n−12α+β+2B(n+ α+ 1, β + 1)

= (−1)n−12α+β+2 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(n+ α+ β + 2)
.

Por último, para obtener la estimación del enunciado basta utilizar la fórmula de
Stirling, con lo que queda probado el lema.



Pesos con Deltas de Dirac 79

Lema 4.2

(−1)nFn =
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

[
(1− x)n − 2n

]
(1− x)α+1(1 + x)β dx

= −
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n+α(1 + x)β+1 dx

=
(−1)nh

(α+1,β+1)
n−1

k
(α+1,β+1)
n−1

=
2(−1)nh(α,β)

n

k
(α,β)
n

=
(−1)n2n+α+β+2Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)

Γ(2n+ α+ β + 2)
≈ (−1)nπ1/2

2n−1
n−1/2.

Demostración:
Por ser

zn − an

z − a
= zn−1 + azn−2 + a2zn−3 + · · ·+ an−2z + an−1,

tomando z = 1− x y a = 2 es claro que

(1− x)n − 2n = −(1 + x)
n−1∑
k=0

2k(1− x)n−1−k.

Y como ∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)π(x)(1− x)α+1(1 + x)β+1 dx = 0

para todo π(x) polinomio de grado ≤ n− 2, se tiene

∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

[
((1− x)n − 2n

]
(1− x)α+1(1 + x)β dx

= −
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n−1(1− x)α+1(1 + x)β+1 dx.

Por el mismo motivo, la integral anterior no se modifica si en lugar de (1− x)n−1

ponemos (−1)n−1P
(α+1,β+1)
n−1 (x)/k

(α+1,β+1)
n−1 , con lo cual

(−1)nFn = − (−1)n−1

k
(α+1,β+1)
n−1

∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)2(1− x)α+1(1 + x)β+1 dx

=
(−1)nh

(α+1,β+1)
n−1

k
(α+1,β+1)
n−1

,

y para concluir el lema basta utilizar (4.6) y (4.7).
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Lema 4.3

Gn =
∫ 1

−1
Pα,β,M,N

n (x)(1− x)n+α(1 + x)β dx = (−1)n

(
(α+ β + 1)n

n!

)2

×
{
− MBn(n+ α+ β + 1)

α+ β + 1
2n+α+β+1 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(n+ α+ β + 2)

+
MBn(n+ α+ β + 1)

2(α+ β + 1)
Fn +

NAn(n+ α+ β + 1)

2(α+ β + 1)
Fn +

1

2
AnBnFn

}
.

Demostración:
Por (4.8), es claro que

Gn =

(
(α+ β + 1)n

n!

)2

×
{
MBn(n+ α+ β + 1)

2(α+ β + 1)

∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n+α+1(1 + x)β dx

− NAn(n+ α+ β + 1)

2(α+ β + 1)

∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n+α(1 + x)β+1 dx

+ AnBn

∫ 1

−1
P (α,β)

n (x)(1− x)n+α(1 + x)β dx

}
.

Calculemos las tres integrales que aparecen.
Para la primera, utilizando el Lema 4.1 y la primera parte del 4.2, tenemos∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n+α+1(1 + x)β dx

= 2n
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)α+1(1 + x)β dx

+
∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

[
(1− x)n − 2n

]
(1− x)α+1(1 + x)β dx = 2nEn + (−1)nFn.

La segunda, sin más que utilizar la segunda parte del Lema 4.2 (observar el signo
− del lema), queda∫ 1

−1
P

(α+1,β+1)
n−1 (x)(1− x)n+α(1 + x)β+1 dx = (−1)n−1Fn.

Y la tercera, utilizando de nuevo la segunda parte del Lema 4.2 pero con α, β y n
en vez de α+ 1, β + 1 y n− 1 queda∫ 1

−1
P (α,β)

n (x)(1− x)n+α(1 + x)β+1 dx = (−1)nFn/2.

Juntando las tres, se sigue el lema.
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Vamos todavía a aclarar un poco más la expresión que aparece en el lema
anterior, encontrando a partir de ella otra que nos será de mayor utilidad más
adelante. Para ello, denotemos Hn al primero de los cuatro sumandos que aparecen
entre llaves, es decir,

(4.20) Hn =
MBn(n+ α+ β + 1)

α+ β + 1
2n+α+β+1 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(n+ α+ β + 2)
.

Así, podemos poner

(4.21)

Gn = (−1)n

(
(α+ β + 1)n

n!

)2 {
−Hn +

1

2
AnBnFn

+
n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
Fn(MBn +NAn)

}
.

Por otra parte, sin más que sustituir Bn por su valor, simplificar las expresiones
que aparecen y utilizar (4.11), es fácil llegar a la conclusión
(4.22)

Hn = (−1)n MΓ(α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 2)
2n+α+β+1Pα,β,M,N

n (−1)

(
n!

(α+ β + 1)n

)2

.

Con todo esto, ya estamos en condiciones de encontrar la expresión para
hα,β,M,N

n que buscábamos:

Teorema 4.4

(4.23)

hα,β,M,N
n =

Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
h(α,β)

n

(
(α+ β + 1)n

n!

)4

×
{
AnBn −

n

α+ β + 1
(MBn +NAn)

}

×
{
AnBn +

n+ α+ β + 1

α+ β + 1
(MBn +NAn)

}
.

Además, se cumple

(4.24) hα,β,M,N
n ≈



Γ(α+β+2)
2Γ(α+1)Γ(β+1)

n−1, si M = N = 0,

N2Γ(β+1)
2Γ(α+1)Γ(α+2)2Γ(α+β+2)

n3+4α, si N > M = 0,

M2Γ(α+1)
2Γ(β+1)Γ(β+2)2Γ(α+β+2)

n3+4β, si M > N = 0,

M2N2

2(α+1)(β+1)Γ(α+2)Γ(β+2)Γ(α+β+2)3
n7+4α+4β, si M,N > 0.
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Demostración:
Es obvio que para algún polinomio π(x) de grado n− 1 a lo más puede ponerse

Pα,β,M,N
n (x) = kα,β,M,N

n (−1)n(1− x)n + π(x).

Entonces,

hα,β,M,N
n = kα,β,M,N

n

∫ 1

−1
Pα,β,M,N

n (x)(−1)n(1− x)n dµ(x)

= kα,β,M,N
n

{
(−1)nGn

Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
+M(−1)nPα,β,M,N

n (−1)2n + 0

}

= kα,β,M,N
n

{
Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

(
(α+ β + 1)n

n!

)2 [
−Hn +

1

2
AnBnFn

+
n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
Fn(MBn +NAn)

]
+M(−1)nPα,β,M,N

n (−1)2n

}
,

donde en la última igualdad hemos empleado (4.21). Ahora, sin más que sustituir
Hn por su expresión (4.22), el primer sumando del corchete se anula con el que
está fuera del corchete y queda

hα,β,M,N
n =

1

2
kα,β,M,N

n

(
(α+ β + 1)n

n!

)2

Fn
Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

×
{
AnBn +

n+ α+ β + 1

α+ β + 1
(MBn +NAn)

}
.

Sustituyendo Fn = 2h(α,β)
n /k(α,β)

n y empleando (4.18) se sigue (4.23).
Vamos ahora a demostrar las estimaciones asintóticas. Es fácil comprobar que
n(MBn +NAn) es despreciable frente a AnBn, y por tanto,

hα,β,M,N
n ≈ Γ(α+ β + 2)

2α+β+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
h(α,β)

n

(
(α+ β + 1)n

n!

)4

(AnBn)2.

Entonces, sin más que utilizar (4.4), (4.7) y (4.17) se sigue (4.24).

Ahora, ya podemos calcular sin ningún tipo de problema el tamaño de los
polinomios normalizados en 1 y −1:

Corolario 4.5

(4.25)
Pα,β,M,N

n (1)√
hα,β,M,N

n

≈


21/2Γ(β+1)1/2

Γ(α+1)1/2Γ(α+β+2)1/2 n
α+1/2, si N = 0,

21/2(α+1)Γ(α+1)1/2Γ(α+β+2)1/2

NΓ(β+1)1/2 n−α−3/2, si N > 0,
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(4.26)
(−1)nPα,β,M,N

n (−1)√
hα,β,M,N

n

≈


21/2Γ(α+1)1/2

Γ(β+1)1/2Γ(α+β+2)1/2 n
β+1/2, si M = 0,

21/2(β+1)Γ(β+1)1/2Γ(α+β+2)1/2

MΓ(α+1)1/2 n−β−3/2, si M > 0.

Demostración:
Basta estudiar los cuatro casos que se presentan (M = N = 0, N > M = 0,
M > N = 0 y M,N > 0) a partir de (4.13), (4.14) y (4.24).

Observación 4.6
Un primera consecuencia que podemos sacar es que la existencia o no de parte
singular en −1 (es decir, si M > 0 o M = 0) no influye para nada en el tamaño
de los polinomios normalizados en 1. Análogamente ocurre en −1 con N .
Por otra parte, en el corolario anterior también podemos ver que si la medida
tiene una delta de Dirac en 1 (análogamente en −1) el tamaño de los polinomios
normalizados en ese punto es Cn−α−3/2, mucho menor que si no la hubiera, ya que
entonces su tamaño es Cnα+1/2 (−α − 3/2 < α + 1/2 ⇔ α > −1). Además, se
puede garantizar

(4.27) ĺım
n→∞

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
Pα,β,M,N

n (1) = 0

siempre que N > 0. En cambio, si N = 0, el límite anterior es 0 cuando α < −1/2
e ∞ cuando α > −1/2. Más aún, si N > 0, la sucesión que aparece en (4.27) está
en `2 (es decir, es de cuadrado sumable), y si además α > −1/2 también está en `1
(la serie es absolutamente convergente).

Vamos por fin a abordar la demostración de (4.12). Por la relación de sime-
tría (4.10) nos podremos restringir al intervalo [0, 1] y solamente necesitaremos
demostrar

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
|Pα,β,M,N

n (x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4

, x ∈ [0, 1].

Además, tal como hacemos en el Teorema 1.12 para pasar de (1.40) a (1.41), y si
efectuamos el cambio de variable x = cos θ, basta con que probemos

(4.28)
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
|Pα,β,M,N

n (cos θ)|

O(θ−α−1/2), en C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), en 0 ≤ θ ≤ C/n,

uniformemente en θ ∈ [0, π/2] y n ∈ N, siendo C una constante positiva prefijada
cualquiera.

Una serie de estimaciones que nos resultarán útiles sin tanta precisión como
las tenemos hasta ahora y que son inmediatas de deducir a partir de lo que ya
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conocemos son las siguientes:

(4.29)
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
∼


n1/2, si N = M = 0,

n−3/2−2α, si N > M = 0,

n−3/2−2β, si M > N = 0,

n−7/2−2α−2β, si N,M = 0,

(4.30) An ∼

n−2β, si M = 0,

n2, si M > 0,
Bn ∼

n−2α, si N = 0,

n2, si N > 0,

(4.31)
(a+ 1)n

n!
∼ na,

(a+ 1)n

(b+ 1)n

∼ na−b,

(
(α+ β + 1)n

n!

)2

∼ n2α+2β,

(4.32)
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
(

(α+ β + 1)n

n!

)2

An ∼

n1/2+2α, si N = 0,

n−3/2, si N > 0,

(4.33)
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
(

(α+ β + 1)n

n!

)2

Bn ∼

n1/2+2β, si M = 0,

n−3/2, si M > 0.

Por otra parte, para poder manejar adecuadamente algunas expresiones que
aparecen en forma de sumandos también necesitaremos algunas estimaciones mu-
cho más fuertes:

En primer lugar, es claro

n+ a

n+ b
= 1 +

a− b

n+ b
= 1 +

a− b

n
+

(
a− b

n+ b
− a− b

n

)
= 1 +

a− b

n
+O

(
1

n2

)
y de aquí

(4.34)
(n+ a)(n+ c)

(n+ b)(n+ d)
= 1 +

a+ c− b− d

n
+O

(
1

n2

)
.

Emplearemos también la estimación asintótica

Γ(n+ a)

Γ(n+ b)
= na−b

(
1 +

(a− b)(a+ b− 1)

2n
+O(n−2)

)
que puede verse en Erdélyi y otros [1, Vol. I, pág. 47]. Con ella, es fácil llegar a
(4.35)

(β + 1)nn!

(α+ 1)n(α+ β + 1)n

=
Γ(α+ 1)Γ(α+ β + 1)

Γ(β + 1)
n−2α

(
1− α(α+ β + 1)

n
+O(n−2)

)
.

Además, para descargar la demostración del teorema, establezcamos previa-
mente la siguiente descomposición:
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Lema 4.7

BnP
(α,β)
n (x)−N

n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
(1 + x)P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

=
n+ α+ β + 1

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x)In −
n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x)Ln,

donde

In =
(β + 1)nn!

(α+ 1)n(α+ β + 1)n

+N
n(n+ β)

(α+ 1)(α+ β + 1)

y

Ln =
(β + 1)nn!

(α+ 1)n(α+ β + 1)n

+N
(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)

(α+ 1)(α+ β + 1)
.

Demostración:
Por (1.37) y (1.38) tenemos

(1 + x)P
(α+1,β+1)
n−1 (x) =

2(n+ β)

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x) +

2n

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x)

y

P (α,β)
n (x) =

n+ α+ β + 1

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x)− n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x).

Por lo tanto,

BnP
(α,β)
n (x)−N

n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
(1 + x)P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

= Bn
n+ α+ β + 1

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x)−Bn
n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x)

−N
n+ α+ β + 1

α+ β + 1

n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (x)

−N
n+ α+ β + 1

α+ β + 1

n

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (x).

Entonces, sacando factor común P (α+1,β)
n (x) y P

(α+1,β)
n−1 (x) y sustituyendo Bn por

su valor se sigue el lema.

Finalmente, obtenemos para los polinomios Pα,β,M,N
n (x) la cota que buscába-

mos:
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Teorema 4.8
Sean α, β > −1, M,N ≥ 0. Existe una constante C tal que ∀x ∈ [−1, 1] y ∀n ∈ N
se cumple

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
|Pα,β,M,N

n (x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−β/2−1/4

.

Demostración:
Ya hemos visto que basta que nos restrinjamos a x ∈ [0, 1] y con el cambio de
variable x = cos θ, θ ∈ [0, π/2], demostrar (4.28).

Multipliquemos la expresión (4.8) por
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
y comencemos por estimar el

primero de los tres sumandos que aparecen. Si M = 0 no hay que hacer nada pues
se anula. Supongamos pues M > 0.
Utilizando que 1 − x = 1 − cos θ = 2 sen2(θ/2) ∼ θ2, la conocida estimación para
Jacobi (ver (1.40))

n1/2|P (α+1,β+1)
n−1 (cos θ)| =

O(θ−α−3/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+3/2), 0 ≤ θ ≤ C/n,

y (4.33) obtenemos

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
(

(α+ β + 1)n

n!

)2
n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
BnM

(
2 sen2(θ/2)

)

× |P (α+1,β+1)
n−1 (cos θ)| = n−1O(θ2)

O(θ−α−3/2, C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+3/2), 0 ≤ θ ≤ C/n,

=

O(θ−α+3/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα−3/2), 0 ≤ θ ≤ C/n

(en la última igualdad se utiliza que n−1 = O(θ) en C/n ≤ θ ≤ π/2 y que
θ2 = O(n−2) en 0 ≤ θ ≤ C/n), que es incluso más pequeña de la que buscábamos
en (4.28).
Por tanto, hemos reducido el problema a encontrar una estimación como la de
(4.28) para la expresión

(
hα,β,M,N

n

)−1/2
(

(α+ β + 1)n

n!

)2

An

×
(
BnP

(α,β)
n (x)−N

n+ α+ β + 1

2(α+ β + 1)
(1 + x)P

(α+1,β+1)
n−1 (x)

)
.
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Si N = 0 el problema es trivial pues el segundo sumando se anula y basta aplicar
(4.32), (4.30) y las estimaciones de n1/2|P (α,β)

n (x)| que aparecen en (1.40).
Asumamos pues a partir de ahora en toda la demostración N > 0. Como veremos
en su transcurso, no hará falta para nada distinguir los casos M > 0 y M = 0.
Si nos servimos del lema anterior y de (3.32), el teorema estará probado en cuanto
demostremos

(4.36)

∣∣∣∣∣ n+ α+ β + 1

2n+ α+ β + 1
P (α+1,β)

n (cos θ)In −
n+ β

2n+ α+ β + 1
P

(α+1,β)
n−1 (cos θ)Ln

∣∣∣∣∣
= n3/2

O(θ−α−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n.

Emplearemos ahora la fórmula de tipo Hilb (ver Teorema 1.11)

(
sen

θ

2

)α+1 (
cos

θ

2

)β

P (α+1,β)
n (cos θ)

= D−α−1
n

Γ(n+ α+ 2)

n!

(
θ

sen θ

)1/2

Jα+1(Dnθ)

+

θ1/2O(n−3/2), si C/n ≤ θ ≤ π/2,

θα+3O(nα+1), si 0 ≤ θ ≤ C/n,

donde Dn = n+ (α+ β + 2)/2 y Jα+1(z) es la función de Bessel de orden α+ 1.
Si sustituimos en (4.36) y sacamos factor común

(sen(θ/2))−α−1(cos(θ/2))−β(θ/ sen θ)1/2

2n+ α+ β + 1
∼ θ−α−1

n
y

Γ(n+ β + 1)

(n− 1)!
∼ nα+1,

para llegar a (4.36) es suficiente con que probemos∣∣∣∣∣(n+ α+ β + 1)(n+ α+ 1)

n
D−α−1

n InJα+1(Dnθ)

− (n+ β)(Dn − 1)−α−1LnJα+1((Dn − 1)θ)

∣∣∣∣∣
= n3/2−αθα+1

O(θ−α−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n.

A continuación, saquemos factor común D−2α−2
n , restemos y sumemos

(n+ α+ β + 1)(n+ α+ 1)

n
(Dn − 1)α+1InJα+1((Dn − 1)θ)
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y apliquemos la desigualdad triangular. Así, sólo tenemos que demostrar que las
dos expresiones

(4.37)

D−2α−2
n

(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)

n
In

∣∣∣∣∣Dα+1
n Jα+1(Dnθ)

− (Dn − 1)α+1Jα+1((Dn − 1)θ)

∣∣∣∣∣
y

(4.38)

D−2α−2
n

∣∣∣∣∣(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)

n
(Dn − 1)α+1In

− (n+ β)
D2α+2

n )

(Dn − 1)α+1
Ln

∣∣∣∣∣|Jα+1((Dn − 1)θ)|

son ambas

n3/2−αθα+1

O(θ−α−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n.

Abordemos en primer lugar (4.37).
El coeficiente que multiplica al módulo es de tamaño ∼ n−2α+1, luego, multipli-
cando por θα+1, hay que demostrar

(4.39)

∣∣∣(Dnθ)
α+1Jα+1(Dnθ)− ((Dn − 1)θ)α+1Jα+1((Dn − 1)θ)

∣∣∣
= nα+1/2θ2α+2

O(θ−α−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n.

Pero es inmediato comprobar a partir de la definición de la función de Bessel
mediante series que (zα+1Jα+1(z))

′ = zα+1Jα(z), y por tanto, aplicando el teorema
del valor medio,∣∣∣(Dnθ)

α+1Jα+1(Dnθ)− ((Dn − 1)θ)α+1Jα+1((Dn − 1)θ)
∣∣∣ = ∣∣∣(D′

nθ)
α+1Jα(D′

nθ))
∣∣∣ θ

para algún D′
n ∈ (Dn − 1, Dn). Entonces, sin más que utilizar las conocidas esti-

maciones

Jα(z) = O(zα), z −→ 0 y Jα(z) = z−1/2, z −→∞

(ver (1.39)) se sigue fácilmente (4.39).
Para concluir el teorema ya sólo nos queda por acotar (4.38).



Pesos con Deltas de Dirac 89

Utilizando

Jα+1((Dn − 1)θ) =

O(n−1/2θ−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1θα+1), 0 ≤ θ ≤ C/n,

= n1/2θα+1

O(n−1θ−α−3/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n,

= n1/2θα+1

O(θ−α−1/2), C/n ≤ θ ≤ π/2,

O(nα+1/2), 0 ≤ θ ≤ C/n,

y Dn ∼ n, es inmediato comprobar que basta con que demostremos∣∣∣∣∣In − n(n+ β)

(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)

(
Dn

Dn − 1

)2α+2

Ln

∣∣∣∣∣ = O(n).

Por el desarrollo en serie de (1 + x)a, es claro que

(4.40)

(
Dn

Dn − 1

)2α+2

=

(
1 +

2

2n+ α+ β

)2α+2

= 1 +
2(2α+ 2)

2n+ α+ β
+O

(
1

n2

)
= 1 +

2α+ 2

n
+O

(
1

n2

)
.

Además, por (4.34), se tiene

(4.41)
n(n+ β)

(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)
= 1− 2α+ 2

n
+O

(
1

n2

)
.

Entonces, sustituyendo In y Ln por su valor y empleando (4.35), (4.40) y (4.41)
obtenemos∣∣∣∣∣In − n(n+ β)

(n+ α+ 1)(n+ α+ β + 1)

(
Dn

Dn − 1

)2α+2

Ln

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣Γ(α+ 1)Γ(α+ β + 1)

Γ(β + 1)
n−2α

(
1− α(α+ β + 1)

n
+O

(
1

n2

))

+
Nn2

(α+ 1)(α+ β + 1)
+

Nβn

(α+ 1)(α+ β + 1)

−
(
1− 2α+ 2

n
+O

(
1

n2

))(
1 +

2α+ 2

n
+O

(
1

n2

))
×
[
Γ(α+ 1)Γ(α+ β + 1)

Γ(β + 1)
n−2α

(
1− α(α+ β + 1)

n
+O

(
1

n2

))
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+
Nn2

(α+ 1)(α+ β + 1)
+

N(2α+ β + 2)n

(α+ 1)(α+ β + 1)
+N

]∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ Nβn

(α+ 1)(α+ β + 1)
− N(2α+ β + 2)n

(α+ 1)(α+ β + 1)
+O(1)

∣∣∣∣∣ = O(n),

como queríamos comprobar.

A partir de ahora vamos a dedicarnos a estudiar la convergencia en media
de la serie de Fourier. Como ya sólo vamos a emplear polinomios normalizados
denotaremos simplemente {pn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto a dµ
y {qn(x)}∞n=0 a los ortonormales respecto a e0(1− x2) dµ, donde la constante

e0 =
(α+ β + 3)(α+ β + 2)

4(α+ 1)(β + 1)

sirve únicamente para ajustar el coeficiente que aparece en (4.1). Notar que, como
(1 − x2) se anula en 1 y −1, la medida e0(1 − x2) dµ ya no tiene deltas de Dirac.
Entonces,

pn(x) =
(
hα,β,M,N

n

)−1/2
Pα,β,M,N

n (x)

y

qn(x) =
(
hα+1,β+1,0,0

n

)−1/2
Pα+1,β+1,0,0

n (x)

y, según hemos visto en el Teorema 4.8, se tiene

(4.42) |pn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−β/2−1/4

y

(4.43) |qn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−3/4 (
1 + x+

1

n2

)−β/2−3/4

para alguna C independiente de x ∈ [−1, 1]. Además, −α/2 − 3/4 < 0 luego
(1 − x + 1/n2)−α/2−3/4 ≤ (1/n2)−α/2−3/4 ≤ nα+3/2 (y análogamente ocurre con
−β/2− 3/4). Por lo tanto, de (4.43) se sigue que

(4.44) |qn(x)| ≤ Cnα+3/2, x ∈ [0, 1], |qn(x)| ≤ Cnβ+3/2, x ∈ [−1, 0].

Por otra parte, el Corolario 4.5 garantiza

(4.45) pn(1) ∼ nα+1/2 si N = 0, pn(1) ∼ n−α−3/2 si N > 0,
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(4.46) (−1)npn(−1) ∼ nβ+1/2 si M = 0, (−1)npn(−1) ∼ n−β−3/2 si M > 0,

(4.47) qn(1) ∼ nα+3/2, (−1)nqn(−1) ∼ nβ+3/2.

Llamaremos U(x) y V (x) a los pesos en [−1, 1] definidos como indicamos a
continuación:

(4.48)

U(x) =


(1− x)a(1 + x)bU1(x), x 6= ±1,

N1, x = 1,

M1, x = −1,

V (x) =


(1− x)A(1 + x)BV1(x), x 6= ±1,

N2, x = 1,

M2, x = −1,

con U1(x) ∼ V1(x) ∼ cte. en (−1,−1 + ε) y en (1− ε, 1).
Entonces, dado 1 < p <∞, vamos a dedicarnos a analizar la acotación uniforme

de los operadores

Sn : Lp([−1, 1], V (x)p dµ) −−−→ Lp([−1, 1], U(x)p dµ)

f 7−−−→ Snf.

En primer lugar, estudiemos las condiciones necesarias. Para ello nos apoyare-
mos el Teorema 3.4. Veamos lo que ocurre:

Teorema 4.9
Sean dµ, U y V como hasta ahora y 1 < p <∞. Para que se verifique la acotación
uniforme

‖Sn(f, x)U(x)‖p,dµ ≤ C‖f(x)V (x)‖p,dµ

es necesario que

(4.49)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(α+ 1) +

a+ A

2

∣∣∣∣∣ < a− A

2
+ mı́n

{
1

4
,
α+ 1

2

}
,

(4.50)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(β + 1) +

b+B

2

∣∣∣∣∣ < b−B

2
+ mı́n

{
1

4
,
β + 1

2

}
,

(4.51) N
(
N1 +

1

N2

)
+M

(
M1 +

1

M2

)
<∞ (con el convenio 0 · ∞ = 0)
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y

(4.52)
∫ 1

−1
U1(x)

p dx <∞,
∫ 1

−1
V1(x)

−q dx <∞.

Demostración:
Las cuatro condiciones necesarias del Teorema 3.4 se traducen respectivamente en∫ 1

−1
U1(x)

p(1− x)ap+α(1 + x)bp+β dx+Mp
1M +Np

1N <∞,

∫ 1

−1
V1(x)

−q(1− x)−aq+α(1 + x)−bq+β dx+M−q
2 M +N−q

2 N <∞,∫ 1

−1
U1(x)

p(1− x)−p/4+ap+α(1−p/2)(1 + x)−p/4+bp+β(1−p/2) dx <∞

y ∫ 1

−1
V1(x)

−q(1− x)−q/4−Aq+α(1−q/2)(1 + x)−q/4−Bq+β(1−q/2) dx <∞.

Las condiciones Mp
1M < ∞, Np

1N < ∞, M−q
2 M < ∞ y N−q

2 N < ∞ pueden
expresarse todas a la vez mediante (4.51). Por otra parte, utilizando U1(x) ∼
V1(x) ∼ cte. en (−1,−1 + ε) y en (1 − ε, 1) se sigue (4.52). Y por último, para
obtener (4.49) y (4.50) basta proceder como en el Corolario 3.13.

A continuación, veamos qué es lo que sucede con las condiciones suficientes:

Teorema 4.10
Sean dµ, U y V como hasta ahora y 1 < p <∞. Para que se verifique la acotación
uniforme

‖Sn(f, x)U(x)‖p,dµ ≤ C‖f(x)V (x)‖p,dµ

es suficiente que se cumpla A ≤ a, B ≤ b, (4.49), (4.50), (4.51) y

(4.53) (U1(x)
p, V1(x)

p) ∈ Aδ
p(−1, 1)

para algún δ > 1 (basta δ = 1 si U1 = V1).

Demostración:
Utilizando las acotaciones (4.42) y (4.43), el Teorema 2.18 y las condiciones Ap

uniformes del Corolario 2.17 se demuestra que A ≤ a, B ≤ b, (4.49), (4.50) y (4.53)
implican que

(4.54)
{(
Pn(x)pU(x)pµ′(x), Qn(x)−p(1− x2)−pV (x)pµ′(x)1−p

)}
∈ Aδ

p(−1, 1)

y

(4.55)
{(
Qn(x)p(1− x2)pU(x)pµ′(x), Pn(x)−pV (x)pµ′(x)1−p

)}
∈ Aδ

p(−1, 1)
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para algún δ > 1, ambos uniformemente, y donde por simplicidad hemos denotado

Pn(x) = (1− x+ n−2)−α/2−1/4(1− x+ n−2)−β/2−1/4

y
Qn(x) = (1− x+ n−2)−α/2−3/4(1− x+ n−2)−β/2−3/4

(la demostración es como la del Corolario 3.10; notar que no es necesario distinguir
entre n y n+ 1 ya que 1/n ∼ 1/(n+ 1). En particular, utilizando el Teorema 3.3,
las dos condiciones Ap (4.54) y (4.55) aseguran que los cuatro factores implicados
en ellas son integrables uniformemente sobre el intervalo (−1, 1).
Si denotamos Kn(x, y) =

∑n
k=0 pk(x)pk(y), tendremos

(4.56)

‖Sn(f, x)U(x)‖p
p,dµ =

∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(x, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p U(x)p dµ(x)

=
∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(x, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p U(x)pµ′(x) dx

+MMp
1

∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(−1, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p +NNp
1

∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(1, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p
y basta ver que los tres sumandos son

≤ C‖f(x)V (x)‖p
p,dµ =

∫ 1

−1
|f(x)V (x)|pµ′(x) dx+MMp

2 |f(−1)|p +NNp
2 |f(1)|p.

Comencemos por el tercero. Si N = 0 se anula, así que supongamos N > 0.
Entonces,∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(1, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(1, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣
+M |Kn(1,−1)f(−1)|+N |Kn(1, 1)f(1)|

y de nuevo aparecen tres sumandos. Para el tercero se tiene

Kn(1, 1) =
n∑

k=0

pk(1)
2 < C,

pues vimos en la Observación 4.6 que si N > 0 entonces {pk(1)}∞k=0 ∈ `2.
Para el segundo, si M = 0 no hay nada que probar, y si M > 0 podemos aplicar
la desigualdad de Schwarz, con lo cual

|Kn(1,−1)| =
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

pk(1)pk(−1))

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=0

pk(1)
2

)1/2 ( n∑
k=0

pk(−1)2

)1/2

< C

pues, de nuevo por la Observación 4.6, {pk(1)}∞k=0 ∈ `2 y {pk(−1)}∞k=0 ∈ `2.
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Para el primero utilicemos la descomposición del Lema 3.1. Así,

(4.57)

∫ 1

−1
Kn(1, y)f(y)µ′(y) dy = αnpn+1(1)

∫ 1

−1

(1− y2)qn(y)

1− y
f(y)µ′(y) dy

− αn · 0 + βnpn+1(1)
∫ 1

−1
pn+1(y)f(y)µ′(y) dy

con {αn} y {βn} sucesiones acotadas. El último sumando, por ser {pn(1)} conver-
gente, y utilizando la desigualdad de Hölder, podemos acotarlo, salvo constante,
por (∫ 1

−1
|pn+1(y)|qV (y)−qµ′(y) dy

)1/q (∫ 1

−1
|f(y)|pV (y)pµ′(y) dy

)1/p

.

Y esto es ≤ C‖fV ‖p,dµ sin más que observar que (4.55) garantiza la acotación del
primer factor.
En el primer sumando de (4.57) simplificamos (1−y) y descomponemos el intervalo
de integración en (−1, 0) y (0, 1). En (0, 1) basta que apliquemos (4.44) y (4.45),
con lo cual |pn+1(1)qn(y)| ≤ C, y ∈ (0, 1), y usando la desigualdad de Hölder como
antes se ve que (4.55) con n fijo implica la acotación deseada.
Y en (−1, 0) se tiene
(4.58) ∫ 0

−1
|(1 + y)qn(y)f(y)|µ′(y) dy

≤
(∫ 0

−1
|(1 + y)qn(y)|)qV (y)−qµ′(y) dy

)1/q (∫ 0

−1
|f(y)|)pV (y)pµ′(y) dy

)1/p

,

y el primer factor es acotado por (4.55) (observar que la cota de |(1 + y)qn(y)| en
(−1, 0) según (4.43) es menor que la de |pn(y)| según (4.42)).
Así, queda concluido el estudio del tercer sumando de (4.56). El del segundo su-
mando es análogo, luego vamos ahora a dedicarnos únicamente al primero.
Hagamos la descomposición del Lema 3.1, con lo cual, y siguiendo la misma nota-
ción que allí, bastará con que probemos∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
Ti(n, x, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p U(x)pµ′(x) dx

≤ C
∫ 1

−1
|f(x)V (x)|p dµ(x), i = 1, 2, 3.

i = 1: Como (1− y2) se anula en 1 y −1 se tiene∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

(1− y2)qn(y)

x− y
f(y) dµ(y)

∣∣∣∣∣
p

|pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx

=
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

(1− y2)qn(y)

x− y
f(y)µ′(y) dy + 0 + 0

∣∣∣∣∣
p

|pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx
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y para ver que esto es ≤ C‖f(x)V (x)‖p
p,dµ basta aplicar (4.54).

i = 2: En este caso,

(∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

pn+1(y)

x− y
f(y) dµ(y)

∣∣∣∣∣
p

|(1− x2)qn(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

=

(∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

pn+1(y)

x− y
f(y)µ′(y) dy +

Mpn+1(−1)f(−1)

x+ 1

+
Npn+1(1)f(1)

x− 1

∣∣∣∣∣
p

|(1− x2)qn(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

≤
(∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

pn+1(y)

x− y
f(y)µ′(y) dy

∣∣∣∣∣
p

|(1− x2)qn(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

+M
(∫ 1

−1
|pn+1(−1)f(−1)qn(x)(1− x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

+N
(∫ 1

−1
|pn+1(1)f(1)qn(x)(1 + x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

y de nuevo hay que analizar tres sumandos.
Para demostrar la acotación del primero de los tres basta con que utilicemos (4.55).
Vamos con el segundo (el tercero es similar). Si M = 0 no hay nada que probar
pues se anula. Supongamos entonces M > 0. Descomponiendo el intervalo de
integración en dos trozos (−1, 0) y (0, 1) y aplicando (4.47) en −1 y (4.44) en
(−1, 0) obtenemos

∫ 1

−1
|pn+1(−1)f(−1)qn(x)(1− x)|pU(x)pµ′(x) dx

≤ C|f(−1)|p
[ (∫ 0

−1
(1− x)pU(x)pµ′(x) dx

)

+ n−β−3/2
(∫ 1

0
|qn(x)(1− x)|pU(x)pµ′(x) dx

) ]

≤ C1|f(−1)|p
(∫ 0

−1
U(x)pµ′(x) dx

)
+ C1|f(−1)|p

(∫ 1

0
|qn(x)(1− x)|pU(x)pµ′(x) dx

)
.

La primera de las dos integrales que aparecen es finita claramente por (4.54) con
n fijo. Y la segunda es acotada también por (4.54) pues la cota de |qn(x)(1 −
x)| en (0, 1) es menor que la de |pn(x)|. Por tanto, queda probada la acotación
correspondiente a i = 2.
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i = 3: Ahora se tiene(∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
pn+1(y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣p |pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

≤
(∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ 1

−1
pn+1(y)f(y)µ′(y) dy

∣∣∣∣p |pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

+M |pn+1(−1)f(−1)|
(∫ 1

−1
|pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

+N |pn+1(1)f(1)|
(∫ 1

−1
|pn+1(x)|pU(x)pµ′(x) dx

)1/p

.

En el primer sumando de los que aparecen podemos separar las integrales y aplicar
la desigualdad de Hölder, con lo cual se acota por

(∫ 1

−1
|pn+1(y)|)pU(x)pµ′(x) dx

)1/q

×
(∫ 1

−1
|pn+1(y)|qV (y)−qµ′(y) dy

)1/q (∫ 1

−1
|f(y)|pV (y)pµ′(y) dy

)1/p

,

y los dos primeros factores son acotados por (4.54) y (4.55).
Además, el primero de los tres factores es precisamente el mismo que aparece en
el segundo y tercer sumando de la descomposición de i = 3. Por tanto, basta con
utilizar que pn+1(−1) es acotado cuando M > 0 y que pn+1(1) lo cuando N > 0
para que quede concluido el caso i = 3 y, por tanto, el teorema.

Observación 4.11
Si tomamos U(x) = V (x) = 1, es decir, si únicamente nos interesa la convergencia
de Snf a f en Lp(dµ) para cada f ∈ Lp(dµ), 1 < p < ∞, lo que obtenemos, sin
más que utilizar los dos teoremas anteriores, es que

‖Sn(f, x)‖p,dµ ≤ C‖f(x)‖p,dµ

si y sólo si ∣∣∣∣∣1p − 1

2

∣∣∣∣∣ < mı́n

{
1

4α+ 4
,

1

4β + 4

}
.

Pero en este caso la demostración se puede simplificar algo como vemos a conti-
nuación. Por dualidad (ver (1.2) y (1.3)), podemos restringirnos a estudiar p ≥ 2.
Además, si denotamos ck(f) a los coeficientes de Fourier de f ∈ Lp(dµ) ⊂ L2(dµ)
se tiene ( ∞∑

k=0

ck(f)2

)1/2

≤ ‖f(x)‖2,dµ ≤ C‖f(x)‖p,dµ.
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Así, para probar la acotación del tercer sumando de (4.56) (y análogamente del
segundo), cuando N > 0 (recordar que entonces {pn(1)} ∈ `2), podríamos haber
hecho

∣∣∣∣∫ 1

−1
Kn(1, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

pk(1)
∫ 1

−1
pk(y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

pk(1)ck(f)

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
k=0

pk(1)
2

)1/2 ( n∑
k=0

ck(f)2

)1/2

≤ C‖f(x)‖2,dµ ≤ C1‖f(x)‖p,dµ,

demostración mucho más corta que la realizada en el teorema anterior.

Corolario 4.12
Sean 1 < p <∞ y los pesos U(x) y V (x) como en (4.48) pero con U1(x) = V1(x) =
1, A ≤ a y B ≤ b. Entonces, es equivalente que se verifique la acotación uniforme

‖Sn(f, x)U(x)‖p,dµ ≤ C‖f(x)V (x)‖p,dµ

a que se satisfagan las desigualdades (4.49), (4.50) y (4.51).

Demostración:
Basta combinar los Teoremas 4.9 y 4.10.

PARTE 2.a: Caso (1− x2)α|x|γ +Mδ0(x) + N
2 δ−1(x) + N

2 δ1(x)

Hasta ahora, hemos estudiado la convergencia de las series de Fourier de un
sistema de polinomios ortogonales respecto a una medida en [−1, 1] cuya parte
singular se encuentra en los extremos del intervalo. Esta característica no es fun-
damental, sino que lo importante es conocer acotaciones de los polinomios y su
tamaño en los puntos con masa no nula. En efecto; de aquí hasta el final del capí-
tulo vamos a dedicarnos a estudiar la convergencia de otro sistema de polinomios
ortonormales en [−1, 1] respecto a una medida cuyas deltas de deltas de Dirac no
sólo están en los extremos sino también en el punto medio del intervalo. Y lo hare-
mos de tal forma que los polinomios que así aparecen se puedan relacionar con los
que hemos estudiado hasta ahora, para poder aprovecharnos de las estimaciones
que ya conocemos.

Sea la medida

(4.59) dν(x) = ∆|x|γ(1− x2)α dx+Mδ0(x) +
N

2
δ−1(x) +

N

2
δ1(x), x ∈ [−1, 1],
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donde

∆−1 =
∫ 1

−1
|x|γ(1− x2)α dx = B

(
γ + 1

2
, α+ 1

)
=

Γ((γ + 1)/2)Γ(α+ 1)

Γ(α+ γ/2 + 3/2)
, α, γ > −1,

y denotemos {pn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto a dν. Para que no
haya posibilidad de confusión, a los polinomios ortonormales respecto de dµ tal
como se toma en (4.1) los llamaremos a partir de ahora pα,β,M,N

n (x), dejando la
notación genérica pn(x) únicamente para los definidos a través de la medida (4.59).

Es inmediato comprobar por simetría a partir de (4.59) que si {pn(x)}∞n=0 son
los polinomios ortonormales respecto a dν, entonces {(−1)npn(−x)}∞n=0 forman
otra familia de polinomios ortonormales con el mismo coeficiente director. Por
tanto, por unicidad, deberá ser

(−1)npn(−x) = pn(x).

Es decir, los polinomios pn(x) son pares o impares según sea n. Este hecho será de
gran importancia en la demostración del siguiente resultado:

Teorema 4.13
Se verifica

p2k(x) = p
α,(γ−1)/2,M,N
k (2x2 − 1), p2k+1(x) = e

1/2
1 xp

α,(γ+1)/2,0,N ′

k (2x2 − 1)

donde
e1 =

2α+ γ + 3

γ + 1
y N ′ = e1N.

Demostración:
Veamos en primer lugar qué ocurre con los polinomios de grado par. Por definición,
es claro,

δkm =
∫ 1

−1
p2k(x)p2m(x) dν(x) = 2∆

∫ 1

0
p2k(x)p2m(x)|x|γ(1− x2)α dx

+Mp2k(0)p2m(0) +Np2k(1)p2m(1).

Pero p2k(x) y p2m(x) son polinomios pares, luego podremos poner p2k(x) = rk(x
2)

y p2m(x) = rm(x2), donde rk(y) y rm(y) son polinomios de grado k y m respecti-
vamente. Entonces, si efectuamos el cambio de variable y = x2, obtenemos

δkm = ∆
∫ 1

0
rk(y)rm(y)|y|γ/2−1/2(1− y)α dy +Mrk(0)rm(0) +Nrk(1)rm(1).
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Realizando un nuevo cambio de variable z = 2y − 1 queda

δkm = 2−γ/2−1/2−α∆
∫ 1

−1
rk

(
1 + z

2

)
rm

(
1 + z

2

)
(1 + z)γ/2−1/2(1− z)α dz

+Mrk(0)rm(0) +Nrk(1)rm(1),

es decir, los polinomios {rk((1 + z)/2)}∞k=0 son ortonormales respecto a la medida

Γ(α+ γ/2 + 3/2)

2α+γ/2+1/2Γ(α+ 1)Γ((γ + 1)/2)
(1− z)α(1 + z)γ/2−1/2 dz

+Mδ−1(z) +Nδ1(z), z ∈ [−1, 1].

De aquí, por unicidad, rk((1+ z)/2) = p
α,(γ−1)/2,M,N
k (z), y deshaciendo los cambios

de variable se sigue la primera parte del teorema.
Para los polinomios impares procedamos del siguiente modo (notar que se anulan
para x = 0 y que toman valores opuestos en 1 y −1):

δkm =
∫ 1

−1
p2k+1(x)p2m+1(x) dν(x) = 2∆

∫ 1

0
p2k+1(x)p2m+1(x)|x|γ(1− x2)α dx

+M · 0 +Np2k+1(1)p2m+1(1).

Tomando ahora p2k(x) = xtk(x
2), p2m(x) = xtm(x2), y haciendo el cambio de

variable y = x2 en primer lugar y luego z = 2y − 1 se llega a

δkm = 2−γ/2−3/2−α∆
∫ 1

−1
tk

(
1 + z

2

)
tm

(
1 + z

2

)
(1 + z)γ/2+1/2(1− z)α dz

+Ntk(1)tm(1).

Pero ahora, al contrario de lo que había ocurrido con los polinomios pares, la
constante 2−γ/2−3/2−α∆ no es la que tendría que haber aparecido de acuerdo a
(4.1), sino que hay que multiplicarla por el e1 del enunciado. Así, los polinomios
{e−1/2

1 tk((1 + z)/2)}∞k=0 son ortonormales respecto de la medida

Γ(α+ γ/2 + 5/2)

2α+γ/2+3/2Γ(α+ 1)Γ(γ/2 + 3/2)
(1− z)α(1+ z)γ/2+1/2 dz+ e1Nδ1(z), z ∈ [−1, 1].

Aplicando de nuevo unicidad y deshaciendo los cambios de variable se obtiene la
segunda parte del teorema.

Notar que en el teorema anterior no influye para nada que el salto en 1 sea N
o N ′, ya que e1 6= 0 y lo único que importa es que el salto sea o no nulo; es decir,
que exista o no delta de Dirac.
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Corolario 4.14
Cuando n es par se verifica

(4.60) |pn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
|x|+ 1

n

)−γ/2

y, cuando n impar,
(4.61)

|pn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

n2

)−α/2−1/4

|x|
(
|x|+ 1

n

)−γ/2−1

.

Además,

(4.62) pn(1) = (−1)npn(−1) ∼

nα+1/2, si N = 0,

n−α−3/2, si N > 0,
n par e impar,

(4.63) pn(0) ∼

nγ/2, si M = 0 y n par,
n−γ/2−1, si M > 0 y n par,

pn(0) = 0 si n impar.

En particular, {pn(1)}∞n=0 y {pn(−1)}∞n=0 están en `2 si N > 0 y {pn(0)}∞n=0 lo está
cuando M > 0.

Demostración:
Vamos a ver (4.60). Utilizando el teorema anterior y (4.42) se tiene

|p2k(x)| = |pα,(γ−1)/2,M,N
k (2x2 − 1)|

≤ C
(
2− 2x2 +

1

k2

)−α/2−1/4 (
2x2 +

1

k2

)−γ/4

≤ C1

(
1− x+

1

(2k)2

)−α/2−1/4 (
1 + x+

1

(2k)2

)−α/2−1/4 (
|x|+ 1

2k

)−γ/2

.

Análogamente se procede para demostrar (4.61). Por último, para comprobar
(4.62) y (4.63) basta utilizar el teorema anterior en combinación con (4.45) y (4.46).

Llamaremos ahora {qn(x)}∞n=0 a los polinomios ortonormales respecto de la
medida e2(1− x2) dν, donde la constante e2 sirve únicamente para que∫ 1

−1
e2(1− x2)ν ′(x) dx = 1

(es fácil calcular que e2 = (2α + γ + 3)/(2α + 2)). Como (1− x2) se anula en 1 y
−1, la nueva medida e2(1 − x2) dν tiene como parte singular una única delta de
Dirac en 0 de salto M ′ = e2M .

Entonces,
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Corolario 4.15
Cuando n es par se verifica

(4.64) |qn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−3/4 (
1 + x+

1

n2

)−α/2−3/4 (
|x|+ 1

n

)−γ/2

,

y cuando n impar,
(4.65)

|qn(x)| ≤ C
(
1− x+

1

n2

)−α/2−3/4 (
1 + x+

1

n2

)−α/2−3/4

|x|
(
|x|+ 1

n

)−γ/2−1

.

Además, se cumple que

(4.66) |qn(x)| ≤ Cnα+3/2 en 1/2 ≤ |x| ≤ 1.

Y también

(4.67) qn(0) ∼

nγ/2, si M = 0 y n par,
n−γ/2−1, si M > 0 y n par,

qn(0) = 0 si n impar.

En particular, {qn(0)}∞n=0 ∈ `2 si M > 0.

Demostración:
Para demostrar (4.64), (4.65) y (4.67) basta aplicar el corolario anterior pero to-
mando α + 1 en vez de α y con N = 0. Por último, (4.66) se obtiene fácilmente a
partir de (4.64) y (4.65).

Llamaremos a partir de ahora U(x) y V (x) a los pesos en [−1, 1] definidos
mediante
(4.68)

U(x) =


(1− x2)a|x|d, x 6= 0,±1,

N1, x = ±1,

M1, x = 0,

V (x) =


(1− x2)A|x|D, x 6= 0,±1,

N2, x = ±1,

M2, x = 0.

Entonces, dado 1 < p < ∞, en el teorema siguiente analizaremos la acotación
uniforme de los operadores

Sn : Lp([−1, 1], V (x)p dν) −−−→ Lp([−1, 1], U(x)p dν)

f 7−−−→ Snf

donde Snf denota la serie de Fourier respecto de dν.
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Teorema 4.16
Sea dν como en (4.59), U y V como en (4.68) con A ≤ a y B ≤ b y 1 < p < ∞.
Entonces, es equivalente que se verifique la acotación uniforme

‖Sn(f, x)U(x)‖p,dµ ≤ C‖f(x)V (x)‖p,dµ

a que se satisfagan las desigualdades

(4.69)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(α+ 1) +

a+ A

2

∣∣∣∣∣ < a− A

2
+ mı́n

{
1

4
,
α+ 1

2

}
,

(4.70)

∣∣∣∣∣
(

1

p
− 1

2

)
(γ + 1) +

d+D

2

∣∣∣∣∣ < d−D

2
+ mı́n

{
1

2
,
γ + 1

2

}
,

(4.71) N
(
N1 +

1

N2

)
+M

(
M1 +

1

M2

)
<∞ (con el convenio 0 · ∞ = 0).

Demostración:
Que las condiciones (4.69), (4.70) y (4.71) son necesarias se comprueba a partir
del Teorema 3.4 exactamente igual a como hacemos en el Teorema 4.9. Tenemos
pues que demostrar que son suficientes.
Fijémonos en primer lugar en las partes absolutamente continuas de las medidas.
Cuando se aplica la descomposición del Lema 3.1, para poder garantizar la aco-
tación uniforme de los tres operadores que allí aparecen hay que demostrar que
existe δ > 1 tal que

(4.72)
(
|pn+1(x)|pU(x)pν ′(x), |qn(x)|−p(1− x2)−1V (x)pν ′(x)1−p

)
∈ Aδ

p(−1, 1)

y

(4.73)
(
|qn(x)|p(1− x2)pU(x)pν ′(x), |pn+1(x)|−pV (x)pν ′(x)1−p

)
∈ Aδ

p(−1, 1),

ambas uniformemente. Entonces, lo primero que tendremos que hacer es demostrar
que las acotaciones que hemos encontrado para los polinomios pn(x) y qn(x) ga-
rantizan estas condiciones Ap. Pero hemos obtenido cotas distintas según sea n par
o impar, por lo tanto tendremos que analizar estos dos casos de modo diferente.
Además, el Teorema 2.18 nos permite estudiar las condiciones Ap por factores.
Así, si n es par, (4.72) se traduce en demostrar

(4.74)

(
(1− x+ n−2)−p(α/2+1/4)(1− x)ap+α,

(1− x+ n−2)p(α/2+3/4)(1− x)−p+Ap+α−αp
)
∈ Aδ

p(−1, 1),
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(4.75)

(
(1 + x+ n−2)−p(α/2+1/4)(1− x)ap+α,

(1 + x+ n−2)p(α/2+3/4)(1 + x)−p+Ap+α−αp
)
∈ Aδ

p(−1, 1),

(4.76)
(
(|x|+ n−1)−p(γ/2+1)|x|dp+γ+p, (|x|+ n−1)γp/2|x|Dp+γ−γp

)
∈ Aδ

p(−1, 1).

Y cuando n impar, para demostrar (4.72) aparecen las dos mismas condiciones
(4.74) y (4.75) junto con

(4.77)
(
(|x|+ n−1)−γp/2|x|dp+γ, (|x|+ n−1)p(γ/2+1)|x|Dp+γ−γp−p

)
∈ Aδ

p(−1, 1).

En cuanto a (4.73), si n es par se reduce a

(4.78)

(
(1− x+ n−2)−p(α/2+3/4)(1− x)ap+α+p,

(1− x+ n−2)p(α/2+1/4)(1− x)Ap+α−αp
)
∈ Aδ

p(−1, 1),

(4.79)

(
(1 + x+ n−2)−p(α/2+3/4)(1 + x)ap+α+p,

(1 + x+ n−2)p(α/2+1/4)(1 + x)Ap+α−αp
)
∈ Aδ

p(−1, 1),

(4.80)
(
(|x|+ n−1)−p(γ/2+1)|x|dp+γ+p, (|x|+ n−1)γp/2|x|Dp+γ−γp

)
∈ Aδ

p(−1, 1).

Y cuando n impar, aparecen (4.78) y (4.79) junto con

(4.81)
(
(|x|+ n−1)−p(γ/2+1)|x|dp+γ+p, (|x|+ n−1)γp/2|x|Dp+γ−γp

)
∈ Aδ

p(−1, 1).

Las condiciones (4.74), (4.75), (4.78) y (4.79) son las mismas que han aparecido
sucesivas veces a lo largo de este capítulo y el anterior. Se reducen a (4.69) sin más
que utilizar el Corolario 2.17.
Y de forma similar se comprueba que (4.70) implica las dos condiciones Ap de
(4.77) y (4.81).
Con esto, el resto de la demostración del teorema discurre por los mismos cauces
que la demostración del Teorema 4.10.

Observación 4.17
Si en (4.68) hubiésemos tomado

U(x) =


(1− x2)a|x|dU1(x), x 6= 0,±1,

N1, x = ±1,

M1, x = 0,

V (x) =


(1− x2)A|x|DV1(x), x 6= 0,±1,

N2, x = ±1,

M2, x = 0.
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con U1(x) ∼ V1(x) ∼ cte. en (−ε, ε), (−1,−1 + ε) y (1 − ε, 1), análogamente a
como se hace en los Teoremas 4.9 y 4.10, para la acotación uniforme de la serie de
Fourier hubiera aparecido como condición necesaria∫ 1

−1
U1(x)

p dx <∞,
∫ 1

−1
V1(x)

−q dx <∞

y como condición suficiente

(U1(x)
p, V1(x)

p) ∈ Aδ
p(−1, 1)

para algún δ > 1 (basta δ = 1 si U1 = V1).
Tampoco es esencial que los pesos U(x) y V (x) sean pares: perfectamente podíamos
haber puesto (1− x)a(1 + x)b en el lugar de (1− x2)a y (1− x)A(1 + x)B en lugar
de (1− x2)A. Esto simplemente hubiera añadido al teorema anterior la condición∣∣∣∣∣

(
1

p
− 1

2

)
(α+ 1) +

b+B

2

∣∣∣∣∣ < b−B

2
+ mı́n

{
1

4
,
α+ 1

2

}

(cambiar en (4.75) y (4.79) a por b y A por B). Y si los valores en 1 y −1 ya
sea de U(x) o de V (x) hubieran sido distintos, nos bastaría con haber modificado
ligeramente la condición (4.71).

Observación 4.18
Una forma radicalmente distinta de abordar la demostración del Teorema 4.16
hubiera sido proceder como en el Capítulo VI: a partir de las relaciones del Teo-
rema 4.13 se encuentran relaciones entre los núcleos de los diversos sistemas or-
tonormales implicados, con lo cual posteriormente pueden aprovecharse los Teore-
mas 4.10 y 4.11 para demostrar el Teorema 4.16.
Sin embargo, hemos preferido seguir este camino porque así se observa cómo las
distintas cotas que aparecen para los polinomios pares e impares son útiles a la hora
de aplicar la teoría Ap. Para verlo más sencillo supongamos d = D. Si únicamente
utilizamos las cotas (4.60) y (4.64), que sirven para todo n ya que son mayores que
las correspondientes a los polinomios impares, los pares de pesos que aparecen no
sólo no están en Ap uniformemente sino que ni siquiera están en Ap para ningún n
salvo cuando γ ≥ 0. En efecto, con estas cotas las condiciones (4.76), (4.77), (4.80)
y (4.81) hubieran quedado todas ellas de la forma(

(|x|+ n−1)−γp/2|x|dp+γ, (|x|+ n−1)γp/2|x|dp+γ−γp
)
∈ Aδ

p(−1, 1).

Fijado n, los dos factores (|x| + n−1) se pueden despreciar pues están acotados
inferior y superiormente. Y, cuando γ < 0, nunca se verifica

(|x|dp+γ, |x|dp+γ−γp) ∈ Aδ
p(−1, 1)
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ya que una de las condiciones que se tiene que cumplir para ello es dp+ γ − γp ≤
dp + γ, que sólo es cierto cuando γ ≥ 0. Pero cuando γ ≥ 0 se pueden tomar
todas las cotas de los polinomios cerca de 0 de la forma C|x|−γ/2 y no hace falta
introducir los (|x|+ n−1).
Por estos mismos motivos, en todos los resultados del capítulo anterior encamina-
dos a buscar condiciones suficientes para la convergencia en media teníamos que
tomar γk ≥ 0. Notar que cuando N = M = 0, el Teorema 4.16 no es una simple
consecuencia del Corolario 3.11, pues para ello hubiéramos necesitado γ ≥ 0.





CAPÍTULO V

Series de Fourier de los sistemas de Bessel y Dini

Sea

(5.1) Jα(x) =
(
x

2

)α ∞∑
k=0

(−1)k(x/2)2k

k! Γ(α+ k + 1)

la función de Bessel de orden α > −1. Es bien conocido (ver por ejemplo el tratado
de Watson [1]), que Jα(x) tiene un conjunto numerable de ceros en (0,∞), todos
ellos simples y cuyo único punto de acumulación es ∞. Sean {αn}∞n=1 estos ceros
ordenados en sentido creciente. Entonces, se cumple∫ 1

0
Jα(αnx)Jα(αmx)x dx = 0, n 6= m,

y ∫ 1

0
Jα(αnx)

2x dx = Jα+1(αn)2/2 > 0,

luego {Jα(αnx)}∞n=1 forma un sistema ortogonal en L2((0, 1), x dx). Se demuestra
además que este sistema es completo.

Denotemos ahora

jn(x) =

√
2Jα(αnx)

|Jα+1(αn)|
,

con lo que {jn(x)}∞n=1 forma un sistema ortonormal y completo en L2((0, 1), x dx),
que se denomina sistema de Bessel.

Para cada función f , sean

Sn(f, x) =
n∑

k=1

ckjk(x), ck = ck(f) =
∫ 1

0
jk(y)f(y)y dy,

las sumas parciales de su serie de Fourier.
Dado p ∈ (1,∞) y dos pesos U(x) y V (x) en (0, 1) (U(x) ≤ CV (x)), en este

capítulo estudiaremos, utilizando teoría Ap de pesos, cuándo los operadores

(5.2)
Sn : Lp((0, 1), V (x)px dx) −−−→ Lp((0, 1), U(x)px dx)

f 7−−−→ Snf

son uniformemente acotados (a partir de ahora todos los espacios Lp que conside-
remos serán sobre el intervalo (0, 1), y no lo indicaremos salvo que pueda dar lugar
a confusión). Como en los capítulos anteriores, esta acotación uniforme se traduce
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en la convergencia en Lp(U(x)px dx) de Snf a f para cada f ∈ Lp(V (x)px dx), aun-
que no nos preocuparemos de decirlo de aquí en adelante (las consideraciones de
la Observación 1.3 para garantizar la equivalencia entre convergencia y acotación
uniforme se resuelven mediante la Proposición 5.4).

Para evitar trivialidades consideraremos que los pesos U y V no son constante-
mente a.e. iguales a 0 o∞. Además, en todo el capítulo utilizaremos C para denotar
constantes positivas que pueden no ser la misma en cada ocasión. Y llamaremos q
al conjugado de p, es decir, p y q deben cumplir la relación 1/p+ 1/q = 1.

Como

Sn(f, x) =
∫ 1

0
Kn(x, y)f(y)y dy, Kn(x, y) =

n∑
k=1

jk(x)jk(y),

para estudiar la acotación uniforme lo primero que tendremos que hacer es tener
expresiones adecuadas de los núcleosKn(x, y). El resultado en el que nos basaremos
es el siguiente:

Lema 5.1
Si denotamos Mn = αn+αn+1

2
,

F (Mn, x, y) = Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(y − x)
,

y

G(Mn, x, y) = Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(x+ y)
,

para x, y ∈ (0, 1) se tiene

Kn(x, y) = F (Mn, x, y) + F (Mn, y, x) +G(Mn, x, y) +G(Mn, y, x)

+O(1)(xy)α +
O(1)(xy)−1/2

2− x− y
,

donde las O(1) son uniformemente acotadas con respecto a n, x e y.

Demostración:
Si α ≥ −1/2 puede verse en Wing [1] y si α < −1/2 en Benedek-Panzone [2].
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Utilizando el lema,

(5.3)

|Sn(f, x)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0
Kn(x, y)f(y)y dy

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

0
F (Mn, x, y)f(y)y dy

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ 1

0
F (Mn, y, x)f(y)y dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0
G(Mn, x, y)f(y)y dy

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ 1

0
G(Mn, y, x)f(y)y dy

∣∣∣∣+ C
∫ 1

0
(xy)α|f(y)|y dy

+ C
∫ 1

0

(xy)−1/2

2− x− y
|f(y)|y dy

=
4∑

i=1

|Wi,n(f, x)|) + CW5(f, x) + CW6(f, x)

respectivamente.
Entonces, para que se verifique la acotación uniforme de los operadores (5.2)

bastará comprobar

(5.4)
∫ 1

0
|Wi,n(f, x)U(x)|px dx ≤ C

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx, i = 1, 2, 3, 4,

y

(5.5)
∫ 1

0
|Wi(f, x)U(x)|px dx ≤ C

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx, i = 5, 6.

En las expresiones anteriores aparecen no sólo transformadas de Hilbert sino
también operadores del tipo

(5.6) J(f, x) =
∫ 1

0

f(y)

2− x− y
dy

y

(5.7) J ′(f, x) =
∫ 1

0

f(y)

x+ y
dy.

Estudiemos pues la acotación de estos operadores.

Lema 5.2
Sean u y v pesos en (0, 1) y 1 < p <∞.

(i) Para que el operador J definido en (5.6) sea acotado de Lp((0, 1), v dx) en
Lp((0, 1), u dx) basta con

(5.8) (u, v) ∈ Aδ
p(d, 1) para algún d ∈ (0, 1) y algún δ > 1,

(5.9)
∫ d

0
u(x)δ dx <∞ y

∫ d

0
v(x)−δ/(p−1) dx <∞.
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(ii) Para que el operador J ′ definido en (5.7) sea acotado de Lp((0, 1), v dx) en
Lp((0, 1), u dx) basta con

(5.10) (u, v) ∈ Aδ
p(0, d) para algún d ∈ (0, 1) y algún δ > 1,

(5.11)
∫ 1

d
u(x)δ dx <∞ y

∫ 1

d
v(x)−δ/(p−1) dx <∞.

(iii) Y para ambas es suficiente que (u, v) ∈ Aδ
p(0, 1) para algún δ > 1.

Demostración:
(i) Si denotamos

u(x) = u(x) en (0, 1) y u(x) = 0 en [1, 2),

v(x) = v(x) en (0, 1) y v(x) = ∞ en [1, 2),

f(x) = f(x) en (0, 1) y f(x) = 0 en [1, 2),

la acotación del operador J es equivalente a

(5.12)
∫ 2

0

∣∣∣∣∣
∫ 2

0

f(y)

2− x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

u(x) dx ≤ C
∫ 2

0
|f(y)|pv(y) dy

con C independiente de f .
Haciendo el cambio de variable z = 2−x, (5.12) aparece como la acotación de una
transformada de Hilbert con dos pesos, luego basta que se cumpla

(5.13) (u(2− z), v(z)) ∈ Aδ
p(0, 2) para algún δ > 1.

Es decir, que exista C independiente de I ⊆ (0, 2) tal que

(5.14)
(∫

I
u(2− z)δ dz

)(∫
I
v(z)−δ/(p−1) dz

)p−1

≤ C|I|p.

Si I ⊆ (0, 1] o I ⊆ [1, 2), (5.14) es trivial pues u(2 − z)δ = 0 o v(z)−δ/(p−1) = 0
respectivamente. Basta pues analizar qué ocurre cuando I = (a, b), a < 1 < b. En
este caso, haciendo 2− z = x en la primera integral, tenemos que ver

(5.15)
(∫ 1

2−b
u(x)δ dx

)(∫ 1

a
v(z)−δ/(p−1) dz

)p−1

≤ C|I|p = C|b− a|p.

Si a ≤ d, es inmediato por (5.9) pues |b−a|p ≥ |b−d|p > |1−d|p = C. Análogamente
ocurre si 2 − b ≤ d. Supongamos pues que c = mı́n{a, 2 − b} ≥ d. Entonces, la
expresión izquierda de la desigualdad (5.15) puede acotarse por

(5.16)
(∫ 1

c
u(x)δ dx

)(∫ 1

c
v(z)−δ/(p−1) dz

)p−1

.

Ahora, aplicando (5.8) a (5.16) y utilizando la desigualdad |1 − c| ≤ |b − a|, se
sigue (i).
(ii) Inmediato a partir de (i) haciendo los cambios de variable x = 1−t e y = 1−z.
(iii) Obvio pues las hipótesis de (iii) implican las de (i) y (ii).
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Antes de proseguir, veamos dos conocidas estimaciones de las funciones de
Bessel, que pueden encontrarse en Watson [1], y son las siguientes:

(5.17) Jα(z) =
zα

2αΓ(α+ 1)
+O(zα+2) cuando −→ 0,

(5.18) Jα(z) =

√
2

πz
cos

(
z − απ

2
− 4

π

)
+O(z−3/2) cuando z −→∞.

Además, vamos a calcular una estimación de la norma en L2(x dx) de las fun-
ciones de Bessel para poder encontrar a partir de (5.17) y (5.18) estimaciones de
las jn(x).

Proposición 5.3

(5.19)
∫ 1

0
Jα(αnx)

2x dx ≈ 1

παn

cuando n −→∞.

Demostración:
A partir de (5.17) y (5.18) es claro que

Jα(z)2z =
z2α+1

4αΓ(α+ 1)2
+O(z2α+3) cuando z −→ 0,

Jα(z)2z =
2

π
cos2

(
z − απ

2
− 4

π

)
+O(z−1) cuando z −→∞.

Además, tras hacer el cambio de variable z = αnx, obtenemos

∫ 1

0
Jα(αnx)

2x dx =
1

α2
n

∫ 1

0
Jα(z)2z dz +

1

α2
n

∫ αn

1
Jα(z)2z dz

=
1

4αΓ(α+ 1)2α2
n

∫ 1

0
z2α+1 dz +

1

α2
n

∫ 1

0

(
Jα(z)2z − z2α+1

4αΓ(α+ 1)2

)
dz

+
2

πα2
n

∫ αn

1
cos2

(
z − απ

2
− 4

π

)
dz

+
1

α2
n

∫ αn

1

(
Jα(z)2z − 2

π
cos2

(
z − απ

2
− 4

π

))
dz.

De las cuatro integrales que aparecen, la primera es una constante; la segunda se
acota, en módulo, por una constante; la cuarta por C logαn; y la tercera es igual
a ∫ αn

1

(
1 + cos

(
2z − απ − π

2

))
dz ≈ αn.

Con todo esto, es inmediato obtener la estimación (5.19).



112 Convergencia Series de Fourier

A partir de ahora vamos a ocuparnos de la serie de Fourier. En primer lugar,
un resultado que establece que los operadores (5.2) están bien definidos y a la vez
demuestra la acotación de uno de los sumandos de (5.4).

Proposición 5.4
Las condiciones

(5.20)
∫ 1

0
U(x)pxαp+1 dx <∞ y

∫ 1

0
V (x)−qxαq+1 dx <∞

son suficientes para que existan los cn(f) para cada f ∈ Lp(V (x)px dx) y para que
los Snf ∈ Lp(U(x)px dx). Además, en esas mismas condiciones el operador W5 de
(5.3) es acotado de Lp(V (x)px dx) en Lp(U(x)px dx).

Demostración:
Usando la desigualdad de Hölder,

|cn(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(y)jn(y)y dy

∣∣∣∣
≤
(∫ 1

0
|f(y)|pV (y)py dy

)1/p (∫ 1

0
|jn(y)|qV (y)−qy dy

)1/q

,

y la última integral es finita para cada n sin más que utilizar (5.17). Para ver ahora
que Snf ∈ Lp(U(x)px dx) para cada n, basta comprobar que jn(x) ∈ Lp(U(x)px dx)
para cada n, lo cual es de nuevo inmediato por (5.17).
Comprobemos ahora la acotación de W5. Usando la desigualdad de Hölder,

W5(f, x) = xα
∫ 1

0
|f(y)|yαy dy

≤ xα
(∫ 1

0
|f(y)|pV (y)py dy

)1/p (∫ 1

0
V (y)−qyαq+1 dy

)1/q

.

Por tanto,

∫ 1

0
|W5(f, x)U(x)|px dx

≤
(∫ 1

0
U(x)pxαp+1 dx

)(∫ 1

0
V (y)−qyαq+1 dy

)1/q (∫ 1

0
|f(y)V (y)|py dy

)

y como las dos primeros factores son finitos W5 es acotado.

Estudiemos ahora la acotación del sumando W6, que es el otro que no depende
de n en la descomposición (5.3).
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Proposición 5.5
Para que el operador W6 sea acotado de Lp(V (x)px dx) en Lp(U(x)px dx) es sufi-
ciente que

(U(x)px1−p/2, V (x)px1−p/2) ∈ Aδ
p(d, 1) para algún d ∈ (0, 1) y algún δ > 1,

∫ d

0
(U(x)px1−p/2)δ dx <∞ y

∫ d

0
(V (x)px1−p/2)−δ/(p−1) dx <∞.

Demostración:
Queremos comprobar que

∫ 1

0
|W6(f, x)U(x)|px dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

|f(y)|y1/2

2− x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

U(x)px1−p/2 dx

≤ C
∫ 1

0
|f(x)x1/2|pV (x)px1−p/2 dx = C

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx.

Y esto, si llamamos g(y) = |f(y)|y1/2, es lo mismo que demostrar que el operador
J(g, x) es acotado con sus correspondientes pesos, para lo cual basta utilizar el
Lema 5.2.

Hasta el momento, todo lo que hemos hecho sirve para α > −1 cualquiera.
A partir de ahora las cosas van a ser más sencillas si α ≥ −1/2. Esta diferencia
radica en que a partir de (5.17) y (5.18), cuando α ≥ −1/2 es inmediato obtener
que existe C tal que

(5.21) |Jα(z)| ≤ Cz−1/2, z ∈ (0,∞),

acotación que será muy útil para nuestros propósitos ya que en el exponente de z
no aparece α. Analicemos pues en primer lugar lo que ocurre en el caso α ≥ −1/2.

Teorema 5.6
Para cada f ∈ Lp(V (x)px dx), sean Snf las sumas parciales de su serie de Fourier
respecto al sistema {jn(x)}∞n=1 con α ≥ −1/2 y 1 < p <∞. Para que

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx

uniformemente es suficiente que

(5.22) (U(x)px1−p/2, V (x)px1−p/2) ∈ Aδ
p(0, 1) para algún δ > 1

(basta δ = 1 si U = V ).
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Demostración:
Hay que comprobar que todos los operadores de (5.3) son uniformemente acotados.
Sin más que aplicar que u y v−1/(p−1) son integrables cuando (u, v) ∈ Ap(0, 1) y las
Proposiciones 5.4 y 5.5, ya tenemos la acotación de los sumandos correspondientes
a i = 5 e i = 6. Veamos pues qué ocurre con los demás.
i = 1: Sirviéndonos de (5.21) y (5.22) tenemos

∫ 1

0
|W1,n(f, x)U(x)|px dx

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα+1(yMn)

2(x− y)
dy

∣∣∣∣∣
p

|(xMn)1/2Jα(xMn)|pU(x)px1−p/2 dx

≤ C
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα+1(yMn)

x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

U(x)px1−p/2 dx

≤ C1

∫ 1

0
|f(x)x1/2(xMn)1/2Jα+1(xMn)|pV (x)px1−p/2 dx

≤ C2

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx.

i = 2: Es exactamente igual que i = 1 ya que las cotas de (5.21) para Jα y Jα+1

son las mismas.
i = 3 e i = 4: Análogos a los anteriores, pero utilizando la acotación del operador
J ′ en lugar de la transformada de Hilbert, para lo cual (5.22) es suficiente según
vemos en Lema 5.2 (iii).

Utilizando el teorema podemos demostrar resultados ya conocidos debidos a
Wing [1].

Corolario 5.7
Dado α ≥ −1/2, para que ‖Sn(f, x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)‖p,x dx uniformemente basta
que x1−p/2 ∈ Ap(0, 1), es decir, 4/3 < p < 4.

Demostración:
Utilizar el teorema con U(x) = V (x) = 1 y el hecho de que

x1−p/2 ∈ Ap(0, 1) ⇐⇒ −1 < 1− p/2 < p− 1 ⇐⇒ 4/3 < p < 4.

Corolario 5.8
Dado α ≥ −1/2, y si para cada g ∈ Lp(dx) denotamos Sn(g, x) las sumas parciales
de su serie de Fourier respecto al sistema {jn(x)x1/2}∞n=1, ortonormal en L2(dx),
la acotación uniforme ‖Sn(g, x)‖p,dx ≤ C‖g(x)‖p,dx es cierta para todo p ∈ (1,∞).
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Demostración:
Como

Sn(g, x) =
n∑

k=1

(∫ 1

0
g(y)y1/2jk(y) dy

)
jk(x)x

1/2 = x1/2Sn(g(y)y−1/2, x),

si llamamos f(y) = g(y)y−1/2, la acotación buscada es equivalente a∫ 1

0
|Sn(f, x)x1/2−1/p|px dx ≤ C

∫ 1

0
|f(x)x1/2−1/p|px dx = C

∫ 1

0
|g(x)|p dx.

Para esto, sin más que aplicar el Teorema 5.6 con U(x) = V (x) = x1/2−1/p, basta
que 1 ∈ Ap(0, 1), cierto para todo p ∈ (1,∞).

Utilizando que xr ∈ Ap(0, 1) si y sólo si −1 < r < p − 1 (ver (2.11) e integra-
bilidad en (0, 1)), es de nuevo inmediato obtener las correspondientes condiciones
de acotación uniforme de las series de Bessel con U(x) = V (x) = xa (este tipo de
acotaciones ya las estudian Benedek-Panzone [3]). Pero, más en general, también
se obtiene

Corolario 5.9
Sean α ≥ −1/2, 1 < p <∞ y los pesos

U(x) = xa(1− x)b
m∏

k=1

|x− xk|bk , V (x) = xA(1− x)B
m∏

k=1

|x− xk|Bk

(0 < x1 < x2 < . . . < xm−1 < xm < 1). Para que

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx

uniformemente es suficiente que

(5.23)

∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < 1

4
+
a− A

4
, A ≤ a,

(5.24)
pb > −1, pB < p− 1, B ≤ b, pbk > −1, pBk < p− 1, Bk ≤ bk (1 ≤ k ≤ m).

Demostración:
Elijamos yk (0 ≤ k ≤ m) tales que

0 < y0 < x1 < y1 < x2 < · · · < xm−1 < ym−1 < xm < ym < 1.

Entonces, según el Teorema 2.18, podemos estudiar la condición (5.22) por factores
y basta que exista δ > 1 para el cual se cumpla

(xap+1−p/2, xAp+1−p/2) ∈ Aδ
p(0, 1), ((1− x)bp, (1− x)Bp) ∈ Aδ

p(0, 1)
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y (
|x− xk|pbk , |x− xk|pBk

)
∈ Aδ

p(0, 1) (1 ≤ k ≤ m).

Empecemos con la primera de las tres. Por (2.16), es equivalente a estas tres
condiciones:

ap+ 1− p/2 > −1, Ap+ 1− p/2 ≤ ap+ 1− p/2 y Ap+ 1− p/2 < p− 1.

Es decir,
p(1− 2a) < 4, A ≤ a y p(3− 2A) > 4.

Pero,

p(1− 2a) < 4 < p(3− 2A) ⇐⇒ 1/4− a/2 < 1/p < 3/4− A/2

⇐⇒ −1/4− a/4 + A/4 < 1/p+ a/4 + A/4− 1/2 < 1/4− A/4 + a/4,

con lo que llegamos a (5.23).
La segunda condición Ap es equivalente a pb > −1, pB < p−1, B ≤ b, y la tercera
a pbk > −1, pBk < p − 1, Bk ≤ bk (1 ≤ k ≤ m), con lo que queda demostrado el
teorema.

Si (5.24) queremos escribirla de modo análogo a (5.23) lo que queda es∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
e

4
+
E

4

∣∣∣∣∣ < 1

2
+
e− E

2
, E ≤ e,

donde e toma todos los valores bk (1 ≤ k ≤ m) y b, y E los valores Bk (1 ≤ k ≤ m)
y B respectivamente. El proceso para llegar a esta expresión es análogo al seguido
para llegar a (5.23)

Vamos ahora a analizar qué ocurre cuando −1 < α ≤ −1/2. En primer lugar,
buscaremos acotaciones adecuadas para las funciones de Bessel.

Lema 5.10
Sea −1 < α ≤ −1/2. Existe C tal que para todo z ∈ (0,∞) se cumple

(5.25) |z1/2Jα(z)| ≤ C(1 + zα+1/2), |z1/2Jα+1(z)| ≤
C

1 + zα+1/2
.

Demostración:
De (5.17) y (5.18) es inmediato |Jα(z)| ≤ Cmáx{z−1/2, zα}, y de aquí se sigue la
acotación deseada para |z1/2Jα(z)|.
Por otra parte, como α+ 1 ≥ −1/2, por (5.17) y (5.18) son ciertas

|z1/2Jα+1(z)| ≤ C y |z1/2Jα+1(z)| ≤ Czα+3/2,
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ambas para z ∈ (0,∞), y por tanto

|z1/2Jα+1(z)| ≤ C
zα+3/2

1 + zα+3/2
.

Ahora, ya simplemente basta demostrar

zα+3/2

1 + zα+3/2
≤ C

1 + zα+1/2
, z ∈ (0,∞),

lo cual es inmediato sin más que tomar equivalencias cuando z −→ 0 y z −→∞.

Teorema 5.11
Sean Snf las sumas parciales de la serie de Fourier respecto al sistema {jn(x)}∞n=1

con −1 < α ≤ −1/2 y 1 < p <∞. Para que

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx

uniformemente basta que exista δ > 1 (δ = 1 si U = V ) tal que

(5.26)

( 1

Mn

+ x
)−p(α+1/2)

U(x)pxαp+1,

(
1

Mn

+ x
)−p(α+1/2)

V (x)pxαp+1

 ∈ Aδ
p(0, 1)

y

(5.27)

( 1

Mn

+ x
)p(α+1/2)

U(x)px−αp−p+1,

(
1

Mn

+ x
)p(α+1/2)

V (x)px−αp−p+1

 ∈ Aδ
p(0, 1),

ambas uniformemente, y siendo Mn = αn+αn+1

2
.

Demostración:
Veamos la acotación de los seis operadores de (5.4) y (5.5).
i = 1: Si se cumpliera
(5.28)((

1 + (xMn)α+1/2
)p
U(x)px1−p/2,

(
1 + (xMn)α+1/2

)p
V (x)px1−p/2

)
∈ Aδ

p(0, 1)
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uniformemente, utilizando (5.25), tendríamos∫ 1

0
|W1,n(f, x)U(x)|px dx

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα+1(yMn)

2(x− y)
dy

∣∣∣∣∣
p

|(xMn)1/2Jα(xMn)|pU(x)px1−p/2 dx

≤ C
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα+1(yMn)

x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

(1 + (xMn)α+1/2)pU(x)px1−p/2 dx

≤ C1

∫ 1

0
|f(x)x1/2(xMn)1/2Jα+1(xMn)|p(1 + (xMn)α+1/2)pV (x)px1−p/2 dx

≤ C2

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx,

tal como buscábamos. Por otra parte, (5.28) es equivalente a que exista C inde-
pendiente de I ⊆ (0, 1) tal que

(5.29)

(∫
I
(1 + (xMn)α+1/2)δpU(x)δpxδ(1−p/2) dx

)
×
(∫

I

(
(1 + (xMn)α+1/2)pV (x)px1−p/2

)−δ/(p−1)
dx
)p−1

≤ C|I|p.

Pero, sin más que tomar equivalencias cuando z −→ 0 y z −→∞ es fácil comprobar
que cuando α ≤ −1/2, existen constantes C1 y C2 tales que

C1z
α+1/2(1 + z)−α−1/2 ≤ 1 + zα+1/2 ≤ C2z

α+1/2(1 + z)−α−1/2, z ∈ (1,∞),

y por tanto

(5.30) 1 + (xMn)α+1/2 ∼ (xMn)α+1/2(1 + xMn)−α−1/2 = xα+1/2(1/Mn + x)−α−1/2

independientemente de n y de x ∈ (0, 1). De aquí que (5.29) es equivalente a

(5.31)

(∫
I

[
xα+1/2(1/Mn + x)−α−1/2

]δp
U(x)δpxδ(1−p/2) dx

)
×
(∫

I

([
xα+1/2(1/Mn + x)−α−1/2

]p
V (x)px1−p/2

)−δ/(p−1)
dx
)p−1

≤ C|I|p,

es decir, (5.26).
i = 2: Análogamente se obtiene que para∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα(yMn)

2(x− y)
dy

∣∣∣∣∣
p

|(xMn)1/2Jα+1(xMn)|pU(x)px1−p/2 dx

≤ C
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(y)y1/2(yMn)1/2Jα(yMn)

x− y
dy

∣∣∣∣∣
p

(1 + (xMn)α+1/2)−pU(x)px1−p/2 dx

≤ C1

∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx,



Sistemas de Bessel y Dini 119

es suficiente que
(5.32)((

1 + (xMn)α+1/2
)−p

U(x)px1−p/2,
(
1 + (xMn)α+1/2

)−p
V (x)px1−p/2

)
∈ Aδ

p(0, 1).

Y, utilizando de nuevo (5.30), llegamos a (5.27).
i = 3: Como i = 1, pero utilizando, en lugar de la transformada de Hilbert, la
acotación uniforme de los J ′(g, x) como operadores entre los espacios Lp(vn) y
Lp(un) cuando (un, vn) ∈ Aδ

p(0, 1) uniformemente.
i = 4: Como i = 2 pero con el operador J ′.
i = 5: Tenemos que ver que a partir de (5.26) y (5.27) es posible demostrar (5.20).
Para ello, si tomamos n fijo (n = 1 por ejemplo), el factor x+1/M1 es despreciable
ya que está acotado superior e inferiormente, con lo cual de (5.26) y (5.27) aparecen,
respectivamente

(5.33) (U(x)pxαp+1, V (x)pxαp+1) ∈ Aδ
p(0, 1)

y

(5.34) (U(x)px−αp−p+1, V (x)px−αp−p+1) ∈ Aδ
p(0, 1).

Basta ahora utilizar en (5.33) que u es integrable sobre (0, 1) cuando (u, v) ∈
Aδ

p(0, 1) y en (5.34) que v−1/(p−1) es integrable sobre (0, 1) cuando (u, v) ∈ Aδ
p(0, 1)

y se llega a (5.20).
i = 6: Ya no es cierto ahora, como en el Teorema 5.6, que pueda deducirse a partir
de (iii) del Lema 5.2, pues la hipótesis de (iii) no tiene por qué ser cierta. Pero sí
que va a ser posible demostrar las hipótesis de (i) a partir de (5.26) y (5.27). Es
decir que, según (5.8) y (5.9), tenemos que probar que existe d ∈ (0, 1) tal que

(5.35) (U(x)px1−p/2, V (x)px1−p/2) ∈ Aδ
p(d, 1),

(5.36)
∫ d

0
(U(x)px1−p/2)δ dx <∞ y

∫ d

0
(V (x)px1−p/2)−δ/(p−1) dx <∞.

Tomando d ∈ (0, 1) cualquiera y n = 1, (5.35) es inmediato a partir de (5.26). Por
otra parte, de (5.33) y (5.34) deducimos∫ d

0
(U(x)pxαp+1)δ dx <∞ y

∫ d

0
(V (x)px−αp−p+1)−δ/(p−1) dx <∞,

con lo cual, como 1−p/2 ≥ αp+1 y −αp−p+1 ≥ 1−p/2 siempre que α ≤ −1/2,
se sigue (5.36), y el teorema queda probado.
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Observación 5.12
Si en (5.29) hacemos el cambio de variable z = xMn y dado I = (c, d) denotamos
I ′ = (cMn, dMn), la condición que se obtiene es que exista C independiente de
I ⊆ (0,Mn) tal que

(5.37)

(∫
I′
(1 + zα+1/2)δpU(z/Mn)δpzδ(1−p/2) dz

)
×
(∫

I′

(
(1 + zα+1/2)pV (z/Mn)pz1−p/2

)−δ/(p−1)
dz
)p−1

≤ C|I ′|p.

Análogamente, (5.32) se convierte en

(5.38)

(∫
I′
(1 + zα+1/2)−δpU(z/Mn)δpzδ(1−p/2) dz

)
×
(∫

I′

(
(1 + zα+1/2)−pV (z/Mn)pz1−p/2

)−δ/(p−1)
dz
)p−1

≤ C|I ′|p,

En ninguna de estas dos expresiones se puede obviar la condición I ⊆ (0,Mn),
ya que de lo contrario U(z/Mn) y V (z/Mn) pueden no tener sentido pues U y V
son pesos sobre el intervalo (0, 1). Pero si U y V tienen sentido como aplicaciones
en (0,∞), podríamos en (5.37) y (5.38) exigir I ⊂ (0,∞), luego bastaría que se
verificase

((1 + zα+1/2)pU(z/Mn)pz(1−p/2), (1 + zα+1/2)pV (z/Mn)pz(1−p/2)) ∈ Aδ
p(0,∞)

y

((1 + zα+1/2)−pU(z/Mn)pz(1−p/2), (1 + zα+1/2)−pV (z/Mn)pz(1−p/2)) ∈ Aδ
p(0,∞),

ambos uniformemente. Este procedimiento resulta útil en el caso U(x) = V (x) =
xa, ya que entonces se simplifican las Mn y, además, se puede tomar δ = 1. Así,
tras aplicar 1 + zα+1/2 ∼ zα+1/2(1 + z)−α−1/2, queda simplemente

(5.39) (1 + z)−p(α+1/2)zαp+1+ap ∈ Ap(0,∞)

y

(5.40) (1 + z)p(α+1/2)z−αp−p+1+ap ∈ Ap(0,∞).

Pero en (2.11) demostramos que zr ∈ Ap(0,∞) si y sólo si −1 < r < p − 1.
Utilizando esto en (5.39) y (5.40) encontramos que, cuando −1 < α ≤ −1/2 para
que se verifique

‖Sn(f, x)xa‖p,x dx ≤ C‖f(x)xa‖p,x dx
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uniformemente es suficiente con

(5.41)

∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

2

∣∣∣∣∣ < α+ 1

2

(esta condición ya fue obtenida en Benedek-Panzone [3]).
Esto ya se puede aplicar a las situaciones análogas a los Corolarios 5.7 y 5.8 pero
con −1 < α ≤ −1/2 y obtenemos que para que

‖Sn(f, x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)‖p,x dx

uniformemente basta con

(5.42)
2

2 + α
< p <

2

−α
,

y que la acotación uniforme

‖Sn(g, x)‖p,dx ≤ C‖g(x)‖p,dx

es cierta siempre que

(5.43)
2

2α+ 3
< p <

2

−2α− 1
,

resultados ambos ya demostrados en Benedek-Panzone [2].

Sin embargo, el proceso seguido para llegar a (5.39) y (5.40) a partir de (5.37)
y (5.38) no es válido simplemente con que alguno de los pesos U(x) o V (x) sea de
la forma xr(1−x)s. Pero utilizando el Teorema 5.11 sí que vamos a poder analizar
lo que ocurre para pesos de esa forma e incluso más generales.

Corolario 5.13
Sean −1 < α ≤ −1/2, 1 < p < ∞ y los pesos U(x) = xaU1(x), V (x) = xAV1(x)
con U1(x) ∼ V1(x) ∼ cte. en (0, ε). Para que

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx

uniformemente es suficiente que

(5.44)

∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < α+ 1

2
+
a− A

4
, A ≤ a,

y

(5.45) (U1(x)
p, V1(x)

p) ∈ Aδ
p(0, 1) para algún δ > 1.

En particular, si

U(x) = xa(1− x)b
m∏

k=1

|x− xk|bk , V (x) = xA(1− x)B
m∏

k=1

|x− xk|Bk

(0 < x1 < x2 < · · · < xm−1 < xm < 1) entonces (5.45) se traduce en (5.24).
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Demostración:
De acuerdo con el Teorema 2.18 podemos estudiar las condiciones (5.26) y (5.27)
por factores. Por tanto, basta que exista δ > 1 para el cual se cumplan

(5.46)

((
1

Mn

+ x
)−p(α+1/2)

xαp+1+ap,
(

1

Mn

+ x
)−p(α+1/2)

xαp+1+Ap

)
∈ Aδ

p(0, 1),

(5.47)((
1

Mn

+ x
)p(α+1/2)

x−αp−p+1+ap,
(

1

Mn

+ x
)p(α+1/2)

x−αp−p+1+Ap

)
∈ Aδ

p(0, 1),

ambas uniformemente, y (5.45). Cuando U(x) y V (x) tienen la forma particular
del enunciado tomamos yk (0 ≤ k ≤ m) tales que

0 < y0 < x1 < y1 < x2 < · · · < xm−1 < ym−1 < xm < ym < 1

y así (5.45) equivale a

((1− x)bp(1− x)Bp) ∈ Aδ
p(0, 1),

(
|x− xk|pbk , |x− xk|pBk

)
∈ Aδ

p(0, 1).

Estas últimas son como en el Corolario 5.9 y proporcionan (5.24).
Centrémonos pues en estudiar las dos condiciones uniformes.
Utilizando el Corolario 2.17, tenemos que (5.46) es equivalente a

(5.48)
(1) αp+ 1 + ap > −1, (2) αp+ 1 + Ap < p− 1, (3 y 4) A ≤ a,

(5) αp+ 1 + ap− αp− p/2 > −1, (6) αp+ 1 + Ap− αp− p/2 < p− 1,

y (5.47) es equivalente a

(5.49)

(1) − αp− p+ 1 + ap > −1, (2) − αp− p+ 1 + Ap < p− 1,

(3 y 4) A ≤ a, (5) − αp− p+ 1 + ap+ αp+ p/2 > −1,

(6) − αp− p+ 1 + Ap+ αp+ p/2 < p− 1,

De aquí, además de A ≤ a, tenemos

(5.48-1) ⇐⇒ α+ 1/p+ a > −1/p

⇐⇒ 1/p− 1/2 + a/4 + A/4 > A/4− a/4− 1/2− α/2,

(5.49-2) ⇐⇒ 1/p− 1− α+ A < 1− 1/p

⇐⇒ 1/p− p/2 + a/4 + A/4 < a/4− A/4 + α/2 + 1/2
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y de ambas se obtiene (5.44).

(5.48-2) ⇐⇒ α+ 1/p+ A < 1− 1/p

⇐⇒ 1/p− 1/2 + a/4 + A/4 < a/4− A/4− α/2,

(5.49-1) ⇐⇒ 1/p− 1− α+ a > −1/p

⇐⇒ 1/p− 1/2 + a/4 + A/4 > A/4− a/4 + α/2,

y de ambas

(5.50)

∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < −α
2

+
a− A

4
.

Por último, como (5.48) y (5.49) tienen el mismo (5) y el mismo (6),

(5) ⇐⇒ 1/p+ a− 1/2 > −1/p ⇐⇒ 1/p− 1/2 + a/4 +A/4 > A/4− a/4− 1/4,

(6) ⇐⇒ 1/p+A−1/2 < 1−1/p ⇐⇒ 1/p−1/2+a/4+A/4 < a/4−A/4+1/4,

y de ambas

(5.51)

∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < 1

4
+
a− A

4
.

Pero de (5.44), (5.50) y (5.51) basta quedarnos con (5.44) ya que al ser α ≤ −1/2
se tiene (α + 1)/2 ≤ −α/2 y (α + 1)/2 ≤ 1/4, con lo que queda demostrado el
corolario.

Hasta ahora únicamente nos hemos dedicado a buscar condiciones suficientes
para la acotación uniforme de las sumas parciales de la serie de Fourier. Trataremos
ahora de encontrar condiciones necesarias y posteriormente veremos qué es lo que
ocurre al aplicarlas a los casos particulares de los corolarios.

Sabemos por el Teorema 1.6 que una condición necesaria para la acotación
uniforme no sólo de las sumas parciales de la serie de Fourier como operadores
entre Lp(V (x)px dx) y Lp(U(x)px dx), sino también del término general, es

(5.52)
(∫ 1

0
|jn(x)|pU(x)px dx

)1/p (∫ 1

0
|jn(x)|qV (x)−qx dx

)1/q

≤ C.

Una primera condición que impone (5.52) al aplicarla a n = 1 es

(5.53)
∫ 1

0
|Jα(α1x)|pU(x)px dx <∞ y

∫ 1

0
|Jα(α1x)|qV (x)−qx dx <∞.
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Además, por ser α1 el primer cero de Jα(z), de la estimación (5.17) se deduce que
para cada ε ∈ (0, 1) existe C tal que Jα(α1x) ≥ Cxα para x ∈ (0, 1−ε). Utilizando
este hecho y (5.53) obtenemos como condición necesaria

(5.54)
∫ 1−ε

0
U(x)pxαp+1 dx <∞ y

∫ 1−ε

0
V (x)−qxαq+1 dx <∞

para cada ε ∈ (0, 1).
Esto, al aplicarlo a pesos U(x) y V (x) como los de los Corolarios 5.9 y 5.13

proporciona las desigualdades

αp+ 1 + ap > −1, αq + 1− Aq > −1, bkp > −1 y −Bkq > −1 (1 ≤ k ≤ m).

Y de aquí se obtiene la necesidad de las condiciones∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < α+ 1

2
+
a− A

4
,

bkp > −1 y pBk < p− 1 (1 ≤ k ≤ m),

aunque no encontramos ninguna exigencia sobre b y B ni tampoco sobre (5.23).
Es posible, y así lo hacen Benedek-Panzone en los casos que tratan (a = A, b =
B = bk = Bk = 0), demostrar la necesidad de más condiciones sobre a y A a partir
de (5.52) mediante un procedimiento análogo al de la Proposición 5.3, pero así no
hay forma de encontrar exigencias sobre b y B (notar que jn(x) se anula siempre
en x = 1). Vamos pues a buscar nuevos resultados que nos permitan solucionar
estos problemas. En primer lugar, un conocido resultado de análisis de Fourier:

Lema 5.14
Sean dos funciones f y g no negativas, g continua y de periodo 2π y f perteneciente
al espacio L1(0, 2π). Entonces

(5.55) ĺım
λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)g(λt) dt = ĝ(0)f̂(0),

donde ĥ(x) denota la transformada de Fourier

ĥ(x) =
1

2π

∫ 2π

0
h(t)e−ixt dt.

Demostración:
Por ser g continua de periodo 2π y si denotamos

sn(g, x) =
1

2π

n∑
k=−n

(∫ 2π

0
g(t)e−ikt dt

)
eikx
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y

σN(g, x) =

∑N
n=0 sn(g, x)

N + 1
,

el teorema de Fejér asegura que σNg converge a g uniformemente en todo R. Con
esto se demuestra que para cada ε > 0 existirá

P (t) =
N∑

n=−N

ane
int

con a0 = ĝ(0), tal que ‖g(t)− P (t)‖p < ε. Por lo tanto∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0
f(t)(g(λt)− P (λt)) dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2π

∫ 2π

0
f(t) dt = εf̂(0)

y de aquí

(5.56)
ĺım

λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)P (λt) dt− εf̂(0) ≤ ĺım

λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)g(λt) dt

≤ ĺım
λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)P (λt) dt+ εf̂(0).

Pero

ĺım
λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)P (λt) dt = ĺım

λ→∞

N∑
n=−N

an

2π

∫ 2π

0
f(t)eλint dt

= ĺım
λ→∞

N∑
n=−N

anf̂(−λn).

Además, por el lema de Riemann-Lebesgue, f̂(x) −→ 0 cuando x −→ ∞, luego
f̂(−λn) −→ 0 cuando λ −→∞ salvo para n = 0. Por tanto

ĺım
λ→∞

1

2π

∫ 2π

0
f(t)P (λt) dt = a0f̂(0) = ĝ(0)f̂(0)

y como (5.56) puede conseguirse para cada ε > 0 se sigue (5.55).

Teorema 5.15
Sea α > −1, 1 ≤ p <∞ y h(x) ≥ 0 tal que

(5.57)
∫ 1−ε

0
h(x)xαp dx <∞

para algún ε ∈ (0, 1). Entonces

(5.58) ĺım
n→∞

∫ 1

0
|jn(x)|ph(x) dx = M

∫ 1

0
h(x)x−p/2 dx
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con

M =
2p/2

2π

∫ 2π

0
| cos(t− απ/2− π/4)|p dt.

Y si la integral de h(x)xαp no es finita sobre ningún intervalo (0, 1 − ε) entonces
la integral de |jn(x)|ph(x) sobre (0, 1) es infinita para cada n (en particular, la
desigualdad ≥ en (5.58) es cierta en todo caso).

Demostración:
En primer lugar, es claro que si no existe ε ∈ (0, 1) cumpliendo (5.57) en-
tonces, la integral de |jn(x)|ph(x) sobre (0, 1) es infinita para cada n sin más
que utilizar (5.17). Asumamos pues (5.57), con lo cual, y como, por (5.19),
jn(x) ≈ (παn)1/2Jα(αnx) cuando n −→∞, tendremos que demostrar

ĺım
n→∞

∫ 1

0
|(παn)1/2Jα(αnx)|ph(x) dx = M

∫ 1

0
h(x)x−p/2 dx.

Si tomamos An = (παn)1/2Jα(αnx) y Bn = (2/x)1/2 cos(αnx−απ/2−π/4), utiliza-
mos la desigualdad

∣∣∣‖An‖p,h(x) dx−‖Bn‖p,h(x) dx

∣∣∣ ≤ ‖An−Bn‖p,h(x) dx, y demostramos
ĺımn→∞ ‖An −Bn‖p,h(x) dx = 0 entonces tendremos que

(5.59)
ĺım

n→∞

∫ 1

0
|(παn)1/2Jα(αnx)|ph(x) dx

= ĺım
n→∞

∫ 1

0
|(2/x)1/2 cos(αnx− απ/2− π/4)|ph(x) dx,

con lo cual el límite buscado queda reducido a otro en mejores condiciones para
aplicarle el lema anterior.
Veamos pues en primer lugar
(5.60)

ĺım
n→∞

∫ 1

0

∣∣∣(αnx)
1/2Jα(αnx)− (2/π)1/2 cos(αnx− απ/2− π/4)

∣∣∣p h(x)x−p/2 dx = 0.

Tomamos n suficientemente grande para que αn > 1. Usando (5.18), cuando αnx ≥
1 se tiene

∣∣∣(αnx)
1/2Jα(αnx)− (2/π)1/2 cos(αnx− απ/2− π/4)

∣∣∣
≤ C(αnx)

1/2(αnx)
−3/2 < C1.

Y cuando αnx ≤ 1, utilizando la desigualdad triangular y (5.17) obtenemos∣∣∣(αnx)
1/2Jα(αnx)− (2/π)1/2 cos(αnx− απ/2− π/4)

∣∣∣ ≤ C((αnx)
α+1/2 + 1),
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que a su vez, tanto si α + 1/2 ≥ 0 como si α + 1/2 ≤ 0 (en el primer caso ambas
son ∼ cte. y en el segundo basta usar αnx ≥ x), está acotado por C1(x

α+1/2 + 1).
Entonces, sea cual sea lo que ocurra, αnx ≥ 1 o αnx ≤ 1, se tendrá∣∣∣(αnx)

1/2Jα(αnx)− (2/π)1/2 cos(αnx− απ/2− π/4)
∣∣∣

≤ Cmáx{1, xα+1/2 + 1} = C(xα+1/2 + 1).

Por lo tanto, si se cumple

(5.61)
∫ 1

0
h(x)x−p/2 dx <∞ y

∫ 1−ε

0
xαp+p/2h(x)x−p/2 dx <∞

estaremos en condiciones de aplicar a (5.60) el teorema de la convergencia domi-
nada (notar que lo que le ocurra a la segunda integral en (1 − ε, 1) es lo mismo
que lo que le ocurre a lo primera, ya que xa ∼ cte. en (1 − ε, 1)). La segunda las
condiciones (5.61) es cierta por hipótesis y asumamos de momento la primera. En-
tonces, como αnx −→∞ cuando n −→∞ para todo x ∈ (0, 1), el citado teorema
conduce directamente a (5.60) sin más que apoyarse en (5.18).
Dispongámonos pues a calcular (5.59). Para ello basta hacer el cambio de variable
t = 2πx, utilizar el lema anterior con

g(t) =
∣∣∣∣21/2 cos

(
t− απ

2
− π

4

)∣∣∣∣p , f(t) = h
(
t

2π

)(
t

2π

)−p/2

y λ =
αn

2π

y se obtiene que

ĺım
n→∞

∫ 1

0
|21/2 cos(αnx− απ/2− π/4)|ph(x)x−p/2 dx = M

∫ 1

0
h(x)x−p/2 dx,

tal como buscábamos.
Para concluir el teorema, basta demostrar que el límite de (5.58) es ∞ cuando no
es cierta la primera condición de (5.61). Si h toma el valor ∞ en un conjunto de
medida positiva, todo es trivial. En otro caso, sea {Kj}∞j=1 sucesión creciente de
conjuntos medibles en (0, 1) definidos mediante

Kj = {x ∈ (0, 1) : x−p/2h(x) ≤ j }

y sea K su unión. Entonces, se cumple∫
Kj

x−p/2h(x) dx <∞ y
∫

K
x−p/2h(x) dx = ∞.

Si denotamos hj a h restringida a Kj, a cada hj ya podemos aplicarle (5.58), luego

ĺım
n→∞

∫
Kj

|jn(x)|ph(x) dx = ĺım
n→∞

∫ 1

0
|jn(x)|phj(x) dx = M

∫
Kj

h(x)x−p/2 dx.
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Pero ∫
K
|jn(x)|ph(x) dx ≥

∫
Kj

|jn(x)|ph(x) dx

para cada j, y por tanto

ĺım
n→∞

∫ 1

0
|jn(x)|ph(x) dx ≥ ĺım

n→∞

∫
Kj

|jn(x)|ph(x) dx = M
∫

Kj

h(x)x−p/2 dx,

que tiende a ∞ cuando j −→∞ por el teorema de la convergencia monótona.

Teorema 5.16
Sea α > −1 y 1 < p < ∞. Para que ‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx

uniformemente son condiciones necesarias

(i)
∫ 1

0
U(x)pxαp+1 dx <∞, (ii)

∫ 1

0
V (x)−qxαq+1 dx <∞,

(iii)
∫ 1

0
U(x)px1−p/2 dx <∞, (iv)

∫ 1

0
V (x)−qx1−q/2 dx <∞.

Demostración:
Si en (5.52) tomamos límites, sin más que utilizar el teorema anterior obtenemos
(iii) y (iv). Con esto y (5.54) se obtiene (i) y (ii) (las integrales de (i) y (ii) tienen el
mismo carácter que las de (iii) y (iv) sobre cualquier (1− ε, 1) cuando ε ∈ (0, 1)).

Notar que las condiciones (iii) y (iv) son despreciables frente a (i) y (ii) cuando
α ≤ −1/2 y al revés cuando α ≥ −1/2. Por otra parte, al aplicarlas a la situación
de los Corolarios 5.9 y 5.13 nos proporcionan

Corolario 5.17
Sean α > −1, 1 < p <∞ y los pesos

U(x) = xa(1− x)b
m∏

k=1

|x− xk|bk , V (x) = xA(1− x)B
m∏

k=1

|x− xk|Bk ,

0 < x1 < x2 < · · ·xm−1 < xm < 1, A ≤ a, B ≤ b y Bk ≤ bk. Entonces, es
equivalente que

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx uniformemente

a que se verifiquen la desigualdades∣∣∣∣∣1p − 1

2
+
a

4
+
A

4

∣∣∣∣∣ < a− A

4
+ mı́n

{
1

4
,
α+ 1

2

}
,

pb > −1, pB < p− 1, pbk > −1, pBk < p− 1 (1 ≤ k ≤ m).

Demostración:
Una implicación es inmediata a partir de los Corolarios 5.9 y 5.13 y la otra se
deduce de las condiciones de integrabilidad del Teorema 5.16.
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Vamos ahora a estudiar otro sistema ortogonal que está estrechamente relacio-
nado con el de Bessel: el de Dini. Como en el caso del sistema de Bessel puede
consultarse Watson [1] para estudiar su teoría general. De todas formas, veremos
aquí un pequeño resumen. Dado α > −1 y ρ ∈ R, se demuestra que la ecuación

xJ ′α(x) + ρJα(x) = 0

tiene como soluciones reales positivas una familia {βn}∞n=1 cuyo único punto de
acumulación es ∞ y que suponemos ordenada en sentido creciente. Además, se
verifica ∫ 1

0
Jα(βnx)Jα(βmx)x dx = 0, n 6= m,

y ∫ 1

0
Jα(βnx)

2x dx =
1

2β2
n

{
J ′α(βn)2 + (β2

n − α2)Jα(βn)2
}
> 0,

luego {Jα(βnx)}∞n=1 forma un sistema ortogonal en L2((0, 1), x dx) y por tanto

jn(x) =
Jα(βnx)

‖Jα(βnx)‖2,x dx

, n ≥ 1,

forman un sistema ortonormal. Pero no es en general completo. La completitud
falla cuando α + ρ ≤ 0, y en este caso hace falta añadir al sistema otra función
ortonormal a todas las demás para completarlo.

Esto está relacionado con que la ecuación

z−α(zJ ′α(z) + ρJα(z)) = 0

que tiene sólo a {±βn}∞n=1 como raíces cuando α + ρ > 0, admite además la raíz
z = 0 si α + ρ = 0 y un par de raíces complejas conjugadas ±λ0i si α + ρ < 0. Y
esta relación se pone de manifiesto en que la función ortonormal a todas las demás
que hay que añadir cuando α+ ρ = 0 es

j0(x) =
√

2(α+ 1) xα

y cuando α+ ρ < 0 es

j0(x) =
Iα(λ0x)

‖Iα(λ0x)‖2,x dx

,

donde

Iα(x) =
(
x

2

)α ∞∑
k=0

(x/2)2k

k! Γ(α+ k + 1)
= e−iαπ/2Jα(ix)

se denomina función de Bessel modificada de orden α.
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Con todo esto, y si para no perder generalidad tomamos j0(x) = 0 cuan-
do α + ρ > 0, tenemos que {jn(x)}∞n=0 es un sistema ortonormal completo en
L2((0, 1), x dx), que se denomina sistema de Dini.

Para cada función f , denotemos

Sn(f, x) =
n∑

k=0

ckjk(x), ck = ck(f) =
∫ 1

0
jk(y)f(y)y dy,

las sumas parciales de su serie de Fourier y

Kn(x, y) =
n∑

k=0

jk(x)jk(y),

a los núcleos. Observar que las Proposiciones 5.3 y 5.4 siguen siendo ciertas sin
más que cambiar αn por βn.

Vamos a estudiar, aprovechándonos de los resultados que ya conocemos sobre
series de Bessel, cuándo los operadores

Sn : Lp(V (x)px dx) −−−→ Lp(U(x)px dx)

son uniformemente acotados. Para ello, en primer lugar,

Lema 5.18
Sea α > −1. Para cada n ∈ N existe N = N(n) (cumpliéndose N(n2) ≥ N(n1)
cuando n2 ≥ n1 y N(n) −→∞ cuando n −→∞) tal que

∣∣∣KN(x, y)−Kn(x, y)
∣∣∣ ≤ C

x−1/2y−1/2

2− x− y
si α ≥ −1/2

y ∣∣∣KN(x, y)−Kn(x, y)
∣∣∣ ≤ C

xαyα

2− x− y
si α ≤ −1/2.

Demostración:
Simplemente un bosquejo. Para más detalles puede verse Benedek-Panzone [3]. Sea

Bn(x, y) = KN(x, y)−Kn(x, y).

En Watson [1, pág. 598 y § 18.31] se construye N a partir de n de tal modo que
para números Dn pertenecientes al intervalo (βn, βn+1) se verifica

(5.62) Bn(x, y) =
1

2πi

∫ Dn−i∞

Dn+i∞

2ωJα(xω)Jα(yω)

Jα(ω)[ωJ ′α(ω) + ρJα(ω)]
dω.



Sistemas de Bessel y Dini 131

Además, para ω ∈ (Dn − i∞, Dn + i∞), utilizando las fórmulas asintóticas (5.17)
y (5.18) generalizadas para ω ∈ C, y denotando η = Im(ω), se obtiene

|(xω)1/2Jα(xω)| ≤ C
(
1 + |xω|mı́n{α+1/2,0}

)
ex|η|,

|ω1/2Jα(ω)| ≥ Ce|η|.

Y empleando −Jα+1(ω) + Jα−1(ω) = 2J ′α(ω) y de nuevo las fórmulas asintóticas
resulta

|ω1/2J ′α(ω) + ρJα(ω)/ω1/2| ≥ Ce|η|.

Aplicando todas estas desigualdades a (5.62) se obtiene

(xy)1/2|Bn(x, y)|

≤ C
∫ ∞

−∞
e(x+y−2)|η|

(
1 + (xDn)mı́n{α+1/2,0}

) (
1 + (yDn)mı́n{α+1/2,0}

)
dη

≤ C1
xmı́n{α+1/2,0}ymı́n{α+1/2,0}

2− x− y
,

de donde se sigue el lema.

Y con esto,

Teorema 5.19
En las condiciones del Teorema 5.6 o del Teorema 5.11 también se verifica la
acotación uniforme

‖Sn(f, x)U(x)‖p,x dx ≤ C‖f(x)V (x)‖p,x dx.

Demostración:
Como

Sn(f, x) = SN(f, x)−
∫ 1

0
(KN(x, y)−Kn(x, y))f(y)y dy,

basta ver que el último sumando es acotado bajo las condiciones de los Teore-
mas 5.6 o 5.11 según corresponda. Pero, utilizando el lema anterior, sólo tenemos
que probar∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

x−p/2y−p/2

2− x− y
|f(y)|y dy

∣∣∣∣∣
p

U(x)px dx ≤ C
∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx si α ≥ −1/2

y ∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

xαyα

2− x− y
|f(y)|y dy

∣∣∣∣∣
p

U(x)px dx ≤ C
∫ 1

0
|f(x)V (x)|px dx si α ≤ −1/2.

Pero ambas acotaciones hemos visto ya que son ciertas pues la primera es la misma
que aparece en i = 6 del Teorema 5.6 y la segunda en i = 5 del Teorema 5.11.
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Y como consecuencia del teorema anterior, también son ciertos para series de
Dini los correspondientes corolarios análogos a los de series de Bessel.

Por último,

Teorema 5.20
Las condiciones necesarias que hemos obtenido para la acotación de series de Bessel
siguen siendo ciertas para series de Dini.

Demostración:
La única diferencia con las series de Bessel es que de la acotación del término S1

no se obtiene (5.54) para cada ε ∈ (0, 1) sino simplemente para algún ε ∈ (0, 1) (se
podría precisar ε conociendo el tamaño de β1 y de α1). Pero en todos los teoremas
en que se utiliza (5.54) sólo necesitamos que se cumpla para algún ε ∈ (0, 1).



CAPÍTULO VI

Series de Fourier de polinomios de
Hermite generalizados

Hasta ahora hemos tratado únicamente sobre la convergencia de diversos sis-
temas ortogonales respecto a medidas cuyo soporte es acotado. Pero existen dos
sistemas muy conocidos que no están en las condiciones anteriores: los polinomios
de Laguerre y de Hermite. Los polinomios de Laguerre son ortogonales respecto
del peso e−xxα, α > −1, en [0,∞) y los de Hermite ortogonales respecto de e−x2 en
(−∞,∞). Se denominan funciones de Laguerre o Hermite a los correspondientes
polinomios multiplicados por la raíz cuadrada del peso, resultando así dos sistemas
ortogonales respecto de la medida de Lebesgue en [0,∞) y en (−∞,∞).

Pollard [3] demostró que las series de Fourier de polinomios de Hermite y de
Laguerre sólo convergen en Lp(R, e−x2

) o Lp([0,∞), e−xxα) cuando p = 2. Más
adelante, Askey-Wainger [1] probaron que las series de Fourier de funciones de
Hermite convergen en Lp(R, dx) cuando 4/3 < p < 4, y que lo mismo ocurría
con las funciones de Laguerre si α ≥ 0. Esto se traduce en la acotación uniforme
de las sumas parciales de la serie de Fourier de polinomios como operadores en
Lp(R, e−x2p/2) para el primer caso y en Lp([0,∞), e−xp/2xαp/2) para el segundo.

Posteriormente, Muckenhoupt [2] demostró que, para ningún p ≤ 4/3 o p ≥
4 era posible encontrar un peso v(x) > 0 a.e. tal que las sumas parciales de
series de Fourier de polinomios de Hermite fuesen uniformemente acotadas como
operadores en Lp(R, v(x)). Análogamente para Laguerre incluso con α > −1. Vista
esta imposibilidad, el mismo Muckenhoupt [3] se dedica a estudiar la acotación
uniforme entre espacios de tipo Lp con pesos distintos, logrando así resultados que
aseguran la convergencia de ambas series en 1 < p <∞. En particular, generalizó
los resultados de Askey-Wainger a todo α > −1 en el caso de Laguerre.

Por último, para que pudiera haber acotación uniforme con un solo peso para
valores de p fuera del intervalo (4/3, 4), Poiani se dedica a estudiar lo que ocurre
no con la serie de Fourier sino con sus medias de Cesàro de orden 1.

Tanto para Laguerre como para Hermite, todas las demostraciones anteriores
a la de Poiani consistían en descomponer los núcleos de la serie de Fourier en
sumandos y, utilizando estimaciones de los polinomios ortogonales, estudiar la
acotación de los operadores que aparecen. Estas demostraciones son, ante todo,
bastante extensas y complicadas. Lo mismo ocurre con la demostración de Poiani
para las medias de Cesàro en el caso de Laguerre. Pero para Hermite, lo que hace es
aprovechar unas conocidas relaciones entre los polinomios de Laguerre y Hermite
para encontrar relaciones entre las medias de Cesàro de sus respectivas series de

133
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Fourier y así estudiar lo que ocurre en un caso como consecuencia sencilla de lo
que ocurre en el otro.

Existe otro sistema ortogonal cuyos polinomios también se pueden escribir en
función de los de Laguerre. Está constituido por los polinomios ortogonales respec-
to al peso |x|2µe−x2 en R, donde µ > −1/2, y se denominan polinomios de Hermite
generalizados. Si, tal como hicimos en el Capítulo I, denotamos {H(µ)

n (x)}∞n=0 a los
polinomios de Hermite generalizados con la caracterización de que su coeficiente
director sea 2n y {L(α)

n (x)}∞n=0 a los de Laguerre con coeficiente director (−1)n/n!,
la relación que hay entre ellos es

(6.1) H
(µ)
2m (x) = (−1)m22mm!L(µ−1/2)

m (x2),

(6.2) H
(µ)
2m+1(x) = (−1)m22m+1m!xL(µ+1/2)

m (x2).

Nuestro propósito en este capítulo es aprovechar estas relaciones para estudiar
la convergencia de las series de Hermite generalizadas utilizando para ello lo que
se conoce para series de Laguerre.

En primer lugar, la norma al cuadrado de estos polinomios tal como los hemos
tomado es ∫ ∞

0
L(α)

n (x)2e−xxα dx =
Γ(n+ α+ 1)

n!
y ∫ ∞

−∞
H(µ)

n (x)2e−x2|x|2µ dx = 22n
[
n

2

]
! Γ
([
n+ 1

2

]
+ µ+

1

2

)
,

donde [x] denota la parte entera de x (ver Capítulo I y Chihara [1, pág. 157]).
Por lo tanto sus núcleos respectivos podremos expresarlos como

(6.3) K(α)
n (x, y) =

n∑
k=0

k!

Γ(k + α+ 1)
L

(α)
k (x)L

(α)
k (y)

y

(6.4) D(µ)
n (x, y) =

n∑
k=0

1

22k[k/2]! Γ([(k + 1)/2] + µ+ 1/2)
H

(µ)
k (x)H

(µ)
k (y).

Con esto,

Lema 6.1
Se verifica

D
(µ)
2n (x, y) = K(µ−1/2)

n (x2, y2) + xyK
(µ+1/2)
n−1 (x2, y2),

D
(µ)
2n+1(x, y) = K(µ−1/2)

n (x2, y2) + xyK(µ+1/2)
n (x2, y2)

(con el convenio K(µ+1/2)
−1 (x2, y2) = 0).
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Demostración:
Veamos únicamente lo que ocurre con D

(µ)
2n (x, y), ya que el otro caso es análogo.

Por (6.4), (6.1) y (6.2) es claro que

D
(µ)
2n (x, y) =

n∑
k=0

((−1)k22kk!)2

24k[2k/2]! Γ([(2k + 1)/2] + µ+ 1/2)
L

(µ−1/2)
k (x2)L

(µ−1/2)
k (y2)

+
n−1∑
k=0

((−1)k22k+1k!)2

24k+2[(2k + 1)/2]! Γ([(2k + 2)/2] + µ+ 1/2)
xyL

(µ+1/2)
k (x2)L

(µ+1/2)
k (y2)

=
n∑

k=0

k!

Γ(k + µ+ 1/2)
L

(µ−1/2)
k (x2)L

(µ−1/2)
k (y2)

+
n−1∑
k=0

k!

Γ(k + µ+ 3/2)
xyL

(µ+1/2)
k (x2)L

(µ+1/2)
k (y2),

y empleando (6.3) se sigue la fórmula buscada.

Para que no haya lugar a confusión, a las sumas parciales de la serie de Fourier
las denotaremos S(α)

n (f, x) cuando estén tomadas respecto al sistema {L(α)
n (x)}∞n=0

y U (µ)
n (f, x) cuando lo estén respecto de {H(µ)

n (x)}∞n=0. Es decir,

(6.5) S(α)
n (f, x) =

∫ ∞

0
f(y)K(α)

n (x, y)e−yyα dy

y

(6.6) U (µ)
n (f, x) =

∫ ∞

−∞
f(y)D(µ)

n (x, y)e−y2|y|2µ dy.

Por otra parte, por ser el peso e−x2|x|2µ par, los polinomios de Hermite generali-
zados cumplen relación de simetría

(6.7) H(µ)
n (−x) = (−1)nH(µ)

n (x).

A continuación, vamos a exponer una serie de resultados ya conocidos que serán
los que utilizaremos más adelante en las demostraciones del presente capítulo.

Teorema 6.2
Para cada α > −1, las series de Fourier de polinomios de Laguerre S(α)

n (f, x) sólo
convergen en Lp([0,∞), e−xxα) cuando p = 2.

Demostración:
Ver Pollard [3].
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Teorema 6.3
Para cada α ≥ 0, se verifica

‖S(α)
n (f, x)e−x/2xα/2‖p ≤ C‖f(x)e−x/2xα/2‖p ⇐⇒ 4/3 < p < 4.

Y la acotación uniforme anterior es equivalente a que la serie de Fourier de fun-
ciones de Laguerre {L(α)

n (x)e−x/2xα/2}∞n=0, ortogonales en L2([0,∞), dx), converja
en Lp([0,∞), dx).

Demostración:
Ver (1.5) y (1.6) con r = 0 y Askey-Wainger [1].

Teorema 6.4
Sea p fijo satisfaciendo 1 ≤ p ≤ 4/3 o 4 ≤ p ≤ ∞, α > −1, ω(x) un peso en
(0,∞) y para cada f(x) tal que ‖f(x)ω(x)‖p < ∞, sea cn(f)L(α)

n (x) el n-ésimo
término de su serie de Laguerre. Si existe C independiente de f(x) cumpliendo
‖cn(f)L(α)

n (x)ω(x)‖p ≤ C‖f(x)ω(x)‖p ∀n ≥ C, entonces ω(x) = 0 a.e.

Demostración:
Ver Muckenhoupt [2].

Teorema 6.5
Sean p, α, ω(x), f(x) y cn(f) como en el teorema anterior. Si se verifica

ĺım
n→∞

‖cn(f)L(α)
n (x)ω(x)‖p = 0

∀f tal que ‖fω‖p <∞, entonces ω(x) = 0 a.e.

Demostración:
Ver Muckenhoupt [2].

En particular, es obvio que cualquiera de los dos resultados anteriores implica
que no es posible la convergencia en media de la serie de Fourier de polinomios de
Laguerre con α > −1, es decir que no es posible

ĺım
n→∞

‖(S(α)
n (f, x)− f(x))ω(x)‖p = 0,

fuera del intervalo (4/3, 4) para ningún peso ω(x) no nulo a.e.

Observación 6.6
Una vez establecida la imposibilidad de que ‖S(α)

n (f, x)ω(x)‖p ≤ C‖f(x)ω(x)‖p

cuando p /∈ (4/3, 4), Muckenhoupt [3] se plantea si es posible que eligiendo los
pesos u(x), v(x) adecuados se verifique

‖S(α)
n (f, x)u(x)‖p ≤ C‖f(x)v(x)‖p
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para algún p fuera de (4/3, 4).
Él mismo demuestra que si dos funciones u(x), v(x) no nulas a.e. verifican la
desigualdad anterior entonces existe una constante C tal que ∀t ≥ 1 se cumple

(6.8)
∫ t

1/t
|u(x)x−1/4−α/2ex/2|p dx ≤ Ctp/2

y

(6.9)
∫ t

1/t
|v(x)x1/4−α/2ex/2|−q dx ≤ Ctq/2.

Esto implica que la parte exponencial de u(x) y v(x) deba ser forzosamente e−x/2.
Entonces, si denotamos

ω(x; a, b) = e−x/2xα/2
(

x

1 + x

)a

(1 + x)b,

parece “natural” tomar u(x) y v(x) de la forma ω(x; a, b) y ω(x;A,B).
Por otra parte, sería deseable mantener u y v tan próximos como fuera posible.
Entonces, para que en los puntos frontera 4/3 y 4 pueda ser B = b, en este caso se
toma v(x) = ω(x; a, b)(1 + log+ |x|), donde log+ x = máx{log x, 0}, que está más
cerca de ω(x; a, b) que ω(x; a,B) con B > b.
Notar además que las condiciones (6.8) y (6.9) demuestran que el sistema
{L(α)

n (x)(e−xxα)(1−r)/2}∞n=0, ortogonal en L2([0,∞), e−rxxαr) tal como se veía en
(1.4) y ss., sólo puede ser base de Lp([0,∞), e−rxxαr) para algún p 6= 2 cuan-
do r = 0.

Teorema 6.7
Sea 1 < p <∞, α > −1, y los pesos

u(x) = e−x/2xα/2
(

x

1 + x

)a

(1 + x)b,

v(x) = e−x/2xα/2
(

x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β,

donde β = 1 si b = B y p = 4/3 o 4 y en otro caso β = 0. Para que las sumas
parciales de la serie de Fourier de polinomios de Laguerre S(α)

n (f, x) verifiquen

(6.10)
∫ ∞

0
|S(α)

n (f, x)u(x)|p dx ≤ C
∫ ∞

0
|f(x)v(x)|p dx

con C independiente de n y f , es condición suficiente que se cumpla

(6.11) a > −1/p+ máx{−α/2, 1/4}, A < 1− 1/p−máx{−α/2, 1/4}, A ≤ a,
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(6.12)

b < 3/4− 1/p, si 1 < p ≤ 4,

b ≤ 7/12− 1/(3p), si 4 < p <∞,

(6.13)

B ≥ −1/4− 1/(3p), si 1 < p < 4/3,

B > 1/4− 1/p, si 4/3 ≤ p <∞,

(6.14)


b ≤ B + 1/2− 2/(3p), si 1 < p < 4/3,

b ≤ B, si 4/3 ≤ p ≤ 4,

b ≤ B − 1/6 + 2/(3p), si 4 < p <∞,

exigiendo además que si en (6.14) se tiene la igualdad entonces esta no ocurre en
(6.12) o (6.13).
Además, si alguna de las desigualdades (6.11) a (6.14) no se verifica, con la ex-
cepción de las desigualdades estrictas para B en los casos en que p = 4/3 o 4 y
β = 1, entonces no se satisface la acotación uniforme (6.10). En los casos en que
β = 1 (b = B y p = 4/3 o 4), tampoco es cierto (6.10) si se hubiera tomado β = 0.

Demostración:
Ver Muckenhoupt [3, Teoremas 7 y 15].

En particular, este teorema extiende los resultados del Teorema 6.3 al caso
α > −1. Para α ≥ −1/2, se sigue manteniendo el intervalo de convergencia en
media 4/3 < p < 4. Y, cuando −1 < α ≤ −1/2, se obtiene que

‖S(α)
n (x)e−x/2xα/2‖p ≤ C‖f(x)e−x/2xα/2‖p ⇐⇒ 2

α+ 2
< p <

−2

α
.

Con todo esto, vamos a estudiar lo que ocurre con las series de polinomios de
Hermite generalizados.
Teorema 6.8
Sólo se verifica la acotación uniforme

(6.15)
∫ ∞

−∞
|U (µ)

n (f, x)|pe−x2|x|2µ dx ≤ C
∫ ∞

−∞
|f(x)|pe−x2|x|2µ dx

cuando p = 2.

Demostración:
Si se verificase (6.15), en particular también sería cierto para U (µ)

2n (f, x) y f par.
Pero, por el Lema 6.1 se tiene

U
(µ)
2n (f, x) =

∫ ∞

−∞
K(µ−1/2)

n (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy

+
∫ ∞

−∞
K

(µ+1/2)
n−1 (x2, y2)xyf(y)e−y2|y|2µ dy,
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y el segundo sumando se anula ya que f es par. Entonces, debería cumplirse

∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0
K(µ−1/2)

n (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy

∣∣∣∣p e−x2|x|2µ dx

≤ C
∫ ∞

0
|f(x)|pe−x2 |x|2µ dx.

Haciendo el cambio de variable x2 = t, y2 = z, la expresión anterior se transforma
en∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0
K(µ−1/2)

n (t, z)f(z1/2)e−zzµ−1/2 dz

∣∣∣∣p e−ttµ−1/2 dt

≤ C
∫ ∞

0
|f(t1/2)|pe−ttµ−1/2 dt,

que sólo es cierto cuando p = 2 por el Teorema 6.2.

Observación 6.9
Análogamente pueden demostrarse resultados del tipo de los Teoremas 6.3, 6.4
y 6.5, así como condiciones necesarias del tipo de (6.8) y (6.6). En particular, se
obtiene que no es posible una acotación uniforme del tipo∫ ∞

−∞
|U (µ)

n (f, x)|pω(x) dx ≤ C
∫ ∞

−∞
|f(x)|pω(x) dx

cuando p /∈ (4/3, 4) salvo si ω(x) = 0 a.e.; y también que el sistema {H(µ)
n (x)×

(e−x2|x|2µ)(1−r)/2}∞n=0, ortogonal en L2(R, e−rx2|x|2rµ), sólo puede ser base del es-
pacio Lp(R, e−rx2|x|2rµ) para algún p 6= 2 cuando r = 0.

Teorema 6.10
Sea 1 < p <∞, µ > 1/2 y los pesos

u(x) = e−x2/2|x|µ
(

|x|
1 + |x|

)r

(1 + |x|)s,

v(x) = e−x2/2|x|µ
(

|x|
1 + |x|

)R

(1 + |x|)S(1 + log+ |x|)β

donde β = 1 si s = S y p = 4/3 o 4 y en otro caso β = 0. Para que las sumas
parciales de la serie de Fourier de polinomios de Hermite generalizados U (µ)

n (f, x)
verifiquen

(6.16)
∫ ∞

−∞
|U (µ)

n (f, x)u(x)|p dx ≤ C
∫ ∞

−∞
|f(x)v(x)|p dx
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con C independiente de n y f , es condición suficiente que se cumpla

(6.17) r > −1/p+ máx{−µ, 0}, R < 1− 1/p−máx{−µ, 0}, R ≤ r,

(6.18)

s < 1− 1/p, si 1 < p ≤ 4,

s ≤ 2/3 + 1/(3p), si 4 < p <∞,

(6.19)

S ≥ −1 + 1/(3p), si 1 < p < 4/3,

S > −1/p, si 4/3 ≤ p <∞,

(6.20)


s ≤ S + 1− 4/(3p), si 1 < p < 4/3,

s ≤ S, si 4/3 ≤ p ≤ 4,

s ≤ S − 1/3 + 4/(3p), si 4 < p <∞,

exigiendo además que si en (6.20) se tiene la igualdad entonces ésta no ocurre en
(6.18) o (6.19).
Además, si alguna de las desigualdades (6.17) a (6.20) no se verifica, con la ex-
cepción de las desigualdades estrictas para S en los casos en que p = 4/3 o 4 y
β = 1, entonces no se satisface la acotación uniforme (6.16). En los casos en que
β = 1, tampoco es cierto (6.16) si se hubiera tomado β = 0.

Demostración:
Veamos en primer lugar que las desigualdades (6.17) a (6.20) son suficientes. Por
el Lema 6.1 se tiene

U
(µ)
2n (f, x) =

∫ ∞

−∞
K(µ−1/2)

n (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy

+
∫ ∞

−∞
K

(µ+1/2)
n−1 (x2, y2)xyf(y)e−y2|y|2µ dy

y

U
(µ)
2n+1(f, x) =

∫ ∞

−∞
K(µ−1/2)

n (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy

+
∫ ∞

−∞
K(µ+1/2)

n (x2, y2)xyf(y)e−y2|y|2µ dy.

Entonces, para demostrar

‖U (µ)
n (f, x)u(x)‖p ≤ C‖f(x)v(x)‖p
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basta con que probemos

(6.21)
∥∥∥∥(∫ ∞

−∞
K(µ−1/2)

n (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy
)
u(x)

∥∥∥∥
p
≤ C‖f(x)v(x)‖p

y

(6.22)
∥∥∥∥(∫ ∞

−∞
K(µ+1/2)

n (x2, y2)xyf(y)e−y2|y|2µ dy
)
u(x)

∥∥∥∥
p
≤ C‖f(x)v(x)‖p.

Además, por simetría, podemos estimar las dos normas de la izquierda únicamente
para x ∈ (0,∞).
Comencemos por (6.21). Por sencillez de notación supondremos β = 0 (cuando
β = 1 todo es análogo sin más que tener en cuenta que 1 + log+ |x|1/2 = 1 +
1
2
log+ |x| ∼ 1 + log+ |x| ∼ 1 + 2 log+ |x| = 1 + log+ |x|2).

Elevando a p y haciendo el cambio de variable x2 = t, y2 = z, la parte izquierda
de (6.21) es igual a

(6.23)

2−p−1
∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0

[
f(z1/2) + f(−z1/2)

]
K(µ−1/2)

n (t, z)e−zzµ−1/2 dz

∣∣∣∣p
× e−tp/2tµp/2−1/2

(
t1/2

1 + t1/2

)rp

(1 + t1/2)sp dt.

Pero es claro que

tµp/2−1/2

(
t1/2

1 + t1/2

)rp

(1 + t1/2)sp = t(µ/2−1/4)p
(

t

1 + t

)ap

(1 + t)bph(t)

donde
h(t) = trp/2−1/2+p/4−ap(1 + t)ap−bp(1 + t1/2)sp−rp.

Entonces, si tomamos

(6.24) a = r/2− 1/(2p) + 1/4 y b = s/2− 1/(2p) + 1/4

se tiene que h(t) ∼ cte. en (0,∞), y por tanto (6.23) se puede acotar, salvo
constante, por

(6.25)

∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0

[
f(z1/2) + f(−z1/2)

]
K(µ−1/2)

n (t, z)e−zzµ−1/2 dz

∣∣∣∣p
× e−tp/2t(µ/2−1/4)p

(
t

1 + t

)ap

(1 + t)bp dt.

Denotemos

(6.26) A = R/2− 1/(2p) + 1/4 y B = S/2− 1/(2p) + 1/4.
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Ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema 6.7 con α = µ − 1/2, a, b
como en (6.24) y A, B como en (6.26). Así se obtiene que las desgualdades (6.17)
a (6.20) son suficientes para que (6.25) esté acotado por

C
∫ ∞

0

∣∣∣f(t1/2) + f(−t1/2)
∣∣∣p e−tp/2t(µ/2−1/4)p

(
t

1 + t

)Ap

(1 + t)Bp dt.

Deshaciendo ahora el cambio de variable x2 = t, la expresión anterior queda

(6.27) 2C
∫ ∞

−∞
|f(x)|pe−px2/2|x|(µ−1/2)p

(
x2

1 + x2

)Ap

(1 + x2)Bp|x| dx.

Por otra parte, con A y B tal como los hemos tomado en (6.26) se tiene que

|x|(µ−1/2)p

(
x2

1 + x2

)Ap

(1 + x2)Bp|x| ∼ |x|µp

(
|x|

1 + |x|

)Rp

(1 + |x|)Sp en R

y por tanto (6.27) se acota, salvo constante, por

∫ ∞

−∞
|f(x)|pe−px2/2|x|µp

(
|x|

1 + |x|

)Rp

(1 + |x|)Sp dx,

tal como buscábamos en (6.21).
El desarrollo para llegar a (6.22) es similar pero con α = µ+1/2, y usando la función
[f(z1/2) + f(−z1/2)]/z1/2 en lugar de [f(z1/2) + f(−z1/2)]. La única diferencia por
reseñar es que en este caso las desigualdades de (6.11) se traducen no en (6.17)
sino en

r > −1/p, R < 1− 1/p, R ≤ r,

que no aportan ninguna condición nueva pues son menos exigentes que las de
(6.17).
Por último, simplemente decir que el estudio de las condiciones necesarias es similar
al realizado en el Teorema 6.8.

En particular, el teorema anterior incluso generaliza el resultado de Mucken-
houpt [3] para polinomios de Hermite (µ = 0), ya que allí sólo se estudia el caso
r = R = 0.

Corolario 6.11
El sistema {H(µ)

n (x)e−x2/2|x|µ}∞n=0, ortogonal en L2(R, dx), es base de Lp(R, dx) si
y sólo si p ∈ (4/3, 4) cuando µ ≥ −1/4, y si y sólo si 1/(1 + µ) < p < 1/(−µ)
cuando −1/2 < µ ≤ −1/4.

Demostración:
Tomar r = s = R = S = β = 0 en el teorema anterior.
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A la vista de que no es posible encontrar una acotación como la de (6.10) con
u = v 6= 0 a.e. Para valores de p fuera del intervalo (4/3, 4), Poiani [1] se plantea
si esto es posible no para la serie de Fourier, sino para sus medias de Cesàro de
orden 1. Entonces, apoyándonos en el trabajo de Poiani, vamos a ver lo que ocurre
para las series de polinomios de Hermite generalizados.

Denotaremos

σ(α)
n (f, x) =

1

n

n−1∑
k=0

S
(α)
k (f, x)

a las medias de Cesàro de orden 1 de la serie de Fourier respecto al sistema
{L(α)

n (x)}∞n=0 y denotaremos

τ (µ)
n (f, x) =

1

n

n−1∑
k=0

U
(µ)
k (f, x)

a las relativas al sistema {H(µ)
n (x)}∞n=0. Entonces,

σ(α)
n (f, x) =

∫ ∞

0
f(y)K

(α)
n,1 (x, y)e−yyα dy

y
τ (µ)
n (f, x) =

∫ ∞

−∞
f(y)D

(µ)
n,1(x, y)e

−y2|y|2µ dy,

donde

(6.28) K
(α)
n,1 (x, y) =

1

n

n−1∑
k=0

K
(α)
k (x, y)

y

(6.29) D
(µ)
n,1(x, y) =

1

n

n−1∑
k=0

D
(µ)
k (x, y).

Lo primero que tenemos que hacer es encontrar una fórmula que relacione
K

(α)
n,1 (x, y) y D(µ)

n,1(x, y), los núcleos de las medias de Cesàro de orden 1 respecto de
los dos sistemas. Veámoslo a continuación:

Lema 6.12
Se verifica

D
(µ)
2n,1(x, y) = K

(µ−1/2)
n,1 (x2, y2) +

n− 1

n

xy

2
K

(µ+1/2)
n−1,1 (x2, y2) +

xy

2
K

(µ+1/2)
n,1 (x2, y2),

D
(µ)
2n+1,1(x, y) =

2n

2n+ 1
xyK

(µ+1/2)
n,1 (x2, y2) +

n+ 1

2n+ 1
K

(µ−1/2)
n+1,1 (x2, y2)

+
n

2n+ 1
K

(µ−1/2)
n,1 (x2, y2)

(con el convenio K(µ+1/2)
−1,1 (x2, y2) = 0).
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Demostración:
Utilizando (6.29) y el Lema 6.1 se tiene

D
(µ)
2n,1(x, y) =

1

2n

2n−1∑
k=0

D
(µ)
k (x, y) =

1

2n

n−1∑
m=0

D
(µ)
2m(x, y) +

1

2n

n−1∑
m=0

D
(µ+1)
2m (x, y)

=
1

2n

n−1∑
m=0

K(µ−1/2)
m (x2, y2) +

xy

2n

n−1∑
m=0

K
(µ+1/2)
m−1 (x2, y2)

+
1

2n

n−1∑
m=0

K(µ−1/2)
m (x2, y2) +

xy

2n

n−1∑
m=0

K(µ+1/2)
m (x2, y2),

y utilizando (6.28) obtenemos la expresión buscada paraD(µ)
2n,1(x, y). El tratamiento

para D(µ)
2n+1,1(x, y) es similar.

Teorema 6.13
Sea 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1 y el peso

u(x) = e−x/2xα/2
(

x

1 + x

)a

(1 + x)b.

Supongamos que se verifican las condiciones

(6.30) −1/p−mı́n{α/2, 1/4} < a < 1− 1/p+ mı́n{α/2, 1/4},

(6.31)

b ≤ −1/p+ 7/4, si 1 ≤ p ≤ 4,

b ≤ −1/(3p) + 19/12, si 4 < p ≤ ∞,

(6.32)

b ≥ −1/(3p)− 5/4, si 1 ≤ p < 4/3,

b ≥ −1/p− 3/4, si 4/3 ≤ p ≤ ∞,

(6.33)

a+ b ≤ −2/p+ 5/2, si 1 ≤ p ≤ 4,

a+ b ≤ −4/(3p) + 7/3, si 4 < p ≤ ∞,

(6.34)

a+ b ≥ −4/(3p)− 1, si 1 ≤ p < 4/3,

a+ b ≥ −2/p− 1/2, si 4/3 ≤ p ≤ ∞,

exigiendo además
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• La igualdad no puede ocurrir en las primeras partes de (6.31) y (6.33) si p = 4
o a = 3/4− 1/p, a menos que p = 1.
• La igualdad no puede ocurrir en las segundas partes de (6.32) y (6.34) si p = 4/3
o a = 1/4− 1/p, a menos que p = ∞.
Entonces, existe una constante C independiente de n y f tal que

‖σ(α)
n (f, x)u(x)‖p ≤ C‖f(x)u(x)‖p,

donde ‖ ‖p denota la norma usual (sin peso) en (0,∞).

Demostración:
Ver Poiani [1, Teorema 1].

Apoyándonos en este resultado obtenemos el siguiente:
Teorema 6.14
Sea 1 ≤ p ≤ ∞, µ > 1/2 y el peso

u(x) = e−x2/2|x|µ
(

|x|
1 + |x|

)r

(1 + |x|)s.

Supongamos que se verifica

(6.35) −1/p−mı́n{µ, 1} < r < 1− 1/p+ mı́n{µ, 1},

(6.36)

s ≤ −1/p+ 3, si 1 ≤ p ≤ 4,

s ≤ 1/(3p) + 8/3, si 4 < p ≤ ∞,

(6.37)

s ≥ 1/(3p)− 3, si 1 ≤ p < 4/3,

s ≥ −1/p− 2, si 4/3 ≤ p ≤ ∞

(6.38)

r + s ≤ −2/p+ 4, si 1 ≤ p ≤ 4,

r + s ≤ −2/(3p) + 11/3, si 4 < p ≤ ∞,

(6.39)

r + s ≥ −2/(3p)− 3, si 1 ≤ p < 4/3,

r + s ≥ −2/p− 2, si 4/3 ≤ p ≤ ∞,

exigiendo además
• La igualdad no puede ocurrir en las primeras partes de (6.36) y (6.38) si p = 4
o r = 1− 1/p, a menos que p = 1.
• La igualdad no puede ocurrir en las segundas partes de (6.37) y (6.39) si p = 4/3
o r = −1/p, a menos que p = ∞.
En estas condiciones existe una constante C independiente de n y f tal que

(6.40) ‖τ (α)
n (f, x)u(x)‖p ≤ C‖f(x)u(x)‖p,

donde ‖ ‖p denota la norma usual (sin peso) en R.
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Demostración:
De acuerdo con el Lema 6.12, para que se verifique (6.40) basta con∥∥∥∥(∫ ∞

−∞
K

(µ−1/2)
n,1 (x2, y2)f(y)e−y2|y|2µ dy

)
u(x)

∥∥∥∥
p
≤ C‖f(x)u(x)‖p

y ∥∥∥∥(∫ ∞

−∞
K

(µ+1/2)
n,1 (x2, y2)xyf(y)e−y2|y|2µ dy

)
u(x)

∥∥∥∥
p
≤ C‖f(x)u(x)‖p.

La demostración se continúa apoyándonos en el teorema anterior de manera aná-
loga a como se hizo en el Teorema 6.10 al usar el Teorema 6.7. La relación que
aparece entre a, b, r, s es a = 1/4− 1/(2p) + r/2 y b = 1/4− 1/(2p) + s/2.

Observación 6.15
Tal como veíamos en el Capítulo I, para que la acotación uniforme de las sumas
parciales de la serie de Fourier se traduzca en convergencia, se necesitaba la com-
pletitud del sistema ortogonal. Un sistema de polinomios ortogonales siempre es
completo cuando el soporte de la medida es compacto, sin más que utilizar el teo-
rema de Weierstrass. En este capítulo hemos utilizado medidas cuyo soporte es
[0,∞) o R, luego necesitamos un resultado que nos asegure la completitud. Pero
Kolmogorov-Fomín [1, pág. 475], demuestran que si una función medible q(x) es
diferente de 0 en casi todo punto de un intervalo (a, b), donde −∞ ≤ a < b ≤ ∞,
y satisface la condición |q(x)| ≤ Ce−δ|x| para algún δ > 0, entonces el sistema de
funciones xnq(x), n = 0, 1, 2, . . . es completo en L2(a, b). Utilizando además que
L2(a, b)∩Lp(a, b) es denso en Lp(a, b) para cualquier p ∈ [1,∞), esto soluciona to-
dos nuestros problemas de completitud, y los resultados que hemos obtenido sobre
acotación uniforme se traducen en resultados sobre convergencia en media.
Nótese que la acotación uniforme del teorema anterior únicamente se transforma
en convergencia de τ (α)

n (f, x)u(x) a f(x)u(x) en Lp(R, dx) cuando p <∞.
Por otra parte, Poiani [1, Teorema 4] también demuestra condiciones necesarias del
tipo de (6.8) y (6.9) para las medias de Cesàro respecto al sistema {L(α)

n (x)}∞n=0,
que se traducen a otras respecto al nuevo sistema {H(µ)

n (x)}∞n=0 del mismo modo
que hemos hecho hasta ahora. En particular, estas condiciones demuestran que la
convergencia de τ (α)

n (f, x) a f(x) en Lp(e−x2|x|2µ) sólo se verifica para p = 2; y lo
análogo ocurre en lo referente al sistema {H(µ)

n (x)(e−x2|x|2µ)(1−r)/2}∞n=0 con r 6= 0.
Por último, simplemente citar que Poiani también estudia la necesidad de las
condiciones (6.30) a (6.34) del Teorema 6.13, aunque comete un pequeño error al
estudiar el caso p = 1 y a = α/2 y el caso p = ∞ y a = −α/2. En el primer caso no
es necesaria la desigualdad a < 1− 1/p+ α/2 y en el segundo no es necesario que
a > −1/p−α/2. En realidad lo que ocurre es que cuando en cualquiera de las dos
condiciones anteriores se da la igualdad, entonces existe acotación uniforme (de lo
contrarío, estaríamos en contradicción con diversos resultados de Markett [1]). Con
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estas precisiones, todas las condiciones necesarias del Teorema 6.13 se traducen en
condiciones necesarias para el Teorema 6.14 procediendo como en el Teorema 6.8.
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