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LA DIALECTICA DEL CALCULO INFINITESIMAL

LUIS ESPANOL GONZALEZ
Universidad de La Rioja

«lt is my belief that in the next decade and in the next century the technical advances
forged by category theorists will be of value to dialectical philosophy, lending precise
form with disputable mathematical models to ancient philosophical distinctions such as
general vs. particular, objective vs. subjective, being vs. becoming, space vs. quantity,
equality vs. difference, quantitative vs. qualitative etc. In turn the explicit attention by
mathematicians to such philosophical questions is necessary to achieve the goal of mak-
ing mathematics (and hence other sciences) more widely learnable and useable. Of
course this will require that philosophers learn mathematics and that mathematicians
learn philosophy».

[LAWVERE, 1992, p. 16]

RESUMEN ABSTRACT

En el dltimo tercio del siglo XX se ha In the last third part of 20th century
desarrollado una teoria formal del cilculo formal theory of the infinitesimal cal-
infinitesimal cuyos modelos son categorias  cylys has been developed, the models of
de conjuntos variables con légica intuicio-  yhich are categories of variable sets with
nista. En este trabajo se exponen las ideas 4y intyitionistic logic. In this work the
basicas de esta teoria y sus modelosa finde  pysic ideas of this theory and its models
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pensamiento dialéctico sobre el continno  onnection with several cases of
geometrico. dialectical ~ thinking  about  the
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Este texto fue escrito en 1998, después de una conferencia sobre el
A s tema pronunciada en 1996. Ambas acciones fueron realizadas a ins-
tancias de Mariano Hormigén, como contribucién al tema Ciencia e
Ideologia que tanto guié su reflexién y su produccién histérica. Ha per-
manecido inédito desde entonces y ahora aparece sin modificaciones ni
actualizacion bibliografica. Es un honor que LLULL me haya permiti-
do rescatarlo como homenaje péstumo a quien fue su Director durante
mis de dos décadas.

I. Introduccién

La axiomatica para el cilculo infinitesimal elaborada por EW. Lawvere en
1967 surge de una reflexién sobre los infinitesimales, alineada con el materia-
lismo dialéctico, que adquiere expresién matematica a través de la teorfa de
categorias fundada por Eilemberg y Mac Lane en 1945. Esta forma dialéctica
del cilculo infinitesimal ha tenido un veloz desarrollo en las décadas de los
setenta y ochenta entre un reducido nimero de especialistas, aunque hoy pre-
senta escasa actividad. La teoria se conoce como geometria diferencial sintética
[KOCK, 1981; LAVENDHOMME, 1987] por su condicién de teoria formali-
zada de conceptos de la geometria diferencial, aunque también se ha escrito
sobre ella bajo otros titulos [MOERDIJK & REYES, 1991]. Precisamente
Kock y Reyes, junto con Wraith, iniciaron en los primeros afios setenta el desa-
rrollo matemiético de las ideas contenidas en las conferencias pioneras de
Lawvere, cuyo objetivo era ofrecer una alternativa fundacional a la dindmica
que permitiera, entre otras cosas, manipular en un mismo contexto el espacio
como lugar de puntos y como lugar de trayectorias, para lo cual la teoria de las
variedades abstractas debia abarcar también a las de dimensién infinita.

El hecho crucial de la teoria es que su axioma bésico, a pesar de su eviden-
te soporte en la intuicién del continuo, es inconsistente con la I6gica clasica, pero
la consistencia aparece si la légica se hace mis general eliminando el tercio exclu-
so. Los modelos de esta teoria formal son topos [[OHNSTONE, 1977], un tipo
de categorifas —entre ellas la categoria de los conjuntos como ejemplo basico—
en las que se puede interpretar la l6gica formal intuicionista’, por lo que pueden
verse como universos de conjuntos variables muy ricos en propiedades y aplica-
ciones [BUNGE, 1984]. Hay modelos algebraicos sencillos del axioma bisico,
pero los adecuados a los fines de la teorfa son ciertos topos en los que se puede
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identificar como subcategoria a la categoria de las variedades diferenciables

[DUBUC, 1979; MOERDIJK & REYES, 19917

En la Seccién 5 se exponen las ideas basicas de la derivacion sintética y de
sus modelos. Como los modelos son topos, la Seccién 4 contiene lo necesario
para una minima comprensién de este tipo de categorias y la 16gica que les
acompaiia, una vez que la Seccién 3 ha introducido las categoria como base para
un enfoque dialéctico de las matemiticas. El trabajo se inicia en la Seccién 1,
dedicada a observaciones sobre matemiticas e ideologia que sirven de marco
general, mientras que la Seccién 2 da un repaso a la historia del célculo infini-
tesimal cldsico vista como una evolucién hasta el anilisis no estindar de
Robinson, que es un elemento necesario de referencia y contraste respecto a la
derivacién sintética de Lawvere. La Seccidn 6 rastrea en la historia de las mate-
miticas propuestas de tipo dialéctico que no pasaron al dmbito de la ciencia
normal y que significan brotes del mismo tipo de ideologia matematica que
subyace ala formulacién de Lawvere. En la Seccién 7 se da un repaso a la visién
dialéctica del proceso de derivacién que dio Marx sin recurrir al uso de limites
ni infinitesimales, y su relacién con la derivacién sintética. La dltima seccién es
un epilogo que mids parece un texto de introduccién, pero quizis se entiende
mejor al final, como pasa con casi todos los resimenes introductorios.

II. Matemaiticas e Ideologia

El desarrollo de la ciencia puede verse como el resultado de una compleja
alianza entre principes y sabios en la que los portadores del conocimiento cien-
tifico, integrados hoy en comunidades cientificas, viven en mejor o peor armo-
nia, dentro de su inevitable vinculo social, con el poder politico, organizado
también en nuestro tiempo de modo complejo. Por eso, cuando se habla de
ciencia e ideologfa, enseguida vienen a la mente los conflictos politicos del
poder establecido frente a la ciencia critica o los problemas morales en torno los
usos ilicitos de la ciencia. La ideologia, entendida como acervo de ideas gene-
rales que caracterizan la accién y la experiencia de los individuos o comunida-
des, no sélo tiene sentido asociada a la actividad politica, sino que también es el
substrato del pensamiento abstracto aun en dmbitos de conocimiento no vin-
culados directamente con la praxis social. Si consideramos la matematica como
uno de estos ambitos, la ideologia puede entenderse como el conjunto de ideas
generales que orientan la prictica matemitica, lo que algunas veces podra llegar
a calificarse como la filosofia de los matemiticos.
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La historia de las matematicas presenta numerosos ejemplos de sintesis de
ideas filos6ficas y matematicas que abordan aspectos cruciales o fundamentales
y producen nuevos conceptos fructiferos. Desde que la especializacién separé a
tilésofos y cientificos, y dado que las innovaciones matemiticas llegan con cier-
to retraso al mundo culto no especialista, los filésofos han actuado frecuente-
mente sobre la matematica aprendida en libros de amplia difusién y no sobre la
matemdtica mds avanzada del momento, lo que les ha valido posteriores desca-
lificaciones cuando su obra ha sido sometida a critica por los que ya pudieron
conocer los nuevos progresos consolidados. En lo que respecta al tema de este
trabajo, cabe recordar que la interpretacién de los infinitésimos como ficciones
realizada por Waihinger —iniciada en 1877 y sostenida en ambientes filoséficos
hasta bien entrado el siglo actual— fue criticada por Rey Pastor [1944] repro-
chando al filésofo del como si que partiera de conocimientos matemiticos ele-
mentales anclados a principios del XIX; o traer a colacién que J. de Lorenzo
[1984] destaca también que Marx basa su critica a los fundamentos del cilculo
infinitesimal, realizada entre 1860 y su fallecimiento en 1883, en estudios previos
que sélo llegaron hasta Lagrange®. Pasando por alto la explicita sintesis filoséfica
y cientifica de Wronski [PHILI, 1996], otros matematicos del siglo XIX, como
Grassmann o Caritor, han acompaiiado su prictica matemdtica con profundas
reflexiones filoséficas que no han sido plenamente comprendidas por sus cole-
gas contemporaneos o bien la riqueza potencial de sus ideas ha quedado canali-
zada y reducida en parte cuando sus continuadores han compilado y

desarrollado su obra [LAWVERE, 1994 y 1996b].

Un ejemplo especialmente pertinente ahora es la formulacién por
Riemann del concepto de variedad en su famosa habilitacién de 1854
[RIEMANN, 1979], que tiene carécter filoséfico y significa una alternativaa la
concepcién kantiana del espacio [NOVAK, 1989]. Riemann pretende en su dis-
curso construir el concepto general de magnitud miiltiplemente extensa partien-
do de conceptos generales de magnitud, para después determinar el espacio real,
entre las magnitudes triplemente extensas, mediante sus propiedades sacadas de
la experiencia. De este modo, la geometria euclidea aparece como una hipéte-
sis bastante probable pero que debe investigarse, al igual que enjuiciar si estd
permitido extenderla mds alld de los limites de la observacién, tanto hacia la
parte de magnitudes inconmensurables por grandes, como hacia la parte de las
inconmensurables por pequerias. Las explicaciones de Riemann se centran en
aquellas magnitudes multiplemente extensas en las que las determinaciones de
lugar pueden reducirse a un nimero finito de determinaciones cuantitativas o
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medidas, pero no deja de afirmar que hay casos que exigen no un niimero fini-
to, sino o una serie infinita, o una variedad continua de ellas. Las limitaciones
que presenta la teoria de las variedades diferenciales de dimensién finita, paten-
tes como luego veremos en su disefio conceptual y en sus aplicaciones fisicas,
ponen de manifiesto que ha habido un desarrollo matematico sélo parcial de las
ideas generales del discurso de Riemann.

Los conceptos tedricos que surgen de la reflexién filoséfica sobre proble-
mas matemaiticos aparecen expresados en un lenguaje no exento de la polisemia
propia del lenguaje natural y su potencialidad queda reducida en parte al cris-
talizarlos en la estructura mas rigida del lenguaje simbélico matemadtico. Parece
suceder asi porque una teoria o 16gica dnica no es capaz de abarcar todas las
posibilidades abstractas que la realidad material o conceptual va sugiriendo al
pensamiento, que pueden ser recogidas en diferentes modelos matemadticos
simultdneos y no contradictorios.

Otro asunto que surge en la reflexién sobre las relaciones entre la ciencia,
en este caso las matemiticas, y la ideologfa es la interaccién entre las preferen-
cias temdticas y los planteamientos de los problemas por un lado y las ideas
generales de los cientificos por otro. Demidov [1996] ha observado que ésta es
una de la cuestiones importantes mis complicadas que existen en la historia de
las matematicas y, como esquema para discutir las diferencias ideoldgicas entre
las escuelas matematicas de San Petesburgo y Mosci, plantea que cada mate-
mitico posee, en mayor o menor medida, sobre el nivel de los saberes y méto-
dos matemaiticos que domina, otros dos niveles generales: una ideologia mate-
miatica (IM) que se refiere al objeto y al sentido de su practica matematica y una
ideologia general (IG) que expresa su visién del mundo.

En este trabajo ocupan un lugar central las innovaciones teéricas formula-
das por EW. Lawvere entre 1964 y 1970 en un proceso de accién y experiencia
en el que la prictica matemitica presentaba una correlacién decisiva con los
niveles generales ideolégicos antes mencionados. Meloni [1985] ha recogido e
interpretado la conexién entre la investigacién conceptual de Lawvere, basada
en la capacidad fundacional de la teoria de categorias [MAC LANE, 1988], y la
visién de la ciencia de los fundadores del materialismo dialéctico, pero enten-
diendo éste no como un repertorio doctrinal que debe ser aplicado, sino como
un instrumento para indagar y avanzar en las cuestiones que la propia prictica
matemitica plantea en sus relaciones con otras ciencias y con la filosofia.
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Los casos analizados por Demidov se refieren a dos grupos localizados en
sendas ciudades rusas, pero la comunidad de matematicos que se alist6 en la
teoria de categorias —que Lawvere [1992] estima en torno a los doscientos
investigadores entre 1965 y 1990— era internacional y dispersa, aunque ha
mantenido su cohesién gracias a las multiples facilidades para la comunicacién
cientifica que han existido en Occidente en la segunda mitad del siglo. Es sub-
yugante, y parece cierto en alguna medida, suponer en los primeros momentos
de la corriente que siguié las propuestas iniciales de Lawvere —afios sesenta y
primeros setenta, los de la revuelta universitaria en Occidente— la existencia de
conexiones explicitas o implicitas entre la eleccién personal de una prictica
matemitica impregnada de materialismo dialéctico y la sintonia con esta filo-
soffa marxista en los niveles ideolégicos generales antes mencionados. Pero
dilucidar esta interesante cuestién debe quedar para las memorias de los prota-
gonistas principales, todavia investigadores en activo, y para estudios histéricos
futuros que dispongan de documentacién y perspectiva.

Lo que si procede es describir algunos aspectos basicos del pensamiento
dialéctico acerca de las cantidades infinitesimales, de sus precedentes hist6ri-
cos y de su reciente incorporacién a la matemdtica axiomatica, aunque este
pensamiento dialéctico haya permanecido siempre al margen de la ciencia nor-
mal. A manera de referencia y contraste es oportuno trazar primero el camino
seguido por el cilculo infinitesimal cldsico hasta su formulacién no estindar
hace tres décadas.

11I1. La Metafisica del Calculo Infinitesimal

Un afio antes de la conferencia de Lawvere en Chicago, pértico de la geo-
metria diferencial sintética, habfa aparecido el libro Non-standard analysis de
A. Robinson [1966], en el que su autor recopilaba investigaciones realizadas
durante los cinco afios previos sobre el desarrollo del calculo diferencial e inte-
gral utilizando nimeros infinitamente pequefios (infinitesimales o infinitési-
mos) e infinitamente grandes (infinitos). Baste aqui decir que Robinson sumer-
ge R (el conjunto de los reales cldsicos o estdndar) en un cuerpo ordenado *R
(reales) no arquimediano, de modo que en esta extensién, pero fuera de R
excepto 0, hay nimeros reales cuyo valor absoluto es menor o igual que todos
los reales clasicos positivos; los inversos de estos infinitésimos son niimeros
reales infinitos porque ninglin nimero real estindar es mayor o igual que el
valor absoluto de uno de aquéllos. Hay pues nimeros reales no estindar



LLULL, 27 LA DIALECTICA DEL CALCULO INFINITESIMAL 363

finitos, infinitamente grandes e infinitamente pequefios. Se produce también
una ampliacién *N del conjunto N de los nimeros naturales, existiendo anilo-
gamente niimeros naturales infinitos no estindar. Si un nimero real es finito, es
decir menor o igual en valor absoluto que un niimero real clasico, entonces hay
un tinico nimero real clisico infinitamente préximo a él —lo que significa que
su diferencia es infinitesimal— que se conoce como su parte estdndar.

Utilizando este sistema ampliado de nimeros reales se caracterizan los
limites de las funciones reales clisicas extendiendo éstas a *R y recurriendo a
las anteriores relaciones infinitesimales como alternativa, de modo que puede
edificarse el cilculo clisico sin mencionar la tradicional nocién de limite. La
derivada cldsica

fGxrd)-f(x)
d

f(x)=1lim
40
aparece ahora como la parte estandar

fx+d)— f(x)

. d

de un cociente incremental formalmente anilogo, que ahora es un nimero real
finito pero no clisico, porque d es un infinitésimo. Analogamente, la integral se
introduce como la parte estindar del nimero real finito que es una suma
extendida hasta un nimero natural infinito.

f(x)=est

El nuevo cilculo se desarrolla sin trabas sobre estas bases, pero hay un
metateorema, el principio de transferencia, que asegura que todo teorema alcan-
zado con este método se puede obtener de modo clisico, asi que lo que
Robinson ha creado es una nueva visién conceptual y un nuevo método para
una teoria preexistente, lo que de hecho da lugar a tomas de postura sobre las
ventajas que pueda ofrecer uno u otro para la investigacion, la ensefianza y las
aplicaciones; pero mds interesantes en este momento son las interpretaciones
histéricas y filoséficas que suscita el anélisis de Robinson [DAUBEN, 1988].

El dltimo capitulo del libro de Robinson es una revisién de la historia de
los fundamentos del cilculo infinitesimal orientada a poner de manifiesto que
los infinitésimos han estado en la base intuitiva y creativa del cilculo incluso en
Cauchy, pero que el rigor de fin de siglo los ha expulsado del anilisis por con-
siderarlos incompatibles con las exigencias de la l6gica; juicio que Robinson
invalida, precisamente, recuperindolos con pleno rigor gracias a los métodos
elaborados por la 16gica matematica en la primera mitad del presente siglo.
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Aunque Robinson comienza su revisién histérica en Leibniz, puede
tomarse a Fermat como primer ejemplo del uso contradictorio de los infinite-
simales en el incipiente anilisis. La evidencia geométrica lleva a los precurso-
res del cilculo a constatar la existencia de un valor numérico concreto para la
razén incremental (1/d)[f{x+d)—f(x)] con independencia de la variacién infini-
tesimal d. Para efectuar los cilculos, estos matematicos pioneros operan con
los infinitesimales como si fueran magnitudes ordinarias, permitiendo realizar
con ellos las operaciones bésicas de la aritmética, de modo que es posible, por
ejemplo, la divisién por d (aspecto de infinitesimal inversible); pero a la vez la
naturaleza infinitesimal del incremento les permite, cuando conviene, hacer
d=0 o bien d?=0 (aspecto de infinitesimal idempotente). Con este doble uso
surge la contradiccién cldsica entendida como contrasentido, pues las reglas de
las operaciones aritméticas, junto con las de la l6gica, hacen incompatible que
un nimero sea inversible y a la vez nulo o idempotente, salvo en la hipétesis
0=1 que es inoperante.

Robinson advierte que la historia de los infinitesimales no puede com-
prenderse del todo sin considerar sus aspectos filoséficos, no en vano el asun-
to llena pricticamente la filosofia de las matematicas de los dltimos siglos. El
titulo dado a este apartado es el que Robinson [1967] asigné a una ponencia
congresual en la que expuso las ideas del dltimo capitulo de su libro y es claro
que dicho titulo, al utilizar el término metafisica, nos recuerda alusiones anélo-
gas de Carnot y D’Alembert en torno a la ontologia de los infinitesimales*, pues
desde la reformulacién de la matematica y la fisica en el siglo XVII hay un
intento de reducir las explicaciones mecénicas y las teorias matematicas a unos
principios unicos de tipo platénico que descubren una supuesta realidad ideal
separada de las realidades concretas.

Una de las cuestiones filoséficas que subyacen es el problema del infinito,
pues las cantidades infinitésimas e infinitas aparecen como formas del infinito
actual y, como tales, son rechazables desde algunos postulados filoséficos; ésta
serfa la posicién ideolégica de los defensores de la nocién de limite, cantidad
variable concebible en términos de infinito potencial, desde Newton a
D’Alembert y Cauchy. Pero el triunfo definitivo de los limites a finales del siglo
XIX no significa el reconocimiento exclusivo del infinito potencial, cuestién
mis bien propia de la reaccién constructivista, sino el uso de los limites como
técnica de trabajo con el infinito actual del paraiso de Cantor, presente en la
construccidn de los niimeros irracionales. Por el contrario, la visién de Leibniz
parece alineada con el infinito actual pero, al considerar los infinitesimales
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como ficciones ttiles —aspecto desarrollado por Waihinger—, se aproxima al
punto de vista formal que hoy impera desde Hilbert. En cuanto que introduci-
dos axiométicamente, los infinitésimos son objetos del pensamiento abstracto
utiles para desarrollar procedimientos deductivos, al igual que en el siglo XVIII
fueron intuiciones ttiles para resolver problemas pricticos pese a tener enton-
ces un fundamento confuso. En esto no se distinguen de los reales clasicos, que
también se pueden dar mediante axiomas; tampoco hay diferencias esenciales
en su construccién efectiva a partir de los racionales, pues un primer proceso
infinito lleva a los reales cldsicos y un segundo a los reales no estindar, asi que
ambos quedan también equiparados en naturaleza. Robinson aporta una nueva
extensidn transfinita que presenta dos ventajas: reincorpora algunos aspectos
intuitivos y facilita las demostraciones, aun a costa de algin trabajo adicional
con la légica. Pero tiene en su contra la tradicién, que ha impuesto con rigor el
método de los limites y mantiene a la 16gica en la marca fronteriza de los fun-
damentos de las matemiticas. Asi las cosas, la prictica matemdtica del célculo
se encomienda a los limites y su estatus metafisico queda garantizado por la
l6gica clisica y la teorfa de conjuntos cantoriana.

La obra de Robinson se mantiene aparentemente en el paraiso de Cantor-
Hilbert, entendido como solar metafisico sobre el que se edifican las matema-
ticas platénicas, pero en Robinson hay algo mas. Por una parte, su formulacién
prospera gracias a que la 16gica se incorpora en cierto modo a la praxis mate-
mitica cuando parecia estar relegada a la discusién sobre cuestiones de funda-
mentos. Por otra, Robinson es consciente de que la teoria de conjuntos sobre
la que se asienta la matemadtica actual es tan sélo una de las posibles opciones
para resolver los problemas fundacionales, pero no la Ginica, pues los avances de
la axiomdtica, particularmente la independencia de la hipétesis del continuo
probada por Cohen [1963], asi lo han puesto de manifiesto [DAUBEN, 1988].
Por eso augura un futuro abierto a nuevas posibilidades:

«At the moment Cantor’s point of view is that held by the majority of mathemati-
cians. But perhaps our historical review suggests that just as the Calculus of infinitesi-
mals, which was triumphant in the middle of the eighteenth century was still put on
completely different foundations within the next one hundred years, so future genera-
tions of mathematicians, while accepting the formal results of Set Theory, may reject the
platonistic claims commonly associated with it» [ROBINSON, 1966, p. 281].

En uno de sus tltimos escritos aventuré que en un futuro diversas
corrientes filoséficas podrian incidir en el pensamiento matematico®:
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«I can well imagine that a serious mathematical philosophy based on the dialecti-
cal approach will make its appearance. It seems to be that this approach has already
shown its great value in connection with our understanding of the evolution of scien-
tific theories and of their heuristic aspect. As far as the detailed analysis of mathematics
or of a mathematical theory (e.g. the calculus) by the dialectical method is concerned,
my reading, beginning with Hegel’s work in this area, has not led me to find anything
that can stand up to serious criticism. It is quite possible that this situation will be
remedied in the future».

La teoria abstracta de topos, surgida del trabajo conjunto de Lawvere y
Tierney* durante el curso 1969-70, puede ser un avance en la direccién apunta-
da por Robinson. Cuando Lawvere [1976] afirmé que habia encontrado la base
conceptual para los topos en la experiencia matemdtica con conjuntos variables,
sefialé el analisis no estindar como uno de los antecedentes de la nueva teorfa
que, entendida como formalizacién de un nuevo concepto de conjunto, se pre-
sentaba como base para un proyecto unificador de dichos antecedentes. Otro de
los antecedentes indicados por Lawvere fue la técnica usada por Cohen [1963,
1966] en la demostracién de la independencia de la hipétesis del continuo, asun-
to que también habia llamado poderosamente la atencién de Robinson. Este y el
resto de los antecedentes se relacionan con la teoria de categorias, cuya capaci-
dad de expresién dialéctica es la base sobre la que Lawvere edificé su
alternativa a la teorfa de conjuntos y al fundamento de las matematicas.

IV. Categorias y Dialéctica

La teoria de categorias fue fundada en los primeros afios cuarenta por
Eilenberg y Mac Lane [1945] y tiene sus raices en la topologia algebraica de la
década anterior’. Sus conceptos bisicos, categoria, funtor' y transformacion
natural, aparecieron inicialmente como elementos de un lenguaje formal que
permitia expresar metédicamente cilculos complejos en los que unas estructu-
ras algebraicas eran asociadas a espacios geométricos o topolégicos de un modo
compatible con las transformaciones pertinentes en cada caso’.

En una categoria A se agrupan objetos A, B, C, ... y morfismos f:A—B de
un objeto 4 en un objeto B, de modo que hay una composicion de morfismos
de la forma £:A—B compuesto con g:B—C igual a gf:4—C, y que cada obje-
to tiene un morfismo identidad idys:A—A neutro por composicién a ambos
lados, fid,=idyf: ademis, la composicién es asociativa, es decir, si a los ante-
riores morfismos afiadimos h:C—D, entonces h(gf)=(h'g)f. Aunque los
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ejemplos de este concepto formal son de muy diversa indole, el caso miés
caracteristico, de cuyo simbolismo se apropia la teoria general, es la categoria
de los conjuntos en la que objeto es lo mismo que conjunto y cuyos mortis-
mos son las aplicaciones entre conjuntos. Tomando conjuntos con estructura
y aplicaciones que conservan la estructura se obtienen nuevas categorias, geo-
métricas o algebraicas, del tipo de las que sugirieron a los fundadores la for-
mulacidn general abstracta. En una categoria a encuentra su marco natural la
nocién de isomorfismo, que es la relacién entre dos objetos 4 y B dada por
morfismos fid—B y g:B—4 cuyas dos composiciones g:f:A—4 y fg:B—B son
las respectivas identidades. Los objetos isomorfos, aun cuando sean distintos
en su propio ser, son portadores de las mismas relaciones con el resto de los
objetos de su categoria.

La teoria de conjuntos clisica define cada conjunto 4 por sus elementos
x€A, de modo que el principio de extensionalidad afirma que dos conjuntos
son iguales si tienen los mismos elementos. De igual modo, la determinacién
de una igualdad f=g entre aplicaciones f,g:4 —B se realiza elemento a elemento
en el dominio de la aplicacién: f{x)=g(x) para cada xe 4. Sin embargo, en una
categoria 4 se tiene f=g si y sélo si fx=gx:C—B para cada objeto C 'y cada mor-
fismo x:C—4, mientras que los objetos se definen mediante propiedades uni-
versales que los determinan salvo isomorfismos, extensionalidad que hace
referencia a la totalidad de la categoria. No obstante, en categorias particula-
res puede ser suficiente para determinar la igualdad componer con morfismos
que pertenezcan a una familia reducida; en el caso de los conjuntos basta la
familia formada por los que tienen como dominio un conjunto que tenga un
solo elemento.

Este cambio en el tipo de extensionalidad es una de las caracteristicas de las
categorias que las hace idéneas para expresar el pensamiento dialéctico, cuyo
imbito es el de las totalidades concretas en las que se inscriben los objetos. Por
ejemplo, en la teoria clisica el conjunto N de los niimeros naturales se define
por los axiomas de Peano, que dan una descripcién interna del conjunto en si
mismo, aunque luego se demuestra que dos conjuntos que verifican los axio-
mas son biyectivos. Por el contrario, N se introduce en la definicién categérica
de Lawvere [1964] mediante un axioma de recursién simple que involucra a
todos los conjuntos en una propiedad universal que autométicamente define N
salvo isomorfismos. Esta formulacién categérica permite de modo natural su
interpretacién en categorias con tipos de extensionalidad diferentes de la
categoria de los conjuntos clésicos.
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Pero sigamos con la descripcién de los conceptos bésicos de la teorfa de
categorias. Un funtor F:A—B de una categoria A en una categoria B es la cons-
truccién para cada objeto 4 de A de un objeto B=F(4) de B de un modo
compatible con los morfismos, su composicién y las identidades, asi que los
funtores no alteran la relacién de isomorfismo. Se pueden componer dos fun-
tores F:A—B y G:B—C para obtener un nuevo funtor G-F:A—C, lo que abre la
puerta a la definicién de una categoria de categorias (con otras categorias pre-
vias como objetos y funtores entre ellas como morfismos) y, por tanto, también
a la nocién de isomorfismo de categorias.

Finalmente, una transformacion natural es una relacién ¢:F—G entre dos
funtores F,G:A—B que se determina en cada objeto 4 de A mediante un mor-
fismo ¢,:F(4)—>G(4) de B, de manera que dos de estos morfismos, @, y @, se
ligan por composicién en B a través de los respectivos transformados por Fy
G de los morfismos £:4—B de A, es decir, se verifica la igualdad G()- @, =@y F().
Asi definidas las transformaciones naturales, surge de inmediato la posibilidad
de componer dos de ellas ¢:F—G, ¢:G—H entre funtores F,G,H:A—B para
obtener una nueva transformacién natural ¢-¢:F—H, lo que da lugar a una cate-
goria cuyos objetos son los funtores A—B y que tiene como morfismos las
transformaciones naturales entre ellos. Los isomorfismos correspondientes a
estas categorias de funtores surgen cuando cada uno de los ¢, es un isomorfis-
mo en su categoria B: son las equivalencias naturales que aparecen en el titulo

del articulo pionero antes citado [EILENBERG & MAC LANE, 1945].

Cuando dos funtores F:A—B, G:A—B determinan al componer uno con
otro identidades en A y B respectivamente, se dice que son isomorfismos
inversos y que A, B son isomorfas. Pero la prictica matemitica suministré
ejemplos de una relacién menos rigida y més fructifera, llamada equivalencia
de categorias, que se presenta cuando ambas composiciones son funtores que
se relacionan con los respectivos funtores identidad a través de equivalencias
naturales (no identidad sino isomorfismo en la respectiva categoria de funto-
res). En tal caso F, G son equivalencias inversas y las categorias A, B son equi-
valentes, lo que significa que son diferentes en si mismas pero presentan las
mismas relaciones con las demis categorfas. De nuevo un criterio de identidad
y diferencia de naturaleza dialéctica.

A lo largo de los afios cincuenta se estudiaron las categorias que surgen en
la homologia y se experimenté la adaptacién del lenguaje categorial a los estu-
dios generales de geometria, con Grothendiek ocupado en problemas de la
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geometria algebraica y Ehresmann, con una terminologia mas peculiar, de geo-
metria diferencial. Al referirse a los primeros efectos de su articulo fundacional
con Eilenberg, Mac Lane afirma que:

«[...] it provides a handly language to be used by topologists and others, and that
it also offered a conceptual view of parts of mathematics, in some way analogous to
Felix Kline’s «Erlangen Program». We did not then regard it as a field for further rese-
arch efforts, but just as a language and an orientation —a limitation which we followed
for a dozen years or so, till the advent of adjoint functors [...]» [MAC LANE, 1988,
pp. 334-335].

Los funtores adjuntos fueron introducidos por Kan [1958], discipulo de
Eilenberg en Nueva York. Son una generalizacién de la nocién de equivalencia
en la que los funtores F, G, al componerse mutuamente, no dan equivalencias
naturales con los funtores identidad sino tan sélo unas transformaciones natu-
rales (unidad y counidad) verificando ciertas propiedades universales, asi que
también las adjunciones quedan definidas salvo isomorfismo. Las equivalencias
son adjunciones muy particulares y cada adjuncidn se restringe de modo cané-
nico a una equivalencia entre porciones de las categorias afectadas que, a su vez,
son categorias (subcategorias). Aislado el concepto, se constaté de inmediato
que los ejemplos de funtores adjuntos aparecen por doquier en matemdticas.

La investigacién surgida a partir de entonces eclosioné al coincidir en 1963
varios hechos notables, lo que dio pie a la convocatoria en 1965 de la conferen-
cia de LaJolla (California), la primera gran reunién de la especialidad, que con-
gregd a treinta y siete matematicos. El volumen que recogié parte de las inter-
venciones de la conferencias se abre con un articulo de Lawvere [1966] en el
que se establece una teoria de primer orden para la categoria de las categorias
que puede servir como fundamento de las matemadricas. Asi daba su autor
expresién formal a unas ideas que habia adelantado en 1963 con motivo de sus
trabajos de doctorado, en los que perseguia tres objetivos encadenados relati-
vos a los fundamentos de las matematicas:

(i) La categoria de las categorias como base de las matemiticas,
(ii) la categoria de los conjuntos sin predicado pertenencia,
(iii) un concepto abstracto de teoria algebraica basado en categorias®.

Desde esta plataforma Lawvere organizé el enfoque dialéctico de los infi-
nitesimales adelantado en 1967, pero cuyo desarrollo tuvo que esperar a la
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formulacién precisa de la idea de los conjuntos wvariables, lograda en 1970
mediante la teoria de topos, de la que nos ocuparemos en el apartado siguiente.

Mac Lane [1988] ha sefialado que resulta curioso que los conjuntos sin ele-
mentos aparecieran en la matematica avanzada en la misma década en la que se
generalizé en la ensefianza elemental la matemdtica moderna de los conjuntos
con elementos, y ha contado la sorpresa que le produjo que fuera posible esta
nueva fundamentacién formal de las matemiticas, afadiendo que todavia per-
siste en muchas esferas cierta dificultad para comprender una teorfa de conjun-
tos sin elementos. Esta dificultad corresponde al menos al nivel (/M) de
Demidov, en el que actia la tradicién de las matematicas aprendidas, y en algu-
nos casos se podra situar en el (/G), cuando la seleccién de temas y problemas
se justifique mediante criterios extramatematicos generales. Aunque Mac Lane
recuerda la necesidad de estudios empiricos para hablar con propiedad de estos
temas, desliza en la interesante referencia recién citada algunas anotaciones
relativas a la cuestion ideolégica. Por una parte, observa que el poderoso auge
de las categorias en EE.UU. entre 1962 y 1967 coincide con una gran expansién
de la comunidad matematica, lo que fue particularmente decisivo para la incor-
poracién de jévenes a la investigacion matemitica. En unos afios en los que
entre la juventud universitaria abundaba la contestacién al sistema y las ideas
politicas de izquierda, hay indicios, que deberfan efectivamente contrastarse
con memorias personales u otros datos empiricos, de que en la incorporacién
de jovenes a la teoria de categorfas no fueron ajenas las componentes ideolégi-
cas de los tipos (IM) e (IG) sefialados por Demidov.

Lawvere, que desde el principio ejerci6 un liderazgo intelectual en la nueva
corriente, fue siempre explicito en la exposicién de las conexiones de sus pro-
puestas matematicas con el materialismo dialéctico, si bien esta mutua interac-
cién se fue haciendo mis precisa en los afios siguientes [MELONI, 1985]. En
sus trabajos de tesis doctoral menciona ya Lawvere estos lazos ideolégicos en
los que profundizé con progresiva claridad, pero en el articulo escrito para el
volumen de La Jolla no aparecen estas cuestiones, tan habituales en él, y el autor
se mantiene en un nivel técnico a lo largo de todo el texto. Es posible que esto
tenga que ver con la segunda anotacién de Mac Lane en esta linea ideolégica,
que se refiere a la Air Force Office of Scientific Research, organismo que
financié la conferencia:

«At the end of the La Jolla conference the AFOSR representative privately told
Eilenberg and Mac Lane that AFORS could no longer support such research. This was
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at the beginning of the most fruitful 10 years period in the development of category the-
ory. It may indicate that agency judgements of future prospects are not always on
target» [MAC LANE, 1988, p. 351].

Queda en el aire si la decisién se debié a la inutilidad inmediata de una teo-
ria de categorias tan abstracta para la fabricacién de aviones de combate o si
pudieron influir otras cuestiones generales de ideologia y politica cientifica.

V. Los conjuntos variables y su légica

Las ejemplos mas vinculados al nacimiento de la teoria de categorias eran
categorias de grupos, de médulos y de haces, que a su vez podian ser haces de
grupos y haces de médulos, pero incluso en los cincuenta se trataba mas de tra-
bajar en estas teorfas particulares que de elaborar una nueva teoria abstracta de
categorias®,

La escuela francesa del entorno de Grothendiek desarrollé para su uso en
problemas de geometria algebraica la nocién de haz, utilizada también en
topologia algebraica y anilisis complejo [GRAY, 1979}, planteindola como
un tipo especial de funtor, asi que la categoria de los haces era una categoria
de funtores. Inicialmente, en los trabajos de H. Cartan hacia el afio 1950, un
haz sobre un espacio B era un espacio més amplio E con un tipo de aplicacién
continua p:E—B en el que juegan un papel relevante las secciones de p defini-
das sobre los abiertos U de B, es decir, las funciones s:U—E tales que p's es la
inclusién de U en B. Los conjuntos P(U) formados por las secciones definidas
sobre cada abierto U, portadores de cierta estructura en los casos que se estu-
diaban, contenian informacién sobre el espacio B y la totalidad de ellos se
organizaba como un funtor P:B%?—C con valores en la categoria de los con-
juntos, entendido como un conjunto variable a lo largo de los abiertos del
espacio, que eran vistos como los objetos de una categoria B cuyos morfismos
son las relaciones de contenido entre ellos, dando la composicién mediante la
propiedad transitiva y las identidades con la reflexiva®. La propiedad de ser
haz correspondiente a la aplicacién p se traduce en una propiedad del funtor
Py los funtores de este tipo forman la categoria sh(B) de los haces del espa-
cio B. En el estudio del espacio B dado como conjunto de puntos (constante)
se pasaba a conceder mayor importancia al espacio como conglomerado de
sus porciones llamadas abiertos, categoria B, y el conocimiento del espacio B
equivalia al de la categoria sh(B), la totalidad de los conjuntos variables sobre
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los abiertos, categoria que aparecia asi como una nocién ampliada de espacio.
La siguiente generalizacién fue sustituir la categoria B de abiertos por una
categoria bastante arbitraria pero capaz de soportar una nocién abstracta de
haz, lo que dio lugar a los topos de Grothendieck, quedando los topos de haces
sobre un espacio como un caso muy particular, pues la nocién general permi-
te dominios de variacién mucho mis abstractos y grandes que las categorias
de abiertos de los espacios individuales.

La teoria de primer orden de la categoria de los conjuntos [LAWVERE,
1964] establece los axiomas que la determinan salvo equivalencia en la catego-
ria de las categorias. Caracterizar en estos términos las categorias mds usuales
en la prictica matemitica fue uno de los primeros objetivos de la investigacién
en esta nueva especialidad en los primeros sesenta. En particular, Giraud esta-
blecié™ en 1963 una lista de propiedades caracteristicas de los topos de
Grothendieck, lo que dio pie a comparar esta lista con los axiomas de la cate-
goria de los conjuntos dados por Lawvere; asi pudo surgir un programa de
investigacion encaminado a encontrar una axiomadtica comun, que fue lo que
hicieron Lawvere y Tierney® trabajando juntos en Halifax (Canada) a lo largo
del curso 1969-70. Encontraron tres axiomas que definen las categorias llama-
das topos elementales o simplemente topos, entre las que se encuentran la cate-
goria de los conjuntos y los topos de Grothendieck. Para Mac Lane [1988] el
concepto elemental de topos es la innovacién mds decisiva de la teoria de
categorias después de los funtores adjuntos.

Un topos E es una categoria que tiene limites finitos, es exponenciable y
posee clasificador de subobjetos. La primera condicién significa que hay un
objeto final 1 con un morfismo tinico 4—1 para cada objeto 4 y también que
para cada par de objetos 4, B hay un objeto producto AxB definido por una
propiedad universal de las proyecciones AXB—A4, AXB—B y, ademas, que para
cada par de morfismos f,g:4—B hay un objeto igualador K con morfismo
k:K—A universal para la igualdad fk=g-k. En el caso de los conjuntos, estos
objetos corresponden respectivamente al conjunto con un tnico elemento, al
producto cartesiano o conjunto de pares y al conjunto de los elementos xe A4
tales que f{x)=g(x). La segunda condicién dice que para cada dos objetos 4, B
hay un nuevo objeto B4 de forma que los morfismo del tipo C—B4 estin en
biyeccién con los de la forma Cx4 —B, de tal modo que se obtiene un par de
funtores adjuntos si se fija el objeto 4. Esto sucede con los conjuntos ordina-
rios si se toma como B4 el conjunto de las aplicaciones de 4 en B. Finalmente,
la tercera condicién afirma la existencia de un objeto Q tal que cada subobjeto
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U de A4 (versién categérica de subconjunto) queda determinado biunivoca-
mente por un morfismo caracteristico A—Q de modo tal que traduce en len-
guaje de categorias la situacién de los conjuntos, en cuyo caso Q={0,1} y la
funcidn caracteristica del subconjunto U de 4 envia a 1 los elementos de Uy a
0 los demis elementos de 4. Todos los objetos mencionados quedan definidos
salvo isomorfismo y se adivina que el clasificador Q representa los valores de
verdad y seri el portador de las relaciones del topos con la légica, que en el
caso de los conjuntos es la l6gica bivaluada cldsica en la que 0 es el valor falso
y 1 el verdadero.

Los topos elementales se dieron a conocer en la comunidad matemitica
internacional en 1970 y en los cinco afios siguientes quedd establecida la parte
general de la correspondiente teorfa formal, incluyendo el estudio particular de
los ejemplos mis notables, desarrollo que fue compilado por Johnstone
[1977]. Se produjo entonces la realizacidn explicita de los topos como catego-
rias de conjuntos (variables) portadoras de su propia légica (intuicionista). En
efecto, cada topos posee un lenguaje de tipos anilogo al de los conjuntos clisi-
cos, pero con un algebra de valores de verdad que en general no es booleana.
Este lenguaje se interpreta en el topos de modo que alcanzan validez las fér-
mulas de la l6gica formal intuicionista. Kripke [1965] ya hab{a obtenido mode-
los de esta légica usando funtores definidos sobre conjuntos ordenados y los
métodos de Cohen dieron lugar poco mas tarde a modelos de la teoria de con-
juntos que eran categorias de haces sobre 4lgebras de Boole [MAC LANE &
MOERDIJK, 1992]. Se obtienen asi miiltiples teorfas de conjuntos més gene-
rales que la cldsica, cada una con su cilculo de proposiciones y de predicados,
lo que lleva a multiples paraisos matemiticos, entre ellos el clisico de Cantor-
Hilbert, que podran ser aplicados a diversos problemas generales de las mate-
miticas y de las ciencias. Los conjuntos clasicos (constantes) son los conjuntos
variables con variacién nula y el dlgebra de Boole {0,1} no es sino un caso mini-
mo muy especial entre las multiples algebras de valores de verdad posibles,
pero sigue siendo un caso particular importantisimo.

En definitiva, los antecedentes de la teorfa de topos fueron los siguientes,
segun refiere el propio Lawvere [1976, p. 102}:

(A1) El anilisis no estindar [Robinson].

(A2) Las demostraciones de independencia [Cohen].

(A3) La semintica para la lgica intuicionista [Kripke].

(A4) Los axiomas de la categoria de los conjuntos [Lawvere].
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(A5) Los axiomas de las categorias de haces [Giraud].

De ellos, el dltimo es el mis claro precursor de la idea dialéctica de los con-
juntos variables y (A4) muestra los conjuntos cldsicos como conjuntos de varia-
cién nula o constantes. Los otros contienen ejemplos de sistemas de conjuntos
variando a lo largo de un conjunto ordenado, aunque (A1) y (A2) lo hacen para
obtener modelos de los conjuntos cldsicos y (A3) para proporcionar una
semantica al cilculo de predicados intuicionista de Heyting. Es curioso que
todos estos antecedentes aparezcan” en 1963:

«Around 1963 (the same year in which I completed my doctoral dissertation under
Professor Eilenberg’s direction) five distinct developments in geometry and logic
became known, the subsequent unification of which has, I believe, forced upon us the
serious consideration of a new concept of set [...]» [LAWVERE, 1976, p. 102].

Después de la axiomatizacién podemos definir un conjunto variable como
un objeto de un topos, pero esto es una inversién histérica, porque fue preci-
samente haber captado la presencia de conjuntos variables en la experiencia
matemitica lo que llevé al concepto de topos; también los vectores existieron
antes que los espacios vectoriales y han pasado a ser sus elementos. La caracte-
ristica fundamental de la investigacién de Lawvere es que explora el conoci-
miento matemadtico con un criterio dialéctico, en busca de lo que es principal en
la prictica matemitica para elevarlo a concepto abstracto y crear la teorfa
formal que clarifique su conocimiento, desarrollo y uso.

Ademas de completar aspectos de la propia teoria de topos, el programa de
investigacién comenzé de inmediato a proponer la reconstruccién de fragmen-
tos de la matemaitica sobre estos nuevos fundamentos, siendo el cilculo infini-
tesimal una de las primeras cuestiones abordadas. Antes de pasar a la cuestion
de los infinitésimos que protagoniza este trabajo —aunque ya hemos ocupado
mucho terreno en su contexto— terminaremos la resefia del surgimiento de la
teorfa de los conjuntos variables con nuevos apuntes ideolégicos relacionados
con dos de los protagonistas principales de la génesis del concepto,
Grothendieck y Lawvere. Este dltimo presenté la teoria elemental de topos en
el Congreso Internacional de Matematicos celebrado en Niza en 1970, dos afios
después de la simbélica fecha de mayo de 1968. Mac Lane sefala que:

«By coincidence, it was at the same conference that Grothendieck announced his
shift of interest to political questions; other such questions had preoccupied Lawvere at
Halifax [...}» [MAC LANE, 1988, p. 354].
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Sin duda se perdid la oportunidad de ver trabajar a un tiempo sobre este
tema de interés comin a estos dos grandes matematicos. En el primer caso se
produjo una alternancia desde la matematica a la actividad politica, en particular
a la critica de la ideologia cientista, y en el segundo ambas acciones, matemitica
e ideoldgica, se daban en paralelo. Lawvere presenté su teoria de topos enclava-
da en la teoria del conocimiento del materialismo dialéctico en la linea de Hegel,
Marx, Lenin y Mao, como una etapa de unificacién en la oposicién ldgica vs.
geometria, caracteristica histdrica de la matemitica, y expresamente colocé en la
bibliografia de su articulo un escrito de Mao: On contradiction. Where do correct
ideas come from? El propio autor® lo expresé ast:

«When the main contradictions of a thing have been found, the scientific procedure
is to summarize them in slogans which one then constantly uses as an ideological weapon
for the further development and transformation of the thing. [...] experience with
sheaves [...] shows that a «set theory» for geometry should apply not only to «abstract
sets» divorced from time, space, ring of definition, etc., but also to more general sets
which do in fact develop along such parameters. For such sets, usually logic is «intu-
itionistic» (in its formal properties), usually the axiom of choice is false, and usually a set
is not determined by its points defined over 1 only [...]» [LAWVERE, 1971, p. 329].

En esta su primera presentacion publica de los topos, Lawvere insistié en
que se trataba de crear una plataforma sobre la que elaborar las matemiticas,
pues terminaba su articulo con estas palabras:

«While the application of our method to algebraic geometry has only begun, other
questions also immediately arise. [...] In any topos satisfying (w) each definition of the
real numbers yields a definite object, but it is not yet known what theorems of analysis
can be proved about it [...J» [LAWVERE, 1971, p. 334]".

De inmediato se produjeron trabajos que precisaron y ampliaron las pro-
puestas iniciales de Lawvere sobre la construccién en topos del espectro primo
de los anillos conmutativos y de los nimeros reales a partir de los naturales®.
Ademis, desde la plataforma de los topos se pudo replantear el estudio detalla-
do de los fundamentos del cilculo infinitesimal propuesto por Lawvere y sus
aplicaciones a la mecinica de medios continuos.

VI. La Derivacién Sintética. Axiomas y modelos

Ha llegado el momento de exponer el punto de partida y los desarrollos
fundacionales de la geometria diferencial sintética. La primera vez que
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Lawvere expuso sus ideas germinales fue en Chicago, en el afio 1967, cuando
dicté unas conferencias alternativas al curso que Mac Lane habia impartido
sobre dindmica clisica. Las conferencias no se publicaron, quizds porque eran
ideas en estado embrionario, pero mis de diez afios después, una vez que la
teoria habia dado sus primeros pasos y se iniciaban las reuniones monogrifi-
cas de expertos en la materia, aparecié un resumen de las mismas?* con algunos
comentarios afiadidos que figuran entre corchetes. El texto se inicia con un
parrafo a manera de presentacién (de los afiadidos) en el que se lee:

«In these lectures I offered some preliminary calculations in support of a program
to (3) axiomatize the foundations of continuum mechanics in the spirit of Walter Noll
on the basis of (2) a direct axiomatization of the essence of differential topology using
results and methods of the French work in algebraic geometry (some of which I had
learned from Gabriel); but I further maintained that this requires (1) axiomatic study of
categories of smooth sets, similar to the topos of Grothendieck, since the most natural
form of (2) is incompatible with «usual» set theory [...]» [LAWVERE, 1979, p. 1].

El objetivo de Lawvere era ofrecer un bosquejo de fundamentacién de la
mecénica superando algunas carencias de la matematica®. Asi por ejemplo, des-
pués de Riemann se desarrollé una teoria de las variedades diferenciales de
dimensién finita insuficiente para describir ciertos fenémenos mecinicos por
varias razones:

(i) La teoria rechaza las variedad con autointersecciones,

(ii) los espacios de trayectorias del célculo variacional, en general los
espacios de aplicaciones entre espacios, no son variedades,

(iii) los infinitesimales, que siguen vigentes en el pensamiento de los
fisicos, han sido eliminados de la teoria de las variedades.

Dice Lawvere en el texto fundacional reconstruido:

«Some physicists and engineers seem in effect to have the insight that geometrical
and physical constructions can be performed, with almost as much freedom as sets can
be defined in set theory, without ever leaving the realm of smooth objects and smooth
maps. But usual mathematical models, such as the category of smooth manifolds, on the
other hand presuppose a long intrincate purely mathematical construction (there does
not seem to be an intrinsic description of the category which could reasonably be taken
as a «simple» starting point) and on the other hand are poor in regard to closure prop-
erties since even something so fundamental (for calculus of variations etc) as the smooth
space of smooth maps between two smooth spaces is ambiguous and difficult, and
pullbacks in general don’t exist [...}]» [LAWVERE, 1979, p. 3].
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La técnica de Lawvere es axiomdtica, como corresponde a la matematica del
presente siglo, pero no se trata de una axiomitica radicada en los fundamentos
Gltimos e inmutables del paraiso de Cantor-Hilbert, sino de una matematica
abstracta que modeliza un fragmento de la realidad a partir de la propia expe-
riencia matematica, obteniendo una teorfa cuyos modelos son conjuntos no cli-
sicos. Lawvere postula que el universo de las variedades debe ser una categoria
e con limites finitos y exponenciable, condiciones que no cumple la categoria m
de las variedades diferenciables. Pero m debera ser una subcategoria de e de
manera que la geometria diferencial sintética sea una extension de la clisica, lo
que se pondrd de manifiesto cuando sus teoremas sobre e se apliquen en parti-
cular a m. En cuanto a la variedad bisica, la recta real R tendra que ser un anillo
conmutativo y contener un subconjunto D de elementos infinitesimales, entre
ellos el 0 y los nilpotentes. A fin de permitir la diferenciacién, Lawvere
introduce el axioma que afirma la existencia de un isomorfismo

RP=RxR.

Este axioma formaliza que en el entorno infinitesimal de cada uno de sus
puntos la curva se determina por la componente punto y la componente direccién.

A partir de estos ingredientes, bosqueja el funcionamiento categorial de la
derivada direccional y de los campos de vectores, pasando luego a las aplica-
ciones a la mecdnica y a discutir sobre la existencia de modelos. Nada mais
introducir el axioma de diferenciacién ya advierte el autor que en la teoria de
conjuntos clisica no parece existir el tipo de anillo propuesto, asi que sondea
modelos a partir de la experiencia de la escuela francesa de geometria algebrai-
ca®, sustituyendo los anillos de polinomios por anillos de funciones reales C*
(infinitamente derivables), que pueden ser tratados como los anteriores gracias
a la elaboracién previa de un concepto categorial de teoria algebraica

[LAWVERE, 1965].

Sin que ello quiera decir que Lawvere hizo en un principio una aplicacién
explicita de estos precedentes, cabe sefialar que su modo de proceder se aseme-
ja a formas de pensamiento dialéctico presentes en el matemdtico Grassmann y
en el filésofo Engels, que mencionaremos con mas detalle en la seccién siguien-
te. Como hizo el primero de ellos, capta el continuo mediante un acto de crea-
cién conceptual independiente de lo discreto y lo formaliza con el uso simulti-
neo de ideas geométricas y algebraicas. Al igual que el segundo, Lawvere consi-
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dera que la naturaleza del continuo geométrico se encuentra en la contradiccién
entre lo recto y lo curvo, que es lo que el axioma anterior expresa.

La exposicién de estas nuevas ideas en las conferencias del 67 fue de
momento un hecho aislado, mientras se gestaba la teoria general de topos que
emergi6 entre 1969 y 1971. Realizado esto, la dindmica categorial resurgié de la
mano de Kock —que trabajé con Lawvere en Halifax— y Wraith®, a los que
enseguida se unié Reyes®. De inmediato se probd que, en efecto, el axioma
bésico es inconsistente con la lgica cldsica, pues en presencia del tercio exclu-
so el anillo R ha de verificar 0=1, asi que la teoria se hace trivial. Este hecho
probé que la obstruccién al progreso formal de las intuiciones sobre los infini-
tesimales radica en la légica clasica, obstruccién que se evita trabajando en
universos de 16gica no cldsica.

Sin entrar en detalles técnicos, en esta exposicién general interesa resaltar
que, casi diez afios después de las conferencias programaiticas de Lawvere, la
versién definitiva del axioma bésico y los primeros desarrollos de la teoria sin-
tética de la derivacién se deben al danés Kock. Su primer trabajo [KOCK,
1977] utiliza el lenguaje de diagramas propio de las categorias, pero muy pron-
to se extendié el uso del lenguaje conjuntista con las restricciones necesarias
en los axiomas (por ejemplo, sin axioma de eleccidn) y en la légica, interpre-
table luego en las categorias de modelos. Kock definié el objeto D de los infi-
nitesimales como el subobjeto del anillo R formado por los elementos cuyo
cuadrado es nulo

D = {deR|d?=0}

Si se calcula la interseccién de la recta R, eje de abscisas del plano RxR, con
la circunferencia de ecuacién x?+()—1)?=1, centrada en el eje de ordenadas y que
pasa por el origen, no sélo se obtiene el origen sino todo el subconjunto D. Lo
mismo sucede con la parabla y=x’. Por otra parte, por los puntos (0,0) y (0,d), con
de D, distintos pero muy préximos, no sélo pasa la recta x=0, sino también otras
como y=dx, y=2dyx, etc. Con esta opcién para D se establece una teorfa con infi-
nitesimales idempotentes, tan utilizados en la geometria algebraica del presente
siglo. Que en D hay efectivamente elementos no nulos es una consecuencia del
axioma de Kock-Lawvere, que completa la definicién del objeto infinitesimal D
afirmando que la aplicacién

o:RXR—>RP
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que al par (a,b)e RXR asigna la aplicacién lineal 0(a,5)=f:D—R definida por
fid=a+bd,  deD

es un isomorfismo. Se formaliza asi completamente una percepcién intuitiva
bien aceptada, a saber, que en el entorno infinitesimal de cada uno de sus pun-
tos la curva se comporta como una recta. Bastan los postulados anteriores para
elaborar las bases del cilculo infinitesimal. Dada una funcién fR—R y un punto
x€R, aplicamos a la funcién g:D—R dada por g(d)=f(x+d) el axioma de Kock-
Lawvere y obtenemos dos valores a,be R tinicos tales que g(d)=a+bd. Es claro
que a=g(0)=f(x), asi que existe un Unico beR tal que

Sflx+d) = fix)+bd, para cada de D.

Esta cantidad b es el valor finito que desde Fermat se buscaba para el
cociente incremental infinitesimal, obtenido ahora sin hacer operaciones prohi-
bidas con los infinitesimales. Una de ellas era dividir o simplificar los infinite-
simales en los productos, lo que se hacia considerando cada uno de ellos como
un ndmero aislado; en cambio, lo que el axioma anterior permite es simplificar
los infinitesimales universalmente, es decir, cancelarlos todos a la vez, pues es
inmediato deducir de la unicidad que figura en el axioma que si para todo de D
se tiene xd = yd, entonces x = y.

La cantidad b es la derivada de la funcidn fen el punto x
b=1(x)

y dejando variar x se obtiene la funcién derivada fREZR. A partir de aqui no
pasa de ser un ejercicio sencillo, sin duda mucho mis sencillo que con la teoria
de limites, deducir las reglas basicas de la derivacién:

8

F+g =f"+g
g =f"g+fg
e =09

La consistencia de las teorias se prueba encontrando modelos que la satis-
fagan, y también Kock [1977] abordé esta tarea para la teoria de la diferencia-
cién sintética. Al igual que los matemiticos inventores del calculo ensayaron
primero sus métodos diferenciales con funciones algebraicas, el primer mode-
lo de Kock verificaba el axioma con polinomios. El universo E considerado
era el topos de Grothendiek formado por los funtores F: 4 —(, donde A es
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una categoria de anillos conmutativos caracteristica de la geometria algebraica.
Una variedad se contempla en este caso como un conjunto variable sobre tales
anillos; asi, por ejemplo, la recta R es el conjunto variable que en cada anillo
particular A4 es la recta correspondiente, es decir, R(4)=4, lo que se expresa con
el vocabulario de las categorfas diciendo que R es el funtor olvido, que toma de
cada anillo su conjunto subyacente olvidando la estructura algebraica.
Anilogamente, el conjunto variable D determina en cada anillo 4 el conjunto
de los elementos de cuadrado nulo de 4, de modo que serd D(4)={0} cuando
A sea un cuerpo. La construccién del plano variable RxR es muy simple, pues
basta tomar planos Ax4 en cada estado o nivel de la variacién. Mis sofisticada
es la construccién del conjunto variable exponencial RP, que calculado con las
técnicas propias de los topos resulta ser

RP(4) = A[€],

siendo este anillo el de los ni#meros duales sobre el anillo 4, es decir, elementos
de la forma a+be con a,be 4 que se operan extendiendo a E las operaciones de
A pero con la condicién E?=0. Ahora el isomorfismo o de la axiomadtica esta
dado en cada estado A por la biyeccién

A X A=Ale].

El proceso de derivacidn en este modelo es como sigue: si en la exponen-
ciacién anterior colocamos R en el exponente se obtienen anillos de polinomios

R*(4) = A[x],

de modo que un elemento fdel conjunto variable RR en el estado de variaciéon 4
es un polinomio f,€A[x]; pues bien, interpretando la construccién de la deriva-
daf " en el topos e resulta que en el estado 4 se obtiene el polinomio derivado
habitual /' "4e A[x], de modo que ya se vislumbra que la inconsistencia del axio-
ma con la légica clasica no impide que la nueva formulacién sea una extensién
de la derivacién cldsica. Este modelo puede repetirse con anillos que contengan
un anillo fijo K, que en particular puede ser el propio anillo R de los niimeros
reales cldsicos (R-dlgebras).

Pasar de esta consistencia formal a la construccién de un modelo que res-
pondiera a las previsiones formuladas por Lawvere en relacién con las varieda-
des diferenciales llevé algo mis de tiempo y fue finalmente conseguido por
Dubuc [1979] a lo largo de 1978. En primer lugar fue necesario elaborar una
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copia del modelo algebraico de Kock que sustituyera los polinomios de R-ilge-
bras por las funciones diferenciables reales, lo que se consigue con la teoria de
los C*-anillos, que proporciona un modelo F como el anterior en el que se
hacen las sustituciones siguientes:

Afx] = A ® R[x] por A®C(R)
Ale] = A ® R[x}/(x) por A ® CP(R)/(x)

Obtenido este modelo F hay que refinarlo para que contenga de modo
adecuado a la categoria ‘M de las variedades diferenciales. El método consiste en
usar la técnica de las topologias de Grothendieck para obtener un topos de
haces G mas pequefio que F que resulte bien adaptado para contener a la cate-
goria ‘M de las variedades diferenciales, lo que se hace incluyendo una variedad
M en G a través del anillo de funciones reales C*(M), técnica que es similar a la
usada en geometria algebraica.

El axioma de Kock-Lawvere no es, desde luego, el tnico de la geometria
diferencial sintética, que necesita crear otros objetos infinitesimales mis com-
plejos que D mediante axiomas analogos al anterior a fin de disponer de cilculo
de varias variables o del desarrollo de Taylor de longitud arbitraria, que también
exige suponer que R contiene a los nimeros racionales. Por otra parte, se debe
dar una relacién de orden en R para introducir un axioma que permita la inte-
gracién, etc. Avanzar en la teorfa exige adentrarse en los libros sefialados en la
bibliografia. En paralelo hay que refinar los modelos para que no sélo satisfagan
el primer axioma, sino los desarrollos geométricos o analiticos mis generales.

Un amplio catilogo de modelos ha sido profusamente estudiado por
Moerdijk y Reyes [1991], que también se detienen en la analogia de sus
métodos con el anilisis no estidndar. Afirman estos autores:

«Our main concern has been to show that synthetic differential geometry has a
clear and direct relation to the classical theory. This relation is based on the fact that,
unlike non-standard analysis, synthetic differential geometry has natural models built
from smooth functions and their ideals. The main novelty of our approach, with regard
to both non-standard analysis and synthetic differential geometry, is precisely the con-
struction of such mathematically natural models containing nilpotent as wel as
invertible infinitesimals {...}» [MOERDIJK & REYES, 1991, p. vi].

En cuanto a la primera parte, cabe destacar que llegan a dar versiones sin-
téticas de teoremas clisicos que, cuando se reinterpretan en las variedades
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clasicas, no sélo recuperan el resultado clisico conocido sino que amplian su
validez a espacios singulares y a espacios de funciones, superando asi la limita-
ciones de la variedades diferenciales clasicas antes sefialadas®.

Por otro lado, algunos modelos de Moerdijk y Reyes no sélo admiten la
existencia de los infinitesimales nilpotentes de la geometria diferencial sintéti-
ca, sino que —y ello explica el titulo mis general dado a la obra— los hay que
admiten también infinitesimales inversibles con una aritmética de Peano modi-
ficada, incorporando en este contexto aspectos de la teoria de Robinson. En
definitiva, construyen modelos parciales y un modelo general para un anilisis
infinitesimal presentado como un sistema axiomitico que parte de un lenguaje
formal, similar al que se puede asociar a cada topos, y de una veintena de axio-
mas que se distribuyen en seis grupos: sobre las propiedades algebraicas de R,
sobre los espacios infinitesimales (axiomas del tipo Kock-Lawvere), sobre la
integracién, sobre la aritmética (axiomas que se refieren a R, asi que lo discreto
se introduce a partir del continuo), sobre la topologia de R y del intervalo
unidad y sobre la existencia de infinitesimales inversibles.

VIL El devenir de los Infinitesimales y el Continuo

A manera de eslogan dialéctico puede afirmarse que buena parte de la mate-
matica ha ido creciendo en torno a la contradiccién entre la geometria y la arit-
mética devenida en algebra; esto es, la unidad y oposicién entre lo discreto y lo
continuo. En este campo de batalla se enfrenta el pensamiento con el problema
del infinito, esforzindose por comprender lo infinitamente grande y lo infinita-
mente pequefio. Desde que la raiz cuadrada de 2 provocé el despertar del suefio
pitagérico de unidad entre el nimero aritmético y el punto geométrico, el con-
traste ha sido permanente en los niveles intuitivos, pero las formulaciones mate-
maticas se han inclinado por reducir lo continuo a lo discreto, explicando el con-
tinuo mediante procesos mis o menos elaborados de aritmetizacién basados en
una visién idealista de las matematicas que tiene sus raices en Pitdgoras y Platén.
Tannery [1887] relata, con citas a la Metafisica de Aristételes, que Demdcrito
escribié una obra sobre el contacto de la circunferencia y de la esfera en la que
polemizaba con Protigoras porque éste sostenia que el contacto de una circun-
ferencia material y de una regla se realizaba sobre mis de un punto. La visién
materialista de Protigoras encontraba evidencia geométrica en el contacto
extensivo, mientras que el punto de vista atomista de Demécrito reclamaba un
punto tnico de contacto; éste fue el enfoque que dominé en el amplio periodo
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del paradigma griego?, que se estandariza en los Elementos de Euclides, en los
que la geometria ideal se encadena con la légica de Aristételes. Cuando se inicié
el cambio de paradigma la cuestién volvié a suscitarse en los Didlogos de
Galileo, en los que la naturaleza de la interseccién de una esfera con su plano
tangente es caballo de batalla en las disputas filoséficas sobre los fundamentos
de la nueva mecénica y las matematicas [ISRAEL, 1996].

En la revision de la matemaitica de los antiguos efectuada a lo largo del
siglo XVII se observa una reduccién metédica de la geometria al dlgebra a par-
tir de la obra de Descartes, en la que la multiplicidad de contacto de una curva
con su tangente se refiere no a una variedad de puntos sino a una presencia
repetida como solucién de la ecuacién algebraica de la representacién numéri-
ca del punto geométrico tinico. Més interesante para nuestros fines es recordar
ahora el tratamiento de las tangentes efectuado desde Fermat, que contiene las
claves del entonces inminente cilculo infinitesimal; la posibilidad prictica de
despreciar el cuadrado de una magnitud muy pequefia se traduce en contradic-
cién légica cuando se eleva al plano teédrico. A pesar de llevar en su seno el pro-
blema no resuelto de la naturaleza de los infinitesimales, el nuevo cilculo se
consolidé definitivamente con Newton y Leibniz y, junto con la geometria
analitica, abrié las puertas del paradigma lagrangiano, la época del esplendor
prictico de la matemitica de las variables. Las criticas de Rolle o de Berkeley
ponian el acento en problemas ciertos de fundamentacién 16gica, pero apenas
fueron un pequeiio obsticulo incapaz de frenar el éxito del célculo infinitesimal
en la resolucién de problemas de aplicacién.

Una de las ideas geométricas intuitivas que se afianzaron desde el tridngu-
lo diferencial pascaliano y que ya quedé recogida en el primer texto de
L’Hépital es considerar que toda curva estd formada por fragmentos infinitesi-
males de recta, que son los contactos de la curva con sus tangentes. Esta forma
de pensar el contacto de una curva con su tangente responde a la evidencia
material que defendié Protigoras a propésito de recta y circunferencia, cuyo
encuentro es mas amplio que un solo punto; pero la historia siguié la herencia
de Demécrito. Nada tiene de extraiio que fuera de nuevo un filésofo materia-
lista, Engels, quien resaltara esta idea como la esencia dialéctica del cilculo infi-
nitesimal al considerar recta y curva como conceptos opuestos cuya identidad
se realiza en el nivel infinitesimal. Aunque Engels escribi6 sobre estos temas
entre 1873 y 1883%, desconoce la evolucién del cilculo en el siglo XIX y sus jui-
cios se refieren a lo aprendido en la obra de Bossut {1798], pero lo que ahora
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nos interesa resaltar es que esta idea dialéctica es la formalizada con rigor en el
axioma de Kock-Lawvere.

Las contradiciones provocadas por la naturaleza y el uso de los infinitesi-
males se solventaron al modo idealista mediante el proceso de aritmetizacién
del siglo XIX, que llevé a definir el continuo a partir de lo discreto y a basar el
cilculo en la teoria de conjuntos, procesos de reduccion tipicos de la metafisi-
ca del cilculo. En esta teorfa, el axioma de comprensién impone una distincién
de elementos mas acorde con un concepto aritmético de separacién de puntos
que con uno geométrico. Dice McLarty:

«Yet in the dominant nineteenth century conception, while the continuum con-
tained points, the continuum was not made of well distinguished points. {...] sets were
first conceived as sets of points of spaces, and then various assumptions and discoveries
were made relating spaces to their sets of points until eventualy spaces could be defined
as sets of points with some estructure. Then set theoretic thinking displaced geometric
intuition in the foundation of mathematics, although neither was rigorously formalized
as for 1900 [...]» [McLARTY, 1988, p. 75]”.

El papel de la légica en el proceso aritmetizador y en la teoria de conjun-
tos es evidente, pues ya las primeras controversias entre Dedekind y Kronecker
tenfan como base la aceptacién o no de la ley del tercio excluso. Las diversas
construcciones de los niimeros reales a partir de los nimeros naturales son
equivalentes gracias a este principio de la 16gica clasica, que es imprescindible,
por ejemplo, para demostrar que los reales de Cauchy-Cantor dados por suce-
siones son isomorfos a los reales obtenidos mediante cortaduras de Dedekind.
Hay ejemplos bien conocidos de topos con nidmeros naturales (definidos
mediante el esquema de recursién simple de Lawvere ya comentado) en los que
las dos construcciones dan objetos diferentes a causa de la no validez del prin-
cipio del tercio excluso en la légica no clisica que acompaiia en general a las
categorias de conjuntos variables.

Antes del proceso de aritmetizacidn, gedmetras como Grassmann y
Riemann defendieron ideas sobre el continuo y los infinitesimales que fueron
dejadas de lado en el avance hacia la fundamentacién del calculo. Los infinite-
simales no fueron desterrados del pensamiento matemitico de Riemann y los
gedmetras diferenciales que trabajaron bajo su influencia los utilizaron con
éxito en paralelo con el avance de la formalizacién de Weierstrass™. Por su
parte, Grassmann [1947] defendi6 en la introduccién a la Teoria de la extension
una visién de las matematicas en la que lo continuo y lo discreto se encuentran
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en relacién dialéctica analoga al contraste entre lo igual y lo distinto. Lo conti-
nuo y lo discreto son dos productos distintos y auténomos del pensamiento
cada uno de los cuales se expresa en forma algebraica o combinatoria: con lo
discreto se obtiene la aritmética y la combinatoria, mientras que el continuo
algebraico es la teoria de las funciones y el continuo combinatorio la teoria de
la extensién. Grassmann (recordemos que publicé su obra por primera vez en
1844) advirtié la reduccién del continuo a lo discreto que se estaba operando y
explicé asi el devenir histérico de las matemiticas:

«De estas dos ramas [del continuo] suele subordinarse la primera a la aritmética
como rama elevada, en cambio la segunda aparece como una rama ain desconocida [...]
Histéricamente se ha desarrollado de las cuatro ramas de las matematicas, lo discreto
antes que lo continuo (por ser mis ficilmente captable por el espiritu analitico), lo alge-
braico antes que lo combinatorio (porque es més ficil reunir lo semejante que lo diver-
s0). De ahi que la teoria de los niimeros sea la mds antigua, la combinatoria y el cilculo
diferencial se hayan formado al mismo tiempo, mientras que de las cuatro tuvo que ser
la teoria de la extensién, en su forma abstracta, la dltima, cuando por otro lado su repre-
sentacién concreta (aunque limitada), la teoria del espacio, pertenezca ya a los tiempos

més antiguos [...]» [GRASSMANN, 1947, p. 27].

Antes de entrar en la exposicién de la teoria de la extensién, Grassmann
traza los elementos de una teoria general de las formas, un tipo de ilgebra abs-
tracta que estudia las leyes comunes a las cuatro ramas. De este modo, la teoria
geométrica abstracta que establece contiene elementos algebraicos y geométri-
cos formando una unidad, frente a la separacién de estos componentes en el
caso de la geometria cartesiana®.

Ideas como las que acabamos de exponer, que no formaron parte de la
matemitica dominante en sus respectivas épocas, no han dejado de emerger
incluso en nuestro siglo, inmerso hasta ahora en el paradigma hilbertiano. En
un escrito pedagégico de 1907 Klein explica que la matemitica puede ser de
precision o de aproximacion, discutiendo en particular las relaciones entre la
geometria abstracta y la prictica. En esta ultima:

«Dos puntos determinan su recta de unién, de modo mis preciso cuanto mds dis-
tantes estén uno de otro. Cuando estin muy préximos entre si, no son a propdsito para
determinar la recta.

Dos rectas determinan su punto de interseccién de modo tanto més preciso cuan-
to mayor es el ingulo que forman; a medida que decrece el 4ngulo aumenta la inexacti-
tud del punto de interseccién {...]» [KLEIN, 1919, p. 306].
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La geometria abstracta determina con caricter absoluto estas vaguedades
de la prictica, dejando de lado la intuicién, que una vez hecho su trabajo
introductorio cede el puesto a los razonamientos légicos a partir de axiomas:

«Como los entes de la Geometria abstracta no pueden ser concebidos como perte-
necientes al espacio intuitivo, ninguna demostracién rigurosa de la Geometria abstracta
puede fundarse nunca en la simple intuicién, sino que debe obtenerse como consecuen-
cia l6gica de los axiomas supuestos exactos. [Y sigue en nota afiadida a pie de pagina] En
el estado actual de la Ciencia se supone que todo matemitico teérico estd de acuerdo con
esta condicién; a mi me parece convincente, pero en tanto en cuanto se funda en la
imprecisién de nuestra concepcién del espacio [...]» [KLEIN, 1919, p. 308].

Pero la matemitica alcanzé tal grado de independencia respecto del
mundo real que se dispuso a axiomatizar sin més regla que la consistencia 16gi-
ca. Asi por ejemplo, Hjelmslev introdujo en los afios 20 una geometria que dis-
tingue puntos muy préximos por los que puede pasar mds de una recta; en esta
geometria los puntos de la recta no forman un cuerpo y la interseccién de la cir-
cunferencia y la recta es mas de un punto®. La axiomatizacion propia del para-
digma hilbertiano parecié nacer metafisica al entenderse como un tnico funda-
mento al que todas las matemiticas, y por ende todas las ciencias, debian remi-
tirse en Gltima instancia, pero en la segunda mitad del siglo la axiomatica se
vuelve dialéctica al fragmentarse en miltiples modelos que podrén interaccio-
nar con diversos fragmentos de la realidad, aun sin perder la permanente
aspiracién a las méas amplias unificaciones generales™.

Este brote permanente de intentos de modelar en forma matematica una
intuicién geométrica del continuo que no sea una extensién de lo discreto se
repite en la formulacién de Lawvere, pero esta vez ha salido a la luz el papel que
juegan los principios de la l6gica y la teorfa ha llegado a formar un cuerpo de
doctrina. Ademis, Lawvere fue perfeccionando a lo largo del tiempo la compe-
netracién entre su prictica matematica y reflexion dialéctica [MELONI, 1985].
En la introduccién de un trabajo en honor de Ehresmann, Lawvere [1980] expli-
¢4, en sintonia con Lenin, su visién materialista de la dinimica en términos de
materia que se mueve y materia que piensa, y cdmo su axiomatica para la deri-
vacién pretendia captar las relaciones generales abstractas decisivas del proceso,
algunas de las cuales ya consideraba contenidas en la teorfa de categorias. Y
remite a la Critica de la economia politica de Marx para comprender el papel que
dichas relaciones decisivas juegan en la reconstruccion de lo concreto como con-
cepto. En dicho trabajo vuelve a insistir en la capacidad que su formulacién
puede tener para explicar el movimiento de los cuerpos materiales*.
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VIIL Marx y las Derivadas

Dedicaremos esta ultima seccién a exponer brevemente la relacién que
tiene la geometria diferencial sintética con la reflexién sobre el proceso de
obtencién de la derivada que aparece en los Manuscritos matematicos de Marx
[1983], proceso que ha sido estructurado por Lawvere [1996a] utilizando méto-
dos de la teorfa de categorias, dando asi una muestra mas de la capacidad de esa
teoria para disipar algunos de los misterios de la filosofia dialéctica.

La obra mis moderna de matemiticas que aparece citada en los
Manuscritos es el texto de cilculo diferencial e integral de Moigno, seguidor de
Cauchy. Este libro es el tiltimo de los que figuran en el indice previo al anilisis
histérico sobre los fundamentos del cilculo que Marx se propuso llevar a cabo,
pero cuya redaccién terminé en el apartado anterior, que era la exposicién alge-
braica del cilculo segiin Lagrange. Como resultado de su anilisis critico del
confuso estado conceptual en que conocié el célculo diferencial, Marx quiso
evitar los infinitesimales y también los limites, explicando el proceso de derivar
en clave dialéctica, como la transformacién de un valor de la variable x a otros
dos distintos x, y, de manera que la diferencia de los valores que la funcién f{x)
toma en ellos se pueda calcular de la forma

f) =) = (x-y) g(xy)

donde la funcién g(x,») es un anticipo de la derivada de f; porque es una funcién de
dos variables a partir de la cual resulta la derivada por un proceso de identificacién

f (%) = glxx).

Marx verificé la existencia de esta derivada preliminar g cuando fes un
polinomio y en otros casos de funciones elementales®. La versién de Hadamard
[1927] del teorema fundamental del cilculo nos da g(x,y) como la integral entre
0y 1 de la funcién f “(y+#(x-y)) con variable ¢, pero la propuesta de Marx signi-
ficaba invertir el proceso, obteniendo primero g y después f* mediante la
evaluacién de g en la diagonal.

El asunto tomé un nuevo enfoque cuando se inicié la geometria diferen-
cial sintética. Reyes observé que, en vez de introducir el conjunto D de los infi-
nitesimales y el axioma de Kock-Lawvere, se puede dar como alternativa el que
llamé axioma de Fermat®, que afirma que para cada funcién fiR—R existe una
tinica funcién g:RXR—R que verifica la igualdad anterior destacada por Marx,
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para cada x,ye R. Este axioma no utiliza los infinitesimales nilpotentes, pero es
suficiente para obtener las reglas bisicas de la derivacién si se toma f7(x) como
indicé Marx. Con esta alternativa se llega también a una obstruccién de tipo
légico, pues el axioma de Fermat resulta incompatible con la ley del tercio
excluso de la légica clasica, pero tiene modelos en los topos. Por otra parte, si
los axiomas de Kock-Lawvere y de Fermat se dan juntos, entonces las dos
nociones de derivada que proponen coinciden; pero es mas fuerte el axioma de
Fermat, pues el de Kock-Lawvere junto con un axioma de integracién —que
asegura la existencia de funciones primitivas— implican el axioma de Fermat
sin la unicidad de la funcién g, cuya existencia se obtiene a través de una inte-
gral. Este enunciado se conoce en geometria diferencial sintética como lema de
Hadamard. La unicidad de g resulta si se afiade otro axioma” que afirma que si
una funcién fR—R verifica xf{x)=0 para cada xe R entonces f=0.

Estas consideraciones permiten apreciar que el rasgo de la derivada que fue
captado como esencial por Marx tiene una profunda conexién con el teorema
fundamental del cilculo, que establece que derivar e integrar son procesos
inversos. Interesa ahora notar que Marx afirma haber encontrado una explica-
cién dialéctica de la derivacién, pues se trata de una doble negacién creadora,
de lograr algo nuevo a partir de una unidad de opuestos que interaccionan: a
partir de la identidad x se tiene la oposicién entre los valores distintos x, y, que
tras el proceso de sintesis de la derivada preliminar se unifican para dar como
resultado f(x). Lawvere [1996a] plantea asi este enfoque dialéctico:

«Presopposing those laws of algebra which are equally valid for variable and con-
stant quantities, what is additionally required in order to determine the derivatives of
genuinely variable quantities and to establish the laws of the derivative? The answer is
the unity and identity of opposites permitting a single variable to be split into two like
variables and later collapsed again to one. How can we make this conclusion into
precise mathematics?»

Lawvere representa este proceso, en una categoria, mediante un esquema
que llama cilindro (el cilindro es un cuerpo que contiene el espacio que unifica
dos bases iguales separadas), formado por dos objetos C, B, entre los que hay
tres morfismos: u:C—8 y p,,p,:B—C, de modo que wp,=up esla identidad en
B. Los morfismos p,, p, representan la oposicion en C de dos copias de B y el
morfismo u la unificacién. Dado un cilindro en una categoria de anillos,
Lawvere introduce axiomas simples que permiten derivar a la manera de Marx.
Cada elemento x del anillo pequefio da lugar a dos valores x,=p,(x), x,=p,(x) en
el anillo grande C que determinan un incremento, Ax=x,-x,, que también esta
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en C. Por otra parte, si g estd en C se escribe g-x para indicar que g se unifica
con x, es decir, u(g)=x. Establecida esta notacién, Lawvere distingue mediante

la propiedad
g-x =0 implica g-0

alos elementos x del anillo pequefio B que van a tener estatuto de variable inde-
pendiente, respecto de los cuales otros elementos y de B se podran derivar, pre-
cisamente aquéllos para los que exista la derivada preliminar g en el anillo
grande C, que seri un factor de proporcionalidad incremental

Ay = g (bx)

Entonces Lawvere define la derivada de y respecto de x como la cantidad
y’ del anillo pequefio que es la unificacién de g, es decir,

gy’

Estos axiomas se inspiran en la derivacién ordinaria, que se recupera como
caso particular si se toma en la categoria de los conjuntos clésicos el cilindro en
el que C=C®(RxR) y B=C®(R), siendo u, p,, p, las aplicaciones asociadas
respectivamente a la diagonal R—>RxR y a las dos proyecciones RXR—R.

Lawvere completa el articulo citado sugiriendo ejemplos de aplicacién a
otras situaciones matemiticas y fisicas, especialmente a la mecénica del conti-
nuo, sugiriendo un esquema dialéctico de tipo cilindro para la teoria matema-
tica propuesta por Noll [1993] para estudiar los procesos de deformacién de los
cuerpos continuos.

IX. Epilogo

La linea dominante en la que se ha producido el desarrollo histérico del
cilculo infinitesimal puede presentarse como un proceso que culmina en el
anilisis no estindar de Robinson, a lo largo del cual la prictica operativa del
cilculo se somete a una creciente precisién técnica y conceptual. En los inicios
del cilculo los infinitesimales proporcionan una base intuitiva cuya formaliza-
cién plantea severas contradiciones légicas, basadas unas veces en el caracter
inversible de las cantidades infinitesimales y otras en su carécter nilpotente.
Por ello, aunque los infinitesimales nunca se apartaron de las esferas de la
intuicién y de las aplicaciones, fueron rechazados en la rigorizacién del siglo
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XIX, que produjo una fundamentacién del anilisis por medio de la teorfa de
conjuntos y de la aritmetizacién del continuo. La teoria de conjuntos exigié
un profundo desarrollo de la 16gica matematica y fueron precisamente sus
avanzados métodos del presente siglo los que permitieron a Robinson recupe-
rar una explicacién de la derivada mediante los infinitesimales inversibles, que
aparecen en un sistema ampliado de nimeros que extiende la aritmética de
Peano y los niimeros reales clisicos. Esta concepcién del cilculo se califica
como metafisica porque se basa en una visién de las matemiticas de tipo idea-
lista platénico que reduce todas sus construcciones a unos principios tGnicos
que pretenden captar la realidad objetiva preexistente.

A lo largo del tiempo no han dejado de presentarse intentos de explicar el
cilculo con infinitesimales, las relaciones entre lo discreto y lo continuo, o
entre la geometria y el dlgebra, mediante visiones dialécticas asociadas a filoso-
fias materialistas y a légicas que se debilitan sin la ley del tercio excluso y la
doble negacidn. En los afios sesenta del presente siglo surgieron teorfas mate-
mdticas que proporcionaban una nueva capacidad de expresion técnica a estos
modos de pensamiento. La teoria de categorifas formulé una opcién dialéctica
para los conjuntos, entendiendo por tal que un conjunto ya no se determina
por sus elementos sino por las aplicaciones que puede soportar, el concepto pri-
mitivo ya no es lo que el conjunto es en si mismo, sino las relaciones que puede
mantener con los demds conjuntos.

Utilizando teoria de categorias progres6 también en los sesenta la geome-
tria algebraica mediante métodos en los que se hace un uso fructifero de los ele-
mentos nilpotentes de los anillos de funciones localizados. Se llegé asi a forma-
lizar un tipo de categorias, llamadas topos, que aparecen como categorias de
conjuntos variables cuya lgica asociada es la 16gica formal intuicionista, lo que
permite disponer de una gama variada de universos de conjuntos adaptables a
las situaciones particulares que diversos problemas mateméticos puedan reque-
rir. Ello permitié a Lawvere dar una axiomdtica del calculo infinitesimal
mediante infinitesimales nilpotentes que, si bien era incompatible con los con-
juntos constantes clasicos, tenfa modelos en topos de conjuntos variables que,
al ser construidos sobre los conjuntos clisicos, probaban que el nuevo célculo
era compatible con el tradicional pero aplicable en categorias més generales.
Ademis, Moerdijk y Reyes han obtenido modelos en los que hay infinitesima-
les nilpotentes e inversibles junto con un tipo de aritmética que permite analo-
gias con el anlisis no estindar. Con todo ello, se han extendido teoremas cli-
sicos sobre variedades diferenciales al caso de dimensién infinita y se apunta la



LLULL, 27 LA DIALECTICA DEL CALCULO INFINITESIMAL 391

posibilidad de que estos métodos permitan aplicaciones a la fisica que superen
algunas dificultades que se presentan con la matemitica actual.

La forma dialéctica que Marx dio al proceso de derivacién, sin necesidad
de limites ni infinitésimos, también ha sido formalizada con un amplio
esquema de teoria de categorias que admite otras interpretaciones.

El objetivo de este trabajo ha sido presentar sucintamente estos desarrollos
matemiticos de los Gltimos treinta afios y algunos de sus antecedentes histéri-
cos en el marco de las relaciones entre ciencia e ideologfa, intentando sobre la
marcha ir poniendo de manifiesto que en el fluir de las ideas matematicas estin
presentes tanto aspectos que se refieren a la visidon general que los matemiticos
tienen de su ciencia y de su quehacer prictico como posiciones filoséficas o ide-
olégicas que afectan a aspectos vitales mas amplios que la propia actividad
matemitica. En el caso que nos ha ocupado la filosofia general que impregna el
tratamiento no convencional es el materialismo, particularmente en su formu-
lacién dialéctica del siglo pasado, vinculo que se hace plenamente explicito en
los escritos de Lawvere, el matemaitico que ha liderado los recientes desarrollos
aqui expuestos.

Que esta conexién con la filosofia dialéctica hiciera eclosién en la década
de los sesenta, en medio de la agitada juventud universitaria, sugiere otras
correlaciones entre la actividad matematica y el nivel ideolégico de los prota-
gonistas, todavia pendientes de clarificacién. Mac Lane, uno de los fundadores
de la teoria de categorias, ha iniciado una serie de relatos de su experiencia per-
sonal en este campo en los que asoman algunos de estos aspectos de la activi-
dad matemaitica en su contexto social e ideolégico, pero aparecerin con el tiem-
po otras memorias de los protagonistas principales y documentacién que pueda
ser examinada por los historiadores a fin de obtener un balance acertado sobre
estas correlaciones.

También hace falta tiempo para conocer las posibilidades que para la mate-
mitica del futuro van a tener estos planteamientos dialécticos. Un cierto pesi-
mismo, al menos momentaneo, se aprecia en el parrafo siguiente de Moerdijk y
Reyes que abre el prélogo de su libro sobre modelos, una obra preparada unos
afios antes de su publicacién:

«This book appears at the wrong moment, since it goes against the mathematical
tide, which nowadays seems to be moving away from abstraction and conceptualization
towards concerteness and specialization. Nevertheless, we have decided to publish it
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rather than wait for the turn of the tide. Our purpose is to explain infinitesimals and
infinitely large integers, as they were used before their elimination by the set-theoretic
trend in mathematics. Our explanation doesn’t go against this trend, but tries to give a
consistent reinterpretation of infinitesimals in a set-theoretic context, through the use of
sheaf theory [...]» [MOERDIJK & REYES, 1991, p. v].

Aligual que en los sesenta la teorfa de categorias se beneficié de una explo-
sién del interés por la matemitica conceptual, en la dltima década las priorida-
des sociales en Occidente han llevado a buena parte de los tedricos de las cate-
gorias hacia la moda informitica y computacional que nos invade o en otras
direcciones. No obstante, la cita de Lawvere que abre el presente trabajo deja
ver un 4nimo més esperanzado a medio y largo plazo. Si las paginas que aqui
terminan no son criticadas muy severamente por los que conocen el tema y su
lectura anima a alguno de los lectores neéfitos a interesarse por esta materia
desde los puntos de vista matemitico, histérico o filoséfico, esta modesta
contribucién en favor de la matematica dialéctica habrd cumplido su objetivo.

NOTAS

1. No se trata de rechazar la légica clsica desde una posicién filoséfica (ideolégica), sino
de trabajar con una légica formal mds general que tiene a la cldsica como caso
particular, si bien la teoria infinitesimal a la que aludimos se hace trivial en este caso.

2. Parece relevante, en un contexto de ciencia e ideologia, llamar la atencién sobre el pro-
tagonismo que en el primer desarrollo de esta teoria han tenido, junto al fundador
norteamericano y otros europeos, la selecta terna de matemiticos originarios de
América Latina que han aparecido en las referencias anteriores: los argentinos Marta
Bunge y Eduardo Dubuc y el chileno Gonzalo Reyes, incorporados a la
matemitica mis avanzada del norte continental.

3. Struik [1948] da varios argumentos que pueden explicar que Marx ignorara el trabajo

de Cauchy.

4. Véanse los trabajos de los filésofos GOMEZ PIN [1986-87] y JOVEN [1997].

5. El texto es de 1973 y aparecié pSstumamente dos afios después [ROBINSON, 1975,
p- 51]. Se trata de su conferencia en el Coloquio de Légica de Bristol, en el que com-
parti6 tribuna, entre otros investigadores invitados, con MacLane [1975] y Lawvere
[1975].

6. Las primeras exposiciones publicas fueron LAWVERE {1971] y TIERNEY [1973].

7. Corry [1996] contiene un relato del inicio de la teoria de categorias guiado por los
escritos de MacLane sobre el tema y enmarcado en un estudio de la aparicién de las
estructuras matematicas.
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8. Desde que aprendi categorias en el afio 1970 me resulta muy poco natural pronunciar

functor en lengua espafiola y he optado por utilizar el término funtor, aunque otros

no lo hacen asi.

9. Lawvere y Shanuel [1997] presentan la teoria de categorias de modo elemental, mos-

10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

trando que esta teoria suministra conceptos generales transversales a las divisiones
convencionales de las matemaiticas y sirve de fundamento a la matemdtica discreta y
a la continua al mismo tiempo. Su propuesta pedagégica es diferente a la de Hilton
[1975].

Estos objetivos estin alcanzados respectivamente en LAWVERE [1966, 1964, 1965].
En realidad los resultados presentados en La Jolla ya estaban citados, aunque pos-
poniendo los detalles, en su presentacién de la teoria de conjuntos sin elementos.
Mis tarde, por una parte Blanc y Donnadieu [1976] y por otra McLarty [1991] han
perfeccionado técnicamente el trabajo axiomético de Lawvere sobre la categoria de
las categorfas.

Vincula asi el crecimiento de la investigacién en el drea con un fenémeno sociopoli-
tico bien conocido que afecté a Occidente en la década de los sesenta: el impulso a
la educacién matemitica bajo el eslogan matemadtica moderna como arma para con-
trarrestar la delantera tomada por la URSS en la carrera espacial. Esta medida poli-
tica trajo consigo un fuerte incremento de la comunidad matematica en todos los
paises occidentales.

En este punto es interesante ver McCLARTY [1994].

La notacién P:B°P—C indica que se trata de funtores contravariantes respecto a las
inclusiones de los abiertos, es decir, que a la inclusién del abierto U en el abierto
hacen corresponder una aplicacién P(¥)@P(U), en sentido inverso, llamada restriccion.

Véase GROTHENDIECK & VERDIER [1972, pp. 302-303]. Este volumen corres-
ponde al Seminario de Geometria Algebraica du Bois-Marie celebrado en 1963-64
bajo la direccién de Artin, Grothendieck y Verdier. Los cuatro exposés que aparecen
se deben a los dos ultimos autores.

Para un relato extenso de este diverso origen de los topos véase McCLARTY [1990].

Esta obra contiene una resena histérica completa de los primeros pasos de la teorfa.
Un resumen accesible sobre los topos y su 1gica puede verse en MAC LANE
[1975] y también en BUNGE [1984]. Otras referencias panorimicas sobre topos son
los articulos de BELL [1982, 1986}, y un texto mis moderno en MAC LANE &
MOERDIJK [1992].

«It is difficult to understand why so many instances of this development come in just
this one year», dice MAC LANE [1988, p. 346] antes de enumerar seis progresos
notables que hicieron comprender que la teoria de categorias podia ser un campo de
investigacién matemitica. Entre ellos se encuentran los temas que hemos llamado
(A1) y (A5). En otro momento [p. 353] se refiere a la aparicién de (A2) «in that
magical year 1963».
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18. En un trabajo posterior con abundante contenido retrospectivo ya citado
[LAWVERE, 1976] expone con detalle el método dialéctico seguido en el anilisis de
los conjuntos y la relacién de pertenencia para obtener una nocién abstracta de con-
junto sin dicha relacién y mis tarde la de conjunto variable parametrizado por un
conjunto constante. Véase también MELONI [1985].

19. En el primer caso se refiere al estudio del espectro primo de los anillos conmutati-
vos, y la condicién (o) es la existencia del objeto de los ntimeros naturales, definido
en un topos mediante una formulacién categérica de la recursién, a partir del cual se
van extendiendo los objetos de ntimeros enteros, racionales, reales, etc., con el
mismo proceso formal que en el caso clasico.

20. Véase JOYAL [1975] y STOUT [1976]). Ambos trabajos se presentaron en el
Coloquio sobre Teoria y Aplicaciones de las Categorias celebrado en Amiens
(Francia) en 1974,

21. Publicado con ocasién de una reunién de investigadores celebrada en Aarhus
(Dinamarca) en mayo de 1978. MAC LANE [1988] pone alguna objecién al valor
histérico de este documento por no ser una reproduccién exacta de manuscritos ori-
ginales. En el texto preliminar a la edicién de 1979 Lawvere indica: «The following
is intended as a summary of some lectures which I gave at several places in 1967.1...]
My main external sources for the following summary have been page 937 of volume
14 of the Notices of the AMS and especially notes taken by Saunders MacLane on
May 19, 1967 at Chicago and on November 25, 1967 at Urbana, which he very
kindly sent to me in summer 1978>».

22. Hacia 1960 Lawvere habia estudiado mecanica del continuo con Truesdell y Noll en
la Universidad de Indiana [MAC LANE, 1988].

23. En aquellos afos estaba estudiando los topos de Grothendieck, portadores de la idea
de conjunto variable que muy pronto se iba a desarrollar en forma de teorfa abs-
tracta, como ya hemos visto.

24. Kock y Wraith [1971] escribieron la primera monografia sobre la teoria de topos ele-
mentales, surgida de lecciones impartidas durante el curso 1970-71. Un afio después,
Wraith [1972] escribié sobre las ideas de Lawvere: «This note is an expansion of
some ideas of FW. Lawvere which occur in a manuscript entitled: «Categorical
Dynamics» and dated 19th May 1967». Se ocupé del 4lgebra de Lie de los campos
vectoriales, en la teorfa formal y en los modelos.

25. Kock [1981] ofrece una cronologfa detallada de los primeros pasos de la teoria y
sus protagonistas.

26. Véase a este respecto el anilisis sobre un teorema de Ambrose, Palais y Singer en
MOERDIJK & REYES [1991, pp. 226 ss.].

27. Usamos este concepto, y los de paradigma lagrangiano y paradigma hilbertiano que
mencionaremos mds adelante, segin la terminologia de HORMIGON [1996].
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28

29

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37

. En esta década escribié Dialéctica de la naturaleza [ENGELS, 19791 y Anti-Diibring
[ENGELS, 1968], aunque la primera no se publicé hasta 1925.

. En este trabajo, McLarty compara los desarrollos del siglo XIX con una formaliza-
cién mediante la teoria de topos de la distincién entre conjunto de puntos y espacio
de puntos, en la que juega un papel esencial la ley del tercio excluso.

En la introduccién de MOERDIJK & REYES [1991] hay una exposicién muy acer-
tada de este uso furtivo de los infinitesimales por Darboux, Lie y Cartan, uso que
restaura con pleno rigor la geometria diferencial sintética.

Véase en LAWVERE [1996b] un comentario de la obra de Grassmann a la luz del
pensamiento dialéctico expresado mediante la teoria de las categorias.

Esta geometria y el antecedente griego de Protigoras se citan en las notas al primer
capitulo de KOCK [1981, p. 6].

Israel [1996] da cuenta de cémo los modelos matematicos de la realidad han evo-
lucionado desde el modelo mecanicista tinico hasta la variedad de modelos mate-
méticos sugeridos por la fisica, la biologia y la economia a partir de finales del
pasado siglo.

En mayo de 1982 se celebré en Bufffalo un encuentro sobre estos temas entre inves-
tigadores matemdticos y fisicos [LAWVERE & SCHANUEL, 1986).

Para mis detalles véase GLIVENKO [1935], STRUIK [1948] y KENNEDY [1977].
Cifoletti [1990] intenta hacer explicita la relacién genérica que existe entre los méto-

dos de trabajo de Fermat con los infinitesimales y la geometria diferencial sintética.
También Bell [1988] relaciona estos métodos actuales con los de los autores clisicos.

. Detalles sobre estas relaciones se encuentran en KOCK ([1981], LAVENDHOMME
[1987] y MOERDIJK & REYES [1991].
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