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Introduccion

EAT (siglas de Effective Algebraic Topology) es un conjunto de programas Common Lisp, escrito
bajo la direccién de Sergeraert y dedicado al Célculo Simbdlico en Topologia Algebraica. El
sistema EAT es la primera plasmacion real (ejecutable sobre un computador) de ideas de Serge-
raert como la homologia efectiva ([112], [99], [102]), la codificacion funcional [113] y los objetos
localmente efectivos [101]. Estas ideas, asi como los nuevos algoritmos de célculo basados en
ellas, han dotado a EAT de una gran potencia de cdlculo que le han permitido obtener resul-
tados (en concreto, grupos de homologia) que no han podido ser confirmados (jni refutados!)
por ningin otro método (tedrico o automadtico); algunos ejemplos pueden encontrarse en [95] o
[105].

En este contexto, parecia interesante realizar un anélisis formal del programa que, atn en el
caso de que no pudiese dar lugar a una prueba completa de su correccion, al menos permitiese
razonar sobre los procesos internos de calculo. Con este objetivo en mente, se consideré que
las técnicas de especificacion algebraica (véanse, por ejemplo [40] y [72]) podrian ofrecer los
recursos necesarios para emprender esta tarea. La eleccidon de esta herramienta, frente a otros
métodos formales en Informatica (véanse varias alternativas, por ejemplo, en [84], [3] y [18]),
estuvo basada en tres puntos. En primer lugar, se trata de una de las técnicas formales mas
antiguas (véanse [124], [52], [49] y [53]), a la que se han dedicado mds investigadores (véanse,
solo como ejemplo, la serie de Workshops on Algebraic Development Techniques, WADT, [12],
[42], [86], entre otros) y que, por tanto, dispone de mds experiencias y tecnologia para la
especificacién de sistemas [6]. En segundo lugar, la especificacién algebraica estd muy vinculada
con (aunque no se restringe a) los tipos abstractos de datos y a la hora de comenzar a estudiar
un sistema complejo como EAT parece oportuno comenzar por sus médulos méas elementales:
sus estructuras de datos. Y en tercer y ultimo lugar, la especificacién algebraica utiliza como
lenguajes subyacentes los del Algebra Universal y la Teoria de Categorias, que son obviamente
muy adecuados en el contexto del Calculo Simbdélico en Topologia Algebraica: los objetos a
manipular son estructuras algebraicas (grupos graduados, complejos de cadenas, etc.) y, por
otra parte, el nacimiento mismo de la Teoria de Categorias estuvo muy ligado al desarrollo de
la Topologia Algebraica (alrededor de los afos 50; véase [41]).

Una vez elegido el marco en el que desarrollar la especificacién de EAT (el de las especifica-
ciones algebraicas) conviene hacer notar dos caracteristicas diferenciales de nuestro problema.
Por una parte, las estructuras de datos de EAT codifican conjuntos de naturaleza infinita, por
medio de técnicas de programacién funcional (a través de los conceptos de Sergeraert ya mencio-
nados: la codificacién funcional y los objetos localmente efectivos). La mayoria de los esfuerzos
en especificacién algebraica han estado sin embargo ligados al andlisis de estructuras finitas o
finitamente generables, por medio del concepto de seméntica inicial o de sus variantes; ver, por
ejemplo [40]. (De hecho, algunos autores [29] consideran precisamente esta caracteristica como
esencial en la metodologia de diseno basada en Tipos Abstractos de Datos.)
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Por otra parte, la especificacion algebraica suele ser presentada como una técnica 1til en las
fases tempranas (early, en inglés) del desarrollo de un sistema informatico. Hablando sin rigor,
a la fase de especificacién (algebraica) le seguiria un proceso de disenio detallado para terminar
con la implementacién real del sistema. La especificacién algebraica proporcionaria asi una
referencia, matemadticamente consistente, contra la que deberia validarse la correccién de cada
una de las siguientes fases en el desarrollo del sistema. Nuestro problema es completamente
diferente (incluso es, en un cierto sentido, el opuesto). Partimos de un sistema previamente
desarrollado y que lleva en funcionamiento varios anos (al menos desde 1991), con cierto éxito
en su campo de aplicacién. Por tanto, nuestro objetivo no es influir en el disefio de dicho progra-
ma, sino mas bien obtener modelos matematicos que nos permitan razonar sobre sus procesos
internos de calculo. Resumimos esta situacion diciendo que las especificaciones algebraicas no
son utilizadas en nuestro caso para el diserio de un sistema (como es habitual) sino para la
modelizacion de un sistema. Una consecuencia de ello es que el lenguaje de programacion,
que en la mayoria de la literatura sobre especificaciones algebraicas no deja de ser un referente
lejano (incluso cuando se habla de implementaciones [39]), pasa a ser un elemento de primera
importancia y muy concreto (Common Lisp en nuestro caso) en la modelizacién.

Bien sea por estas dos razones, o bien porque la especificacién algebraica no haya sido
confrontada con sistemas tan complejos (por tamano y conceptualmente) como EAT (al menos
la literatura consultada solo recoge detalladamente ejemplos académicos, pese a que se citan
con frecuencia en las introducciones casos de uso industrial de las especificaciones algebraicas),
resulté que, lejos de tratarse de una simple aplicacion de técnicas conocidas, nuestro problema se
convirtié en un verdadero desafio, en el que ha sido necesario introducir nuevas construcciones,
conceptos y técnicas para alcanzar los objetivos propuestos. A presentar estas novedades estd
dedicada esta memoria.

Hablando informalmente, entre las estructuras de datos de EAT pueden distinguirse dos
capas. Una primera, bésica, constituida por datos estdndar (como listas finitas, vectores de
enteros o simbolos, etc.) y otra segunda, funcional, dedicada a codificar estructuras algebraicas
(grupos, médulos, etc.), cuyos elementos son datos de la primera capa. Para las estructuras de
datos de la primera capa la aproximacién cldsica de las especificaciones algebraicas (simplifi-
cando, la seméntica inicial) es suficiente, no tratdndose por tanto de una tarea de investigacion.
(La especificacién detallada se veria dificultada por el hecho de que, en esa capa bdsica, se
utilizan por razones de eficiencia efectos laterales, como modificaciones destructivas de listas o
vectores; pero esas dificultades son bien conocidas y se consideran “resueltas” en la literatura.
Indiquemos, de pasada, que la segunda capa de estructuras de datos estd libre de efectos late-
rales y que, por tanto, para nuestro trabajo podemos considerar que EAT es un sistema basado
en programacion funcional pura.)

Las estructuras de datos de la segunda capa, por el contrario, no se adectian a la semantica
inicial. Esta observacién fue ya senalada en [69], donde también se indicé que las estructuras
de datos de EAT (segunda capa) eran implementaciones de tipos abstractos que eran candnicos
en un sentido que en aquel trabajo no era precisado en exceso. Una forma de entender esta
memoria es verla como la bisqueda precisa y formal de en qué sentido las estructuras de EAT
son “canénicas”. La solucién, presentada en esta memoria (y previamente en [67]), consiste en la
demostracién de que dichas estructuras son universales en el sentido de la Teoria de Categorias.
Concretamente, forman parte de objetos finales en ciertas categorias de implementaciones de
tipos abstractos de datos.

Se ve por tanto que no solamente el punto de vista inicial (en el sentido de la Teoria de
Categorias) no es adecuado, sino que la perspectiva conveniente es la relacionada con los objetos
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finales. Tras una aparicién temprana en la historia de las especificaciones algebraicas [121], no
se presté excesiva atencion a la seméntica final, hasta que, sobre todo en la ultima década, ha
vuelto con fuerza relacionada con la especificacién de sistemas orientados a objetos. Destacan
en este campo las especificaciones ocultas ([46], [23], [45], [27], [76], [94] y [47]) y los métodos
coalgebraicos ([91], [106], [60], [61], [62], [76] ¥ [27]). Resulta ligeramente sorprendente ver al
sistema EAT, basado en la programacion funcional, emparentado con los formalismos orientados
a objetos. Sin embargo, tanto en [68], como con mds detalle en el capitulo 2 de esta memoria,
mostramos que la relacién es mucho mas natural de lo que pudiese parecer.

Finalmente, otro modo de entender este trabajo consiste en verlo como una interpretacion
de los objetos localmente efectivos de Sergeraert (asi como de sus diferencias con los objetos
efectivos) en el marco de las implementaciones de los tipos abstractos de datos. Como parte
de esa interpretacién aparece la justificacion del uso de dichos objetos para la codificacion de
estructuras de datos infinitas que, como hemos indicado, es una de las caracteristicas relevantes
de EAT. (Esto muestra otra relacién con los métodos coalgebraicos, que han sido propuestos
frecuentemente en la literatura [91] como alternativa para la especificacién de estructuras de
datos infinitas.)

Este texto estd organizado como se explica a continuacién. FEl primer capitulo comienza
con una secciéon en la que se presenta brevemente el sistema EAT. En la segunda seccién se
fijan las definiciones, terminologia y notaciones relativas a la Teoria de Conjuntos, la Teoria
de Categorias y las especificaciones algebraicas que se usan en este trabajo. El capitulo 2
presenta la construccién central de la memoria, denotada ()imp, en un contexto puramente
algebraico. Ademads se interpreta la construccion ()imp en el marco de la Teoria de Categorias
v se analizan detalladamente sus relaciones con las especificaciones ocultas y las coalgebraicas.
En el capitulo 3 se introduce la categoria de implementaciones de un tipo abstracto de datos
(en Common Lisp) y se muestra el papel de la construccién ()i, para interpretar en este
contexto las estructuras de EAT en términos de objetos finales de categorias. En el ultimo
capitulo, el cuarto, los resultados anteriores son refinados al incluir explicitamente informacién
relativa a los invariantes y las igualdades de las implementaciones. Alli se explican también las
diferencias entre las representaciones localmente efectivas y las efectivas. La memoria termina
con un apartado de conclusiones y trabajo futuro y la bibliografia.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Presentacion de EAT

El propésito de esta seccién es presentar el sistema EAT a través de ejemplos que nos permitan
estudiar algunas de sus caracteristicas. Como ya hemos comentado en la introduccién, el sistema
EAT esta dedicado al calculo en Topologia Algebraica. Esta se ocupa de asociar invariantes
algebraicos a espacios topoldgicos, para estudiar ciertas propiedades de los espacios topoldgicos
a través de estos invariantes algebraicos. (El argumento para buscar invariantes algebraicos
de espacios topolégicos es que los objetos algebraicos son més faciles de identificar y clasificar
que los topoldgicos.) Ejemplos de invariantes algebraicos asociados a espacios topolégicos son,
entre otros, los grupos de homologia y los de homotopia. Concretamente EAT estd dedicado al
célculo de los grupos de homologia de espacios de lazos iterados.

El primer paso para trabajar en Topologia Algebraica utilizando un ordenador es dar un
modelo combinatorial del espacio topolégico a estudiar. Un modelo combinatorial esté formado
por simbolos y funciones entre ellos, de ahi que el Calculo Simbdlico sea adecuado para ma-
nipularlo. Uno de los principales problemas que aparecen es que los espacios pueden ser de
naturaleza infinita, en el sentido de que no admitan una descripciéon combinatorial en términos
de un numero finito de elementos, y sin embargo puede ocurrir que sus invariantes sean de tipo
finito y, por tanto, susceptibles de ser calculados por medio de un ordenador. En este sentido,
la primera dificultad que aparece es la manipulacién en el ordenador de representaciones de
espacios de naturaleza infinita.

La teorfa de la Homologia Efectiva (véanse [112], [114]), debida a Sergeraert, es un marco en
el que abordar el problema de la calculabilidad en Topologia Algebraica, y es la teoria en la que
reposan los algoritmos de cdlculo de EAT. Utilizando las técnicas introducidas por Sergeraert,
en [95] se estudié el problema concreto del calculo de la homologia de espacios de lazos iterados,
estudio que dio lugar al sistema EAT. La nocién clave en todo ello es la de objeto con homologia
efectiva . La idea es enriquecer los objetos (por ejemplo, los modelos combinatoriales de espacios
topoldgicos) con informacién adicional de forma que se pueda aplicar sobre ellos un algoritmo
de calculo de su homologia, incluso en el caso de que los objetos de partida no sean de tipo
finito.

Mostramos a continuacién algunos ejemplos de célculo del sistema EAT. Pese a ser un ejem-
plo con resultado bien conocido, vamos a comenzar calculando el grupo de homologia H3(S?),
es decir, el tercer grupo de homologia de la esfera S3. Las esferas, en cualquier dimension,



6 Capitulo 1. Preliminares

poseen una versién combinatoria por medio de conjuntos simpliciales, siendo éstos unos de los
modelos combinatoriales mas utilizados [78]. En EAT* construimos la esfera de dimensién 3 tal
y como se muestra a continuacion.

> (setf s3 (sphere 3)) "X
[SS-4]

El sistema devuelve el objeto #4 que es un conjunto simplicial (marcado con el simbolo S8,
por Simplicial Set), es decir, una versién combinatoria de la esfera S3, y este objeto es asignado
al simbolo s3. El siguiente paso es construir el complejo de cadenas canénicamente asociado a
ese conjunto simplicial, paso intermedio para calcular la homologfa de S3.

> (setf ccs3 (ss-cc s3)) "
[cc-T7]

El sistema devuelve el objeto #7 que es un complejo de cadenas (CC, por Chain Complez),
objeto que es asignado al sfmbolo ccs3. Finalmente, para calcular el tercer grupo de homologia
de la esfera introducimos

> (cc-homology ccs3 3) "X
Homology in dimension 3:
Component Z

--- done ---

y el sistema devuelve la descripcién del grupo de homologia que, como es bien conocido, corres-
ponde a Z.

En el ejemplo anterior hay una cuestién fundamental que es la naturaleza finita de la version
combinatoria del espacio topoldgico de partida. Un ejemplo maés interesante es plantearnos el
célculo de la homologia de un espacio de naturaleza infinita. Vamos a suponer que queremos
calcular el grupo de homologia H;(Q2S3), es decir, el quinto grupo de homologia del segundo
espacio de lazos de la esfera S3. (El espacio de lazos de un espacio es el conjunto de funciones
continuas de la circunferencia en el espacio que preservan el punto base, dotado de la topologia
compacto-abierta.) EAT construye una versiéon combinatoria del segundo espacio de lazos de
la esfera S® codificado funcionalmente como un conjunto de funciones, versién combinatoria de
naturaleza infinita que viene dada por un objeto conjunto simplicial.

> (setf 12s3 (loop-space (loop-space s3))) M
[SS-6]

Construimos el complejo de cadenas canénicamente asociado.
> (setf ccl2s3 (ss-cc 12s3)) M

[CCc-8]

Sin embargo, al intentar calcular su homologia por el mismo proceso que en el caso de la esfera:

*Las siguientes sentencias se han ejecutado en el sistema EAT bajo Allegro Common Lisp. FEl simbolo >
representa al prompt Lisp y la cruz de malta M4 corresponde a la tecla <Return>, que da paso a la evaluacién de
la sentencia.
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> (cc-homology ccl2s3 5) M«
;;Error: CC-MAT cannot work with a LOCALLY-EFFECTIVE chain complex

se produce un error, no es posible.

Vamos a analizar las estructuras de datos anteriores viendo cémo son almacenadas en la
memoria del ordenador para entender la diferencia esencial entre ambas, diferencia que procede
de la distinta naturaleza, finita e infinita, de los espacios que codifican. Para ello utilizamos la
funcién Common Lisp inspect (véase [116], pagina 698).

> (inspect s3) "X

La anterior sentencia Lisp muestra la ventana de la figura 1.1.

2 Inspect 53 [55-4] | |O) =]

[E5-4] iz a 55 ﬂ
b=p * *

eqs * fofunction 2 ¥=x7FEA9C:

gdl *® f<closure 3 ¥=xE03850:

idn = 4

org * (BUILD-FINITE-55)

=h=z #* f<closure 1 ¥=zE03838:

A -\

Figura 1.1: inspect de s3

La figura 1.1 es un ejemplo de como inspect muestra un objeto Lisp: una linea para cada
campo del objeto apareciendo el nombre del campo delante del simbolo *. Vamos a explicar los
campos del objeto conjunto simplicial anterior: idn y org podemos ignorarlos ya que contienen
informacién 1til desde el punto de vista de la ingenieria del software pero irrelevante desde el
punto de vista de la especificacién; en el campo bsp se codifica el punto base; eqgs codifica
una relacién de equivalencia que define una igualdad entre simplices (mas exactamente, entre
sus representaciones); gdl codifica los operadores cara; finalmente, sbs codifica una funcién
que asocia a cada numero natural n una lista de simplices de dimension n. Los campos més
importantes de la estructura anterior (egs, gdl y sbs) son de naturaleza funcional, pudiendo ser
funciones primitivas (#<function ... >) o cierres léxicos definidos por el usuario (#<closure

>). Esta caracteristica se reflejard en las construcciones realizadas en esta memoria.

Una diferencia esencial entre las estructuras s3 y 12s3 es que la primera de ellas es una
estructura finita, efectiva en terminologia de Sergeraert [101], es una implementacién directa de
un conjunto simplicial finito, concretamente es una versién combinatoria del espacio topolégico
S3. Sin embargo, 12s3 es una implementacién de un espacio infinito, implementacién que recoge
la no finitud del espacio y que contiene toda la informacién necesaria para realizar los calculos.
Asi, podemos comparar simplices, aplicar los operadores cara, etc. Por ejemplo,

> (gdl 1283 0 3 (asm nil (loop2 (asm nil (loop3 nil ’<s3> 1)) 1))) M
<ASM 1-0 <<LOOP *>>>

construye la cara (58’ de un simplice de 12s3. Evidentemente, en el caso de los objetos de
naturaleza finita, se pueden realizar los cdlculos del mismo modo. La siguiente sentencia aplica
el operador cara &3 a un simplice de s3.
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> (gdl s3 0 3 ’<83>) M«
<ASM 1-0 *>

Vamos a aprovechar la evaluaciéon anterior para comentar que en el operador podemos dis-
tinguir dos tipos de argumentos: el primero y el resto. El primer argumento determina el
espacio ambiente en el que se realizan los calculos. Como datos, son més bien “ocultos” ya que
aunque su estructura pueda explorarse explicitamente por medio de inspect (ver figuras 1.1 y
1.2), su composicién interna no puede mostrarse: los valores de los campos son cierres léxicos.
La conclusién de esto es que los objetos asociados a s3 y 1283 sélo tienen comportamiento,
son puramente observacionales (una vez dados los argumentos para los cierres léxicos que son
sus componentes). Por el contrario, el resto de argumentos son “visibles”, en el sentido de que
su estructura es completamente conocida. Esta caracteristica la poseen también los resultados
obtenidos al aplicar las operaciones. Por ejemplo, el simplice abstracto <ASM 1-0 *> es la dege-
neracién 717 del punto base de la esfera denotado por *. Asi, su estructura es completamente
“visible” a partir de su representacién en la maquina. Ademads, los datos “visibles” pueden ser
de dos tipos: constantes, como por ejemplo O y 3, o generados como <ASM 1-0 *>.

La diferencia esencial entre los objetos s3 y 12s3 se encuentra en el campo sbs y esta rela-
cionada con su distinta naturaleza, finita e infinita, respectivamente. Mostramos a continuacion
la estructura 12s3 para compararlas.

> (inspect 12s3) "X

La ventana inspect corresponde con la de la figura 1.2.

2 Inspect 55 [55-6] O] =

[55-6] i= a 55 :|
b=p * <<LOOF #*#::

eq= *¥ ¥iclosure 7 #=xE3D624:

gd]l * F<closure 3 #xE3D63IC:

idn * @

org * (LOOP-SPACE [S55-51)

=h= * LOCALLY-EFFECTIVE

I -\

Figura 1.2: inspect de 12s3

En el caso del objeto s3, el campo sbs almacena una funciéon que asocia a cada ntmero
natural n la lista de simplices no degenerados en esa dimensién, que es una lista finita. Sin em-
bargo, en el caso del objeto 12s3 en el campo sbs se almacena el simbolo : LOCALLY-EFFECTIVE.
Esto es debido a que el conjunto simplicial que modela combinatorialmente el segundo espacio
de lazos de la esfera S3 es de naturaleza infinita (ntimero infinito de sfmplices geométricos en
alguna dimensién). (También podemos encontrarnos esta situacién en el caso de un objeto de
naturaleza finita cuya implementacion en el sistema no recoja ninguna informacién acerca de
su cardinalidad, por ejemplo, porque en el proceso de codificacion se haya perdido esa informa-
cién.) Esta diferencia entre los objetos s3 y 12s3 refleja la caracteristica de efectividad o no
de un objeto, es decir, la diferencia entre un objeto efectivo y un objeto localmente efectivo en
terminologia de Sergeraert. El objeto 1283 es un objeto localmente efectivo, es una implemen-
tacion de un espacio infinito. En el caso de objetos que implementan espacios de naturaleza
infinita, toda la informacién disponible es de naturaleza local, es decir, estd relacionada con un
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unico elemento o con un conjunto finito de elementos que se encuentran préximos (en algin
sentido geométrico o algebraico). Asi, en el caso del objeto efectivo s3 podemos obtener la lista
de simplices no degenerados, por ejemplo en dimension 3.

> (sbs s3 3)
(<83>)

La lista estd formada por un tinico simplice, el simplice fundamental de S3, llamado también
83. Sin embargo, en el caso del objeto 1283 no podemos obtener informacién similar ya que la
“lista” de simplices no degenerados en dimensién 3 del espacio codificado es infinita

> (sbs 12s3 3) M«
;3 Error: The simplicial set [SS-6] is locally-effective

0, visto de otra forma, no es informacién de naturaleza local, sino global a todo el conjunto
simplicial.

El objeto s3 es un objeto efectivo mientras que el objeto 12s3 es localmente efectivo. Esa
diferencia entre los objetos hace que no podamos calcular directamente la homologia de 12s3
tal y como hemos calculado la de s3, puesto que la homologia de un espacio es informacién
de cardcter global. Pese a ello, por medio de los objetos localmente efectivos se resuelve el
problema de representacién en la maquina de espacios infinitos.

El siguiente problema del que nos ocupamos, una vez que hemos visto que en EAT se
pueden representar espacios infinitos y hacer calculos locales dentro de ellos, es el del calculo de
la homologia de estos espacios, puesto que como ya hemos comentado es habitual que ésta sea
de tipo finito y por tanto susceptible de ser calculada computacionalmente. Como herramienta
para calcular la homologia de espacios de naturaleza infinita Sergeraert en [112] introdujo la
nocién de objeto con homologia efectiva. La idea es enriquecer los objetos con informacion
adicional que permita aplicar sobre ellos un algoritmo de calculo de su homologia, atin en el
caso de que los objetos sean de naturaleza infinita. Esta idea se apoya en que al emplear los
conjuntos simpliciales como modelos combinatoriales de los espacios topoldgicos, el algoritmo
de Veblen para el calculo de la homologia (introducido en [120]) se aplica sobre conjuntos
simpliciales de naturaleza finita pero no sobre otros que, pese a no ser de naturaleza finita,
tienen homologia de tipo finito.

Volvemos a nuestro objetivo de calcular el quinto grupo de homologia del segundo espacio
de lazos de la esfera S® mediante EAT. A partir de su modelo combinatorio s3 construimos el
objeto con homologia efectiva asociado a ese espacio.

> (setf s3eh (ess-sseh s3)) M
[SS-EH 0]

Seguidamente construimos el objeto con homologia efectiva asociado al espacio 2253.

> (setf 12s3eh (loop-space-eh (loop-space-eh s3eh))) M
[SS-EH 8]

El calculo de la homologia en dimensién 5 es obtenido por la siguiente evaluacién
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> (homology 12s3eh 5) "X
Component Z/3Z

Component Z/2Z
---done---

siendo el resultado devuelto por el sistema Hy(Q2S3) = Zy @ Z3.

Un objeto con homologia efectiva es un objeto “mixto” que presenta caracteristicas efectivas
v localmente efectivas, permitiendo aprovechar las ventajas que proporcionan ambas: la codifi-
cacion localmente efectiva de un objeto de naturaleza infinita permite resolver las dificultades
que deriven de la no finitud, mientras que la codificacién efectiva permite obtener informacion
de naturaleza global como es la homologia del objeto. Los dos tipos de codificacién estan re-
lacionados por medio de equivalencias de homotopia. Sin entrar en detalles, la idea es que las
equivalencias de homotopia son una herramienta que permite calcular la homologia de un objeto
localmente efectivo ligdndolo a un objeto efectivo con la misma homologia.

En nuestro ejemplo, el objeto con homologia efectiva asociado al espacio 9252 tiene la
estructura mostrada en la figura 1.3:

Z Inzpect Oeh [S5-EH 8] ==l
[S5-EH 8] i= a OEH ;l
oo *® [CC-80]

ecc ¥ [CC-79]

heq = [HE(-10]

idn = &

obj *® [55-10]

org * (LOOP-SPACE-EH [SS-EH 413

type *® 55

il A7

Figura 1.3: inspect de 12s3eh

Comentamos a continuacion la informacién recogida en los campos de la estructura anterior:
la informacién del campo org es irrelevante para nuestros propdsitos; el campo obj recoge el
objeto cuya homologia se quiere calcular, en este caso una versién combinatorial del segundo
espacio de lazos de la esfera S2; type es el tipo del objeto recogido en el campo obj, conjunto
simplicial como modelo combinatorial del objeto en este caso; el campo cc almacena el complejo
de cadenas candnicamente asociado al objeto; el campo ecc recoge un complejo de cadenas
efectivo; y, por tltimo, el campo heq representa la equivalencia de homotopia entre los complejos
de cadenas recogidos en los campos cc y ecc. Ademds si el objeto recogido en el campo obj
es localmente efectivo su complejo de cadenas asociado (recogido en el campo cc) también lo
es. Sin embargo, el complejo de cadenas recogido en el campo ecc siempre es efectivo y con la
misma homologia que el complejo de cadenas recogido en cc, puesto que son homotépicamente
equivalentes por medio de la equivalencia de homotopia recogida en el campo heq. Si intentamos
calcular el quinto grupo de homologia del objeto [CC-80] (objeto recogido en el campo cc)

> (cc-homology (oeh-cc 12s3eh) 5) "
;; Error: CC-MAT cannot work with a LOCALLY-EFFECTIVE chain complex.

el sistema falla ya que no tiene informacion suficiente para calcular la homologia del complejo de



1.1 Presentaciéon de EAT 11

cadenas [CC-80] que es localmente efectivo, como puede verse en la figura 1.4 correspondiente
a la ventana mostrada al evaluar

> (inspect (CC 80))

[CC-80] i=s a CC

ch= #* LOCALLY-EFFECTIVE

d * [HREP-281]

eqo * ficlosure 2 ¥=xE12068:
idn * 20

org * (S5-CC [55-111)

Figura 1.4: inspect de [CC-80]

Los complejos de cadenas son uno de los objetos méas basicos en EAT. Sus principales campos
son: eqc que codifica la igualdad entre elementos; d que codifica la diferencial; y, cbs que en
el caso efectivo codifica una funcién que devuelve para cada entero p la lista de generadores
del grupo de grado p, y el simbolo :LOCALLY-EFFECTIVE en el caso de un complejo de cadenas
localmente efectivo.

Sin embargo, el complejo de cadenas [CC-79] es efectivo, como muestra la figura 1.5 obtenida
por evaluacién de

> (inspect (CC 79)) "M

4

[CC-79] i= a CC
ch=z * #<closure 1 ¥=xE16920:

d * [MEP-274]

eqc * #Ficlosure 2 ¥=xE16908:

idn = 79

org * [PERTURE-DIFERENTIAL [CC-72] [HRP-268] HEW-CC)

Figura 1.5: inspect de [CC-79]

En este caso podemos calcular su quinto grupo de homologia por evaluacién de la siguiente
sentencia.

> (cc-homology (oeh-ecc 12s3eh) 5) M
Component Z/3Z

Component Z/2Z

---done---
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El sistema devuelve el quinto grupo de homologia del segundo espacio de lazos de la esfera
S3.

Como observacion, notar que a partir de un objeto efectivo también puede construirse un
objeto con homologia efectiva. Como todo objeto efectivo es, en particular, localmente efectivo,
en este caso el complejo de cadenas asociado al objeto y recogido en el campo cc serd efectivo.

Incluimos a continuacién un ejemplo mas sofisticado de calculo realizado por EAT. Vamos
a calcular el quinto grupo de homologfa del espacio (0252 Uy D?), espacio de lazos del espacio
obtenido pegando el disco D? al espacio de lazos de la esfera S® a través de una aplicacién de
grado 2. Para ello, construimos en primer lugar el objeto con homologia efectiva asociado al
espacio de lazos de la esfera S3

> (setf 1l1s3eh (loop-space-eh s3eh)) M
[SS-EH 8]

objeto asignado al simbolo 11s3eh. A continuacién construimos otro objeto, con homologia
efectiva, asociado al espacio 5% Uy D3.

> (setf dli1s3eh (disk-paste-eh 11s3 3 (list (asm nil (loop3 nil ’<s3> 1))
(null-asm-loop 2) (asm nil (loop3 nil ’<s3> 1)) (null-asm-loop 2)) :new
’<D3>)) X

[SS-EH 9]

El dltimo objeto que necesitamos construir es el objeto con homologia efectiva asociado al
espacio de lazos del objeto anterior.

> (setf 11d11s3eh (loop-space-eh dlls3eh)) M
[SS-EH 13]

El objeto asociado al simbolo 11d11s3eh es un objeto con homologia efectiva a partir del que
calculamos el quinto grupo de homologia del espacio de partida, mediante la siguiente sentencia

> (homology 11d1l1s3eh 5)
Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/27Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z

---done---

y el resultado H5Q(2S3 Uy D3) = (Z2)® @ Z es obtenido en 15 segundos en un PC133MHZ. La
cuestion a plantearse es la fiabilidad del resultado obtenido, ya que no parece muy razonable
confirmarlo ni refutarlo directamente. Por este motivo, consideramos importante el andlisis de
la correccién del sistema, tal y como ya hemos comentado en la introduccién.
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1.2 Conjuntos, Categorias y Especificacion Algebraica

1.2.1 Conjuntos

El objetivo de esta seccion es fijar las definiciones, terminologia y notacién relativa a la Teoria
de Conjuntos, que vamos a utilizar en este trabajo. Es muy extensa la literatura sobre Teoria
de Conjuntos, aqui hemos utilizado [87] como referencia general y [72] como mds especifica para
algunas definiciones concretas.

Pese a que todo lo que incluimos en esta seccién son conocimientos bésicos en Matematicas,
preferimos dar un repaso explicito de ellos, puesto que algunas de las definiciones que incluimos
a continuacién son fundamentales en determinadas partes de este trabajo.

Como primitiva consideramos la nocién de conjunto. Entendemos que, por definicién, cada
conjunto esta dotado de una igualdad entre sus elementos. Usaremos los conceptos de conjunto
vacio (), subconjunto (C), conjunto diferencia (\.), el conjunto de partes de un conjunto (p(—)),
producto cartesiano (x) y unién e interseccién (U, N, respectivamente). Si X es un conjunto,
como es habitual X* denota al conjunto formado por todas las secuencias de elementos de X,
incluyendo la secuencia vacia, que representaremos por []. Como es habitual, denotaremos por
N al conjunto de los ntimeros naturales, por Z al de los niimeros enteros y por R al de los
ntimeros reales.

Si J es un conjunto y {A;}cs es una familia indexada por J de conjuntos, diremos que
la familia anterior es un J-conjunto. Todas las nociones consideradas anteriormente sobre
conjuntos se generalizan de forma natural a familias indexadas de conjuntos.

Es bien conocido que la Teoria de Conjuntos presenta problemas en sus Fundamentos,
problemas que provienen del “tamano” del marco en el que se estd trabajando. En cualquier
area concreta de las Matematicas lo que se busca es un marco de referencia seguro en el que
trabajar. Para ello, un buen punto de partida es establecer un Universo. La idea subyacente en
la definicién de un universo es que se puedan realizar dentro de él las operaciones elementales
que se realizan con conjuntos, es decir, que las operaciones elementales sean internas al propio
universo. En ese sentido, un universo proporciona un marco de referencia en el que trabajar.
En [16] podemos encontrar una definicién formal de universo que correponde con las ideas que
acabamos de expresar informalmente y que no recogemos explicitamente.

La forma habitual de trabajar en Matematicas es fijar un universo y considerar conjuntos
en él. Por ello, en lo que sigue supondremos que siempre se dispone implicita o explicitamente
de un universo fijado. Un ejemplo de universo es el formado por todos los objetos Lisp, en el
que nos situaremos en las partes de este trabajo mas cercanas a la programacién real y al que
nos referiremos por universo Lisp.

Va a ser fundamental en este trabajo la nocién de relacién de equivalencia.
1.2.1.1 Relaciones

Definiciéon 1.2.1 Sean A y B conjuntos. Una relacién entre A y B es un subconjunto
R C A x B.

Si A = B entonces hablamos de relacién (binaria) en A.

Recogemos a continuacién algunas propiedades que pueden verificar las relaciones:
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Definiciéon 1.2.2 Sea A un conjunto y R una relacion en A.

- Se dice que R es reflexiva si (a,a) € R, para todo a € A.
- Se dice que R es simétrica si para todo ai,as € A, (a1,a2) € R implica que (az,a1) € R.

- Se dice que R es antisimétrica si para todo ai,as € A, (a1,a2) € R y (a2,a1) € R implican
que a1 = as.

- Se dice que R es transitiva si para todo ai,as,a3 € A, (a1,a2) € R y (a2,a3) € R implican
que (a1,a3) € R.

- La relacion R se dice de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. Si a y b son
elementos de A y R es una relacion de equivalencia en A, se dice que a y b son elementos
equivalentes en A médulo R si (a,b) € R.

- Se dice que R es una relacién de orden parcial si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicion 1.2.3 Sea A un conjunto y R una relacion de equivalencia en A. Para cada ele-
mento x de A, la clase de equivalencia de z médulo R es el conjunto de todos los elementos de
A equivalentes a x.

Denotamos por [z] a la clase de equivalencia de un elemento x médulo R.

Definicion 1.2.4 Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto A, el conjunto de todas
las clases de equivalencia mdédulo R se denomina conjunto cociente de A por R y se denota por

A/R.

Definicion 1.2.5 Si Ry y Rs son relaciones de equivalencia en un conjunto A, se dice que Ry
es més fina o més pequenia que Re si Ry C Ry, es decir, si para cada par a,a’ € A, (a,d’) € Ry
implica que (a,a’) € Ro.

En este caso se dice que Ro es menos fina o mas grande que R;.

Informalmente, una relacién es més pequeiia que otra si relaciona menos elementos, por lo
que las clases de equivalencia tienen menos elementos, y el conjunto cociente posee mas clases
de equivalencia.

Definicién 1.2.6 Si Ry y Ry son relaciones de equivalencia en un conjunto A se dice que Ro
es compatible con Ry st Ro es mds grande que R;.

Si R C Ax A es de equivalencia y B es un subconjunto de A, la restriccién Rp = RN (B x B)
es una relacion de equivalencia en B, que denominamos relacion de equivalencia heredada de R.

Las relaciones de equivalencia identifican elementos dentro de un conjunto por lo que también
se les denomina igualdades. Al trabajar en un conjunto en el que hay definida una relacién
de equivalencia (nos referimos por trabajar a definir una funcién que sale de él, tomar un
subconjunto, etc.) es necesario tener en cuenta que las operaciones que estemos realizando sean
compatibles con la relacion, esto es, pueden ser definidas en el nivel del conjunto cociente. En
Matematicas, cuando en un conjunto hay definida una relaciéon de equivalencia lo natural es
realizar el paso al conjunto cociente. Sin embargo, para definir correctamente algunas de las
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nociones que daremos mas adelante en este trabajo resulta mas conveniente la idea de conjunto
con igualdad explicita.

Llamaremos conjunto con igualdad a un par (A,=p) donde A es un conjunto y R es la
igualdad definida en A por una relacién de equivalencia R. (Si a; y ag son elementos de A,
entonces aj es igual a az en (A,=pg) siy solo si (a1,a2) € R.)

Definicién 1.2.7 Sea (A,=g,) un conjunto con igualdad, B un subconjunto de A y Rp la
relacion de equivalencia en B heredada de la de A. Si Rp es una relacion de equivalencia en
B, el congunto con igualdad (B, :RB) es subconjunto de (A, =g ,) si la relacion de equivalencia

Rp es mds grande que la relacion Rp.

Si (A,=pg,) es un conjunto con igualdad, cualquier subconjunto (B,=pg,) de (4,=pg,) con
igualdad la heredada de =g, lo denotaremos simplemente, si no hay lugar a confusién, por B.

1.2.1.2 Funciones

Definicion 1.2.8 Sean A y B conjuntos. Una funcién parcial o aplicaciéon parcial de A en B
es una relacion f C A x B wverificando que, para cada a € A existe, como mucho, un b € B tal

que (a,b) € f.

Escribiremos f(a) = b (o f(a) := b) en lugar de f(a,b) y diremos que f(a) es indefinido si
no existe b € B tal que (a,b) € f. En ambos casos, nos referiremos a f(a) como el valor de la
funcién f en el argumento a.

Denotaremos por f: A — B a una funcién parcial f de A en B. El conjunto A se llama
dominio de f y el conjunto B codominio de f. Se llama dominio de definicion de f al subcon-
junto de A dado por Def(f) ={a € A | existe b € B tal que (a,b) € f}. Al conjunto {b € B |
existe a € A con (a,b) € f} se le denomina conjunto imagen de f y se suele denotar por Im f.

Una funcién parcial f: A — B solo queda completamente determinada por la cuaterna
(f,Def(f), A, B). Asi, para referirnos a la funcién parcial anterior emplearemos la notacién
(f,Def(f),A,B) obien (f: A— B,Def(f)). Si el dominio de una funcién parcial f: A — B
es un producto Ay x --- x A,, para algin n € N, entonces denotaremos a la funcién parcial por

(f,Def(f), Ar,..., A, B).

Si Def(f) = A hablaremos de funcidn total. Por tanto, toda funcién total es, en particular,
funcién parcial.

Cuando en esta memoria hablemos simplemente de funcién serd porque el contexto aclara
si nos referimos a funcion parcial o a funcion total o porque no es relevante el hecho de que las
funciones sean totales o parciales.

Definicion 1.2.9 Sean f: A — B y g: B — C funciones parciales. La composicién de f y g
es la funcion go f: A — C definida por (g o f)(a) = g(f(a)), para todo a € Def(f) tal que
f(a) € Def(g).

Las funciones pueden verificar determinadas propiedades, algunas de las cuales recogemos
a continuacion.

Definicion 1.2.10 Sea f: A — B una funcién parcial.
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- f es inyectiva si para cada b € B, eziste a lo mds un elemento a € A tal que f(a) =b.
- [ es sobreyectiva si para cada b € B, existe al menos un elemento a € A tal que f(a) = b.

- f es biyectiva si es total, inyectiva y sobreyectiva. En ese caso diremos que los conjuntos
A y B son biyectivos y lo representaremos por A = B.

Si f: A — B es una biyeccion, entonces existe otra funcién total f~': B — A wverificando
que f~lof =14y fof~' =1pg. La funcion f~' se dice inversa de la funcién f.

Nos interesa senalar la siguiente terminologia y notacién relacionada con funciones.

- Si A es un conjunto, la funcién identidad sobre A, 14: A — A, es la funcién definida por
14(a) := a, para todo a € A.

- Si Ay B son conjuntos con A C B, la funcién inclusion de A en B, i4: A — B, es la
funcién tal que ia(a) := a, para todo a € A.

- Sea f: A — B una funcién parcial y C C A. La restriccion de f a C es la funcién
parcial f|¢: C — B con dominio de definicién Def(f|c) = Def(f) N C y definida por
fle(e) == f(c), para todo ¢ € Def(f|c).

Si una funcién es total su restriccion a cualquier subconjunto del dominio es otra funcion
total. Si la funcién es parcial su restriccion puede ser total o parcial.

- Si A es un subconjunto de un conjunto B, se denomina funcion caracteristica del conjunto
A, y se denota por x4: B — {true, false}, a la funcién total definida por x4(b) := true
para todo b € A, y xa(b) := false para todo b ¢ A.

Si X e Y son conjuntos, denotamos por YX al conjunto de las funciones parciales de X en
Y. Si estamos en un marco en el que todas las funciones son totales, utilizaremos la misma
notacién, YX, para el conjunto de funciones totales de X en Y.

Las funciones con codominio el conjunto de valores booleanos, {true, false}, se denominan
predicados.

Definicién 1.2.11 Sea (f: A — B, A") una funcidn parcial y sean =4, =4 € =p relaciones de
equivalencia en A, A" y B, respectivamente, de forma que (A',=4/) es subconjunto de (A,=4).
Se dice que f respeta las igualdades si para todo par a1, as de elementos de A tales que a1 =4/ as
se tiene que f(a1) =p f(a2).

En este caso podemos ver la funcion [ como (f (A,=4) — (B,=p), (4, :A/)).

Toda funcién parcial (f: A — B, Def(f)) define una relacién de equivalencia en su dominio
de definicién, relacién de equivalencia que denotamos por =; y que viene definida del siguiente
modo: si ai,as € Def(f), a1 =¢ ag siysolosi f(ai1) = f(az). A larelacién = la denominamos
equivalencia definida por la funcion f. Sien el codominio B hay definida una igualdad explicita
=3, la relacién de equivalencia =; viene definida del siguiente modo: para todo par ai,as €

Def(f), a1 =5 az siy solosi f(a1) =p f(a2).

Definicién 1.2.12 Sean (A,=4) y (B,=p) conjuntos con igualdad. Una funcién (f: A —
B, Def(f)) es compatible con las igualdades si la restriccion de =4 a Def(f) es mds fina que

_f'
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En este caso, (f: (A,=4) — (B,=B),Def(f)) también es funcion parcial (Def(f) con la
igualdad heredada como subconjunto de (A,=4)).

Usaremos también la nocién de aplicacion entre familias de conjuntos. Si J es un conjunto
y A={A;}je; vy B = {Bj};ecs son J-conjuntos, (f: A — B, Def(f)) denota a la familia de
funciones f = {fj: Aj — Bj, Def(fj)}jes. Se dice que una familia indexada de funciones posee
una propiedad si todas las funciones de la familia la poseen.

1.2.2 Categorias

La Teoria de Categorias se caracteriza por su alto nivel de abstracciéon y proporciona un lenguaje
atil para unificar conceptos en distintas areas de Matematicas. Es muy extensa la literatura
general sobre Teoria de Categorias, entre la que sefilalamos los libros [16], [17], [74], [79]. Pero
ademas, son numerosos los trabajos que en diferentes areas de Matemaéticas se apoyan en Teoria
de Categorias y en muchos de los cuales también pueden encontrarse sus nociones basicas.
Ejemplos de este tipo de referencias son [10], [107] y [37], en los que se desarrollan nociones
de Teoria de Categorias que son ttiles, en este caso concreto, en el area de las Ciencias de la
Computacion.

No pretendemos ser en absoluto exhaustivos. Nos vamos a limitar a recordar algunas no-
ciones sobre categorias que son necesarias para seguir el presente trabajo. Comenzamos por
la propia nocién de categoria. La que aqui damos corresponde con lo que en la literatura se
denomina categoria localmente pequena.

Definicion 1.2.13 Una categoria C consta de

e una clase Obj(C) cuyos elementos se denominan objetos de la categoria C;

e para cada par de objetos A, B € Obj(C), un conjunto Morfc(A, B) cuyos elementos se
denominan morfismos de A en B;

e para cada terna A, B, C de objetos de C, una aplicacion : Mor fc(A, B) x Mor fe(B,C) —
Morfe(A,C) que se denomina composicién; la composicion de un par (f, g) se denota por
gof;

e para cada A objeto de C un morfismo del conjunto Mor fec(A, A), denotado por 14, que se
denomina identidad sobre A;

de forma que se verifican los siguientes axiomas:

Azl. la composicion es asociativa: dados f morfismo de Morfe(A,B), g morfismo de
Morfe(B,C) y h morfismo de Mor fec(C, D), se verifica la siguiente igualdad

ho(gof)=(hog)of

Az2. para todo f morfismo de Mor fec(A, B) y para todo g morfismo de Mor fe(B,C), se tienen
las siguientes igualdades:

lpof=f; golp=g
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Escribiremos f: A — B para representar f € Morfc(A, B) y llamaremos al objeto A
dominio y al objeto B codominio del morfismo f.

Si C es una categoria escribiremos C = (Obj(C), Mor f(C)) siendo Mor f(C) la clase de todos
los morfismos entre pares de objetos de C.

Ejemplo 1.2.14

e Los conjuntos constituyen un ejemplo fundamental de categoria. Se define la Categoria
de Conjuntos, denotada habitualmente por Set, como la categoria cuyos objetos son los
conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones (totales) entre conjuntos. La composicién
es la composicién habitual de funciones y el morfismo identidad para cada objeto es la
aplicacién identidad.

e Definimos otra categoria que denotamos por PSet con objetos los conjuntos y con morfis-
mos las funciones parciales. La operacién de composicién es la composicién de funciones
parciales, tal y como la hemos definido anteriormente.

e Cada estructura matematica definida sobre un conjunto lleva asociada su correspondiente
nocién de morfismo: “aplicacion que conserva la estructura”. Cada una de ellas da lugar
a una categoria que se obtiene como especializacién de la categoria Set. Algunos ejemplos
de este tipo de categorias son los siguientes:

1. La Categoria de grupos, denotada por Grp, tiene por objetos a los grupos y como
morfismos los homomorfismos de grupos.

2. La Categoria de grupos abelianos, denotada por GrpAb, tiene como objetos a los
grupos abelianos y los mismos morfismos que la categoria de grupos.

3. Anll denota a la Categoria de anillos, cuyos objetos son los anillos y cuyos morfismos
son los homomorfismos de anillos.

Las categorias anteriores son todas ellas ejemplos de un tipo particular de categorias
denominadas categorias concretas, que son aquellas en las que los objetos son conjuntos
con estructura y los morfismos son aplicaciones conjuntistas que cumplen determinadas
propiedades relacionadas con la estructura de los objetos.

e Un ejemplo de categoria diferente de los anteriores es la Categoria de matrices. Sus objetos
son los nimeros naturales, los morfismos entre dos objetos n y m son las matrices de orden
n X m, la composicion es el producto de matrices y la identidad de cada objeto n la matriz
identidad de orden n.

O

La siguiente definicién recoge un tipo especial de categorias que apareceran en nuestro
trabajo.

Definicion 1.2.15 Una categoria se dice discreta si los unicos morfismos son las identidades.

Una categoria discreta queda determinada tinicamente por la clase de sus objetos. En este
sentido, una categoria discreta puede identificarse con una clase.

La nocién de isomorfismo en una categoria viene dada como sigue.
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Definiciéon 1.2.16 Sea C una categoria y f: A — B un morfismo en C. Se dice que f es un
isomorfismo en C entre A y B si existe un morfismo en C, g: B — A, tal que go f = 14 y

feg=1p.

Definicion 1.2.17 Dos objetos A y B de una categoria C se dicen isomorfos en C si existe
f: A — B isomorfismo en C. Se denota por A= B.

Ejemplo 1.2.18 En la categoria de conjuntos Set los isomorfismos son las aplicaciones biyec-
tivas. En las categorias de grupos, grupos abelianos y anillos son los homomorfismos biyectivos.
En la categoria de matrices son las matrices cuadradas invertibles. O

1.2.2.1 Funtores

A su vez, las categorias pueden ser consideradas como objetos de una categoria, la categoria de
categorias. Damos a continuacién la nocién de funtor, es decir, de morfismo entre categorias.

Interpretando una categoria en su sentido mas amplio, como marco matemaético, un funtor
entre categorias puede interpretarse como un cambio de marco de referencia. Desde el punto
de vista de las categorias como estructuras matematicas, los funtores son aplicaciones entre
categorias que preservan la estructura de categoria. A continuacién, damos su definicién formal.

Definicion 1.2.19 Sean C y D categorias. Un funtor F de C en D, denotado por F': C — D,
asigna:

e a cada objeto A de C, un objeto F(A) de D;

e a cada morfismo f: A — B un morfismo F(f): F(A) — F(B)

de forma compatible con la estructura de categoria, es decir, verificando las siguientes condi-
ciones:

i) para cada par de morfismos f € Morfe(A,B), g € Morfe(B,C), se tiene que F(go f) =
F(g)o F(f);

ii) para cada objeto A de C, F(14) = 1p(a).

Hay un modo natural de definir una composicién de funtores que resulta ser asociativa vy,
para cada categoria, existe el correspondiente funtor identidad. Sin embargo, las categorias
junto con los funtores no constituyen una categoria tal y como nosotros las hemos definido.
Hemos exigido que la clase de morfismos entre dos objetos de una categoria sea un conjunto,
algo que no podemos asegurar al considerar como objetos las categorias y como morfismos
los funtores entre ellas. Es decir, la “categoria de categorias” no es una categoria localmente
pequena.

Definicion 1.2.20 Una categoria C se dice pequena si la clase de sus objetos es un conjunto.

En nuestro caso, la clase de los morfismos de una categoria pequena también serd un con-
junto. Las categorias pequenas junto con los funtores entre ellas constituyen una categoria que
denotamos por Cat.
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Un funtor F': C — D entre categorias pequenas podemos verlo como un par de aplicaciones

(Fopj: Obj(C) — Obj(D), Frory: Morf(C) — Morf(D)).

A partir de ahora todas las categorias que aparezcan suponemos que son categorias pequenas,
teniendo en cuenta que muchas de las definiciones y de los resultados recogidos a continuacién
son validos para categorias generales.

Ejemplo 1.2.21

1. Sean C y D dos categorias y sea D un objeto de D. El funtor constante a D es el funtor
Ap: C — D que lleva todos los objetos de C sobre el objeto D y todos los morfismos de
C sobre la identidad en D del objeto D.

2. Podemos definir el funtor inclusién i: Set — PSet, definido como la identidad sobre todos
los objetos y morfismos de Set.

3. Otro tipo de ejemplos lo proporcionan los llamados funtores olvido. Los funtores olvido
son funtores entre categorias concretas que olvidan parte de la estructura. Por ejemplo,
quedéndose unicamente con la parte conjuntista de la categoria inicial. Asi, el funtor
olvido Ugyp: Grp — Set lleva cada grupo al conjunto sobre el que estd definido y cada
homomorfismo de grupos f a la propia aplicacién f.

O

Damos a continuaciéon cierta terminologia relacionada con funtores.

Definicion 1.2.22 Sea F': C — D un funtor entre categorias.

- F se dice fiel si para cada par de objetos A y B de C, la aplicacion F: Mor fe(A, B) —
Morfp(F(A), F(B)) es inyectiva. Es decir, F es fiel si es inyectivo sobre los morfismos.

- F se dice pleno si para cada par de objetos A y B de C, la aplicacion F: Mor fec(A, B) —
Morfp(F(A), F(B)) es sobreyectiva. Dicho de otro modo, F es pleno si es sobreyectivo
sobre los morfismos.

- F es una inmersion si es fiel, pleno y verifica que para cada par de objetos A y B de C, si
F(A) = F(B) entonces A= B (es decir, es inyectivo sobre los objetos).

- F es isomorfismo si existe un funtor G: D — C tal que Go F = 1¢ y F oG = 1p. En
este caso se denota por F = G y se dice que C y D son categorias isomorfas (se denota

cx~D).

La nocién de isomorfismo entre categorias es muy fuerte, tanto que no identifica categorias
que pueden considerarse esencialmente la misma. A continuacién, damos otra nocién, un poco
mas débil, que suele resultar mas adecuada que la de categorias isomorfas.

Definicion 1.2.23 Un funtor F': C — D es una equivalencia si es fiel, pleno y verifica que
para cada D objeto de D, existe C, objeto de C, tal que los objetos F(C) y D son isomorfos en
D.
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Dos categorias se dicen equivalentes si existe una equivalencia entre ellas, se denota por

C ~D.

La idea subyacente en la definicién anterior, tal y como viene expresada en [10] (pagina
73), es que no solo cada objeto de D es isomorfo a uno de la imagen de la equivalencia, sino
que ademas, los isomorfismos son compatibles con los morfismos de D; y, andlogamente para la
categoria C. Por ello, la nocién de equivalencia es la que recoge realmente la idea de que dos
categorias sean la misma.

1.2.2.2 Construcciones sobre categorias

Introducimos a continuacién construcciones generales en categorias que usaremos a lo largo de
la presente memoria.

Definicion 1.2.24 Si C es una categoria, una subcategoria Cy de C es una categoria formada
por algunos de los objetos y por algunos de los morfismos de C.

Para cada subcategoria Cy de una categoria C se puede definir, de forma natural, el funtor
inclusion i: Cy — C, funtor que siempre es fiel.

Definicion 1.2.25 Sea C una categoria y Co una subcategoria suya. Se dice que Cy es subca-
tegoria plena de C si el funtor inclusion es pleno.

La idea de una subcategoria plena es que en el paso a la subcategoria no se hayan perdido
ninguna de las relaciones entre los objetos de la categoria, es decir, el conjunto de morfismos
entre dos objetos de la subcategoria coincide con el conjunto de morfismos entre esos dos objetos
en la categoria.

Ejemplo 1.2.26 Set es una subcategoria no plena de PSet. GrpAb es subcategoria plena de
Grp.

g

Definicion 1.2.27 Sea C una categoria y Co una subcategoria de C. Se dice que Cy es cerrada
por isomorfismos si todos los objetos de C isomorfos a algin objeto de Cy, estin a su vez en Cy.

En la siguiente definicion se explica la construccién de las categorias “slices”, que se usara
mas adelante en el trabajo.

Definicién 1.2.28 Sean C una categoria y A un objeto de C. La categoria “slice” C/A tiene
por objetos los morfismos f: B — A de C; para cada par de objetos f: B — Ay f': B — A
de C/A, el conjunto de morfismos Morfe,;a(B, B') estd formado por los morfismos h: B — B’
de C tales que f = f'oh; la composicion viene dada por la composicién de C; y la identidad de
cada objeto f: B — A viene dada por la identidad 15 de C.

Nuestro interés se centra en categorias “slices” sobre la categoria Set de conjuntos. Asi, si
A es un conjunto, cada objeto f: B — A de Set/A se puede interpretar como una familia de
conjuntos indexada por A, la familia {f‘l(a)}aeA. Esto hace que podamos pensar en Set/A
como la categoria de las familias de conjuntos indexadas por A con morfismos las familias
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indexadas por A de aplicaciones entre conjuntos. Estas categorias apareceran explicitamente
en este trabajo.

Otras nociones categoriales que seran muy usadas en este trabajo son coproducto y objeto
(familia) final.

Definicién 1.2.29 Sea J un conjunto y sea {A;}jcy una familia de objetos de una categoria
C. El coproducto de la familia {A;};cs es un par (A, {i;}jcs) donde A es un objeto de C y,
para cada j € J, i;: Aj — A es un morfismo de C, verificando que, para cualquier otro objeto
X de C y cualquier otra familia de morfismos {s;: Aj — X},cy de C, existe un unico morfismo
F: A— X enC tal que, para cada j € J se tiene que F oij = s;.

Al coproducto de la familia de objetos {A;}jcs se le suele denotar por []
morfismos de la familia {i;}cs se les denomina inclusiones candénicas.

jeJ Aj; a los

Ejemplo 1.2.30 En la categoria de conjuntos Set, el coproducto de una familia de objetos es
la unién disjunta, de forma que si {C}};cs es una familia de conjuntos, HjeJ C; = {(:c,j) |
jedJyze C'j}, siendo las aplicaciones candnicas ij: C; — HjeJ Cj, para cada j € J, las
inclusiones, i;(z) := (z, j).

En la categoria de grupos, el coproducto de una familia de grupos es, lo que en Teoria de
Grupos se denomina habitualmente, el producto libre de grupos (véase [16], pdgina 46, para
més detalles).

En la categoria de grupos abelianos, el coproducto coincide con la suma directa.

O

El coproducto de una familia de objetos puede no existir. Eso si, como se desprende de la
propia definicién:

Teorema 1.2.31 Si existe el coproducto de una familia de objetos es unico salvo isomorfismo.

Como caso particular de coproducto se tiene la nocién de objeto inicial.

Definicion 1.2.32 Sea C una categoria. Un objeto I se dice objeto inicial en C si, para cual-
quier otro objeto X de C, el conjunto de morfismos Morfe(I,X) estd formado por un tunico
morfismo. A este morfismo se le denomina morfismo inicial de X.

Fijarse que el objeto inicial de una categoria corresponde al coproducto de la familia vacia
de objetos.

Todo concepto categdrico tiene su correspondiente concepto dual, que se obtiene de cambiar
el sentido de todas las flechas. La nocién dual de la de objeto inicial es la de objeto final, que
serd un caso particular de producto (dual de coproducto).

Definicion 1.2.33 Sea C una categoria. Un objeto F se dice objeto final en C si, para cualquier
otro objeto X deC, el conjunto de morfismos Mor fe(X, F) estd formado por un inico morfismo.
A este morfismo se le denomina morfismo final de X.

Resultados conocidos en la Teoria de Categorias, casos particulares del tltimo teorema y de
su dual, y que emplearemos, son los recogidos en el siguiente teorema
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Teorema 1.2.34
i) Si en una categoria C existe un objeto inicial, éste es unico salvo isomorfismo.

i1) Si en una categoria C existe un objeto final, éste es dnico salvo isomorfismo.

Ejemplo 1.2.35 La categoria de conjuntos, la de grupos y la de grupos abelianos poseen
objetos inicial y final. En la categoria de conjuntos, el objeto inicial es el conjunto vacio y el
final el conjunto unipuntual. En la categoria de grupos y en la de grupos abelianos, ambos, el
objeto final y el inicial, son el grupo trivial. En una categoria “slice” C/ 4, el morfismo identidad
de A en C es el objeto final.

O

La nocién de familia final de objetos generaliza la dada anteriormente.

Definicién 1.2.36 Sea J un conjunto y C una categoria. Una familia {O;}jec; de objetos de
C se dice familia final si para cualquier objeto A de la categoria, existen un unico j € J y un
unico morfismo f: A — O;.

Asi, si {C;};ecs es una familia de categorias de forma que en cada una de ellas existe objeto
final, denotado por O;, y que constituyen una particién de la categoria C, entonces la familia
{Oj}je es familia final en C.

Es claro que las equivalencias entre categorias conservan todas las construcciones anteriores
(coproductos, objetos y familias finales, objeto inicial). Es decir, la imagen por una equivalencia
del coproducto de una familia es el coproducto de la familia de sus imdgenes, la imagen del
objeto final es final, etc.

1.2.3 Especificacion Algebraica
A continuacién introducimos algunas nociones bésicas sobre especificacién algebraica. En [72],

[40], [110], [123] pueden encontrarse tal cual las presentamos aqui o con ligeras variantes, de-
pendiendo del formalismo concreto al que se vayan a aplicar.

1.2.3.1 Signaturas

Definicién 1.2.37 Una signatura ¥ es un par de conjuntos (G, ) cuyos elementos se deno-
minan géneros y operaciones, respectivamente.

Cada operacion de Q es una (n+2)-tupla o: g1 ...gn — g, CON G1,...,gn, g géneros yn > 0;
o es el nombre de la operacién; gi,...,9,; 9 su aridad; g1,...,¢g, los géneros argumento de la
operacion y g el género resultado. Sin = 0, la operacion o : — g se dice constante de
género g.

En el caso de que los nombres de todas las operaciones de una signatura sean distintos,
abreviaremos la notacién y nos referiremos a ellas inicamente por el nombre.

Una signatura es un objeto puramente sintactico. La idea intuitiva que subyace en ella es
que un género denota un conjunto y cada operacién denota una funcion entre los conjuntos
denotados por los géneros. Lo natural en una signatura es que todos los géneros aparezcan en
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la aridad de alguna operacién ya que, en caso contrario, su significado dentro de la signatura
es vacio. Si la signatura posee un unico género hablaremos de signatura homogénea. En caso
contrario, hablaremos de signatura heterogénea.

Ejemplo 1.2.38

1. Si pensamos en modelar los valores booleanos una posibilidad es utilizar la signatura Bool,
con un Unico género que denotamos por bool y las siguientes operaciones:

true —  bool
false —  bool
not : bool —  bool
and : bool bool — bool

La signatura anterior es una signatura homogénea.

2. En el caso de pensar en monoides como estructuras algebraicas, debemos dar el conjunto
subyacente, una operacion binaria entre los elementos del conjunto y una constante que
actua como elemento neutro. Asi, pensariamos en una signatura homogénea Mnd con un
Unico género g y las siguientes operaciones:

prd : g g — g
unt — g

La signatura anterior es una signatura homogénea.

3. Para trabajar con las acciones de un monoide, utilizariamos la signatura heterogénea
AccMnd con dos géneros y las siguientes operaciones:

prd : g g — g
unt — g
acc g ¢ — ¢

4. Sinos planteamos modelar los grupos como estructuras algebraicas, debemos pensar en un
conjunto base para el grupo y tres operaciones que correspondan con el elemento neutro
(constante), el inverso y el producto. La parte sintdctica la formaria la signatura que
denotamos por GRP con un unico género que denotamos por g y las siguientes operaciones:

prd g g — g
mv g — g
unt — g

O

Pese a que los ejemplos anteriores han venido motivados por medio de objetos reales, es
preciso tener en cuenta que cada signatura solo representa la parte sintactica.

Como es natural, una vez introducido un nuevo tipo de objetos, las signaturas, definimos la
nocién de morfismo entre ellas.
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Definicién 1.2.39 Sean ¥ = (G,Q) y X' = (G, ) dos signaturas. Un morfismo de signaturas
p:Y — Y de X en X es un par de funciones totales p = (ug,pq) con pg: G — Gy
puo: Q@ — Q tal que, para cada operacion o de Q con aridad g1, .. .,gn; g, la operacion ug(c) de
O tiene aridad (91, - - 1c(gn); 16 (9).

Signaturas y morfismos de signaturas definen una categoria que denotamos por Sign.

Un ejemplo importante de morfismos de signaturas lo constituyen los renombrados. Un
renombrado es un morfismo de signaturas cuyas funciones son, ambas, biyectivas. Los isomor-
fismos en la categoria de signaturas coinciden justamente con los renombrados.

Si ¥ =(G,Q) yY = (G, Q) son dos signaturas tales que G C G’ y Q C ' entonces
podemos definir el morfismo inclusién i: ¥ — Y/, En este caso se dice que X es subsignatura de
¥ y se denota por ¥ C Y.

1.2.3.2 Algebras

Una forma de asignar significado a una signatura es asociar un conjunto a cada género y una
funcién a cada operacién. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.2.40 Sea ¥ = (G, Q) una signatura. Una 3-algebra parcial A para ¥ es un par
A= (A, Qq), siendo A = (Ag)gec un G-conjunto y Qx4 un Q-conjunto de funciones parciales
{oa: Agy x - x Ay, — Ay, Def(04)}o: g1..gn—g)en- Para cada o: g1...g, — g operacion en
Q, la funcion parcial (04: Ag, X --- X Ay, — Ag,Def(o4)) se denomina interpretacion en A
de la operacién o: g1...9, — g. Por su parte, para cada g € G, el conjunto Ay se denomina
conjunto soporte para el género g.

Si todas las funciones de Q24 son totales, hablamos entonces de Y-dlgebra total.

Si o: — g es una constante, se tomara como dominio de la interpretacion de o el conjunto
unipuntual {*}, ya que éste es el producto de la familia vacia de conjuntos. Asi, la interpretacién
de una constante de género g en un édlgebra A es un elemento de A,.

Es bastante habitual llamar operacion a la interpretacién de una operacién en un algebra.

Ejemplo 1.2.41

1. Para la signatura Bool podemos definir la Bool-algebra A con conjunto soporte para
el género bool el conjunto {0,1} y con la siguiente interpretacién de las operaciones:
trueyg := 1; falses := 0; nota(m) := m+1 (mod 2) y ands(mi,ma) := my x ma. A es
Bool-dlgebra total.

2. Denotamos por B a la GRP-algebra total definida tomando Z como conjunto soporte para
el género g; la suma de enteros de Z como interpretacion de la operacién prd; el opuesto de
cada entero como interpretacién de inv y el entero 0 como interpretacién de la constante
unt.

Para cada p € N, p > 1, denotamos por C), a la GRP-dlgebra total definida tomando Z
como conjunto soporte para el género g, la suma en Z médulo p como interpretacion de
la operacién prd, el opuesto médulo p como interpretacién de inv y 0 como constante.
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Para cada p € N, p > 1, a partir de cada GRP-algebra total Cp, podemos definir una
GRP-dlgebra D), parcial considerando el conjunto < p >= {0,...,p — 1} y tomando como
dominios: < p > X < p > para la interpretacién de prd y < p > para la de inv.

O

Una vez definidas las Y-algebras, el siguiente paso es relacionarlas por medio de morfismos
que respeten la estructura. Vamos en este caso a distinguir explicitamente entre Y-algebras
totales y parciales.

Definicién 1.2.42 Sea ¥ = (G,) una signatura y sean A = (A, Qa) y B = (B, Qp)
Yi-dlgebras totales. Un Y-morfismo entre dlgebras totales f: A — B de A en B es una familia
[ =(fg: Ag — By)gec de funciones totales tales que, para cada o: g1 ...g, — g en ) se verifica

que fg(oal(ar,...,an)) = oB(fg (a1),..., fg,(an)) para cada (ai,...,a,) € Ag, X --- x Ag, .

Intuitivamente, la condicién exigida a los morfismos de Y-dlgebras totales se traduce en que
conmuten todos los diagramas inducidos por las operaciones de X.

Para cada signatura 3, las 3-dlgebras totales junto con los ¥-morfismos entre ellas definen
una categoria que denominamos Categoria de 3-dlgebras totales y que denotamos por Alg(X).

Para X-algebras parciales aparecen en la literatura multiples nociones de morfismo. Por
ejemplo, en [72] (pagina 36) podemos encontrar tres de las que aparecen propuestas en otras
referencias. La que nosotros adoptamos es la que en la referencia anterior se denomina homo-
morfismo débil, cuya definiciéon recogemos a continuacién.

Definicién 1.2.43 Sea ¥ = (G,) una signatura y sean A = (A, Qa) y B = (B, Qp)
Y- dlgebras parciales. Un Y-morfismo f: A — B de A en B es una familia f = (fy: Ag —
By)gec de funciones totales verificando, para cada o: g1 ...gn — g en Q, las dos siguientes
condiciones:

i) para cada (ai,...,an) € Def(oa) se tiene que (fq,(a1),..., fg.(an)) € Def(op);

ii) para cada (ai,...,a,) € Def(oa) se tiene que,

foloalar,... an)) = o(fg(ar), . fg.(an))

para cada (ai,...,an) € Ag, X -+ X Ay .

Para cada signatura i, las Y-algebras parciales junto con los Y¥-morfismos entre ellas de-

finen una categoria que denominamos Categoria de Y-dlgebras parciales y que denotamos por
PAlg(%).

Las dos categorias de algebras definidas para cada signatura X estan relacionadas, de forma
que la categoria de algebras totales Alg(3) es una subcategoria, no plena, de la de dlgebras
parciales PAlg(Y).

En la categoria de dlgebras totales Alg(X), los isomorfismos son los X-morfismos biyectivos.
En PAlg(Y), un ¥-morfismo es isomorfismo si es un Y-morfismo biyectivo y su inverso también
es Y-morfismo.

Cuando no haya lugar a confusién, hablaremos solo de morfismos entre algebras y, si esta
claro el marco en el que estamos, total o parcial, tampoco haremos referencia a él.
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El objetivo del trabajo en especificacién algebraica es modelar sistemas o programas por
medio de algebras, abstrayendo los detalles concretos de los algoritmos y de la codificacion. Los
métodos de especificacion algebraica surgen como herramientas para especificar formalmente la
abstraccion de los tipos de datos utilizados en programas y disponer asi de una potente herra-
mienta matematica que permita analizarlos. Hay diferentes aproximaciones o métodos, cuyos
objetivos son muy similares pero entre los que existen importantes diferencias, especialmente a
la hora de establecer un modelo semantico para una especificacién. Los trabajos [123] y [6] son
trabajos dedicados a explicar distintos métodos de especificacién algebraica.

La idea en la que se basa la especificacion algebraica es modelar estructuras de datos por
medio de nombres asociados a los distintos conjuntos de datos que aparecen, de operaciones
asociadas a las distintas funciones y de férmulas asociadas a las propiedades que las estructuras
poseen. En general, lo anterior queda recogido en la nocién de signatura. Las signaturas
constituyen la “parte sintactica” de las especificaciones y en casi todas las aproximaciones
aparecen, si bien también existen distintos tipos de signaturas (véanse distintas variantes en
[40], [46], [92] y [55]). Sin embargo, donde realmente se encuentra la diferencia entre las distintas
aproximaciones es en la “parte semdntica”. Tal y como aparece en [109] hay al menos tres
niveles distintos para completar una signatura y obtener una especificacién, es decir, algo con
significado:

- Lo que alli se denomina semdntica de presentacion, donde se considera una especificacién
como una signatura y un conjunto de axiomas. En este caso, una especificacién es algo
puramente sintactico.

- Semdntica de teorias en la que una especificacién estd formada por una signatura y un
conjunto de axiomas cerrado en una légica. En este caso el significado de la especificacion
no es exclusivamente sintactico.

- Semdntica basada en modelos en la que una especificacion es una signatura junto con una
clase de algebras para esa signatura.

Los distintos métodos de especificacion algebraica surgen de las distintas formas de asociar
una semantica a una signatura para obtener lo que hemos denominado especificacién (y que en
la literatura aparece a veces bajo la nocién de Tipo Abstracto de Datos ([123], [92], [40], [72],
[54]).

La semantica que nosotros vamos a utilizar es del tercer tipo. Dentro de las seméanticas
basadas en modelos, existen distintas nociones de especificacién que varian dependiendo de la
clase de algebras que se considera.

La relacién entre la Teoria de Categorias y la Especificacién Algebraica es estrecha. En [38]
y [37] se exploran algunas de esas relaciones.

Entre las aproximaciones seméanticas basadas en modelos de las especificaciones algebraicas
[92] destacamos: la inicial, en la que el modelo definido por una especificacion es el objeto inicial
de una categoria [50], [51], [40]; la final, en la que es el objeto final de una adecuada categoria
el que proporciona la seméntica [121], [91]; la apoximacién laxa, en la que la seméntica viene
dada por toda una categoria de dlgebras [92]; y en la observacional (o comportamental) en la
que la semdantica se da mediante una determinada subcategoria propia de dlgebras [92].






Capitulo 2

Especificacion algebraica de las

estructuras de datos en el sistema
EAT

2.1 Las estructuras de datos en EAT

Los procesos de cédlculo en Topologia Algebraica y en Algebra Homoldgica requieren, a diferencia
de lo que generalmente ocurre en el Célculo Simbdlico en otras dreas de las Mateméticas (en
Geometria Algebraica, por ejemplo), la creacién y manipulacién, en tiempo de ejecucién, de
estructuras algebraicas complejas: grupos, conjuntos simpliciales, complejos de cadenas, etc.
Este hecho hace que los programas de Céalculo Simbdlico en Topologia Algebraica deban manejar,
implicita o explicitamente, tipos cuyos datos codifiquen a estructuras algebraicas como las
citadas. Tenemos entonces datos de dos niveles diferentes: estructuras algebraicas y elementos
de esas estructuras. Queremos volver a senalar que lo novedoso no es esto ultimo, sino que esas
estructuras tienen que poder ser construidas en tiempo de ejecucién, no solo en el momento de
la definicion.

El programa EAT fue diseniado para el calculo de la homologia de espacios de lazos iterados.
En este trabajo no nos vamos a centrar en la explicaciéon de ningin algoritmo concreto. Nuestro
interés estd en estudiar de un modo formal (matemédtico) las estructuras de datos usadas en
EAT, como paso previo para el anélisis global del programa. Veremos que las implementaciones
utilizadas en EAT corresponden a un mismo patrén y que poseen buenas propiedades (del tipo
de generalidad y universalidad en el sentido de la Teoria de Categorias).

Para comenzar, en esta seccién vamos a mostrar cémo son las estructuras de datos que
realmente el sistema EAT maneja. Para ello, ilustraremos nuestros comentarios con el ejemplo
de la estructura Grupo que, pese a ser mas simple que los tipos de datos que aparecen en
dicho sistema, nos servira para mostrar las peculiaridades que poseen las estructuras de datos
realmente utilizadas.

Supongamos que en uno de los cédlculos realizados por EAT para el cémputo de un determi-
nado invariante algebraico de un espacio topoldgico, se necesita construir un grupo. Un grupo es
una estructura algebraica cuyas propiedades vienen dadas axioméaticamente (ecuacionalmente),

29
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ver, por ejemplo, en [71] y que tiene asociada la siguiente signatura que llamamos GRP

prd 99 — 49
inv g — g
unt — g

que recoge las aridades de las tres operaciones que definen un grupo: una operacién binaria
(el “producto”), una operacién unaria (el “inverso”) y una constante (el “elemento neutro”).
La signatura GRP es la base para una especificacién algebraica de un grupo, cuyo conjunto
subyacente se abstrae mediante el género g.

Para que un sistema de software pueda construir en tiempo de ejecucién un grupo, debe
incorporar, implicita o explicitamente, un tipo en el que cada uno de sus datos represente a un
grupo. Cada dato nos debe permitir acceder a la informacién asociada a un grupo, es decir,
como minimo recuperar sus operaciones.

Observar que fijando un universo de datos, un dlgebra queda determinada por sus operacio-
nes. Por tanto, para tener un grupo es suficiente con disponer de sus tres operaciones. Esta es
la idea que se siguié en EAT para la codificacién de estructuras algebraicas en general.

Segun lo anterior, un tipo registro con tantos campos funcionales como operaciones posea la
estructura algebraica a representar (tres en el caso de grupo), nos permite almacenar informacién
suficiente sobre dicha estructura y, por tanto, es un patrén adecuado para su codificacion. En
cada uno de los campos se almacenara una de las operaciones del dlgebra.

La eleccién de este tipo de estructuras de datos es un primer aspecto en el que se pone
de manifiesto la necesidad de utilizar programacién funcional en la implementaciéon. Asi, no
es sorprendente que se usase un lenguaje de naturaleza funcional como Common Lisp para
desarrollar EAT.

Una estructura de datos de las comentadas anteriormente y que nos sirve para codificar
grupos (en Common Lisp) se define del siguiente modo:

(defstruct grp prd inv unt)

donde grp es el nombre que se da a la estructura de datos asi definida, y prd, inv y unt son los
nombres de cada uno de los tres campos (en los que, en nuestro caso, se almacenaran las tres
operaciones de grupo). Es claro que cada dato de la estructura anterior permite recuperar un
grupo, o por lo menos, la parte esencial del grupo, sus operaciones (siempre que los tres campos
almacenen cédigos que definan las tres operaciones de un grupo).

La estructura grp definida anteriormente, corresponde con la estructura de datos realmente
utilizada en el sistema EAT para representar grupos en el computador. Ahora bien, es obvio
que pueden definirse otros “tipos Lisp” que también sirvan para el mismo propodsito.

A lo largo de este trabajo justificaremos la eleccion del tipo de estructuras utilizadas en EAT:
los registros con campos funcionales. Veremos que este tipo de estructuras son las estructuras de
datos mas generales entre todas las que pueden definirse para codificar una clase de estructuras
algebraicas “del mismo tipo” (con la misma signatura). Es decir, desde cualquier otro modo de
implementacién siempre se puede construir un paso hacia las implementaciones utilizadas en
el sistema EAT. Para estudiar ésta y otras propiedades, emplearemos el marco de la Teoria de
Categorias. En este capitulo de la memoria vamos a trabajar a un nivel tedrico para: establecer
el tipo de signaturas con el que corresponden los tipos usados en EAT, determinar las categorias
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de modelos que interesan desde el punto de vista de las necesidades de la implementacién,
interpretar estas categorias desde distintas perspectivas tedricas y, por ultimo, establecer en
estas categorias de modelos la existencia de objetos con propiedades de universalidad que, ya
en el siguiente capitulo, se probara que estan intimamente relacionados con las implementaciones
usadas en EAT.

Retomando la definicién de la estructura de datos grp, podemos preguntarnos qué mode-
los puede representar. Hay una primera respuesta: puede representar a toda una familia de
grupos. Ahora bien, no a cualquier familia de grupos, sino a todos los grupos cuyos elementos
se encuentran en un cierto universo de datos prefijado. Podriamos decir entonces, que el tipo
representa a una familia de grupos sobre un determinado universo o conjunto. Pensando que
ese universo de datos forma parte de la méquina (vive en la maquina), podemos concluir que
cada dato de la estructura anterior no es un grupo sino, mas bien, una implementaciéon de un
grupo. Por tanto, siendo més rigurosos, la estructura de datos grp, realmente, representa a
una familia de implementaciones de grupos, ya que lo que manipula no son grupos en si, sino
codificaciones de éstos.

Para que varios grupos puedan ser manipulados en el mismo tipo, todavia hay un ingrediente
que estd perdido, el tipo de los grupos sobre g esta presente pero invisible en la signatura GRP.
Desde el punto de vista de que grp estd modelando a una familia de grupos sobre un conjunto
(el universo de datos), podemos asociarle la siguiente signatura, que denotamos por EAT-GRP:

prdgrp : grp elm elm — elm
invgrp :  grp elm — elm
untgrp :  grp — elm

Como se ve, esta signatura estd muy relacionada con la signatura GRP.

En EAT-GRP, con el género grp se pretende representar a una familia de grupos, mientras
que el género elm representa el universo de datos, en el cual se encuentran los elementos de
los grupos de la familia. La idea es que este universo esté fijado de antemano. Hablando
con propiedad, se pretende que el género grp represente a las implementaciones de los grupos,
mientras que el género elm, heredado de la signatura GRP, sea utilizado para representar a
los elementos (datos) de esas implementaciones de grupo. Observar que las operaciones de la
signatura EAT-GRP no relacionan distintas implementaciones de grupos entre si, sino que solo
operan dentro de la misma implementacién. Notar también cémo se pone de manifiesto la
existencia de datos de dos diferentes niveles: estructuras algebraicas (representadas por grp) y
elementos de esas estructuras (representados por elm).

En las siguientes secciones demostraremos que un cierto modelo obtenido de modo natural
a partir de la signatura anterior (y que se corresponde con las estructuras de datos utilizadas en
EAT) es el méas general posible dentro de una adecuada clase de EAT-GRP-dlgebras. Comentar
que en este capitulo nos quedaremos en un nivel tedrico: solo nos preocuparemos de aspectos
relacionados con la especificacién y no de las propias estructuras en la maquina, por lo que
trabajaremos a nivel de algebras.

Otra observacién que, aunque obvia, debemos hacer es que las signaturas anteriores GRP y
EAT-GRP se corresponden, no solo con grupos y con familias de grupos, respectivamente, sino
que hay otras muchas algebras para esas signaturas.

Las dos signaturas anteriores, la signatura de grupo GRP y la de las familias de grupos
EAT-GRP, pueden completarse obteniendo especificaciones que realmente representen a los grupos
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(anadiendo las ecuaciones necesarias). Sin embargo, en ambos casos, la semantica inicial que es
la empleada en el marco clasico de Especificacién Algebraica ([40], [72], [6] y [122], entre otros)
no proporciona nada de interés para ninguna de las dos signaturas anteriores. Por ejemplo, en
el caso de los grupos el modelo inicial es el grupo trivial. Tampoco la semantica final, utilizada
en otras aproximaciones (por ejemplo, en [121] y [89]) proporciona nada de interés. Este tipo
de signaturas, que provienen del algebra universal, pese a ser usadas como primeros ejemplos
para ilustrar el concepto de signatura (ver, por ejemplo [40], [72]) no son consideradas como
base para los Tipos Abstractos de Datos, debido a que el punto de vista habitual en el marco
de los Tipos Abstractos de Datos es la seméntica inicial que lleva a modelos triviales para este
tipo de signaturas.

Dada una signatura, la forma de considerar solo las algebras que interesen en cada caso
y no toda la clase de dlgebras, serd abordado en posteriores secciones. Nuestro enfoque va
a ser entonces el basado en modelos (ver en preliminares, pagina 27), como en [72] (capitulo
2) en lugar de un enfoque axiomético. Sin embargo, cada construccién y cada resultado que
mostremos, puede adaptarse facilmente al caso axiomaético.

La organizacién de este capitulo es la que comentamos a continuacién. En la siguiente
seccién definimos una operacién entre signaturas, la operacién ()imp, que extendemos a las
algebras, para en las siguientes secciones dar distintas interpretaciones, desde diferentes marcos
de especificacién, de la operacién anterior. Asi, en la seccién 2.3 interpretamos la operacién
anterior en el marco de la Teoria de Categorias, extrayendo algunas propiedades universales,
para en la seccién 2.4 trasladarlas a las categorias de algebras que nos interesan, determina-
das subcategorfas de las categorfas definidas por medio de la operacién ()imp. En la seccién
2.5 introducimos otro formalismo de especificacién algebraica, las especificaciones ocultas [46]
y caracterizamos en este marco las signaturas obtenidas por aplicacién de la operacion ()imyp.
Estudiamos en el marco oculto la existencia de objetos con propiedades universales que trasla-
damos a nuestro caso, concretamente estudiamos propiedades de coproducto y finalidad. En la
seccién 2.6 damos otro enfoque a nuestra construccién desde el punto de vista coalgebraico [91],
otro formalismo de especificacién. En la siguiente seccién trasladamos a los Tipos Abstractos
de Datos las propiedades estudiadas en las secciones anteriores, pasando a trabajar en el marco
parcial en la seccion 2.8. El capitulo termina con unas aplicaciones a casos concretos, cercanos
a los utilizados en algunos de los calculos realizados por EAT, y que nos permitiran ir un poco
mas alla de lo mostrado en el resto del capitulo obteniendo algunas conclusiones que quedan
recogidas en el apartado 2.9.4.

En las primeras secciones de este capitulo trabajamos en el marco total, es decir, todas las
algebras consideradas son totales y las funciones también. En posteriores secciones extendere-
mos lo visto en las primeras al marco parcial.

2.2 Especificacion de familias de algebras

2.2.1 Una operacion entre signaturas

En la seccién anterior nos han aparecido dos signaturas, GRP y EAT-GRP, que hemos visto estdn
muy relacionadas. Vamos a comenzar por mostrar como la relacion entre GRP y EAT-GRP es
solamente un caso particular de una operacién general entre signaturas.

Sea SIG el conjunto de signaturas sobre un alfabeto concreto. Definimos ()imp: SIG — SIG
la aplicacién que a cada signatura ¥ = (G,2), le asocia la signatura Xinp = (Gimp, Qimp)
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definida por:

o Gimp = {impx} UG, siendo impy, un género (simbolo) que no estd en G. Asi, el conjunto
Gimp de géneros de la nueva signatura estd formado por los géneros de ¥ y por el nuevo
simbolo imps.

® Qimp = {impo:imps g1-..9n — 9} (o: g1...gn—g)eQ
Por cada operacién o: g1...g, — g en £, se incluye en £),, una operacién
IMpo: impsy, g1 ---Gn — 9.

Obsérvese que €2, tiene el mismo ntimero de operaciones que 2. Ademds, en cada una de
las operaciones de €2, aparece el nuevo género ¢{mps; una Unica vez y siempre como primer
argumento. La observacién anterior, nos permite afirmar que, considerando ¢mpy, como género
distinguido de la signatura Y;,,,, todas las operaciones de la signatura son observadoras, segun
la terminologia utilizada habitualmente en el &mbito de la especificacion algebraica (ver [40] y
[72], entre otros).

Ejemplo 2.2.1 Si a la signatura GRP

prd = g g — g
muv g — g
unt — g

se le aplica la operacion ()imp, la signatura resultante es la signatura GRPj,,

impprd :  impee g g — ¢
impinv TMPerp ¢ — g
impunt 1M PGRP — g

que, por renombrado de géneros y operaciones (véanse, preliminares pdgina 25, o [72] pagina
71), es isomorfa a la signatura EAT-GRP, de la seccién anterior.

0

2.2.2 Interpretacién informal de las ¥;,,,-algebras como familias de
Y-algebras

La operacién ()imp estd definida dnicamente entre signaturas, es decir, en un nivel sintdctico. La
Unica informacién de la que se dispone es el niimero de géneros y las aridades de las operaciones.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar la categoria de ¥;,,,-dlgebras y ver qué tipo de relacién
existe entre ella y la categoria de ¥-dlgebras. Recordemos que dada una signatura X, definir
una Y-algebra consiste en asociar, a cada género de la signatura, un conjunto que se denomina
soporte para ese género, y definir, para cada operacién de la signatura, una funcién entre los
correspondientes soportes.

Veamos algunas algebras para la signatura GRP;y,;, del ejemplo anterior.

Ejemplo 2.2.2

1. Llamamos A a la GRP;,,,-dlgebra que tiene a Z como soporte para los dos géneros y como
operaciones:
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impprda 7Z x Z x Z — 7

(z , =21 , 22) — =21
TMPINU A 7Z x Z — 7

(z , 21) — —z1
impunty, : Z — 7

z — 0

Asi definida A es GRP;;,,,-dlgebra puesto que las aridades de sus operaciones se correspon-
den con las de la signatura.

El concepto de dlgebra para una signatura es muy poco exigente. En particular, el dlgebra
A dada en este ejemplo no corresponde a ninguna estructura que nos interese. Los siguien-
tes ejemplos recogen X;,,,-algebras mas significativas desde el punto de vista del Algebra
[71].

. Definimos la GRP;,,,-dlgebra B en la que Z es el soporte para el género g y N el co-

rrespondiente al género distinguido impgrp. Las operaciones las definimos del siguiente
modo:

impprdpg(n, z1,22) = z1 + 22, para todo n € Ny todo 21,22 € Z.
impinvp(n,z) = —z, paratodon € Ny z € Z.
impuntg(n) =0, para todo n € N.

En la definicién de esta GRP;,,-dlgebra subyace la idea de representar con ella una familia
de GRP-dlgebras. En este sentido, observar que para cada n € N, la GRP;;,,-dlgebra B,
define una GRP-dlgebra, <Z, {+z, —Z,OZ}>, que es un grupo como estructura algebraica.
Asi, se puede interpretar la GRP;,,-algebra B como una coleccién de copias, indexada por
el conjunto de los ntimeros naturales, del grupo Z. Por tanto, en este ejemplo si hay una
idea de estructura debajo de la definicién de la GRP;;,,-dlgebra. Esta idea de interpretar
una GRP;,-dlgebra como una familia de GRP-algebras es la que intentaremos explotar més
adelante.

. Consideramos la GRP;;,,,-algebra C' con el mismo soporte que en el ejemplo anterior para

el género g y N~ {0,1} para el género impgrp, y cuyas operaciones vienen dadas por:

impprdc(n, z1,22) = (21 + 22) mod n, para todo n € N~ {0,1} y todo 21, 22 € Z.
impinvc(n,z) = —z mod n, para todon € N\ {0,1} y z € Z.
impuntc(n) = 0, para todo n € N~ {0,1}.

En este caso, cada n € N con n > 1, determina una GRP-algebra que denotamos por C,, y
que viene dada por C,, = <Z, {+ mod n, — mod n, ()Z}>. Fijadounn € N, n > 1, C, tiene
el mismo comportamiento que el grupo <Z/nZ, {+Z/nZ7 _Z/nZ7OZ/nZ}>' En la expresién
mismo comportamiento queremos recoger que pese a que los soportes son distintos, las
operaciones ante elementos “similares” en Z, soporte de Cy,, y Z/nZ devuelven elementos
“similares”. Mas atn, en C, es posible elegir representantes canodnicos, por ejemplo el
conjunto < n >= {0,1,...,n — 1}. En particular, dicha nocién implica que la aplica-
cién cociente p: Z — Z/nZ define un morfismo entre ambas GRP-algebras, es decir, el
paso al cociente es compatible con las operaciones de las algebras C,. Sin embargo, la
nocion de paso al cociente es mas débil que la de tener el mismo comportamiento: para
cada n € N, el morfismo p: Z — Z/nZ entre B,, (siendo B la ¥;p,-dlgebra del ejemplo
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anterior) y <Z/nZ, {+z/n2> —2/n7; OZ/nZ}> es un paso al cociente y sin embargo, ambas
GRP-algebras no tienen el mismo comportamiento. Por tanto, podemos ver C' como una
representacion de la familia de GRP-dlgebras {Z/nZ}nen pn>1. Las nociones de comporta-
miento y representacion, formalizadas de modo conveniente, seran importantes en el resto
del trabajo.

4. Consideramos la misma signatura GRP;,,;, y para cada n € N fijo consideramos el conjunto
<n >={0,1,...,n — 1}. Definimos la GRP;,,,-dlgebra D tomando < n > como soporte
para el género gy, para el género impggp, €l conjunto Djmpee = {(n1,... ,ng) | k> 1,n; €
Nyn; >1,Vi=1,... ,k A n=mny*...%ng}. Laidea es que cada tupla (ny,...,ny) de
Dijmpere representa al grupo abeliano finito Z/nZ x - - - x Z/niZ. Por tanto, el conjunto
Dimpere €stéd dando soporte a una familia de grupos abelianos finitos.

Para completar la definicién de la GRP;y,,-dlgebra D hay que introducir las operaciones.
Teniendo en cuenta la ltima observacién, las operaciones de D se definirdn a partir de
las de cada grupo Z/nZ x - - - X Z/niZ y, por tanto, serd suficiente con dar una biyeccién
entre el conjunto < n > y los elementos del grupo Z/niZ x --- x Z/n;Z. Cada elemento

del grupo Z/niZ x - -+ x Z/nyZ puede representarse por una tupla (ai,...,ar) con a; €
{0,... ,n;—1}, paratodoi = 1,... , k. Consideramos la biyeccién enumy,, . n.): Z/m1Zx
<X Z/niZ — {0,1,...,n—1} que asocia a cada tupla (a1, ... ,ax) € Z/miZx - X ZL/nyZ
el valor

k k
enum(mw’nk)((al,... ,ak)) = Z( H nj)a;

i=1 j=i+1

Esta biyeccién nos permite enumerar los elementos de cada grupo Z/niZ x - - - X Z/niZL.
A partir de ella, las operaciones de D se definen del modo obvio, lo que completa la
definicién de la GRP;y,-dlgebra D.

Por ejemplo, si n = 12, la tupla (2,2, 3) representa al grupo Z/27Z x Z/27 x 7Z/3Z. La
biyeccién enumy o3y lleva a cada tupla (i, j, k) con 7,j € {0,1} y k € {0,1,2} al natural
6%xi+3%xj+k €< n > La tupla (2,6) representa al grupo Z/27Z x Z/6Z y (4,3)
a 7Z/A7 x ZJ3Z. Observar que entre los tres grupos anteriores, los dos primeros son
isomorfos.

Cualquier grupo abeliano finito es isomorfo a uno del tipo Z/n1Zx - - - X Z/nyZ, con n; € N,
para todo i = 1,..., k. Por tanto, fijado n € N, la familia definida en este ejemplo cubre
todos los grupos abelianos finitos de cardinal n. Barriendo todos los n € N, se cubren
todos los grupos abelianos finitos. Luego este ejemplo nos aporta un patrén comun de
representacion para los grupos abelianos finitos.

Ademds, desde cualquier representacién de grupos abelianos definidos sobre < n >, existe
al menos un GRP;y,,-morfismo a la GRPj,,-dlgebra D. Un tal GRPj;,,-morfismo puede
definirse de manera sencilla siempre que los elementos de < n > queden fijos.

5. La GRP;,,-dlgebra D anterior nos permite representar familias de grupos abelianos finitos.
Vamos ahora a dar una GRP;,,,-dlgebra, que llamaremos E y que recoge el caso de los
grupos finitos cualesquiera.

Fijamos un n € N, tomamos el conjunto < n > como soporte para el género g. Considera-
mos como soporte para el género impggp €l conjunto Ejppe, = { matrices n xn | la matriz
es la tabla del producto de un grupo sobre < n >}. De cada tabla pueden extraerse los
inversos de cada elemento asi como los elementos neutros, por lo que la GRP;,,,,-dlgebra F
representa de forma natural a una familia de grupos.
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Cualquier grupo finito es isomorfo a uno de los grupos indexados por el conjunto E;p,pee
anterior, por lo que, barriendo todos los n € N, se cubren todos los grupos finitos. En
particular, las matrices que ademas sean simétricas cubriran las representaciones de grupos
abelianos y las no simétricas las de grupos no abelianos.

Por ejemplo, fijamos n = 6 y consideramos el grupo de permutaciones de tres elementos
que denotamos por S3. Sin perder generalidad, podemos suponer que los tres elementos
permutados son 1,2 y 3. Si asignamos a cada permutacién el nimero de orden que le
corresponde entre 0 y 5 (orden definido por la biyeccién enums,: S3 —< n > dada por
enums, ((1 2 3)) = 0, enums,((1 3 2)) = 1,enums,((2 1 3)) = 2,enums,((2 3 1)) =
3,enums, ((312)) =4y enums, ((3 2 1)) = 5), la siguiente matriz representa la tabla
de multiplicar del grupo:

0123 45
103 2 5 4
240513
35140 2
4 2 5 0 31
5 3 41 20

Es evidente que de ella se puede extraer el inverso de cada elemento y que la permutacién
(1 2 3) es el elemento neutro del grupo.

Desde cualquier representacién de grupos definidos sobre < n >, existe un unico
GRP;p-morfismo a la GRPjy,,-dlgebra E, manteniendo fijo el soporte < n >. Por ello,
podemos afirmar que la GRP;;,,-dlgebra F es la més “general” entre las representaciones
de grupos sobre < n >. Esto se formalizard en una propiedad de finalidad del algebra E
en una categoria adecuada.

En particular, la GRP;,,-algebra D da una representacién para grupos abelianos finitos y,
para cada n € N fijo, el GRP;;,,-morfismo de D a E que mantiene fijo < n > viene dado
por una aplicacién f que a cada tupla (ni,...,n) € Dimpge le asocia una matriz n X n.
Por ejemplo, si consideramos n = 6, se tiene Djpmpee = {(2,3),(3,2),(6)}. Para asociar

una matriz a cada uno de los elementos de Djpe, utilizamos la biyeccién ENUM(ny .. ny)s
y asi, obtenemos que
01 2 3 4 5 01 2 3 4 5
1 2 0 4 5 3 1 03 2 5 4
2 015 3 4 2 3 45 01
Simpers ((2, 3)) =3 45 01 2 Simpere ((3’ 2)) 13 25 4 1 0
4 53120 4 5 01 2 3
5 3 4 2 01 5 4 1 0 3 2
O

En los dltimos ejemplos, concretamente en los cuatro ultimos, que son los que tienen algin

“sentido algebraico”, se ha puesto de manifiesto cémo una GRP;,,-dlgebra define una familia de
GRP-dlgebras. Generalizamos el comentario anterior en la siguiente proposicién, cuya demostra-
cion es evidente.

Previamente introducimos la siguiente notaciéon abreviada que utilizaremos a partir de ahora

siempre que no haya lugar a confusiéon. Dada una signatura ¥, una operacion o de €2 con aridad
g1 - - - gn; v serd denotada por (o0: w — v), refiriéndonos por w a la secuencia de géneros g . . . gn;
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analogamente, dada una Y-algebra A, A, denotard al conjunto Ay x --- x Ay . En el caso de
que w sea la secuencia vacia, lo representaremos por w = [|, y, por convenio, consideraremos
A, como un conjunto unipuntual que denotaremos por {*}. Dada una X;,,,-dlgebra A y una
operacion o: gi...g, — v de Q, para cada a € Ajy,,,, denotaremos por impoa(a, —): A, —
A, a la imagen de a por la adjunta exponencial de impoa: Aympy X A, — Ay, es decir,
impoa(a,—)(dy) =impoa(a,d,).

Proposicién 2.2.3 Si A = <Aimp2,(Ag)geg,{impiaA: Aimpy, X Ay — Av}(o-:w_,v)ez> es
una Ximp-dlgebra, cada a € Ajpps, define una X-dlgebra B, de la siguiente manera: B, =
<(AQ)QEGv {impﬁcrA(a, _): Ay — Av}(o‘: w—>v)€2>'

Resaltemos que la familia {B,}qe Aimps, de X-algebras que se obtiene en la proposiciéon an-
terior tiene la siguiente propiedad: los soportes de todas las ¥-algebras de la familia obtenida
a partir de una ¥;,,,-dlgebra, vienen determinados por los de la X;;,,-dlgebra de partida; mas
concretamente, para cada género g de X, el soporte de todas las X-algebras de la familia es
constante e igual a A,.

Volviendo a nuestros ejemplos, puede comprobarse que todas las familias de dlgebras refe-
ridas en ellos han sido construidas del modo recogido en la ultima proposiciéon. Los soportes
para el género impy, juegan el papel de familias de indices y deben interpretarse como modos
de representar estructuradamente, bajo un mismo patrén, ejemplares de una misma estructura
algebraica. El disponer de un modo comun de representacién serd tutil al descender al nivel de
las implementaciones. Esta cuestion la abordaremos en el siguiente capitulo.

2.3 Interpretacion en términos de Teoria de Categorias

En esta seccién veremos cémo la interpretacién de las X;,,,-dlgebras como familias indexadas
se corresponde con una construccién de tipo categorial. Vamos a presentar dicha construccién
vy a analizar la existencia de ciertos objetos con propiedades universales que, posteriormente,
intentaremos trasladar a la categorfa objeto de nuestro estudio, la categoria Alg(Xny). Esta
categoria serd la base para estudiar las estructuras de datos de EAT.

En lo que sigue, si C es categoria, denotaremos por Obj(C) a la clase de objetos de C y por
Morf(C) a la clase de morfismos de C.

2.3.1 Una operaciéon entre categorias

Dada una categoria C, definimos una nueva categoria, denotada por Cget, que intuitivamente
sirve para representar a la categoria de las familias indexadas de objetos de la categoria C.

e Los objetos de Cget son pares (A, ay), donde A es un conjunto y acy: A — Obj(C) es una
aplicacién.

Describiremos un objeto por a4: A — Obj(C). Incluso, si no hay lugar a confusién, nos
referiremos al objeto por a4.

e Dados dos objetos aq: A — Obj(C) y ag: B — Obj(C) de Cset, un morfismo de a4 en
ap es un par (h, H) donde h: A — B es una aplicacién y, para cada a € A, H(a) es un
morfismo en C de a4(a) en ag(h(a)).
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Asf definida, es claro que Cg,; es una categoria.

La categoria Cge; corresponde a construcciones conocidas en Teoria de Categorias y sufi-
cientemente tratadas en la literatura. Por ejemplo, puede verse como categoria que resulta de
“aplanar” una determinada categoria indexada [118]. La categoria Cge; corresponde también
con un caso particular de categoria fibrada, segin la definicién dada en [17]. (Definiciones de
categorias indexadas y categorias fibradas, asi como estudios de estas categorias pueden en-
contrarse, por ejemplo, en [17], [43] o [79].) Es también importante sefialar que si C es una
categoria discreta (es decir, equivale a la clase de sus objetos), Cser corresponde justamente a
la clase de las familias indexadas de “elementos” de C.

Cada objeto ag: A — Obj(C) de la categoria Cge; es una familia indexada, por el conjunto
A, de objetos de la categoria C, la familia {a4(a)}eea. A partir de ahora, llamaremos a A
conjunto de indices del objeto aa.

En la siguiente proposicion se da una caracterizaciéon de los isomorfismos en la categoria
CSet-

Proposicién 2.3.1 Un morfismo (h,H) en Cget de un objeto aq: A — Obj(C) en un objeto
ap: B — Obj(C) es isomorfismo si la aplicacion h: A — B es biyectiva y para todo a € A,
H(a) es isomorfismo en C.

La notacién que estamos empleando para referirnos a los objetos de la categoria Cge; puede
resultar un poco confusa. Ya que cada conjunto A no determina una aplicaciéon de A en
0bj(C), es decir, no determina un objeto de Cget, la notacién ay no es del todo precisa. Sin
embargo, la empleamos porque, como veremos mas adelante, es la utilizada habitualmente en
la aproximacién coalgebraica ([91], [106]), y el uso de dicha notacién pondrad més en evidencia
la relacién de las categorias de la forma Cge; con categorias de codlgebras.

2.3.2 Existencia de coproductos en Cg,,

A continuacion, vamos a describir el coproducto de parejas de objetos de Cget.

Dados dos objetos, aq: A — Obj(C) y ag: B — Obj(C) de Cg.t, consideramos el objeto
de Cgset, denotado por [aa,ap|: AU B — Obj(C), que viene definido por [aa, ap|(a) == aal(a),
para todo a € Ay [aa,ap](b) :== ap(b), para todo b € B.

Como puede verse, la operacién anterior a nivel de los conjuntos de indices se corresponde
con la operacién de reunién disjunta, es decir, con el coproducto en Set. Es sencillo verificar
que este objeto de Cge; junto con las inclusiones naturales de a4 y ap en [aa, ap] verifica la
propiedad universal de coproducto. Por tanto, la operacién [—, —] es el coproducto en Cge; (de
ahi el uso de la notacién empleada habitualmente en Teoria de Categorias). Asi, la categoria
Cset posee coproductos finitos.

A~ |
Y e S
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Igual que la reunién disjunta se extiende a cualquier familia de conjuntos, el coproducto
en Cget puede extenderse también a familias arbitrarias de objetos. Asi, si J es un conjunto
cualquiera, a partir de una familia {aa,: A; — Obj(C)};jes consideramos el siguiente objeto de
CSet

lova,Jjes: | ] A5 — Obj(C)
jeJ

dado por [aa;]jes(a) := aa, (a), siendo k el tinico indice de J tal que a € Ay.

El objeto [aa;]jes junto con la correspondiente familia de morfismos inclusién define el
coproducto general en Cget. Es decir, para cada j € J, consideramos el morfismo ia, : aa; —
J
) siendo

[0, ]jes de Cser definido por ia, = (ia,, Hi,

- ia;r Aj — ey Aj la inclusién candnica, y

- H; 4 A;j — Morf(C) la aplicacién que a cada elemento a de A; le asocia el morfismo
identidad de a4, (a).

Se tiene que ([ag,]jer, {iaAj }jes) es el coproducto de la familia {oa;: A;j — Obj(C)}je.
Asi, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.3.2 Sea C una categoria. La categoria Cset, definida a partir de C aplicando la
operacion ()set, posee coproductos arbitrarios.

2.3.3 Interpretacion de C como subcategoria de Cg,,

Va a existir una forma canénica de incluir a C como subcategoria de Cge:. Cada objeto de Cger
cuyo conjunto de indices tiene un tnico elemento puede ser interpretado como un objeto de C,
lo que nos da una idea de cémo definir una inclusiéon de C en Cget.

En Teoria de Categorias, la nocién fuerte de inclusiéon de una categoria C en otra D corres-
ponde con la existencia de una inmersion de C en D, es decir, un funtor de C en D fiel, pleno
e inyectivo sobre objetos (ver en preliminares, pagina 20). Relajando un poco las condiciones
anteriores, si un funtor de C en D es fiel e inyectivo sobre objetos diremos que es una inclusion de
C en D. La imagen de una categoria C por cualquier inmersion o inclusién es una subcategoria
de D, plena en el caso de inmersion, isomorfa a la categoria C.

Existe una inclusién canoénica de C en Cge; que nos permite ver C como subcategoria de Cge;.
Una forma de expresar esta inclusién es definir Fg: C — Cge del siguiente modo:

e Para cada O objeto de C, F(O) es el objeto de Cser, Fe(O): {O} — Obj(C), dado por
Fe(0)(0) := 0.

e Si O y Oy son objetos de C y f: Oy — Oz es un morfismo en C, definimos
Fe(f): Fe(O1) — Fe(O2) como el par ({01} — {02}, f).
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2.3.4 Objeto de Cs.; que “representa” a toda la categoria C

En el caso de que C sea una categoria pequena, es decir, que Obj(C) sea un conjunto, existe un
objeto especial en Cge; que “recoge” a toda la categoria C.

En el resto del capitulo, supondremos que C es una categoria pequena.

Consideramos el objeto 1: Obj(C) — Obj(C) de Cget definido por la aplicacién identidad.
La exigencia de que C sea pequena es necesaria para que 1 sea un objeto de Cget. (En reali-
dad, podriamos trabajar con clases pero para nuestro trabajo nos basta con tomar conjuntos,
evitando de paso los problemas de fundamentos que pudieran aparecer.)

La familia definida por el objeto 1, {1(O)}ocopj(c), estd formada por todos los objetos de
C. Por tanto, 1 “codifica” a todos los objetos de la categoria C. Evidentemente, este objeto 1
estd relacionado con las inclusiones de C en Cg;. El siguiente resultado describe formalmente
el hecho de que 1 recoge a toda C como parte de Cge;.

Teorema 2.3.3 Si C es una categoria pequena, el objeto 1 es el coproducto en Cse de los
objetos de la imagen de la inclusion canonica de C en Cget.

El objeto 1, a pesar de que su definicién es sencilla y aparentemente alejada de cualquier
contexto practico de programacién, nos va a servir para establecer una conexién con diferentes
teorias de especificacién orientada a objeto que aparecen en la literatura (ver [23], [46], [60],
[91], [27], [44], [28], [62], entre otros). Como se verd, el objeto 1 estd muy cercano a objetos
finales y a familias de objetos finales que interesan en diferentes ambitos de la especificacién
algebraica orientada a objeto.

2.3.5 Objetos finales

Dado cualquier objeto aug: A — Obj(C) de Cget, la propia aplicacién a4 junto con la familia de
identidades de los objetos {a4(a)}qsca define un morfismo en Cge; de aq en 1. Este morfismo
lo denotaremos por el par (a4,id,,). Esta observacién se formaliza en el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.4 Existe, al menos, un morfismo de cualquier objeto de Cger en 1.

Ahora bien, el objeto 1 no es final en Cge; ya que en general, hay més de un morfismo
entre un objeto cualquiera ay de Cse; y 1. Los grados de libertad a la hora de definir estos
posibles morfismos vienen relacionados con dos aspectos. Por un lado, con la definicién de
la aplicacién entre los conjuntos de indices, puesto que no necesariamente ha de utilizarse,
como en el morfismo definido anteriormente, la propia aplicacién a 4. Por otro lado, con los
conjuntos de endomorfismos Morfe(aa(a),aa(a)). Si (h,H) es morfismo en Cge, para cada
a € A, H(a): aa(a) — aa(a) debe ser morfismo en C, es decir, debe pertenecer al conjunto
Morfe(aa(a),a(a)). Por tanto, si en los conjuntos anteriores existen més morfismos que la
identidad, hay mas de una posibilidad para definir la aplicaciéon H.

Asi, en general, 1 no es objeto final en Cg;. Sin embargo, nos interesa una cierta subcategoria
de Cger en la que el objeto 1 es final, subcategoria que introducimos a continuacién.

Si C es una categoria, denotamos por ctala categoria que posee los mismos objetos que C
y cuyos morfismos son, inicamente, las identidades. Seguin la terminologia utilizada en Teoria
de Categorfas (ver en preliminares pagina 18, o en [74] pagina 11), Ct} es una categoria discreta.
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Asi, la categorfa CU} se reduce solamente a la clase de sus objetos. En el caso de que C sea
una categoria pequeiia, Ct es solo un conjunto. Esto explica el uso de la notacién {}, ya que
parece que CU estd vacia de significado como categorfa. Sin embargo, nos va a servir para
definir correctamente la categoria de familias de algebras de C, una subcategoria de Cger que
serd importante en este trabajo para el caso particular en que C sea la categoria de algebras
para una signatura.

é}ét para referirnos a (Ct)g.;. Notar que no equivale a (Cse¢ ), puesto
{}
S

que en (C{}) set hay morfismos que no son las identidades. Los objetos de Cg, son los mismos
que los de Cget, sin embargo, los morfismos se simplifican notablemente. Un morfismo entre dos

Usaremos la notacién C

objetos de Cg;t, as: A — Obj(C) y ap: B — Obj(C), es solo una aplicacién h: A — B que
hace conmutativo el diagrama

h
A

o

ap
0bj(C)

B

Podemos identificar Cé]ét con la subcategoria de Cge¢ que tiene los mismos objetos que Cger y
cuyos morfismos son las parejas (h, H) tal que h hace conmutativo el diagrama anterior y H (a)

{}

siempre es la aplicacién identidad. De hecho, de ahora en adelante, pensaremos en Cg/, como
subcategoria de Cge;.

Observar que para poder ver Cé}et como subcategoria de Cget, la condicién de conmutatividad
del diagrama anterior no es suficiente ya que no caracteriza a los morfismos de Cg.; que estan en
Ck{git» debido a que la condicién de conmutatividad fija la aplicacién h pero el grado de libertad
aportado por los conjuntos Mor fe(aa(a), as(a)) no determina H, por lo que hemos tenido que

fijarla.

Teniendo en cuenta este ultimo comentario, la proposicién 2.3.4 tiene una consecuencia

evidente. Dado aq: A — Obj(C) objeto de la categoria Cgit, el morfismo (aa,ids,): aq — 1

de Cge; utilizado para probar la existencia de morfismos desde cualquier objeto de Cge en el

objeto 1 es también morfismo de Céit (para cada a € A, H(a) es la identidad de aa(a)).

Ademas, (aa,idq,) es el tnico morfismo en Cé]ét de aa en 1 ya que cualquier otro morfismo

(9,G): aqg — 1 de Céit debe verificar que g = a4, y, por tanto, la unicidad estd garantizada.
Como consecuencia se tiene el siguiente corolario.
Corolario 2.3.5 El objeto 1 es final en la categoria Cé’it'

En general, dada una categoria D y fijado C objeto de D, se define la categoria “slice” D
sobre C, denotada por D/C (ver en preliminares pagina 21, en [10] o en [79], entre otros), como
la categoria que tiene por objetos los morfismos h: A — C de D y, por morfismos, los de D que

hacen el tridngulo correspondiente conmutativo. Es decir, si h: A — C y [: B — C son objetos
de D/C, los morfismos entre ellos son morfismos k: A — B en D tales que [ o k = h.
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Es evidente, tal y como se afirma en [79], que idc: C — C' es objeto final en D/C.

Cuando C es una categoria pequena, Obj(C) es un objeto de la categoria de conjuntos y
podemos considerar la categoria Set/Obj(C). Asi, Set/Obj(C) tiene por objetos a las aplica-
ciones a: A — Obj(C) y por morfismos entre dos objetos, a: A — Obj(C) y 5: B — Obj(C),
las aplicaciones f: A — B que verifican o f = a. Es decir, nuestra construccion C;{g}et coincide
con la categoria Set/Obj(C), coincidiendo también, obviamente, la descripcién de su objeto
final. Hemos preferido, sin embargo, mostrar el proceso general de construccién a partir de la
categoria Cger ya que este mismo proceso tendra sentido cuando nos ocupemos, en el siguiente
capitulo, de categorias de implementaciones. La tabla 2.1 recoge las construcciones introducidas
sobre una categoria C.

Notacion Descripcion Objeto final | Coproducto
Obj.:  losdeC
ct / No No
Morf.: las identidades
Obj.:  familias indexadas de objetos de C lo tiene
Morf.: pares de aplicaciones, una entre los cuando C )
C,S'et Si

conjuntos de indices y otra que asocia | tiene objeto
a cada indice un morfismo de C final

Obj.:  los de Cget

Céit Morf.: aplicaciones entre los conjuntos Si (1) St

de indices

Tabla 2.1: Operaciones definidas sobre una categoria C

2.4 Interpretacién formal de las ¥;,,,-algebras como familias de
Y-algebras

Dada una signatura X, nos interesa estudiar la categoria Alg(X;y,,). Disponer de la operacién
()set, nos permite formalizar la interpretacién dada anteriormente para las Xy, ,-dlgebras como
familias de »-dlgebras. Para ello, definimos el funtor:

1P Alg(Simp) — Alg(S)ser

Si A = <Aimp2,(Ag)geg,{impiaA: Aimps, X Ay — Av}(g;wav)eg> es una Ymp-algebra,
I'P(A) es la aplicacién aa,,,, : Aimps — Obj(Alg(X)) que a cada a € Ay, le hace co-
rresponder la X-dlgebra ay,,,, (a) = <(Ag)geg, {impoa(a,—): Aw — Av}(o: wav)ez>- Res-
pecto de los morfismos, si A = <Aimp2,(Ag)geg,{impiaA: Aimps, X Ay — Av}(g;w_w)eg>
y B = <Bimp2, (Bg)gea, {impop: Bimpy, X B, — Bv}(gs w—>v)62>‘ son Ypp-dlgebras y f =
(fimpss (fg)gec) €8 Limp-morfismo de A en B, se define I'""P(f): I'"™P(A) — I"™P(B) como el

morfismo (fimpy, (fg)gec) en Alg(¥)set-
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I'™P est4 bien definido ya que I'"™P( f) es realmente un morfismo de Alg(X)ser por ser (fy)gec
un morfismo en Alg(X) entre aa,,, (a) y o, (fimps(a)).

Vamos a sefialar algunas de las propiedades del funtor 1“7,

1. Tal y como se ha definido el funtor I, es evidente que es fiel e inyectivo sobre objetos.

2. La imagen de I no cubre todos los objetos de Alg(X)ge;. Los objetos de Alg(X)ger
que estan en la imagen de I verifican que todas las Y-algebras de la familia poseen los
mismos soportes para los géneros de G.

Por ejemplo, tomamos la signatura ¥ = ({g},{o: g — ¢}) y definimos el siguiente objeto
de Alg(X)ser: aqigy: {1,2} — Obj(Alg(X)) con ayig(1) = <Za{ld}> y aq2)(2) =
(N, {id}). Es evidente que a9y no estd en la imagen del funtor I'"? ya que las X-
algebras que define poseen distintos soportes para el género g.

3. I'"™P tampoco es pleno. De la definicién de I se desprende que si un morfismo (h, H)
de Alg(X)set es la imagen por 1™ de un morfismo de Alg(Xiy,), entonces la aplicacién
H es constante, en el sentido de que H(a) es siempre el mismo >-morfismo (( fq) gEG) para
cualquier indice a. Es claro que no todos los Alg(X)ge-morfismos son de este tipo.

2.4.1 El objeto 1 en Alg(X)se

Ya hemos visto que si C es un categoria pequena, entonces existe en Cge+ un objeto, al que hemos
{
S

denotado por 1, y que es objeto final en la subcategorfa Cg),. Vamos a estudiar la relacién entre

el objeto 1y la categoria Alg(Ximp).

La primera observacién es que 1 no es un objeto de la categoria Alg(X)ger puesto que
la categoria Alg(¥) no es una categoria pequenia. Ahora bien, si fijamos un conjunto U e
imponemos que todos los soportes para las ¥-algebras sean elegidos en p(U) (conjunto de los
subconjuntos de U), la categoria Alg(X) es pequena. La unica condicién impuesta a U es que
éste sea realmente un conjunto y no una clase propia.

Fijar un conjunto U es natural por el hecho de que nuestro interés real es trabajar con
implementaciones, donde esto no supone restriccion alguna. Al pasar a implementaciones, se
utiliza un lenguaje de programacién concreto y todos los datos que se manejan en las implemen-
taciones deben formar parte del universo del lenguaje, por lo que realmente el equivalente en las
implementaciones a los soportes de la parte algebraica, seran subconjuntos de ese universo. A
partir de ahora supondremos un conjunto U fijo, que llamaremos universo algebraico, en el que
se tomaran los soportes de las X-algebras, y, nos referiremos por Alg(¥) a la categoria cuyas
algebras tienen soportes en el conjunto U.

En estas condiciones, 1 es un objeto de Alg(X)get.

Volviendo sobre la inclusién I : Alg(Ximp) — Alg(X)set, es evidente que el objeto 1 no
estd en su imagen (basta observar que los soportes de las 3-algebras de la imagen de la aplicacién
1 son distintos). Como consecuencia, la subcategoria de Alg(X)se: imagen por la inclusién 1777
no es cerrada por el coproducto heredado de Alg(X)set-
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2.4.2 Subcategorias de algebras con soportes fijos

Vamos a descomponer la categoria Alg(Xy,,) en subcategorias. Agruparemos en una misma
subcategoria las ¥;,,,-algebras que tengan los mismos soportes para los géneros de la signatura
de partida ¥ y estudiaremos en estas subcategorias la existencia de coproducto y de objeto
final. No siempre queda claro en Matematicas que una estructura algebraica estd constituida
por dos piezas: un conjunto (o varios) y unas operaciones. Estamos acostumbrados a identificar
la estructura con solo una de sus componentes, lo que en terminologia del Algebra Universal
conocemos por soporte. Asi, por ejemplo, son muchos los grupos que comparten como soporte el
conjunto de los nimeros enteros. A la hora de programar, esto es importante ya que el soporte
corresponde con lo que seran los elementos de la estructura, y tener el mismo soporte es algo
asi como tener el mismo tipo de elementos.

Si G es el conjunto de géneros de X, para cada G-conjunto D = (Dy)4eq sobre U, denotamos
por Alg” (%) a la subcategoria plena de Alg(¥) cuyos objetos son las Y-algebras de Alg(X) que
tienen por soporte, para cada género g de G, el conjunto D,. AlgP () get denota a la categoria
obtenida aplicando la operacién ()ses a la categoria AlgP(X).

Por otra parte, denotamos por Alg”(X;,) a la subcategorfa plena de Alg(Xim,) que
tiene por objetos a las Xj,,-dlgebras cuyos soportes para los géneros de G son los conjun-
tos de D. Esta notacién nos puede conducir a engano ya que no es del todo coherente.
Para cada G-conjunto D, la construccién AlgP” (X)) es distinta de la construccién AlgP (Zimp),
la primera fija todos los soportes de las Y-algebras, la segunda deja libre el correspondiente al
género imps.

Cada categoria Alg”(X) es pequena (incluso eliminando la restriccién respecto al univer-
so algebraico U), por lo que en Alg”(¥)se, existe objeto distinguido, que denotaremos por
17: Obj(AlgP (%)) — Obj(AlgP(%)).

Es facil observar que la imagen de la restriccién del funtor '™ a la subcategoria Alg” (Zimp)
cae dentro de Alg” (X)ge;. Abusando de la notacién, escribiremos también 1P AlgP (3,,,) —
AlgP(X)set. Ademds, ambas categorfas poseen coproductos arbitrarios y el funtor I los
conserva.

La siguiente proposicién recoge un primer resultado que relaciona las subcategorias
AlgP (Bimp) v Alg" () set-

Proposicién 2.4.1 Para cada G-conjunto D, el funtor I'"™P induce una biyeccion entre los
objetos de las categorias AlgP (Simp) y AlgP (2)set-

La biyeccién existente entre Obj(AlgP (Zimp)) v Obj(AlgP (X)ser) nos permite considerar
un objeto distinguido en la categoria Alg” (Ximp), €l trasladado del objeto 17 por la biyeccién
inducida por I'™P, que puede describirse por

(0bj(Alg” (%)), D, {impryp: Obj(Alg”(E)) X D= Dudio: s )

estando las operaciones definidas por impoq, (A,dy,) == 04(dy,), paracada A = <D, {oa: D, —
Dy} (o wﬁv)€2> objeto de AlgP”(X) y para todo d,, € D,. Abusando en la notacién, si no da
lugar a confusién, nos referiremos también a este objeto por 17,

Ejemplo 2.4.2 Consideramos la signatura GRP introducida en el ejemplo 2.2.1, y sea D cual-
quier conjunto. La expresién del objeto final ]lﬁpmp, en este caso es la siguiente:
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e El soporte para el género distinguido impegp es el conjunto Obj(Alg” (GRP)), conjunto que
podemos describir del siguiente modo:

Obj(AlgD(GRP)):{<D,f> | f:(fPTd: D xD — D, finy: D_>D7funt: {*}HD)}?

e las operaciones vienen definidas por:

- impprdqp Obj(AlgP(GRP)) x D x D — D, dada, para cada (D,f) €
GRP 1 p

Obj(AlgP(GRP)) y para cada di,dy € D, por impprdyp (D, f),d1,da) =

mp
fpra(di, d2);
- impinvgp Obj(AlgP(GRP)) x D — D definida por impﬁinvll(gp (D, f),dy) :=

GRPimp imp

finv(d1), para cada (D, f) € Obj(Alg”(GRP)) y para cada d; € D; e,
- impuntqp Obj(Alg” (GRP)) — D definida, para cada (D, f) € Obj(Alg” (GRP)),

GRP 1y

por impﬁunt]lgip_ (D, ) == funt(*). ]

Por otra parte, el conjunto de ¥-dlgebras de Alg”(X) es biyectivo con el espacio de funciones
H( ot wo)ES DPe (como es habitual, si X e Y son conjuntos Y~ denota al conjunto de funciones

de X en Y). Asi, se tiene otra expresién para el objeto 17 de AlgD(Eimp):

D, . D
< H szw , D, {Zmp,U]ID: H Dv/w X Dy — DU}(U: w’%v’)€E>

(o: w—v")eX (o: w'—v")eX

. . D
siendo imp.oqp ((f(;)((;: W) ED dw) := fo(dw), para todo (fs)(s: w—v)es € H(U: W —v)ES D~

y para todo d,, € D,,.

Ejemplo 2.4.3 Aplicando lo anterior al ejemplo de la signatura GRP;;,;,, se tiene que el conjunto
Obj(Alg” (GRP)) es biyectivo con el espacio de funciones DP*P x DP x D. Podemos considerar
este espacio de funciones como soporte para el género impgrp, obteniendo asi otra descripcion
de la GRP;;,,-algebra final. La descripcién completa es la siguiente:

e El soporte para el género distinguido impggp es el conjunto DP*P x DP x D
e las operaciones vienen definidas por:

. impprdllcp o (DP*P x DP x D) x D x D — D, dada, para cada (fprd, finv, do) €
imp

DP*P 5w DP x D y para cada dq,ds € D, por impprdﬂcgp ((fprd, finw,do), d1, d?) =
imp

Jpra(di, d2);

- impinvgp (DP*P x DP x D) x D — D, definida como

GRP; 1y

impinvyp ((fprds finv,do),d1) = fino(d1), para todo (fprd, finv,do) €

mp

DP*P « DP x Dy para todo d; € D;
- impuntqp . (DP*P x DP x D) — D, dada por impunt o ((fprd, finvs do)) =

GRPj 1 GRP;mp

do, para todo (fprd, finv, do) € DPxD « DP x D. O
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Esta tltima expresién del objeto 1P es més cercana a las implementaciones. Cada dato del
soporte del género distinguido es una tupla de funciones por lo que, si pretendemos trasladar
directamente esta idea a implementaciones, resulta bastante natural el uso de la programacion
funcional.

La proposicion 2.4.1 muestra la existencia de una biyeccién entre los objetos de las categorias
AlgP (Zimp) v AlgP (X)ser- Sin embargo, no ocurre lo mismo entre los morfismos, puesto que la
categoria Alg” (X)ger posee més morfismos que AlgP (Ximp). Por tanto, la imagen I'm I mP no
es una subcategoria plena. Los morfismos de esta subcategoria imagen pueden caracterizarse
facilmente. Por definicién de la inclusién I, es evidente que todos los morfismos de la imagen
son de la forma (h, (fy)gec), es decir, la aplicacién que asocia a cada indice un morfismo, es
constante. Pero ademads, es sencillo comprobar que también se tiene el reciproco, resultado que
recogemos en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.4 Im I'"P es la subcategoria de AlgP(X)ger cuyos morfismos son los pares
(h, H) tales que H es constante.

Con ello, tenemos caracterizadas las familias de Y-algebras que pueden interpretarse como
Yimp-algebras.

2.4.3 El objeto 17

En esta seccién vamos a particularizar a AlgD (X)set las nociones estudiadas anteriormente
para las categorias obtenidas por la operacién ()ges. Asi, estudiaremos cémo 17 es final en una
adecuada subcategoria de Alg” (X)get.

Utilizando la misma notacién que en el caso general, denotamos por Alg{}(E) a la sub-
categorfa de Alg(¥) cuyos morfismos son tnicamente las identidades, por Algt} (i) a la
subcategoria de Alg(Xmy) cuyos morfismos son la identidad sobre los soportes de los géneros
de la signatura ¥ y por Algt}(2)se a la subcategoria de Alg(X)ge; obtenida a partir de la
categorfa Algt}(%).

Anidlogamente, fijado un G-conjunto D, denotamos por AlgDv{}(E) a la subcategoria de
AlgP (%) cuyos tinicos morfismos son las identidades, Alg”t}(2;,,,) denotard a la subcategorfa
de AlgP (Ximp) cuyos morfismos son los X;y,,-morfismos que son identidades sobre el G-conjunto
D. Finalmente, denotamos por AlgP-{1}(2)g. a la subcategoria de AlgP (X)set obtenida a partir
de la categoria AlgP”1}(X) mediante la operacién ()ge;.

La tabla 2.2 recoge la relacién entre todas estas categorias.

Un primer resultado que se obtiene a partir de la proposicién 2.4.4, es que las categorias
AlgP B (Zinp) v AlgP () ger son isomorfas.

Por su parte, el resultado andlogo al teorema 2.3.3, que caracteriza al objeto 1 de cualquier
categoria del tipo Cge; como coproducto de una familia de objetos, se escribe en los siguientes
términos:

el objeto 1P: Obj(AlgP (X)) — Obj(AlgP (%)) de AlgP}(2)ser es el coproducto en dicha
categoria de los objetos de la imagen de la inclusién canénica de Alg” (%) en AlgP 1 (2)ger.

Para interpretar el resultado anterior en la categorfa Alg” (Ximp) consideramos la inclusién
canénica de AlgP (%) en Alg” (Zinmp) (aunque no lo hemos citado hasta el momento, es f4cil
observar que hay un modo natural de ver una ¥-dlgebra como X;,,-dlgebra, basta tomar el
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Categoria | Fijado D como | Morfismos que | Fijado D co-
G-conjunto sobre los sopor- | mo G-conjunto
tes de ¥ son la |y con morfis-
identidad mos identidad
sobre D
Operacién | Alg(%) AlgP (%) Algt (D) AlgP3 (%)
Oset | Alg(X)set AlgP () ser AlgH (2) ger AlgP 3 () ger
()imp Alg(zlmp) AlgD(Zimp) Alg{}(zzmp) AlgD7{}(Zimp)

Tabla 2.2: Categorfas introducidas mediante las operaciones ()get € ()imp

conjunto unipuntual como soporte para el nuevo género imps) y su restriccién a AlgP1(%),
que obviamente cae dentro de Alg” ’{}(Eimp). Se tiene entonces el siguiente resultado que
corresponde al teorema 2.3.3 para el caso de X;,,-algebras:

Teorema 2.4.5 El objeto 1P es el coproducto en AlgD’{}(Zimp) de los objetos de la imagen de
la inclusion candnica de AlgP (2) en AlgP (Zimp)-

AlgP0 () = AlgP A (Sip) 2 AlgP U (2) st

AlgP (%) g

AlgD (Ezmp)

Se tienen ademas los siguientes resultados de finalidad:

Teorema 2.4.6 El objeto 1P es final en la categoria AlgP{} (Sny).
El resultado de finalidad anterior junto con el hecho de que Obj(Algl} (i) =
|_|D€p(u)g Obj(AlgD’{}(Eimp)), nos permiten caracterizar los objetos 1P por una propiedad

universal que explica como se agrupan todos esos objetos finales.

Teorema 2.4.7 La familia {]ID}Dep(Z/{)G es final en la categoria Algl}(Zim,).

2.5 Interpretacion en términos de especificaciones ocultas

En las secciones anteriores nos hemos ceniido al marco de especificacién algebraica clasica, basado
en el concepto matematico de algebra para una signatura. El uso de esta teoria en trabajos
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dedicados a la formalizacién de tipos de datos es muy frecuente, pero la gran diversidad de
estructuras de datos que aparecen en el &mbito de la programaciéon ha motivado la apariciéon de
diferentes variantes sobre el concepto de algebra para una signatura. Una de estas variantes es la
nocién de dlgebra oculta, que es la base de lo que se conoce como Especificacion Oculta. Vamos
en primer lugar a dar algunas ideas bésicas sobre este campo y posteriormente estableceremos
conexiones con las construcciones presentadas en las secciones anteriores.

2.5.1 Especificaciones ocultas

La teoria de especificaciones ocultas tiene su origen en el trabajo [43], desarrollado por Goguen
en 1991, si bien la primera exposicion sistematica y formal fue dada en [44]. Desde entonces ha
sido considerada un area de gran interés, dando lugar a numerosos trabajos. Algunos de ellos
son [46], [23], [45], [27], [76], [94] v [47].

Los conceptos bésicos son los de signatura y algebra ocultas. Aunque las definiciones varian
ligeramente de unos trabajos a otros, la idea fundamental es distinguir entre dos clases de
géneros: géneros ocultos y géneros visibles. Su interpretacién desde el paradigma orientado a
objeto es que los géneros ocultos corresponderan con los conjuntos de objetos mientras que los
visibles lo haran con los de datos.

En el marco oculto se exige fijar una representacion comun para los datos que se van a
manipular. Desde el punto de vista algebraico esto se traduce en fijar un algebra para lo que
serd la parte visible de la especificacién.

Asi, fijamos un algebra (VX, D), que denominaremos dlgebra de datos, donde V¥ =
(VG,VQ) es una signatura, que llamaremos signatura de datos, y D es una VX-élgebra ve-
rificando que, para todo v € VG, el soporte D, no es vacio. A los elementos de VG se les
denomina géneros visibles y a los de V§Q operaciones visibles. Ademas, incluimos en V{2, como
constantes, los elementos de los soportes de la V'¥-algebra D que no existan como constantes en
V Q. Esta condicién se incluye para asegurar que todos los datos visibles pueden ser generados,
es decir, que el dlgebra de datos generable contiene a la V' X-algebra D. Por tanto, si a partir de
la signatura de datos se puede asegurar que todos los datos visibles pueden ser generados por
las operaciones de la signatura, no serd necesario incluir esta condicién. El algebra de datos
(VX, D) constituye una referencia fija para las observaciones que nos pueden permitir conocer
(y diferenciar) “datos ocultos”.

Definicién 2.5.1 Fijada un dlgebra de datos (VX, D), una signatura oculta sobre (VX, D) es
una signatura HY = (G, Q) tal que:

o G=HGUVG; los elementos de HG se denominan géneros ocultos de H..

e O = HQUYVQ, y para cada operacion o : g1 ... gn — g en HQ se verifican las dos
propiedades siquientes:
— engi,...,9n, g existe, al menos, un género oculto,

— st en gi,...,gn existe un género oculto, es unico. FEn este caso, asumimos por
convenio que el género oculto aparece como primer argumento, es decir, es g;.

Si no ha lugar a confusién, hablaremos de signatura oculta sin hacer referencia al dlgebra
de datos. La definicién anterior es la utilizada en trabajos como [76], [44], [23], [27], habiendo
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ligeras variaciones respecto a la que puede encontrarse, por ejemplo, en [46] (aunque luego se
usa la que hemos dado aqui). En [94] y [31] se generaliza para permitir argumentos ocultos
multiples, y se desarrolla una teoria para ese caso.

Observar que las tinicas operaciones de HY que involucran exclusivamente a géneros visibles
son las operaciones visibles, las de V). Teniendo en cuenta que el fijar un dlgebra de datos viene
motivado por la necesidad de disponer de una representacién para los datos, el hecho de haber
incluido los elementos del algebra D como constantes en la signatura, hace que considerando
simplemente las operaciones constantes, tengamos un sistema de representantes para los datos.
Esto hace que las operaciones visibles (no constantes) sean superfluas desde el punto de vista
de la constructibilidad de los datos (el resultado devuelto al aplicar cualquiera de ellas es un
elemento de D, ya incluido como constante en la signatura). En este sentido observar que es
natural considerar, no el algebra de términos de la signatura de datos, sino un cociente de ésta en
el que se haya identificado cada término visible con la constante obtenida por su interpretacién
en el algebra D. Por ello, consideraremos como términos visibles solamente las constantes.

Sabiendo que una subsignatura de una signatura dada es una signatura cuyos conjuntos de
géneros y de operaciones son subconjuntos de los de la signatura de partida (ver en preliminares,
pagina 25), es claro que VX es una subsignatura de HX.

En una signatura oculta se distinguen dos tipos de operaciones:

— operaciones que tienen como resultado un género oculto y que denominaremos construc-
tores, y

— operaciones que terminan en un género visible y que llamaremos deconstructores.

Ademss los tipos de constructores quedan clasificados, dependiendo de los géneros de sus
argumentos, del siguiente modo:

— constructores cuyos argumentos son todos géneros visibles, que denominaremos cons-
tructores a partir de datos. Para ellos usaremos la notacién o: w — h, o escribiremos
c€e HY, p,conhe HGy w € VG*

— los que poseen un argumento de género oculto y distinto del género resultado que deno-
minaremos constructores a partir de objetos y datos. Los denotaremos por o: h w — h' o
poroc € HYy, , s, con h,h' € HG, h# h yw e VG*, y

— aquellos que tienen un argumento oculto y éste es el mismo que el género resultado; los
denominaremos operaciones de actualizacion y los denotaremos por o: h w — h o bien
escribiremos 0 € HYy, ,, p, con h € HG y w € VG*.

constructores a partir de datos
Constructores constructores a partir de objetos y datos

Operadores

operaciones de actualizacion

Deconstructores
\



50 Capitulo 2. Especificacion algebraica de las estructuras de datos en EAT

Observar que, debido a la existencia de efectos laterales, en el tltimo tipo de constructores
se incluyen, junto a los que modifican un objeto de género oculto, aquellos que a partir de un
objeto de género oculto construyen otro objeto del mismo género.

La terminologia empleada habitualmente en los trabajos sobre especificaciones ocultas difiere
de la nuestra. Como puede verse por ejemplo en [46], a los constructores a partir de datos se les
llama constantes ocultas generalizadas, al resto de los constructores se les denomina métodos y a
los deconstructores atributos. Sin embargo, el significado de los términos método y atributo no
parece coincidir con el que se les da en los lenguajes de programaciéon orientados a objeto, por
lo que hemos preferido no adoptarla. Relacionando nuestra terminologia con la empleada en la
teoria clasica de especificacién algebraica (por ejemplo en [40] y [72]), si consideramos los géneros
ocultos como géneros distinguidos, los deconstructores se corresponden con los observadores.
En relacién con la terminologia empleada por Cirstea en [27] o por Reichel en [91], nuestros
deconstructores se corresponden con sus destructores (término que hemos preferido evitar por
considerarlo confuso en si y por ser homénimo del que se emplea, por ejemplo en C++, para
una operacién de cardcter totalmente distinto).

Introducimos a continuacién dos ejemplos de signaturas ocultas que utilizaremos en el resto
de la seccién para ilustrar los conceptos que vayan apareciendo:

Ejemplo 2.5.2

1. Se trata de especificar un tipo de datos para modelar vectores en el semiplano superior (or-
denada positiva). Para ello, identificamos cada vector con un par de nimeros, un entero y un
natural, que representan la proyecciéon del vector en los ejes de abcisas y ordenadas respecti-
vamente (incluyendo en la primera componente el signo). Consideramos operaciones que nos
permitan:

— conocer cada una de las componentes del vector,

— saber si el valor de una componente del vector es un determinado ndmero,

— construir un vector a partir de otro vector y de los desplazamientos que queremos aplicar
en ambos ejes,

— construir un vector aplicando producto por un escalar a otro, y

— construir el vector simétrico a uno dado.

Para especificar el tipo de datos anterior, consideramos como signatura de datos V¥, =
<{int7nat, bool }, @> y como soportes para el dlgebra de datos Dy = Z, Dpat = Ny Do =
B = {true, false}. Tomamos como signatura oculta H>; sobre (VXi,{Z,N,B}) la signatura
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con un unico género oculto, h, y cuyas operaciones son las siguientes:

abc : h — ant
ord : h —  nat
esx? 1 h int —  bool
esy? : h nat —  bool
move : h it nat — h
esc : h nat — h
sim : h — h

Las cuatro primeras operaciones son deconstructores, las tres ultimas son operaciones de
actualizacion.

2. Para especificar un tipo de datos que permita trabajar con grupos de enteros, consideramos
el algebra de datos (VX9,Z) formada por la signatura de datos Vs = ({v},0) y tomando Z
como soporte en el dlgebra de datos para el tnico género visible v. Debemos considerar una
signatura que, para cada grupo sobre Z, permita calcular el producto del grupo, el inverso de
cada elemento del grupo asi como el elemento neutro. Para ello, consideramos la signatura
oculta sobre (V¥q,Z), que llamamos HY formada por un género oculto h y cuyas operaciones
son las siguientes:

prdgrp : h v v — w
mugrp :  h v — v
untgrp : h — v

O

Un tipo particular de signaturas ocultas son aquellas cuyas operaciones son todas decons-
tructoras, signaturas que denominaremos deconstructoras, siguiendo la teminologia introducida
por Cirstea en [27].

La signatura H39 del ejemplo anterior es deconstructora.
Introducimos la nocién de morfismo entre signaturas ocultas.
Definicién 2.5.3 Sean HY = (G,Q) y HY = (G',)) signaturas ocultas sobre (VX, D). Un

morfismo entre signaturas ocultas ®: HY — HY' es un par de aplicaciones Pgen: G — G’ y
Dope: Q — Q wverificando las siguientes propiedades:

i) ® es morfismo de signaturas, es decir, para cada operacion o: gi...gn — g en Q, Pope(0)
es una operacion de ' con la siguiente aridad ®ope(0): Pgen(g1) - - - Pgen(gn) — Pgen(9);
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(4 gen |VG =d;

) @

iii) Pope|va = id;

iv) Pyen(HG) C HG' y,
)

v) sio’: Ww — ¢ es operacion en HY' con b € ®ger,(HG), entonces existe alguna operacion
o:hw—gen HY tal que Pope(0) = 0’.

Intuitivamente un morfismo entre signaturas ocultas es un morfismo entre signaturas definido
como la identidad sobre la parte visible y que lleva la parte oculta a la oculta. Las signaturas
ocultas con los morfismos entre ellas forman una categoria. De manera natural se tiene la nocién
de isomorfismo entre signaturas ocultas como un morfismo entre signaturas ocultas en el que
las aplicaciones, entre los conjuntos de géneros y los de operaciones, son biyectivas.

Observando la definicién de morfismo entre signaturas ocultas, es claro que se puede carac-
terizar la relacion de isomorfismo entre signaturas ocultas: dos signaturas ocultas son isomorfas
si y solo si son iguales bajo renombrado que respeta las partes visible y oculta.

Definicién 2.5.4 Un élgebra oculta A para una signatura oculta HY = (G, Q) sobre (VX, D)
es una HY-dlgebra tal que Ays = D, es decir, la restriccion de A a VY es el dlgebra de datos
D.

Si no ha lugar a confusiéon hablaremos simplemente de dlgebra para una signatura oculta.

Definicién 2.5.5 Si HY. = (G,Q) es una signatura oculta sobre (VX, D) y A, B son dlgebras
ocultas para HY, un morfismo oculto entre A y B es un HX-morfismo f: A — B tal que
fo =1idp,, para todo v € VG.

Es obvio que, dada una signatura oculta HY = (G, Q) sobre (VX, D), las HX-algebras ocul-
tas con los HY-morfismos ocultos constituyen una categorfa, que denotaremos por H AlgP (HY).

A continuacién mostramos algunas dlgebras para las signaturas ocultas introducidas en el
ejemplo 2.5.2.

Ejemplo 2.5.6

1. Definimos una H-dlgebra oculta A tomando como soporte para el género oculto h el con-
junto Ap, = {(z,y) | = € Z, y € N}. Definimos las operaciones como sigue:

- abca((z,y)) = z, para todo (z,y) € Ay,
. ordA((:c,y)) =y, para todo (z,y) € Ap,

true six=z
. esx?A((:U,y), z) = , para todo (x,y) € A, y para todo z € Z,

false en otro caso

true siy=mn
. esy?A((x,y),n) = , para todo (z,y) € A, y para todo n € N,

false en otro caso
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- movea ((x,y),2,n) = (x+z2,y+nn), para todo (z,y) € Ay, para todo z € Z y para todo
n €N,

. escA((:L‘,y),n) = (n*y x,n xy y), para todo (x,y) € Ay, y para todo n € N,
- sima((z,y)) = (—z,y), para todo (z,y) € Ap.

2. Definimos una HYs-algebra oculta que denominamos B tomando como soporte para el género
h el conjunto Z y definiendo las operaciones del siguiente modo:

- prdgrpp(z, 21, 22) = 21 +7 22, para todo z, z1, 22 € Z,
- invgrpp(z,z1) = —z21, para todo z, 2 € Z,

- unt grpg(z) = 0z, para todo z € Z.
O

Introducimos a continuacion algunos conceptos que nos permitiran dar una expresiéon del
objeto final en la categoria de dlgebras ocultas.

Definicién 2.5.7 Sean HY. signatura oculta sobre (VX, D) y h un género oculto de HX. Un
H3Y-contexto para el género h de género v es un HX-término de género visible v con una unica
variable, que aparece una unica vez y que es de género h.

Denotaremos por ¢[zp], a un HY-contexto para el género h de género visible v con variable
zp. La expresion Cyx[zp), denotard al conjunto de todos los HX-contextos para el género h de
género v con variable zp, y, Cyx|z,] al conjunto de todos los HY-contextos para el género h, de
cualquier género visible y con variable zj,.

Por definicién, Cyslzn] = | ,cvq Cuslznlv, 1o que nos permite interpretar Cys (2] como un
VG-conjunto (Crs|zn]v)veva-

Si no hay lugar a confusién nos referiremos a un HX-contexto para el género h de género v,
por contexto para el género h, o simplemente por contexto (incluso omitiremos el nombre de la
variable de género h ya que éste es irrelevante).

El hecho de que un contexto sea un término de género visible, se traduce en que es una ex-
presién en la que la tltima operacién aplicada es un deconstructor. Esta nociéon trata de recoger
lo visible de un experimento que consta de algunos constructores seguidos de un deconstructor,
que es el que proporciona la observaciéon. Notar que, debido a que no trabajamos con el algebra
de términos de la signatura de datos, sino con un cociente suyo en el que podemos tomar una
familia de representantes que son constantes, podemos suponer que los tinicos términos visibles
que pueden aparecer como subtérminos de un contexto son constantes.*

Veamos como son los contextos para las signaturas ocultas introducidas anteriormente.

Ejemplo 2.5.8

1. Volviendo a la signatura HY:; del ejemplo 2.5.2; el conjunto de contextos para el género oculto
h con variable z,, puede descomponerse en tres conjuntos, ya que para cada uno de los tres
géneros visibles de la signatura existe algin deconstructor que lo tiene como género resultado.

Por tanto, Crs, [2n] = Crsy [2h)int U Cas, [2h]nat U Cas, [2h]bool -

“El no haber prestado suficiente atencién a este hecho llevé a Goguen y Malcolm a publicar en [46] una
demostracién incorrecta sobre la existencia de un objeto final oculto.
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o Cys,[2nint:
los contextos de género int se obtienen aplicando en tdltimo lugar el deconstructor abc que
es el unico cuyo género resultado es int. Asi, Cyy, [zh]int estd formado por los contextos:

- abe(zp)
- abe(mety (... (met1(zp,dw,),.-.),ds,)) siendo, para cada i € {1,...n}, met; €
{move, esc, sim} y

Z x N si met; = move

do, €4 N si met; = esc

nada en otro caso (met; = sim)
\

e Cus, [2h]nat:
los de género nat se obtienen aplicando en tultimo lugar ord, el tnico deconstructor de
género nat. Asi, tenemos como contextos de género nat:

- ord(zp)
- ord(mety(...(meti(zn,dy,),--.),dy,)), donde para cada i € {l,...n}, met; €
{move,esc, sim} y d,, igual que en el caso anterior.

® Cus, [2h]boot:
los de género bool se obtienen aplicando en ultimo lugar un deconstructor de género
bool. En este caso, como hay dos deconstructores de género bool, esx? y esy?, hay mas
posibilidades para formar contextos:

- esx?(zp,d,) con d, € Z,

- esy?(zp,dy) con d,, € N,

- esx?(mety(...(met1(zn,dy,),--.),ds,),d,) con d, € Z, y para cada i € {1,...n},
met; € {move, esc,sim} y d,, igual que en los casos anteriores.

- esy?(mety(...(met1(zp,dy,),--.),dw, ), dn) con d, € N, y para cada i € {1,...n},
met; € {move, esc, sim} y d,, igual que en los casos anteriores.

2. Para la signatura HYs del ejemplo 2.5.2, por ser deconstructora, los contextos para el género
oculto h con variable zj tienen expresién mucho maés sencilla. Asi, Cys,[21] estd formado por
los siguientes contextos:

- prdgrp(zn, 21, 22) con 21, 22 € Z,
- inv grp(zp, z1) con z1 € Z,
- unt_grp(zn).

O

Es féacil probar que lo que ocurre en el ultimo ejemplo presentado es generalizable. Asi, si
HY es signatura oculta deconstructora, el conjunto de los contextos de género visible v para
un género oculto h viene dado por:

Cuslzn)o = {o(2h,dy) | (0:hw—v) € HE conw € VG*, ve VG y d, € D}
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2.5.2 Caracterizacion de las Y;,,,-algebras en el marco oculto

En esta seccion vamos a establecer una caracterizacién de las signaturas obtenidas aplicando la
operacién ()imp como un tipo particular de signaturas ocultas.

Sea ¥ = (G, Q) una signatura y sea Xy, = <G U{imps}, {impo: imps w — v}(,. wﬂv)ez>
la signatura obtenida aplicando la operacién ()imp a X. Podemos interpretar ¥;p,, como una
signatura oculta. Para ello, consideramos como signatura de datos VY = (G, ) y fijamos un
G-conjunto D sobre el universo algebraico U. Por motivos técnicos, al igual que en el caso
general, incluimos como operaciones constantes en la signatura VX los elementos de D. Pues
bien, podemos tomar HG = {imps} y H) = {impo: imps w — v} (5. wop)ex, 0 que es facil
probar que nos da una descripcién de ¥;,,, como signatura oculta.

Remarcamos las siguientes propiedades de ¥;p,:

i) tiene un unico género oculto, el género impy;
i1) no tiene operaciones visibles, y

i91) es una signatura deconstructora.

Las tres propiedades anteriores van a caracterizar a las signaturas que se obtienen a partir
de la operacién ()imp. A partir de una signatura oculta HX sobre (V3, D) verificando las
tres propiedades anteriores, podemos construir, eliminando el tinico género oculto de HY, una
signatura ¥, de modo que su signatura asociada Y;p,;, es isomorfa (como signatura oculta) a
HY.. Esta forma de obtener ¥ a partir de HY corresponde a la definicién de interfaz para
objetos, como Cook apunté en [29], pagina 169. El siguiente resultado recoge la caracterizacién
que acabamos de comentar.

Proposicién 2.5.9 Sea HY. signatura oculta sobre (VX, D) que posee un tinico género oculto,
no tiene operaciones visibles y es deconstructora. Entonces existe una signatura X tal que Xy
y HY son signaturas ocultas isomorfas.

A partir del resultado anterior y de las propiedades vistas para las signaturas del tipo ¥,
se obtiene la siguiente caracterizacién.

Corolario 2.5.10 Una signatura A se obtiene a partir de la operacion ()imp si y solo si existe
una signatura oculta HY con un unico género oculto, sin operaciones visibles y deconstructora
e isomorfa como signatura oculta a A.

Ejemplo 2.5.11 Si consideramos la signatura GRP introducida en el ejemplo 2.2.1 y le aplica-
mos la operacién ()imp, la signatura obtenida GRPj,, es isomorfa como signatura oculta a la
signatura HY, introducida en el ejemplo 2.5.2.

g

2.5.3 Existencia de objeto final en categorias de algebras ocultas

Es bien conocido un resultado de existencia de algebra final en categorias de algebras ocultas
([46], [76], [27], entre otros), que se tiene como consecuencia de resultados del mismo tipo
obtenidos por Burstall y Diaconescu en el campo de las algebras comportamentales y que
pueden encontrarse en [23].
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Teorema 2.5.12 Si HY es una signatura oculta sobre (VX, D) sin constructores a partir de
datos, entonces la categoria HAlgP (HY) posee objeto final.

En el resto de la seccién nos restringiremos a trabajar con signaturas ocultas sin construc-
tores a partir de datos.

En este punto podriamos preguntarnos cudl es el interés en estudiar un caso tan particular
de signatura oculta sin constructores, como X;,. Sin embargo, podemos ver que la misma
objecion podriamos hacer respecto a las signaturas ocultas a las que se les puede aplicar el
teorema anterior ya que sin constructores a partir de datos no somos capaces de construir ningin
objeto. La idea subyacente es que los constructores a partir de datos son métodos especiales que
deben estudiarse separadamente, algo que en los lenguajes de programacién orientada a objeto
esta bien establecido. En nuestro caso particular, no aparecen operaciones de actualizacién ya
que estamos interesados en el uso de la programacién funcional pura. Los constructores a partir
de objetos y datos se consideran aparte de las estructuras algebraicas concretas, ya que se ven
como algoritmos o procesos externos que forman parte de un sistema completo. Asi, nuestras
signaturas solo recogen el comportamiento de aquellas estructuras a las que representan ya que
los constructores estan fuera. Es claro que, para completar la especificaciéon de un sistema,
deberfamos integrar signaturas estandar y signaturas X,,, que solo tienen comportamiento,
por medio de constructores, pero esto es una tarea distinta, y posterior.

2.5.3.1 El objeto final en HAlg"’(HY)

Una descripcion explicita del objeto final en una categoria de algebras ocultas puede encontrarse
en [46] y [27], entre otros. Como Goguen y Malcolm expresan en [46], la descripcién del
algebra oculta final viene expresada por “férmulas mégicas” en las que se emplea la nocion
de contexto. Para introducir esa descripcion del objeto final necesitamos dar previamente la
siguiente definicién.

Definicién 2.5.13 Sean HY signatura oculta, h género oculto de HX, c[zp), un HX-contexto
para el género h yt un HX-término. Sit es de género h, el HY.-contexto c[zp], se dice apropiado
para el término t.

La idea intuitiva de contexto apropiado es que se puede sustituir en el contexto la variable
por el término. Denotaremos por c[t], al resultado de sustituir z; por ¢ en el contexto c[zp]y.

Si denotamos por FH* al dlgebra final para la signatura oculta HY, una expresién para ella
es la siguiente:
e Para cada género visible v se toma como soporte F./* = D,

e El soporte para cada género oculto h € HG viene dado por

F}{JE: H DgHE[Zh]v
veVG

Por tanto, cada f € F; }{{ > es una tupla de funciones, indexada por el conjunto de géneros
visibles. Luego, es de la forma f = (f,: Cux[znlv — Dy)veva-

e Para cada o: w — v en V() la interpretacion opus: D, — D, viene dada por opus :=
op.
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e Para cada deconstructor : h w — v con w € VG* y v € VG, la operacién opus : F}fm X
D, — D, viene dada por

OfpHS ((fv’)v’eVGa dw) = fv (O’(Zh, dw))

para cada (fy: Cus(znly — Dy )veva € Fﬁ?z y para cada d, € D,,.

Para cada deconstructor o, cada término de la forma o(zp,d,) es un contexto para el
género h de género v y, por tanto, estd en Cgyx|[zx]y, por lo que la operacién opms esté
bien definida.

e Paracadao: hw — h' constructor a partir de objetos y datos u operacién de actualizacién
(es decir, w € VG* y h,h/ € HG), hay que definir opus: Ff1* x D, — F}{,{E.

Para cada d,, € D, o(zp,d,) es un término de género h’ por lo que es un término
apropiado para cualquier contexto para el género h'. Por tanto, para cualquier v € VG y
para cualquier contexto c[zp/] € Cprs[zp]» de género v, podemos construir el HY-término
clo(zn,dy)] que, ademds, es un contexto de género v para el género h, por ser c|zp]
contexto.

Definimos, para cada (fy: Cyxlznle — Du)veve € F}fm y para cada d, € D,
O pHS ((fv)vevg, dw) como la tupla (ky: Cyxlzn]e — Dy)veva, siendo, para cada v € VG
y para cada contexto c[z] € Cux[zn]v, kv(c[znr]) == fu(clo(zn, dw)])-

En la descripcion anterior puede observarse que la expresiéon del objeto final, en general,
no es sencilla. Para ilustrar la definicién del objeto, vamos a dar su expresién en el caso de
las dos signaturas H>; y H>s introducidas en el ejemplo 2.5.2. Como ninguna de ellas posee
constructores a partir de datos, el teorema 2.5.12 asegura la existencia del objeto final en las
correspondientes categorias de dlgebras ocultas. En el caso de la signatura H>y veremos que
la expresion del algebra final es mas sencilla ya que, al ser deconstructora, los contextos tienen
una expresién muy simple.

Ejemplo 2.5.14

1. En el caso de la signatura H3Y; los soportes para los géneros visibles son: Z para el género
int, N para nat y B = {true, false} para bool.

El soporte para el género oculto h es el siguiente conjunto:
F}{{El — 7CHs [Zhlint o NCHS, [Znlnat v BCHS, [2h]bool
Por tanto, cada f € F; ,f{ = podemos verla como una terna

f = (fint: CHE1 [zh]mt — 7, fmzt: CH21 [Zh]nat — N, fbool: CHZh [Zh]bool - B)

La definicién de las operaciones, en el caso de los deconstructores es clara:

- abcpms, F,fml — Z se define por abcpus;, ((fmt,fmt, fbool)) = fint (abc(zh)). La fun-
cién estd bien definida porque abc(zp) es un contexto de género int para el género h;
analogamente,

- ordpms, : FI'™' — N viene dada por ordpus, ((fint faats frool)) = Frat(0rd(zp));
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- esx?pasy F}{{El X Z — B viene dada por esz?pus, ((fint, fnats foool),2) =

Jrool (esx?(zh,z)), para todo z € Z. Esta bien definida por ser esz?(z, z) contexto de
género bool para el género h; y, por ultimo,

- esy?pas, ¢ F,{{El x N — B se define por esy?FHzl((fmt,fmt,fbool),n) =
foool (esy?(zh, n)), para todo n € N.

Para definir las operaciones de actualizacion, como todas llegan al género oculto h, el re-
sultado de la aplicacién de cada operacion va a ser una tupla de tres funciones, una por cada
género visible:

- Mmovepns, F,fml X Z xN— F}fml viene dada, para cada (fint, fnats foool) € F}fml, para
cada z € Z y para cada n € N, por

MOVE pHY, ((fimh fnata fbool)v 2, ’fl) = (fznt ’ f at’ fbool)

siendo

. fznt Cus, [2n]int — Z, funcién definida por ffﬁ?(c[zh]) = fint(c[move(zp, z,n)]), pa-
ra todo c[z3] € Cps, [2n)int. Se tiene que f;7} estd bien definida por ser move(zp, z, n)
término apropiado para cualquier contexto de Cgryy, [2h)int;

- it Cusa[anloa — N viene dada por i (clznl) = fuar(clmove(zy, 2,n), para
todo ¢[zh) € Cus, [2hlnat; ¥

S Crrsy [2hlboot — B definida por fi (c[zp]) := froot(c[move(zp, z,n)]), para todo
C[Zh] S CHE1 [Zh]bool;

- andlogamente, la funciéon escpas,: Fj AX o N — F, A2 Viene dada, para cada

(fmtafnatyfbool) € FHEl y para cada n € N por esCpHs; ((fmtvfnatafbool)’n) =
(fint> Frat> froor) siendo fi(clzn]) = fi(clesc(zn,n)]), para todo c[zs] € Cux,[zn]i v pa-
ra i € {int,nat,bool}; y, finalmente,

- Simpas, Fffml — F}fml se define, para cada (fint, fnat, foool) F,fml, como

S
SimFHzl ((fintvfnat;fbool)) = ( ;mga ;awfl;kool) siendo fz*(c[zh]) = fz(c[szm(zh)]), para
todo c[z1] € Cus,|zn)i y todo i € {int, nat, bool}.

2. En el caso de la signatura HYo, al ser deconstructora la descripcién del objeto final es maés

sencilla. El soporte para el género visible v es Z y, para el género oculto A el soporte viene dado
por 172 = 70,

Las operaciones se definen como sigue:

- prdgrppas, : F}{{EQ X 7. X 7. — 7 definida, para cada f € F}{{EQ y para cada z1, 2o € Z, por

prd grppus, (f, z1,22) = f(prdgrp(zn, z1,22)). Como prdgrp(zn, 21, 22) es un contexto
para el género h de género v, la funcién esta bien definida;

ANV rppES, Fff]EZ X Z — Z definida por inv grppes, (f,z1) = f(invgrp(zn, z1)), para
cada f € F,{{EQ y para cada z; € Z; vy,

s unt grpprs, F}fm? — Z definida por unt grppus, (f) = f(untgrp(zy)), para cada f €
Fl>2,
h
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2.5.3.2 El morfismo final en HAlg” (HY)

FHZ

Para cualquier H>-algebra oculta A, la expresion del morfismo final j: A — es la natural:

e j, =1dp,, paracadav € VG, y

e para cada género oculto h, j,: Ay — F,{{E definida, para cada a € Ay, por la familia
de aplicaciones jn(a) = (f2: Cxznlo — Dy)veve siendo, para cada c[zp] € Cxlzp)w,
f8(clzn)) := Acla], donde A.(a) denota el resultado de interpretar c[zp,] en A sustituyendo
la variable z;, por a.

Vamos a detallar este morfismo en los ejemplos anteriores, para las signaturas ocultas HYq
y HEQ

Ejemplo 2.5.15

1. Sea A = <Z><N, {abca, orda,esx? 4, esy? 4, movea, esca, invA}> una H;-algebra oculta sobre
(VE1,{Z,N,B}).

El morfismo final j: A — FH*! viene dado, por la identidad sobre los soportes de los
géneros visibles y, para el género oculto h, jp: Z x N — Ffflzl se define por jh((x,y)) =

; nat > J bool

int ) estando definidas las funciones anteriores del siguiente modo:

(z,y)

® Jint ¢ CHZ1 [zh]int — 7 dada por:

. fi(stvy)(abc(zh)) =abca((z,y) ==

: fi(séy)(abc(metn(' e (metl (Zh, dw1)’ to )7 dwn))) =
= abcg(mety, (... (met1, ((2,y),dw,),- ) dw,))

(z,y) .
nat

- FE5 ord(zp)) == orda((z,y)) = y

Y (ord(meta(. . . (mety (zh, doy), .. )y d,))) 1=
= orda(mety, , (... (met1,(z,y),dw,)s .- ),dw,))

. Cus, [2h)nat — N dada por:

° flfoxé?): Chyx, [2h)bool — B dada por:

(@.9) true sixz=d,
bool (€527 (21, d2)) = esz?a((2,y),d:) =

false en otro caso

(@.y) true siy=d,
’ be(;l (esy?(zh? dn)) = esy?A((‘rv y)a dn) =
false en otro caso

\
@) (s (mety(. .. (mety (2h, duy ), - - ), du, ), d2)) o=

= esz?g(mety, (... (met1,(z,y),dw, ), --.),dw,), dz)
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S (esy2meta(... (mets (nydoy) ), ), o)) 3=
= esy?a(metp, (... (mety,, ((z,y),dw,)s- - - )y duwy )y dn)

cond, € Z, d, € N, y para cada i € {1,...n}, met; € {move, esc, sim} con

Z x N si met; = move

do; €{ N si met; = esc

nada  en otro caso (met; = sim)
\

2. SiB= <Bh, {prdgrpp,invgrpp, untgrp3}> es una HYs-dlgebra oculta sobre Z, el morfismo
final k: B — FH*2 viene dado, para el género oculto h, por la aplicacién kp: B, — F,?EQ
siendo para cada b € By, kp(b): Cuy,[2n] — Z la aplicacién definida por:

< kp(b)(prd grp(zn, 21, 22)) = prdgrpp(b, z1, z2)
- kp(b)(invgrp(zp, 21)) := invgrpp(b, z1)

- kp(b)(unt.grp(zp)) := unt grpp(b),

para todo z1, 29 € Z.

2.5.4 Las categorias HAlgP (%) v Alg” U (Zi,)

Sea ¥ = (G,Q) una signatura y fijamos un G-conjunto D sobre el universo algebraico U.
Podemos considerar dos categorias de dlgebras relacionadas con la signatura anterior. Por una
parte, la categoria que hemos denotado en la seccién anterior por Alg” ’{}(Eimp) compuesta por
las X,p-dlgebras con soporte D, para cada g género de X y con morfismos los Y;,,,-morfismos
que son la identidad sobre D. Por otra parte, si interpretamos X;,,, como signatura oculta
sobre ((G,0), D), podemos considerar la categorfa de dlgebras ocultas HAlgP (Zimp)-

Los objetos y los morfismos de ambas categorias son los mismos, aunque interpretados en
distintos marcos. Asi, las categorfas HAlgP (Zimp) y AlgP 1 (Zimp) pueden identificarse.

Como X, es deconstructora, en particular no posee constructores a partir de datos, por
lo que el teorema 2.5.12 asegura la existencia de objeto final en HAlgD(Eimp). Este resultado
no nos debe sorprender, puesto que el teorema 2.4.6 asegura la existencia de objeto final en
AlgP ’{}(Eimp). Por tanto, debe existir un isomorfismo entre el objeto 17, descrito en la seccién
anterior, y el objeto F>m». Esto hard que podamos trabajar indistintamente con cualquiera
de ellos, aunque es evidente que la expresién del objeto 1P es més sencilla. En cualquier caso,
nos parece interesante dar explicitamente ese isomorfismo. Recordemos las descripciones de los
objetos:

e Aplicamos la descripcién general vista para el objeto final en una categoria de dlgebras
ocultas. En el caso de la categorfa HAlg" (Ximp) la expresion es mds sencilla, ya que
Simp = (G U {impx}, {impo: impy, w — U} (o w_,,u)ez> solo posee un género oculto y
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es deconstructora. Denotando por FF al objeto final en H AlgP(%;,,) (anteriormente lo
denotamos F>m»r  notacién que abreviamos ahora por simplificarla), su expresion es la
siguiente:

— Paracadav e G: F, =D,

— El soporte para el género oculto impy, viene dado por

CEim [Zimpz]'u
]Fimpg = H Dv i
veG

— Para cada deconstructor impo: impy w — v con w € G* y v € G, la operacién
impog: Fipps, X Dy, — D, viene dada por

Imp.og ((fv’)v’6G7 dw) = fo (imp,o'(zimpg > dw))

para todo (fy : Cx,,, [Zimps v — Dv)vec € Fimpy, ¥ para todo d,, € D,,.

imp

e La primera descripcién que dimos del objeto final 17 en AlgP ’{}(Eimp) fue verlo como
la aplicacién identidad 17: AlgP(X) — AlgP(X). Posteriormente vimos otra descripcién
del objeto como tuplas de funciones, expresion que viene dada por:

D,/ . D,
( II Dpo.pdimpoge: I D2 % Du— Dudo: wmes)
(o0: w—v")eD (0: w—v')eD
siendo impoqp ((f5)(5: w—v)essdw) =  [o(dy), para todo (fs)(s:w—w)es €

D
o wovyex Dy’ v para todo d, € D,

La siguiente proposicién relaciona los soportes de ambas ¥;,,,-4dlgebras.

Proposicién 2.5.16 Sea HX signatura oculta deconstructora sobre (VX, D), con un género
oculto h y sin operaciones visibles. Fxiste una biyeccion entre los conjuntos

A= [ pSom=tle vy A= [ D™
veVG (0: h w—v)EHQ

Demostracion:

La idea de la demostracién es que cada aplicacién f,: Cgs[zn]s — D, puede descomponerse
como una tupla de aplicaciones, cada una de ellas correspondiente a una operaciéon de HS) de
género v, sin mas que hacer una particién del conjunto Cyx[zp), de forma que se agrupen todos
los contextos procedentes del mismo simbolo de operacion.

Por ser HY deconstructora, para cada género visible v € VG, el conjunto de contextos para
el género h es el siguiente:

CHE[zh]v:{a(zh,dw) | (6:hw—v)€ HY conw € VG, vEVGydweDw}

El conjunto anterior podemos verlo como una unién disjunta, agrupando aquellos contextos
que provienen de la misma operacién (o: h w — v) de HQ). Asi, si denotamos por Cyx[z3]9 al
conjunto

CHE[Zh]g = {O(Zh,dw) | d, € Dw}
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es claro que Cyx[z1]9 es biyectivo con el conjunto D,,.

Ademas, recorriendo todas las operaciones de H{2 se tiene que

Cas(zn]o = | ] Cuslzn]y = | | D,
(0: h w—v)EHE (o: h w—v)eEHX

Aplicando ahora la propiedad universal del coproducto en conjuntos, se obtiene la biyeccién
entre A y A'.

Considerando ¥;,,, como signatura oculta, el conjunto A de la proposicién anterior es el
soporte para el género oculto en el objeto final F>m» (o IF como lo hemos denotado anterior-
mente), mientras que el conjunto A’ es el soporte para el género distinguido impsy, en el objeto
1P. Es sencillo probar que la biyeccién anterior define un isomorfismo entre ambos objetos
(basta comprobar que, junto con las identidades sobre D, define un morfismo).

Vamos a estudiar el isomorfismo anterior para el caso de la signatura GRP;yy,,.
Ejemplo 2.5.17 Para cada conjunto D, el objeto final de la categoria HAlgD(GRPimp), al

que denominamos IF, admite una descripcion que corresponde a tomar el espacio de funciones
DFlzimpee] como soporte para el género imperp v definir las operaciones como sigue:

~ampprdp(f,di, d2) := f(prdgrp(zy,di, dz)),
-~ impinvp(f,dy) == f(invgrp(zs,dy)),

—impunte(f) = f(untgrp(zy));

para todo f € DCEimrae] y para todo dy,dy € D.
Observar que, en este caso, el conjunto de contextos C[Zimpe,] admite una descomposicién

C[zimpcﬂp] = C[Zimpcnp]imppTd L C[Zimpcnp]imp’mv U C[Zimpcnp]imp’um
siendo

: C[Zimpcap]impprd = {Z‘mp,prd(zimpGRP7 d17 d2) ‘ d17 d2 S D}?

: C[Zimpcap]imp’mv - {Z‘mpjnv(zimpcapa dl) | di € D} y

' C[Zimpcap]impprd = {imp—unt(zimpcap)}'

}i'mpjn’v

, . . . . . imp prd .
Asi, es claro que el conjunto D€Fimeae] es biyectivo con DEZimpere] x DClzimpeze
s t
DCzimpggp] TP

Ademss, el conjunto C[zimpes | ™PP"¢ es biyectivo con D x D, C|Zimpes) ™ lo es con Dy
Cl2impee|™P“"™ es un conjunto unipuntual.

Para cada conjunto D, la expresién del objeto final ]l(%Pimp de la categoria Alg” ’{}(Eimp) en
el ejemplo 2.4.3, corresponde con la siguiente GRP;;,,-algebra:
)

<DDXD x DP x D, D, {impprdyp  ,impinvy,  impuntyp
GRP.

GRP; GRP;

imp imp mp

siendo



2.6 Vision coalgebraica 63

~impprdyp — ((fprds finv, do)s di, d2) := fpra(di, da),

imp

' imp,inv]lgp ((fprd: fimn d0)7 dl) = fin’u(dl)a

imp

’ imp,unt]]é.?tp ((fprda finv, dO)) = dp;

imp

para t0do (fyrd, fins: do) € DP*P x DP x Dy para todo di, dy € D.

Por tanto, el conjunto DCFimeee] es biyectivo con DP*P x DP x D. Por tltimo, es claro
que las operaciones de IF se transforman por esta biyeccién en las de 155, .
imp

0

2.6 Vision coalgebraica

Otro de los conceptos matemdticos utilizados en las dos iltimas décadas para el tratamiento
formal de estructuras de datos es el de codlgebra, dual de la nocién de algebra. La diferencia
esencial entre algebras y codlgebras estd en que las primeras poseen constructores, es decir,
operaciones que llegan al género distinguido, mientras que las segundas poseen observadores,
operaciones que salen del género distinguido y que permiten observar determinado comporta-
miento. De ahi la adecuacion de las codlgebras para su aplicacién en el paradigma orientado a
objeto. La diferencia entre construir y observar comportamiento es la esencia de la distincién
entre tipos abstractos de datos y la abstraccién procedural descrita por Cook en [29].

En [62] y [76] se describen relaciones entre los marcos algebraico y coalgebraico, viendo que,
en muchas ocasiones, son complementarios.

El primero en aplicar la aproximacién coalgebraica a la formalizacién de estructuras de
datos fue Reichel en [91] en 1995. Su construccién se ha utilizado en otros trabajos ([76] y
[27], entre otros) mostrando que anadiendo constructores a partir de datos a una coalgebra se
obtiene un algebra oculta. Esto hace que ambas aproximaciones, la de especificaciones ocultas
y la coalgebraica, estén muy cercanas. Esta ultima, al igual que la especificacion oculta, tiene
su aplicacion en el paradigma orientado a objeto y permite especificar estructuras de datos
infinitas.

En la préactica, una de las caracteristicas de la aproximacién coalgebraica es que se trabaja
con signaturas en cuyas operaciones aparece el género distinguido como argumento una tunica
vez. En general, la codificacién de objetos infinitos no se aborda desde el ambito de la espe-
cificacién algebraica tradicional, ya que el dlgebra de términos no describe adecuadamente la
semantica de los objetos infinitos. Sin embargo, muchas de las signaturas que provienen de
estructuras de datos que codifican objetos infinitos verifican la propiedad de que el género dis-
tinguido aparece una tnica vez como argumento en todas las operaciones, por ello, como Rutten
comenta en [106], la aproximacién coalgebraica se emplea como alternativa al marco algebraico
para formalizar estructuras de datos que codifican objetos infinitos y cuyas signaturas asociadas
verifican la propiedad anterior. (En [81] se aborda la especificacién de objetos infinitos pero en
otro marco distinto.)

Introducimos a continuacién conceptos basicos sobre codlgebras para seguidamente mostrar
cémo la aproximacion coalgebraica cubre el caso de las Y;,,,-algebras. Recogeremos la relacion
con las especificaciones ocultas y, finalmente recopilaremos la relacién existente entre todos los
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marcos presentados (constuccion ()get, especificaciones ocultas y aproximacion coalgebraica) en
el caso de trabajar con signaturas X;y,,.

2.6.1 Concepto de coalgebra

En la literatura pueden encontrarse trabajos generales sobre la teoria de codlgebras (por ejemplo,
[2] v [8]), desarrollados dentro del Algebra Universal. En [106], Rutten desarrolla una teorfa de
coalgebras paralela a la teoria de algebras en Algebra Universal pero enfocada a su aplicacién
en el campo de la especificacién de tipos de datos. Las nociones introducidas por Rutten en
[106] son las mismas que las empleadas en otros trabajos que siguen sus mismos objetivos (ver
[91], [60], [61]) y son, frecuentemente, nociones més particulares que las que pueden encontrarse
en los trabajos sobre coalgebras en general. En esta seccion pretendemos mostrar la adecuacién
del marco coalgebraico para la especificacién y formalizaciéon de determinadas estructuras de
datos, por lo que adoptaremos las nociones utilizadas en [106], [91] y [60], entre otros, por ser
de aplicaciéon més directa a nuestro trabajo.

Como es habitual, Set denota a la categoria de los conjuntos y las aplicaciones totales.

Definicién 2.6.1 Sea F': Set — Set un endofuntor de Set. Una F-codlgebra es un par (A, o)
donde A es un conjunto y ay: A — F(A) es una aplicacion.

Si no hay lugar a confusién, hablaremos simplemente de codlgebra sin hacer referencia al
endofuntor de Set y escribiremos aq: A — F(A) para referirnos a la F-codlgebra (A, a4).
El siguiente paso es introducir la nocién de morfismo de coalgebras.

Definicion 2.6.2 Sea F': Set — Set endofuntor de Set. Un morfismo entre dos F-codlgebras
(A,aq) y (B,ap) es una aplicacion f: A — B tal que F(f)oay =apo f.

A oA F(A)
f . F(f)
B - F(B)

Para cada F' endofuntor de Set, las F-codlgebras junto con los morfismos entre ellas definen
una categoria que denotaremos por CoAlg(F).

Existe una generalizacion natural de la nocién de codlgebra, la extension de la definicién a
cualquier endofuntor de una categoria C (esta definicién es la adoptada en trabajos como [2] y
[8], dedicados al estudio del marco coalgebraico en si).

2.6.2 Interpretacion de las familias de algebras como coalgebras

Para cada categoria pequena C vamos a considerar un funtor, que denotaremos por Fg, de
forma que la categoria de codlgebras que define estd muy relacionada con la categoria Cge:. Mas
concretamente, veremos que la categoria de codlgebras definida por F¢ es una subcategoria muy
particular de Cge;.
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Sea C una categoria pequenia. Consideramos el endofuntor de Set constante sobre el conjunto
Obj(C) (véase definicién en preliminares, pagina 20) y lo denotamos por Fg. Asi, una Fe-
codlgebra es una aplicacién ay: A — Obj(C). Es evidente que Fg-codlgebras y objetos de
Cset son una misma cosa. Por tanto, los objetos de las categorias CoAlg(Fr) y Cset pueden
identificarse.

Por su parte, un morfismo entre dos Fe-codlgebras aq: A — Obj(C) y ap: B — Obj(C) es
una aplicacién h: A — B que hace el tridngulo correspondiente conmutativo, es decir, verifica
que a4 = apg o h.

h
A

o

ap
0bj(C)

B

Notar que estos morfismos corresponden con los morfismos de la subcategoria de Cge; que
hemos denotado por Céit. Por tanto, las categorias CoAlg(F¢) y Cgit se identifican de ma-
nera natural, lo que permite interpretar cada familia indexada de objetos de C como una
Fe-codlgebra. Ademds, esto nos permite asegurar que CoAlg(F¢) tiene objeto final, el objeto

1: Obj(C) — Ob;(C).

Volviendo a las ¥-dlgebras, si ¥ = (V,Q) es una signatura y D un V-conjunto, considera-
mos la categorfa de ¥-algebras con soporte D, AlgP (). Considerando el correspondiente fun-
tor constante Fy;yp (s, también se identifican las categorfas CoAlg(F o (s)) ¥ AlgP B (2) ger,
siendo ésta ultima la categoria de las familias indexadas de Y-algebras con soporte D. Por
tanto, cada familia indexada de X-algebras con soporte D, puede interpretarse como una
F 140 (5)-codlgebra.

Si a lo anterior afiadimos el isomorfismo existente entre Alg”H(X) g y AlgP 1 (Bimp),
podemos concluir que las categorfas CoAlg(Fa4n(s)) ¥ AlgP () son isomorfas, y, asf,
cada X;mp-dlgebra con soporte D puede interpretarse como una Fy;,p s)-codlgebra.

Llamaremos codlgebra final asociada a una signatura X y a un V-conjunto D al objeto final
de la categorfa CoAlg(Fy4p(x)). Una descripcion de esta codlgebra final, obtenida directamente
de la propia definicién de codlgebra, es 17: AlgP(2) — AlgP(¥), que coincide exactamente
con la descripcién dada anteriormente para el objeto final de la categoria Alg? ’{}(E) Set-

o1 wov)ES DPe hace que el fun-

La biyeccién existente entre los conjuntos Alg” (%) y H(
tor constante Fy: Set — Set sobre el conjunto H(U: wov)ES DPe sea equivalente al funtor
F AlgP ()5 lo que a su vez implica que sus correspondientes categorias de codlgebras, CoAlg(Fy)

y CoAlg(Fy4p(sy), sean isomorfas.

La aplicacién identidad sobre el conjunto H( 0! wo)ES Df))w puede verse como otra descrip-

cién de la codlgebra final asociada a la signatura ¥ = (V, ) y al V-conjunto D. Por tanto, la
aplicacion idl—[< s DD cubre a la familia de todas las Y-algebras con soporte D, resultado
o w—v)E v

que ya se habia obtenido por otra via.

2.6.3 Categoria de codlgebras asociada a una signatura (oculta)

La relacién entre especificaciones ocultas y coalgebras ha sido estudiada en diversos traba-
jos ([76] y [27] entre otros). Informalmente, las dlgebras ocultas son mds generales que las
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codlgebras, en el sentido de que toda codlgebra da lugar a un algebra oculta para una cierta
signatura oculta. El reciproco, es decir, interpretar un dlgebra oculta como una codlgebra, no es
posible en general, sin embargo, si lo es en el caso de trabajar con signaturas ocultas que poseen
un tnico género oculto y sin constructores a partir de datos. Las signaturas X, objeto de
nuestro estudio, vistas como signaturas ocultas, poseen las propiedades anteriores, por lo que
son susceptibles de ser tratadas como codlgebras.

Vamos a asociar una categoria de codlgebras a una signatura oculta que posea las propieda-
des requeridas. Para ello, a partir de la signatura vamos a definir un endofuntor de Set, cuya
categoria de codlgebras serd la que diremos que estd asociada a la signatura de partida.

Partimos de una signatura V3 = (VG, () y de un dlgebra de datos D = (Dy)pevg. Sea
HY = (VGU{h}, HQ) una signatura oculta sobre (V'X, D) que no posee constructores a partir
de datos.

Por tanto, estamos considerando una signatura oculta que verifica las tres siguientes pro-
piedades:

i) no posee constructores a partir de datos;
i1) posee un unico género oculto, y

i11) no posee operaciones visibles.

La condicién #ii) es superflua puesto que, como ya hemos comentado en la seccién anterior,
al incluir los elementos del algebra de datos como constantes en la signatura, las constantes
proporcionan un sistema completo de representantes de términos variables y, ademas, sin iden-
tificaciones entre ellos. Asi, se puede trabajar suponiendo que no hay operaciones visibles,
condiciéon que imponemos simplemente por comodidad, nos evita considerar términos visibles
no constantes.

Podemos interpretar una signatura oculta verificando las tres propiedades anteriores como
una signatura clasica, viendo el género oculto como género distinguido y tomando el dlgebra de
datos D como V G-conjunto fijo (los deconstructores pasarian a ser observadores y los operadores
de actualizacién serdn constructores). Observar que las signaturas obtenidas por la operacién
()imp son de este tipo.

En toda esta seccion, cada vez que nos refiramos a una signatura oculta supondremos que
verifica las tres propiedades anteriores. Como venimos haciendo, utilizaremos el simbolo h para
denotar al inico género oculto y nos referiremos a una signatura oculta HX = (VGU{h}, HQ)
sobre (V'X, D), simplemente por signatura oculta sobre D. De igual modo, el simbolo v lo
emplearemos para denotar géneros visibles, asi un deconstructor lo escribiremos o: h w — v
con w € VG*, y un operador de actualizacion o: h w — h.

A partir de una signatura oculta HY sobre D, vamos a definir un endofuntor de la categoria
de conjuntos.

Definicién 2.6.3 Llamaremos funtor asociado a la signatura oculta HY = (VG U {h}, HQ)
sobre D, lo denotamos por Fyy,: Set — Set, al endofuntor de Set definido, para cada conjunto

X, por
Frs(X) := 11 DPe % 11 XPe
(0: h w—v)EHX (0: h w—h)eHX
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y, para cada aplicacion f: X — Y, Fgs(f): Fus(X) — Fgx(Y) es la aplicacion que a cada
g € FHZ(X)7 siendo g = ((905 D, — D”U)(a: h w—m)EHEa(gU: Dy — X)(O':h w—>h)EHE); lo
manda sobre Fgs(f)(9) == ((90)(0: h wov)ers: (f © 9o)(o: h woh)ens), €s decir, definida como
la identidad sobre las componentes constantes de Fpx(X), y como la composicion con f sobre
las componentes dependientes de X .

La imagen de un conjunto por el funtor asociado a una signatura es un producto indexado
por las operaciones de la signatura.

Si F,G: Set — Set son funtores, el funtor producto F x G: Set — Set de F' y G esta
definido, para cada conjunto X, por (F' x G)(X) := F(X) x G(X), y de manera natural sobre
las aplicaciones.

El funtor Fyy, resulta ser un producto, estando cada una de sus componentes asociada a
una operacién de la signatura. Asi, vemos a Fgyx como el funtor producto [] cys F;IZ de
forma que cada F ;IZ denota al funtor correspondiente a la operacién o. Es decir, si X es
un conjunto, para cada deconstructor (o: h w — v) € HY, Fjw(X) = DP» y para cada
constructor (o: h w — h) € HY, Fps(X) = XP«. Cada operacién de la signatura aporta un
factor a la definicién del funtor. Los deconstructores aportan un factor constante mientras que
éste es variable en el caso de las operaciones de actualizacién (tnico tipo de constructores que
puede poseer HY)). Por tanto, es claro que si la signatura es deconstructora, el funtor asociado
es constante.

Observar que para las operaciones con un unico argumento (por tanto, el argumento es h,
y w es la secuencia vacia), el factor aportado a la definicién del funtor es el propio conjunto D,
si 0: h — v es un deconstructor, y, el propio conjunto al que se le estd aplicando el funtor si
o: h — h es una operacién de actualizacion.

Definicion 2.6.4 Sea HY. una signatura oculta sobre D y Fgy, el funtor asociado a HY.. Lla-
maremos categoria de codlgebras asociada a HY a la categoria CoAlg(Fyy).

Como ejemplo, vamos a dar la expresién de los funtores asociados a las dos signaturas ocultas
introducidas en 2.5.2.

Ejemplo 2.6.5

1. Volviendo a la signatura oculta HY:; sobre el dlgebra de datos con soportes Z, N, y B para los
géneros visibles int, nat y bool respectivamente, introducida en el ejemplo 2.5.2, el funtor Fyy,
asociado a la signatura oculta HY; esta definido, para cada conjunto X, del siguiente modo:

Fis, (X) :=Z x N x BZ x BY x XN 5 xN x X
y, para cada g: X — Y aplicacién, Fux, (9) = [[,epq, Frs, (9)7 donde:

abe ord esx? esy?

move

: F;;;:(g): X2N _, y2xN dada, para cada f € XZ*N por Fys, (9)(f) ==go0 f;

esc

- Fyy, (9): XN — YN definida, para cada f € XN por Fg;l(g)(f) :=go [y,

sim

© Iy, (9): X — Y definida como la propia aplicacién g.
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2. La signatura oculta HY9 sobre ({v},Z), introducida en el ejemplo 2.5.2 para trabajar con
grupos de enteros, es deconstructora, por lo que Fyy,, funtor asociado a ella, es constante sobre
un conjunto, concretamente, sobre el conjunto ZZ*% x 7% x 7.

O

Sea Fps el funtor asociado a una signatura oculta HY = (VG U {h}, HQ2) sobre D. La
descomposicién del funtor Fys como producto [] ¢z F ;IE permite dar otra descripcién de las
Fps-codlgebras. Cada Fyy-codlgebra ax: X — Fpx(X) puede identificarse con el conjunto X
junto con una coleccién de aplicaciones {a% : X — F;IZ(X)}(J: h w—g)eH; con g € VG U {h},
siendo cada aplicacién a5 : X — F};E(X ), la proyeccién de la aplicacién ax en la componente
0. Ademsds, usando la adjuncién entre el producto y la exponenciacion en la categoria de
conjuntos, si 0: h w — v es un deconstructor, en lugar de la aplicaciéon a% : X — DPe podemos
considerar su adjunta 0% : X x D, — D,. Andlogamente, si 0: h w — h es un constructor,
la aplicacién a%: X — X Do determina una tnica aplicacién o%: X x D, — X. Por tanto,
podemos identificar cada Fyy-codlgebra (X, ax) con la siguiente estructura:

(X, {o%: X X Dy — Du}o: h w—vyerss 10%: X X Dy — X} 6. uHh)eHz)

De esta forma, cada Fy-codlgebra determina una HY-dlgebra oculta, sin mas que tomar
el conjunto X como soporte para el género oculto h y la familia de aplicaciones como la in-
terpretacion de las operaciones en el algebra oculta. Evidentemente, el reciproco también es
cierto, es decir, cada HX-algebra oculta determina una Fgy-coalgebra. Por tanto, las categorias
CoAlg(Fys) y HAlgP(HY) poseen los mismos objetos.

Ejemplo 2.6.6 Volviendo a las signaturas ocultas H¥; y H>s introducidas en el ejemplo 2.5.2,
los conjuntos asociados al género oculto A junto con la interpretacién de las operaciones de las
algebras ocultas dadas en el ejemplo 2.5.6, definen coalgebras para los funtores asociados a las
signaturas ocultas y cuya expresiéon mostramos en el ejemplo 2.6.5. [l

La descripcién de una Fgy-codlgebra como un conjunto junto con una coleccion de aplica-
ciones, permite caracterizar los morfismos entre Firs-coalgebras del siguiente modo.

Teorema 2.6.7 Sean (X,{ox: X x D, — Dy} (o: b wov)ers, {ox: X x D, —
X}(O’: h w—>h)EHE) € (Yv {oy: Y x Dy, — DU}(O’Z h w—v)eHY» {oy: Y x Dy, — Y}(a: h w—»h)EHZ)
Frs-codlgebras. Una aplicacion f: X — Y es un morfismo entre las codlgebras si y solo si
para cada deconstructor (o: h w — v) € HY se verifica que ox = oy o (f,idp,) y, para cada
constructor (o: hw — h) € HY se tiene que foox = oyo(f,idp,); es decir, hace conmutativos
los siguientes diagramas:

ox ox
D, X x D,

X x D,

f idp, O id f idp, O f

YXDUJ Dq} YXDUJ

gy gy
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Por tanto, cada morfismo entre H>Y-algebras ocultas, define un morfismo entre las
Fpy-coélgebras correspondientes (por olvido de las identidades sobre D), y, reciprocamente,
completando cada morfismo entre Fx-codlgebras con las identidades sobre D, se obtiene un
morfismo entre HY-dlgebras ocultas. Por tanto, es evidente que las categorias CoAlg(Fuy)
y HAlgP(HY) pueden identificarse de manera natural. Asi, cada HY-algebra oculta puede
interpretarse como una Fx-codlgebra.

En el caso de una signatura ¥;,,,, vimos que las categorfas H AlgP (Bimp) ¥ AlgP ’{}(Eimp)
pueden identificarse, por lo que cada X;,p)-dlgebra con soporte D puede verse como una
Fpys-codlgebra. Resultado que ya mostramos en la pdgina 65 (puesto que el funtor Fy,
coincide con el que habiamos llamado Fy), y que acabamos de obtener por otra via.

2.6.3.1 Existencia de coalgebra final

Igual que en las secciones anteriores, vamos a centrarnos en estudiar la existencia de objeto
final, en este caso, en la categoria de codlgebras CoAlg(Fyy) asociada a una signatura oculta
H?Y sobre D.

La identificacién natural entre las categorfas CoAlg(Fyy) y HAlgP” (HX) junto con el teo-
rema 2.5.12 que asegura la existencia de objeto final en HAlgP(HY), permiten asegurar la
existencia de codlgebra final en CoAlg(Fpx). Ahora bien, vamos a ver cémo probar la existen-
cia de codlgebra final sin basarnos en el resultado obtenido para categorias de algebras ocultas.
Preferimos hacerlo asi porque de este modo veremos que la descripcién natural obtenida para
la codlgebra final coincide con la obtenida a través de la operacion ()get.

Existen trabajos, como por ejemplo [2], [8] y [9], en los que se estudia la existencia de objeto
final en categorias generales de codlgebras y se muestran resultados sobre su existencia bajo
determinadas propiedades del funtor que las define. Algunos de estos trabajos incluyen des-
cripciones de la codlgebra final [8], descripciones que, en el caso general, no resultan sencillas
ni intuitivas. Por este motivo, creemos conveniente no incluirlas y preferimos mostrar directa-
mente la expresién del objeto final en un caso particular, que es suficiente para cubrir nuestro
trabajo y cuya descripcién es mas sencilla.

En [106] y en [60], se estudia la existencia de objeto final en categorias de codlgebras aso-
ciadas a funtores del tipo de los que aparecen en la especificacion de estructuras de datos. Para
estos funtores asociados a signaturas, cuya descripcién hemos dado explicitamente en la defini-
cion 2.6.3, resulta més sencillo asegurar la existencia de codlgebra final. En particular, en estos
dos ultimos trabajos se estudia la existencia de objeto final en categorias de codlgebras que
provienen de funtores polinomiales. Como veremos, todos los funtores asociados a signaturas
son polinomiales y, por tanto, los resultados recogidos en estos trabajos son suficientes para
tratar las categorias de coalgebras que estudiamos.

Introducimos a continuacién la nocién de funtor polinomial que puede encontrarse, entre

otros, en [106] y [60]. Previamente recogemos algunas definiciones bésicas sobre funtores en
Set.

Definicion 2.6.8

i) Dados F,G: Set — Set funtores, el funtor suma F + G: Set — Set de F'y G viene dado,
para cada conjunto X, por (F + G)(X) := F(X)UG(X), y, definido de manera natural
sobre las aplicaciones.
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1) Sea A un conjunto, se define el funtor exponencial sobre A como el endofuntor de Set
que asocia, a cada conjunto X, el espacio de funciones X2, y, de manera natural, asocia
a cada aplicacion f: X — Y la correspondiente de X en YA dada por la composicion
con la aplicacion f.

iii) Un funtor F: Set — Set es polinomial si es un funtor construido a partir del funtor
identidad, funtores constantes sobre conjuntos y funtores producto, suma o erponencial
sobre conjuntos. Es decir, F' es polinomial si es de la forma

n
F(X)=]](Bi+ Ci x X)™
i=1

con A;, B;, C; conjuntos constantes para todo i =1,...,n.

Observar que los funtores constantes sobre conjuntos son un caso particular de funtores poli-
nomiales. Notar que las definiciones recogidas en 2.6.8 son correctas porque la categoria Set
posee coproductos, productos finitos y exponenciacion.

A la vista de su descripcién, es evidente que los funtores asociados a signaturas ocultas son
polinomiales.

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [8], [106] y [60], asegura la existencia de
coalgebra final en categorias de coalgebras definidas por funtores polinomiales.

Teorema 2.6.9 Si F': Set — Set es un funtor polinomial entonces la categoria CoAlg(F)
posee objeto final.

Por tanto, las categorias CoAlg(Fys) asociadas a signaturas ocultas poseen objeto final.
Resultado ya conocido por el isomorfismo entre las categorias CoAlg(Fgyx) y HAlgP (HX), pero
que acabamos de obtener directamente sin pasar por las categorias de dlgebras ocultas.

2.6.3.2 Descripcion de la coalgebra final

La identificacién natural entre las categorias CoAlg(Fyx) y HAlgP (HY) hace que la descripcion
dada para la HX-algebra final en el apartado 2.5.3.1 sea una descripcién de la codlgebra final
en CoAlg(Fuy).

Sin embargo, vamos a dar otra descripcién de la codlgebra final en CoAlg(Fyy), simple-
mente como codlgebra, sin utilizar el isomorfismo con otras categorias. Esta descripcién puede
encontrarse en [91] y en [60].

Sean HY = (VG U {h}, HQ) una signatura oculta y Fps el funtor asociado a la signatura,
es decir, Fgy viene dado, para cada conjunto X, por

Frus(X) = 11 DPe x 11 XPe
(0: h w—v)eHX (0: h w—h)eHX

Observar que el conjunto H(U: h w—h)EHS XPo es  biyectivo con el conjunto

D . A . . .
XUe: n wommems Do y, es éste ultimo, el que vamos a utilizar para dar, a continuacion,
una descripcion de la codlgebra final, codlgebra que denotaremos por

<F7 {UF: Fx D, — ‘D'U}(G'Z h w—v)eEHY> {UF: Fx D, — ]F}(cr: h wﬂh)GHZ)
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e El conjunto base de la coalgebra final viene descrito del siguiente modo:

(|_|(5; h W' —h)€HE Dw/)*
F = ( 11 DDw)
(0: h w—v)EHT '

(Como es habitual, si X es un conjunto, X* denota al conjunto de secuencias de elementos
de X, incluyendo la secuencia vacia.) Es decir, cada f € [F es una tupla de funciones, una
por cada deconstructor de la signatura:

f=(f:C L po)—D)

(61 h W h)eHS (0: h w—v)eEHT

Para cada deconstructor (o: h w — v) € HY, un elemento del dominio de la funcién
asociada, es decir, un elemento de (|_|(5: h W/ —h)EHY Dw/)*, es una secuencia de datos
de forma que, cada dato es un elemento de un dominio D, asociado a un constructor
(0: hw' — h) € HY.

La relacién con el soporte para el género oculto en el objeto final de la categoria de
algebras ocultas descrito en el apartado 2.5.3.1 es clara. El considerar como dominio de
las funciones las secuencias de elementos de D, siendo w’ los argumentos visibles de algin
constructor, corresponde con la idea de contexto como aplicacién sucesiva de constructores
seguida de la aplicacién de un deconstructor.

e Para cada operaciéon de HY hay que dar una funcién.

- Sio: h w— v esun deconstructor, og: IF x D, — D, se define, para cada f € F y

para cada d,, € D, por op(f,d,) := fo([])(dw)-
Si w =[], entonces op(f) := f,([]), para cada f € F.

- Sio:hw — h es un constructor, op: F x D, — T se define por op(f,dy,) =
(fs(dw A =))(5: h w—v)cHY, Para cada f € I y para cada d,, € D,,, donde A denota
la operacién de concatenaciéon de cadenas.

La relacién con el dlgebra oculta final descrita en el apartado 2.5.3.1 es clara. Cada
elemento del conjunto (|_|( 5: h w/—h)CHY Dw/)* estd formado por una secuencia de datos
cada uno de los cuales pertenece al conjunto D, siendo w’ los argumentos visibles de
algin constructor. Asi, cada elemento del conjunto anterior determina una secuencia de
constructores (determinada a partir de los datos que forman el elemento) que aplicdndolos
a los datos de la secuencia y componiendo finalmente con el deconstructor apropiado,
permite obtener un contexto.

En las especificaciones ocultas los contextos dan la secuencia de constructores seguida de
un deconstructor a interpretar asi como los elementos de D sobre los que se aplican. En
este caso, los elementos de los dominios determinan la secuencia de constructores a aplicar
y la componente en la que estamos determina el deconstructor.

En el caso de que la signatura sea deconstructora, el conjunto base para la codlgebra es el
conjunto [F = H( i h W) EHY DPe por lo que la expresién de la codlgebra se reduce notable-
mente.

Vamos a ver esta descripcién del objeto final en el caso de las categorias de codlgebras
asociadas a las signaturas introducidas en el ejemplo 2.5.2.
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Ejemplo 2.6.10

1. Volviendo a la signatura oculta H3 introducida en el ejemplo 2.5.2, vimos (en la seccién 2.6.5)
que el funtor asociado a HY; viene dado, para cada conjunto X, por:

Fus,(X):=7Z x N x BZ x BY x XNy xN o X

0 equivalentemente podemos verlo como

Frs,(X) :=7Z x N x B x BY x X (ZxNoNU{+})

La Fpy,-coalgebra final podemos expresarla, segin la descripcién que acabamos de dar del
siguiente modo:

e El conjunto viene dado por Fyys, = (Z x N x B% x BN)(ZXNUNU{*})*

Si f € Fyy,, entonces f es una funcién f: (Z x NUNU {*})* — Z xNx BZ x BN, y
podemos descomponerla del siguiente modo: f = (fapes ford, fesa?s fesy?) con

« fave: ZxNUNU{x})* - Z
« fora: (ZxNUNU{«})* >N
+ feszr: (Z x NUNU {x})* — B?
-fesy?:(Zle_lNl_l{*})*—)BN

La relacién entre el conjunto Fpy, y el conjunto F}fml = 7Cm=[enline s NCrz: [zhlnat
BcHzl[zh]”ool, tomado como soporte para el algebra oculta final en el ejemplo 2.5.14, es
clara. Cada f - (fabmfordvfesz?afesy?) S ]FHEN define un elemento (fintyfnatafbool)
de F; ,{{ ¥1. dado un contexto de género int se considera la secuencia formada por sus
argumentos visibles, cada uno de ellos correspondiente a un constructor, y se le aplica la
funcién fupe, el resultado es el utilizado para definir f;,;; andlogamente para los contextos
de género nat; y, para los de género bool, si el deconstructor aplicado es esxz?, se aplica
la funcién f.s,» mientras que si el deconstructor es esy? se aplica fesy2. Inversamente,
dado un elemento de (Z x N U N U {x})*, se considera la secuencia de constructores
asociada a la secuencia de datos que forman el elemento y se aplica en tltimo lugar el
deconstructor correspondiente a la funcién que se pretende definir, lo que da lugar a un
contexto de género el género resultado del deconstructor y al que se le aplica la funcién
correspondiente.

e Para cada operacién de HY; damos una aplicacién, de forma que para cada f =
(fabes fords fesz?, fesy?) € Fux,, para cada z € Z y para cada n € N, se definen:

- abcpyy, : Fas, — Z dada por abep s (f) = fane([);

- ordy,y, : Fay, — N dada por ordy ;. (f) = fora([]);

- estlpyy t Fs, x Z — B dada por esz?y,y (f,2) = fesu2([])(2). Como fesz2([]) €
BZ, esx?szl estd bien definida;

- esy?ryy, t Fuy, x N — B dada por esy?pyy, (f,n) = fesy2([)(n);

© MOVeF . Ky XZ xN — Fyy, definida por mover,y, (f,2,n) = f((z,n)A =),

siendo f((Z,TL) A _) = (fabc((Z,Tl/) A _)7 fOT‘d((Z7n) A _)) fescc?((Z)n) A _))
fesy2((z,m) A —) ), donde A denota la operacién de concatenacién de cadenas;
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- eSCryy ¢ Fuy, X N — Fpy, dada por escpyy, (f,n) = f(nA—), siendo f(nA—) =
(fabc(n A=), fora(n N =), fesz2(n A =), fesy?(n A _))5 y, finalmente,
- simpyy 0 Fos, — Fpgy, dada por simp,, (f) == f(x A —), siendo f(x A —) =

(fabc(* A 7)7 ford(* A *)7 fesx?(* A 7)5 fesy?(* A *))

2. En el caso de la signatura H>s sobre Z, tal y como vimos en el ejemplo 2.6.5, el funtor
asociado es el funtor constante sobre el conjunto ZZ*% x 7% x 7. La descripcién de la codlgebra
final es mas sencilla que en el ejemplo anterior por ser todas las operaciones deconstructoras.

o Fyy, =277 x 7% x 7.

Por tanto, cada f € Fgyx, podemos describirla como f = (fpragrp, finvgrp, 20) siendo

* fordgrp: L X L — 7

: finvgrp: 7 — 7

- 20 €L
La relacién entre el conjunto Fgy, y el soporte para el género oculto del algebra final,
dada en el ejemplo 2.5.14, es clara ya que los contextos que provienen del deconstructor

prd.grp permiten definir un elemento de Z%*%, los que provienen de inv grp uno de Z* y
el inico contexto que proviene de unt grp permite determinar zg.

e La familia de aplicaciones viene dada, para cada f € Fpyy, y para cada 21, 22 € Z por:

- prd grpryy, t s, X ZXZ — Z definida por prd grpr sy, (fs21,22) := fordgrp(21, 22);
NV Grpr s, t Fas, X Z — Z dada por inv grpr s, (f, 21) = finv grp(21);
UL GrpE g, Fpy, — Z dada por unt grpg s, (f) :== 2o0.
En este caso, es ficil ver que la funcion definida sobre contextos se sustituye por la funcion
que define el conjunto de contextos al que pertenece.

Observar que, precisamente ésta es la descripcién del objeto final en Alg? ’{}(GRPimp) que
dimos en el ejemplo 2.4.3.

2.6.3.3 Expresion del morfismo final

Ademsds, podemos dar la expresion del morfismo final para cualquier Fpx-codlgebra. Sea
(A, {O-A: AX D, — Dv}(a: h w—v)eHY> {UA: AX D, — A}(O’I h w—»h)eHE) una Fyx-codlgebra y
sea (F,{op: F X Dy, — Dy} (. h wov)ers, {0F: F X Dy = F} . wonyens) la Fgs-codlgebra
final.

El morfismo final viene dado por la aplicaciéon g: A — [F definida, para cada a € A,
por g(a) := (g(a)a)(a:hwﬁv)eHE, siendo, para cada deconstructor (o0: h w — v) € HY,

9(@)o: Uo: n wonyens D)™ — DPe« 1a aplicacién definida como sigue:

- g(a)e([))(dw) = oala,d,), para todo d,, € D,. Es decir, para los elementos de D,, se
considera directamente la interpretacion de la operaciéon de A con a fijo; vy,
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-six = X1...Tp € (I—l(azhw’—>h)EHZ DUJ’)* con x; € |—|(0’1hw’—>h)€HZDw/ para todo
i=1,...,n,yd, € D,, se define

9(a)o(z)(dy) = 04(0n, (0n—1,(-..(01,(a,z1),x2),...),Tn),dy)

siendo, para cada i = 1,...,n, (6;: h &' — h) € HY la tnica operacién de HY. tal que
x; € Dyy.

Es decir, se aplican los constructores correspondientes a los datos de la secuencia x 7y,
finalmente, se aplica el deconstructor.

Es claro que asi definido g hace conmutativos todos los diagramas correspondientes a las
operaciones y, por tanto, es un morfismo de coalgebras.

Veamos la expresion concreta en el caso de las signaturas HYy y H3s cuyos objetos finales
hemos descrito en el ejemplo 2.6.10.

Ejemplo 2.6.11

1. Si (A, {abca,orda,esz? 4,esy? 4}, {movey,esca, sima}) es una Fpy,-codlgebra, el morfismo
final g: A — Fgx, viene dado, para cada a € A por:

g(a) = (g(a)abca g(a)ordv g(a)esx?a g(a)esy?) con

- g(@)ape: (Z x NUNU {x})* — Z aplicacién definida, para cada = € (Z x NUNU {x})*,
siendo x = x12y... 2y con z; € {Z x NUNU {x}} paratodoi=1,...,n,

9(a)ape(x) := abea(mety (... (meti(a,z1),...),2y))
donde, para cada i € {1,...n},
movey Siz; €7Z XN

met; = esca six; € N

sima six; € {*}
\

Anélogamente se define g(a)orq-

- g(a)esz?: (Z x NUNU {#})* — BZ definida, para cada z € Z y para cada x € (Z x N U
NU{s})* conz =z122... 2 y & € {Z X NUNU {*}} para todoi=1,...,n,

9(a)esz?(x)(2) = esx? a(mety (... (met1(a,z1),...),xn), )

siendo, para cada i € {1,...n}, met; definido como en las operaciones anteriores.

Anélogamente se define g(a)esy2-

2. Si (B,{prdgrpp,invgrpp,untgrpg}) es una Fpy,-codlgebra, el morfismo final g: B —
(ZZXZ X 7% x Z) viene dado, para cada b € B, por

g(b) = (g(b)prdgrpv g(b)invfgrpa unthpB(b))

siendo, para todo zq, 29 € 7Z,
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- 9(0)pragrp: Z x Z — 7Z la aplicacion dada por g(b)prdgrp(21, 22) := prd grpp(b, z1, 22), ¥

- g(b)invgrp: Z — 7 la definida por ¢(b)iny grp(21) := tnv grpp(b, z1)
O

En el caso de las signaturas anteriores, observando las expresiones de los morfismos finales
entre algebras ocultas dadas en el ejemplo 2.5.15, es evidente que se parecen mucho a las dadas
en el ejemplo anterior como morfismos entre codlgebras.

2.6.4 Categorias de codlgebras asociadas a las signaturas ¥;,,,

Volvemos ahora a las signaturas X;,,,. Vamos a recopilar las relaciones que hemos ido introdu-
ciendo entre las X;,,,-dlgebras y las distintas aproximaciones con las que hemos ido trabajando.

Sea ¥ = (G, ) una signatura y sea i, = <G U {impg},Qimp> la signatura obtenida
aplicando la operacion ()imp a la signatura X. Por definiciéon de la signatura Xim,, Qimp =
{impo: imps w — g}(m wog)en- Por tanto, el género distinguido impy, aparece solo una vez
y siempre como primer argumento en todas las operaciones de ¥;,,,. Ademds, como todas las
operaciones son observadores, el funtor asociado a X, resultard ser un funtor constante.

Por tanto, fijando un G-conjunto D, podemos definir el funtor Fy,p asociado a X, y a D,

imp

como el funtor constante sobre el conjunto H(
DP«

o: w—g)EX g

De, :
impo: imps, w—g)€Simp Dy o lo que es lo mismo

sobre el conjunto [,

Observar que el funtor Fy.p coincide con el que en la seccién 2.6.2 habifamos denotado por
imp

Fx, (funtor asociado a X y a D).

Ademas, la categoria de codlgebras CoAlg(Fy,p ) posee objeto final, siendo una descripcién
imp

de este objeto la mostrada en el apartado 2.6.3.2. En este caso particular el objeto final puede
definirse del siguiente modo:

e Como conjunto:

e Para cada operacién (o: w — g) € X, se define la aplicacién OF,p ° Fyp x D, — Dy

imp imp

dada por op_j, (f,dy) == fo(dy), para todo f € Fyp y para todo d,, € D,,,.
L imp

imp

La descripcién anterior es exactamente la que dimos para el objeto final en la categoria
AlgD7{}(Eimp)-

Por tanto, recopilando todo lo visto hasta ahora para las signaturas X;,,, tenemos:

e Habiamos denotado por Alg” ’{}(Eimp) a la categoria de ¥;,,,-algebras con soporte D para
los géneros de X y con morfismos los que son la identidad sobre D. En 2.6.2 recogimos el
isomorfismo entre las categorias CoAlg(Fy,p )y AlgP- (Ximp), lo que permite interpretar

imp

cada Yjmnp-algebra con soporte D como una Fy,p -coalgebra.

imp
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Ademas, en el teorema 2.4.6 vimos que el objeto final de AlgD’{}(Eimp) es el objeto 17,
una de cuyas descripciones, segiin vimos en la seccién 2.4.2, coincide con la que acabamos
de mostrar para la coélgebra final en CoAlg(Fyp ).

imp

e Observar que el funtor Fy,p (o Fx como lo habfamos denotado previamente) es equiva-

imp

lente al funtor Fy;4p (5 definido como el funtor constante sobre el conjunto AlgP (%), por
lo que las categorfas CoAlg(Fy4p(s)) y CoAlg(Fyp ) son isomorfas.
imp

e La identificacién entre la categoria de dlgebras ocultas para una signatura oculta y la
categoria de codlgebras definida por el funtor asociado, vista en la pagina 69, aplicada a
la signatura Y, permite deducir que las categorias HAlgP (Si,) y CoAlg(Fs son
isomorfas.

imp)

Por tanto, las categorfas Alg” 1 (X)), CoAlg(Fup ), CoAlg(Fagp(s)) ¥ HAlGP (Zimp)
son isomorfas. Mas aiin, hemos visto que existen isomorﬁgzrjnos entre ellas que son meras identifi-
caciones. En esencia, se dispone de cuatro expresiones para trabajar con familias de 3-algebras,
teniendo ademas, distintas descripciones para el objeto final.

2.7 Tipos Abstractos de Datos (en el marco total)

En la seccién 2.2.1 hemos definido una operacion entre signaturas que asocia, a cada signatura
2, otra signatura Y., y que, segin hemos visto, puede interpretarse como la signatura para
especificar determinadas familias de Y-dlgebras. Posteriormente hemos establecido relaciones
entre las categorfas Alg(X) y Alg(Ximp). Ahora bien, teniendo en cuenta que nuestro interés es
formalizar estructuras de datos utilizadas para codificar modelos determinados de antemano,
debemos considerar que, en general, el punto de partida no son todas las algebras para una
signatura, sino un subconjunto propio de ellas. Por ello, generalmente no interesa trabajar con
toda la categoria de Y-dlgebras, sino que resulta més natural restringirnos a aquellas algebras
que pretendemos codificar (lo habitual es que, en la préctica, las estructuras de datos usadas
codifiquen més algebras que las de partida). De este modo aparece la nocién de Tipo Abstracto
de Datos, TAD en lo que sigue. Esta nocién es una de las utilizadas habitualmente para la
formalizacién de tipos o estructuras de datos y en la literatura pueden encontrarse multiples
variantes de ella (por ejemplo, en [40], [72], [54] y [19]; [6] recoge y desarrolla algunas de
las distintas variantes). En estas variantes, lo habitual es considerar una signatura como parte
sintactica del TAD y anadir algo que permita dotarle de significado. Diferentes posibilidades a la
hora de establecer la semantica dan lugar a diferentes nociones de TAD. En [92] se hace un repaso
a algunas de ellas. En la especificacion algebraica clasica, la nocién de TAD estd relacionada
con las signaturas con constructores y para las que la seméantica inicial no es trivial, sino que
aporta informacién. En esta linea trabaja por ejemplo [40]. A continuacién introducimos la que
nosotros adoptamos, nocién que estd muy cercana a la utilizada, por ejemplo, en [72], y que no
es axiomética sino basada en modelos (ver definicién en preliminares, pagina 27).

Definicién 2.7.1 Un Tipo Abstracto de Datos (TAD) es un par T = (X,C(X)) formado por
una signatura ¥ y una subcategoria C(X) de Alg(X), cerrada por isomorfismos.

El incluir en la definicién anterior la condiciéon de “cerrada por isomorfismos” es porque,
tedricamente, en el modelado de un tipo se trabaja “salvo isomorfismo”. Sin embargo, en
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la préctica, a veces interesa ampliar un poco maés la definicién anterior, considerando subcate-
gorias cerradas por isomorfismos no directamente como subcategorias de Alg(X), sino de alguna
subcategoria suya propia.

Veamos algunos ejemplos de TADs.

Ejemplo 2.7.2

1. Para especificar un tipo de datos que permita trabajar con grupos lo natural es considerar
la signatura GRP introducida en el ejemplo 2.2.1, y trabajar con la subcategoria plena de
GRP-algebras con objetos los grupos cuyo conjunto subyacente es un subconjunto de U.
Denotaremos por C(GRP) a la subcategoria anterior. E1 TAD 7ggp = (GRP, C(GRP)) modela
a los grupos (sobre subconjuntos de U).

2. Vamos a considerar una signatura, que denominamos ANLL, y que nos permitird modelar
la estructura anillo. La signatura ANLL posee un tnico género g y las operaciones son las

siguientes:
sum g g — g
opto : g — g
ntr : — g
prd : g g — ¢
unt — g

Sea C(ANLL) subcategoria plena de Alg(ANLL) cuyos objetos son los anillos sobre sub-
conjuntos de Y. El TAD Tyy = (ANLL,C(ANLL)) permite trabajar con los anillos como
estructuras algebraicas.

O

Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar que la operacion ()im, definida sobre signaturas
puede extenderse a TADs. Para ello, deberemos definir a partir de una subcategoria de Alg(%),
posiblemente propia, una subcategoria de Alg(Ximp).

En el resto de la seccién supondremos que ¥ = (G, §2) es una signatura y que 7 = (£,C(X))
es un TAD. Supondremos también que los soportes de las ¥-algebras de C(X) estan elegidos en
U, universo algebraico, para asi garantizar que C(X) sea una categoria pequena.

2.7.1 Obtencién de una categoria de ¥,,,,-algebras a partir de una categoria
de X-algebras

De modo natural, cada subcategoria C(X) de Alg(X) permite definir una subcategoria de
Alg(Ximp), que denotamos por C(Xip), ¥ que definimos del siguiente modo:

e Los objetos son las X;,,-dlgebras A = <Aimp2,(Ag)geg,{impiaA: Aimps, X
A, — AU}(UWH,U)EZ> tales que, para todo a € Ajpy,, la X-dlgebra A, =
<(Ag)geG, {imp,UA(a7 _): Aw - Av}(a: w—>v)€2> estd en C(E)
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e Si Ay B son dos objetos de C(Ximp), un Xjimp-morfismo f: A — B, f = (fimps, (fg)gea),
es un morfismo de C(Xinp) si, para todo a € Aimpy,, (fg)gec: Aa — Bfimpz(a) es un
morfismo de C(X).

Asi definida C(X;y,;,) es categoria, y es cerrada por isomorfismos por serlo C(3).

Cada Xjp,-dlgebra de la categoria C(¥;np) puede interpretarse como una familia de
Y-dlgebras de la categoria C(X). Esta interpretacion corresponde a restringir el funtor inclusién
I'™P: Alg(Simp) — Alg(X)ser definido en la seccién 2.4. Mds concretamente, consideramos el
funtor I g(nzpimp): C(Zimp) — C(X)sget, definido como la restriccién del funtor I a la categoria
C(Ximp). Observar que también ha cambiado la categoria de llegada, siendo correcta la defi-
nicién del funtor, ya que la imagen por el funtor I*™” de cada Yimp-dlgebra A cae dentro de

C(X)get-

El funtor Ié&pmp) es fiel e inyectivo sobre objetos. Por contra, notar que este funtor solo
cubre aquellos objetos de C(X)ge: que cumplen que todas las dlgebras de la familia poseen los
mismos soportes para los géneros de Y. Por tanto, es claro que el funtor no es sobreyectivo
sobre objetos. Tampoco es pleno, ya que los morfismos que estan en la imagen del funtor son
morfismos (h, H) en los que la aplicacién H es constante, propiedad que, en general, no posee

cualquier morfismo de C(X)get-

Veamos cudles son los objetos de las categorias construidas a partir de las mostradas en el
ejemplo 2.7.2.

Ejemplo 2.7.3

1. Consideramos la categoria C(GRP), definida en el ejemplo 2.7.2, y cuyos objetos son los
grupos. Los objetos de la categoria C(GRPjy,)), asociada a C(GRP), son las GRP;,,-algebras
descritas del siguiente modo:

Obj(C(GRPjmyp)) = {(A,D,f> | Va € A, (D, f(a,—)) es grupo}

donde, f = (fpra: AX D x D — D, finy: Ax D — D, fyni: A — D)y, para todo a € A,
fla, =) = (fora(a,—): D x D — D, finy(a,—): D — D, funi(a,—): {x} — D). Por tanto,
cada GRPjp-dlgebra de C(GRPjy,;) determina una familia de grupos de forma que todos
los de cada familia son grupos sobre el mismo conjunto, el soporte de la GRP;,,-algebra
para el género g.

2. A partir del TAD 7y presentado en el ejemplo 2.7.2, consideramos la categoria
C(ANLL;y,p) de ANLL;y,p-algebras verificando que, cada dato del soporte del género distin-
guido, que denotamos por impayiy, define, de forma analoga a la descrita anteriormente
para grupos, un anillo. Asi, cada objeto de la categorfa C(ANLL;,,,) representa a una
familia de anillos, todos sobre el mismo conjunto base.

O

2.7.2 Subcategorias de algebras con soportes fijos y objetos finales

Lo mismo que ocurre al trabajar con todo Alg(X), el objeto final l¢(s): Obj(C(X)) — Obj(C(X))

m

no pertenece a la imagen de [ é(z ) No obstante, se puede hacer un desarrollo paralelo a lo

imp
estudiado para Alg(X), considerando subcategorias con soportes fijos para los géneros de 3.
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Ya que se trata de una adaptacion de lo realizado en la secciéon 2.4, nos vamos a limitar a
presentar los resultados, procurando evitar notacién y detalles que podrian resultar innecesarios
y aburridos para el lector.

Si G es el conjunto de géneros de la signatura Y, para cada G-conjunto D, nos restringimos
a la subcategorfa CP(X) de C(X) formada por las dlgebras cuyos soportes son los conjuntos D.
Del mismo modo, tomamos la correspondiente subcategoria CP (i) de C(Ximp). Usando el
1mp : .
funtor IC(Eimp) se tiene:
Proposiciéon 2.7.4 Para cada G-conjunto D, el funtor Ié&p_ ) induce una biyeccion entre los
imp
objetos de las categorias CP (Simp) y CP () set-

Iimp

Proposicién 2.7.5 Los tnicos morfismos de CP(X)ger que son imagen por C(Simy) de morfis-
imp

mos de CP(Simp) son aquellos (h, H) tal que H es constante.

La biyeccion a la que hace referencia la proposicion 2.7.4 nos permite considerar como objeto
distinguido en CP(%;,,) la imagen inversa de ﬂcD(Z). Este objeto admite como descripcién la
siguiente:

(Obj(€P(2)). D, {impoy , : Obi(CP(2)) % Do = D} wnjes)

estando las operaciones definidas, para todo A = <D, {oa: D, — Dv}((,: w_),,)eg> objeto de
CP(¥) y para todo d,, € D,,, como impoy (A,dy,) :=o0a(dy)-
cD(m)

En términos de tuplas de funciones podemos interpretarlo del siguiente modo:

F = {(fcr: D, — Dv)(a: wov)ex € H DUDW | (D, {fs}oesx) € CD(E)}
ex

(o: w—w)

por lo que, a partir del conjunto IF, se tiene otra descripcién del objeto lch(E) como

<1F,D, {imp,a]l : F' X Dy — Dy}, wHU)EZ>

cP(z)

siendo imp.oqp ((f5)(s: w—v)ess dw) = fo(dw), para todo (f5)(s: w—wyex € F y para todo
d, € D,,.
. . . .z “mp
La existencia de la inclusion [ C(Simp)

anteriores, permite obtener la siguiente propiedad del objeto ]ch(E)Z

junto con la aplicacién del teorema 2.3.3 a las categorias

Teorema 2.7.6 El objeto ]ch(E) es el coproducto en CD’{}(EImp) de los objetos de la imagen
de la inclusion candnica de CP (%) en CP(Simp).

Este objeto no es final, siempre existe al menos un morfismo desde cualquier objeto de
CP(X)get en él, pero no necesariamente se tiene unicidad. Para tener unicidad, al igual que
se hizo en la seccién 2.4, hay que restringirse a tomar solo identidades sobre CP(X) y aplicar
luego las operaciones ()set € ()imp, para las que se obtienen sendas categorias isomorfas, a las
que denotamos CP ’{}(E) set v CP ’{}(Eimp) respectivamente. Con ello tenemos:

Teorema 2.7.7 El objeto Iep(xy es final en la categoria CD’{}(Eimp).
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Tomando C1(X;,,), la subcategorfa de C(Xipy,) cuyos morfismos son la identidad sobre
los soportes correspondientes a los géneros de GG, dejando libertad solamente para el género
distinguido, se cumple:

Teorema 2.7.8 La familia {1¢p (s} pepuc s final en la categoria CH (Zimp)-

Ejemplo 2.7.9

1. Continuando con el ejemplo 2.7.2, para cada D subconjunto de I, denotamos por C” (GRP)
a la subcategoria plena de C(GRP) cuyas algebras poseen a D como soporte para el género
g. Dicho de otra forma, los objetos de CP(GRP) son los grupos sobre el conjunto D.
Consideramos la categoria CP”(GRP;;,,) definida a partir de la categorfa CP(GRP), tal y
como se ha hecho en la seccién 2.7.1. Una descripcién del objeto final ﬂCD(GRPmp) de la

categorfa CP{}(GRP,,,,) es la siguiente:

e El soporte para el género distinguido impgrp es el conjunto de grupos sobre D,
conjunto que denotamos por GP. Expresaremos cada elemento de GP como (D, f),
donde f = (fpra: D X D — D, finy: D — D, fum: {x} — D) € DP*P x DP x D
verifica las propiedades de grupo. Asi, la descripcién del soporte para el género
impgrp €s la siguiente:

gP = {(D,f) | (D, f)es grupo}

e Las operaciones vienen definidas por:

- impprdy . : GP x D x D — D, dada, para todo (D, f) € GP y para todo
c (Gﬁpimp)
di,dz € D, por impprdy (D, f),d1,d2) = fpra(di,da);
cD (erp;p, )
i imp,inv]ch(GRpimp): GP x D — D definida por imp,invﬂcD(GRPimp) (<D,f>,d1) =
finw(d1), para todo (D, f) € GP y para todo d; € D; y, finalmente,
- impunty : GP  — D definida, para todo (D,f) € G” como
CD(GRPimp)
imp’untﬂcD(GRPmp) (<D, f>) = fum(*)

Denotando por F&p al siguiente conjunto:

IFGDRP:{f:(fprd:D><D—>D,fim:D—>D,funt:{*}HD)GDDXDXDDXD |

| (D, f) es grupo de CD(GRP)}

es evidente que F&p es biyectivo con el conjunto G, lo que permite obtener otra descrip-
cion del objeto llcp(GRpimp). La idea de esta descripcion radica en el hecho de que, teniendo
fijo el dominio D, un grupo queda caracterizado Unicamente por sus operaciones.

2. En el caso del TAD 7y, cada conjunto D nos permite considerar la categoria cb (ANLL)
cuyos objetos son los anillos sobre el conjunto D. La expresion del objeto final ]lCD( ANLLipp)
en la categorfa C”{} (ANLL;,,,) es la siguiente:
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e El soporte para el género distinguido impayrr es el conjunto formado por los anillos
sobre D, conjunto que denotamos por AP. Asi,

AP = (D, f) | (D, f) es anillo}

por tanto, f = (fsum: D X D — D, fopto: D — D, frr: {x} = D, fpra: D x D —
D, funt: {x} — D) € DP*P x DP x D x DP*P x D verificando las propiedades de
anillo.

e La definicién de las operaciones es la siguiente:

- La funcién impsum : AP x D x D — D se define por
]lCD(ANLL,L-mp)
imp.sumy (D, f),d1,d2) := fsum(dy,d2);
CD (aNLL; )
- imp.optoq : AP x D — D dada por imp.optoq ((D, f>,d1) =
CD (ANLL; 1y, ) CD (ANLL; 1y, )
fopto(dl);
: . D : ; N
) zmp,ntrﬂcD(ANLme). AP — D definida como Zmpﬂtr]ch(mLme)((D’f )) =
fntr(*);
- La funcion impprd : AP x D x D — D viene dada por
]ch (ANLL ;1)
impprdy (D, f),dr,ds) = foum(dr,da); y, finalmente
cD (anee; )
; . D : ; I
) zmp,unt]ch(ANLLimw. AP — D definida como Zmp,untﬂcDmLLimp)((D,f ) =
funt(*);

para todo (D, f) € AP y para todo dy,dy € D.
Andlogamente a lo visto en el ejemplo de los grupos, el conjunto

Fow = {/ = (foum: DX D = D, fupio: D = D, futr: {5} = D, fyra: D x D = D,

funt: {x} = D) € DP*P x DP x D x DP*P x D | (D, f) es anillo de CD(ANLL)}

es biyectivo con el conjunto A”. Con F5;; como soporte para imppr, la definicién de
las operaciones es evidente.

O

2.7.3 Una operacion sobre Tipos Abstractos de Datos

Lo tratado en el apartado anterior nos va a permitir extender a TADs la operacion ();m, definida,
hasta ahora, por una parte sobre signaturas, y por otra sobre categorias de algebras. Para ello
definimos, a partir de un TAD 7, otro TAD que denotamos por Zjy,, con el que se pretende
especificar las familias de algebras que pueden obtenerse a partir del TAD 7. Como veremos, lo
anterior corresponde en el paso a la implementacién, a la idea de especificar las estructuras de
datos correspondientes a las distintas formas de trabajar en la maquina con las representaciones
de algebras del TAD 7, es decir, a la especificacién de implementaciones de 7.

A partir del TAD 7 = (X,C(X)) definimos el TAD T, = (Zimp, C(Zimp)). Recordar que:

® Ymp es la signatura obtenida aplicando a la signatura X la operacién ()imp;



82 Capitulo 2. Especificacion algebraica de las estructuras de datos en EAT

e C(Ximp) es la subcategoria de Alg(Xim,) construida a partir de la subcategoria C(X) de
Alg(¥), tal y como se ha mostrado en el apartado 2.7.1.

El TAD 7;,,, modela a las familias de ¥-algebras del TAD 7.

Ejemplo 2.7.10

1. Continuando con el ejemplo 2.7.2, a partir del TAD Zgrp = (GRP,C(GRP)) que modela a los
grupos, podemos definir el TAD Zggp,,,,, descrito por el par Zggp,,,, = (GRPimp, C(GRPimyp)),
donde C(GRPjy,p) estd formada por aquellas GRP;,-dlgebras que especifican a familias de
grupos, con todos los grupos de la familia sobre el mismo conjunto.

2. Anélogamente, podemos definir a partir del TAD Tyy1 que modela a los anillos, el TAD
TaiL;,,, que especifica a las familias de anillos sobre un mismo conjunto.

O

Para cada G-conjunto D fijo, podemos definir, a partir del TAD 7 = (3,C(X)) otros TADs.
Por una parte, el TAD TP = (,CP(%)); por otra, el TAD T;) = (Simp,C” (Simp)). El TAD
’Z;T%p modela a las familias de X-dlgebras del TAD 7 que poseen a D como soporte para los

géneros de X.

El TAD 7T, contiene al objeto ]16(2), objeto que, en cierto sentido recoge a todos los

del TAD 7. Para cada G-conjunto D, el objeto ]ch(E) estd en el TAD ’];nDW, objeto final en

cP ’{}(Z‘imp) y que “contiene” a todos los objetos del TAD 7P. La propiedad de finalidad del
objeto ﬂcD(E) hace que trabajar con él sea suficiente cuando lo que se necesite sea trabajar con
todas las algebras del TAD TP, Todo esto quedard més claro cuando lo interpretemos en el
nivel de las implementaciones.

En los ejemplos anteriores, para cada conjunto D, el TAD 7, contiene a los grupos sobre
el conjunto D, mientras que el TAD YE;QPZ_W = (GRPjmp, CP (GRP;,,)) modela a las familias de
grupos sobre el conjunto D.

2.8 El paso a algebras parciales

Hasta ahora, dada una signatura X, hemos trabajado con algebras de la categoria Alg(X),
algebras cuyas operaciones son totales. Sin embargo, es habitual encontrar situaciones en las
que los modelos a especificar contienen operaciones parciales. (El libro [22] es una referencia
para el estudio de dlgebras parciales.)

De hecho, en el marco de especificacién algebrica hay trabajos que también tratan la par-
cialidad. Algunos de ellos son [90], [55], [24], [19], [5] ¥ [21].

En el primer capitulo, introdujimos las nociones bésicas de parcialidad y las utilizadas en
especificacién algebraica considerando parcialidad. Recordar que, dada una signatura % =
(G, Q), una X-dlgebra parcial consta de un conjunto asociado a cada género de X, denominado
soporte para el género, y de una funcién, posiblemente parcial, para cada una de las operaciones
de X, funcién definida entre los soportes correspondientes.

En el caso de la signatura Y;,,,,,, construida a partir de la signatura X, es conveniente trabajar
con algebras parciales. La razén fundamental es que la parcialidad aparece de manera natural
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al fijar los soportes para los géneros de . Esto es debido a que una vez fijado el G-conjunto
D (formado por los soportes para los géneros de X), puede ocurrir que para cada elemento
del soporte correspondiente al género ¢mpy, no interese considerar todos los elementos de los
soportes de los otros géneros. Inicialmente, el hecho de fijar un G-conjunto D puede parecer
artificial, sin embargo, como a continuacién comentamos, no lo es ya que viene motivado por
lo que habitualmente se hace en la préactica, en particular, es asi como se trabaja en EAT. En
dicho software, todos los elementos de las estructuras tienen un formato fijo, que es el que define
el G-conjunto D, de ahi la necesidad de fijarlo. Pero, en general, no todos los elementos de D
tendran sentido para todas las estructuras consideradas, y es aqui donde aparece de manera
natural la parcialidad.

Por ejemplo, volviendo a la signatura GRP introducida en el ejemplo 2.2.1, habiendo fijado
7Z como soporte para el género g, género correspondiente a los elementos de los grupos, suponer
que se pretende dar una especificacién de la familia de GRP-algebras {Z/nZ},eNn>1. Definimos
una GRP;,,,-algebra parcial que llamamos A y que representa a la familia anterior. Para definir
A, tomamos el conjunto N ~ {0,1} como soporte para el género imperp. Para cada n € N,
definimos el conjunto < n >= {0,...,n — 1} ; Dg, conjunto que utilizaremos para dar los
dominios de definicién de las operaciones del algebra A. Consideramos la GRP;,,,,-algebra parcial
A= <N ~ A0, 1} Z, {impprda, impinvy, impﬁuntA}> siendo las operaciones:

e impprda(n,zl,22) = (21 + 22) mod n, operacién parcial con dominio {(n, z1,22) e NN
{0,1} xZXZ | 21,22 €<n>};

e impinva(n,z) = —z mod n, con Def(impinva) = {(n,z) € NN{0,1} XZ | ze<n> };

e impunta(n) =0, con dominio N~ {0,1}.

Es claro que A representa a la familia de grupos {Z/nZ},enn>1-

Sin embargo, esta algebra no formard parte de ninguna de las categorias que vamos a
estudiar. Como veremos mas adelante, en el caso de dlgebras parciales, las categorias en las que
se obtienen los resultados son categorias formadas por algebras parciales en las que los dominios
de definicién de las operaciones son cubos de la forma S x S, con S C A;p,y., siendo éste tltimo
el soporte correspondiente al género impgrp y S C A, con o: w — v. Por tanto, el dlgebra
A definida anteriormente no pertenecerd a ninguna de las categorias que consideraremos. Sin
embargo, para cadan € N\{0, 1}, podemos obtener una GRP;,,,,-algebra parcial, que pertenecera
a alguna de las categorias que vamos a considerar, y que especifica una familia de GRP-algebras
(en este caso formada por una unica algebra).

Otro ejemplo podria ser el siguiente: como en el caso anterior, consideramos Z como soporte
fijo para el género g, tomamos N ~\ {0,1} como soporte para el género impgrp y definimos la
GRP;p-dlgebra parcial B = <N ~A{0,1}, Z, {impprdp, impinvg, impﬁunt3}> con operaciones:

e impprdp(n,z1,22) = (21 + 22) mod n, para todo n € N\ {0,1} y para todo 21,23 € N;

e impinvg(n,z) = —z mod n, para todo n € N~ {0,1} y para todo z € N; e

e impuntp(n) =0, para todo n € N~ {0,1}.

La GRPj,-dlgebra B representa a la misma familia de GRP-algebras, {Z/nZ},enn>1. Ob-
servar que todas las operaciones de la GRP;y,,-dlgebra anterior son parciales y su dominio
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de definicién forma un cubo: Def(impprdg) = NN {0,1} x Nx N C N\ {0,1} X Z x Z,
Def(impinvg) =N~ {0,1} x NC N~ {0,1} x Z y Def(impuntg) =N~ {0,1}.

En general, la idea es que el dominio de definicién de cada operacién imp.o: Ajpmpe X Aw —
A, de una ¥;,,,-algebra, sea un conjunto de la forma S x S, con S C Ay y S € D,,. Sicon
una X;m,p-dlgebra se pretende especificar una familia de algebras totales, entonces S, = D,, y,
en el caso particular de que S = Ajypee, S€ tiene una X, ,-algebra total.

Vamos a estudiar a continuacién el caso de especificacion de familias de dlgebras permitien-
do parcialidad en las operaciones. En el paso a implementaciones veremos que esto ltimo es
fundamental por dos motivos. Por una parte, para especificar implementaciones es necesario
recurrir a algebras parciales; por otra, en ocasiones esta fijo el soporte para el género distinguido
(caso habitual en implementaciones) y al permitir parcialidad en las operaciones pueden espe-
cificarse determinadas familias de algebras que no podrian especificarse de otro modo. Vamos
en esta seccién a estudiar la categoria de X;,,-algebras parciales cuyos objetos son familias
de X-algebras, que pueden ser totales o parciales. Para ello, generalizaremos lo visto en las
secciones anteriores permitiendo parcialidad en las operaciones.

Si ¥ = (G, Q) es una signatura y A es una »-algebra parcial, la representaremos como:

A= <(Ag)g€Ga {UA: Ay — Ay, Def(UA)}(U: w—>v)€2}>

donde, para cada o € X, Def(o4) C A, es el dominio de definicion de la funcion o 4.

Tal y como hemos comentado en los preliminares, existen diferentes nociones de morfismo
entre algebras parciales (ver por ejemplo [72]). La que aqui vamos a adoptar es la que habitual-
mente en la literatura, y concretamente en [72], se denomina morfismo débil (aunque nosotros lo
denominaremos simplemente morfismo), nocién que ya incluimos en los preliminares (definicién
1.2.43) y que a continuacién recordamos. Si ¥ = (G, ) es una signatura'y Ay B son 2-algebras
parciales, un X-morfismo f: A — B entre A y B es una familia de funciones totales f = (fy)4ec,
con f4: Ay — By para cada g € G, verificando que, para cada (0: w — v) € ¥y cada a € A,
si 04(a) estd definido entonces op(f,(a)) también lo estd y, ademads, f,(ca(a)) = op(fu(a)).

Denotamos por PAlg(X) a la categoria de Y-dlgebras parciales junto con los morfismos
entre ellas. Observar que Alg(X) es una subcategoria plena de PAlg(X). Por tanto, podiamos
haber comenzado el estudio permitiendo parcialidad, sin embargo hemos preferido hacerlo en
dos pasos para no agrupar todas las dificultades en la exposicion.

El objetivo de esta seccién es estudiar propiedades de la categoria PAlg(Xim,) con el fin
de determinar la existencia de objetos que especifiquen familias de dlgebras (parciales) lo més
amplias y generales posible. Por ello, a partir de ahora trabajaremos en el marco parcial. En el
resto de la seccidn, al referirnos a algebras estaremos considerando algebras parciales y, por tan-
to, al hablar de morfismos, seran morfismos entre dlgebras parciales. También consideraremos
que los soportes de las algebras son elegidos en U, el universo algebraico.

2.8.1 Familias de }-algebras representadas por Y;,,-algebras en el caso par-
cial. Resultados de finalidad

Partimos de una signatura ¥ = (G, ) y de la categoria de dlgebras PAlg(X). A partir de esta
categorfa podemos considerar otras dos. Por un lado, la categoria de ¥;,,,-dlgebras PAlg(Ximp),
categoria objeto de nuestro estudio, y, por otro, la categoria PAlg(X)set, que nos permitird
deducir propiedades de la anterior. Notar que aunque ahora estemos trabajando en el marco
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de funciones parciales, la operacién ()get es la misma que definimos en el apartado 2.3.1, por lo
que, los objetos de la categoria PAlg(X)se: son funciones totales.

Una generalizacién natural del funtor I®™ nos permite relacionar ambas categorias.
Consideramos I"™P: PAlg(Simp) — PAlg(X)set que a cada Yjy,-dlgebra parcial A =
<Aimp2,(Ag)geg,{impaA: Aips, X Ay — AU,Def(impiaA)}(ozwﬁv)€2> le asocia el co-
rrespondiente objeto I""(A) dado por la aplicacién au,,,, : Aimp, — Obj(PAlg(X)),
definida, para cada a € Aimpy, por aa,,, (a) = ((Ag)gec {impoa(a,—): Ay —
Av’Def(imp,O-A(av_))}(U:w—>v)€2>7 siendo Def(imp,O-A(aa _)) = {a’w € A, | (avaw) €
Def (z’mpﬁaA)}. Sobre los morfismos, el funtor se define de la misma forma que en el caso
total. Observar que si a ¢ Def(impoa), entonces Def(impoa(a,—)) = 0.

El resultado recogido en el siguiente lema es el que garantiza que I°™ es un funtor.

Lema 2.8.1 Sean A = <Aimp2,(Ag)geg, {impoa: Aimpy, *x Ay — Ay,
Def(imp,o-A)}(U:w—m)EE> Y B = <Bimp27(Bg)g€G} {imp,UB5 Bimpz; X Bu) - BU;
Def(impfo—B)}(U:LU‘)U)EZ> 2’L”mp'dlgez”naﬁ: Yy sea f: A — B; f = (fimpgv(fg)geG)7 un
Yimp-morfismo. Entonces, para cada a € Apnps, (fg)geq €s un morfismo en PAlg(X) entre

aAimpE (a) Y OéBimpg (fimpz (a’)) ‘

Cada X;,-algebra representa a una familia de 3-algebras, todas ellas con los mismos sopor-
tes para los géneros de . Esto tltimo ilustra el hecho de que el funtor I*™ no es sobreyectivo
sobre objetos y da una idea de cémo agrupar los objetos dentro de la categoria PAlg(Xny).
De modo analogo al caso total, vamos a descomponer la categoria PAlg(3;m,) en subcategorias
cuyas algebras tengan los mismos soportes para los géneros de . Ya que salvo pequenas com-
probaciones relacionadas con la parcialidad, todo resulta similar al caso total, procuraremos
evitar al lector detalles innecesarios.

Para cada G-conjunto D, consideramos las correspondientes categorias PAlgP (%),
PAlGP (Zimp) v PAlGP (2)ser. El funtor I™P permite obtener el resultado recogido en la si-
guiente proposicién, que relaciona las categorfas PAlgP (X)) v PAlGP (X) ser-

Proposicion 2.8.2 Para cada G-conjunto D, existe una biyeccion entre los conjuntos

Obj(PAlgP (Simp)) y Obj(PAlGP()ser).

Aligual que en el caso total, consideramos en PAlg” (X)ge; el objeto 17 : Obj(PAlgP (X)) —
Obj(PAlgP(¥)). La biyeccién recogida en la proposicién anterior nos conduce a tomar como
objeto distinguido en PAlgP (Ximp) la antiimagen del objeto 1P. Este objeto puede describirse
del siguiente modo:

(0bj(PAGP(2)), D, {imp.oy,: Obj(PAIGP(E)) x Dy — Dy, Def(impogo)}o: wves)

con Def(impoqp) = {(A,d,) | do € Def(oa)} y estando las operaciones definidas, para
cada A = <D, {oa: D, — Dv}((,: w—m)ez> y para cada d, € D,, con (A,d,) € Def(impﬁa]lD),
por impoqp(A,dy) = o4(d,). Abusando en la notacién, si no hay lugar a confusién, nos
referiremos también a este objeto por 1. (Se puede dar una expresién de este objeto, similar
a la dada en la pagina 79, en términos de tuplas funcionales.)

Respecto de los morfismos, es claro que, en general, no existe una biyeccién entre los
morfismos de ambas categorias. Lo que se tiene es una caracterizacién de los morfismos de
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PAlgP (X)set que estéan en la imagen por el funtor 1™, y esto, permite dar una descripcion
explicita de la categorfa PAlg"” (Zimp)-

Proposicién 2.8.3 PAlgP (Xiy) es isomorfa a la subcategoria de PAlgP (X)ser cuyos morfis-
mos son los (h, H) de PAlgP(X)se; con H aplicacion constante.

La proposicién anterior caracteriza las familias de ¥-algebras que pueden representarse como
Yimp-algebras.

De nuevo, el objeto 17 no es final en la categoria PAlg”(X)se:. Siempre existe al menos
un morfismo desde cualquier otro objeto en 17, pero no es posible asegurar la unicidad. Lo
mismo que en el marco total, tomamos las correspondientes categorias de algebras parciales
PAlgP3 (%), PAlgD’{}(Zimp) y PAlgP 1} (2)ges, cuyas definiciones se describen en la tabla 2.3.

Categoria | Fijado D como | Morfismos que | Fijado D co-
G-conjunto sobre los sopor- | mo G-conjunto
tes de ¥ son la | y con morfis-
identidad mos identidad
sobre D
Operacién | PAlg(%) PAlgP (%) PAlgH (D) PAlgP (%)

—Set | PAlg(E)ses PAlgP (2)ser PAlgY () ger PAlgP U () ger

()imp PAlg(Eimp) PAlgD(Eimp) PAlg{}(Ezmp) PAlgD’{}(Eimp)

Tabla 2.3: Categorias de algebras parciales introducidas

Teniendo en cuenta la inclusién de PAlgP(¥) como subcategoria de PAlgP (X)) v el
isomorfismo entre las categorfas PAlgP 1} (2)ge v PAlgP ’{}(Eimp), deducido a partir de la
proposicién 2.8.3, la aplicacion del teorema 2.3.3 lleva al siguiente resultado:

Teorema 2.8.4 El objeto 17 es el coproducto en PAlgD’{}(Eimp) de los objetos de la imagen
de la inclusion candnica de PAlgP (%) en PAlgP (Zimp).

Respecto de la existencia de objeto final, para cada G-conjunto D, se tiene lo siguiente:
Teorema 2.8.5 El objeto 1P es final en la categoria PAlgP (Zi,).

Teniendo en cuenta que Obj(PAlgt (X)) = LlDGp(L[)G Obj(PAlgP -} (Zimp)), los objetos
1P pueden agruparse por la siguiente propiedad universal.

Teorema 2.8.6 La familia {llD}Dep(u)c es final en la categoria PAlg{}(Eimp).
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2.8.2 Subcategorias de algebras con dominios de definicién de las operaciones
fijos

Hasta este momento venimos trabajando a nivel de algebras y hemos visto cémo el objeto
1P representaba, de algiin modo, la familia més general de algebras. Sin embargo, nuestro
verdadero interés estd, no tanto en el estudio de dlgebras, sino en el de implementaciones de
algebras, a lo que dedicaremos el siguiente capitulo. En este punto senalamos una diferencia
importante entre el trabajo con algebras y el trabajo con implementaciones de algebras.

Al expresar 1P no hemos tenido problema al establecer el dominio de las operaciones

Def(impﬁa]lD) = |_| [{*} X Def(aA)]

A€Obj(PAlgP (%))

Si pensamos en la descripcién de 1P en la que el soporte para imps, es un conjunto de tuplas
funcionales, tampoco hay problema al expresar

Def(imp,U][D) = |_| [{*} X Def(fa)]

D
(fs)ses€ll(o: w/ —vyex Dy~

Ahora bien, si pensamos en implementaciones y realizamos un desarrollo paralelo al rea-
lizado en el caso de las dlgebras, la expresion del objeto final en una categoria adecuada de
implementaciones nos llevaria a tener un dominio D ligado a un tipo de datos, y cada uno
de los datos del soporte correspondiente a impy, en el objeto final serfa una tupla de cédigos
sintacticamente correctos sobre D. Por tanto, al pasar a implementaciones solo se tiene un
cédigo (que implementa la operacién) y un dominio sobre el que el c6digo es sintacticamente
correcto, pero no se tiene el dominio real de definicién, como ocurre al trabajar con funciones.
Realmente, un mismo codigo puede tener distintos dominios de definicién, por lo que en este
caso se hace necesario fijar uno de ellos. Por ello, al trabajar con implementaciones llegados
a este punto deberemos fijar dominios de definiciéon para los cédigos, que permitan determinar
funciones. Esto no es necesario en el caso de trabajar con algebras pero, por hacer explicito el
paralelismo con las implementaciones, fijamos dominios de definicién para las operaciones de
las Y-dlgebras.

Fijamos un Q-conjunto S, S = (57)(4: w—v)ex estando, para todo (0: w — v) € X, 87 C D,,.

Nos restringimos ahora a la subcategoria plena de PAlg” ’{}(E) con objetos las Y-dlgebras
que tienen como dominio de definicién, para cada operacion o € 3, al conjunto S7, categoria
que denotamos por PAlgP5} (). Andlogamente, denotamos por PAlgP»3{}(%;,,,) a la subca-
tegorfa plena de PAlgP ’{}(Eimp) con objetos las ;,,-dlgebras que tienen, para cada operacion
imp.o, al conjunto Sjpps, X 57 como dominio de definicién, siendo Siy,ps, cualquier subconjunto
del soporte para el género imps.. Notar que hemos impuesto que los dominios de definicién de
las operaciones sean rectangulos con factor en la componente imps.

En la categoria PAlg” ’S’{}(Zimp) existe un objeto distinguido que denotamos por 17 y
cuya descripcién es la siguiente

(OB} (P A5 (), D, {imparyp s : Obj(PAlG”S (%)) x Do = Doy Simps X ST} g+ -y )

Pues bien, resulta que el objeto 17°° es final en la categoria PAlgD’S’{}(Eimp), propiedad que
recoge el siguiente teorema.
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Teorema 2.8.7 Para cada §-conjunto S C (Dy)(o: w—v)exn, €l objeto 195

PAlgPS (%),

es final en

Vamos a estudiar cémo se relacionan estos objetos entre si y con el objeto 17, objeto
distinguido en PAlg" (Ximp). La relacion vendrd expresada en forma de propiedad universal
de coproducto. Para ello, observar, en primer lugar, que la categoria PAlgP” ’{}(Eimp) posee
coproductos que vienen inducidos por la existencia de coproductos en Set.

Sea J un conjunto y sea {Aj = <Agmp2,D, {impoy;: Agmpz x D, — Dy,
De f(imp.o 4i)} (o wﬂv)eg>}j ¢, una familia de ¥;;,-dlgebras. A partir de la familia anterior
consideramos la siguiente 3;,,,-dlgebra:

A= [Aj]jej = < |_| Agmpg7D7 {imp—UA: |_| Agmpg X Dw - Dv7D€f(imp70'A)}(U: w—>1])€2>
JjeJ jeJ

siendo Def(impoa) = {(a,ds) | (a,d,) € Def(impo) conk € Jy tal quea € AF}, y
definida por impoa(a,d,) := impo 4x(a,d,), para todo (a,d,,) € Def(impoa).
Para cada j € J, consideramos el morfismo inclusién i/ : A7 — A, es decir, i/ = (igmpz,idl)),

.J . 7 7 . 13 s .
con Gyt Ay — |—|jeJ Ajpps, 12 Inclusion canénica.

Entonces, el objeto A junto con la familia de morfismos {ij}je 7 es el coproducto en
PAlgPA(S,) de la familia {A7} ;.

Observar que

| | Obj(PAlgPS1 (%)) C Obj(PAlgP V(%))
Sg(DW)(O'Z w—v)ED

ya que no todos los dominios de las operaciones de las ¥;,,,-dlgebras son rectdngulos que
factorizan por el género distinguido. Llamamos PAlg” ’{}(Eimp)* a la subcategoria plena de
PAlgP ’{}(Eimp) con objetos las ¥;,,,-algebras cuyos dominios de definicién de las funciones son
rectangulos. Asi, para cada (0: w — v) € X, el dominio de definicién de impo es Sipps, x S7 C
Dimps, X Dy, siendo Dy, €l soporte del género distinguido. Observar que, para cualquier
Q-conjunto S C (Du)(s: wov)ex PAlgPS(S4,,) es subcategorfa de PAlgP 3 (3,,)*.

La categoria PAlgDv{}(Eimp)* posee coproductos y el coproducto en ella coincide con el
coproducto en PAlgP ’{}(Eimp), lo que permite agrupar todos los objetos distinguidos de las
categorfas PAlgP 31 (2y,).

Denotamos por 17 al objeto distinguido de la categoria P AlgP:{} (Ximp)* vy, consideramos
en esa categoria los objetos finales de las categorfas PAlgP ’S’{}(Eimp) a las que se refiere el
teorema 2.8.7. Con ello se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.8.8 El objeto 17 es el coproducto en PAlgP 1 (%) de la familia de objetos
D,S
{Il }Sg(Dw)(U:w—w)EE'

2.8.3 Tipos Abstractos de Datos

En la seccién 2.7 extendimos la operacion ()imp a tipos abstractos de datos en el marco total.
Finalizamos este capitulo con un breve comentario sobre la generalizacién de lo hecho en la
seccién 2.7 para el caso de trabajar con dlgebras parciales.
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Definicién 2.8.9 Un Tipo Abstracto de Datos (TAD) es un par T = (3,C(X)) formado por
una signatura X y una subcategoria C(X) de PAlg(Y), cerrada por isomorfismos.

Tal y como hemos comentado en el marco total, en ocasiones la subcategoria C(X) se to-
mard cerrada por isomorfismos en una subcategoria propia de PAlg(X). De modo totalmente
andlogo a lo hecho en el caso total, se puede asignar a cada subcategoria C(X) de PAlg(X), la
correspondiente subcategoria C(Xip,,) de PAlg(Xm,y), del siguiente modo:

e Los objetos son las X;p,-dlgebras A = <Aimpz, (Ag)gec, {impoa: Aimps, X Ay —
Ay, Def(impoa)} o w—>v)€2> tales que, para todo a € Ajpyy, la X-dlgebra (par-
cal) A, = ((Ag)gea {impoa(a,—): Ay — Ay, Def(impoa(a,—))}o: wov)es) con
Def(impoa(a,—)) = {aw | (a,a,) € Def(impoa)}, estéd en C(X). (Observar que si no
existe ningin a, € A, tal que (a,a,) € Def(impoya), entonces Def(impoa(a,—)) = 0).

e Si Ay B son Xj,y-dlgebras de C(X), un 3j,,p-morfismo f: A — B, f = (fimps, (fg)gec):
es un morfismo de C(Xinyp) si, para todo a € Aimpy,, (fg)gec: Aa — thnpz(a) es un
morfismo de C(X).

Al fijar un G-conjunto D se cuenta con las correspondientes categorias de dlgebras parciales

con soportes D, a las que, abusando de notacién, nos referiremos por CP (%), ¢” (Zimp) ¥
CP(¥)set. Lo mismo ocurre con la generalizacién del funtor I é?gimp) y del objeto l¢(syy. Con un

desarrollo similar al realizado en la seccién 2.7, llegamos a la generalizaciéon de los resultados
alli presentados.

Teorema 2.8.10 El objeto I¢p(xy es el coproducto en CP A (Zimp) de los objetos de la imagen
de la inclusion candnica de CP (%) en CP(imp)-

Teorema 2.8.11 El objeto len(xy es final en la categoria CPAH(Simp).

Si C1}(y1p) denota a la subcategorfa de C(Zmy,) con tinicos morfismos aquellos que son las
identidades sobre los soportes correspondientes a los géneros de la signatura X2, el resultado reco-
gido en el tltimo teorema unido al hecho de que Obj (CH (X)) = Upepene Obj (CPH (Zimp)),
permiten obtener una caracterizaciéon de los objetos ﬂcD(Z) por una propiedad universal que
explica cémo se agrupan todos esos objetos finales.

Teorema 2.8.12 La familia {1¢p (s} pepuye s final en la categoria CH (Zimp)-

Ademas, esto nos permite extender la operacion ()imp a TADs de dlgebras parciales.

Sea 7 = (X,C(X)) un TAD. A partir de él definimos el TAD 7;;,,,, como el TAD siguiente:
Yimp es la signatura obtenida aplicando a la signatura 3 la operacion ()imp; ¥ C(Ximp) es la
subcategoria de PAlg(X;m,) construida, tal y como se ha hecho al comienzo de la seccién 2.8.3,
a partir de la subcategoria C(X) de PAlg(Y).

El TAD 7;p,, modela a las familias de Y-algebras (parciales) del TAD 7.

2.9 Aplicaciones al Calculo Simbdlico

A continuaciéon desarrollamos tres ejemplos méas completos y proximos a lo que podemos encon-
trar en el sistema EAT. En estos ejemplos lo que se pretende es modelar categorias bien definidas
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en Matematicas, de forma que posteriormente se puedan utilizar las descripciones obtenidas pa-
ra trabajar con ellas en la maquina. Intentamos ilustrar la dificultad existente al trabajar en
la méquina con algunas estructuras que mateméaticamente estan bien definidas y cuyo uso no
plantea ningin problema al matematico. El primero de los ejemplos es la categoria de grupos
graduados. Veremos cémo especificar algebraicamente los grupos graduados y cémo trabajar
con ellos. La motivacién para incluir este ejemplo es nuestro interés en EAT y, por tanto, en los
célculos en Topologia Algebraica, donde es muy habitual el trabajo con estructuras graduadas
(estando la nocién de graduacion relacionada con la de dimensién geométrica). En EAT no
se trabaja con grupos graduados, pero si con estructuras graduadas méas complejas. Asi, nos
ocupamos de este ejemplo porque, aun siendo sencillo, nos permitird mostrar las peculiaridades
de la modelizacién de este tipo de estructuras. El segundo ejemplo que vamos a tratar es la
categoria de los conjuntos simpliciales. Este si es uno de los casos reales con los que trabaja
EAT. Con él pretendemos mostrar el tratamiento de la parcialidad de las operaciones e ilustrar
en un caso concreto la necesidad de fijar los dominios de definicién de los operadores, tal y como
se ha hecho en el estudio tedrico previamente realizado. El hecho de analizar en primer lugar
la categoria de grupos graduados ayudard a la hora de abordar este segundo ejemplo ya que las
dificultades que provienen de la graduaciéon ya habran sido tratadas en el primero. El tercer
ejemplo también corresponde a uno de los casos reales con los que EAT trabaja y es la categoria
de complejos de cadenas. Con él pretendemos mostrar como las propiedades matematicas de
los espacios y de sus elementos se trasladan a sus especificaciones y cémo de ahi es posible
trasladarlas también a sus implementaciones.

2.9.1 Grupos Graduados

Un grupo graduado G es una aplicaciéon que a cada n € Z le asocia un grupo, que denotaremos
por G,. La forma més habitual de expresar un grupo graduado G es como una familia G =
{Gn}nez, siendo G,, un grupo para cada nimero entero n.

Un morfismo entre grupos graduados es una familia indexada por Z de homomorfismos de
grupos, cada uno de los cuales es un homomorfismo entre los grupos correspondientes al mismo
indice. Los grupos graduados junto con los morfismos entre ellos forman una categoria que
llamaremos Categoria de Grupos Graduados y que denotaremos por GrpGrd.

Para modelar la categoria GrpGrd pretendemos definir un TAD para los grupos graduados,
es decir, buscamos una signatura y una categoria de algebras cuya relaciéon con la categoria de
grupos graduados quede bien establecida y tenga buenas propiedades.

Una primera observacién es que pretendemos trabajar en el marco clasico de Especifica-
cién Algebraica (el desarrollado en [40] y [72], entre otros) el que, como mostraremos, resulta
suficiente para formalizar todas las estructuras de datos utilizadas en EAT, sin recurrir, por
ejemplo, a otros formalismos de orden superior (véanse como ejemplo [75], [82], [83], [19] ¥ [5]).

Una primera posibilidad es tratar de describir la signatura que se obtiene directamente
de la nocién de grupo graduado, de la misma forma que se ha hecho con la de grupo. La
diferencia entre ambas es que, en el caso que nos ocupa y en general en cualquier estructura
graduada, aparece una cantidad numerable de géneros y operaciones. Ademds, si pensamos en
especificaciones, también se tiene una cantidad numerable de axiomas.

Asi, llamamos GrpGrd a la siguiente signatura:

e ¢l conjunto de géneros es Z;
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e ¢l conjunto de operaciones es Q2 = {prd,: n n — n,inv,: n — n,unt,: — nlpeyz.

Llamamos C(GrpGrd) a la subcategoria plena de PAlg(GrpGrd) cuyos objetos son las
GrpGrd-dlgebras totales A = <{An}n€Za {prdy,,,invy ,, unt, , }neZ> verificando que, para todo
n € Z, <An, {prd, ,,invy, ,, unt, A}> es grupo. La condicién anterior se traduce en el cumpli-
miento de los siguientes axiomas:

-nel; x,y,z€A, = prd,,(prd.,(z,y),z) = prd,,(z,prd,,(y,z))
nmel;xeA, = prdy,(x,unt,, (%)) =prd,,(unt,,(x),z) =z

-nel;reA, = prdy,(r,inv,,(x)) = prd,,(inv, ,(z),z) = unty, , (x)

Es claro que C(GrpGrd) es (isomorfa a) la categoria de Grupos Graduados.

Segun se ha explicado en el capitulo, para acercarnos a la forma en que se trabajaria con
los grupos graduados en EAT, debemos aplicar la construccién ()imp. Siguiendo la notacién
introducida en el capitulo, llamamos GrpGrd,,,, a la siguiente signatura:

o Gimp, el conjunto de géneros, estd formado por G,y = {impcrpcrd} UZ;

e ¢l conjunto de operaciones consta de Qjy, = {impprd,: UMPerperd M N — N,
LMpAnvy, : impGrpGrd n — n, impunty,: Z"ranrpGrd - n}nGZ

y, consideramos la subcategoria plena de PAlg(GrpGrd,, ) que denotamos por C(GrpGrd,,, ),

imp imp

cuyos objetos son las GrpGrd,,, -dlgebras tales que la GrpGrd-dlgebra determinada por cada

elemento del soporte correspondiente a impgrpera estd en C(GrpGrd).

Como ha quedado claro a lo largo del capitulo, nuestro interés se centra en encontrar
GrpGrd,,,,-dlgebras lo mas generales posible que, de alguna manera, recojan las GrpGrd-dlgebras
de partida, ya que es una de las formas de poder trabajar con “cualquier” grupo graduado. Por
eso, nuestro objetivo ha sido localizar objetos finales que poseen propiedades de generalidad, en
el sentido de que desde cualquier otro objeto, siempre hay un paso natural (morfismo canénico)
a ellos. A nivel teérico, hemos encontrado una familia de objetos (uno por cada conjunto de
soportes que se fije) con las caracteristicas deseadas. La descripcién que hemos dado de cada
uno de estos objetos tiene como soporte para el género impy, un conjunto de tuplas de funciones,
cada una de las cuales estd formada por tantas funciones como operadores tenga la signatura de
partida. Ahora bien, la nocién de tupla lleva consigo el poseer un nimero finito de componentes,
asi que, en el caso de una signatura con infinitas operaciones como la que ahora nos ocupa, la
expresion del objeto final no vendria dada por tuplas sino por un producto infinito de espacios
de funciones. Continuar el estudio por esta via lleva consigo el trabajar con productos infinitos
lo que, algebraicamente, no supone problema alguno. Sin embargo, el problema se plantea al
intentar reproducirlo en las implementaciones, donde encontramos dificultades por la infinitud.
En particular, ya en la maquina, nos encontrariamos con el problema de dar la representacién
natural en Lisp del objeto final. (Las estructuras apropiadas para la representacién de produc-
tos de espacios de funciones son registros, y éstos tienen un nimero finito de campos.) Asi,
optamos por no continuar por esta via nuestro estudio de los grupos graduados, siendo que,
ademas, no es asi como se trabaja con ellos en EAT.

Pensando en alternativas para especificar las estructuras graduadas, podemos ver que lo
que si hay es una especie de “patrén” comun a todas ellas. Esto sugiere que una posibilidad
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serfa admitir variables de género (también de operaciones y de axiomas), es decir, variables que
cuantificasen el conjunto de los géneros (en las especificaciones habituales se admiten variables
pero que se refieren a elementos de los soportes). Hacerlo asi supone un cambio de paradigma
ya que estarfamos saliéndonos de la Especificacién Algebraica clasica, marco que no queremos
abandonar, por lo que tampoco abordamos el andlisis por esta via ([75], [82], [83], [19] y [5] son
ejemplos de trabajos no enmarcados en la Especificacién Algebraica clésica).

Nos planteamos la cuestién de por qué este ejemplo es diferente de los vistos hasta aqui. La
principal diferencia estd en que en los ejemplos tratados hasta ahora aparecen como nociones
esenciales la de elemento y la de operacion entre elementos, y la Especificacién Algebraica clasica
es una buena herramienta para modelar las estructuras que provienen del Algebra Universal,
basadas fundamentalmente en dichas nociones. Sin embargo, no puede decirse, en rigor, que un
grupo graduado posea elementos ni operaciones: se trata de una funcion, y son los elementos
de la imagen los que son grupos (son éstos los que constan de elementos y operaciones entre
ellos). Vamos ahora a intentar aproximarnos a la nocién de grupo graduado de las Matematicas
utilizando signaturas que posean solo un nimero finito de géneros y de operaciones. Para ello,
vamos a considerar un género que denotamos por elm. La idea intuitiva es que en el soporte
correspondiente a elm se encuentren todos los elementos de cada uno de los grupos de los que
consta el grupo graduado. Aunque un grupo graduado no posee operaciones, en cada uno de
los grupos que lo componen si hay operaciones, asi en la signatura que vamos a considerar
incluimos tres operaciones que abstraen las operaciones internas en cada uno de los grupos. La
parcialidad permitird utilizar esta representacién en el caso del producto, pero en el caso del
elemento neutro, serd necesario distinguir el de cada uno de los grupos, por lo que deberemos
asociar cada uno con un entero (su grado).

Concretando, consideramos la signatura que denotamos por GG, compuesta por dos géneros,
uno que llamamos elm, y otro asociado a la graduacion del grupo que denotamos por int, con
las siguientes operaciones:

gprd : elm elm — elm
ginv . elm — elm
gunt int — elm

Con las operaciones anteriores pretendemos recoger las operaciones internas en cada grupo,
es decir:

— el producto de dos elementos pertenecientes al mismo grupo;
— el inverso de los elementos en un grupo;

— vy, por ultimo, una operacién constante que es el cédlculo del elemento neutro en cada
grupo.

Para obtener una categoria de algebras que corresponda con la categoria de grupos gradua-
dos, es claro que no debemos considerar todas las GG-algebras. Consideramos una subcategoria
de PAlg(GG) que denominamos C(GG) y que se define como la subcategoria de PAlg(GG) con
objetos las GG-algebras A que verifican las siguientes condiciones:

i) El soporte para el género int es Z.
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i1) Existe un predicado grados C 7Z x Agyy. La pertenencia de un par (z,n) a grado se
interpreta diciendo que x es considerado de grado n. Esta relacién serd denotada por
grado(z,n) en lo que sigue.

i7i) La funcién gprdy es parcial con dominio de definicién:

Def(gprds) = {(:U,y) € Aeim X Aetmn, | In € Z con gradoa(x,n) y gradoa(y, n)}

iv) Las funciones ginva y gunt4 son totales.

v) Las operaciones tienen que ser compatibles con el predicado grados. Es decir, debe
verificarse lo siguiente:

- para cada n € Z se tiene que gradoa(gunta(n),n);

- para cada x € Ay, y cada n € Z tales que grados(x,n), se tiene que
grado(ginva(x),n);

- para cada par x,y € Agy, y cada n € Z tales que gradoa(xz,n) y gradoa(y,n), se
tiene que gradoa(gprda(z,y),n).

vi) En cada grado lo que se quiere representar es un grupo, por tanto debe verificarse que,
para cada n € Z, el conjunto X, = {x € Aeim | gradoa(z, n)}, junto con las operaciones
gprdalx,xx,, ginvalx, y guntalg,y debe ser un grupo. Es decir, debe cumplirse lo
siguiente:

- para cada terna x,y,z € Agm y cada n € Z con grados(x,n), gradoa(y,n) y
gradoa(z,n), se tiene que gprda(gprda(z,y),z) = gprda(x, gprda(y, z));

- para cada x € Ay, y cada n € Z tales que grados(x,n), se tiene que
gprda(z, gunta(n)) = gprda(gunta(n),z) = x;

- para cada x € Agy, y cada n € Z tales que grados(z,n), se tiene que
gprda(z, ginva(x)) = gprda(ginva(z), z) = gunt(n).

Como morfismos de C(GG) consideramos aquellos que son la identidad sobre Z y que respetan
el grado de los elementos.

Estudiamos la relacién entre la categoria de grupos graduados, GrpGrd, y la categoria C(GG).

Cada objeto de C(GG) determina de manera natural un grupo graduado. Si A =
(Acim, Z,{(gprda, Def(gprda)), (ginva, Aem), (gunta,Z)}) es objeto de C(GG), A determina
el grupo graduado G = {Gp}nez siendo, para cada n € Z, G, = (X, {prda,, inva,,, untc, })
el grupo sobre el conjunto X,, = {z € A | gradoa(z,n)} con las operaciones definidas
de forma inmediata a partir de las de A. La propiedad recogida en vi) garantiza que, para
todo n € Z, G, es grupo. Como ademds, mediante la restriccién a cada grupo, los morfismos
entre objetos de C(GG) inducen morfismos entre grupos graduados, lo anterior define un funtor
H: C(GG) — GrpGrd.

Sin embargo, no es tan claro cémo determinar, a partir de un grupo graduado, un algebra
de C(GG). Nos planteamos en primer lugar, cémo determinar el soporte para el género elm. En
este sentido, parece natural considerar el conjunto unién de los elementos de todos los grupos,
y tomarlo como soporte para el género elm. Asi, no solo podemos asegurar la existencia de
un predicado grado, sino que incluso podemos definirlo: un elemento del soporte asociado a
elm es de grado n si y solo si el elemento estd en el grupo cuyo indice es n. Sin embargo,
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la definicién de las operaciones nos puede plantear problemas. Mostramos a continuacién un
ejemplo en el que se puede definir, tal y como acabamos de describir, un objeto de C(GG) a partir
de un grupo graduado. Consideramos el grupo graduado formado por copias de Z, {Z},ez. La
GG-algebra A de C(GG) determinada a partir del grupo graduado anterior tal y como se acaba de
explicar, es la que tiene a Z como soporte para elm y como predicado grado, al mayor de los
posibles, es decir, cualquier elemento de Z puede ser considerado de cualquier grado. A partir
de esto, la definicién de las operaciones es evidente: gprda(zi,ze2) = 21 + 22, ginva(z1) == —21
y gunta(n) := 0, para todo z1,z2,n € Z. En este caso, las operaciones de los grupos del grupo
graduado son iguales para todos los n € Z, lo que hace que la definicién anterior sea correcta.
Sin embargo, puede ocurrir que las operaciones no estén definidas de forma compatible sobre
elementos que puedan ser considerados de més de un grado, por lo que lo que se determina del
modo anterior no siempre es un algebra de C(GG).

Una forma de solucionar lo anterior es tomar como soporte para elm la unién disjunta
de los conjuntos base de todos los grupos. Asi, tomamos como soporte para elm el conjunto
Unez({n} x Xy,), siendo X, el conjunto base del grupo Gy, para cada n € Z. Los elementos
del conjunto anterior los expresaremos como pares < n,x >conn € Zy x € X,. El predicado
grado se define del siguiente modo: grados(< n,z >,i) si y solo si i = n. Es claro que, en este
caso, el predicado grado puede verse como una funcién gradoa: Acym — Z.

Por ejemplo, volviendo al grupo graduado {Z},cz, construimos un &lgebra B de C(GG)
tomando como soporte para elm el conjunto Z x Z (biyectivo con la unién disjunta de los
conjuntos base de los grupos), siendo la primera componente la que determina el grado del
elemento de la segunda. Las operaciones se definen naturalmente.

La observacién esencial en lo anterior es que si el predicado grado de una GG-algebra define
una funcion grado: elm — int, entonces el soporte A, puede verse como la unién disjunta
L7 grado! (n) siendo, para cadan € Z, grado,*(n) el conjunto preimagen de n por la funcién
grado. Esto va a dar una clase de GG-algebras que se puede identificar con los grupos graduados.

De esta forma podemos considerar otra categoria que denominamos c (GG) y cuyos objetos
se diferencian esencialmente de los de C(GG) en la existencia de una funcién grado (en lugar
de un predicado), lo que lleva consigo la modificacién de algunas de las condiciones exigidas a
las algebras de C(GG). Asi, las condiciones que se exigen a una GG-algebra A de C(GG) son las
siguientes:

i) El soporte para el género int es Z.
i7") Existe una funcién gradoa: Aem — Z que calcula el grado de cada elemento de Aejp,.

i7i') El dominio de definicién de la funcién gprda es el siguiente:
Def(gprda) = {(z,y) € Acm X Aam | gradoa(z) = gradoa(y)}

iv) Las funciones ginvg y gunt 4 son totales.

v") La funcién gradoy tiene que ser compatible con las operaciones, es decir, debe verificar
lo siguiente:

- para cada n € Z, gradoa(gunta(n)) = n;

- para cada x € Ag, v cada n € Z tales que gradoas(x) = n, se tiene que
grado(ginva(x)) = n;
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- para cada par z,y € Ay, v cada n € Z tales que gradoa(z) = n'y gradoa(y) = n,
se tiene que gradoa(gprda(z,y)) = n.

vi’) En cada grado debe tenerse un grupo, por tanto debe verificarse que, para cada n € Z,
el conjunto X,, = {ZL‘ € Aam | gradoa(z) = n}, junto con las operaciones gprdalx, xx,,
ginvalx, y guntalg,) debe tener estructura de grupo, es decir, deben verificarse las si-
guientes condiciones:

- para cada terna x,y, z € Agy, v cada n € Z tales que gradoa(z) = n, gradoa(y) =n
y gradoa(z) = n, se tiene que gprda(gprda(z,y),z) = gprda(z, gprda(y, 2));

- para cada x € Ag,, v cada n € Z tales que gradoa(xz) = n, se tiene que
gprda(z, gunta(n)) = gprda(gunta(n),z) = x;
- para cada x € Agy, v cada n € Z tales que gradoa(x) = n, se tiene que

gprda(z, ginva(x)) = gprda(ginva(z), x) = gunt4(n).

Como ya se ha comentado, la existencia de la funcién grados da una descomposicién de
Agpn como la unién disjunta con indices en Z de las preimédgenes de dicha funcién. Asi, sin
perder generalidad, siempre usaremos descripciones de Ay, como unién disjunta con indices
en Z, pudiendo tomar distintas representaciones para ésta. Respecto de los morfismos, basta
imponer que sean la identidad sobre Z, ya que, en este caso, esto garantiza que conservan el
grado.

Observar que todo objeto de C(GG) es también objeto de C(GG) (toda funcién define un
predicado) y, por tanto, que cada objeto de C(GG) determina un grupo graduado. Abusando de
notacion, volvemos a denotar por H a la restriccién a C(GG) del funtor definido con anterioridad,
es decir, consideramos el funtor H: C(GG) — GrpGrd.

Inversamente, cada grupo graduado determina un algebra de é(GG) y cada morfis-
mo entre grupos graduados induce un morfismo en é(GG). Formalmente, esto correspon-
de a la existencia de un funtor L: GrpGrd — C(GG) que asocia, a cada grupo gradua-
do G = {Gp}nez con G = (X, {prdn,inv,,unt,}), una GG-dlgebra L(G) := A, siendo
A = <Aelm,Z,{(gprdA,Def(gprdA)),(ginvA,Aelm)j(guntA,Z)D la GG-dlgebra definida por:
Aeim = UneZ({n} X Xn)> Def(ngdA) = {(< n,r >, <m,y >) € Acim X Aeim | n= m} y con
operaciones gprda(< n,z >, < n,y >) =< n,prd,(x,y) >, ginva(< n,x >) =< n,inv,(z) >
y gunta(n) :=< n,unt,(x) >. Con la definicién anterior no solo estd asegurada la existen-
cia de una funcién gradoy, sino que podemos definirla; gradoa(< n,x >) := n, para todo
< n,x >E€ Agm. Asi, A verifica las condiciones recogidas en vi).

Los funtores H y L definen una equivalencia de categorias entre é(GG) y la categoria de
grupos graduados, por lo que podemos establecer que ambas categorias tienen el mismo poder
expresivo.

Lo anterior nos lleva a considerar el TAD T = <GG7 c (GG)> que, por la equivalencia anterior,
denominamos TAD de los Grupos Graduados.

Es importante senalar que en todo el capitulo hemos trabajado con signaturas y no con
especificaciones y para obtener una subcategoria de algebras lo hemos hecho exigiendo pro-
piedades a las élgebras (es decir, estamos utilizando una aproximacién seméantica basada en
modelos; ver en preliminares, pagina 27, los distintos tipos de aproximaciones semanticas). En
este ejemplo concreto puede verse que realmente es indistinto trabajar como lo hemos hecho
o mediante el establecimiento de axiomas, ya que todas las condiciones exigidas pueden escri-
birse axiomaticamente. Para trabajar axiomaticamente en este caso, el marco adecuado seria
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el marco oculto ya que el hecho de fijar Z como conjunto soporte para el género int tiene una
interpretaciéon clara en el marco oculto: fijar el dlgebra de datos. La interpretaciéon en el marco
clésico de especificacién no es tan clara.

Fl siguiente paso es considerar el TAD %Gimp = <GGimp,(? (GGimp)>. Para ello, construimos
en primer lugar la signatura GG;,,, que ademds de los géneros int y elm de la signatura GG,
incluye un nuevo género impge. Las operaciones son las siguientes:

tmpgprd :  impge elm elm — elm
impginv  :  impge elm — elm
impgunt :  impg int — elm

Por su parte, C(GGjpp) serd la subcategoria plena de PAlg(GGipp) con objetos
las GGjpp-dlgebras A = <Aimpcc7 Aeim, Z, {(impgprda, Def(impgprda)), (impginva,
Def(impginvya)), (impguntya, Def(impﬁguntA))}% tales que, para todo a € Ajmpe, la
GG-dlgebra A, = <Aelm, Z, {(impgprda(a,—), Def(impgprda(a,—))), (impginva(a,—),
Def(impginva(a,—))), (impgunta(a,—), Def(impgunta(a,—)))}) esté en C(GG). Teniendo
en cuenta que cada elemento de C(GG) determina un grupo graduado, cada objeto de C (GGimp)
representa a una familia indexada de grupos graduados.

Como se ha visto en el desarrollo tedrico realizado, para obtener GG;,,-algebras con buenas
propiedades de generalidad es necesario fijar los soportes correspondientes a los géneros de la
signatura GG. Desde el punto de vista practico, fijar los soportes viene motivado por el hecho de
necesitar un patrén comin para los elementos de todas las estructuras que van a manipularse,
ya que hay que poder aplicarles determinadas operaciones por lo que los elementos deberan
tener un aspecto “sintactico” parecido. Por ello, fijamos un universo U suficientemente rico y
restringimos las categorfas C (GG) y GrpGrd tomando los soportes de las algebras y los conjuntos
base de los grupos dentro de Y. En este caso particular, fijar el soporte para elm supone elegir
una representacion para una reunién disjunta con indices en Z. Para hacer esto explicito los
elementos del soporte de género elm siempre los escribiremos como pares < n,x > con n € Z,
siendo la funcién grado la proyeccion en la primera componente. Asi, bastard con senialar un
conjunto D, de forma que el soporte sea un conjunto de la forma Z x D y considerar funciones
parciales. Asi, la definicién de la funcién grado serd grado(< m,x >) := n, para todo par
< n,x > del soporte.

Sin embargo, una forma habitual de trabajar consiste en no fijar un conjunto como soporte,
sino generar los elementos de A, a partir de determinados elementos bésicos. De hecho, es
asi como realmente se trabaja en EAT. Dicho de otro modo, conviene contemplar el soporte
para elm como un &algebra inicial para alguna signatura concreta. Las operaciones necesarias
para generar los elementos de los soportes de la signatura de partida que deben fijarse, no son
operaciones de las estructuras algebraicas a manipular, por lo que, desde el punto de vista
de las Especificaciones Ocultas, son operaciones visibles. Esta es una de las causas por las
que pueden aparecer operaciones visibles, la necesidad de generar los elementos de los soportes
correspondientes a los géneros visibles, es decir, los elementos del dlgebra de datos.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos concretos de GGjy,p-dlgebras. Comenzamos
por fijar el soporte correspondiente a elm, que serd de la forma Z x D. Tomamos D = Z.
Siguiendo la misma notacién que en el resto del capitulo, denotamos por CZXZ(GGimp) a la
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subcategorfa plena de C (GGimyp) cuyos objetos tienen a Z x Z como soporte para el género elm
y con funcién grado la proyeccién en la primera componente. Vamos a dar algunas algebras de
C?%%(GGjpnp). Todos los ejemplos que mostramos a continuacién tienen a N como soporte para
el género distinguido tmpgg:

1)

3)

Definimos una GGj,,-algebra que representa a una familia de grupos graduados, todos
ellos distintos, pero de forma que cada grupo graduado se compone del mismo grupo en
todos los grados. Consideramos la GG;,,-dlgebra A con operaciones definidas del siguiente
modo:

campgprda: N x (Z x Z) x (Z x Z) — Z x Z funcién parcial con dominio
Def(impgprds) = {(n,< 1,21 >, < i, >) ENX(ZXZ) X (ZXZ) | i1 = iQ}
definida por impgprda(n,< i,z1 >,< i,z9 >):= < i,z1 + 3 — n >, para todo
(n,<i,x1 >,<i,x9>) € Def(impgprda);

ampginvga: N x (Z x 7Z) — Z x Z funcién total definida por
impginva(n ,< i,x >):=< i,2xn—x>, e

- impgunts: N x Z — Z x 7 funcién total definida por imp gunta(n,i) :=<i,n >.

La GGjy,p-algebra A estd en CNZXZ(GGimp) y representa a la familia de grupos gradua-
dos {A,}neny donde, para cada n € N, A, es un grupo graduado isomorfo al for-
mado por copias del grupo trasladado de Z, Z", es decir, A, = {Z "}icz, siendo

7 = <Z, {prdn,mvn,untn}> con prd,(zi,z2) := z1 + 22 — n, inv,(z1) = 2% n — 21
y unt,(*) := n, para todo z1, 29 € Z.

La GGjjpp-algebra B que definimos a continuacién representa a la familia de grupos gra-
duados indexada por los naturales en la que cada elemento de la familia es un grupo
graduado isomorfo a B, = {Zﬂ}iez, por tanto, la familia estd formada por un tnico
grupo graduado. Las operaciones de B se definen como sigue:

~ampgprdg: N x (Z x Z) x (Z x Z) — Z x Z con Def(impgprdg) =
{(n,< 41,21 > ,< dg,wa >) € NX(ZXZ)x(ZxZ) | i1 =iz} definida
por impgprdg(n ,< i ,x; > ,< i ,r9 >)= < i,x] + xo — i >, para todo
(n,<i,x1 >,<i,xe >) € Def(impgprdp);

ampginvg: N x (Z x Z) — Z x Z es la funcién total definida por
impginvg(n ,< i,z >):=<1i,2%i—x >;y, por ultimo,

- impguntp: NXZ — Z X7 es la funcién total definida por imp guntp(n,i) :=<i,i >.

Definimos a continuaciéon una GGjy,p,-dlgebra que representa a una familia de grupos gra-
duados, todos ellos distintos y conteniendo grupos distintos en cada grado. Sea C' la
GG;mp-dlgebra de CPx7 (GGjmp) con las siguientes operaciones:

- impgprdc: N x (Z x Z) x (Z x Z) — Z x Z funcién parcial con Def(impgprdc) =
{(n,< i1,31 >,< dg,wg >) € Nx (Z xZ) x (ZxZ) | i1 = iy} definida
por impgprdc(n,< i,r1 >,< i,x9 >):= < i,x1 + x9 — (n + i) >, para todo
(n,< i,x1 >,< i,x9>)€E Def(impgprde);

aimpginve: N x (Z x Z) — Z x Z funcién total definida por
impginve(n ,< i ,x>) :=<1i,2x(n+1i)—x >;y, finalmente,

- impguntc: N x Z — Z x Z funcién total definida por imp guntc(n,i) :=<i,n+1i >.
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Esta GGjjp-dlgebra representa a la familia de grupos graduados {Cy, },en siendo, para cada
(n+1)

n € N, C,, un grupo graduado isomorfo al grupo graduado {Z Ve

Siguiendo la misma notacién que en el resto del capitulo, denotamos por CNZXZ’{}(GGimp) a
la subcategoria de CZ*%(GGipmp) cuyos morfismos son la identidad sobre los géneros de GG. De
acuerdo con la teoria, la categoria CZXZ’{}(GGimp) posee objeto final, objeto que denotamos por

F2ZXZ v cuya descripcién damos a continuacién:

- Como soporte para el género distinguido se toma el siguiente espacio de funciones, definido
a partir de los objetos de C(GG):
FEE = L f = (fopra: (ZXZ)X(ZXZ) — ZXZL, foinp: ZXL — LZXL, fgunt: Z — ZXZ) |

lmPGG

| {Z X< Z,Z,{(fopra» Def (fopra))s (Fginvs Z % Z), (fgunts Z)}) es objeto de C(GG) }

De esta forma el objeto de C~(GG) determinado por cada tupla de funciones f € Flzfp%c

define un grupo graduado.

- Las operaciones se definen como la evaluacién en la componente correspondiente:

cimpgprdpaxz: F2X2 x (Z x 7) x (Z x Z) — Z x 7 funcién parcial con

1mpee
Def(impgprdpaxz) = {(f,a,b) € FiiZ x (Zx Z) x (L X Z) | (a,b) € Def(fopra) }

y definida por imp gprdpzxz(f,a,b) := fepra(a,b);

- AMP GgINvpzxz : FZ%%G (Z x ) — 7 x Z funcién parcial con dominio {(f,a) €
FZZ;;LXP%G (ZxZ) | a€ Def(fgnv)} y definida por impginveaxz(f,a) == fgino(a); y,
por tultimo,

- imp.gunt pzxz Fzzfp%c X 7 — 7 x Z funcién dada por imp gunt paxz(f,n) = fgunt(n)
con De f(imp guntpzxz) = {(f,n) € Fl%fp%c XZ | n € Def(fgunt)} que, por definicién
de fyunt, coincide con E%,;;ZG X Z, por lo que la funcién imp gunt pzxz es total.

. Los morfismos candénicos en (fZXZ’{}(GGimp), desde cada una de las tres GGj,,,-algebras de
C%*%(GGimyp) que hemos dado, sobre el objeto final F2*% son, respectivamente:

1) En la componente impgg, la aplicacién h Aimpee - N — F ZXZ viene dada, para cada n € N,
por h AWIPGG( n) := frn con fr = (fn.gprd> fr,ginvs fr,gunt)s func10nes definidas por:

“ frgprd: (Z x Z) x (Z x Z) — Z x Z funcién parcial con dominio Def(fy gpra) =
{( < i1 ,21 > ,<ig,mg >) € (LXZ)x (ZXZ) | i1 =iz} y definida por
Jrgprd(< i, 01 >, < i,m0 >) =< 0,21 + T3 — N >;

- fnginv: L x Z — Z x Z funcién total dada por fp giny(< @,z >) :=<1i,2xn—x >}y,
- frgunt: Z — Z x Z funcién total definida por fy gunt(i) :=<i,n >.

2) Abreviando la notacién, la aplicacién h Bimpge - N — FZ;;Z viene dada, para cada n € N,
por hgp,,,..(n) = (< i1 + 22 —i>,<i,2%i—x>,<1d,i>). Observar que la imagen

del morfismo final es, en este caso, una tnica tupla de funciones.

3) he,, N — FZXZ yiene definida por he,

impgg 1mpee 1MmpGG (

i)—x >,<1i,n+1i>), para cadan € N.

n):=(<i,x1+xa—(n+i) >, <i,2*(n+
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Vamos a dar otros ejemplos de GGj,,-dlgebras fijando un soporte diferente para el género
elm. Tomamos el conjunto:

D= J ({n} x2")

neZ

donde, como es habitual, Z™ denota al producto cartesiano Zx " xZ. Por convenio, si n < 0,

Z"™ es un conjunto unipuntual que denotaremos por {#,}. Notar que, en principio, este soporte
no es de la forma Z x —. Una vez fijado este soporte para el género elm, tomamos como funcién
grado la funcién grado(< n,x >) := n, para todo n € Z y para todo z € Z". Denotamos por
CP(GGimyp) a la subcategorfa plena de C(GGjmp) con objetos aquellos que tienen al conjunto D
anterior como soporte para elm. Damos ahora tres ejemplos de algebras de éD(GGimp). En
todos los casos el soporte para el género impgg sera N.

1) Consideramos la GGjp,,-algebra A~con operaciones definidas en cada componente de modo
andlogo a las del dlgebra A de C2*%(GGjpyp) (definida en la pagina 97), extendiendo en
cada grado la operacién de Z a Z".

Asi tenemos un &lgebra de cP (GGimp) que representa a la familia de grupos graduados
{A, }nen donde, para cada n € N, A, es un grupo graduado isomorfo al grupo graduado
{A,i}iez siendo, A, ; = {*;}, para cada i <0,y A,; = (Z")", para cada i > 0.

2) Anélogamente definimos una GGjy,p-algebra B basada en la segunda de las algebras de
CZ*Z(GGimp) presentadas anteriormente (en la pégina 97).

Esta GGjy,p-dlgebra representa a la familia de grupos graduados indexada por los naturales
en la que cada elemento de la familia es isomorfo al grupo graduado B,, = { By, ; }ic7, siendo
B = (Z'")*sii> 0y, en otro caso, By, ; es el grupo trivial. Como puede verse, la familia
estd formada por un tnico grupo graduado.

3) De modo anélogo a la definicién de la GGjy,p-dlgebra C' (definida en la pagina 97), se define
el dlgebra que representa a la familia de grupos graduados indexada por los naturales, en
la que cada elemento de la familia es isomorfo al grupo graduado C,, = {C,, ; }ic7 siendo

—n—+1i

Cri=(Z )"sii>0y Cp; el grupo trivial, en otro caso.

La categoria ch ’{}(GGimp) tendra su correspondiente objeto final, que admitira una descrip-
cién en términos de tuplas funcionales analoga a la vista en el primer grupo de ejemplos.

En las dos categorias de GGjy,p-algebras que hemos considerado (fijando distintos soportes),
hemos tomado para el género elm un soporte definido por una unién disjunta, de forma que
cada elemento contiene una componente especifica que indica el grado al que pertenece. En
el soporte del ultimo ejemplo hay informacién redundante, en el sentido de que la informacién
que aporta la primera componente de cada elemento, realmente estd implicita en la segunda vy,
por tanto, no es necesaria. Esto corresponde formalmente a tomar como soporte para elm el
conjunto D = Z* donde Z* denota a la unién J,,c5, Z" siendo, para cada n < 1, Z" = {,}.

Evidentemente, D y D son conjuntos biyectivos, lo que da como consecuencia que las cate-
gorfas CP(GGimp) v CP(GGimp) sean isomorfas.

Asi, podemos trabajar tomando como soporte para el género distinguido de la signatura de
partida, distintas “representaciones” de la misma reunién disjunta, lo que nos permite elegir en
cada caso la que nos resulte mas comoda, ya sea tedricamente o en la maquina.
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El hecho de tener que fijar el soporte para el género elm parece, en principio, una condicién
muy rigida, ya que se fija un conjunto en el que estan los elementos de todos los grupos de
los grupos graduados representados. Entonces la cuestién que se plantea es ;jqué ocurre si se
pretenden representar familias de grupos graduados con soportes diferentes pero ademads dife-
rentes también en cada grado? Por ejemplo, jcémo representar la familia de grupos graduados
{Gp, }nen siendo, para cada n € N, G,, el grupo graduado G,, = {Z/(i+n)Z};cz ? En la familia
anterior el conjunto subyacente varia para cada grado y para cada n € N, luego, es un caso
que no queda recogido con lo desarrollado hasta ahora. En general, un grupo Z/mZ siempre se
puede “representar” sobre Z, incluso sin pasar al cociente. Hay, por lo menos, dos formas de
hacerlo:

1) Considerar como soporte todos los elementos de Z sin pasar al cociente, pero cambiando
la igualdad, es decir, identificar en cada caso aquellos elementos que interese.

2) Fijar un subconjunto de representantes canénicos (como hemos visto en el ejemplo 2.2.2).

La primera de las dos opciones tiene que ver con la representacion y con la implementacion,
va en el paso a la maquina, y la trataremos en el siguiente capitulo. La segunda opcion esta
relacionada con la parcialidad. Como hemos visto, llevaria a fijar los dominios de definicién de
los operadores de la signatura. Haria falta una parcialidad entendida en un sentido méas amplio
que lo estudiado en este capitulo. Para recoger este caso, sera necesario que los dominios de los
operadores puedan ser diferentes entre las distintas algebras de la familia. Esto se abordard en
el cuarto capitulo.

Por dltimo, vamos a ver un tipo de signatura para grupos graduados més préxima a la usada
en EAT. En este sentido, tomamos una signatura que contiene explicitamente la operacién
grado, en lugar de exigir su existencia como operador dentro de las algebras, como ocurria en
GG (hasta aqui, el grado no se ha considerado como una operacién del grupo graduado, sino
como un operador que debian poseer las dlgebras). Partimos de la signatura GG y anadimos
grado como operacién, asi obtenemos la siguiente signatura que denotamos por GG

gprd : elm elm — elm
ginv  :  elm — elm
gunt nt — elm
grado : elm — nt

Consideramos ahora una subcategoria de GG-algebras que denotamos por C(GG), formada
por las algebras A que verifican las siguientes condiciones:

i) El soporte para el género int es Z.

1) El dominio de definicién de la funcién gprd, es el siguiente:
Def(gprda) = {(x,y) € Aem X Acim | gradoa(z) = gradoa(y)}

i71) Las funciones ginva, gunt y gradoy son totales.
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iv) La funcién grado4 tiene que ser compatible con las operaciones, es decir, debe verificarse
lo siguiente:

- para cada n € Z, gradoa(gunta(n)) = n;

- para cada x* € Ag, v cada n € Z tales que grados(xz) = n, se tiene que
grado(ginvg(x)) = n;

- para cada par x,y € Agy vy cada n € Z tales que gradoa(z) = ny gradoa(y) = n,
se tiene que grado(gprda(x,y)) = n.

v) Para cada n € Z, el conjunto C, = {x € Aum | gradoa(z) = n}, junto con las
operaciones gprdalc,xc,, ginvalc, y guntaly,) tiene estructura de grupo.

Como morfismos tomamos tinicamente aquellos morfismos de GG-dlgebras que son la identidad
sobre Z.

Andlogamente a lo visto para C (GG), es claro que cada algebra de C(GG) determina un grupo
graduado y viceversa, dando lugar a otra categoria con el mismo poder expresivo que la de
grupos graduados. Consideramos el TAD Tgg = (GG,C(GG)) al que le aplicamos la operacién
()imp, es decir, consideramos la signatura GG;p,;, cuyas operaciones son las siguientes:

impgprd . impee elm elm — elm
impginv @ impge elm — elm
impgunt . impgg int — elm
impgrado :  impge elm — int

y nos restringimos a la correspondiente subcategoria de PAlg(GGipmp), que denotamos por
C(GGjmp) cuyos objetos son las GGjp,,-dlgebras tales que, cada elemento del soporte del género
impgg define un dlgebra de C(GG) y con morfismos identidad sobre Z. Asi{ queda definido el
TAD T@imp = (@imp,c (@imp)>.

El hecho de que las interpretaciones de la operacién grado deban ser totales, hacen que,
de nuevo, el soporte para elm pueda siempre ser considerado como una representaciéon de la
unién disjunta de las preimégenes de la funciéon grado. Por ello, podemos siempre tomar como
soporte para elm un conjunto de la forma Z x D y con ello, dar por fijada la interpretacion
de la operacién imp grado (proyeccién sobre la primera componente del elemento). Si A es un
algebra de C(GGjy,p) con soporte Z x D para elm, entonces imp gradoa: Aimpe X (Z x D) — Z
se define por imp gradoa(a, < i,d >) := i, para algunos a € Ajy,, para todo i € Z y para todo
d € D. Como puede verse en este caso, la definicion de la operacién imp grados no depende
del primer argumento, es decir, podemos verla como una funcién impgradoa: (Z x D) — Z,
funcién cuya definicién es fija una vez determinado el soporte para elm. Por tanto, estamos
en la misma situacién que en el caso de no incluir la operacién grado en la signatura. Luego,
las dos signaturas vistas para los grupos graduados, GG y GG, nos conducen en la practica a
situaciones equivalentes (el grado puede ser o no una componente explicita del elemento).

Desde el punto de vista de las Especificaciones Ocultas, la interpretacion de lo anterior es
que la operacion imp.grado es una operacion visible, no depende del género impge. Esto nos
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lleva a ver una segunda razon por la que podemos encontrarnos operaciones visibles en una
signatura del tipo imp: operaciones que no dependan del primer argumento.

Antes de finalizar el ejemplo, sefialar que, ademés de tratar en él el tema de la graduacién,
ha dado lugar a que aparezcan otras cuestiones que creemos merece la pena destacar:

e Hemos visto dos razones por las que en una signatura pueden aparecer operaciones visibles:

- Una es la necesidad de generar los elementos del dlgebra de datos, ya que lo natural
es construirla a partir de una signatura, tomando como algebra de datos el algebra
inicial.

- La otra es la aparicién en la signatura de operaciones que, al fijar los soportes para
los géneros de la signatura de partida, no dependen del género distinguido. En ese
caso su interpretacion esta determinada por la eleccién de los soportes y es fija para
todas las dlgebras con esos soportes.

e A lo largo de todo el capitulo, hemos trabajado con una aproximacién seméantica basada
en modelos, es decir, hemos trabajado con signaturas y la forma de restringir la categoria
de &algebras ha sido imponiendo condiciones a éstas, de modo que no hemos utilizado
explicitamente axiomas. Sin embargo, hemos mostrado que en el caso tratado en el
ejemplo, es indistinto hacerlo asi o anadiendo axiomas a la signatura.

e Hasta donde hemos llegado con el ejemplo no cubrimos todos los casos. Como ya hemos
comentado, serd necesario enriquecer lo que entendemos por “representacién” de las es-
tructuras para poder cubrirlos. Esto tiene que ver con el paso de las algebras a la maquina
y de ello nos ocuparemos en los préximos capitulos.

2.9.2 Conjuntos Simpliciales

Un conjunto simplicial K es un conjunto graduado indexado por los enteros no negativos,
K = {K"}en, junto con dos familias de funciones

. 5?:K"—>K"‘1,paran>0ei:0,...,n

-t K" — K" paran>0ei=0,...,n

que satisfacen las siguientes identidades:

spton = orTlersioi<y,
+1 _ +1 . . .

it = it is

5n+1 no__ ”_15n 1 1 ]

i M= M9 SLo1<),
n+l n s . o n+1_n

53‘ ny = identidad = (5j+1 155

5?“77;-1 = 77?_15{11 sioi>j+1
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A los elementos de K™ se les denomina simplices de dimension n o n-simplices de K. A las
funciones ¢/ se les denomina operadores cara'y a las 1] operadores de degeneracién. Un simplice
que se encuentra en la imagen de un operador de degeneracién se denomina simplice degenerado
y, en otro caso, simplice geométrico o no degenerado. Obviamente, esta nomenclatura indica el
origen geométrico (topolégico) de todas estas nociones.

Si K y L son conjuntos simpliciales, un morfismo f: K — L entre ellos es una familia
de aplicaciones n. K" — L™ entre los conjuntos correspondientes al mismo grado que
’ neNy
conmutan con los operadores cara y degeneracién, es decir, verifican

- frs; = 6;f", para todon >0y todo i = 0,...,n.

- ftHln; = nf*, paratodon >0y todoi=0,...,n.

Los libros [78] y [73] son referencias en las que se trabaja con objetos simpliciales y en las que
pueden encontrarse las definiciones anteriores sobre conjuntos simpliciales, asi como un estudio
mas detallado de éstos.

Los conjuntos simpliciales junto con los morfismos entre ellos forman una categoria que
denominamos Categoria de Conjuntos Simpliciales y que denotamos por CSimp. La estructura
conjunto simplicial es una de las fundamentales en Topologia Algebraica ya que proporciona
modelos combinatorios (discretos) de espacios topolégicos y de objetos geométricos. Por ello,
es util en todo lo que tiene que ver con calculos de invariantes, en particular, también es
fundamental a la hora de simular en la méquina el trabajo con espacios topoldgicos.

Por ejemplo, un tetraedro puede venir representado por el siguiente conjunto simplicial:

- en dimensién 0, los vértices (v0), (v1), (v2), (v3) son 0-simplices;
- en dimensién 1, las aristas: (v0,v1), (v0,v2), (v0,v3), (v1,v2), (vl,v3), (v2,v3);
- en dimensién 2, las caras: (v0,v1,v2), (v0,v1,v3), (v0,v2,v3), (v1,v2, v3);

- en dimensién 3, el propio tetraedro (v0,v1,v2,v3).

Los objetos anteriores, que tienen interpretacién geométrica, seran los simplices geométricos.
A partir de los objetos anteriores, para reconstruir totalmente el tetraedro hace falta establecer
como esos simplices estan relacionados entre si. Es ahi donde aparecen los operadores cara y
degeneracién. En este caso concreto, un operador 4;' actua eliminando el vértice que ocupa la
posicion ¢ — 1 en la lista sobre la que trabaja, mientras que cada operador 7;* duplica el vértice
que ocupa la posiciéon ¢ — 1. Notar que los simplices obtenidos por aplicacién de operadores
de degeneracién no tienen significado geométrico. En el ejemplo se ve bien la idea geométrica
intuitiva de la nocién de cara: un simplice de dimensién n tiene n 4+ 1 caras, cada una de las
cuales se obtiene eliminando un vértice.

Nuesto objetivo es modelar la categoria CSimp y para ello, vamos a definir un TAD que
la aproxime. En [66] publicamos un estudio de este caso aunque con menos detalle. Asi, se
trata de obtener una representacion para los conjuntos simpliciales a partir de una signatura
y una adecuada categoria de algebras. Teniendo en cuenta que un conjunto simplicial tiene
como base un conjunto graduado, podemos pensar en una signatura del tipo de la que hemos
considerado para los grupos graduados, es decir, una signatura que posea un género con el
que representar todos los simplices del conjunto simplicial (todos los simplices van a vivir
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juntos), y otro género asociado a la graduacién. A estos géneros los denotaremos smp y nat,
respectivamente. Un conjunto simplicial no posee operaciones propiamente dichas, sin embargo,
lo que si hay son operaciones entre los conjuntos correspondientes a grados consecutivos. Una
forma de representar lo anterior, tal y como se ha hecho en el ejemplo de los grupos graduados,
consiste en considerar las dos operaciones siguientes:

— operacién que calcula la cara i-ésima de un simplice; tiene como argumentos: el indice de
la cara a calcular, la dimensién del simplice y el simplice en si;
— operacién que calcula la i-ésima degeneracién de un simplice; tiene como argumentos: el

indice de la degeneracion, la dimensién del simplice y el simplice en si.

Gréaficamente, la idea consiste en disponer de un tdnico § y un unico 7, pasando a ser el
subindice y el superindice argumentos de estos operadores. Con todo esto, llamamos CS a la
siguiente signatura, con la que pretendemos “representar” conjuntos simpliciales:

6 : nat nat smp — smp

n nat nat smp — SMp

Obviamente, no toda CS-dlgebra representa a un conjunto simplicial. Para definir nuestro
TAD de los conjuntos simpliciales nos restringimos a una subcategoria de CS-algebras. Llama-
mos C(CS) a la subcategoria de PAlg(CS) cuyos objetos son las dlgebras A que verifican las
siguientes condiciones:

i) El conjunto soporte para el género nat es N.

i1) Existe una funcién total dima: Agnp — N, que asocia a cada elemento de Ay, una

dimension.
iii) Def(6a) = {(i,n,2) ENXNx Agp, | 0<i<n, n>0, dima(z) =n}
iv) Def(na) = {(i,n,2) ENXNX Agpp | 0<i<n, n>0, dima(z) =n}

v) Las operaciones tienen que ser compatibles con la funcién dim 4. Es decir, debe verificarse
lo siguiente:

- toda terna (i,n,z) € Def(da) con dimy(x) = n cumple que dims(d4(i,n,x)) =
n — 1;

- toda terna (i,m,z) € Def(na) con dimy(x) = n cumple que dima(na(i,n,z)) =
n+ 1.

vi) La CS-dlgebra A verifica las identidades exigidas a los conjuntos simpliciales, identidades
que pueden describirse del siguiente modo:

- para cada & € Agyy con dimy(xz) =ny cada par i,j € Ntal quei,j <nei<j,se
tiene que d4(i,n —1,04(j4,n,x)) = da(j — L,n —1,04(i,n, x));

- para cada & € Agyy con dimy(xz) =ny cada par i,j € Ntal quei,j <nei<j,se
tiene que na(i,n + 1,m4(j,n,2)) = na(j + 1,n + 1,na(t, n, 2));
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- para cada x € Agpy con dima(z) =ny cada par i,j € N tales que 4,5 <nei<j,
se tiene que d4(i,n + L,na(j,n.2)) = na(j — Lin — 1,84(i, n,2));

- para cada © € Agnp con dimy(x) = ny cada j € N con j < n, se tiene que
5A(j7n+ LnA(janvm)) = 514(] +1Ln+ 177’A(j7n7$)) =T

- para cada z € Agyp condima(x) =nycadapari,j € Ntalquei <n+1lei>j+1,
se tiene que 5A(i7n + 1777A(j7 n7$)) = 77A(j7n - 17514(Z - 17”7 .CC))

Como morfismos en C(CS) tomamos aquellos morfismos de CS-algebras que son la identidad
sobre N. Observar que si f: A — B es un morfismo entre algebras de C(CS) que es la identidad
sobre el género nat, entonces f respeta las dimensiones, es decir, si a € Agpy,, con dimy(a) = n,
entonces dimp(fsmp(a)) = n.

Funtores similares a los definidos para grupos graduados inducen una equivalencia entre
las categorias C(CS) y CSimp. En este ejemplo, la funcién dim juega el mismo papel que la
funcién grado en el caso de los grupos graduados y su existencia es la que permite establecer
dicha equivalencia.

Consideramos T¢g = <CS,C (CS)>, al que denominamos TAD de los Conjuntos Simpliciales.

Aplicandole la operacién ()imp obtenemos el TAD Tcs,,,, = <CSimp,C (CSimp)>, donde CSjpy
es la signatura con géneros nat, smp e tmpcs y con operaciones

impd :  impes nat nat smp — smp

mtmpn ¢ impes nat nat smp —  smp

C(CSimp) es la subcategoria plena de PAlg(CS;yp) con objetos las CSjpp-dlgebras A =
(Aimpess Asmps N, {(impda, Def(impba)), (impna, Def(impna))}), tales que, para todo
a € Aimps, la CS-dlgebra A, = <Asmp,N, {impdala,—,—,—), Def(impdala,—,—,—))),
(impna(a,—,—,—), Def(impda(a,—,—,—)))}) estd en C(CS).

Al igual que en lo anterior, cada objeto de la categoria C(CSjy,p) sera visto como una familia
indexada de conjuntos simpliciales.

Se dan a continuacién algunos ejemplos de CS;yy,,-adlgebras. El primero de ellos va a modelar a
una familia de complejos simpliciales. Un complejo simplicial K es un subconjunto de las partes
finitas de un conjunto dado, de forma que K es cerrado por la formacion de subconjuntos
no vacios. Es decir, si un subconjunto z pertenece a un complejo simplicial K, todos los
subconjuntos no vacios de x también pertenecen a K. Asi, un complejo simplicial se construye
a partir de un conjunto dado, a cuyos elementos se les denomina vértices. Si en el conjunto
de vértices hay definida una relaciéon de orden, entonces hablaremos de complejo simplicial
ordenado.

A partir de un complejo simplicial ordenado se define de modo natural un conjunto simplicial.
La idea consiste en tomar como n-simplices las listas ordenadas de forma no decreciente con
exactamente n + 1 vértices. En este caso, todos los subconjuntos de un n-simplice dan lugar a
sfmplices de la dimension correspondiente. Sin entrar en detalles, los operadores cara eliminan
un elemento y los de degeneracién lo anaden (duplicdndolo). En realidad, una forma adecuada
de representar cada simplice de un complejo simplicial ordenado es mediante una lista ordenada
de vértices.
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Un ejemplo de complejo simplicial ordenado es el simplice estdndar de dimensién n, denotado
en la literatura por A™. Sus vértices son los naturales entre 0 y n. Un simplice en una dimensién
k, con k > 0, es una lista ordenada con exactamente k + 1 naturales entre 0 y n. El operador
degeneracién i-ésimo duplica el elemento que ocupa la posicién ¢ + 1 en la lista, sea en la
dimension que sea. El operador cara i-ésima elimina el elemento que ocupa la posiciéon i + 1.
Notar que la diferencia entre simplices degenerados y simplices geométricos esta en contener o
no elementos repetidos. Asi, el tetraedro definido anteriormente es la versién conjunto simplicial
de A3,

Se puede representar la familia de complejos simpliciales {A™},,cny por medio de la
CSimp-algebra A que definimos a continuacién. Tomamos como soporte para el género smp el
conjunto Agy,, formado por las listas no decrecientes y no vacias de enteros no negativos y el
conjunto N como soporte en A para el género impes. Las operaciones vienen dadas por:

—impoa: N x N x N x Agpp — Agyp funcién parcial con dominio Def(impda) =
{(m,i,n,(j1,. .- jnt1) €E NXNXNxXxAgpp | i <n,n>0y0<j <0 <
Jn+1 < m} definida por impﬁéA(m,i,n, (jl,...jn+1)) = (J1y- vy JisJit2s -y Jn+1), Da-
ra cada (m,i, n, (j1,- - -jn+1)) € Def(impda);

—impna: N X N x N x Agy,p, — Agyp funcién parcial con dominio Def(impna) =
{(m,i,n, (j1,- . jns1) ENXNXNX Ay | i<n, n>0y0<j; < v < gy <m}
definida por impna (m, i,n, (j1,.- .jn+1)) = (J1,- -+, Jis Jit1s Jit1s- -, Jn+1), Dara cada
(m,i,n, (J1,- - .jn+1)) € Def(impna).

Notar que la CS;p,-dlgebra A no es un objeto de la categoria C(CSjy,p). En efecto, dado
un m € N, la correspondiente CS-algebra A, que se obtiene al fijar m en cada operacién, no
estd en C(CS). Notar que los dominios de definicién de las operaciones de A,, no satisfacen
las condiciones para estar en C(CS), ya que aparece una dependencia del primer argumento (de
m). El motivo es que estamos intentando representar una familia de conjuntos simpliciales con
soportes diferentes pero ademads distintos en cada dimensién.

Vamos a ver qué ocurre con otra representaciéon, en principio bastante diferente, de la familia
{A™},en. Consideramos el complejo simplicial ordenado con vértices N, que denotamos por
A (todo multiconjunto finito es un simplice). Podemos representar A*° como la CS-algebra
que tiene como soporte para smp el conjunto de listas no decrecientes (y no vacias) de naturales
(siendo los simplices no degenerados aquellas listas estrictamente crecientes) y de forma que
una lista de longitud [ + 1 es un simplice de dimensién [, para cualquier ! € N. Los operadores
degeneracién y cara son la extensiéon natural de los de A¥, con k finito. Para cada m € N,
A™ C A% asi podemos tomar como representaciéon de la familia de conjuntos simpliciales
{A"}hen & {A®}nen, ya que dado un simplice cualquiera de A* y dado un natural m,
sabemos si es o no simplice de A™. La familia {A"™},,cn puede describirse como CSyy,-dlgebra
mediante una pequena variacién del algebra A del ejemplo anterior, bastaria con eliminar las
condiciones sobre el argumento m en los dominios de definicién de los operadores. Parece que
con esto hemos solucionado el problema que tenia A. Sin embargo, esto no es asi, para que fuera
realmente una representacién de la familia anterior, deberiamos poder considerar solamente los
simplices que interesan en cada caso, pero teniendo en cuenta que el dominio de definicién esta
determinado, esto no es posible.

Lo anterior parece conducirnos a que la construccién que tenemos es demasiado rigida,
solo permite considerar CS;y,,-dlgebras en las que los dominios de definicién de sus operaciones
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factoricen en la componente asociada al género que se utiliza para indexar a las algebras de la
familia. Sin embargo, como acabamos de ver, existen representaciones muy naturales que, de
esta forma, no quedan recogidas.

Otro tipo de ejemplos de familias de conjuntos simpliciales que nos interesan, de momento a
nivel tedrico, son los objetos finales de determinadas subcategorias de CS;;,,-dlgebras, obtenidas
fijando los conjuntos soporte para los géneros nat y smp, tal y como hemos visto en el desarrollo
del capitulo.

Dado un conjunto graduado K = {K"},¢cn, vamos a definir la “CS;;,,-dlgebra de todos los
conjuntos simpliciales construidos sobre K”. Fijamos N como soporte para el género nat, K
como soporte para smp y definimos la CS;;,,-algebra 1% como sigue

15 ={(d,g) € KWK x KNXXK | (K N, {d, g}) es conjunto simplicial }; es decir,

vmpcs

(K,N,{d, g}) es un objeto de la categoria C(CS).

CAMp Oy : ]lf;pcs x Nx N x K — K funcién parcial con dominio Def(impdqx) =

{((d,9),i,n,x) € ]lffnpcs xNxNx K | (i,n,z) € Def(d)} y definida, para cada

((d,g),i,n, x) € Def(impﬁ(;ﬂK) €omo impﬁll,(((d,g),i,n, x) = d(i,n, ).

- Andlogamente se define impnq.

Es claro que 1% es un objeto de la categoria C(CSjmp). Intuitivamente, la CS;y,,-dlgebra 1%
representa a la familia formada por todos los conjuntos simpliciales que pueden contruirse sobre
el conjunto graduado K. Formalmente, la propiedad anterior queda recogida en el siguiente
teorema (que ya incluimos en [66]), que se obtiene aplicando el teorema general 2.4.6, al caso
de los conjuntos simpliciales construidos sobre un conjunto graduado:

Teorema 2.9.1 La CS;,,-dlgebra 15 es objeto final en la categoria con objetos las familias de
conjuntos simpliciales que pueden definirse sobre un conjunto graduado K, y con morfismos
aquellos que son la identidad sobre N y sobre K.

Al trabajar con conjuntos simpliciales, es habitual partir de un conjunto graduado K =
{K"™},en que contenga, no a todos los simplices (tal y como hemos hecho hasta ahora), sino
solamente a los simplices geométricos.

Sea K = {K"},en un conjunto graduado fijo. Nuestro objetivo es representar familias
de conjuntos simpliciales cuyos simplices geométricos sean los de K. Para ello, comenzamos
definiendo el conjunto soporte para el género smp. Lo natural en este caso es pensar en K como
conjunto de generadores de simplices. Asi, el soporte del género smp va a ser definido como el
soporte del dlgebra inicial para una signatura concreta, utilizando la siguiente propiedad de los
conjuntos simpliciales:

Propiedad 2.9.2 Cualquier simplice de un conjunto simplicial puede expresarse de forma tinica
como una sucesién de degeneraciones de un simplice no degenerado; es decir, cada n-simplice
x admite una expresion de la forma x = n;i;l . .n?;kz donde k > 0, j;1 < --- < jr y z es un
(n — k)-simplice no degenerado. Si k = 0 entonces x es un n-simplice no degenerado.

Llamaremos simplice abstracto a la representacion de un simplice mediante un par formado
por una secuencia de degeneraciones aplicables consecutivamente y por un simplice no dege-
nerado. La propiedad anterior nos dice que todo simplice posee representacién como simplice
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abstracto. En la practica, para representar un simplice abstracto basta tomar un par for-
mado por un simplice geométrico y una lista, que contiene los indices de las degeneraciones.
Apoyandonos en esto, consideramos la signatura ABSMP, que tiene géneros nat, gsmp y absmp
y operaciones:

coer : gsmp — absmp
n : nat nat absmp — absmp

La signatura anterior pretende solo establecer condiciones sobre los simplices. La idea es
que el género gsmp corresponda a los simplices geométricos y absmp a las representaciones
como simplices abstractos. Por su parte, la operacion coer se interpretard como una forma de
construir la representacién como simplice abstracto de cada simplice geométrico. La represen-
tacién de cada simplice como abstracto estd determinada (es un par formado por una lista de
degeneraciones y un simplice geométrico). Esto nos permite incluir el operador de degeneracién
en la signatura para los simplices, asi como su comportamiento, puesto que lo conocemos.

Consideramos la categoria cuyos objetos son las ABSMP-algebras A que verifican las siguientes
condiciones:

i) El conjunto soporte para el género nat es N.
i7) El conjunto soporte para el género gsmp es | |, .y K"
i17) Existe una funcién dima: Agpsmp — N, que asocia a cada elemento de Agpspmyp una dimen-
sién.
iv) Def(na) = {(i,n,2) € NXNX Agpsmp | 0<i<n, n >0, dima(z) =n}

v) La funcién dimy4 es compatible con las operaciones, es decir, verifica:

- dim(coery(x)) = n para todo x € K™; (en particular, coer 4 es total);
- para cada (i,n,z) € Def(na), se tiene que dima(na(i,n,z)) =n+ 1.

vi) Para cada @ € Agpsmp con dima(r) = n y cada par 4,5 € Ncon4,j <nei < j, se tiene
que na(i,n+1,n4(j,n,x)) = na(j + 1,n+ 1,ma(i,n, z)).

Por medio de las condiciones anteriores hemos fijado los soportes para nat y gsmp y hemos
determinado el comportamiento de los operadores n exigiendo que cada algebra de la categoria
verifique todas las propiedades exigidas al operador de degeneracién de un conjunto simplicial.

Como morfismos tomamos aquellos morfismos de ABSMP-algebras que son la identidad sobre
los soportes correspondientes a los géneros nat y gsmp.

La categoria anterior posee objeto inicial, que denotamos por I. Una descripcién de este
objeto es la siguiente:

- El soporte para el género absmp viene dado por el siguiente conjunto:

Iﬁsmp:{«jk,...,jl),@ | 3n € Ntalquea € K", k € N,j; € N para todo
izl,...,k,yogjl<~-<jk§n—|—k—1}
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Por la condicién vi) impuesta a las dlgebras de la categoria, no hay ningin problema en
tomar la lista que forma parte de los elementos de I L{gsmp estrictamente decreciente. En
efecto, en el caso de que la lista contenga un par (I,h) con | < h, éste puede sustituirse

por (h + 1,1), de forma que se consigue que sea estrictamente decreciente.

- La dimensién de un simplice abstracto viene dada por la funcién dimx : I — N tal

absmp

que dimIK(<(jk, e ,jl),a>) :=n + k siendo n tal que a € K.

- La funcién coerjx: 1K —— I%

gsmp absmyp S€ define como coeryx (a) := ((),a).

I — IK

absmp absmp S€ define como

- El operador de degeneracién nyr: N x N x

N (i7n7 <(.7k7 R 7j1)7a'>) = <(.7k + 17 s 7jl + 1ai7jlflv s 7j1)7a>

siendo [ tal que j;—1 < i < j.

Dicho de otro modo, se anade ¢ al final de la lista de degeneraciones, y se aplica vi) hasta
obtener una lista estrictamente decreciente.

Notar que por definicién de la categoria de ABSMP-algebras que hemos considerado, el
dominio de la funcién n;x estd fijo y es {(i,n, <(jk,...,j1),a>) | 0<i<n,n> 0,
kE + dimx({(),a)) :n}.

Es importante volver a senialar que cualquier CS-algebra de C(CS) que tenga como soporte
para smp el conjunto I ﬁsmp, ya tiene determinado el comportamiento del operador de degene-
racion, que siempre sera el dado por nrx.

. K . .z 7 7 .

El conjunto I absmp Proporciona una forma de representacion, un patrén, para los simplices
abstractos. Asi, para tener CS-algebras que sean conjuntos simpliciales con simplices geométricos
los elementos de K, fijaremos el conjunto 1 (fi smp COMO soporte asociado al género absmp. Damos
a continuacién algunos ejemplos de CS-dlgebras definidas de este modo.

Para cada m € N, consideramos la esfera S™, espacio topolégico con dos simplices
geométricos, uno en dimensién 0 y otro en dimension m. Consideramos el conjunto graduado
K = {K"}pen donde K9, = {go}, K™ = {gm} v K = 0 si n € N~ {0,m}. Denota-
mos por S™ a la CS-dlgebra con conjuntos soporte N e [ Kom para los géneros nat y smp,

absmp
respectivamente, y con las siguientes operaciones:

e La operacién ngm viene dada por la funcion nrx,, .

e La funciébn dgm: N x N x I;Z;”mp — Iﬁ?mp tiene por dominio Def(dgm)=
{(i,n,<(jk,...,j1),a>) eNxNxIﬁsmP | i<n, n>0y3l€Ntal quea € K, con
k+1= n} En este caso concreto, para (i,n,x) € Def(dgm) solo se tienen dos posibilida-
des para x: x = <(n —-1,...,0), go> con gy el simplice geométrico de dimensién 0, el punto

base; o x = <(jn_m, . ,jl),gm> con 0 <1 <+ < Jpem <n—1y gpn el tnico simplice
geométrico de dimensién m. Las propiedades que verifican los conjuntos simpliciales per-
miten intercambiar el orden de aplicacién de un operador cara con otro de degeneracién.
De esta forma, no se pierde generalidad suponiendo que el primer operador a aplicar sea
un operador cara, y, una vez aplicado éste, por la propiedad 77;‘“773” = 77;‘}:1177[‘ sit <7, se
puede suponer que la lista de degeneraciones es estrictamente decreciente. Aplicando lo
anterior, la funcién se define como sigue: si (i,n,x) € Def(dgm), entonces
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a) siiestden lalista de degeneraciones de z, se elimina y se resta 1 a todos los elementos
de su izquierda, es decir, a todos los que eran mayores;

b) sii no estd en la lista de degeneraciones de x, pero i — 1 si estd, se elimina de la lista
y se resta 1 a todos los elementos de su izquierda;

¢) en otro caso, es decir sini i ni i —1 estdn en la lista de degeneraciones de z, la imagen
es el degenerado del punto base en la dimensién correspondiente.

Escribiéndolo formalmente, lo anterior se reduce a:

: 5Sm(i,n7<(jn—m,---,j1),gm>) = <(]n—m - 17"'7jh - 17jh—17---;j1)79m> si Jh S
{1,....n—m}talque jpb=i0j,=i—1conj,+1#i

< 0gm (4, 1y ((Jnems - -+ J1),gm)) == {((n — 2,...,1,0), go), en otro caso.

Con la funcién dimension que hemos dado para los soportes que siguen el patrén dado por

el conjunto I C{gsmp, se tiene que S™ es una CS-algebra.

Para cada conjunto graduado K, denotamos por CX(CS) a la subcategoria plena de C(CS)
con objetos las algebras que tienen a [ (fgsmp como soporte para el género smp y a N para el
género nat. En este caso, al seguir el patrén que proporciona I, égsmp, tanto la funcién dimension

asociada a cada algebra como el operador de degeneracién quedan determinados.

Pasando ya al marco de CS;,,,-dlgebras, denotamos por cK (CSimp) a la subcategoria plena
de C(CSjmp) con objetos los que tienen a I (fgsmp como soporte para el género smp y a N para el
género nat. El comentario anterior puede extenderse a esta categoria por lo que cada algebra de
ck (CSimp) también tiene determinado el operador de degeneracion, que no depende del género
impes y viene dado por la funcién n;x. Por tanto, para definir dlgebras de la categoria C* (CSimp)
es suficiente con determinar el soporte para el género distinguido impeg v la interpretacién del

operador imp.Jd.

Otra vez, el hecho de fijar un conjunto graduado como conjunto de simplices geométricos
para cada conjunto simplicial resulta excesivamente restrictivo. Hace que no sea posible agrupar
en una de nuestras familias de CS-dlgebras, en una CS;,,,-dlgebra, conjuntos simpliciales con
distintos simplices geométricos. Sin embargo, es posible relajar la condiciéon anterior exigiendo
solamente que todos los simplices geométricos de todos los conjuntos simpliciales estén en el
conjunto graduado. Considerando esta ultima situacion, tendra que ser posible extender de
modo coherente los operadores cara y degeneracién a todos los elementos del conjunto graduado
fijo, de forma que dé lugar al mismo conjunto simplicial. Asi, volviendo al ejemplo de las esferas,
podemos considerar el conjunto graduado Ky = (J,,,cry Km siendo, para cadan € N, K[} = {gn},
es decir, un unico simplice geométrico en cada dimensién. Asi, los conjuntos simpliciales que
vamos a poder representar tendrdn, a lo mas, un simplice geométrico en cada dimension. Este
es el caso de la esfera S™ para cualquier m € N. Tomamos N como soporte para nat y el soporte
de la correspondiente algebra inicial I5Y  como soporte para el género smp. Observar que, en

absmp
dimensioén n, los simplices degenerados pueden ser de dos tipos:

- Degeneraciones de un simplice geométrico de dimensién h, con h > 0: ((Jp—n,---,J1), 9n)
conn,heN hAh<ny0<j < - <gpp<n-—1

- Degeneraciones del punto base (el geométrico de dimensién 0): ((n—1,n—2,...,1,0), go)
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La operacién dgm: N x N x [ ggmp — I ;ggmp tiene por dominio el conjunto
{(i,n,<(jk,...,j1),a>) € Nx N x Iii;’mp | i <n, n>0y 3l €N tal que a € K/, con

k+1= n} En este caso concreto, si (i,n,z) € Def(dgm), entonces hay tres posibilidades pa-
ra r: ¥ = <(n - 17"'70)790>; r = <(jnfma-"7jl)7gm> con 0 < jl < < jnfm <n-— 17
oz = ((Jnotr---sJ1),q) con 0 < ji < -++ < joy < m—1yl ¢ {0,m}. Para cada
(i,n,z) € Def(dgm), la funcién dgm se define del siguiente modo:

. 55m(i,n, <(jn—l,~ . .,jl),gl>):: <(jn_l—1,. e dh— L Jh1, .- ,j1),gl> si dh € {1,... ,n—l}
tal que jp, =40 jp =i — 1 siendo j, +1 # ¢

< Ogm (s, ((Jn—ty -5 J1),91)):= {(n—2,...,1,0), go), en otro caso.

Observar que, asi definido, el operador cara no depende de la esfera que se esté representando,
es el mismo para todas, y vamos a denotarlo por dg. El operador de degeneracién viene dado
por la funcién 7,

Definimos a continuacién una CS;,,,-dlgebra de la categoria cku (CSimp) que representa a la
familia de esferas {S™ },,en+. La denotamos por A y viene dada por:

’ Aimpcs = N*
- La funcién impda: N*xNxNx [ gzmp — 1T g;’mp que proviene del operador cara, tiene por
dominio Def(impda)= {(m,i,n, <(jk, . ,jl),a>) € N* x N x N x Iﬁ:mp | i<n,n>0

y3leNtal quea € K! con k+1 = n}, y se define como impda(m,i,n,z) = dg(i,n,x).

Es claro que la CS;p,-algebra A representa un ramo de esferas {S™ },,en+, todas ellas con el
mismo punto base.

Si deseamos representar las esferas anteriores pero colgadas de distinto punto base, podemos
considerar el conjunto graduado K., = {K"}nen con K = Ny K" = {g,}, para todo n € N*.

Tomamos la CS;;,,-algebra B con conjuntos soportes N e I ;z?mp para nat y smp, N* para impcs

. . Lo . * Ku KU 1M1
y con el operador cara definido como sigue: impdp: N* x N x N x Iabsmp — Iabsmp con dominio

Def(impdp)= {(m,i,n,<(jk,...,j1),a>) e N* x N x N x [8u | i<n,n>0y 3l eN tal

absmp

quea € K, conk+1= n}, y dado por:

- ampop(m,i,n,(n—1,...,0),k)):=((n—2,...,1,0),m)

: Z.mpfsB(maiﬂ%<(jn—la"'7j1)agl>):: <(jn—l - 1,"'7jh - 17.jh—17"'7j1)agl> si 4 h €
{1,...,n—1} tal que j, =i 0 j, =i — 1 siendo j, + 1 #1

—ampop(m,i,n, ((Gn-t,---,71),91)):= ((n — 2,...,1,0),m), en otro caso.

La CS;;,,-algebra B representa a una familia de esferas, una en cada dimensién todas ellas
con distinto punto base.

Observar que variando el conjunto de simplices de dimension 0, desde el unipuntual hasta
N, se puede dar toda una gama de ejemplos de familias de esferas, “familias intermedias” entre
los dos ejemplos anteriores.
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Para cada conjunto graduado K, hemos considerado la categoria CX (CSimp) de

CSimp-dlgebras con soportes I (fismp v N para smp y nat respectivamente. Segun los resulta-

dos tedricos alcanzados, la subcategoria CK’{}(CSimp), con los mismos objetos y morfismos los
que son identidades sobre I Cfgsmp v N, posee objeto final. Tal y como se ha visto a lo largo del
capitulo, una descripcién del dlgebra final posee como soporte para el género distinguido un
espacio de pares de funciones, dlgebra que denotamos por 1. Ahora bien, segiin hemos comen-
tado, la definicion del operador impn viene determinada para todas las algebras de la categoria
ck (CSimp). Esto nos permite considerar otra descripcién del objeto final en la que el soporte
asociado al género distinguido es més reducido, esté formado por un espacio de funciones. Asi,

denotamos por 1547 a] dlgebra de CX(CS;y,) definida como sigue:

. ]lffn;i: = {d: Nx N x Iﬁsmp — I(fgsmp ] <I£smp7N7 {d,n;x}) es conjunto simplicial }; es
decir, (Iﬁsmp, N, {d,n;x }) es un objeto de la categoria C(CS).

. . 1 ,can K K
. Zmpﬁé]lK,can . :[I-impCS X N X N X Iabsmp — Iabsmp

{(d,i,n,z) € 15can o N x N x IX | (i,n,z) € Def(d)} y definida, para cada

impecs absmp

(d,i,n,2) € Def(impdqx.can) POr iMpOqK.can (d, i,n,2) 1= d(i,n, ).

funcién parcial con dominio el conjunto

- AMpPNK.can : ]15;‘;2: x NxNx I (fgsmp . C{gsmp es la funcién con dominio ]If;;(z: X
Def(n;x) y definida, para cada (d,i,n,z) € Def(impnyx.can) POr impiq«.can (d,i,n, )

= nrx(i,n,x).

Como es de esperar, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.9.3 15 y 1597 son, digebras isomorfas en la categoria CKv{}(CSimp).

El isomorfismo existente entre ambos objetos asegura que es indistinto trabajar con cual-
quiera de ellos, y que ambos recogen a todos los conjuntos simpliciales con simplices geométricos
los elementos de K. Concretamente la descripciéon de 15:¢%" se acerca méds al modo de trabajo
de EAT.

De este ejemplo, podemos deducir que al trabajar con X;.,,-algebras, una vez fijados los
soportes para los géneros de la signatura X y hechas explicitas las condiciones exigidas a los
modelos, pueden existir operadores impo cuya definicién no dependa del género distinguido
impy.. En ese caso, estos operadores pueden considerarse visibles e incluirse directamente en
la signatura tomada para generar los soportes asociados a los géneros de ¥. Haciéndolo asi,
pueden verse como operadores externos a las ¥;,,,-dlgebras. En ese caso, no influye en nada
el incluirlos o no en la definicién del objeto final, es suficiente con disponer de la operacién
aparte, quedando la descripcion funcional del objeto final con menos funciones que el nimero
de operadores de la signatura.

Volvemos a la categoria de CS-algebras CX (CS) y vamos a sefialar otra propiedad que verifican
todas las lgebras de esa categorfa: en cualquier &lgebra de la categoria C*(CS), conociendo
el comportamiento de la funciéon cara sobre los simplices geométricos, se puede determinar el
comportamiento de la funcién sobre los simplices abstractos. Ademés, la forma de hacerlo es
comun para todas las dlgebras de la categoria. En efecto, para evaluar un operador cara sobre
un simplice abstracto (degenerado o no), aplicando las propiedades que permiten intercambiar
el orden de aplicacién de un operador cara con otro de degeneracion, se puede suponer que
lo primero que se aplica es un operador cara, y que se aplica sobre un simplice abstracto no



2.9 Aplicaciones al Céalculo Simbdélico 113

degenerado. Asi, basta disponer de una funcién f5: N x N x K — [ (fgsmp. Observar que la
funcién f5 trabaja tinicamente sobre simplices geométricos y devuelve simplices abstractos, que
pueden ser degenerados o no. El resultado de aplicar esta funciéon es un simplice abstracto al
que se le anade la lista de degeneraciones que teniamos (es decir, se le aplican los distintos
operadores de degeneracién que quedaban pendientes de aplicar). Finalmente, aplicando la
propiedad 77?“77]” = 77;?1177? sit < j, se consigue que la lista de degeneraciones sea estrictamente

decreciente.

Esta propiedad que verifican las dlgebras de la categoria C(CS) respecto al operador 6,
se traslada a las dlgebras de la categorfa C¥ (CSimp) respecto al operador impd. Asi, si A es
un algebra de CX (CSimp), para obtener la funcién de impd4 podemos apoyarnos en que cada
operador cara de un conjunto simplicial puede determinarse a partir de su definicién sobre el
conjunto de simplices geométricos, extendiéndose posteriormente a los simplices abstractos tal
y como hemos explicado, de forma que se tiene la definicién completa de la funcion.

Por ejemplo, en el caso de la CS;,-dlgebra A (definida en la pagina 111) que recoge a una
familia de esferas (todas con el mismo punto base), la funcién imp_fs: N* x NxNx K — [ C{gsmp
con dominio {(m,i,n,g) | g¢g € K"}, se define unicamente sobre simplices geométricos
del siguiente modo: imp fs(m,i,n,g):= ((n — 1,...,0),90). La extensién a los simplices
abstractos da lugar a la funcién impd4. La definiciéon de la funcién imp fs proviene de
la funcién fs: N x N x K — I(fgsmp con dominio {(i,n,9) | g € K™} y definida por
fsti,n,g) == ((n — 1,...,0),90), funcién que define el comportamiento del operador cara

i-ésima en dimensién n de la esfera de cualquier dimension sobre los simplices geométricos.

Los comentarios anteriores permiten dar otra descripcion funcional del objeto final de la
categoria cK ’{}(CSimp), descripcién més reducida que las anteriores. Denotamos por 15-can.gen
a la siguiente CS;;,,,-algebra:

| (I

absmp’

[K-can.gen _ {d: NxNx K — IK

impcs absmp

N, {d,n;x}) es conjunto simplicial },
donde d es la extensién candnica de la aplicacion d al espacio Nx N x [ (fg smp? extensién que
se realiza tal y como se ha explicado aplicando algunas de las propiedades de los conjuntos
simpliciales.

; . 1K can,gen K K
© AMPIK.can gen : ]limpcs X N XN X Iy = Lobamp

{(d,i,n,z) € [ffcangen o N« N x X (i,n,x) € Def(ci)} definida, para cada

impcs absmp ’ "/

(d,i,n,x) € Def(z'mpﬁﬂx,can,gen) POT UMP.O{ K cangen (d,i,n,x) :=d(i,n,x).

es la funcién parcial con dominio

- La operacién imp,n]lx,can,gen se define como la del objeto £ can

El siguiente teorema recoge la propiedad de finalidad de este objeto en la categoria
CEAY(CSimp).

15, 1fcan o 1Kcangen son dlgebras isomorfas en la categoria C}(CSimp).

Teorema 2.9.4
De las tres descripciones vistas para el objeto final en el caso de los conjuntos simpliciales,
ésta ultima es la que mads cerca estd del modo de trabajo de EAT.

Este ejemplo pretende poner de manifiesto dos cuestiones. Por una parte, que cuando
los elementos de un conjunto soporte de un algebra siguen un patrén, hay casos en los que
es posible que algunas operaciones puedan considerarse visibles. Por otra parte, cuando un
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conjunto soporte de un algebra posee alguna propiedad de generabilidad (entendida en sentido
amplio), no es necesario disponer explicitamente en el objeto final del comportamiento de las
operaciones sobre todos los elementos del soporte, basta con conocerlo sobre los generadores.
En cualquiera de estos casos, los correspondientes objetos finales de las categorias de familias
de algebras admiten descripciones més sencillas.

Por tanto, hemos abordado dos posibles reducciones en la descripcion de los objetos finales
como tuplas de funciones: en el nimero de funciones y en los dominios de éstas.

2.9.3 Complejos de cadenas

Sea R un anillo. Un complejo de cadenas C' = {C), dp},c7 es una familia de R-médulos {C),} ez,
junto con una familia de homomorfismos de R-médulos {dp}pez, dp: C, — Cp_1, verificando
que dp—1 od, =0, para cada p € Z. Los operadores {dp},cz son conocidos como diferenciales y
la propiedad que satisfacen se suele escribir d? = 0. Si C = {C},dp}pez y C' = {C,, d},} pez son
complejos de cadenas, un morfismo f: C — C’ entre ellos, es una familia de homomorfismos de
médulos, {f,: Cp — C,}pez, tales que f, 1 0d, = d, o f,, para todo p € Z.

Los complejos de cadenas junto con los morfismos entre ellos forman una categoria que
denominamos Categoria de Complejos de Cadenas. Las definiciones anteriores estdn extraidas
de [73] (pagina 39) y son definiciones habituales en Algebra Homoldgica y Topologia Algebraica.

Conviene hacer notar que EAT no trabaja con todos los tipos de complejos de cadenas,
solamente lo hace con complejos de cadenas formados por Z-médulos libres (véase en [104]
el capitulo 1). Este es el motivo por el que consideraremos tunicamente estos ultimos. Por
tanto, en lo que sigue, un complejo de cadenas C' = {Cp, dy},cz serd una familia de Z-médulos
libres {C}}pez junto con una familia {dp},ez de morfismos de Z-médulos, dy: Cp, — Cp_1,
(aplicaciones diferenciales), tales que dp—1 o d, = 0, para cada p € Z.

Un Z-médulo C), no es sino un grupo abeliano donde se senala como operacién exter-
na el producto mult: Z x C, — C, con el significado habitual. Es decir, mult(m,a) es
suma(a, suma(a,...))...) (m veces) siendo suma la operacién binaria de grupo (ver [73],
pagina 10). Por otro lado, el que C), sea Z-médulo libre implica que, en particular, es ge-
nerado, por lo que cada objeto de (), puede expresarse como una combinacién lineal sobre el
conjunto de generadores. Asi, a los elementos de C), se les denomina combinaciones de grado
p. Cada grupo C), es entonces una suma directa Z @ --- ®Z @ ... de tantas copias de Z como
generadores tenga el grupo abeliano C,.

Con el objetivo de obtener una representacién para los complejos de cadenas usados en EAT
vamos a definir un TAD, esto es, una signatura y una categoria de algebras, que represente a
los complejos de cadenas cuyas componentes son Z-mddulos libres.

Teniendo en cuenta que la base de un complejo de cadenas es un grupo graduado, conside-
ramos un Unico género cmbn en el que se recogeran los elementos de todos los grupos, junto
con otro género, el género int, asociado a la graduacién. Si se quisieran considerar complejos de
cadenas sobre otros anillos distintos a Z, habria que tener en cuenta al anillo y a la operacion
externa del médulo (en particular, habria que considerar otro género para los elementos del
anillo). Como operaciones, la signatura debe recoger las correspondientes a Z-mdédulo y las
diferenciales. Asi, definimos la signatura CC como la signatura con géneros int y ¢mbn y con
las siguientes operaciones:
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suma : cmbn cmbn — cmbn
opp ;. cmbn —  cmbn
zero int —  cmbn
mult int  cmbn — cmbn
dffr ;. cmbn —  cmbn

No nos interesa considerar todas las CC-algebras sino solo aquellas que representan complejos
de cadenas formados por Z-modulos libres. Por ello, debemos considerar una subcategoria
adecuada de PAlg(CC). Denotamos por C(CC) a la subcategoria de PAlg(CC) cuyos objetos son
las CC-algebras A que verifican las siguientes condiciones:

i)

i)

)
iv)

v)

v1)

vit)

viii)

El conjunto soporte para el género int es Z.

Existe una funcién total grados: Aempn — Z que asocia a cada elemento de Aipmpn, un
grado.

Las operaciones opp 4, zeroa, mult 4 y dffr 4 son totales.
Def(sumay) = {(ﬂs,y) € Acmpn X Acmbn, | grados(x) = gradoA(y)}

Para cada p € Z, si consideramos el conjunto A, = {z € Ao | gradoa(x) = p}, el
dlgebra (A, {sumaala,,oppala,, zeroal(yy) es grupo abeliano.

Para cada p € Z, el médulo en ese grado debe ser libre. Esto significa que de-
be existir G, subconjunto de A, de forma que cualquier elemento de A, pueda
descomponerse, y de forma tunica, como una combinacién lineal con coeficientes
en Z de elementos de G,. Es decir, para cada p € Z y cada x € A, existe

un conjunto {(mi,g1),-..,(Mn,gn)} con (mi,...,mn) € Z", (g1,---,9.) € Gy,
unicos si m; # 0 para todo i = 1,...,ny ¢; # g;, para todo ¢ # j, tales que z =
suma(mults(mi, g1), sumaa(mult4(ma, g2), ..., sumas(mult 4(mp, gn), zeroa(p))...)).

La funcién grado s debe ser compatible con las operaciones, es decir, debe verificar:

- para cada par (z,y) € Def(sumaa), gradoa(sumaas(z,y)) = gradoa(zr) =
gradoa(y);

- para cada & € Ampn, gradoa(oppa(x)) = grados(x);

- para cada p € Z, gradoa(zeroa(p)) = p;

- para cada i € Z y cada & € Acmpn, gradoa(multa(i,x)) = gradoa(x);

- para cada © € Acnpn, gradoa(dffr o(z)) = gradoa(z) — 1.

La funcién dffr 4 debe ser compatible con el resto de operaciones (con la idea de que la
restriccién a cada A, sea homomorfismo de Z-médulos), por lo que debe verificarse:

- dffr g(sumaa(z,y))= sumaa(dffrs(z), dffro(y)), para cada par (2,y) €
Def(sumay);
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- para cada & € Acmn, dffr a(oppa(z)) = oppa(dffr 4(x));
- para cada p € Z, dffr 5(zeroa(p)) = zeroa(p — 1);
- para cada i € Z 'y cada x € Acmpn, dffr 4(mult (i, z))= mult (7, dffr ,(x)).

iz) Para cada x € A, con gradoa(x) = p, se tiene que dffr 4(dffr 4(x)) = zeroa(p — 2)

Como morfismos de la categoria C(CC) tomamos aquellos que son la identidad sobre Z y que
respetan el grado de los elementos.

Notar que las propiedades que debe cumplir la operacion externa de un médulo no han sido
explicitamente impuestas. Esto es asi porque estamos con mddulos sobre Z, es decir, basta
exigir que sean grupos abelianos.

Es facil ver que la categoria C(CC) es equivalente a la subcategoria de la categoria de comple-
jos de cadenas con objetos los complejos de cadenas formados por Z-modulos libres. La clave
para la existencia de la equivalencia entre ambas categorias es de nuevo, al igual que en los
ejemplos anteriores, la existencia de la funcién grado. Asi, ambas categorias tienen el mismo
poder expresivo y utilizaremos C(CC) para continuar nuestra formalizacién del modo en el que
los complejos de cadenas son tratados en EAT.

Consideramos el TAD 7¢c = <CC,C (CC)>, que denominamos TAD de los Complejos de Ca-
denas. Para continuar, aplicamos la operacion ()imp a Zcc y obtenemos el correspondiente TAD
’chimp = <CCimp,C(CCimp)> que recoge a las familias de complejos de cadenas de la categoria
C(CC). La signatura CCjp, es la signatura con géneros int, cmbn e impgc y con las siguientes
operaciones

impsuma :  impec cmbn cmbn — cmbn
imp.opp : impeec cmbn —  cmbn
impzero . impee  int —  cmbn
impmult  :  impec  int  cmbn — cmbn
imp_dffr : impec cmbn —  cmbn

Por su parte, C(CCjpp) es la subcategoria plena de PAlg(CCinp) con objetos las
CCimp-dlgebras A = (Aunpees Aembn, Z, {(impsuman, Def(impsumayn)),  (impoppy,
Def(impopp,)), (impzeroa, Def(impzeroa)), (impmulta, Def(impmulta)), (impdffr 4,
Def(impﬁdﬁrA))}% tales que, para cada a € Ajnp,, la CC-adlgebra A, = <Acmbn, Z,
{(impsumaa(a,—), Def(impsumas(a,—))), (impopps(a,—), Def(impoppy(a,—))),
(tmpzeroa(a,—), Def(impzeroa(a,—))), (impmults(a,—), Def(impmults(a,—))),
(imp.dffr o(a, —), Def(impdffr ,(a,—)))}) estd en C(CC).

Otra vez, cada objeto de la categoria C(CC;p,) representa a una familia indexada, en este
caso, de complejos de cadenas.

Este ejemplo va a presentar similitudes claras con el de los conjuntos simpliciales, sobre todo
en lo referente a graduacién y generabilidad. A partir de aqui fijamos los conjuntos soporte para
los géneros de la signatura CC. Para el género int ya estd fijo y es Z. Para el género cmbn vamos
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a definirlo, siguiendo lo estudiado en el caso de los conjuntos simpliciales, como el soporte del
algebra inicial para una especificacion concreta. En este caso, ya que cualquier elemento puede
expresarse como combinacion lineal de algunos de los generadores, partiremos de un conjunto
graduado G = {G)}pez que recoja a los generadores. Sea G = {G,}pcz un conjunto graduado
fijo y nuestro objetivo es representar familias de complejos de cadenas cuyos generadores son
los elementos de G. Para ello, comenzamos considerando una signatura cuya algebra inicial
(uno de sus conjuntos soporte) utilizaremos como soporte para el género cmbn. Consideramos
la signatura CMBN con géneros int, gnr y cmbn y con las siguientes operaciones

coer gnr —  cmbn
suma : cmbn cmbn —  cmbn
add : nt gnr cmbn — cmbn
opp : cmbn —  cmbn
zero int —  cmbn
mult int  cmbn —  cmbn
grado : cmbn —  ant

Se pretende que el género gnr represente a los generadores y cmbn a la representacion de
cualquier elemento como combinacién lineal de generadores con coeficientes en Z. La idea de
la operacién coer es construir la representacién como combinacién de cada generador. Por
su parte, la operacién add servird para sumar un monomio a una combinacién lineal, lo que
determinard la suma de combinaciones. Observar que, a diferencia del ejemplo de los conjuntos
simpliciales, hemos incluido en la signatura explicitamente la operacién grado, en lugar de exigir
su existencia a las algebras. Lo hemos hecho asi, para dejar més patente que es indistinto hacerlo
de un modo u otro. También en este ejemplo podemos suponer que la representaciéon de cada
elemento de cada Z-mdédulo de un complejo de cadenas estd determinada, es un par formado
por el indice del Z-mddulo al que pertenece y una combinacién lineal con coeficientes en Z de
generadores de ese Z-mdédulo. El hecho de disponer de la representacién de cada elemento nos
permite conocer el comportamiento de los operadores de cada Z-mddulo, por lo que los hemos
incluido en la signatura anterior. Adema4s, a la hora de considerar una subcategoria adecuada
de algebras para la signatura anterior, podremos imponer las condiciones de Z-moddulo.

Lo anterior nos lleva a considerar la categoria con objetos las CMBN-algebras A que verifican
las siguientes condiciones:

1) El conjunto soporte para el género int es Z.

11) El conjunto soporte para el género gnr es UpeZ Gp.

)
)

ii1) Las funciones gradog, coer g, 0ppa, zeroa y mult 4 son totales.

w) Def(sumaa) = {(2,y) € Aembn X Acmn | gradoa(z) = gradoa(y)}
)

v) Def(adds) = {(z’,g,x) €Z x Agnr X Aembn | gradoa(z) = gradoA(coerA(g))}
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vi) La funcién grado, y las operaciones son compatibles, es decir, se verifica:
- grado(coera(x)) = p siendo p tal que x € Gp;
- para cada par (x,y) € Def(sumay), se verifica que grados(suman(z,y)) =
grados(x) = gradoa(y);
- para cada terna (i,g,2) € Def(adds), se tiene que gradoa(adda(i,g,x)) =
grado(x) = gradoa(coera(g));
- para cada x € Agpnpn, gradoa(oppa(x)) = grados(x);
- para cada i € Z, gradoa(zeroa(i)) = i;
- para cada i € Z y cada & € Acmpn, gradoa(mult (i, z)) = gradoa(x).
vii) Las funciones sumag y addy son compatibles, es decir:  adda(i,g,x) =
sumaa(mult (i, coera(g)), x).
viii) La operacién adds es conmutativa, es decir, adda(i1,g1,adds(ie, g2, z)) =
add A(iz, g2, add A (i1, g1, %)), para todo i1,i2 € Z, para todo g1, g2 € G)p para algin p € Z
y para todo & € Acmpy, tal que grados(x) = p.
iz) Para cada p € Z, consideramos el conjunto A, = {x € Acmpn | gradoa(z) = p} y se tiene

que (A, {sumaala,,oppala,,zeroal(y) es grupo abeliano.

Para cada p € Z y cada = € Agwn con gradoag(zr) = p, exis-
ten {(m1,91),...,(Mn,gn)} con (ma,...,myn) € Z" (g1,...,9.) € Gy, que
son Unicos si m; # 0 para todo ¢ = 1,....n y ¢ # gj, para todo
i # j, tales que x = sumas(mults(my,coera(gr)),sumaa(multa(ms,coera(ga)),

1)
sumaa/(...sumaas(mult 4(my, coera(gn)), zeroa(p))...)).

Al exigir las condiciones anteriores y fijar los soportes para int y gnr queda determinado el
comportamiento de los operadores, de forma que cada algebra de la categoria es un Z-modulo
graduado libre con conjunto de generadores en cada grado el conjunto G, correspondiente. El
operador add se ha incluido en la signatura para facilitar la definiciéon del operador suma, de
ahi las condiciones exigidas entre ambos (podiamos no haberlo incluido y haber anadido las
condiciones sobre suma, obteniendo una categoria equivalente a la nuestra).

Como morfismos de la categoria tomamos aquellos que son la identidad sobre los soportes
correspondientes a los géneros int y gnr y que respetan los grados.

Un objeto que pertenece a la categoria anterior es el objeto I¢ definido como sigue:

El conjunto soporte para el género cmbn es el siguiente

Iccjnbn: {<pa [(t17gl)77(tm7gm)]> ’ pGZ, m€Z7 mZO, t; € Z con tz;‘éo

para todoi=1,...,m, g € G, paratodoi=1,...,my ¢ # g; Sii;ﬁj}

- coerya Igcfw — IS es la funcién total dada por coera(g) := (p,[(1,g)]) siendo p € Z

- La funcién total gradojc: I¢

cmbn

tal que g € G).

— JG

ombn ombn, Viene dada como sigue

gradojc (<p7 [(t1,91)5 - - -5 (tms gm)]>> =P
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- zeroja: 7 — IG

& o €s la funcién total definida como zeroya (p) == (p,[()])-

- opprG: Ichbn — Ichbn es la funcién total dada por

oppjc <<p7 [(tla gl)a SRR (tmagm)]>) = <p, [(_tla 91)7 Sy (_tm; gm)]>

- multye: 7 x IG

b, Ignbn es la funcién total dada por

- mult;e(0,z) := <p, [( )]> con gradoja(x) =p, y
- maultye (i, (p, [(t1,91)s - -+ (bms gm)])) i= (P, [(E % 1, 91), -, (3% by )] ), 8146 # 0.

- addje: Z x 1 gcfw X Ichbn — Ign,m es la funcién parcial con dominio

Def(addc) = {(i,g,2) | gradoe(z) = gradojc(coera(g))}

y definida como sigue

- add;c(0,g9,2) =
-sii#0yg#g;paratodo j=1,...,m,

addc <i,g, <p7 [(t17gl)7 R (tmagm>]>> = <]3, [(t1,91)7 RS (tmvgm)v (279)]>
-sii#0y 3je{l,...,m} tal que g = g; siendo i + t; # 0, entonces
adle (iag7 <pa [(thgl)a R (tmagm)]>) = <pa [(tl,gl)v R (Z + tjv.gj)a LR (tm7gm)]>

-sii#0y3je{l,...,m} tal que g = g; con i+ t; = 0, entonces
addyc (i, g, (p. (b1, 1) (s gm)]) ) =
<p7 [(tla gl)? ceey (tjflv gj*l)a (tj+17gj+1)’ R (tmvgm)]>

- sumajc : Ichlm X Ichbn — Ignbn es la funcién parcial con dominio el conjunto {(;U, y) €
I xIC | gradoe(z) = gradoje(y)} y definida como sigue:

sumarc <<p7 [(tlagl)a ceey (tﬂ’mgm)]>7y) =
addjc(t1, 91, addrc(ta, g2, addrc (. .., addc (tm, gm,y)) ---))

Este objeto I¢ verifica todas las condiciones impuestas a las dlgebras de la categoria definida
. . G .
anteriormente, siendo GZI7 = {coer 1c(g) | g€ Gp} el conjunto de generadores, para cadap € Z.

Esta categoria de CMBN-dlgebras posee objeto inicial que puede describirse como un cociente
de I¢. Basta considerar como conjunto soporte para el género cmbn el cociente de Ignbn por
la relacion que identifica aquellos elementos del mismo grado y cuyas listas formadas por los
pares coeficiente-generador poseen los mismos elementos (aunque puede que en otro orden).
Denotamos por IS a este cociente de Ignbn y lo fijamos como soporte para el género cmbn. Asi,
IS proporciona un patrén para representar combinaciones.

Para cada conjunto graduado G' = {G)},ez, nos vamos a restringir a C%1(CC;py), sub-
categorfa de C(CCyp) cuyos objetos tienen como conjuntos soporte Z e IG, para int y cmbn
respectivamente, y con morfismos los que son identidades sobre Z e IS. Segin lo visto en la
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parte teodrica del capitulo, la categoria CGv{}(CCimp) posee objeto final, una de cuyas descrip-
ciones tiene como soporte para el género impec un espacio funcional, en el que cada elemento
es una tupla formada por cinco funciones (una por cada operacién de la signatura CC y con la
aridad correspondiente). Siguiendo la misma notacién que en el resto del capitulo, denotaremos
a este objeto por 1¢.

Ahora bien, cualquier &lgebra A de la categoria C&-{} (CCimp) tiene determinadas las ope-
raciones imp sumaz, impoppa,impzeroa e impmults. Esto es debido a que, por definicién,
para cada @ € Ajppe, la CC-dlgebra A, debe ser objeto de C%(CC). Esta tltima condicién
lleva consigo que, para que todo sea compatible, la funcién grados, debe coincidir con la
funcién gradoje, y que si denotamos por A, = {x € I¢ | gradoa,(x) = p}, se tiene que
(Ap, {impsumaa,|a,,impoppa,|a,,impzeroa,|g)}) es grupo abeliano libre sobre el conjunto
de generadores G;f‘“ = {<p, [(1,g)]> cI¢ | g€ Gp}. Ademsés, por definicién del objeto 1€,
se tiene que (A, {sumayc|a,,oppc|a,,zerorc|(yy}) también lo es y sobre el mismo conjunto
de generadores. Tenemos dos grupos abelianos libres con los mismos generadores, luego son
el mismo. De esta forma, las funciones imp. sumaa,,impoppa, e imp.zeroa, coinciden con las
funciones sumajc,opp;c y zeroja, respectivamente. Ademas, por linealidad, impmult 4, coin-
cide con mult;e. Por tanto, las funciones imp sumay,,impoppa,,impzeroa, e impmult s, no
dependen de a, y se tiene que las funciones imp sumaa, imp.oppa, imp zeroa, imp mult 4 vienen
definidas como sumajc,oppra, zerore y mult;e respectivamente.

Asi, las algebras de CG’{}(CCimp) tienen determinadas las operaciones correspondientes a
imp.suma, imp.opp, imp_zero e impmult las que, ademas, no dependen del argumento impcc.
Por ello, las operaciones anteriores pueden considerarse visibles, lo que hace que la tnica in-
formacién necesaria para recuperar un algebra de C“(CC) sea la diferencial. Esto nos permite
obtener otra descripcién més sencilla del objeto final que denotamos por 199" y que viene
dada como sigue:

. ]lle‘;Cé: = {df: 19 — IS | (I ,Z,{suma;c,oppic,zerora, multic,df}) es complejo de

cadenas de C%(cC)}.

© AMP SUMa{c.can : ﬂgn‘;iz x IS x IS — IS esla funcién parcial con dominio ]lgniiz x{(z,y) |

gradore(x) = gradojc(y)} definida, para cada (df,z,y) € De f(imp_sumaqc.can ) como
IMPp SUMaqc.can (df, z,y) = sumayc(z,y).

© iMp.OppPYG .can : ﬂgniig x IS — IS es la funcién total definida como iMP.Opp{G.can (df, ) 1=
oppra ().

© MNP _2eroqc.can : ﬂgn(;’lc? x Z — IS es la funcién total dada por imp_zeroqc.can (df,p) =
zerora (p).

- impmult G can : ]lg;‘lcg x Z x IS — 19 es la funcién total definida por

impmult(c.can (df 4, ¥) 1= multc (i, ).

- Amp dffrqc.can : Ilsz;acZ x IG — IS es la funcién total definida por imp_dffrc.can (df, ) =
df (x).

Teorema 2.9.5 1¢ y 16" son dlgebras isomorfas en la categoria CG’{}(CCimp).

En este caso, al igual que en el ejemplo de los conjuntos simpliciales, atin podemos simplificar
mas la descripcion funcional del objeto final. Esta terera descripcion proviene de utilizar la
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propiedad de que los Z-moédulos que forman el complejo de cadenas son, en particular, generados
y, por tanto, los operadores pueden definirse sobre el conjunto de generadores y extenderse por
linealidad al resto. Asi, el operador imp dffr, puede definirse a partir de otro operador que
trabaje sobre menos elementos (los generadores) y que después se extiende de modo canénico al
resto (esta propiedad tiene que ver con la generabilidad al igual que la que verifica el operador
impd en el caso de los conjuntos simpliciales, aunque en distinto sentido: en el caso de los
conjuntos simpliciales proviene de la representacion utilizada para los simplices, mientras que
en este caso tiene mas que ver con las propiedades de los complejos de cadenas como estructuras
matematicas). Asi, para cada dlgebra A de C“(CC), consideramos el conjunto Gen = Upez Gp
que recoge a los generadores del complejo de cadenas. Cada funcién parcial dfa: Z x Gen — 1 ¢
con dominio {(p,g) | g € Gp}, puede extenderse, por linealidad, a una funcién total df 4: I ¢,
IG definida como sigue:

CZfA(<p7 [(tlv gl)? s (tm> gm)]>) = SumaA(mUZtA(tla de(p7 gl)): SumaA(mUZtA(t27 de(pa 92))7
. SumaA(mUZtA(tma de(pa gm))? ZBTOA(p)) cee ))

Para que todo sea correcto, habra que imponer que la funcién extendida a partir de la
bésica verifique las condiciones necesarias. En este caso, y abusando de la notaciéon por no
complicarla, la condicién de la diferencial se traduce en que para cada p € Z y para cada

g € G, debe cumplirse dij(p —1,df(p,9)) = <p —2,[( )]>

Otra cuestién, y de la que no nos ocupamos, es estudiar qué condiciones deberia verificar
la funcién df 4 para que al extenderla, por linealidad en este caso, se verifiquen las propiedades
requeridas.

Por la relacién existente entre las categorfas C%(CCimp) v CY(CC), cualquier &lgebra de
CG(CCZ-mp) verifica la propiedad descrita anteriormente y que posee cualquier algebra de C%(CC).
Asi, para cada A algebra de CG(CCimp), la funcién imp dffr 4 puede definirse por extension a
partir de una funcién parcial imp dfa: Aimpe X Zx Gen — I & con dominio {(a, p,g) | g€ Gp}.

Lo anterior significa que para recuperar un algebra de C%(CC) es suficiente con disponer del
comportamiento de la diferencial sobre los generadores, lo que nos lleva a definir el siguiente
objeto de C%(CCymyp) que denotamos por 1¢-can-gen;

. ]IG,cam,gen
tmpce

de cadenas de CG(CC)}, siendo ch la extension definida por linealidad de la aplicacion df
alC.

= {df: ZxG— 1% | (I¢,Z, {sumalc,oppIc,zeroIc,multIc,chD es complejo

. LaS funCioneS 'impﬁsuma]lc}’,can,gen 5 'L’mpﬁopp]l(}',can,gen 3 impﬁzeTO]lG,can,gen €
impﬁmult]lc,can,gen coinciden con las del objeto 1Gcan

. . . 1G,can,gen G
. La funClOIl Zmpﬁdﬁrjﬂc,can,gen . Ili?”r’lpcc7 X IN

imp_dffr(c.can gen (df, ) == d}(x)

— 19 es total y definida por

La relacion entre los tres objetos funcionales definidos queda recogida en el siguiente teorema.

Teorema 2.9.6 1€, 16:can y 1Gcangen son dlgebras isomorfas en la categoria C& 1 (CCimyp).

El objeto 16-¢@m9€m e5 ] més cercano de los tres al modo en que en EAT se representan los
complejos de cadenas. Se puede decir que es un modelo tedrico adecuado para representar la
forma en que en EAT son manejadas las familias de complejos de cadenas.
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A lo largo de los ejemplos hemos ilustrado algunas cuestiones que merece la pena destacar
y que mencionamos a continuacion.

2.9.4 Algunas conclusiones

Hacemos hincapié en algunos aspectos que han surgido de las aplicaciones de la teoria en
ejemplos concretos y que nos parecen especialmente resenables.

Como hemos visto, ademds de la presentacién funcional general del objeto final, hay casos
en los que pueden existir otras presentaciones, también funcionales, mas reducidas.

Concretamente, hemos visto dos situaciones:

e En terminologia de especificaciones ocultas, el caso en el que existen operaciones ocultas
(en nuestros ejemplos aplicado a X, y considerando impy. como tnico género oculto)
que tienen el mismo comportamiento sobre cualquier dlgebra de una categoria de algebras
ocultas (en nuestro caso, sobre la categorfa CP(¥;,,) habiendo fijado un G-conjunto D).
En este caso, esas operaciones pueden considerarse visibles. Esto hace que pueda darse una
descripcién funcional del objeto final eliminando los campos funcionales correspondientes
a esas operaciones. Describimos lo anterior formalmente.

A partir de un TAD 7, para cada G-conjunto fijo D consideramos el TAD 7P =
(x,cP(x)).  Aplicando la operacion ()imp a 72, obtenemos el TAD ’Z;gp =
(Simp, CP (Zimp)) que modela a las familias de algebras de 7 con conjuntos soporte D.
En la categoria C” (Ximp) hemos destacado la existencia de un objeto especial, objeto que

hemos denotado por :ﬂcD(E) que, en cierto sentido, recoge a todas las dlgebras de CP(X).
El objeto ﬂcD(Z) es final en CP ’{}(Zimp). La descripcién que hemos dado para este obje-
to es como un espacio funcional cuyos elementos son tuplas de funciones, una por cada
operaciéon de Y.

En determinadas condiciones, este objeto posee descripciones més sencillas. Concreta-
mente, si existe algin operador ¢mpo cuya interpretacion para cualquier algebra de la
categoria CP (Ximp) sea la misma y no dependa del género impy;, la componente corres-
pondiente a la operacién o puede suprimirse en la descripcién del objeto ]ch(E).

Asi, consideramos el subconjunto A de €2 formado por aquellas operaciones o € €2 para
las que existe una funcién & tal que para toda X;m,-dlgebra A de CP ’{}(Zimp) y para todo
x € Aimpy, la operacién impoa(z,—) = . El conjunto A estd formado por aquellas
operaciones o tales que su correspondiente operacién imp o puede considerarse visible en
Yimp- De este modo tenemos fijo un conjunto de funciones {&}sea.

En esta situacién, podemos definir el siguiente objeto de la categoria CP 7{}(Eimp) que
denotamos por ]1;“5(2):

e Para cada g € G, el conjunto soporte es D,.

e El conjunto soporte para el género distinguido impy. viene dado por:

1o (s),me = {(fé)éeQ\A | (D {(f5)seann (0)sea}) € Obj(CD(E))}
e Para cada (0: w — v) € A, la funcién IMP.Ofean - ]1;‘1’;(2)_ X D, — D, tiene
m )

eD ()
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como dominio el conjunto 175, x Def () y estd definida por

CP(Z)im

imp.o-ean ((fé)&eQ\Aadw) =0 (dw)
cP(x)

e Para cada (0: w — v) € 2\ A, la funcién imp.o ean ]lg‘}?(z)_ x D, — D, tiene
cD(x) tmPsn

como dominio { (fs)sean,dy) | dw € Def(fa)} y estd definida por

impoqean  ((f5)scann, do) = foldy)

ch(x)

El objeto llc D(s) pertenece a la categorfa CP ’{}(Eimp) y posee la propiedad recogida en el
siguiente teorema

Teorema 2.9.7 Ilga;‘(z) es isomorfo a lep(s) en CPAN(Simp).

e La otra situacién que hemos recogido es aquella en la que es posible determinar para todas
las algebras que se estan considerando, el comportamiento de un determinado operador
a partir de otro operador, digamos més sencillo. En lo anterior subyace una idea de
generabilidad en un sentido amplio, que puede entenderse de diferentes formas. Por
ejemplo, en el caso de los complejos de cadenas, la nocién de generabilidad proviene de
las propiedades matematicas de las dlgebras con las que se estd trabajando (ya que éstas
son complejos de cadenas libremente generados). En el caso de los conjuntos simpliciales,
la situacién es distinta. La nocién de generabilidad subyacente esta relacionada con la
forma de representar los simplices de los conjuntos simpliciales, es decir, con el patrén que
hemos fijado para representarlos. Al tomar como representacién los simplices abstractos,
lo que se obtiene es una forma universal de extender los operadores definidos solo sobre
stmplices geométricos a los simplices abstractos.

En los ejemplos anteriores hemos llevado a cabo las dos simplificaciones. En ambos, primero
hemos reducido el niimero de funciones necesarias para recuperar un algebra y después hemos
visto como definir las funciones restantes a partir de otras. Lo anterior no significa en absoluto
que siempre deba hacerse en este orden. De hecho, en los ejemplos tratados aqui es posible
invertir el orden de aplicacién de las simplificaciones. En el caso de los conjuntos simpliciales,
también hay una forma candnica de definir los operadores de degeneracién sobre los simplices
abstractos, conociendo su definicién sobre los simplices geométricos (el método se apoya en las
propiedades de los conjuntos simpliciales que permiten intercambiar el orden de aplicacion de
los operadores). En el caso de los complejos de cadenas, es todavia mas claro. Las operaciones
de los Z-mdédulos que lo forman, operaciones que hemos interpretado como visibles, también
pueden definirse unicamente sobre generadores y extenderse por linealidad a todas las combi-
naciones. En este caso, el patréon que siguen todas las combinaciones no solo proviene de fijar
una representacién para los elementos de los Z-mddulos de los complejos de cadenas, sino de la
propia definicién de complejo de cadenas.

Como ultima conclusién comentar que, tal y como ha quedado patente en los ejemplos
anteriores, las condiciones impuestas a las algebras en el marco en el que hemos trabajado
en este capitulo, son muy restrictivas. A base de modificar e imponer algunas restricciones
adicionales a lo que pretendemos modelar, hemos conseguido adaptar casos necesarios para
nosotros. Aun asi, hay casos que siguen sin quedar recogidos en el marco en el que estamos
trabajando. Concretamente, hay familias de -algebras que no pueden agruparse en una tnica
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Yimp-algebra. El tener que fijar un dominio de definicién comun para las operaciones de todas
las algebras de cada familia representada es muy restrictivo. Una forma de relajarlo es poder
considerar como significativos solo algunos datos de ese dominio ya fijado y esto, como ya hemos
comentado, es un problema de representacion que abordaremos en el siguiente capitulo.

Sin embargo, una conclusién positiva es que, la forma mas general de trabajar con familias
de algebras, algo necesario cuando durante un proceso de cédlculo debe poder construirse un
algebra, es la presentaciéon funcional de las dlgebras (fijados los conjuntos subyacentes, para
determinar un &dlgebra solo es necesario conocer cémo estan definidas las operaciones). Ademaés,
las simplificaciones anteriores tienen su interpretacién practica. En lo que respecta a la primera,
si una operacion estd definida de igual forma sobre todas las algebras que pueden aparecer en
el célculo, no es una informacién necesaria para recuperar un algebra concreta. Respecto de la
segunda, si existe un modo comun para todas las algebras de definir una operacién a partir de
un operador que trabaja sobre un conjunto més pequeno, solo es necesario este segundo para
recuperar cada dlgebra concreta.



Capitulo 3

Implementacion de TADs y
estructuras de datos en EAT

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos tratado el problema de la especificacién de tipos con los que se
pretende representar a familias de estructuras algebraicas (familias de grupos, de anillos, etc.).
Como hemos visto, la operacion ()im, modela el paso desde un tipo de datos hasta el tipo de
las familias del tipo de partida. Ademads esta construccion responde al patrén que siguen buena
parte de las estructuras de datos que aparecen en el sistema EAT. En el presente capitulo nos
vamos a centrar en el andlisis formal del modo de implementacién usado en EAT que, como
veremos, resulta ser, en cierto sentido, canénico.

Para entender el tipo de estructuras que aparecen en dicho sistema hay que conocer que
los algoritmos de céalculo que implementa, basados en métodos procedentes de la Topologia
Algebraica, requieren la manipulacion de una gran diversidad de estructuras algebraicas, algunas
de ellas complejas: grupos, grupos graduados, complejos de cadenas, conjuntos simpliciales,
etc. Sin embargo, la caracteristica principal de este software no reside tanto en la variedad de
estructuras algebraicas que maneja sino en la necesidad de construir en tiempo de ejecucién
ejemplares de esas estructuras. Por ejemplo, construir un complejo de cadenas como paso
intermedio en el cédlculo de la homologia de un espacio topolégico (en la breve presentacién
de EAT que hemos incluido al principio del primer capitulo, pueden verse ejemplos de ello,
concretamente en la pdgina 6). Es en este hecho en el que radica la necesidad de manipular
estructuras cuyos datos sean también estructuras (ver, por ejemplo, en la pdgina 10 la figura
1.3, que muestra la estructura del objeto 12s3eh que contiene en algunos de sus campos otras
estructuras como complejos de cadenas). Por tratarse de un software ya construido, y utilizado
con éxito, no es nuestro interés el analizar si hubiera sido mas adecuado utilizar otras estructuras
de datos o implementaciones diferentes de las que fueron usadas en la creacién de EAT. Por
contra, nos interesa el estudio desde un punto de vista formal del modo en que realmente se
hicieron las cosas en EAT.

Nuestro deseo por mantenernos tan proximos como sea posible al sistema EAT nos ha
llevado a tomar algunas decisiones metodolégicas de cierta importancia, que pueden resultar
chocantes, y que pensamos merecen alguna explicacion. Por un lado, vamos a manejar una
nocién de implementacion que reposa en la definicion de representacién introducida por Hoare
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en [58] (nocién en la que se apoyan muchos autores que trabajan en marcos cercanos a la
programacion real; véanse, por ejemplo, [121] y [54]).

Asi, una implementacién va a consistir bdsicamente en una funcién de abstraccién que
relaciona datos concretos con datos abstractos (del modelo). Hemos preferido seguir esta linea,
frente a la que se denomina “implementacién algebraica” (seguida, por ejemplo en [39], [56],
[57], [108] y [11]), por ser la mds cercana a la programacién concreta. En la literatura aparecen
numerosos trabajos que presentan diferentes enfoques de la nocién de implementacién (véanse,
por ejemplo, [50], [49], [54], [39], [111], [20] y [108]), en [85] se presentan y comparan algunos de
ellos. Por otro lado, vamos a utilizar un lenguaje de programacién concreto como lenguaje de
implementacién, a diferencia de lo que suele ser habitual en este tipo de estudios formales, que
es utilizar un lenguaje “ad hoc” pequeno. En nuestro caso, el lenguaje elegido es Common Lisp,
lenguaje en el que EAT fue implementado. Esto nos va a permitir trabajar con una sintaxis
bien definida y conocida, la proporcionada por el propio lenguaje, y nos evita definir la de un
supuesto lenguaje “ad hoc”. Es bien conocido que no existe en la literatura una semantica formal
completa de Common Lisp. Sin embargo, si existen descripciones suficientemente precisas para
nuestros fines, como las que pueden encontrarse en [88] y en [116]. La no existencia de seméntica
fomal nos obligara a determinar con precision las caracteristicas concretas del lenguaje que son
usadas en las demostraciones de nuestros resultados, caracteristicas que deberd poseer cualquier
implementacion correcta de Common Lisp.

Por dltimo, no vamos a usar todo el lenguaje Common Lisp, sino que nos vamos a restringir
a un subconjunto del lenguaje que nos permitira llevar a cabo nuestro analisis de las estructuras
de datos de EAT, y nos liberara de algunos problemas técnicos que pudiéramos encontrar utili-
zando todas las posibilidades de Common Lisp. Nuestro entorno viene dado por las siguientes
condiciones:

e nos limitamos a trabajar sobre un subconjunto de Common Lisp puramente funcional: no
permitimos efectos laterales (de cara al anélisis de EAT esto no supone ningin problema
ya que en EAT los efectos laterales aparecen solo sobre tipos elementales y no sobre el
tipo de estructuras que pretendemos analizar);

e no usaremos la declaracién de tipos en los codigos de los programas utilizados;

e forzamos a que todas las funciones devuelvan un tnico valor (que por el hecho de poder
ser estructurado no supone una verdadera restriccién); vy,

e no consideramos los elementos propios de CLOS (Common Lisp Object System) puesto
que en EAT no se requiere el uso de esta extensiéon de Common Lisp. Existe un software
sucesor de EAT llamado Kenzo [36] en el que la programacién orientada a objetos explicita
juega un papel fundamental y que utiliza CLOS.

En el desarrollo del trabajo vamos a necesitar conceptos utilizados habitualmente en pro-
gramacién como son: tipo de datos, cédigo, programa, etc. Algunas de estas nociones no
siempre son tratadas en la literatura con todo el rigor que nosotros necesitamos. Por ello, en
las primeras secciones del capitulo nos ocupamos de formalizar todos estos conceptos béasicos
que, pese a estar presentes en la mente de todo el que trabaja en programacion, pueden dar
lugar, a distintas interpretaciones y a ambigiiedades. Las secciones 3.4 y 3.5 del capitulo tra-
tan sobre las nociones de representacién y de implementaciéon. En la seccién 3.6 estudiaremos
la propiedad de decidibilidad de las representaciones. En la seccién 3.7 analizaremos algunas
implementaciones intimamente relacionadas con las utilizadas en EAT y demostraremos que
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poseen buenas propiedades desde el punto de vista de la Teoria de Categorias. El capitulo
termina con aplicaciones de lo anterior a casos concretos y cercanos a EAT, exactamente se
continta con los dos ultimos casos desarrollados en la parte algebraica (capitulo anterior). Al
igual que en el capitulo anterior, estos ejemplos concretos nos permitiran ir un poco mas lejos
de lo mostrado en las secciones previas. Recogemos en el dltimo apartado algunas conclusiones
obtenidas a partir de ellos.

En [67] fueron publicados algunas de las nociones y resultados desarrollados a lo largo del
capitulo.

3.2 Tipos de datos en Common Lisp

El objetivo dltimo al programar es disponer de algin objeto informaético, cédigo, que simule
el comportamiento de una determinada funciéon. Este cédigo tiene un dominio implicito que
estd compuesto por aquellos objetos (expresiones Lisp) sobre los que puede aplicarse el cédigo
terminando la evaluaciéon y devolviendo un valor. Es habitual que este dominio implicito no
coincida exactamente con el que necesitamos para simular la funcién, lo que suele suceder es que
lo contiene. Por ejemplo, si pensamos en programar la funcién sucesor de un natural, podemos
definir el siguiente cédigo

Cs = #’ (lambda (x)
(+ 1 x))
cuyo dominio implicito estd formado por todos aquellos objetos Lisp a los que se les puede
sumar uno que, evidentemente, no coincide con N que es el que pretendemos representar. Esto
hace que sea natural asociar a un codigo un conjunto de objetos sobre los que considerar la
evaluacién del cédigo. Ligada a esta necesidad, aparece una nocién basica en programacion, la
nocion de tipo de datos, sobre la que existen multiples variantes en la literatura.

En este apartado vamos a tratar la nocién de tipo de datos en Common Lisp, apoyandonos
en la descripcién detallada de este lenguaje que puede encontrarse en [116]. En particular, la
nocion de tipo de datos y las directamente relacionadas con ella se desarrollan entre los capitulos
2y 6 de [116].

Como punto de partida consideramos el Universo de datos formado por todos los objetos
Common Lisp, al que de ahora en adelante nos referiremos por 4. Sin embargo, lo habitual es
que al programar algo concreto trabajemos sobre un subconjunto de objetos del universo del
lenguaje. Precisamente eso es lo que en Common Lisp se denomina tipo de datos (véase [116],
pagina 12).

Definicion 3.2.1 Un tipo de datos es cualquier conjunto de objetos Lisp.

Los tipos de datos en Common Lisp se organizan en una jerarquia que es un orden parcial
respecto a la relacién de contenido. Asi, un objeto Lisp no tiene tipo sino que puede pertenecer
0 no a un tipo. Se puede afirmar que Common Lisp no es un lenguaje fuertemente tipado. Pese
a ello, posee suficientes herramientas para actuar como lenguaje tipado, en particular, permite
declaracién de tipos, aunque esta faceta no va a ser tratada en esta memoria.

La nocién de subtipo se define de modo natural: dados dos tipos de datos T; y Ty se dice
que T; es subtipo de Ty si todo objeto Lisp que pertenece a T también pertenece a To.

Al igual que en cualquier lenguaje, existen conjuntos de objetos Lisp de interés especial
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que se denominan tipos de datos predefinidos y que el propio lenguaje nomina por medio de
determinados simbolos estdndar. Una enumeracién exhaustiva de éstos se encuentra en [116],
pagina 50. Algunos tipos de datos pueden nominarse y a los objetos Lisp que los nominan
se les llama especificadores de tipos. Los especificadores de tipos pueden ser simbolos, que
nominan a los tipos de datos predefinidos, o listas, caso en el que nominan a combinaciones o
especializaciones de otros tipos de datos (el capitulo 4 de [116] los recoge). En Common Lisp,
el tipo de datos formado por todos los objetos Lisp se especifica por el simbolo t, es decir, t
representa al Universo U de todos los objetos Lisp y, cualquier otro tipo de datos es subtipo de
t. En el extremo opuesto, el simbolo nil especifica al tipo de datos vacio.

En cualquier lenguaje es de gran importancia conocer como se trata la igualdad entre objetos.
En este sentido, Common Lisp proporciona un abanico de predicados de igualdad que, ordenados
de menor a mayor generalidad, son: eq, eql, equal y equalp; ademas de ellos, = que actiia sobre
los datos numéricos (su comportamiento puede consultarse en [116], paginas 103 y siguientes).
Cada tipo de datos predefinido tiene asociado, como mas especifico, uno de los predicados de
igualdad anteriores. Del mismo modo, los tipos definidos como especializacién o combinacion
de otros poseen también una igualdad especifica que viene inducida por la de los tipos a partir
de los que se han definido. Sin embargo, al trabajar con tipos de datos es frecuente que la
igualdad que se necesite no coincida con la dada por el predicado que el tipo tiene asociado, ni
tampoco con ninguna de las definidas mediante los predicados de igualdad proporcionados por
el lenguaje. En estos casos, el programador debe definir su propia igualdad, que se ajuste al
contexto en el que estd trabajando. Asi, normalmente no se trabaja solo con tipos sino que el
punto de partida es un tipo de datos junto con una relacién de equivalencia definida sobre los
objetos del tipo (es decir, un conjunto con igualdad; ver definicién en preliminares, pagina 15),
relacion que no necesariamente tendra que venir descrita por una expresion algoritmica. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicion 3.2.2 Un dominio Common Lisp es un tipo de datos junto con una igualdad, dada
por una relacion de equivalencia definida sobre los datos pertenecientes al tipo. Denotamos un
dominio Common Lisp por un par (T,=r).

Como hemos dicho, cada tipo de datos T dispone de una igualdad especifica dada por el
propio lenguaje Common Lisp. Al correspondiente dominio lo denotamos por (T,=¢.). Como
ejemplo, eq es la igualdad especifica sobre el tipo symbol, sobre tipos de datos formados por
objetos Lisp numéricos la igualdad especifica es la dada por =, sobre tipos de datos estructurados
como listas, vectores, registros, etc. se define recursivamente a partir de las anteriores. Siempre
que no haya lugar a confusién hablaremos del dominio T para referirnos realmente al dominio
(T,=c1). En la definicién anterior estd implicito el hecho de que =t debe ser compatible con
=¢1 que es la que posee T como conjunto.

Al trabajar en un universo 4 y considerar subconjuntos de él aparece de modo natural la
nocion de decidibilidad. Fijado un universo, un conjunto de objetos del universo es decidible
si existe un algoritmo que determina si un objeto del universo pertenece o no al conjunto. En
principio, la nocién general de decidibilidad no coincide con la decidibilidad en Common Lisp.
La nocion de decidibilidad en Common Lisp viene dada por el predicado predefinido typep que
determina si un objeto Lisp pertenece o no a un determinado tipo de datos, (typep object
type). Los argumentos de typep son un objeto Lisp y un especificador de tipo y el predicado
comprueba si el objeto pertenece o no al tipo nominado por el especificador.

Definicion 3.2.3 Un tipo de datos Common Lisp es decidible Common Lisp si posee un espe-
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cificador de tipo admitido por el predicado typep.

La idea general de decidibilidad coincide con la nocién de tipo discriminable en Common
Lisp. Un tipo de datos discriminable Common Lisp es aquel para el que existe un predicado que
decide si un objeto Lisp cualquiera pertenece o no al tipo, es decir, es discriminable si el tipo es
decidible en el universo de objetos Common Lisp. Teniendo en cuenta que los especificadores de
tipos admitidos por el predicado typep son aquellos que pueden usarse como discriminadores
(incluidos los definidos utilizando el predicado satisfies), es claro que un tipo de datos es deci-
dible Common Lisp si y solo si es discriminable Common Lisp. Como observacién comentar que
el inico tipo Common Lisp para el que los fines de declaracién y discriminacion son distintos es

la especializacién del tipo function: (function (argl-type arg2-type ... ) value-type),
tipo que solamente puede usarse con fines de declaracién pero no de discriminacién, por lo que
el tipo de datos cuyo especificador es (function (argl-type arg2-type ... ) value-type)

no es un tipo decidible Common Lisp. La nocién de decidibilidad Common Lisp coincide con la
nocion general de decidibilidad, en este caso en el universo de objetos Lisp.

Definicién 3.2.4 Se dice que un dominio (T,=r) es decidible Common Lisp si lo es el tipo T.

Observar que en la definicién anterior no se dice nada respecto de la decidibilidad de =t. De
hecho, las igualdades especificas sobre cada tipo de datos proporcionadas por el propio lenguaje
son decidibles, mientras que las definidas por los usuarios pueden serlo o no.

La forma habitual en que se plantea el problema de la decidibilidad es la existencia o no
de un test de pertenencia (que es un algoritmo) de los elementos de un subconjunto. Si A es
un conjunto en un universo y B es subconjunto de A, se dice que B es decidible en A si existe
un algoritmo que comprueba la pertenencia a B de todos los elementos de A. Extendemos al
marco de los tipos de datos Common Lisp la nocién anterior.

Definicion 3.2.5 Sea A un tipo Common Lisp y sea B un subtipo de A. Se dice que B es decidible
en A si existe un predicado Lisp que determina si un objeto de A estd o no en B.

Si un tipo A es decidible Common Lisp y un subtipo suyo B también lo es, el predicado
que comprueba la pertenencia de los objetos de U a B sirve para comprobar la pertenencia a
A, por lo que, por definicién, B también es decidible en A. Pero ademads, también se cumple el
reciproco. De hecho, la funcién de test necesaria para probar la decidibilidad Common Lisp de
B podemos escribirla como sigue:

(defun decidibleBenU (x)
(and (decidibleAenU x)
(decidibleBenA x)))

siendo decidiblelenU la funcién de test de A en U y decidibleBenA la de B en A.

Como observacion, indicar que teniendo en cuenta que la definiciéon de decidibilidad Common
Lisp en términos del predicado typep coincide con la de decidibilidad en general, cabria esperar
que la nocién de subtipo decidible de un tipo decidible pudiera darse en términos de la primitiva
subtypep. Sin embargo, esta primitiva no sirve para saber si un conjunto de objetos Lisp es
o no subtipo de un tipo decidible Common Lisp, ya que sobre especificadores de tipos que
utilizan determinadas primitivas como satisfies, and, or, etc., no es capaz de determinar la
relacion entre los dos tipos nominados por los especificadores que aparecen como argumentos
(véase [116], pagina 97). Por ejemplo, subtypep no es capaz de decidir si el tipo integer es
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o no subtipo del tipo especificado por (satisfies integerp), ni tampoco si la relaciéon es la
inversa.

Ahora ya tenemos las bases para introducir los conjuntos de objetos Lisp con los que nos
interesa trabajar, los decidibles.

Definicién 3.2.6 Un Tipo Concreto Common Lisp (TCCL) es un dominio decidible Common
Lisp.

Segun la definicién anterior, un tipo concreto Common Lisp puede ser:

e un tipo predefinido Common Lisp: integer, symbol, ... ;

e un tipo construido a partir de otro TCCL utilizando los constructores de tipos que Com-
mon Lisp proporciona: struct, array, list, ... ;o0

e un subconjunto decidible de los anteriores, es decir, un subconjunto para el que exista un
predicado Lisp capaz de decidir si un objeto de un tipo estd o no en el subconjunto.

En lo que sigue, al hablar de tipo o de tipo Common Lisp nos referimos a un TCCL.

La nocién de expresion correcta en Common Lisp también requiere algunas explicaciones.
En un lenguaje fuertemente tipado el concepto de expresion bien construida se identifica con el
de expresion sintdcticamente correcta. Sin embargo, esto no ocurre en lenguajes como Common
Lisp, con tipado implicito, dindmico, en los que una expresién puede estar o no bien construida
dependiendo del entorno en el que se considere. Hay expresiones, como por ejemplo, (integerp
x x) que, independientemente del entorno no estdn bien construidas, y expresiones como
(if (integerp x) (+ x x)) construidas correctamente para cualquier entorno. Sin embar-
go, una expresién como (+ x x) puede estar bien o mal construida, depende del tipo al que
pertenezca x en el momento de la evaluacién. Por ejemplo, si x pertenece al tipo integer la
expresion anterior estara bien construida mientras que si x pertenece al tipo symbol la expresion
no lo estara. Este ejemplo muestra que no es conveniente identificar la nocién de expresién bien
construida con la de correccion sintéactica, siendo més adecuado considerar otros tipos de correc-
cién. Diremos que una expresion es estructuralmente correcta si esta correctamente construida
para algin tipo de datos. Asi, las dos expresiones Common Lisp anteriores (if (integerp
x) (+ x x)) y (+ x x) son estructuralmente correctas. Los ejemplos anteriores nos muestran
también que en el estudio de la correccién estructural de una expresiéon hay, al menos, dos
factores a tener en cuenta. Uno directamente relacionado con la sintaxis de la expresién y que
tiene que ver con el nimero de argumentos que puede tener la expresién (nimero que depende
de la operacién a evaluar) y, otro, relacionado con el tipo que pueden tener los argumentos
sobre los que aplicar la funcion.

La nocién de correccion estructural estd directamente relacionada con la inferencia de tipos
en lenguajes como ML (debida a Milner [80]). La inferencia de tipos consiste en asociar un
dominio a cada expresion, dominio que estard formado por todos aquellos objetos sobre los que
puede evaluarse la expresién. Por ejemplo, si observamos la expresiéon (+ x (first x)) vemos
que para poder aplicar la primitiva first a x, x debe pertenecer al tipo list (véase [116],
pagina 415). Ademés, para aplicar la primitiva + a x es necesario que x satisfaga el predicado
numberp. Sin embargo, ambos tipos, 1ist y number son disjuntos (véase [116], paginas 38 y 39),
por lo que, no existe ningiin objeto Lisp sobre el que la expresién anterior pueda evaluarse. Esto
prueba que la expresién anterior es estructuralmente incorrecta. Asi, la correccién estructural
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de una expresién esta relacionada con su dominio implicito, que puede inferirse a partir de ella.
Segun esto podemos decir que una expresion es estructuralmente correcta si el dominio implicito
no es vacio.

Las expresiones estructuralmente correctas son una de las bases sobre las que reposa la
nocion de programa. Intuitivamente, las expresiones estructuralmente correctas forman parte
del cddigo del programa y habra que tener en cuenta los dominios implicitos de éstas antes de
decidir sobre qué datos evaluarlas.

3.3 Programas en Common Lisp

Uno de los conceptos bésicos en programacion es el de programa. Es habitual encontrar trabajos
en los que, implicita o explicitamente, se identifica programa con cédigo, sin embargo, esta
identificacién da lugar a una nocién de programa muy pobre que no sirve para recoger la nocién
de funcién. Intuitivamente, un programa va a ser un cédigo que al aplicarlo sobre determinados
objetos debe comportarse de cierta manera. En la afirmaciéon anterior hay cuestiones que
concretar, por ejemplo, jsobre qué datos el programa no debe producir errores en las llamadas?
jsobre cudles debe terminar?; si termina ;debe devolver algo? ;qué puede decirse del dato que
devuelve? El objetivo de esta seccion es concretar la nocién de programa, dar una definicién
formal que elimine toda esta ambigiiedad. Un tipo que sera de especial relevancia en esta tarea
es el tipo de los objetos funcionales. Intuitivamente, un objeto funcional corresponde con lo que
se considera habitualmente como el cédigo de un programa. El predicado predefinido Common
Lisp functionp sirve para determinar el dominio del tipo de los objetos funcionales.

Definicion 3.3.1 Un objeto funcional es un objeto Lisp que satisface el predicado functionp.

Dicho de otro modo, un objeto funcional es un objeto Lisp que al aplicarle la primitiva
functionp no devuelve nil. (En Common Lisp cualquier objeto distinto de nil se interpreta
como t.) Por construccién, functionp devuelve un objeto distinto de nil si su argumento
puede aplicarse a otros objetos Lisp por medio de las funciones funcall o apply (véase [116],
pagina 75). Segun la definicién anterior, los objetos funcionales son los definidos con defun y
los cierres léxicos de expresiones lambda. (Los cierres 1éxicos, ver en [116] pdginas 145 y 148, y
las expresiones lambda, ver en [116] paginas 75-83, son objetos Lisp con propiedades especiales
y que en nuestro trabajo aparecen de forma esencial. Los cierres léxicos estan relacionados con
el alcance de los objetos Lisp. La idea general es que ambos juntos, es decir, cierres léxicos de
expresiones lambda, permiten simular la programacién orientada a objetos, debido a que cada
cierre léxico de una expresién lambda se lleva consigo el contexto en ese momento, es decir,
se lleva consigo el estado total en el que esta el intérprete de Common Lisp. Esto lo iremos
viendo a lo largo del capitulo en el que habra puntos concretos en los que haremos uso de ello.)
La igualdad especifica sobre el tipo de los objetos funcionales, es decir, la igualdad que hemos
denotado por =¢, es la dada por eq.

Toda expresion de la forma (funcall x al ... an) donde x es un objeto funcional y
al, ..., an son objetos cualesquiera es estructuralmente correcta. Asi, si consideramos el
siguiente objeto funcional

(defun SumaUno (x)

+ 1 x))
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las llamadas (funcall #’SumaUno x) y (funcall #’SumaUno x x) son estructuralmente co-
rrectas. Sin embargo, la evaluacién de cada una de ellas produce distintos efectos, que vienen
determinados por el comportamiento establecido en Common Lisp para el tratamiento de “si-
tuaciones excepcionales”.

Definicion 3.3.2 En Common Lisp, una situacion es la evaluacion de una expresion en un
contexto especifico.

La propia descripciéon de un objeto funcional permite conocer su comportamiento en “si-
tuaciones normales”, es decir, en evaluaciones de llamadas al objeto que terminan y devuelven
un objeto Lisp. Por ejemplo, la evaluacién de la llamada (funcall #’SumaUno x) termina y
devuelve un objeto Lisp para cualquier x objeto Lisp que satisfaga el predicado numberp (véase
la pagina 100 de [116]). Sin embargo, también podemos encontrar “situaciones excepcionales”,
es decir, evaluaciones de expresiones cuyo efecto no estd claro. Un ejemplo de una situacién
excepcional es evaluar la llamada anterior (funcall #’SumaUno x) sobre cualquier objeto Lisp
x que no satisfaga el predicado numberp. Para analizar las situaciones excepcionales que pueden
producirse durante la evaluaciéon de una llamada a un objeto funcional, recurrimos de nuevo a
[116], concretamente a su capitulo 29, que incorpora un Sistema de Condiciones Common Lisp
desarrollado para la deteccién y manipulacién de las situaciones excepcionales. (Realmente para
nuestro andlisis serfa suficiente con recurrir al capitulo 24 de esa misma referencia, capitulo ya
incorporado en la versién anterior [115] donde se analizan las situaciones de error pero no se
permite su manipulaciéon. Pese a que no vamos a usar nada sobre la manipulacién de errores,
como Common Lisp estandar incorpora ya el sistema de condiciones, nos ha parecido mas in-
teresante basarnos en él en este punto que limitarnos simplemente a lo incluido en la primera
versién.) Las siguientes definiciones corresponden a las nociones de condicién y de error.

Definicion 3.3.3

i) Una condicién en Common Lisp es una situacion “interesante” en un programa que se ha
detectado y comunicado. La accion por la que un programa muestra que se ha detectado
una condicion se denomina senalar.

1) Un error en Common Lisp es una condicion en la que la ejecucion normal de un programa
no puede continuar sin una intervencion externa. (La intervencion externa puede provenir
del usuario o de algun programa de control diseniado para ello con las herramientas que el
propio lenguaje proporciona.)

i7i) En Common Lisp, que un programa senale un error significa que el programa reconoce que
no sabe como continuar la ejecucion y que necesita intervencion externa para continuar.

La primitiva Common Lisp para senalar condiciones es la funcién signal, a partir de la cual
se construyen otras. En particular, la forma maés simple en la que cualquier implementacion
de Common Lisp que siga fielmente la definicién del lenguaje senala un error es por medio
de la funcién error, a través de la interfaz de usuario y enviando un mensaje determinado.
Es habitual encontrar implementaciones en las que el comportamiento varia porque se han
programado otras utilidades, pero nosotros nos limitamos a utilizar lo descrito en la definicion
formal del lenguaje. No nos planteamos un estudio exhaustivo de las condiciones Common Lisp,
ni tan siquiera de los errores, sino que vamos simplemente a intentar detectar y caracterizar
aquellas condiciones que nos interesan, que son las que pueden producirse en la evaluacién



3.3 Programas en Common Lisp 133

de llamadas estructuralmente correctas a objetos funcionales. Seran éstas las que influirdn en
nuestro objetivo mas inmediato que es formalizar la nocién de programa y, por tanto, las que
nos interesa caracterizar. En concreto, son las siguientes:

1) llamada a un objeto funcional con un ndmero incorrecto de argumentos,

1t1) llamada a un objeto funcional con argumentos de tipo incorrecto,

i41) llamada a un objeto funcional cuya evaluacién no termina, y

)
)
)
iv) llamada a un objeto funcional con nimero y argumentos de tipo correctos pero que seniala
un error.

En las paginas 916 y siguientes de [116] podemos encontrar una clasificacién de los tipos
predefinidos de condiciones que cualquier implementaciéon de Common Lisp debe poseer. Vamos
a utilizar algunos de ellos para caracterizar algunas de las situaciones anteriores.

Definicion 3.3.4 Un objeto funcional x se dice que puede aplicarse sobre n argumentos si
para cualquier llamada (funcall x a; ... a,), con ai,...,a, objetos Lisp cualesquiera, no

se senala un error que envia un mensaje del tipo “ntmero incorrecto de argumentos”.*

Definicion 3.3.5 Un objeto funcional x que puede aplicarse sobre n argumentos se dice que
puede aplicarse sobre los tipos de datos Ty,...,T, si para cualquier llamada (funcall x aj

an ), con a; € T; para todo i = 1,...,n, no se senala un error que envia un mensaje del
tipo “se le ha dado a la funcién un argumento de tipo equivocado”.

Las dos definiciones cubren las situaciones recogidas en i) y i) y muestran que considerar
un objeto funcional como c6digo de un programa no es independiente de los argumentos sobre
los que se quiere trabajar.

Asi, en el caso del objeto funcional #’SumaUno, la evaluaciéon de la llamada (funcall
#’SumaUno x) sobre un objeto Lisp que no satisfaga el predicado numberp sefialard un error,
error provocado porque el argumento dado en la llamada no pertenece a ningin tipo sobre
el que el objeto funcional #’SumaUno puede trabajar. Si consideramos la llamada (funcall
#’SumaUno x x), sea cual sea el objeto Lisp x, su evaluacién senalara un error porque el niimero
de argumentos aportados para la evaluacién de la llamada es incorrecto.

Para caracterizar las situaciones recogidas en el punto ii) anterior, es decir, las situaciones de
no terminacion en llamadas a objetos funcionales, es necesario introducir la siguiente definicién.

Definicién 3.3.6 Sean Uy y Us conjuntos de objetos Lisp con Us # (). Un algoritmo Common
Lisp de U7 en Us es un objeto funcional que al invocarlo con funcall termina su evaluacion
para cualquier objeto Lisp tomado en Uy y devuelve un objeto de Us.

Denotamos por A(U;y,Us) al conjunto de algoritmos Common Lisp de U; en Us. Segin
esta notacién, A(U,U) denota al conjunto de predicados Lisp. Observar que el conjunto de

*Obsérvese que, debido a la riqueza de Common Lisp en lo que se refiere a los pardmetros (admite pardmetros
opcionales, pardmetros con palabra clave, etc.; véase [116], pdginas 75-83), hay objetos funcionales que pueden
ser aplicados sobre distinto nimero de argumentos. Por ejemplo, una primitiva como 1ist puede aplicarse sobre
cualquier niimero de argumentos n (incluyendo el caso n = 0).
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predicados Lisp no es decidible ya que el especificador de tipo asociado (function (t) t) no
es admitido por typep.

Por ejemplo, el siguiente objeto Lisp

#’ (lambda ( )
(do ()
(nil)))

es un objeto funcional, pero no es un algoritmo Common Lisp sobre ningtin tipo Common Lisp
ya que ninguna llamada al objeto funcional anterior termina. (En el caso del objeto anterior,
no se senala ningun error.)

Que un objeto funcional sea o no un algoritmo no sélo depende del propio objeto funcional,
sino que también depende de los tipos U; y Us. Por ejemplo, el objeto funcional

#’ (lambda (n)
(do ()
((zerop n) t)
(setgn (- n 1))))

admite como dominio el conjunto formado por los objetos Lisp que satisfacen el predicado

(defun naturalp (n)
(and integerp (>=n 0)))

por lo que es un algoritmo del tipo especificado por (satisfies naturalp) en el tipo t.

La nocién sobre la que descansa la definicién de programa no es la de objeto funcional por
si mismo, sino la de algoritmo Common Lisp. El interés no radica en considerar los objetos
funcionales aisladamente sino que deben llevar asociados los objetos sobre los que realizar las
llamadas. Un mismo objeto funcional ¢ puede pertenecer a distintos conjuntos A(Ui,U;) v
A(Us,Us) pudiendo guardar las parejas (U, Uj) v (Us, UL) cualquier relacién de contenido
entre ellas. Por ejemplo, el objeto funcional

#’ (lambda (%)
+ 1 %))

pertenece a A((satisfies numberp), (satisfies numberp)), A((satisfies integerp),
(satisfies integerp)), A((satisfies integerp), (satisfies numberp))y también a
A((satisfies numberp), t), pero no pertenece, por ejemplo, a A(t,t).

Observar que los objetos funcionales pueden tener cualquier nimero de argumentos n con
n > 0, y normalmente el tipo U; convendra verlo como un producto Ty X ... X T,. Sin
embargo, el objeto devuelto siempre es uno, por lo que s lo veremos como un tipo T.

La nocién de algoritmo Common Lisp corresponde con la de funcién total de las Ma-
tematicas, para la que se tiene un dominio, un codominio y una descripciéon del comportamiento
sobre los datos del dominio. Con la de programa pretendemos recoger también la simulaciéon
de las funciones parciales. Por ello nos interesa detectar y analizar la situacién recogida en el
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punto iv) de la pagina 132, es decir, recoger el caso de las llamadas a objetos funcionales con
ntmero y tipo de argumentos correctos pero que producen error. Un ejemplo de esta situacién
seria evaluar una llamada al siguiente objeto funcional

#’(lambda (n m)
(/ nm)

sobre los objetos Lisp 5 y 0. Estas situaciones corresponden a llamadas a objetos funcionales
a los que se les pueden asociar tipos que constituyan el dominio y el codominio (Z x Z y Z,
respectivamente, en el ejemplo), pero de forma que existen objetos del dominio sobre los que
se realiza alguna operaciéon no permitida. Las situaciones como la anterior senalan errores del
tipo arithmetic-error (véase [116], pdgina 917 y siguientes).

En estos comentarios nos hemos centrado en las llamadas a objetos funcionales a través de
la primitiva funcall, pero las llamadas también pueden realizarse mediante la primitiva apply.
Si x es un objeto funcional, las llamadas (funcall x a; ... ap) y (apply x (list aj ...
ap)) son equivalentes en el sentido de que para cualesquiera objetos Lisp a; ... a, en una se
senalard error si y solo si se senala en la otra, la evaluacién de la primera llamada termina
si y solo si lo hace la segunda y, en ese caso, el objeto devuelto por ambas es el mismo. Por
ello, a partir de ahora, para trabajar con llamadas a objetos funcionales, nos vamos a limitar a
trabajar con una de ellas, concretamente, utilizaremos funcall.

Con esto ya tenemos las herramientas suficientes para considerar funciones parciales. Por
ejemplo, la funcién matemédtica f(x) := x + 1 sobre los naturales, podria simularse por medio
del objeto funcional

#’ (lambda (x)
(+ 1 %))

con dominio y codominio el tipo integer y tomando como dominio real los objetos que satisfacen
el predicado naturalp definido en la péagina 134. Sobre los objetos de integer el objeto
funcional anterior puede aplicarse y sobre los que satisfacen naturalp, la evaluacién termina
y devuelve otro objeto que también lo verifica. Asi que este objeto pertenece a A((satisfies
naturalp), (satisfies naturalp)).

Con esta idea introducimos la siguiente definicion.

Definicién 3.3.7 Un programa (Common Lisp) es una tupla p = (cP, SP, T, ... T5, TP) don-
de: TV, ..., Th, TP son tipos concretos Common Lisp; SP es un subconjunto de T) x ... x Th;
y, cP es un objeto funcional que puede ser aplicado sobre los tipos de datos TY,...,Th, que es
un algoritmo del conjunto A(SP,TP) y que respeta las igualdades de los tipos concretos.

En la definicién anterior se estd exigiendo que la evaluacién de (funcall cP d; ... dy)
termine para cualquier (d,,...,d,) € SP y devuelva un elemento de TP. A este elemento lo
denotaremos por cP(dy,...,d,). Denominaremos al objeto funcional cP cddigo del programa, al
conjunto SP soporte o dominio de definicion del programa, a T, ... Th los llamaremos tipos de
entrada y a TP tipo de salida.

Que el objeto funcional cP respete las igualdades de los tipos concretos significa que los
objetos devueltos al aplicar el objeto funcional cP sobre objetos iguales en los dominios (por la
igualdad del tipo concreto) deben ser iguales en el tipo de salida, es decir, debe verificar que
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si (di,...,dpn) y (df,...,d;,) son elementos de SP tales que d; = d; para todo ¢ = 1,...,n,
entonces cP(dy,...,d,) =t cp(dll,...,d;l). Asi, cada programa p = (cP, SP, T}, ..., Th, TP)
define una funcién (parcial), con dominio de definicién SP, que a un elemento s de SP lo aplica
sobre cP(s).

Definicién 3.3.8 Dado un programa p = (cP, SP, T, ..., Th, TP) se llama funcién definida por
el programa p, y se denota por F(p), a la funcién parcial con dominio Def(F(p)) = SP dada

por F(p)(s) = c2(s).

Ademas, por respetar las igualdades, F'(p) induce una funcién con dominio el cociente de
T X ... x Th por la relacién de equivalencia que definen las igualdades en los T2, i = 1,...,n.

3.4 Representaciones de TADs

Uno de los principales problemas que un programador debe resolver es cémo representar en
la méquina el modelo que tiene en su mente. En [64] abordamos este problema y ahi puede
encontrarse una primera aproximacién al tratamiento que realizamos en esta memoria.

Los objetos de cualquier lenguaje de programacién, en particular los objetos Lisp, se usan
como representaciones de los datos abstractos que forman el modelo. Por ello, los objetos de
los lenguajes de programacién pueden ser vistos como “datos concretos” que representan en
la maquina a “datos abstractos”. Para relacionar datos concretos con los abstractos a los que
estan representando introducimos la definicién de representacion.

Definicién 3.4.1 Una representacién es una tupla R = (Dr, Sg, =r, ar, Mg) donde Dr es
un tipo concreto Common Lisp llamado dominio de la representacion; Sg es un subconjunto de
Dr llamado soporte de la representacién; =g es una relacion de equivalencia sobre Sg (mds
grande que la relacion de equivalencia que Sg hereda del dominio Dg ), llamada igualdad de
la representacion; Mg es un conjunto llamado modelo de la representacion; y, finalmente,
(ar, Sk, Dr, MR) es una funcion parcial, llamada funcién de abstraccién, compatible con la
tqualdad de la representacion.

La definicién anterior estd basada en la introducida por Hoare en [58]. La diferencia entre
ambas es que la anterior estd dada en términos del soporte de la representaciéon mientras que
Hoare la dio en términos de lo que se denomina invariante de la representacion.

Definicién 3.4.2 Dada una representacion R = (Dr, Sg, =r, ar, Mn), se llama invariante
de la representacién a la funcion caracteristica de Sg como subconjunto de Dg.

Algunos comentarios sobre las igualdades involucradas en la definicién de representacién
nos parecen necesarios. En la nocién de representacién aparecen, implicita o explicitamente,
las siguientes igualdades: la igualdad que Sg hereda como subconjunto del dominio Dg (=sy, ),
la de la representaciéon (=g), la del modelo (=) y la definida por la funcién de abstraccién
(=ar)- En la definicién de representacién se exige que la igualdad de la representaciéon =g
contenga a la del soporte =g,. Por otro lado, podemos considerar la igualdad que en Sr define
la funcién de abstraccién ar. Dos objetos t1 y to de Sg se identifican por =q,, t1 =a5 t2,
si sus imagenes por ag son iguales en Mg, ar(ti) = agr(tz). Que la funcién de abstraccién
sea compatible con la igualdad de representacién es equivalente a afirmar que la igualdad de
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la representacién esté contenida en la igualdad de la abstraccién. Asi, podemos concluir que
la igualdad de representacién més pequena que puede considerarse en una representacion, es
decir, la que menos elementos identifica, es la propia igualdad del soporte, mientras que la mas
grande entre las posibles igualdades de representacion es la igualdad de la abstraccién. Cuando
en una representacién no se cite explicitamente la igualdad de la representacion se entendera

que se estd considerando como tal la igualdad del soporte, =5, .

El modelo de una representacién es lo que un programador tiene en mente y pretende
representar.

Definicion 3.4.3 Dado un conjunto A, una representacién de A es una representacion R tal
que Mp = A.

A continuacién mostramos ejemplos de representaciones.

Ejemplo 3.4.4

1. Una representacién del conjunto Z de los ntiimeros enteros es Ryz= (integer, integer, = ,
oz, Z) siendo ayz la funcién que a cada entero de Common Lisp n le asocia el entero “de las
Matematicas” n.

En este punto, consideramos adecuada una observacion acerca del tipo integer y su relaciéon
con el conjunto Z. Aligual que ocurre en otros lenguajes de programacion, en cualquier Common
Lisp existe una cota superior para los datos de tipo integer. Debido a la gestién de Common
Lisp, esta cota estd determinada por el tamafnio de la memoria. Asi, el mayor dato de tipo
integer puede hacerse tan grande que es razonable pensar que nadie podria darle un uso
matematico aceptable. Niimeros mayores que la cota no habran sido ni seran usados realmente
por ningin matematico (aunque, por supuesto, si en potencia). En este sentido, podemos decir
que hay suficientes enteros en integer, al menos potencialmente, para todas las necesidades
matematicas. Es en este sentido en el que pueden considerarse “iguales” ambos conjuntos Z
e integer. Otro razonamiento que avala esta ultima conclusién es pensar en un Common
Lisp teorico cuyo tnico aspecto “tedrico” es ése, poder trabajar con enteros tan grandes como
se desea. En la préctica, cualquier implementacién de Common Lisp en cualquier maquina
razonable es una aproximacién suficiente a un tal Common Lisp tedrico, en el que los resultados
tedricos que siguen pueden ser demostrados con todo rigor matematico. Asi, podemos considerar
la abstraccién como funcién biyectiva.

2. Para el conjunto N de los niimeros naturales una representacion, viéndolo como subconjunto
de Z, se obtiene tomando Ry= (integer, (satisfies naturalp), =, ay, N) siendo naturalp
el predicado definido en la pagina 134 y siendo ay la restriccién de la funcién az del ejemplo
anterior al subtipo de integer nominado por (satisfies naturalp). Observar que la abs-
traccion de la representacion anterior es biyectiva (en el sentido comentado en el punto anterior,
relacionado con la sobreyectividad). Otra representacién del mismo conjunto N con el mismo
dominio integer es tomar todo el conjunto integer como soporte; como igualdad, la inducida
por la primitiva Lisp abs que da el valor absoluto de un dato perteneciente al tipo integer (es
decir, la dada por la relacién de equivalencia a =g b si y solo si (abs a) = (abs b), para todo
a,b € integer); y, como funcién de abstraccién la que asocia a cada dato de tipo integer su
valor absoluto (es decir, la composicién de abs con az, azoabs). Asi, la funcién de abstraccién
de esta representacién no es inyectiva puesto que dos datos concretos del soporte representan
al mismo dato abstracto.
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3. Fijamos n € N con n > 1. Consideramos el conjunto cociente Z/nZ y tomamos < n >=

(,..

.,n— 1} como conjunto de representantes canénicos. Podemos dar varias representaciones

naturales para este conjunto, todas ellas con dominio integer:

i)

i)

i)

Tomamos como soporte de la representacion el subconjunto de integer determinado por
(mod n) (véase [116], pagina 60); y, como funcién de abstraccién, la restriccién de ayz, a
(mod n). Esta funcién de abstraccién es biyectiva, asi todos los datos del modelo estan
representados y ademas por un tnico dato del soporte.

Tomamos integer como soporte y como funcién de abstraccién la definida por agz(d)
moédulo n, para cada d € integer. Asi, la abstraccién no es inyectiva aunque si sobre-
yectiva, por lo que todos los datos del modelo estan representados, pudiendo estarlo por
mas de un dato del soporte de la representacién.

Tomando integer como soporte y como igualdad de representacién la definida por la
siguiente relacién de equivalencia: a = b si (mod a n) = (mod b n), para todo a,b €
integer; la funcién de abstraccion viene dada, para cada d € integer, por d mod n. Al
igual que la funcién de abstraccién de la representacién anterior, ésta no es inyectiva y si
sobreyectiva.

4. Una representacién del conjunto de valores booleanos Bool = {true, false} es Rpoor =
(U, U, eq, apool, Bool) siendo apyy la funcién que al objeto Lisp nil le asocia false y asocia
true a cualquier otro objeto Lisp. Esta representacién coincide con la interpretacién booleana
que hacen los intérpretes Lisp de los objetos de U.

5. Nos situamos en un universo algebraico que contenga a N y vamos a dar distintas representa-
ciones para el conjunto de los conjuntos de naturales p(N), el conjunto de las partes de N. En
todas ellas subyace la primera representacién dada para N en el punto 2. de este mismo ejemplo.
Una primera aproximacién, muy al estilo Lisp, consistiria en utilizar listas para representar con-
juntos de naturales. Sin embargo, hemos preferido comenzar por una representaciéon que seria
més comun en lenguajes como C o Pascal para acentuar, por una parte, que las propiedades
que pretendemos ilustrar no dependen de Common Lisp y, por otra, que Lisp es suficientemente
versatil como para adaptarse a un diseno previo (tipo C, Pascal, etc.). En realidad, se va a
tener una familia de representaciones parametrizadas por un natural DIMMAX que es el nimero
de componentes que se reservan para el vector que, en todos los ejemplos, va a aparecer en cada
elemento del dominio de la representacién. Suponemos pues definido

(DEFPARAMETER DIMMAX)

0, si preferimos fijar ideas,

(DEFPARAMETER DIMMAX 30)

FEn todo este primer grupo de representaciones que vamos a presentar del conjunto de las
partes de N, la base van a ser los datos (ejemplares) de

(defstruct CN elementos longitud)
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tales que elementos va a ser un vector de DIMMAX componentes y longitud un natural entre
0 y DIMMAX, ambos inclusive. Como es habitual, longitud viene a senalar los indices de las
componentes del vector elementos que son relevantes. Puesto que en Lisp, al igual que en C,
los vectores se indexan comenzando en 0, los indices significativos seran {0, ..., longitud — 1}.
Si la longitud es O, se tratard de un dato concreto que representa al conjunto vacio, que en
todas las representaciones de esta familia admite como codificacién:

(make-CN :elementos (make-array DIMMAX)
:longitud 0)

Notar que ésta es la forma elemental, sin usar punteros, mas habitual de representar listas
simples, homogéneas, en lenguajes como C o Pascal. En la linea expresada anteriormente,
vamos a limitarnos a usar arrays simples (de dimensién no ampliable, véase adjustable-array,
fill-pointer, etc., en [116]) y a evitar las posibilidades de la primitiva vector que pueden
dotar a los vectores Lisp de caracteristicas muy similares a las listas.

i) Damos una primera representacién de este primer grupo, que denotamos por R y), cuyo
dominio es el dominio CN definido anteriormente:

(defstruct CN elementos longitud)

El soporte de la representaciéon constard de aquellas instancias de tipo CN que contengan
en el campo longitud un dato de tipo integer mayor o igual a 0 (el valor 0 corresponderd
a codificaciones del conjunto vacio) y cuyo campo elementos sea un vector con dimensién
mayor o igual que longitud que contenga datos de tipo (satisfies naturalp) en sus
componentes hasta la de indice longitud — 1. La funcién de abstraccion oy : CN —
©(N) lleva cada dato del soporte al conjunto formado por los naturales almacenados
en sus componentes significativas (de la 0 a la longitud — 1). Observar que, como es
habitual, estamos identificando el valor de cada dato de tipo (satisfies naturalp) con
el natural al que representa segin la representacion natural de N; es decir, en realidad, la
funcién de abstraccién es

agm(c) = {an((aref (CN-elementos c) i)) | 0 <i < (CN-longitud c) }

siendo ay la funcién de abstraccién de la representacion de N definida en el punto 2. de
este mismo ejemplo. (Ver en [116] las primitivas de acceso a componentes de vectores y a
campos de registros.)

La igualdad especifica de Common Lisp para el tipo CN (ver mas detalles en la pagina 109
de [116]), viene dada por equalp. Sin embargo, definimos como igualdad de representa-
cién la siguiente: x,y € Sy, % =R, Y Siy solo si (CN-longitud x) = (CN-longitud
y) y (aref (CN-elementos x) i) = (aref (CN-elementos y) i) para todo 0 < i <
(CN-longitud y). Es decir, las componentes significativas de los vectores que forman
parte de x e y deben coincidir, pudiendo ser diferentes el resto. La idea detras de esta
igualdad es que en los datos de tipo CN hay informacién que no interesa y que son las
componentes no significativas del vector, y, por tanto, no deben considerarse para iden-
tificar objetos. Por ejemplo, hay multiples instancias de CN que representan al conjunto
vacio, todas ellas con longitud 0 con independencia del contenido del vector elementos.
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Los objetos

(make-CN :elementos (make-array DIMMAX :initial-contents ’(4 3 2 6 1))
:longitud 3)

y

(make-CN :elementos (make-array DIMMAX :initial-contents (4 3 2 6 5))
:longitud 3)

estdn en el soporte S,y y son iguales en la representacién. Ambos representan al conjunto
{2,3,4}, conjunto también representado por los objetos,

(make-CN :elementos (make-array DIMMAX :initial-contents ’(2 3 4 6 5 8))
:longitud 3)

y

(make-CN :elementos (make-array DIMMAX :initial-contents (2 3 4 4 4))
:longitud 4)

Por tanto, los cuatro objetos anteriores son iguales por la abstraccion. Asi, la abstrac-
cién no es inyectiva. Tampoco es sobreyectiva ya que el soporte considerado no permite
representar cualquier conjunto de naturales, solo aquellos que tengan cardinal menor o
igual que DIMMAX (teniendo en cuenta lo dicho previamente sobre la cota de los enteros
en Lisp).

1) Otra representacién R;(N) para el mismo conjunto se obtiene restringiendo el soporte
Spav) de la representacion R,y) anterior considerando tnicamente aquellos datos del
soporte anterior que entre las componentes significativas del vector no contienen elementos
repetidos. En este caso se tiene que para que dos objetos x e y sean iguales por la
abstraccién, necesariamente deben verificar que (CN-longitud x) = (CN-longitud y).

i11) Otra variante es la representacion R;(N) obtenida restringiendo el soporte a aquellos datos
del soporte anterior S;,y) que poseen las componentes significativas del vector ordenadas,
por ejemplo, de forma estrictamente creciente (luego, en particular, no contienen elementos
repetidos). En este caso, la igualdad de la representacién coincide con la de la abstraccién.

Las representaciones anteriores de p(N) tienen como restricciéon que con ellas no hay posi-
bilidad de representar conjuntos infinitos ya que lo que se almacena de cada conjunto es una
enumeracién de sus elementos. Veamos a continuacién otro tipo de representaciones. Damos
otra representacién de p(N) en la que la idea subyacente es codificar un conjunto a través de
su funcién caracteristica. Para ello, es necesario utilizar objetos funcionales como datos con-
cretos de la representaciéon. Definimos una representacién que denominamos ”R,é () due tiene
por dominio al tipo de los objetos funcionales. Como soporte de la representacién tomamos
el conjunto de algoritmos Lisp A((satisfies naturalp), U), siendo U el universo de objetos

Lisp. La funcién de abstraccién aé DK D’

L ©(N) viene definida por

f

p(N)(d) ={on(x) € N | (not (eq (naturalp x) nil)) y la evaluacién de

a

(funcall d x) devuelve un objeto Lisp distinto (por eq) de nil }

Como igualdad de la representacién se toma la de la abstraccion. Asi, por ejemplo, el objeto
funcional #’SumaUno definido en la pagina 131 es un objeto del soporte anterior y representa al
conjunto N. Otro objeto funcional que también representa a N es el objeto siguiente:
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#’ (lambda (n) t)

Como se observa, este segundo tipo de representaciones permite codificar conjuntos infinitos.

6. Modificando la funcién de abstraccion puede obtenerse de modo sencillo, a partir de la primera
de las representaciones del ejemplo anterior, una representacion del conjunto de los multicon-
juntos de ntmeros naturales.

7. Situéndonos en el marco de Common Lisp, podemos dar representaciones para (CL), el
conjunto de conjuntos de objetos Lisp. Con pequenas variaciones de las representaciones vistas
anteriormente para el conjunto de partes de N, obtenemos representaciones de ©(CL).

i)

i)

Una representacion, que denotamos R, cr), basada en la representacion R, es la que
tiene como dominio el conjunto CCL de datos de la estructura dada por

(defstruct CCL elementos longitud)

Como soporte se toman los objetos del dominio anterior que contengan en el campo
longitud un entero mayor o igual que O, en el campo elementos un vector y tales que
la dimensién del vector sea mayor que el entero almacenado en el campo longitud. La
funcién de abstraccion o) lleva cada dato del soporte anterior al conjunto formado por
los objetos Lisp almacenados en las componentes significativas del vector. Finalmente,
como igualdad de representacién, tomamos aquella que identifica los objetos del soporte
con el mismo valor en el campo longitud y en las longitud primeras componentes del
vector elementos (considerando la igualdad =¢p). Al igual que en el caso de los conjun-
tos de naturales, con pequenas variantes en la eleccion del soporte se obtienen distintas
representaciones.

A partir de la representacion Rf; ™) dada anteriormente, consideramos una representacién

del mismo tipo (es decir, una representacién cuyos datos son objetos funcionales), que
denotamos por R;; (cr)» bara el conjunto de los conjuntos de objetos Lisp. Como dominio
tomamos el tipo de los objetos funcionales; como soporte el conjunto de algoritmos Lisp

A(U,U), siendo U el universo de objetos Lisp; la funcién de abstraccién o (cr)’ D/

p(cL) " “p(cL)

©(CL) es la definida por

f

Yo(cr)

(d) = {x €U | laevaluacién de (funcall d x) devuelve un objeto
Lisp distinto de nil }

y, para completarla, tomamos como igualdad de representacion la definida por la funcién

de abstraccién.

Por ejemplo, en la representacién anterior el objeto
#’ (lambda (x) t)

representa al universo U de objetos Lisp.
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8. Sea L el conjunto de listas formadas por objetos Lisp. A continuacién damos una represen-
tacion R, de este conjunto, basada en la representacién de una lista mediante la enumeracién
de sus elementos. El dominio D, esta formado por el tipo Common Lisp 1ist. Antes de deter-
minar el soporte de la representacion vamos a hacer algunos comentarios sobre el tipo anterior
(para obtener més detalles sobre el tipo 1ist se puede consultar [116], pdginas 30-31 y capitulo
15). El tipo 1ist se define a partir del tipo cons. Un objeto de tipo cons, consta de dos com-
ponentes llamadas cary cdr. Un objeto pertenece al tipo 1ist si es un objeto especial llamado
lista vacia o es un cons que en su componente cdr es una lista. Asi, una lista es una cadena
de cons enlazados por la componente cdr, almacendndose en las componentes car los objetos
Lisp que son elementos de la lista. El tipo de datos 1ist es la unién de los tipos cons y null
(tipo de datos que contiene como tinico elemento a nil, que representa a la lista vacia y verifica
(eq nil ())). El tipo list engloba a dos clases distintas de objetos. Por una parte, existen
objetos de tipo 1ist en los que la cadena enlazada de conses que forma el objeto, contiene un
cons cuya componente cdr apunta a nil, y que se denominan listas “true”. Por otra, existen
objetos en los que todos los cons que forman parte de la lista apuntan a un objeto de cualquier
tipo distinto de nil, en este caso el objeto puede ser una lista circular (infinita) o lo que se
denomina lista “dotted”. Tomamos como soporte de la representacién Sy aquellos objetos de
tipo 1list que son listas “true”. La funcion de abstraccién lleva un objeto del soporte anterior
a la lista formada por los objetos Lisp almacenados en las componentes car de los conses que
forman la lista, ademas en el mismo orden. Consideramos la igualdad de la abstraccién como
igualdad de la representacion.

9. Siguiendo en la linea de los ejemplos anteriores y pensando ahora en las “listas mateméticas”,
damos una representacién que denotamos R{M utilizando objetos funcionales. Asi, toma-
mos como dominio DéM el tipo de los objetos funcionales; como soporte SzM el conjunto
A((satisfies naturalp), U), siendo naturalp el predicado definido en la pégina 134; como
funcién de abstraccién la que a cada objeto funcional d de S{ u le asocia la lista matematica
cuyo elemento i-ésimo es (funcall d i) (como es natural indexando los elementos de las listas
partiendo del indice 0); e igualdad de representacién la de la abstraccion.

10. Una representacién de las aplicaciones de U en U que denotamos por R{lu es la que tiene
a U como dominio; al conjunto de algoritmos Lisp de U en U, A(U,U), como soporte; funcién
f

de abstraccion la definida, para cada x € A(U,U) por «; ., (x): U — U siendo ésta tultima la

uu
funcién definida por O‘Z{M (x)(y) := (funcall x y) (es decir, para cada x € A(U,U) es la funcién
definida por el programa (x,U,U,U)); finalmente, como igualdad de representacién tomamos la

especifica de Common Lisp que en este caso no puede ser otra que eq.

11. Si pensamos en representar las aplicaciones de N en N, una opcién es definir la representacion
Ryw cuyo dominio es el tipo vector, el soporte estd formado por aquellos elementos del dominio
anterior cuyas componentes satisfacen todas el predicado naturalp, y la funcién de abstraccién
viene dada, para cada v € Syv, por la funcién ayn(v): N — N definida del siguiente modo

(aref vn) sin < (car (array-dimensions v))
ayn(v)(n) =
0 en otro caso

donde (car (array-dimensions v)) es la dimensién del vector v. Observar que estamos
identificando cada objeto del tipo (satisfies naturalp) con el natural al que representa en
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la representacion Ry, lo que no supone ningtin problema ya que la representacion es total y la
funcién de abstraccién de la representacion es considerada biyectiva.

Otra representacion para el mismo conjunto, representacién que usa objetos funcionales y

que denotamos por RIJ;N, es la que tiene por dominio al tipo de los objetos funcionales, por
soporte al conjunto de algoritmos A((satisfies naturalp), (satisfies naturalp)), y por
f

funcién de abstraccién (ahe

naturalp).

(x)(n) = (funcall x n), para cada x € SI{IN y cadan € (satisfies

0

Para representar modelos cuyos elementos son conjuntos (con o sin estructura anadida)
hemos utilizado dos tipos de representaciones. Por un lado, representaciones cuyo dominio
estd formado por estructuras de almacenamiento (como listas, vectores, registros, etc.) en las
que se almacenan las representaciones de los elementos, y que denominaremos representaciones
por extension, por remarcar el paralelismo con la definicién por extensién de un conjunto.
El otro tipo de representaciones estan basadas en la nocién de codificacion funcional, nocion
introducida por Sergeraert en [113] y son las que denominamos representaciones funcionales.
Las representaciones funcionales son aquellas en las que el dominio estd compuesto por objetos
funcionales y que reposan en la idea matematica de definicion de un conjunto por comprensién.
En [65] ya distinguimos entre ambos tipos de representaciones, aunque de un modo més informal.

En los ejemplos anteriores puede observarse que, en el caso de que el conjunto que se pretende
representar sea uno para el que existe un tipo de datos predefinido pensado especificamente
para él, hay una representacién muy natural. Por ejemplo, la representacién dada en el ejemplo
3.4.4 para el conjunto Z, es una representacién en la que dominio y soporte coinciden, y la
funcién de abstraccién es simplemente un cambio de marco de referencia (paso de un lenguaje
de programacién concreto a las Matemadticas). A las representaciones que dan pasos directos de
Common Lisp a las Matemadticas sin ninguna otra transformacién anadida las denominaremos
representaciones naturales.

Un tipo especial de representaciones son las que denominamos representaciones literales que
son las definidas por la identidad, como funcién total, sobre un tipo concreto, es decir, tienen
la forma (T, T,=r,4d, T) con T tipo concreto. Denotaremos por R% a la representacién literal
del tipo concreto T. Notar que no se exige que la igualdad de la representacion coincida con la
predefinida en Common Lisp para el tipo T, sino que debe coincidir con la del propio tipo.

El dominio de una representacién establece un patrén para los datos concretos que repre-
sentan a los del modelo, fija el aspecto de los datos concretos. Como puede observarse en
los ejemplos anteriores, un mismo soporte puede utilizarse para representar distintos modelos.
Reciprocamente, para un mismo modelo, atin con el mismo soporte, pueden darse distintas re-
presentaciones variando la igualdad de la representacién y la funcién de abstraccién. La funcién
de abstraccién relaciona datos concretos del soporte con datos abstractos del modelo, es decir,
se encarga de decodificar la informacién que contiene el soporte. Asi, puede pensarse como una
funcién de decodificacion desde lo concreto (soporte) a lo abstracto (modelo). Relacionadas con
propiedades de la funcién de abstracciéon podemos considerar propiedades deseables para las
representaciones, propiedades que definimos a continuacién.

Definicion 3.4.5
e Una representacion se dice plena si la funcion de abstraccion es sobreyectiva.

o Una representacion se dice fiel si la funcion de abstraccion es inyectiva.
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e Una representacion se dice total si la funcion de abstraccion es total, es decir, dominio y

soporte de la representacion coinciden.

Si una representacion es fiel, cada elemento del modelo esté representado, como mucho, por
uno del soporte, pudiendo no estarlo por ninguno.

Ejemplo 3.4.6 Consideramos las representaciones introducidas en el ejemplo 3.4.4 y analiza-
mos sus propiedades.

10.

11.

. La representacién natural de Z es fiel, total y plena pues, como ya hemos insistido, iden-

tificamos de modo natural el tipo integer con el conjunto Z.

. La primera representacién dada para N es fiel, plena y no es total; mientras que la segunda

no es fiel aunque si plena y total.

Sobre las representaciones dadas para Z/nZ con n > 1, la definida en ) es fiel, plena y
no es total; las dadas en #) y 4ii) son plenas y totales aunque no fieles.

. La representacién dada para el conjunto de valores booleanos Bool es, evidentemente,

plena y total y no fiel.

. Cualquier representacién por extensiéon de los conjuntos de naturales es claro que no

puede ser plena ya que el limite en la dimensién de la estructura de almacenamiento no
permite representar conjuntos con cualquier cardinal. De hecho, en todas ellas la funcién
de abstracciéon no cubre ni siquiera las partes finitas de N. Ademas, solo la tercera de
ellas es fiel. La representacién funcional dada en el mismo apartado no es ni total, ni fiel
ni plena (partes de N no es numerable).

La representacién para los multiconjuntos de naturales no es total, ni fiel, ni plena.

La representaciéon por extensién dada para los conjuntos de objetos Lisp asi como la
funcional, no son ni totales, ni fieles, ni plenas.

La representaciéon R, no es total, si fiel y plena (siempre suponiendo un tamano de
memoria que no restrinja la longitud de las listas).

La representacion R{ s tampoco es ni total, ni fiel, ni plena.
La representaciéon de las aplicaciones de U en U no es total, ni fiel, ni plena.

La representacién por extension de las aplicaciones entre naturales Ry es fiel pero no es
total ni plena. La funcional no es ni fiel, ni plena, ni total. Observar que si tomésemos
como igualdad de representacién la de la abstraccién, es decir, si considerdasemos el cociente
del soporte por la equivalencia inducida por la abstraccién, la representacién funcional
seria fiel.

O

Tras dar la nocién de representacion el siguiente paso es definir los morfismos entre repre-
sentaciones.
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Definicién 3.4.7 Sean R1 = (Dr,,Sr,, =R,, AR,, MR,) Y R2 = (Dr,, SR, , =R, , @Ry, MR,)
representaciones. Una transformacién (o r—transformacion) entre R1 y Ro es un par (t, f)
donde t: Dr, — Dr, es una funcién parcial con Def(t) = Sgr,, f: Mg, — Mg, es una
funcion total, y, se verifica:

i) t(d) € Sr,, para todo d € S, ;

ii) f(agr,(d)) = ar,(t(d)), para todo d € Sg,; v,

ii1) deben preservarse las igualdades de las representaciones, es decir, si dy =g, da, entonces
t(d1) =g, t(d2), para todo di,ds € Sgr,.

En particular, una r—transformacién hace conmutativo el siguiente diagrama:

O[Rl
Dg, Mz,
t O f
DRQ aR2 MRQ

La composicion de r—transformaciones se define de manera natural. A partir de las iden-
tidades sobre los correspondientes dominios y modelos se define el par (id,id) que es una
r—transformacién. Asi, representaciones y r—transformaciones constituyen una categoria.

A continuacién extendemos las nociones de representacién y r—transformacion al marco de

los TADs.

Definicion 3.4.8

o Sea A= ((Ag)gec,{oa: Ay — Ay, Def(oa)}(o: wﬂv)eg> una X-dlgebra. Una representa-
cién de la ¥-algebra A es una familia Ry = (Rq)gec de representaciones tales que, para
cada g € G, Ry es una representacion del conjunto soporte A,.

o Sean A y B X-dlgebras y sean R 4 y Rp representaciones de A y B respectivamente. Una
r-transformacién de R4 en Ry es una familia de r—transformaciones (t, f) = (tg, fg)gec
siendo, para cada g € G, el par (tg, fy) una r-transformacion de Ra, en Rp,.

Definicién 3.4.9 Una representacion de un TAD 7 = (X,C(X)) es una representacion de
cualquier Y-dlgebra que sea objeto de C(X).

Las representaciones de un TAD 7 junto con las r—transformaciones entre ellas forman una
categoria que denominamos Categoria de representaciones del TAD T .

Dada una representaciéon R = (Ry)geq de un TAD T = (3,C(X)), puede extraerse una
familia de tipos concretos, indexada por el conjunto de géneros de la signatura X, T = (Ty)geq,
siendo, para cada g € G, T4 el dominio de la representacién R,. Nos referiremos a T como
G-tipo de la representacion R.
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Ejemplo 3.4.10 Consideramos la siguiente signatura formada por tres géneros que denotamos
cn, nat y bool y por las siguientes operaciones

pertenece? :  nat cn — bool
unIon : cn cn — cn
inters : cn cn — cn
vacio? : cn —  bool
cardinal : cn —  nat
finito? : cn — bool

con la idea de definir TADs cuyas algebras representen a conjuntos de naturales.

Definimos el tipo abstracto 7,y) sobre la signatura anterior y categorfa de élgebras la
formada por el algebra (y sus isomorfas) que tiene como soportes para cn, nat y bool a los
conjuntos partes de N, N y Bool = {true, false}, respectivamente, y como operaciones las
correspondientes operaciones sobre conjuntos: pertenencia, union, interseccion, etc.. Segun la
definicién anterior, una representacion de 7y, en particular del dlgebra anterior, serd una
terna de representaciones (R ), RN, RBoot), una de cada uno de los soportes. En particular,
podriamos tomar la representaciéon funcional Ré ™) de p(N) vista en el ejemplo 3.4.4. Para
el conjunto de los nimeros naturales podemos usar la natural, Ry= (integer, (satisfies
naturalp), =, ay, N), donde ay es la identificacién de un natural Lisp con el correspondiente
elemento de N, representacion ya introducida en el ejemplo 3.4.4. Como representacién para
Bool tomamos la natural, introducida en el mismo ejemplo: Rpoo = (U,U,eq, aBoor, Bool)
donde apyy lleva al dato concreto nil (y los que son iguales a él por eq, ()) al abstracto false
y al resto los lleva a true.

Basdandonos en cémo se ha definido el TAD anterior, podriamos definir otros TADs para re-
presentar conjuntos cuyos elementos no sean los naturales. Para ello, sera necesario anadir otro
género a la signatura anterior, género que aparecerd en la aridad de la operacion pertenece? en
lugar del género nat, género éste ultimo que se mantendria puesto que aparece como género re-
sultado de la operacion cardinal. Esto llevaria consigo algunas modificaciones que, basicamente,
serian anadir un conjunto soporte para el nuevo género y, por tanto una representacion para
éste, y sustituir la representacion para el soporte del género cn por una del soporte adecuado.
Por ejemplo, si pensamos en representar conjuntos de objetos Lisp, denotamos por 7, ) al
TAD cuya signatura se define a partir de la anterior sustituyendo el género nat de la operacion
pertenece? por el género u y cuya categoria de dlgebras estd constituida por el dlgebra (y sus
isomorfas) con conjuntos soporte para u, cn, nat y bool, los conjuntos U (universo de objetos
Lisp), partes de U, N y Bool, respectivamente. La representacion literal de U, junto con la
representaciéon funcional dada en el ejemplo 3.4.4 para el conjunto de las partes de U y las
representaciones de N y Bool usadas en la representacion del TAD 7,y) dada anteriormente,
constituyen una representacién del TAD 7).

O
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3.5 Implementaciones de TADs

Dado un TAD 7 = (X,C(X)) el objetivo dltimo es disponer de una adecuada codificacién de un
algebra de C(X). Hasta el momento solo hemos considerado la nocién de representacién, por
tanto, solo nos hemos ocupado de la codificacién de los datos, es decir, solo hemos tenido en
cuenta los soportes de las 3-dlgebras. Sin embargo, no hemos tenido en cuenta las operaciones,
que son las que dotan a las Y-algebras de estructura y, por tanto, de capacidad expresiva. Asi,
el concepto de representacién resulta demasiado pobre como paso a la maquina de la estructura
matematica de una Y-algebra. Se va a enriquecer el concepto de representacion considerando
las operaciones de las Y-algebras, lo que se conseguira ligando las nociones de representacion y
de programa.

Debemos obtener programas que trabajando con datos concretos simulen el comportamiento
de funciones que trabajan sobre los datos abstractos representados. Concretamente nos preo-
cupamos de simular en la maquina el comportamiento de los operadores que forman parte de
un TAD. Es asi como aparece la nocién de implementacion de un TAD. En [64] introdujimos
una nocién de implementacién y abordamos un estudio bésico sobre ella. En [67] dimos una
nociéon de implementacién que presenta algunas variantes respecto a la anterior y que es la que
aqui emplearemos.

Hasta ahora, hemos tratado, por un lado con programas y, por otro, con representaciones.
Comenzamos introduciendo algunos conceptos que establecen relaciones entre ambos.

Definicién 3.5.1 Un programa p = (cP, SP, T%,...,Th, TP) se dice compatible con n + 1
representaciones R = (R1,...,Rn, R) si se cumplen las siguientes condiciones:

i) los dominios de las representaciones, Dr,,...,Dr,,Dr, son, respectivamente,
TV, ..., Th, TP (lo que implicitamente incluye coincidencia en las igualdades de los do-
minios de las representaciones y los tipos de entrada y salida del programa);

i7) SP es un subconjunto de Sg, X -+ xSg, (producto de los soportes de las representaciones);

ii1) la imagen de la funcion definida por el programa (véase definicion 3.3.8 ) estd contenida
en el soporte de la representacion (es decir, F(p)(SP) C Sr); v, finalmente,

iv) el programa p es compatible con las igualdades de las representaciones, es decir, pa-
ra cada (di,...,d,), (d7,...,d,) € SP, si d; =g, d, para todo i = 1,...,n, entonces
F(p)(di,...,dn) =g F(p)(d},...,dy).

Obsérvese que cualquier programa p = (cP, 8P, T§,..., Th, TP) es compatible con las re-
presentaciones literales de sus tipos de entrada y salida RZT};’ e ,RIT% ,Rby. Ademds, al exigir
compatibilidad del programa con la igualdad de la representacién, podemos asegurar que F(p)
esta bien definida sobre el cociente inducido en SP por dicha igualdad. En la misma linea, la

siguiente definicién permitird el ascenso de funciones hasta el nivel de los modelos.

Definicién 3.5.2 Un programa p = (cP, SP, Tll), ..., Th, TP) se dice coherente con n + 1 re-
presentaciones R = (R1,...,Rn, R) si el programa p es compatible con las representaciones v,
también lo es con las igualdades de las abstracciones. Esta ultima condicion se traduce en que si
(di,...,dn), (d},...,d),) € SP son tales que ar,(d;) = ag,(d;) para todo i =1,...,n, entonces

ar(F(p)(di, ..., dn)) = ar(F(p)(d), ..., dy)).
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Es evidente que todo programa también es coherente con las representaciones literales de
sus tipos de entrada y salida.

A partir de n + 1 representaciones y de un programa p = (cP, SP, T5, ..., Th, TP) coherente
con ellas, podemos definir una funcién sobre los modelos de las representaciones tal y como
recogemos a continuacion.

Definicién 3.5.3 Sea p = (cP, SP, T),...,Th, TP) un programa coherente con m + 1 repre-

sentaciones R = (Ri,...,Rn, R). La funcién definida por p a través de R es la funcion
F(p)r: Mg, x -+ x Mg, — Mg con dominio de definicion

Def(F(p)E) = {(ml,...,mn) € Mg, XX Mg, | 3di,...,d,) €SP con
ar,(d;) = m;, para todo i =1, ... ,n}

y con el siguiente comportamiento
F(p)r(ar,(d1),...,ar,(dn)) := ar(F(p)(d1, ..., dn)).

Otra forma de expresar Def(F(p)r) es Im(ag, X -+ X ag, )(SP).

Notar que F(p)r estd bien definida, es decir, es una funcién, porque p es compatible con

las igualdades de las abstracciones (ya que si para un elemento (my,...,my,) € Def(F(p)r)
existen (di,...,dy),(d},...,d]) € SP tales que ag,(d;) = ag,(d}) = m; para todoi=1,...,n,
por ser el programa coherente con las representaciones se verifica que ag (F(p)(di,...,dn)) =

ar(F(p)(d},- -, d3)))-

Un caso particular de la definicién anterior es el caso en el que las representaciones conside-
radas son las representaciones literales R!. En este caso, la funcién definida por el programa a
través de R', F(p)x:, coincide con F(p), funcién definida por el programa. Asi, F(p): = F(p).

La idea subyacente en la definicién anterior es obtener de un programa p coherente con
las representaciones R, que se encuentra en el nivel concreto del lenguaje de programacion,
una funcién en el nivel conceptual, la funcién F(p)g , cuyo comportamiento abstraiga el del
programa. Teniendo en cuenta que el paso entre los niveles concreto y abstracto se realiza a
través de la funcion de abstraccién, es natural que ésta esté involucrada en la definicién de la
funcién F(p)gr. Por definicién de la funcién F'(p)g se tiene la conmutatividad del siguiente
diagrama:

F(p)

TV x - x Th TP
aR, aR,, O QR
./\/173 X e X ./\/an MR

' F(p)r

El dominio de la funcién F'(p)r estd formado por aquellos elementos que estan representados
por, al menos, un dato del dominio de definicién del programa p. Fijarse que la idea que
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subyace es que F(p)r represente en el nivel abstracto, el de los modelos, el comportamiento
de F(p), mejor dicho de p, en el nivel de lo concreto (el universo del computador). Como la
funcién F(p)r debe simular el comportamiento de la funcién F(p) y el dominio de ésta es el
de definicién del programa p, para que un dato esté en el dominio de F(p)g no es suficiente
con que esté representado por un dato del producto de los soportes (los significativos para
las representaciones de los tipos de entrada del programa) sino que debe estarlo por uno del
dominio de definicién del programa. La relacién entre las funciones F'(p) y F'(p)r, expresada en
el diagrama anterior, nos va a permitir concretar el significado de “programa que implementa
una funcién”.

Definicién 3.5.4 Sea f: Ay x -+ x A,y — A una funcion y sean R = (R1,...,Rp, R) n + 1
representaciones de A1,..., Ay, A, respectivamente. Se dice que f es calculable respecto a
R si existe un programa p coherente con las representaciones R y que verifica las siguientes
condiciones:

i) Def(F(p)r) € Def(f);
i) F(P)R = flpes(Fp)r)7 ¥

iii) para cada (a1, ...,a,) € Def(f) tal que existe (di,...,d,) € Sg, X+ --XSg,, conag,(d;) =
a; para todo i = 1,...,n verificando que f(ai,...,a,) € Im(ar), se tiene que existe
(di,...,d;,) € SP con ag,(d]) = a;, para todoi=1,...,n.

En este caso diremos que p implementa a f a través de las representaciones R o que p es
una implementacién de f a través de R.

El comportamiento exigido a un programa p = (cP, SP, T§,...,Th, TP) que implementa a
una funcién f: A; x --- x A, — A a través de unas representaciones R = (R1,...,Rn, R),
hace que se verifique que, para todo (di,...,d,) € SP:

aR(F(P)(dlv s vdn)) = f(Ole(dl), .- ‘7aRn(dn))

Como se desprende de lo anterior, se trata de que la funcién definida por el programa a
través de las representaciones sea lo mas “parecida” posible a la funcién a la que implementa.
La igualdad entre Def(f) y Def(F(p)r) es, en general, una exigencia demasiado fuerte e
innecesaria: no parece razonable exigir la igualdad de sus dominios cuando estamos manejando
representaciones que no necesariamente son plenas. En este sentido, la condicién recogida en
i1) asegura que sobre aquellos datos abstractos que estén representados por datos concretos, el
comportamiento de la funcién definida por el programa a través de las representaciones, es el
mismo que el de la funcién que se estd implementando. No es suficiente que sobre los datos de
la interseccién de los dominios de f y F/(p)g ambas se comporten de la misma manera, sino
que los dominios deben guardar alguna relacién, por ello se imponen las condiciones ©) y ii).
La primera de ellas asegura que todos los elementos del soporte del programa representan a
datos del dominio de definicién de la funcién que se estd implementando, luego establece una
cota superior del dominio del programa. Por su parte, la condicién i) exige que todos los
datos del dominio de la funcién representados y cuya imagen por la funcién también lo estd,
deben estar representados por alguno del soporte del programa. Esta condicion marca cudles
son los datos que como minimo deben estar representados para estar implementando la funcién
y, cubre también, el caso de desbordamiento o salidas de rango al incluir la exigencia de que la
imagen por la funcién también esté representada.
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Una definicién méas compacta, aunque menos clara, de funciéon calculable respecto a n + 1
representaciones R se obtiene tomando i) y la siguiente igualdad entre dominios:

Def(F(p)r) = Def(f) N Im(ar, x -+ x ag,) N f~ (Im(ar))

Cuando una funcién f sea calculable respecto a las representaciones literales de su dominio
y codominio, diremos simplemente que f es calculable. En este caso, si p es un programa que
implementa a f coherente con las representaciones literales, diremos, simplemente, que p es una
implementacion de f.

Vamos a extender las definiciones anteriores al contexto algebraico.

Definicién 3.5.5 Sea ¥ = (G, Q) una signatura. Una implementacién de una 3-algebra A es
un par g = (R4, (Po)ocq) donde R4 es una representacion de A y la familia de programas
(Po)oeq implementa las operaciones de A a través de R 4.

Observar que en la definicién anterior de implementacion esta incluida la condiciéon de que
los programas deben ser coherentes con las representaciones. Extendemos la definicién anterior
al marco de los TADs.

Definicién 3.5.6 Una implementacién de un TAD 7 = (X,C(X)) es una implementacion de
cualquier ¥-dlgebra de C(X).

La propiedad recogida a continuacion permite obtener implementaciones a partir de otras
implementaciones.

Proposicién 3.5.7 Si Z = (R, (ps)oeq) es una implementacion de un TAD T y (qy)seq SON
programas coherentes con R y tales que F(py,) = F(qy), para todo o € Q, se tiene que el par
(R, (a0 )oen) también es una implementacion de T .

Observar que lo que se exige es que, para cada operacién o € €2, las funciones definidas
por los programas p, y o sean la misma, lo que en particular conlleva que tengan el mismo
dominio.

A continuacién introducimos la nocién de morfismo entre implementaciones. En [64] intro-
dujimos y trabajamos con una variante de ella.

Definicién 3.5.8 Sea T = (X,C(X)) un TAD, sean A y B dos Y-dlgebras de C(X) y sean
Za = (R4, (Pos)ocn) € I = (Rp, (Pog)ocn) implementaciones de A y B respectivamente.
Una i-transformacién entre Z4 e Ip es una r-transformacion (t, f) = (tg, fg)gec de R4 en Ry
con f: A — B un X-homomorfismo total verificando, para cada operacion o: w — v de §2, las
dos condiciones siguientes

i) tu(Def(F(ps,))) € Def(F(pog)), donde, como es natural, t, denota a la aplicacion
(tgrs---stg,) Siendo w = gi...gn;

1) para cada d, € Def(F(ps,)) se tiene que

to(F(Pos)(dw)) = F(Pop)(tw(dw))
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Denotaremos por (t, f): Zy — Zp a una i—transformaciéon de Z4 a Zp. Las condiciones de
la definicién anterior se traducen en que todas las caras del siguiente diagrama conmutan.

F(poy)

DAgl X oo X DAgn Dy,
t tv QA1;
w aAw
F(psy) oA
DBgl X - X DBgn T DBU Agl X X Agn Av
fw o f'U
B
ap, v
OB
By, % -+ X By, B,

Vamos a hacer algunos comentarios sobre la definicién anterior. En primer lugar, observar
que todas las funciones consideradas, excepto el homomorfismo f, son funciones parciales, lo
que debe tenerse en cuenta al exigir un determinado comportamiento a la i—transformacién.
En particular, la conmutatividad del diagrama (por hipétesis todas las caras del reticulo an-
terior son conmutativas excepto la que se exige en la definicién) deberemos exigirla sobre los
elementos comunes al dominio de definicién de las funciones t, o F(ps,) v F(pop) © tw. No-
tar que como p,, es coherente con R, (siendo, como es natural Ry = (Ra,,,---,Ra,, ), si
W=gi...9n), el dominio de definicién de t, 0 F(p,,) es SP74, soporte del programa p, ,, (puesto
que Im(F(ps,)) € Sa,). Sin embargo, ninguna hipétesis garantiza que t,,(SP7a) C P75 (ya que
dado d,, € SP74, lo tinico que puede asegurarse es que 3d/, € S4, con oy o (di) = aa,, (d)) para
todo i = 1,...,n verificando que t,(d,) € SP75, pero t,(d,) puede no estar en SP5, soporte
del programa p,,). Esto explica la razén de imponer la condicién 7). Observar también que
como estamos con implementaciones, las funciones que aparecen en las condiciones son las defi-
nidas por los programas, las funciones F'(p,,) y no las definidas a través de las representaciones

F(pUA )RAw :

Proposicién 3.5.9 Sea (t,f): Za — Zp una i-transformacion entre dos implementaciones
Za =Ry, (Poy)oca) € I = (Rp, (Pog)ocq) de un TAD T. Se tienen las siguientes propieda-
des:

i) Si(ay,...,an) € Def(F(pUA)EA), entonces (fqg,(a1),. .., fg.(an)) € Def(F(paB)EB).
i) Si (di,...,dn) € Def(F(ps,)), entonces se tiene (ongl (tg,(d1)),...,aB,, (tg,(dn))) €
Def(F(poy)ry))-

Las i-transformaciones pueden componerse, y existe la i—transformacién identidad. Asi,
dado un TAD 7 podemos considerar la Categoria de implementaciones del TAD T, cate-
gorfa que denotamos por I'mp(7), con objetos las implementaciones de 7 y con morfismos las
i— transformaciones entre ellas.

A partir de cada implementacién Z = (R, (ps)scq) puede obtenerse una familia de con-
juntos S = (8P7),cq siendo cada SPe el dominio de definicién del programa p,. A la familia
S la denominamos {2-conjunto de la implementacion. En el caso de que una operacion o sea
constante, el dominio de definicién del programa p, serd el tipo nil (tipo vacio).
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3.6 Decidibilidad de las representaciones

En secciones anteriores hemos estudiado la nocién de representacion. En ella se establece la
relacién entre lo que hemos denominado datos abstractos y datos concretos, y es una de las
bases para definir el concepto de implementacién. Hay una propiedad de las representaciones
que no hemos mencionado todavia y que tiene gran interés: la decidibilidad. Ademas, como
veremos, esta propiedad implica algunas consecuencias sobre las implementaciones que se pue-
den definir a partir de una representacién. En [65] incluimos un andlisis de esta propiedad
de las representaciones, analisis menos detallado que el que llevamos a cabo a continuaciéon y
en un contexto que varia ligeramente. Para realizar este anédlisis nos hemos apoyado en [102],
siendo los resultados que aqui presentamos traducciones al marco de los TADs de resultados
que aparecen en ese trabajo.

Uno de los elementos de una representacién es el soporte, definido inicamente como sub-
conjunto del dominio, sin exigirle ninguna otra condicién adicional. Esto da pie a considerar la
siguiente definicion.

Definicion 3.6.1 Se dice que una representacion es decidible si el soporte es un subconjunto
decidible del dominio.

Relacionado directamente con la nocién de soporte esta lo que se conoce como invariante de
la representacién, que es la funcién caracteristica del soporte como subconjunto del dominio. De
hecho, la definicién de representacién dada por Hoare en [58] utiliza el invariante en lugar del
soporte. Asi, la decidibilidad de una representacién equivale a la calculabilidad de su invariante.
El hecho de que el invariante pueda ser o no calculable es lo que nos ha llevado a usar en la
definicién de representacion el soporte, en lugar de utilizar el invariante. De esta forma queda
mas patente la posibilidad de que el soporte puede ser indecidible.

En Teoria de la Calculabilidad una funcién se dice calculable si existe un algoritmo que
la implementa. En la seccién anterior hemos introducido nuestra nociéon de funcién calculable
pensada para el marco que estamos construyendo. Teniendo en cuenta la nociéon de programa
que hemos dado, es facil ver que ambas nociones de funcién calculable coinciden, solo que la
nuestra adaptada al marco en el que nos movemos que es Common Lisp. Observar que el
invariante es una funcion que vive en Common Lisp inv: D — U, por lo que es posible hablar
de programa que lo implementa a través de las representaciones literales, lo que nos permite
hablar de implementacion del invariante sin més.

Por ejemplo, la representacion del conjunto de los conjuntos de naturales R,y dada en el
ejemplo 3.4.4 es decidible. El invariante inv,y): Dy — U viene dado por inv,y)(n) := t si
el campo longitud del dato n pertenece al tipo (satisfies naturalp), el campo elementos es
un vector de dimensién mayor o igual que longitud, el dato almacenado en el campo longitud
es un entero mayor o igual que 0, y en las componentes de este vector (de la 0 ala longitud-1) se
almacenan datos de tipo (satisfies naturalp); invy)(d) := nil en otro caso. Un programa
que implementa a la funcién inv,y) es el programa piny, .y, = (P em) | Dymy)s Dpqyy, U) donde

e es el siguiente objeto funcional, objeto que es un algoritmo de Dy en U:

#’ (lambda (x)
(and (indicep (CN-longitud x))
(vectorp (CN-elementos x))
(< (CN-longitud x) (car (array-dimensions (CN-elementos x))))
(vectorNat (CN-elementos x) (CN-longitud x))))
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siendo indicep el predicado definido a continuacién que decide si el valor del campo longitud
esté en el rango de indices valido para el vector almacenado en el campo elementos

(defun indicep (n)
(and (integerp n) (>=n 0)))

y siendo vectorNat el siguiente cédigo, que comprueba si en las componentes significativas de
un vector se han almacenado datos de tipo (satisfies naturalp)

(defun vectorNat(v n)
(do ((i 0))
((OR (= i n) (not (naturalp (aref v i)))) (= i n))
(setq i (+ i 1))))

Andlogamente ocurre con la representacién por extensién para los conjuntos de objetos
Lisp Reer dada en 3.4.4, la existencia del siguiente algoritmo de Dger en U muestra que la
representacion es decidible

#’ (lambda (x)
(and (indicep (CCL-num x))
(vectorp (CCL-elementos x))
(< (CCL-num x) (car (array-dimensions (CCL-elementos x))))))

siendo indicep el predicado utilizado en el estudio de la decidibilidad de R,r) y que calcula
si el valor del campo longitud estd en el rango de indices vélido para el vector almacenado en
el campo elementos.

Las dos representaciones anteriores son representaciones por extension, sus dominios son
estructuras de almacenamiento en cuyas componentes estan las codificaciones de los elementos
del conjunto. Es natural que ambas sean decidibles ya que para que un dato esté en el soporte
solo hay que tener en cuenta las salidas de rango y si los objetos almacenados en las estruc-
turas de almacenamiento pertenecen a tipos adecuados. Sin embargo, es habitual encontrar
problemas en los que el cardinal de los conjuntos a representar hace imposible su representacién
por extension. Como solucién a este problema Segeraert propuso el uso de representaciones
funcionales [113], es decir, tomar representaciones en las que los dominios estén formados por
objetos funcionales. En el caso de los conjuntos, como ya hemos visto en el ejemplo 3.4.4, se
trata de codificar un conjunto por medio de su funcién caracteristica. Pese a que el uso de
representaciones funcionales amplia el niimero de conjuntos que pueden codificarse, este tipo de
representaciones presenta limitaciones en otros aspectos. Por un lado, las representaciones fun-
cionales no poseen una caracteristica deseable, la decidibilidad, nunca existird un programa que
decida si un elemento del dominio funcional pertenece o no al soporte. Por otro, solo permiten
obtener informacién local sobre cada objeto representado, lo que provoca que los operadores
del tipo abstracto conjunto que proporcionan informacion global no puedan ser implementados.
Seran por tanto representaciones localmente efectivas, segin la terminologia de Sergeraert (véase
[101]). Vamos a analizar més detalladamente estas dos cuestiones. Lo haremos sobre represen-
taciones funcionales de conjuntos que, aunque solo se trata de un caso particular, es bastante
representativo de la forma en la que trabajaremos con los tipos abstractos que corresponden a
las diferentes estructuras algebraicas que aparecen en EAT.
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3.6.1 Representaciones indecidibles

Comenzamos mostrando que la representaciéon funcional de conjuntos es indecidible. Por sim-
plicidad vamos a demostrarlo para conjuntos de objetos Lisp. Recordamos la representacién
funcional R’ or) bara el conjunto de los conjuntos de objetos Lisp dada en el ejemplo 3.4.4:
el dominio esta formado por el tipo de los objetos funcionales; el soporte por el conjunto de
algoritmos Lisp A(U,U) (interpretando todo lo que es distinto de nil como t, podemos hablar
del conjunto de predicados Lisp); la funcién de abstraccién aé (oL Dg () — ©(CL) viene dada

por ai(CL)(d) ={x €U | (not (eq (funcall d x) nil)) }, es decir, la imagen de un objeto
Lisp d es el conjunto formado por aquellos objetos Lisp x tales que la evaluacién de (funcall
d x) devuelve un objeto distinto (por eq) de nil; como igualdad de representacion se considera

la definida por la abstraccion.

El teorema que sigue es una versién Common Lisp debida a Sergeraert (véanse [100], pdgina
45, y [102], pagina 16) de la Paradoja de Russell sobre el conjunto de los conjuntos que no
pertenecen a si mismos.

Teorema 3.6.2 La representacion funcional de conjuntos de objetos Lisp Ré(CL) (dada en el
ejemplo 3.4.4) es indecidible.

Demostracion:

Para demostrarlo vamos a emplear la misma técnica que en la demostracién original de la
paradoja de Russell, por lo que utilizamos un objeto, que llamamos paradoja, que jugard el
mismo papel que el conjunto de los conjuntos que no pertenecen a si mismos. Notar que cada
elemento de 8£ (cr) €S un predicado Lisp (o lo que es lo mismo un algoritmo de U en /). Suponer
que el invariante es calculable, lo que significa asumir la existencia de un algoritmo inv? que
decide si un elemento del dominio (functionp) es o no un predicado Lisp. Por tanto, se tiene
que:

t si objetoeSg(CL)
(funcall inv? objeto)=

nil en otro caso

Se define el objeto funcional paradoja del siguiente modo

(setq paradoja
#’ (lambda (objeto)
(if (and (functionp objeto) (funcall inv? objeto))
(not (funcall objeto objeto))
nil)))

El objeto funcional paradoja esta bien definido ya que antes de evaluar la expresiéon (funcall
objeto objeto) se ha comprobado que objeto es un predicado Lisp. Notar que paradoja esta
en Sg (cL) (es un algoritmo ya que termina para cualquier objeto Lisp), es decir que (funcall
inv? paradoja) = t. Pero entonces, (funcall paradoja paradoja) = (not (funcall
paradoja paradoja)), lo que lleva a una contradiccién con la seméantica de la primitiva Lisp

not, contradiccién que proviene de suponer que existe el objeto inv?.
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Podemos interpretar, de un modo mas informal, el objeto paradoja del siguiente modo.
Como paradoja es una funcién con un argumento que devuelve t o nil y ademaés la evaluacion
de sus llamadas siempre termina, podemos interpretarlo como la funcién caracteristica de un
conjunto, al que llamamos conjunto paradoja (los objetos que pertenecen al conjunto paradoja
son aquellos sobre los que la llamada (funcall paradoja objeto) devuelve t). Los elementos
de paradoja deben, por un lado, estar en el soporte, es decir ser algoritmos y, por otro, la eva-
luacién de la llamada anterior debe ser t, por lo que (funcall objeto objeto) debe devolver
nil, o, lo que es lo mismo, objeto no pertenece a si mismo. De ahi que podamos interpretar
paradoja como el conjunto de los conjuntos que no pertenecen a si mismos.

Acabamos de mostrar que el conjunto de predicados Lisp es indecidible. Hay otras formas
de interpretar el resultado anterior. El hecho de que en Common Lisp todo objeto tenga inter-
pretacién booleana hace que el resultado anterior también pueda leerse como que el conjunto
de algoritmos Lisp es indecidible, es decir, dado un objeto funcional no existe un algoritmo
que decida si el objeto es 0 no un algoritmo, dicho de otra forma, si termina la evaluacion de
cualquier llamada a ese objeto funcional. Mas formalmente este resultado es una version Lisp
debida a Sergeraert ([102], pagina 17) de una variante del Problema de la Parada, variante que
puede encontrarse en [59] (paginas 213 y 215):

“No existe algoritmo que pueda decidir si un cédigo termina su
ejecucién para cualquier entrada”

La version Common Lisp en el contexto de los TADs del resultado anterior nos permite
deducir la indecidibilidad de otra de las representaciones funcionales que hemos dado.

Corolario 3.6.3 La representacion funcional RZ{M de las aplicaciones de U en U (dada en el
ejemplo 3.4.4) es indecidible.

Hasta ahora nos hemos ocupado de la parte de representacién y lo que hemos visto es que el
uso de la codificacién funcional hace que obtengamos representaciones indecidibles. Lo hemos
hecho para el conjunto de los conjuntos de objetos Lisp por simplicidad, pero méas adelante
apoyandonos en resultados que introducimos a continuacién, lo veremos para conjuntos de
naturales, a partir de los que se extendera a conjuntos con cardinalidad infinita de objetos de
cualquier tipo.

Como ya hemos comentado, la representacién de los datos condiciona la implementacion de
los operadores. Nos ocupamos de este aspecto a continuacion.

3.6.2 Imposibilidad de implementar operadores globales

Los operadores de un tipo abstracto de datos se pueden clasificar en dos grupos: operadores
de construccién y operadores de acceso. Al primer grupo pertenecen aquellos operadores cuyo
resultado es un dato del tipo que se estd construyendo (incluyendo los pensados para modificar
datos del tipo). Los del segundo grupo son operadores que dan informacién sobre datos del tipo
que se pretende disenar, devolviendo datos de género diferente del género principal. Al trabajar
con un tipo de datos, en particular con cualquiera de sus algebras, en cuyo modelo subyace
un conjunto, distinguimos dos tipos de operadores de acceso: operadores que manipulan y
proporcionan informacién acerca de los elementos del conjunto y que denominaremos operadores
locales y, operadores que describen o aportan informacion referente a todo el conjunto, a los
que denominamos operadores globales.
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En este apartado vamos a ver que algunos operadores globales no pueden implementarse a
través de representaciones funcionales.

Por ejemplo, si consideramos el TAD 7,y descrito en el ejemplo 3.4.10 para los conjuntos
de naturales, mds concretamente el dlgebra p(N) allf definida, el operador pertenece? ) es un
operador local mientras que el resto de operadores son operadores globales.

Evidentemente, todos los operadores anteriores, ya sean de naturaleza local o global, pue-
den implementarse a través de representaciones por extension, pudiendo aparecer en este caso
problemas de parcialidad. Por ejemplo, la unién de dos conjuntos (ambos en el soporte de
una representacién, por ejemplo, la representacién Rp(N)) puede producir salidas de rango
en el sentido de que el objeto que representa a la unién no pertenezca al soporte de la re-
presentacion (RP(N), en el ejemplo). Por lo que respecta a las representaciones funcionales,
los operadores locales pueden implementarse. Por ejemplo, una implementacién del operador
pertenece? ,qy) a través de la representacion del algebra p(N) dada en el ejemplo 3.4.10 es

el programa ppertenecer=(cPPertereee’ | (satisfies naturalp) X‘Sg(N)’ (satisfies naturalp),

D;: U ) siendo

cPpertencee?’=#’ (lambda (objeto conjunto)
(funcall conjunto objeto))

Algunos operadores globales pueden implementarse. Por ejemplo, una implementacion de la
operacion union,y) a través de esa misma representacion funcional viene dado por el programa

. — Punion f f f f f 3
Punion = (", Spn) X Spanyr Py Py Poqy) stendo
cPunion=#> (lambda (conjuntol conjunto2)
#’> (lambda (objeto)
(or (funcall conjuntol objeto)
(funcall conjunto2 objeto))))

Andlogamente, usando and, se implementa el operador global inters, ).

Sin embargo, como demostramos a continuacién, hay operadores globales que no pueden
implementarse a través de la representacién funcional Ré )" Estos resultados también pueden

encontrarse en un contexto tedrico sobre calculabilidad en [59] (pdgina 189), por ejemplo.

Para demostrar la no calculabilidad de algunos operadores nos apoyamos en otra version
del problema de la parada, un resultado fundamental en Informética Tedrica y en Fundamentos
de las Matemadticas. Su enunciado general, que puede encontrarse en [70] (pagina 277), es el
siguiente

“No existe algoritmo tal que a partir de un cédigo c y un dato d,
decida si la ejecucidén de c¢ sobre d termina o no”

Enunciamos a continuacién una versiéon Lisp de este problema, versiéon debida a Sergeraert
(véase [102], corolario 10).

Teorema 3.6.4 No eziste algoritmo verificador perteneciente a A(U,U;U) tal que (funcall
verificador x d) = t siy solo six es un objeto funcional y la evaluacion de (funcall x d)
termina.

El teorema anterior se lee como sigue: no existe un algoritmo Lisp con dos argumentos que
evaluado devuelva t si y solo si se verifica que el primer argumento es un objeto funcional y
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que la evaluacién del primer argumento sobre el segundo termina.

Una demostracion de ese resultado se obtiene como consecuencia inmediata de la equivalen-
cia entre las maquinas Turing y las maquinas Lisp (usando como intermediario el A-célculo).
Incluimos otra demostracion mucho mas directa, sin salir del contexto Lisp, demostracién que
puede encontrarse en [102] (pagina 17).

Previamente introducimos la siguiente definicién que nos serd util en la demostracion.

Definicion 3.6.5 Un conjunto A se dice efectivamente enumerable si existe un algoritmo que
define una funcion f: N — A sobreyectiva.

Trasladando la definicién anterior al marco Common Lisp se tiene que un tipo A es efecti-
vamente enumerable si existe un algoritmo x de (satisfies naturalp) en U que define una
funcién sobreyectiva.

Demostracion: (del teorema 3.6.4)

La propiedad que utilizamos es que el Universo Lisp U/ es un tipo efectivamente enumerable,
lo que significa que existe un algoritmo Lisp que denominamos enumerador del tipo (satisfies
naturalp) en U que define una funcién sobreyectiva. La construccién del algoritmo enumerador
reposa en el siguiente argumento: dado que los tipos predefinidos de objetos Lisp son un niimero
finito (simbolos, nimeros, listas, vectores, expresiones lambda, etc.) y dado que en cada tipo hay
un conjunto numerable de objetos Lisp que podemos ordenar (por ejemplo, lexicograficamente),
podemos definir un algoritmo que enumera a todos los objetos Lisp siguiendo las “diagonales
del cuadrado” que forman tipos y objetos. El algoritmo enumerador es un algoritmo tedrico,
su cédigo nos es indiferente, lo importante es que se puede escribir, aunque para ello haya que
escribir un nuevo intérprete Common Lisp (en Common Lisp, por supuesto).

Ahora suponemos que existe el algoritmo verificador al que hace referencia el enunciado
del teorema y apoyandonos en el algoritmo enumerador definimos el siguiente objeto funcional

(setq auxiliar
#’ (lambda (x)
#’ (lambda (objeto)
(do ((n 0 (+ 1 n)))
((not (funcall verificador x (funcall enumerador n))) n )))))

(funcall auxiliar x) es un objeto funcional que no termina su ejecucién si y solo si para todo
n de tipo (satisfies naturalp), la evaluacién de (not (funcall verificador x (funcall
enumerador n))) devuelve nil; o, equivalentemente, si x es un objeto funcional y para todo n
de tipo (satisfies naturalp) se tiene que (funcall x (funcall enumerador n)) termina.
Asi, (funcall auxiliar x) es un objeto funcional que no termina su ejecucion si y solo si x
es un objeto funcional cuyas llamadas terminan para cualquier objeto Lisp.

Apoyandonos en la funcién anterior definimos el siguiente objeto funcional

(setq parada?
#’ (lambda (x)
(if (not (functiomnp x))
nil
(not (funcall verificador (funcall auxiliar x) nil )))))
Si x es un objeto Lisp cualquiera, la evaluacién de (funcall parada? x) devuelve nil
si y solo si, por definicién de parada?, (funcall verificador (funcall auxiliar x) nil)
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devuelve t, lo que por definiciéon de verificador es equivalente a que (funcall auxiliar x)
sea un objeto funcional y que la evaluacién de (funcall (funcall auxiliar x) nil) termine.
Ahora bien, como (funcall (funcall auxiliar x) nil) termina, por definicién del objeto
funcional (funcall auxiliar x) se tiene que existe d € U tal que (funcall x d) no termina.

Asi, tenemos

nil si x no termina sobre algtin elemento de U
(funcall parada? x) =

t en caso contrario

y habriamos resuelto la variante del problema de la parada recogida en el corolario 3.6.3, o lo
que es lo mismo, la representacién funcional de las aplicaciones de U en U seria decidible.

Observar que el objeto nil sobre el que se evalua la llamada a verificador en el objeto
parada? realmente podria ser cualquier objeto Lisp.

La existencia del algoritmo enumerador de (satisfies naturalp) en U implica ademaés
que la calculabilidad se puede modelar trabajando solamente con los naturales (resultado clasico
debido a Gdédel), ya que permite asociar un nimero a cada objeto Lisp del siguiente modo:

(setq numeroGodel
#’ (lambda (objeto)
(do ((m 0 (+ 1 n)))
((eq objeto (funcall enumerador n)) n ))))

Observar que por ser enumerador sobreyectivo, el objeto funcional anterior es un algoritmo
de U en U, es decir, termina para todo objeto Lisp. El algoritmo anterior formaliza en Common
Lisp la “aritmetizacién de la calculabilidad” y, en particular, permite demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 3.6.6 El conjunto A((satisfies naturalp), (satisfies naturalp)) es indecidi-
ble.

Demostracion:

Si fuera decidible, existiria un algoritmo Lisp de U en U, que denotaremos inv?, y que seria
el invariante del conjunto A((satisfies naturalp), (satisfies naturalp)). A partir de
inv? podriamos construir el siguiente objeto funcional

(setq parada?
#’ (lambda (objeto)
(if (not (functionp objeto))
nil
(funcall inv? #’(lambda (n)
(funcall numeroGodel
(funcall objeto (funcall enumerador n))))))

que resuelve el problema de la parada, lo que contradice el corolario 3.6.3.
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A partir de esto, es claro que para cualquier conjunto A infinito, la representacién funcional
del conjunto de las partes de A es siempre indecidible.

Como aplicaciones del teorema de la parada vamos a ver que algunos de los operadores
globales del TAD para los conjuntos no son calculables a través de representaciones funcionales.
Por simplicidad, comenzamos viéndolo para conjuntos de objetos Lisp.

Teorema 3.6.7 El operador vacio? ;) es no calculable a través de la representacion funcional

R;: (c1) Para conjuntos de objetos Lisp.

Demostracion:

Por evitar detalles técnicos, partimos de un algoritmo que llamamos enmenosden?, de
dominio function X U x (satisfies naturalp) y codominio U/, que toma como argumentos:
un objeto funcional £, un objeto cualquiera d y un ntmero natural n, y que devuelve t si la
evaluacion de (funcall f d) ha terminado tras n o menos llamadas de funciones y nil en otro
caso. (La existencia tedrica de este algoritmo es clara: ademds se puede construir basandonos
en las mismas ideas usadas por Chaitin en [25], donde construye un algoritmo try, paginas 75y
siguientes de [25], y, para ello, se ve obligado a construir un nuevo intérprete Lisp, como hemos
sugerido en la demostracién del teorema 3.6.4 respecto de la existencia de enumerador.)

A partir de este algoritmo vamos a definir otro que denominamos conjuntoAsociadoA con
dos argumentos, f y d, y que podemos interpretarlo como un constructor de conjuntos de objetos
Lisp

(setq conjuntoAsociadoA
#’ (lambda (f d)
#’ (lambda (objeto)
(if (not (and (integerp objeto) (>= objeto 0)))
nil
(funcall enmenosden? f d objeto))))

Ahora, para cada objeto funcional f y para cada objeto Lisp d, (funcall
conjuntoAsociadoA f d) define, segin la representaciéon funcional, un conjunto, ya que es
un objeto funcional con un argumento cuya evaluaciéon termina siempre, por lo que puede verse
como la funcién caracteristica de un conjunto. El conjunto al que representa estd formado
por aquellos objetos x sobre los que la evaluacion de (funcall (funcall conjuntoAsociadoA
f d) x) devuelve t. Estos objetos deben ser naturales y deben verificar que la llama-
da a enmenosden? con f y d termina en menos de objeto llamadas. Asi, (funcall
conjuntoAsociadoA f d) es un conjunto formado por aquellos n para los que £ termina sobre
d en menos de n llamadas. Ademas, notar que se trata de un intervalo infinito de naturales ya
que si un natural estd en el conjunto, todos los mayores que él también lo estan. Por tanto, el
conjunto es vacio si £ no termina al trabajar sobre d y, en cualquier otro caso es infinito.

Si el operador vacio? ) fuese calculable, utilizando el objeto anterior podriamos construir
el objeto verificador:

(setq verificador
#’ (lambda (£ 4)
(if (not (functiomnp f))
nil
(not (funcall vacio? (funcall conjuntoAsociadoA f d))))))
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siendo vacio? el cddigo del programa que implementa a vacio?cr) a través de la representacion

funcional R (cL)" El objeto verificador construido devuelve t sobre £ y d si el conjunto
(funcall conjuntoAsociadoA f d) no es vacio, lo que ocurre cuando f termina sobre d. Esto
contradice el Teorema de la Parada, lo que demuestra que el operador vacio?,cr) es no calculable

a través de la representaciéon funcional R;: (cL)"

Con la misma idea de la demostracion del teorema anterior podemos obtener un resultado
analogo para otra representacion.

Corolario 3.6.8 El operador vacio?,y es no calculable a través de la representacidn funcional

Ré () para conjuntos de numeros naturales.

Demostracion:

La idea general de la demostracion es la misma que la del teorema anterior, varia en definir
un objeto funcional que en lugar de representar a un conjunto genérico represente a un conjunto
de naturales. Ese objeto funcional puede ser el siguiente:

(setq conjuntoAsociadoA
#’ (lambda (f d)
#’> (lambda (n)
(funcall enmenosden? £ dn))))

A partir de él, se repite la ultima demostracién.

En los dltimos resultados hemos estudiado la propiedad de que un conjunto sea o no vacio.
Es decir, hemos abordado el estudio de un problema definido por una propiedad. Consideramos
el siguiente objeto funcional:

(setq noVacio?
#’ (lambda (conjunto)
(do ((m 0 (+ 1 n)))
((funcall conjunto (funcall enumerador n)) t))))

El objeto funcional anterior devuelve t si conjunto no es vacio, por lo que podriamos pensar
que el objeto anterior nos resuelve el problema. Sin embargo no es asi ya que este objeto no es
un algoritmo puesto que si conjunto es vacio, la evaluacién de la llamada no termina nunca.
Por tanto, no hemos resuelto el problema (algo ya sabido por el teorema anterior). Sin embargo,
pese a no ser un algoritmo, el objeto funcional anterior detecta si conjunto posee la propiedad
de no ser vacio aunque no detecta si posee o no la propiedad de ser vacio. Esto muestra que hay
ocasiones en las que un problema definido por una propiedad no puede resolverse totalmente
pero si en parte y esto nos lleva a introducir las siguientes definiciones.

Definicion 3.6.9

i) Un problema definido por una propiedad es decidible si existe un algoritmo que decide si
se tiene o no la propiedad.
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1) Un problema definido por una propiedad es recursivamente enumerable si eziste un codigo
que devuelve t si se tiene la propiedad.

iii) Un problema definido por una propiedad es co-recursivamente enumerable si existe un
codigo que devuelve nil si no se tiene la propiedad.

Observar que en la definicién de recursivamente enumerable no se dice nada respecto del
comportamiento del cédigo cuando no se tiene la propiedad, podria incluso no terminar. Lo
mismo ocurre en el caso co-recursivamente enumerable cuando se tiene la propiedad. Segin
estas definiciones y teniendo en cuenta el objeto funcional noVacio?, el problema de saber si un
conjunto es no vacio es recursivamente enumerable. Equivalentemente, el problema de saber si
un conjunto es vacto es co-recursivamente enumerable.

El siguiente resultado es bien conocido en Teoria de la Calculabilidad [70].

Teorema 3.6.10 Un problema es decidible st y solo si es recursivamente enumerable y
co-recursivamente enumerable.

Volviendo a la implementacion de operadores del TAD de conjuntos, como consecuencia de
la no calculabilidad del operador vacio? podemos demostrar que otros operadores de naturaleza
global tampoco son calculables. En primer lugar, nos ocupamos del operador que calcula el
cardinal de un conjunto. Su comportamiento se describe a continuacién (al usar codificacién
funcional pueden manejarse conjuntos infinitos por lo que este caso debe recogerse al definir el
operador).

INFINITO si of (1) (C) es infinito
cardinal (C) := v
(CL)

f

n S1 a@(CL

)(C) tiene n elementos

En la anterior definicién INFINITO no es mas que un simbolo Lisp empleado como etiqueta.

Corolario 3.6.11 El operador cardinalg,cry es no calculable a través de la representacion fun-

cional R{;(CL) para conjuntos de objetos Lisp.

Demostracion:

Si fuera calculable, existiria el algoritmo cardinal y podria construirse el siguiente algorit-
mo, que contradice al tltimo teorema

(setq vacio?
#’ (lambda (conjunto)
(let ((resp (funcall cardinal conjunto))
(if (eq ’INFINITO resp)
nil
(zerop resp))))))
[

Corolario 3.6.12 El operador conjuntosiguales? L) es no calculable en la representacion

funcional R{;(CL) para conjuntos de objetos Lisp.
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Demostracion:

Dado conjuntos iguales?, el siguiente algoritmo serviria para implementar el operador
vacio?
(setq vacio?
#’ (lambda (conjunto)
(funcall conjuntosiguales? conjunto #’(lambda (objeto) nil))))

lo que llevaria a contradiccion.

Corolario 3.6.13 El operador finito? Ly es no calculable en la representacion funcional

RS

o(cL) Para conjuntos de objetos Lisp.

Demostracion:

Nos apoyamos en la funcién conjuntoAsociadoA definida en la demostracién del teo-
rema 3.6.7. Como ya se indicé al definirla, los conjuntos construidos mediante (funcall
conjuntoAsociadoA f d) tienen la propiedad de que son vacios si y solo si son finitos. Asi, si
Jinito? ey fuera calculable, podriamos determinar si (funcall conjuntoAsociadoA f d) es
vacio mediante

(setq vacioConjuntoAsociado?
#’ (lambda (f d)
(funcall finito? (funcall conjuntoAsociadoA f d)))

lo que, a su vez, nos permitiria implementar verificador

(setq verificador
#’ (lambda (£ d)
(if (not (functionp £f))
nil
(not (funcall vacioConjuntoAsociado? £ d)))))

y nos llevaria a una contradicciéon como en la demostracion del teorema 3.6.11.

Asi, la representacion funcional amplia el rango de conjuntos representables, pudiendo re-
presentar conjuntos de cardinalidad infinita, pero tiene sus contrapartidas negativas desde el
punto de vista de la calculabilidad.

3.7 Especificando Implementaciones

En secciones anteriores hemos introducido nuestra nociéon de implementaciéon de un tipo abs-
tracto de datos. Esta nocién va a ser clave en lo que sigue ya que, apoyandonos en ella, vamos
a construir un marco formal, una categoria, sobre la que reposara nuestro anélisis de las estruc-
turas de datos utilizadas en EAT. Asi, en esta seccién, estudiaremos algunas implementaciones
intimamente relacionadas con las usadas en dicho software, que demostraremos poseen buenas
propiedades desde el punto de vista de la Teoria de Categorias. Con esto justificaremos nuestra
afirmacion de que el patrén de implementacién usado en EAT da lugar a las estructuras més
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generales posibles para el tipo de calculos que el programa debe realizar: permiten trabajar con
cualquier representacién de cualquier modelo involucrado en el calculo.

Un proceso caracteristico de Cédlculo Simbdlico en Topologia Algebraica es el cdlculo de un
cierto invariante (de tipo algebraico) de un espacio topolégico, para lo cual es habitual disponer
de una versién de tipo combinatorio de dicho espacio (complejo simplicial, CW-complejo, etc.).
Pues bien, es bastante habitual en tales procesos de calculo que sea necesario construir algunas
estructuras algebraicas intermedias que pueden responder a signaturas distintas de las algebras
de partida. Desde la perspectiva del programa, se parte de un objeto, que se entiende es la
representacion en la maquina de una cierta estructura algebraica, y durante el proceso de calculo
se construyen y se manipulan repesentaciones de otras algebras distintas.

La forma general en la que en EAT se representa en la maquina un algebra es algo tan simple
como un conjunto de cédigos funcionales. (La minima informacién que debe disponerse para
representar un algebra son sus operaciones, en este caso, codigos que forman parte de programas
que implementan a las operaciones.) Ahora bien, estos c6digos por si solos no portan toda la
informacién que se necesita, deben ir acompanados de cierta informacion adicional que permita
dar significado a la parte fisica (lo realmente almacenado en el computador) como representacion
de un algebra concreta, informacién que no se encuentra en la maquina. Podemos decir que hay
una parte que pertenece al universo de la maquina y otra al universo matemaético. Como ya
sabemos, la nociéon de implementacion recoge estas dos componentes: contiene aquello que se
pretende representar (visto como dlgebra para una signatura) y contiene también la codificacién
en la maquina de esa estructura. Ademds, el dlgebra y su representacién en la méquina no
forman piezas totalmente independientes, estando la relacién existente entre ambas contenida
también en la implementacién, concretamente en las representaciones de los conjuntos soporte y
en los programas que implementan a las operaciones: cada representacién da una codificacién de
un conjunto soporte del dlgebra a través de la funcién de abstraccién; y, cada programa opera con
las representaciones de los elementos del dlgebra simulando el comportamiento de las operaciones
(las condiciones impuestas en la definicién de implementacién vienen a establecer que haya
coherencia entre el comportamiento de la parte fisica y la seméantica de la parte matematica de
la implementacién). Asi, por el tipo de informacién que recoge, la nocién de implementacién nos
va a servir en nuestro proposito de identificar las propiedades que caracterizan a las estructuras
de datos que se utilizan en EAT.

Como hemos comentado, los programas de calculo de EAT deben poder crear, en tiempo
de ejecucion, representaciones de algebras (por ejemplo, en algunos métodos se requiere la
construccion de un complejo de cadenas como estructura intermedia en el calculo de la homologia
de un espacio). Para ello, implicita o explicitamente, se debe disponer de un tipo de datos cuyos
ejemplares sean partes fisicas de implementaciones de dlgebras (representaciones en la maquina
de complejos de cadenas en el ejemplo). A nivel de modelos esto corresponde a la operacion ()imyp
estudiada en el capitulo anterior. A nivel fisico, este hecho va a poder ser formalizado de un
modo similar, considerando un tipo de datos cuyos items sean implementaciones de algebras del
tipo de partida (su signatura vendra definida por la operacién ()imp). Asi, una implementacién
de un tal modelo es una implementacién de una clase de implementaciones, lo que podriamos
denominar una “implementacion al cuadrado”.

En esta seccién desarrollaremos el formalismo necesario en el que enmarcar todas estas
piezas y llegaremos a probar que el patrén de implementacion usado en EAT da lugar a im-
plementaciones que podriamos denominar candnicas, en el sentido de ser universales (objetos
finales) en adecuadas categorias. Como se verd, estas implementaciones mantienen una estrecha
relacién con los objetos finales estudiados en el capitulo anterior. Las propiedades de finalidad
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se obtendran, al igual que ocurria a nivel de modelos, al restringirnos a implementaciones con
los mismos soportes y con los mismos dominios para los operadores.

3.7.1 Representando implementaciones

Como hemos comentado anteriormente, uno de los aspectos que caracterizan a algunos de los
programas de calculo del sistema EAT es la necesidad de construir, en tiempo de ejecucion,
datos que constituyen representaciones en la maquina de estructuras algebraicas. Por ejemplo,
pensemos que uno de estos programas debe construir la representacién en la maquina de un
grupo. Pues bien, si consideramos el TAD Grupo = (GRP,G) donde GRP es la signatura de
grupo y G es la categoria de grupos, ese supuesto programa debe manipular objetos cuyos datos
son implementaciones de Grupo, es decir, implicita o explicitamente, habrd de manejar una
implementacién del TAD Grupo,,,,, resultado de aplicar a Grupo la operacion ()imp introducida
en el capitulo anterior y que, como ya sabemos, es el tipo que modela a las familias de grupos.
Desde el punto de vista de la programacién esto corresponde a la capacidad de EAT para
trabajar con cualquier representacién de cualquier ejemplar de una misma estructura algebraica,
lo que lleva a que esas representaciones sean tratadas como datos.

Asi, en abstracto, partimos de un TAD 7 = (3,C(¥)) y de su categoria de im-
plementaciones Imp(7). Observar que cada implementacién define de modo natural una
Y-dlgebra: si T = (R, (pZ)seq) es una implementacién de 7 con G-tipo T = (Ty)zeq, en-
tonces ((Tg)gea, {F(PL): Tw — Tv, Def(F(p2))} (o wovyex) €s X-dlgebra. El dlgebra definida
por una implementacion no recoge fielmente la parte fisica de esa implementacion ya que no
recoge el conjunto de codigos, solo las funciones definidas por los cédigos. Esto es natural ya que
la nocién de algebra es una nocién de las matematicas y para definirla se necesitan funciones y
no codigos.

A partir de un TAD 7 = (X,C(X)) definimos la categoria CImp(7) como la subcategoria
plena de PAlg(X) con objetos las Y-dlgebras definidas a partir de las implementaciones de 7,
es decir, con objetos las Y-dlgebras A = <(Tg)geg, {F(poa): Tw — Ty, Def(F(pos))} (o w—>v)€E>
para las que existe una implementacién Z = (R, (pZ),cq) del TAD 7 con G-tipo T = (T,)gec ¥
con funciones definidas por los programas las funciones de la X-algebra. Observar que distintas
implementaciones pueden dar lugar a la misma algebra, ya que pueden diferenciarse en los otros
elementos que no quedan recogidos en la nocién de algebra definida (soportes de las represen-
taciones, funciones de abstraccién, igualdades de representacién y cédigos de los programas).
Esta categoria CImp(7) es pues un modelo matematico adecuado para las implementaciones
de 7. La relacién entre la categoria de implementaciones de un TAD I'mp(7) y la categoria
CImp(T) puede entenderse como un olvido de la primera en la segunda, olvido que, segin el
ultimo comentario, no es inyectivo.

Todos los conjuntos soporte de las dlgebras de CImp(7) estéan en el Universo U de objetos
Lisp, por lo que consideraremos éste como universo algebraico. Esta eleccién es natural teniendo
en cuenta que pretendemos representar la parte de las implementaciones que vive en la maquina,
o lo que es lo mismo, en el Universo Lisp.

Para trabajar como datos con la parte fisica de las implementaciones debemos aplicar a la
categorfa CImp(7) la operacion ()im, definida en el capitulo anterior. Con ello obtenemos una
categoria que, abusando de la notacién, denotaremos por CImp(Zip,) y que viene dada como
sigue
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e sus objetos son las Xjp,-algebras A = <Timp2,(Tg)geg,{impiaA: Timps X Tw —
TU,Def(impiaA)}(U:w_)v)ez> tales que, para todo d € Tippy, la X-dlgebra A; =
<(Tg)geg,{impial4(d, —): Ty — Ty, Def(impoa(d,—))} o w_m)62> con dominios de de-
finicién Def(impoa(d,—)) = {dw | (d,d.) € Def(impoa)}, es objeto de CImp(T);

e si Ay B son Yjp,-dlgebras de CImp(Zimp), un Xj,p-morfismo f: A — B, f =
(fimps» (fg)gec), es un morfismo de CImp(Tipyp) si, para todo a € Ajmps,, (fg)gea: Aa —
y es un morfismo de CImp(7).

Bfimpz (a

Usando la relacién entre la operacion ()imp y la operacion ()se; dada en el primer capitulo
de esta memoria, podemos entender que cada objeto de CImp(Zp,;,) representa a una familia de
implementaciones del TAD 7, todas ellas con el mismo G-tipo, y estando presente en cada objeto
solo lo que podriamos denominar parte fisica (maquina) de cada implementacién de 7. Asi, es
natural denominar a la categoria CImp(Zip,y) categoria de las familias de implementaciones de

7.

Nuestro objetivo es demostrar la existencia de una familia de objetos de CImp(Zip,) , esto es,
una “familia de familias de implementaciones”, que en cierto sentido cubran a todos los objetos
de CImp(Zimp). Asi, implementando esos objetos, se cubren todas las posibles implementaciones
de CImp(T). Al igual que hemos hecho en el capitulo anterior, descomponemos las categorias
CImp(T) y CImp(ZTimp) en subcategorias cuyas dlgebras tienen soportes fijos para los géneros de
la signatura de partida . La razén para hacerlo asi es agrupar implementaciones que trabajan
sobre los mismos datos, es decir, implementaciones con los mismos dominios. Asi, fijamos un
G-conjunto T = (T,)4ec donde, para cada género g € G, Ty es un tipo concreto Common Lisp
(esto es lo equivalente a fijar conjuntos al trabajar en cualquier universo algebraico, particu-
larizado al caso de tomar como universo algebraico el de los objetos Lisp). Denotamos por
CImp*(T) a la subcategoria plena de CImp(7) con objetos los que poseen a T como conjuntos
soporte para los géneros, y denotamos por CImpX(7;,,) a la subcategoria plena de CImp(Zipy)
con objetos las ¥;,,,-dlgebras que tienen a los tipos fijados T como conjuntos soporte para los
géneros de X.

Para cada G-tipo T, la categoria CImp%(7;y,) posee un objeto que verifica que existe al
menos un morfismo desde cualquier otro objeto en él. Denotamos por MT a este objeto y una
de sus descripciones es la siguiente:

e los soportes para los géneros de la signatura de partida ¥ son los tipos T, luego, para cada
T
ge G, Mg =Ty

T

impy, S€ tiene el siguiente conjunto:

e como soporte para el género distinguido M

Mpe = {(Fo))sea | 3T = (R, (po)sen) € Obj(Imp(T)) tal que
T es el G-tipo de E}

e T
e para cada o: w — v en €2, la operaciéon imp.opgr: M;mpz x T,, — T, se define de manera

natural por imp oy ((F(py))neq;dw) = F(ps)(dy), siendo su dominio de definicién

Def(impore) = { (F(py))en, ) € M, x T | du € Def(F(ps)) |
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Es claro que M2 es un objeto de CImpX(T;m,), ya que la I-dlgebra que define cada tupla
de funciones (fy)secq € ME

imps>?

de 7 que haga que la tupla (fs)scqo esté en M
de CImp™(T)).

es objeto de CImpX(7T) (puesto que cualquier implementacién
T
?mpz’

hace que la Y-algebra que define sea objeto
En [67] ya describimos el objeto anterior, aunque no analizamos sus propiedades en el sentido
de la Teorfa de Categorias, a lo que nos dedicamos a continuacion.

Denotamos por CImp®{}(T) a la subcategorfa de CImp%(7) con los mismos objetos y mor-
fismos dnicamente las identidades; y, por CI mpI’{}(Zmp) a la categoria obtenida aplicando la
operacion ()imp a la anterior.

Podemos definir una inclusién canénica I: CImpY(T) — CImpY(Timp) que a cada
S-dlgebra A = (T,{fs,Def(fs)}oca) de CImpY(T) le asocia la ;y,-dlgebra I(A) :=
<nu11,I, {impor(a), Def(impcrl(A))}geg>, donde null es el tipo Common Lisp que tiene por
tinico objeto a nil y, para cada o € Q, Def(impoy(4)) = null x Def(f;) y la funcién viene
definida por imp.oy4y(nil,ds) := f5(dw)

La existencia de la inclusién I junto con la aplicacién del teorema 2.8.10 a las categorias
anteriores, permite obtener la siguiente propiedad del objeto MT

Teorema 3.7.1 El objeto ML es el coproducto en CImpI’{}(Timp) de los objetos de la imagen
de la inclusion candnica de CImp™}(T) en CImpBtH (Tipy).

Otra propiedad de MT queda recogida en el siguiente resultado, que es un caso particular
del teorema 2.8.11.

Teorema 3.7.2 La ¥;,,-dlgebra MZE es final en la categoria CImpI’{}('Emp).

El morfismo final tiene la siguiente expresién: si A es un objeto de CImpI’{}(Zmp), el
T

morfismo final f = (fimpy,id) de A en ME viene dado por la aplicacion fimpy, : Aimpy, — Miinps:

que a cada d € Ay, le asigna la tupla de funciones fip,y, (d) := (impoa(d, —))secq-

Si consideramos globalmente CI mp{}(ﬂmp), subcategorfa de CImp(Zimp) que resulta de
tomar solamente aquellos morfismos que son la identidad sobre los soportes de ¥, se tiene que
la familia {CITmp™ (Timp) t1 es G—tipo define una particién de CImpt} (7). Pues bien, usando
el teorema anterior resulta sencillo probar el resultado recogido en el siguiente teorema.

Teorema 3.7.3 La familia {MX}1 o G—tipo €5 final en la categoria CImp{}(’];mp).

La existencia de un morfismo canénico de cada objeto de CImpY(Tiyp) en MT formaliza la
idea intuitiva de que MZ recoge (representa) a todas las implementaciones del TAD inicial 7
con G-tipo T. Asi, la familia final {MI}I es G—tipo Tepresenta a todas las implementaciones del
TAD de partida 7. Para poder trabajar con todas las implementaciones de 7 serd suficiente
considerar tinicamente esta familia final. Denotaremos por CIP a la categorfa cuyos objetos
son las X;,-algebras ML y con morfismos los existentes entre familias de implementaciones de
T que son identidades sobre los géneros de X.

El punto importante es que, para cada TAD 7 y cada G-tipo T, la 3j,,,-dlgebra MT puede
implementarse. Cualquier implementacién de MZ posee como datos a las representaciones en
la maquina de implementaciones de 7, siendo ésta la formalizacién de que en EAT se generan
en tiempo de ejecucion representaciones de estructuras algebraicas. Lo anterior hace que una
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implementacién de MZT pueda verse como una “implementacién al cuadrado” o una “doble
implementacién” del TAD 7, ya que es una implementacion cuyos datos son implementaciones
de 7.

Damos a continuacién ejemplos de implementaciones de dos ¥;;,,-dlgebras MT.

Ejemplo 3.7.4 Consideramos el TAD Zgrp = (GRP, C(GRP)) siendo la signatura GRP la signatura
de grupos,

prd : g g — g
mv g — g
unt — g

y siendo C(GRP) la subcategoria plena de la categoria de grupos con objetos los grupos cociente de
Z médulo n (n > 1), es decir, el conjunto de objetos es {(Z/nZ, {+z/nz> —2/n25 OZ/nZ}>}nean>1
(cerrando por isomorfismo). Fijamos integer como tipo concreto para el tinico género de la
signatura GRP y consideramos la GRPj,,-dlgebra M™®*°€°* Una implementacién de Mrteger

en Common Lisp, y sin utilizar programacién funcional, es la siguiente

e como representacion para el género g de la signatura GRP tomamos la literal sobre integer;

e para el género distinguido ¢mpgrp tomamos la siguiente representacién: como dominio
integer; como soporte Simpee l0s n que satisfacen el predicado (and (naturalp n)
integer

(> n 1)); como funcién de abstraccion, Qimpe,: integer — M, ", definida, para

cada n del soporte por Qimpee (R) 1= (f3.q) [l fune) siendo éstas dltimas las funciones:
et integer X integer — integer funcién total definida por f) ;(x,y) := (mod (+ x
y) n), para todo x,y € integer; f : integer — integer también total y definida por
o o(x) == (mod (- x) n), para todo x € integer; y, finalmente la constante f;,,, es
la constante 0 € integer. Para cada n € Sjppep, la terna anterior es un elemento del
conjunto lefn;ﬁ:r Una implementacién de Zgrp que nos permite asegurarlo es la formada
por la representacién que tiene a integer como dominio y como soporte, como funcién
de abstracciéon la que a cada m de tipo integer lo lleva a su clase de equivalencia médulo

n; y, como programas que implementan a las operaciones los siguientes

C PRy = (cPri, integer x integer, integer, integer, integer) siendo
cPrrd = #° (lambda (x y) (mod (+ x y) n))

- p2., = (cPin, integer, integer, integer) siendo el cédigo
cPinv = #° (lambda (x) (mod (- x) n))

- p%,; = (cPunt, nil, nil, integer) con cddigo el siguiente objeto funcional
cPunt = #’ (lambda ( ) 0)

e como programas que implementan a las operaciones consideramos los siguientes:

* Pimpprd = (cPmrrrd S; o X integer X integer, integer, integer, integer,
integer) siendo
cPimpprd = #? (lambda (n x y) (mod (+ x y) n))
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© Pimp.iny = (cPimrinv . S0 X integer, integer, integer, integer) siendo
cPimpinv = #2 (lambda (n x) (mod (- x) n))

© Pimpunt = (cPrmrunt  S; o, integer, integer) con
cPimpunt = #7 (lambda (n) 0)

Acabamos de definir una implementacién de una familia de implementaciones del TAD Zggp.

O

Ejemplo 3.7.5 Recogemos a continuacién un ejemplo concreto, proximo a EAT.

En el apartado 2.9.2 definimos el TAD 7cs = (CS,C(CS)) que modela a los conjuntos simpli-
ciales. La signatura CS consta de los géneros nat y smp y de las operaciones

6 : nat nat smp — smp

n nat nat smp — SMp

Por su parte, la categoria C(CS) es una categoria equivalente a la categoria de los conjuntos
simpliciales.

Es bien conocido que las esferas son espacios topolégicos que pueden definirse como conjuntos
simpliciales. Denotamos por 8™ a la esfera de dimensién m que, como conjunto simplicial solo
tiene dos simplices geométricos, uno en dimensioén 0 y otro en dimension m. Para justificar cémo
EAT construye, en tiempo de ejecucion, representaciones en la maquina de esferas (que puede
necesitar como paso intermedio en alguno de sus calculos), vamos a dar una implementacién que
recoja implementaciones de esferas, concretamente, una de cada dimension. Estando en el nivel
de implementacién, debemos fijar tipos para los géneros nat y smp, tipos que proporcionarin
un patron sintactico a los programas que trabajen con las implementaciones de las esferas. Para
el género nat, consideramos el tipo (satisfies naturalp). Para smp, nos apoyamos en lo
desarrollado en el apartado 2.9.2 a nivel puramente algebraico. Ahi vimos cémo una forma
adecuada de trabajar con simplices es partir de un conjunto graduado que, en cada dimension,
contenga los simplices geométricos del conjunto simplicial y, a partir de él, obtener un patron
que permita representar cualquier simplice (como abstracto). Como patrén general, un simplice
abstracto puede representarse por un par formado por una lista estrictamente decreciente o vacia
de enteros, que representan los operadores de degeneracién que se aplican, y por un simplice
geométrico. Esto nos lleva a considerar los datos del tipo

(defstruct asm dop gsm)

Fijamos como tipo Ty, el conjunto de datos del tipo asm anterior tales que el dato almacenado
en el campo dop es una lista estrictamente decreciente o vacia de datos de tipo integer y el
almacenado en el campo gsm es cualquier objeto del universo Lisp. Denotamos por ((jx ... j1),a)
al objeto x de Tgyy tal que (asm-dop x) es (jx...j1)y (asm-gsm x) es a.

Una vez fijados los tipos, podemos pasar a dar implementaciones concretas de esferas.
Para ello, en este caso, consideramos el conjunto graduado K, = {K}},en siendo, para cada
n € N, K} = {(g n)} donde g es cualquier objeto de tipo symbol y n es de tipo (satisfies
naturalp). (K es el paso natural a la maquina del conjunto graduado, denotado del mismo
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modo y definido en la pagina 110, y utilizado en la parte algebraica de este ejemplo.) Asi, los
simplices geométricos de la esfera S™ los estamos representando por (g 0) y (g m).

Denotamos por R™ a la representacién de la esfera S con dominio Tgy,p; como soporte el
subconjunto formado por aquellos datos de T, tales que el dato almacenado en el campo gsm
estd en K} para algin n € N y de forma que el mayor integer de la lista dop es menor que la
longitud de la lista dop sumada con n. La funcién de abstracciéon o™ : D" — S™ viene definida
por:

~a™((().(g0)) = (g0)

(g m) sim=n
Cam(Oulgm) =
Mot m(0) sim#En

o (Em)  sim=n
(G o) g a)) = 4TS

Mnk—1---10((g 0))  sim#n

donde 7n; es la degeneracién j-ésima en la dimensién adecuada.

Para completar la representacion R™ de la esfera S™ hasta una implementacién habra que
dar programas que implementen a las operaciones § y 7. Definimos los siguientes conjuntos,
que usaremos como dominios de definicién de los programas:

-8 = {(i,n,x) | (<=0 i) A(<=1imn) A noO0)AIjec (satisfies naturalp) tal

que (asm-gsm x) € K A (= (+ (length (asm-dop x)) j) n ) }

-8l = {(i,n,x) | (<=0 i) A(<=in)A(>=n 0)A3jec (satisfies naturalp) tal

que (asm-gsm x) € K& A (= (+ (length (asm-dop x)) j) n ) }

Notar que la definicién de los conjuntos S‘EJ y S, no depende de la dimensién de la esfera
que estemos implementando.

Consideramos los programas pj'= (cJ’, Sfj, (satisfies naturalp), (satisfies
naturalp), Temp, Tsmp) ¥ Pj'= (cj', S{), (satisfies naturalp), (satisfies naturalp),
Tomps Tsmp) cuyos codigos definen las siguientes funciones:

- La correspondiente al operador cara viene dada, dependiendo de como sea el simplice, del
siguiente modo

- F(ef)(i,m, ((Ga—1---31),(8 1)) = ((Ga—1 —1...Jn—1...31),(g 1)) si existe h €
{1,...,n—1} tal que jhb =10 jh =1i— 1siendo jh+ 1 # i;

- F(ef)(im, ((Ga—1---31), (g 1)) :=((n—2...0),(g 0)), en otro caso.

La funcién anterior se obtiene definiéndola sobre los simplices no degenerados como
F(ci)(i,n,((),(gn))) := (mn—1...0),(g 0)), y extendiéndola a los degenerados me-
diante las propiedades exigidas a los conjuntos simpliciales como ya se explicé en este
ejemplo desarrollado en el nivel algebraico.
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- La funcién definida por el programa p;" que implementa al operador de degeneracion es la
funcién definida como F(c")(i,m, ((jx---J1),%)) == ((Ge+1... 1+ 11 j11...31),%)
siendo [ tal que j1—; < i < j;.

Esta funcién viene de anadir al final de la lista de degeneraciones el indice correspondiente
al operador de degeneraciéon que se aplica, i en este caso, y de utilizar la propiedad

771."+177;‘ = 77;5:1177;‘ si © < j, para conseguir que la lista de degeneraciones vuelva a ser
decreciente.

Observar que todas las funciones anteriores son iguales, no dependen de m. Asi, no hay
problema en denotarlas como fg y [}, respectivamente. Observar también que la expresién de
esas funciones es totalmente constructiva, por lo que es claro que existen codigos que sobre los
conjuntos Y, y 8} las definen, es decir, fJ y f{] son calculables.

Vamos a definir una implementaciéon que recoja a todas las implementaciones anteriores
(una por cada esfera). Consideramos la CS;,,-algebra que denotamos por MZ, que es el ob-
jeto final de la categoria de CS;y,)-dlgebras definidas a partir de implementaciones de 7cg con
Ges-tipo Temp y (satisfies naturalp). La CS;p,p-dlgebra MZ resulta en este caso demasiado
general. Como estamos trabajando solamente sobre esferas, y con un conjunto graduado fijo,
podemos considerar la subélgebra de MZX, que denotaremos por MHXu, definida a partir de
implementaciones de esferas sobre K;. En esta situacién, en lugar de ir a una implementacion
de M&u | preferimos mostrar otra implementacién que se cifia un poco més a este modelo mas
pequenio, aunque sin perder de vista que también se trata de una implementacion parcial del
objeto MZ. Denotamos por ZXU a la implementacién que definimos como sigue :

e tomamos la representacion literal para los tipos Tgyp ¥ (satisfies naturalp);

e para el género impcs tomamos la representacion con dominio (satisfies

naturalp), soporte (satisfies naturalp)~{0} y funcién de abstraccién
anfpcs: (satisfies naturalp) — Mf(nfpcs definida, para cada m del soporte por
af(mupcs (m) := (0, 7") de forma que (Tspy, (satisfies naturalp), {§",7"}) represente a

la esfera de dimensién m.

Apoyandonos en las implementaciones anteriores, una para cada esfera S, definimos las
funciones (0™, n™), imagen por la funcién de abstraccién a{f;pcs de m, del siguiente modo
- 0": (satisfies naturalp) X (satisfies naturalp) X Temp — Temp es la funcién con
dominio S, y definida por o := £

- Andlogamente, el dominio de la funciébn n™: (satisfies naturalp) X

(satisfies naturalp) X Tsmp — Tsmp € S, y la funcién viene definida por
= fJ

Ku _ (CKU
impd impd’

anupcs x 80, (satisfies naturalp), (satisfies naturalp), (satisfies naturalp),

Tomp, Tsmp) siendo cff;’pd un objeto funcional #’(lambda (m i n x) ... ) que defi-
ne la funcién f{j (por lo que su comportamiento no dependerd del primer argumento).

Andlogamente para el programa pffrfm.

e como programas que implementan a las operaciones, consideramos p

Asf, Z5v es una implementacién de la familia de implementaciones dadas anteriormente,
una de cada esfera S™.
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Podemos dar otra implementacién Z5v de M*Xv modificando la funcién de abstraccion.

: ; Koo f s Ky ~Ku (Am smY o
Asf, definimos &;,,,  : (satisfies naturalp) — M; > como & (m):= (0", 7") siendo

] (hEen-1)  sim#n
CP(n (). (g) = ©

(m—1...0),(g0)) sim=mn

extendiéndola a los simplices degenerados por medio de las propiedades de conjunto sim-
plicial.

- 7™ se define del mismo modo que en la implementacién Z5v.

Ky
impcs

implementacién de S™ con funciones (5“‘, 7™). Basta tomar la misma representaciéon R™ del caso
anterior, los mismos soportes para los programas, pero variar el comportamiento del programa
que implementa al operador §. Es evidente que se puede dar un cédigo para el programa que
implementa al operador § que sobre S‘EJ defina la funcién o® extendida a los simplices degenerados
tal y como se ha explicado anteriormente.

Para cada m del soporte de la representacion, & (m) estd bien definida ya que existe una

Aunque Z5v e ZKU son implementaciones diferentes, el inico morfismo de cada una de ellas
sobre el objeto final de la categoria de implementaciones llega a la misma tupla de funciones
(se diferencian en los programas, pero no en las funciones definidas por ellos).

Partiendo de otro conjunto graduado, podemos definir otras implementaciones de S™. Con-
sideramos el conjunto graduado K, = {K['},cn, siendo KU = (satisfies naturalp) y
K = {(gn)} para cada n > 0 (K|, es el trasladado a Common Lisp del conjunto gradua-
do definido en la pagina 111 y denotado del mismo modo). Definimos una representacién de
cada esfera 8™ con el mismo dominio que R™, es decir Ty, soporte andlogo pero teniendo en
cuenta que el dato almacenado en el campo gsm debe estar, en este caso, en K/} para algin
n € N, y definimos la funcién de abstracciéon o : D™ — S™ como sigue

(g m) sim=n

Mn—1---Mo(m) sim#n

-5, ((gm)) sim=n
ol (G o) g a)) = 4 S

Mntk—1---Mo(m)  sim#n

donde 7; denota a la degeneracién j-ésima en la dimensién adecuada.

Denotamos por 89, y S/} a los soportes de los programas, que se definen de modo anslogo al
caso anterior. Las funciones que deben definir estos programas son las siguientes

- La correspondiente al operador cara se define, sobre simplices no degenerados, como sigue

om [ .

- para cada k € (satisfies naturalp), 5" (1,n,((n—1...0),k)) =
(n—2...0),m);
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5" (1, (), (g 0) = {(a—1...0),m);

y se extiende a los degenerados.

- La funcién definida por el programa que implementa al operador de degeneracién actiia

del siguiente modo:

(A ((Ge - 51),%) = ((Gx+ 1. Ji+ 14 jio1...31),%)

siendo [ tal que j1—; < i < j;.

Observar que, la funcién f7" es la misma para cualquier m € N, por lo que la denotamos
n

por fl.

Las funciones flf,’m, para cada m € N, y f/] son calculables y, por tanto, existirdn cédigos
que las implementen. Damos una implementacién Z%v de la CSimp-dlgebra MHEu | que indirec-
tamente serd implementacién del algebra final MZ, considerando

representacion literal para Ty, y para (satisfies naturalp);

para el género impcs, representacion con dominio (satisfies naturalp), soporte

(satisfies naturalp) {0} y funcién de abstraccién oy, : (satisfies naturalp) —

M{f#pcs definida, para cada m del soporte, por afgfpcs (m) := ( om. .

como programa que implementa a la operacién que proviene del operador ca-
ra, consideramos el programa pKLI = (CK'J SEu % S, (satisfies naturalp),

impd impd? 1mpcs
(satisfies naturalp), (satisfies naturalp), Temp, Tsmp), con cfy%'p& un obje-
to funcional #’(lambda (m i n x) ... ) y siendo la funcién definida por el pro-

grama, la funcién F(p%pd): (satisfies naturalp) \ {0} x (satisfies naturalp) X

(satisfies naturalp) X Tgmp — Temp, definida por F(pl%'pé)(m, i,n,x):= f,i’m(i,n, X).

Ky _ (CKu
impn~ impn’

SilfnL]'DCS x S/}, (satisfies naturalp), (satisfies naturalp), (satisfies naturalp),

Tomp, Tsmp) siendo cf(nj'pn un objeto funcional #’ (lambda (m i n x) ... ) de forma que

la funcién que define el programa, F(pffr‘jp ,)» sea la funcion 1.

como programa que implementa al operador de degeneracién se considera p

Esta implementacién, alcanza varios pares de funciones de los recogidos en el objeto final,
uno para cada m € N\ {0}. Los pares de funciones alcanzados seran los formados por las funcio-
nes definidas por los programas de las implementaciones de las esferas que hemos considerado.
Ademis, todos esos pares de funciones, poseen la misma funcién como segunda componente.

0

3.7.2 Implementaciones candnicas

En la seccién anterior hemos definido a partir de un TAD 7 una familia de modelos
{MI}T es G—tipo de forma que los elementos de cada MZ corresponden a implementaciones

de 4lgebras de 7. Segtn esto, disponer de implementaciones de los MZ nos permitird poder
manipular como datos la parte fisica de implementaciones de 7, justo lo que, como sabemos, se
necesita en EAT. En esta seccién se van a construir implementaciones de los modelos ML que se
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acercan en gran medida a las que en realidad fueron utilizadas en EAT. Ademads, se demostrard
que el patrén de implementaciones usado en EAT (las estructuras de datos que emplean sus
programas de calculo) nos permite trabajar con la parte fisica de cualquier implementacién de
T, lo que nos hace afirmar que dicho patrén es el més general entre las posibles formas de
implementacién de los modelos ML

Observando la descripcién de las X;,,-dlgebras MI, parece natural usar programacién fun-
cional para implementarlas, aunque como muestran los dos ejemplos anteriores, la programacién
funcional no es estrictamente necesaria. Sin embargo, veremos cémo el uso de la programacién
funcional da lugar a implementaciones con propiedades de cardcter universal en el sentido de la
Teoria de Categorias, propiedades que no poseen, por ejemplo, las implementaciones a las que
acabamos de referirnos.

Un &lgebra consta, basicamente, de un conjunto de datos y unas operaciones que trabajan
sobre ellos. Por tanto, si pensamos en la informacién necesaria para poder representar un
algebra, concluiremos que, como minimo, esa informaciéon nos deberad permitir recuperar las
operaciones del dlgebra. Pensando en la representacion en la maquina, como minimo tendremos
que disponer de codigos que implementen a las operaciones, cédigos que deberdan tomar sus
datos en dominios fijados a priori (trabajar teniendo como datos representaciones de algebras
requiere fijar una base comun para todas las representaciones: los datos que van a representar
a los elementos de todas las dlgebras; de ahi la particién segin los G-tipos T).

Una observacién importante es que hasta ahora nos hemos limitado a comentar la necesidad
de generar en tiempo de ejecucion representaciones de dlgebras, pero ademas no debemos olvidar
que hay casos en los que esas algebras son de naturaleza infinita. El modo de representacién que
hemos denominado funcional, basado en el uso de la programacion funcional, nos va a permitir
trabajar con estructuras algebraicas de cualquier cardinalidad (es decir, finitas o numerables).

A continuacién se estudia una implementacién de MZT, aunque en realidad lo que se va a
obtener es toda una familia de implementaciones. (Aunque con menos detalles, esta familia de
implementaciones ya la introdujimos en [67].)

Fijado un G-tipo T y su correspondiente ¥;,,,-dlgebra ML, para representar las tuplas de
funciones de M%mpz tomaremos una estructura de almacenamiento, concretamente un tipo
registro (defstruct en terminologia Common Lisp), en cuyos campos se almacenaran objetos
funcionales. No todos los registros formados por cédigos funcionales son datos que interesan.
Asi, como soporte de la representacién nos quedaremos solo con aquellos registros cuyos campos
contienen cédigos que provienen de implementaciones del TAD de partida 7. Con esta eleccion
de soporte se plantea un problema para poder definir la funcién de abstraccién. En efecto, los
programas definen funciones pero no asi los codigos, ya que éstos no contienen informacién sobre
sus dominios de definicién (los mismos objetos funcionales pueden formar parte de distintos
programas y, por tanto, de distintas implementaciones; precisamente este hecho da lugar a la
posibilidad de polimorfismo). Para poder definir la funcién de abstraccién deberemos completar
cada cédigo hasta obtener un programa. Asi, debemos asociar a cada c6digo unos tipos de
entrada y salida, esto no causa problema ya que que hemos fijado T, y un dominio de definicion.
Al quedar fijos los tipos de entrada, es claro que a cada cdédigo le podra ser asignado un
dominio de definicién implicito, pero también podrd tomarse como dominio cualquiera de los
subconjuntos de ese dominio implicito. Por tanto, no hay unicidad y nos vemos obligados a fijar
de antemano los dominios de definicién de los programas. Asi, con T fijo, para cada 0: w — v
en 2, denotamos por S? al subconjunto de T, fijado como dominio de definicién para el simbolo
de operacién o. Denotamos por S al correspondiente Q-conjunto (87),cq.-
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Utilizamos que estamos trabajando con signaturas que poseen un numero finito de opera-
ciones y suponemos que (o1,...,0,,) es una enumeracién de las operaciones de ¥ (notacién
que emplearemos cuando sea necesaria una enumeracién explicita; en otro caso, seguiremos
manteniendo la que hemos utilizado hasta ahora: (0: w — v)secq).

Fijados un G-tipo T y un -conjunto S, definimos la siguiente implementacién de MZ, a la
que denotamos por ZT-5:can;

e Para cada g € GG, tomamos la representacién literal sobre T,.

T,S,can , c e . T .
Rimpz , para el soporte del género distinguido, ./\/l,L»mp27 tiene por do-

minio el conjunto de datos de una estructura con tantos campos como operaciones tiene

la signatura de partida y tal que todos ellos son objetos funcionales. Formalizando lo an-

terior, tomamos como dominio D}n%p?n los objetos Lisp del tipo (satisfies D-can-p),

donde para definir el predicado D-can-p utilizamos el tipo Lisp IMP-g

e La representacién

(defstruct IMP-g imp-o; ... imp-o.,)

y siendo el predicado D-can-p el que decide si todos los campos de un dato del tipo anterior
son o no objetos funcionales, es decir, el predicado D-can-p puede escribirse como sigue

(defun D-can-p (x)
(and (typep x ’IMP-g)
(functionp (IMP-g-imp-o; X))

(functionp (IMP-g-imp-o,, x))))

No todos los datos del tipo anterior interesan, sino solamente aquellos cuyos cédigos, sobre
los conjuntos 8, definen programas que forman parte de alguna implementacién del TAD
de partida 7. Asi consideramos el siguiente conjunto como soporte de la representacién:

S}T’%’f;n: {x €(satisfies D-can-p) | 3 (R, (pgi)ﬁl) € Obj(Imp(T)) con G-tipo T,

Q-conjunto 8 y tal que (eq cP? (IMP-g-imp-o; x)), para todoi=1,... ,m}

Observar que la igualdad que aparece en la definicién del conjunto anterior es eq, la tinica
razonable entre objetos funcionales.

: 2 . TScan, oIScan T : :
La funcién de abstraccién Xiropsy SimpE — ./\/lz-mpE lleva cada registro de objetos fun-
cionales a la tupla de funciones, con dominios S, definidas por los cédigos, es decir, para
cada x € S}fz’)‘;‘m, }n%pc;n( ) :== (F(ps,; )", siendo la tupla de funciones anterior la defi-
nida por los programas de cualquier implementacién del TAD 7 con G-tipo T, 2-conjunto
S y cbdigos de los programas los objetos funcionales almacenados en los campos de x. La
primera observacién necesaria en este punto es que la funcién de abstraccién estd bien de-
finida, esto es, la tupla de funciones asociada a cada x del soporte por medio de la funcién
de abstraccion, no depende de la eleccién de la implementacién del TAD de partida 7.

. . ey s T,S,can .
Para terminar la definicién de la representacion Rivps, queda por dar la igualdad de la
representacion. Tomamos como igualdad de representacién =_15,can, la de la abstraccion.

impy
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e Para concluir la definicién de la implementacion Z35:9" construimos los programas que im-
plementan a las operaciones de MZX. Asi, para cada operacién o: w — v en 2, construimos

un programa que implemente a la funciéon imp.o e : M%mpz X Ty, =Ty Siw=g1...9n,

T,S,can
construimos el programa pz%fpcgn = (cPimpo | S}fl’);an x 87, D}f]ﬁn, Tgrs -5 Tgns Tu),
siendo el cédigo asociado el siguiente objeto funcional
T,S,can
cPimpo = #’ (lambda (x d1 ... dn)
(funcall (IMP-g-imp-o x) dl ... dn))

En este punto consideramos conveniente hacer una observacion sobre la eleccién de la igual-
dad de la abstraccién como igualdad de la representaciéon. Dados dos cédigos (objetos funciona-
les), la igualdad intrinseca Common Lisp para ellos es la dada por eq, es decir, la igualdad como
objetos de la maquina. Esta igualdad es muy débil, identifica pocos objetos, pero es la tnica
natural si pensamos unicamente en los c6digos. Ahora bien, cuando a un cédigo le asociamos un
dominio de definicién, podemos identificarlo con la funcién que define y, en ese caso, lo natural
es considerar como igualdad la igualdad matematica entre funciones. Esta relacion de igualdad
es la que habitualmente se denomina igualdad comportamental y que definimos a continuacién.

Definicién 3.7.6 Sean ci y co objetos funcionales y p;s = (¢i,S,T1, ..., Tn, T) programa para
i =1,2. Se dice que cy y co soniguales comportamentalmente (respecto a los tipos Ty, ..., Tp, T
y el dominio 8) si los programas p1 y pa definen la misma funcion.

La siguiente proposicion asegura que lo que acabamos de definir es una implementacion.

T,S,can
17’77

Proposicién 3.7.7 es una implementacion de la Xip,-dlgebra ME.

Demostracion:

Sin incluir la demostracion completa, si que vamos a comentar algunos detalles de ésta que
consideramos interesantes:

T,S,can

T,S,can . . P; .
- Para cada o € , Pimpo €S un programa. El objeto funcional c¢®mres  puede aplicarse
. T,S,can s
sobre los tipos Dippe + Tgis ---» Tg, puesto que lo dnico que se usa es el acceso a
un campo de un dato de tipo defstruct, que debe ser un objeto funcional (lo es por
T,S,can
. s o . T.S = . T.S
definicién del dominio Dl;;;’ca"). Por su parte, cPimre  define un algoritmo de &;>%*" x 87
Py imps,
en Ty, puesto que para cada dato (x, di,...,d,) del soporte del programa, por ser x
% T,S,can . . <2
del soporte de la representacién Rimps, al menos existe una implementacién de 7 con

cédigo (IMP-g-imp-o x) y con dominio de definicién S7, luego la ejecucion termina. Por
ultimo, observar que también se respetan las igualdades de los tipos concretos. En todo
lo anterior se utiliza que la representacién para cada tipo fijado es la literal.

T,S,can

- Para cada o € ), el correspondiente Pimpo €S un programa compatible con las representa-

ciones. El haber tomado la igualdad de la abstraccién como igualdad de la representacién
para el género distinguido y las representaciones literales para el resto de géneros, hace

. . . . , T,S,can
que sea compatible con las igualdades de las representaciones. Por la misma razon, p

imp.o
también es coherente con las representaciones.
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“" implementa al operador impo . En la demos-

777

- Para cada o € (2, el programa Pimpo
tracién basta con usar la descomposiciéon del soporte del programa como producto del
soporte de la representacion para el género distinguido por el conjunto S? fijado, conocer
el significado del operador de acceso a las componentes del defstruct y usar que se estan
manejando las representaciones literales para los géneros no distinguidos.

En los comentarios anteriores queda claro que la elecciéon de las representaciones literales
para los géneros de la signatura de partida es clave en la demostracién. Pese a que esta eleccion
pueda parecer restrictiva no lo es en absoluto, ya que podemos cubrir la representacién de todas
las implementaciones de 7. En general, una representacion recoge la codificacién en la maquina
de un modelo, pero en este caso el modelo que se pretende representar estd ya en la maquina
y, por tanto, no hace falta considerar una funcién de abstracciéon que no sea la identidad (ni
una igualdad de representacién que no sea la del propio dominio). La base de todo ello es que
estamos recogiendo la parte fisica de las implementaciones de un TAD 7, luego no hay un paso
propio del modelo a la representacion sino que el paso es el trivial en todos los géneros salvo en
el que se agrupan.

Las implementaciones Z15" verifican propiedades universales en el sentido de la Teoria de

Categorias, que mostraremos en posteriores apartados. Por ello las denominamos implementa-
ciones candnicas.

Hay dos aspectos técnicos de Z55" que serdn utilizados més adelante y que por ese motivo
comentamos a continuacion:

T,8,¢ . . .
e El conjunto imagen por la funcién de abstraccion Xirps, " correspondiente al género dis-
tinguido, puede describirse del siguiente modo:

A (Sha™) = {(fr)wen € ME,,, | Def(f;) =87, %o € 0}

imps, \Yimps

can
e Para cada o € (), el soporte de cada programa p;;n]’j » » programa que implementa al
operador imp.o a1, puede describirse como un rectangulo. En particular, factoriza en la

componente correspondiente a impys. y ademas lo hace por el soporte de la representacién

T,S,can

Splmpt7 _ SL§7CG” % §°

impy,
Denotamos por Mﬂr?pg al conjunto imagen de la funcién de abstraccién para el género dis-
tinguido. Asi, MEE esel conjunto de tuplas de funciones que provienen de implementaciones

impy,

de 7 con G-tipo T y Q-conjunto S. Fijado un G-tipo T, para cada §2-conjunto S, denotamos
por MTS a la correspondiente subalgebra de M. Para cada G-tipo T se tiene una particién
del conjunto ME determinada por los posibles dominios de definicién de las funciones:

’mez
= I7§
Mzmpz B U imps;
(SUETW)(U: w—g)EN
. <2 s T,S,can T,S
La imagen de la funcién de abstraccion Xippsy, CBE sobre (y cubre) /\/lmpz, lo que nos

T,S,can

T,S,can
I {13 imps

permite pensar en como implementacién del dlgebra MTS. La representacién R
de M%  es plena sobre MES

impy, impy”
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3.7.3 Categorias de implementaciones

Nuestro siguiente objetivo serd mostrar algunas propiedades categoriales que poseen las imple-
mentaciones 755" propiedades tedricas que tienen su interpretacién en el proceso de célculo
que realizan los programas de EAT. En primer lugar, vamos a estudiar la categoria de imple-
mentaciones de la ¥;,,,-dlgebra M. Al igual que ocurria en el caso algebraico, el resultado de
universalidad de Z%8" no se va a dar en toda la categoria de implementaciones, sino en una
subcategoria propia. Para definir esa subcategoria nos basamos en algunas de las propiedades
que hemos destacado de las implementaciones candnicas.

Asi, denotamos por Im T’§7{}(MI) a la subcategoria de la categoria de implementaciones
de MZ con objetos las implementaciones que verifican las siguientes condiciones:

i) para cada g € G, la representacién para el tipo concreto T, fijado, es la representacion
literal sobre T4, que denotamos por Rqu;

i1) el conjunto imagen por la funcién de abstracciéon del género impy es subconjunto de

T,8
M=

impg;
1i1) los dominios de definicién de los programas que implementan a las operaciones son cubos
. . g
de la forma: Sy x 87.

Como morfismos de la categoria I'm T’g’{}(/\/ll) se toman aquellas i-transformaciones que
son la identidad sobre todos los modelos y sobre los soportes de todas las representaciones salvo
la del género distinguido imps:.

Es claro que cada implementacién candnica Z55" es objeto de la correspondiente categoria

ImpBS {3 (MD).

Ya hemos comentado con anterioridad la adecuacién del modelo MZT a las necesidades de
los procesos de calculo que se realizan en EAT y, en general, de cualquier sistema que requiera
la manipulacién de (partes fisicas de) implementaciones de estructuras algebraicas. Por tanto,
disponer de implementaciones de MY nos va a permitir atender estos requerimientos. Fija-
dos T y 8, veremos que la implementacién Z25" posee buenas propiedades en la categoria
ImpTSH(ME). A continuacién, explicamos brevemente las restricciones establecidas al definir
esta categoria de implementaciones.

La condicién ) impuesta a los objetos de I mplé’{}(/\/lz) es totalmente natural: una repre-
sentacion contiene el paso de un modelo, que es lo que se pretende representar, a un dominio,
cuyos datos son los utilizados en la méquina; en nuestro caso el modelo ya estd en la maquina,
mas atin, modelo y dominio coinciden, luego lo natural es que cada dato concreto, se represente
a s{ mismo y no lleve consigo un proceso de codificacion distinto del trivial; asi, el paso de abs-
traccién es el trivial y de ahi el considerar las representaciones literales como representaciones
para los tipos fijados. Respecto de la condicién ii), estamos agrupando en la implementacion de
MY la parte fisica de implementaciones que provienen de otro TAD: asi, fijado un Q-conjunto
S, las que quedan recogidas deben provenir del TAD de partida y tener como dominios de
definicién de los programas los S fijados. La condicién iii) viene a imponer que todas las im-
plementaciones recogidas en el dominio de la implementacién de MZT tengan como dominios de
definicién de los programas al €2-conjunto fijado. Como el soporte del género distinguido acttia
simplemente como conjunto para indexar las implementaciones recogidas, es natural que los
dominios de definiciéon de los programas de esta implementacion factoricen por la componente
que indexa las implementaciones de partida y ademas que lo hagan de ese modo.
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Las condiciones impuestas a los morfismos de la categoria ImpTS{}(MZI) también merecen
cierta justificacién. En la parte de los modelos, imponemos que todas las aplicaciones sean la
identidad: en el caso de los géneros de partida estd claro ya que los modelos son los tipos T,
tipos que se representan a si mismos (a través de las representaciones literales); en el caso del
género distinguido, el modelo es, en todas las implementaciones de la categoria, el conjunto
M%mpz (aunque realmente la abstraccién cae dentro de M}T’sz), conjunto formado por tuplas
de funciones todas ellas con los mismos dominios, por lo que no parece natural incluir “endo-
transformaciones”. En la parte fisica de las i-transformaciones, es decir, en las transformaciones
entre dominios, al tomar representaciones literales y las mismas en todas las implementaciones,
es natural imponer que entre los tipos fijados no haya transformaciones, es decir, de algiin modo
estamos fijando la interpretacién de cada dato del dominio en las distintas implementaciones
del TAD 7.

Con los comentarios anteriores hemos querido aclarar las restricciones impuestas a la ca-
tegoria de implementaciones de MZ, lo que, mirando hacia atrds, justifica las restricciones
impuestas a las categorias estudiadas en el caso algebraico en el capitulo anterior. De hecho,
aquellas restricciones fueron inspiradas por nuestro interés inicial en los aspectos relacionados
con la implementacién.

Asi, fijados un G-conjunto T y un -conjunto S consideramos la categoria I'm T’§’{}(./\/ll)
de implementaciones del modelo MZT, que contienen las representaciones en la maquina de
adecuadas implementaciones del tipo abstracto de partida 7. Cada implementacién Z de T
con G-tipo T y Q-conjunto S da lugar a una implementacién Z* de MZL. La definicién de
T* es analoga a la definicién de Z%5" tomando como soporte del género distinguido Siifz’g,
el conjunto unipuntual formado por la tupla de tipo IMP-g formada por los cddigos de los
programas de Z. Es facil probar que Z* es una implementacién de MZX, aunque se trata de
una implementaciéon muy parcial. La funcién de abstraccion sobre el género distinguido solo
alcanza a un elemento del correspondiente dominio, a una unica tupla de funciones. Por otro
lado, conviene senalar que este paso de implementaciones de 7 a implementaciones de MZT
no es inyectivo (pueden existir implementaciones de 7 con G-tipo T y -conjunto S, con los
mismos objetos funcionales formando parte de los programas que implementan a los operadores
y, sin embargo, diferir en los modelos, en las funciones de abstraccién o en las igualdades).
Si en la categoria de las implementaciones de 7 restringimos los morfismos a las identidades
(nos quedamos con la categoria discreta), podemos ver la construccién anterior como un funtor
inclusién de ImpBS8(T) en ImpBSt(MI). Ademds, para cada implementacién Z de 7 con
G-tipo T y 2-conjunto S, su correspondiente Z* puede ser pensada como una pieza unipuntual
de 7554 Todo esto queda recogido en el siguiente teorema:

Teorema 3.7.8 La implementacion T2 es el coproducto en Impzé’{}(/\/ll) de las imple-
mentaciones de la imagen del funtor inclusion de la categoria de implementaciones de T,

Imp¥S3(T), en ImptSUH(MT).

Es claro que cada implementacién candnica recoge en el soporte del género distinguido todos
los registros formados por objetos funcionales que provienen de las implementaciones de 7, pero
al mismo tiempo es lo inico que recoge; por tanto, es la idea de minimo objeto que atina a todos
los de una familia. La familia de i—transformaciones de la categoria I'm T’§’{}(M1) que junto
con la implementacién canénica Z55" forman el coproducto de las implementaciones de 7
con G-tipo T y Q-conjunto S quedan definidas por las inclusiones entre los soportes asociados al
género distinguido (dnica componente de las i-transformaciones que queda libre en la categoria

Imp™S (M),
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El resultado anterior justifica el hecho de que cada implementacién candnica Z55:°4" contiene
como datos a todas las tuplas de objetos funcionales que provienen de implementaciones de 7
con G-tipo T y 2-conjunto S.

Ademss, cada implementacién canénica ZT5%" posee otra propiedad universal en la cate-
gorfa ImpTS1H(MI) que recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.7.9 Existe al menos un morfismo de cualquier objeto de I'm T’ﬁ’{}(/\/ll) en ITScan,

Demostracion:

Sea T objeto de Impb8(MI), debemos definir una i-transformacién tI&can: 7 — TLScan
de la categoria Imp¥S1(MT). Por definicién de los morfismos de esta categoria, es suficiente

con dar una r-transformacién (t}fpcz(m, id) de Rlzmpz en RII;LPC;”. Sea RZImpE—( (N ‘S’ZIT,W2
:l-ImpE, ozizmpz, M}mpz) la representacién de Mlmp en la implementacién Z. Sea, para cada
o€ Q, Pz‘Impp = (c ZImpg, SZImp x 87, Dzzmpz, 91>+ -+ Tgn, Tu) €l programa que implementa la
funcién tmp.o .

T,S,can

Definimos explicitamente ¢;, " como la funcién definida por el siguiente objeto funcional:

#’ (lambda (%)
(make-IMP-g
:imp-op  #’ (lambda (dj ... dp,)

(funcall cZ x d; ... dy,))

imp .oy

rimp-o,, #’ (lambda (d; ... dy,,)
T
(funcall Cimpom X 41 ... dp,,))))

Debemos ver en primer lugar que (t}ngpcm id) es r—transformacién. Para ello, lo primero
que debemos asegurar es que, si z € Slmpz, entonces t}ﬁpﬂm( ) € SlTrpr;n. Como z € SzImpg,
se tiene que aizmE (z) € M;r,sp Por tanto, existe al menos una implementacién de 7 con
G-tipo T, Q-conjunto S y tal que, las funciones definidas por sus programas son las de la tupla
o (z). Denotamos por JZ a una de esas implementaciones. Para asegurar que tT’S’C(m(Z) €

mmps; mps
S}fl’;an debemos asegurar la existencia de una implementaciéon de 7 cuyos programas tengan

T,S,can
por cédigos a las componentes de ¢;7- (z)

una implementacién Z% con las mismas representaciones, el mismo 2-conjunto S y siendo el
codigo del programa que implementa a cada operacién o: ¢g; ...g, — g de €2, el siguiente objeto
funcional:

Definimos, a partir de la implementacion JZ,

#’(lambda (d1 ... dn)
(funcall £ z dl1 ... dn))

“mp.o

La principal propiedad que permite continuar con la demostracién es la siguiente:

(funcall #’ (lambda (x1 ... xn) (funcall ciImpU zxl ... xn)) d1 ... dn) =
= (funcall cZ% z di ... dn)

mp o
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La equivalencia anterior puede interpretarse como la [-reduccién en A-calculo producida
durante el proceso de evaluacién, por lo que esta bien definida y recogida en Common Lisp.
(Una de las primeras referencias sobre A-calculo es [26], siendo referencias més recientes y en
las que se puede encontrar lo relativo a la S-reduccién [119] (pégina 34) y [7].) Esta propiedad
es el punto clave de toda la demostracién y, por tanto, del resultado recogido en el teorema.

Concretamente, una de las cuestiones que la propiedad anterior permite demostrar es que
los programas de la implementacién 7% realmente lo son y que las representaciones de la im-
plementacién J% son coherentes con ellos. Ademas, los programas de ambas implementaciones,
J* e I%, son comportamentalmente iguales, es decir, definen las mismas funciones, propie-
dad obtenida por aplicacién de la S-reduccién. En esta situacién, el resultado recogido en la
proposicion 3.5.7 nos permite asegurar que Z? es una implementaciéon de 7 con codigos de sus

T,S,can .

programas los objetos funcionales componentes de t; (z), y, por tanto, nos permite asegurar

imps,
T,S,can T,S,can

que t;70 " (z) pertenece a §;°

De lo anterior se deduce que los programas de las implementaciones J% y Z% definen el mismo

T,S,can
objeto de ./\/l;;,;pE (por ser iguales comportamentalmente) y se cumple la igualdad s
TScan _ T .
Limpss = Yimpsy» exigida en la definiciéon de r—transformacién. Por ltimo, para asegurar que
T,S,can <z . . .

realmente (£;;°",id) es r—transformacién es necesario verificar que preserva las igualdades

T,S,can .
de las representaciones, lo que se cumple ya que se ha tomado en Rivps, la igualdad de la

abstraccién como igualdad de la representacion, igualdad que es la comportamental y que,
obviamente, es preservada.

Ademis, t159" es i-transformacién. La descomposicién de los dominios de definicién de los
programas como producto de una componente imps. por un conjunto fijo S para cada o € €2,
. .2 N T S,can ; oT T,S,can
Junto' con la relacién entre los soportes de las' ?epresentac'lo'r}es ( imps (Slmpz) C SimpZ ),
permiten asegurar que todo elemento del dominio de definicién de cualquier programa de la
implementacion Z, se transforma en un elemento del soporte del programa correspondiente en
T,S,can tL§,can T

la implementaciéon candnica. La igualdad Xirps, imps, = Olimpy, ASEgUIa que los diagramas

asociados a los operadores conmutan, es decir, que para cualquier o € ) y para cualquier tupla
va
(x, d1, ..., dn) € SPimro se verifica:

F(pizmpﬁ)(x, d1, ..., dn) = F(p; 2" (2" (x), d1, ..., dn)

mp.o imps,

lo que completa la demostracién.

Recalcar que todo el peso de la demostracion recae fundamentalmente en la propiedad
senialada como la interpretacién de la G-reduccién del A-cdlculo durante el proceso de evaluacion,

T,S,can TS,can _ T
ya que es la que permite obtener la igualdad Xirss © Limpss = Yimpy -

Esta ultima propiedad tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 3.7.10 Sean Z y J implementaciones de Im T’§’{}(MI). Si la igualdad de la re-
presentacion para el género impy, en la implementacion J es la igualdad de la abstraccion (la
comportamental), entonces como mucho existe una r—transformacion de T en J.

Uniendo los dos ultimos resultados obtenemos la siguiente caracterizacién de las implemen-
taciones canénicas en la categoria Imp%S{H(MI).
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Teorema 3.7.11 La implementacion candnica I¥5" es objeto final en la categoria

ImpBs(ME).

Si Imp™{}(MZ) denota a la categorfa de implementaciones de MY obtenida agrupando las
categorias Im T’g’{}(MI), con S variando en los 2-conjuntos posibles, el resultado recogido
en el ultimo teorema permite obtener una caracterizacién de las implementaciones candnicas
mediante la siguiente propiedad universal.

Corolario 3.7.12 La familia de implementaciones candnicas {Ilé’c‘m}g es Q-conjunto €5 UNG
familia final en la categoria Imp®1(ME).

De forma andloga, si consideramos el TAD 7;,,,, formado por todos los modelos ML, para
cualquier G-conjunto T, y denotamos por I mp{}(’lgmp) a la categoria de implementaciones obte-
nida por agrupacién de las categorias [ mpL{}(/\/lI), el siguiente resultado extiende el anterior.

Corolario 3.7.13 La familia de implementaciones candnicas {Ilé’c‘m}l es G-tipo,8 es Q-conjunto
es una familia final en la categoria Imp{}(,Z;mp).

Esta propiedad de finalidad de cada implementacion candnica hace que sea ésta la méas
general entre todas las implementaciones de MZT con determinados tipos y soportes de los
operadores, lo que desde el punto de vista de EAT se traduce en que una implementacién
candnica recoge a todas las implementaciones del TAD de partida con tipos y soportes de los
operadores determinados y, permite trabajar con ellas como datos. El hecho de que la familia
formada por todas las implementaciones candnicas sea final en la categoria I mplt (Timp), asegura
que para cualquier implementaciéon de 7 siempre existe una canénica que la posee como dato y
que, ademds, podemos llegar a la familia canénica desde cualquier otra implementacién de M.

Las estructuras de datos utilizadas en los algoritmos de EAT corresponden bésicamente a
las ideas recogidas en las implementaciones candnicas, lo que justifica la afirmacion de que la
estrategia de implementaciéon de EAT es apropiada y, en cierto sentido, general, para permitir
la construccién de estructuras algebraicas, de cualquier naturaleza, en tiempo de ejecucién.

Asi, una consecuencia que obtenemos es que la forma de recoger el mayor niimero de repre-
sentaciones de dlgebras es por medio de una descripcién funcional, consecuencia coherente con
el andlisis realizado en la parte algebraica.

Observando la demostracién del teorema 3.7.9 vemos que no solo se demuestra la existencia
de i—transformaciones (r—transformaciones) finales, sino que lo que se da, para cada implemen-
tacion candnica, es un objeto funcional que define la correspondiente transformacién. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.7.14 Una r—transformacion (t, f) = (t4, fg)gec se dice calculable si para todo
g€ G, tyloes.

Es claro que, fijados un G-tipo T y un -conjunto S, la r—transformacién final 25" de cada
implementacién Z en la canénica Z15" eg calculable. Para cada g € G, idr, es calculable, y
el objeto funcional

cls = # (lambda (x) x)
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define un programa que lo demuestra: (¢, Ty, Ty, Ty).

’ . T,S,can <z .
Para el género imps, t: también lo cumple. Existe un programa coherente con las
» Yimpy
. . l l . . T,3,can .
representaciones literales, Rz VR pTS.cans QUE implementa a la funcién Cimps, > funcién que

impy; impy,
asocia a cada objeto z del soporte de la implementacion Z, el registro formado por los cédigos

funcionales

#’(lambda (d1 ... dn)
T
(funcall  cj,,, z dl ... dn))
1.8,can T,S,can
Por ejemplo, un programa que la implementa es p = (c'"mrs ,Sizmpz, DiImpE, D;;;]’DE ),

T,S,can
donde c'mrs e el objeto funcional que define la r—transformacion.
Por tanto, como todas las r-transformaciones finales son calculables, los resultados an-
teriores pueden extenderse a otras categorias. Denotamos por Imp%fl,’:{}(/\/ll) a la sub-
categoria de ImpBS1H(MI) con los mismos objetos y restringiendo las i-transformaciones

(r—transformaciones) solo a las calculables. De manera andloga se definen las subcategorias

I mp%aﬁ(/\/ll) el mpgagi (Zimp)- Los resultados anteriores en estas categorfas se leen de la si-

guiente manera.

II@,C(ITL

Teorema 3.7.15 La implementacion canonica es objeto final en la categoria

I mplé’{} (MD).

calc
La familia de implementaciones candnicas {Il’g’c‘m}g es Q-conjunto €8 una familia final en la
, T,
categoria Imp - i (MD).

calc
La familia de implementaciones candnicas {II@C“”}I es G-tipo,S es Q-conjunto €5 una familia

final en la categoria Impiilc(ﬂmp).

Observando la descripcion de las implementaciones canoénicas, es claro que la programacion
funcional juega un papel importante y de ahf la justificacion de haber elegido un lenguaje de
programacion de naturaleza funcional como Common Lisp para la implementacién de los algo-
ritmos de EAT. Los resultados reposan no solo en las Matematicas sino también en el lenguaje
Common Lisp. Como ya comentamos al principio del capitulo es conocido que Common Lisp
no posee una semantica formal, pero si descripciones suficientemente precisas [116] que nos
permiten apoyarnos en él. A lo largo del capitulo ya hemos ido comentando las caracteristicas
concretas de Common Lisp utilizadas. Concretamente, se usan propiedades de los registros en
Common Lisp (defstruct) y, la “ecuacién semdntica” descrita en la demostracién del teore-
ma 3.7.9 como la interpretacion de la G-reduccion del A-calculo. Esta propiedad pertenece a la
propia naturaleza funcional de Common Lisp y debe mantenerse en cualquier implementacién
correcta de Common Lisp.

En este punto dejamos una linea abierta en la que se busca generalizar los resultados re-
cogidos en este capitulo para hacerlos independientes del lenguaje Common Lisp. Solamente
apuntamos dos cuestiones. Por un lado, para modelar la nocién de tipo concreto e incluir las
funciones como datos y de forma independiente del lenguaje, serd necesario trabajar en un con-
texto en el que puedan especificarse operadores funcionales de segundo orden [13]. Por otro lado,
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para suplir la propiedad de Common Lisp que interpreta la S-reduccién del A-célculo, parece
clara la necesidad del lenguaje de disponer de una propiedad de tipo “cartesiano-cerrado”.

En este capitulo hemos abordado el estudio de una de las caracteristicas de las estructuras
de datos de EAT: el uso de la codificacién funcional. Hay una segunda caracteristica de estas
estructuras que no hemos abordado y que lo haremos en el siguiente capitulo: su naturaleza
localmente efectiva, segin la terminologia debida a Sergeraert [102]. Esta segunda caracteristica
esta relacionada con la capacidad de manipulacién de estructuras de datos potencialmente
infinitas.

3.8 Aplicaciones al Calculo Simbdlico

A lo largo del capitulo, hemos mostrado cémo, para cada TAD 7 y para cada G-tipo T, la
Yimp-dlgebra M recoge a todas las implementaciones de 7 con G-tipo T. Ademds, hemos
probado que MT es final en una categoria de algebras que representan a familias de implemen-
taciones del TAD de partida. Como ya se ha comentado, nuestro interés estd en modelar la
forma en la que en la practica se pueden construir, en tiempo de ejecucion, representaciones en
la maquina de un TAD, lo que segin hemos explicado conduce a la necesidad de encontrar ade-
cuadas implementaciones de la ,,-dlgebra ML, En nuestro desarrollo tedrico hemos llegado
a dar una implementacién “canénica” de MZI, en el sentido de que ese modo de implementacién
da lugar a objetos finales en ciertas categorias de implementaciones. Lo anterior supone en
particular que desde cualquier otra implementacién existe un “paso natural” hasta ese modelo
candnico.

A continuacién, vamos a aplicar estos resultados tedricos generales sobre implementacién a
algunos de los tipos de datos que nos interesan por su importancia en el Calculo Simbdlico en
Topologia Algebraica. Trabajaremos sobre los mismos tipos de datos que desarrollamos en el
capitulo anterior, aunque alli nuestro estudio se limité a un nivel puramente algebraico. Asi,
construiremos implementaciones candnicas de los conjuntos simpliciales y de los complejos de
cadenas.

3.8.1 Conjuntos simpliciales

Al final del capitulo anterior estudiamos lo que segiin nuestro criterio es un buen formalismo
para trabajar con conjuntos simpliciales, el TAD 7Z¢g = <CS,C(CS)> donde la signatura CS se
define por

6 : nat nat smp — smp

/I nat nat smp — sMp

y C(CS) es una categoria que resulta equivalente a la categoria de los conjuntos simpliciales
(pagina 105). (Un estudio menos detallado de este ejemplo, tanto en el nivel algebraico como
en el de implementacion, fue publicado en [66].)

La familia de tipos T que vamos a fijar aqui refleja fielmente los tipos de datos que se usan
en EAT para implementar a los conjuntos simpliciales. Recordando lo que nos interesa del
estudio de la parte algebraica de este ejemplo, vimos que una forma adecuada de trabajar con
conjuntos simplicicales, es usar la representacion de los simplices como abstractos, de forma que
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cada simplice puede expresarse como una sucesion de degeneraciones de un simplice geométrico.
Esto se traduce en que si K = {K"},en es un conjunto graduado que en cada dimensién
contiene al conjunto de simplices geométricos, podemos considerar el conjunto ﬁsmp, conjunto
que recoge la representacién de cada simplice como abstracto, y cuya descripcion es la siguiente

IX {((jk,...,jl),a> | 3n € Ntalquea € K", k € N,j; € N para todo

absmp =

izl,...,k,y0§j1<-~<jk§n+k71}

Es importante, desde un punto de vista practico, senalar que este conjunto nos proporciona
un patrén sintactico, en el que nos basaremos para elegir un tipo Lisp para el género smp,
con el que se representaran los simplices en la méquina. Asi, pensaremos en un simplice como
un par formado por una lista estrictamente decreciente o vacia de enteros (que representa los
operadores de degeneracion aplicados), y por otro objeto, que representa al simplice geométrico.
Con esta idea consideramos en primer lugar el siguiente tipo:

(defstruct asm dop gsm)

Tomamos como T, aquellos datos de tipo asm tales que el campo dop es una lista de datos
de tipo integer estrictamente decreciente o vacia, y gsm es cualquier objeto Lisp. Para el
género nat, como es natural, fijamos el tipo (satisfies naturalp), de forma que el paso de
las Matemaéticas a la maquina suponen, en este caso, un mero cambio del marco de referencia.

Asi, la CS;y,p-dlgebra ML, final en la categoria de CS;y,-dlgebras definidas a partir de imple-
mentaciones de conjuntos simpliciales del TAD 7cg con tipos (satisfies naturalp) y Temp,
y en la que se han restringido los morfismos (su existencia la asegura el teorema 3.7.2), tiene
como soportes para los géneros nat y smp los tipos fijados, y como soporte asociado al género
impgs, el siguiente conjunto

My = {(£5,20) | 3T = (R,pf,p]) € Obj(Imp"(Tes)) tal que £5 = F(pF) y £, = F(p}) |

donde I'mp™(7cs) denota a la categoria de implementaciones de Zes con Ges-tipo T. Recordar
que las operaciones del algebra anterior vienen dadas por las proyecciones en las componentes
adecuadas.

Hemos visto que hay una implementacién canénica de la CS;p,,-dlgebra MI por cada posible
eleccion para los soportes de los programas de las implementaciones de los conjuntos simpliciales.
En nuestro caso, los dominios de definicion elegidos para las algebras que constituyen el TAD
Tcs siguen todos un mismo patrén, que vamos a tener en cuenta para fijar los soportes que
nos interesan en la practica. Para ello, fijado un conjunto graduado K = {K"},cn en U solo
vamos a considerar implementaciones del TAD 7¢g que tengan como soportes de los programas
los siguientes conjuntos

- i = {(i,n,x) € (satisfies naturalp) x (satisfies naturalp) XTgp, |
(<=1 n)A( n 0)A Jj € (satisfies naturalp) tal que (asm-gsm
x) € KA (= (+ (length (asn-dop x)) j) n) }
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- sfn = {(i,n,x) € (satisfies naturalp) x (satisfies naturalp) XTgpmyp |
(<= i n) A 3Jj € (satisfies naturalp) tal que (asm-gsm x) € K
A (= (+ (length (asm-dop x)) j) n) }

Los soportes anteriores se obtienen mediante una mera traslacion de los dominios de los
operadores de las algebras de Z¢g. Asi, podemos pensar que las definiciones anteriores solo
dependen del conjunto graduado K. Por ello, a diferencia de lo que hemos venido haciendo
en la parte tedrica del capitulo, no va a aparecer explicitamente el ()cg-conjunto fijado sino
solamente el conjunto graduado K. Denotamos por ZT5:¢" g la implementacién canénica de
ME, que, en este caso, viene definida como sigue

e Para el género nat se toma la representacion literal sobre el tipo (satisfies naturalp);
para el género smp la literal sobre Tg,y,).

T,K,can
R=

e Para definir la representacién del género impcs, impos

, consideramos el tipo
(defstruct IMP-CS imp-§ imp-7))

y tomamos como dominio aquellos datos de la estructura anterior que satisfagan el predi-
cado D-can-CS-p que decide si los dos campos de un dato de tipo IMP-CS son o no objetos
funcionales. Este predicado viene dado del siguiente modo

(defun D-can-CS-p (x)
(and (typep x ’IMP-CS)
(functionp (IMP-CS-imp-J x))
(functionp (IMP-CS-imp-7 x))))

Como soporte de la representacion se toma el siguiente subconjunto del dominio anterior:

S-I’ K,can
mpcs

= {x €(satisfies D-can-CS-p) | 3 Z = (R,pf,ps) € Obj(Imp(Tcs))
con Qgg-conjunto (S%:9, 8Km) y tal que (eq Py (IMP-CS-imp-d %))y
(eq P (IMP-CS-imp-7 X))}

T,K,can | oT,K,can N MI

La funcién de abstraccién a;’ lleva cada registro de codigos

impes T impcs mpcs
funcionales al par de funciones, con dominios S%9 y 8K definidas por los cédigos. Es
3 I,K,can I,K,can -—— X X ]
decir, para cada x € S ", o, (x) = (£5, £7), siendo

- f}: (satisfies naturalp) x (satisfies naturalp) X Tepmp — Temp la funcién con
dominio S5 y definida por

f3(i,n,z):= (funcall (IMP-CS-imp-d x) i n z)

- Andlogamente se define £7.
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La funcién de abstraccién esté bien definida ya que la implementaciéon de Z¢g que hace

' T,K,can X £X K T ;
que x esté en el soporte Simpcs , hace que (f3, fn) esté en Mz’mpcs' Como igualdad de

representacion tomamos la de la abstraccion.

T,K,can

LK can_( Phe

e Como programas que implementan a las operaciones, consideramos: Pimpo
T,K,can Ko T,K,can . . . . .
Simpcs X 577, Dimpcs , (satisfies naturalp), (satisfies naturalp), Ty, Tsmp),

siendo el cddigo asociado el siguiente objeto funcional

T,K,can
cPimpo = #’(lambda (z i n x)
(funcall (IMP-CS-imp-o z) i n x))
con o € {0,n}.

El resultado recogido en 3.7.11, asegura que la implementacién Z2-5:¢" es objeto final en una
subcategorfa adecuada de la categorfa de implementaciones de M?T (resultado que ya incluimos
en [66]).

Ademss, en el ejemplo 3.7.5, dimos otra implementacién Z5V de la CSjy,-dlgebra MT
(pagina 170). La i—transformacién final entre ambas implementaciones viene dada, para ca-
dam € (satisfies naturalp) ~{0} (recordar que el soporte del género impcs en Z5v era el
tipo de los naturales Lisp) por

#’ (lambda (m)
(make-IMP-CS
:imp-6  #° (lambda (m)

(funcall cf&pﬁ m i n x))
:imp-n  #’ (lambda (m)
(funcall <X m i n x))))

mpn

Para la implementacién ZXU de la misma CSimp-algebra (pagina 171), la propia
i-transformacién anterior es también el morfismo final. Asi, las implementaciones 75U e TKu
dan lugar a la misma tupla de cédigos funcionales. Esto demuestra que existe sobrecarga de los
objetos funcionales que aparecen en el objeto final. Por ejemplo, en este caso, un mismo par
de codigos representa a una esfera en cualquier dimension, y ademas, codificada de dos formas
diferentes. Lo anterior pone de manifiesto que la representacion en la maquina de cualquier
objeto, ha de ir siempre acompanada, como minimo, de una funcién de abstraccién que estd en
la mente del programador, y que le permite interpretar los resultados de los cédlculos realizados.
Como se desprende de la discusién anterior, la implementacién candnica se puede interpretar
como el objeto mas general de toda la categoria de implementaciones, en el sentido de que,
desde cualquier otra implementacion, va a existir siempre un paso natural hasta ella (mediante
una i—transformacion calculable).

Hasta aqui hemos aplicado estrictamente la teoria dada en el capitulo. Sin embargo, el estar
en un ejemplo concreto disponemos de informacion adicional, lo que nos va a permitir avanzar
un poco mas de lo visto para el caso general.

IK

absmp 110S Proporciona un patron para trabajar con la representacion de los

El conjunto
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simplices como abstractos, siempre que se disponga de un conjunto graduado K como base
para los simplices geométricos. Ahora bien, si no fijamos ningin conjunto graduado, un patrén
general para los simplices abstractos lo proporciona el conjunto

SmAb={<(jk,...,j1>,a> | keEN,j; eNVi=1,... k, 0§j1<--~<jk}

donde a es cualquier objeto del universo algebraico que se considere. Asi, I ﬁsmp
cularizacion concreta de SmAb para un conjunto de simplices geométricos fijo. Como queremos
permanecer proximos a EAT, y en él se trabaja con simplices abstractos, en la practica no nos
van a interesar todas las dlgebras de la categoria C(CS), sino solo aquellas cuyo conjunto soporte
para el género smp pueda verse como un subconjunto de SmAb. Asi, denotamos por C SmAb(CS)
a la subcategoria de C(CS) con objetos las dlgebras con conjunto soporte para el género smp un
subconjunto de SmAb. Extendiendo la notacién anterior, 7gg™4? denotars al TAD dado por

(cs,C5™mAb(Cs)).

es una parti-

Respecto del Ges-tipo, fijamos de nuevo (satisfies naturalp) y Tspm, como tipos para
nat y smp, respectivamente.

Paralelamente, no nos va a interesar considerar la totalidad de la categoria de implementa-
ciones. Todas las dlgebras de C°™4%(CS) tienen como soportes N y un subconjunto de SmAb, y
los tipos fijados para las implementaciones son (satisfies naturalp) y Tsm,p. Es claro que las
elecciones anteriores provienen de pensar en una funcién de abstraccion agmp: Tsmp — SMmAb
que sea un mero cambio del marco de referencia (paso de Common Lisp a las Matematicas).
Asi, definimos Imp™™*" (T&™Ab) como la subcategoria plena de Imp(Zg™AY) con objetos las
implementaciones con tipos (satisfies naturalp) y Tsmp y representaciones naturales so-
bre los tipos anteriores. Partiendo de esta categoria de implementaciones, consideramos la
correspondiente CS;,,,,-dlgebra MI"SmAb que obviamente tiene por soportes para nat y smp,

(satisfies naturalp) y Ty, respectivamente, y para el género impcs el siguiente conjunto

nat m - na m
M = {(£5,8,) | 3T = (R.pE.ph) € Obj(Imp™™™ (TE™47)) tal que

impcs
£5 = F(p}) v £, = F(o}) }

Como siempre, las operaciones seran las proyecciones en las componentes correspondientes.
Al igual que hemos hecho en el caso general, fijando un conjunto graduado K = {K"},cn
en U, consideraremos solo implementaciones de Impt™** (T3m4%) que tengan como soportes de
los programas a los correspondientes conjuntos S%9 y 57 En particular, la eleccién de las
representaciones naturales lleva consigo que el soporte de la representacién para el género nat
sea todo (satisfies naturalp) y el soporte de la representacion para el género smp sea el
conjunto {x € Tgpp | 3j € (satisfies naturalp) con (asm-gsm x) € KJ}. (Observar que
la eleccién de los conjuntos S5¢ y S5 como soportes de los programas es natural, ya que son el
paso al universo Common Lisp de los dominios de definiciéon de las operaciones de las algebras
de C® mAb(CS).) En esta situacion, podemos definir la correspondiente implementacién candnica
71K SmAbcan o] 4lgebra final MI"SmAb,

En la parte algebraica se ha visto que cada &lgebra de C¥™4%(CS) tiene determinado el
operador de degeneracién, que, ademas, viene dado por la funcién que hemos denominado 7nx,

para cada conjunto graduado K. Recordar que esta funciéon nyx: NxNx I ﬁsmp — 1 ﬁsmp tiene

por dominio {(é,n, ((jk,...,j1),a)) | 0<i<n, II€N talquea€ K' siendol+k=n},
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y se define del siguiente modo

N (i7n7 <(]ka cee 7j1)7a>) = <(]k +1,..0+1L45-1,. .. 7j1)>a>
siendo [ tal que 5,1 <@ < j;.

(Como ya comentamos, esta definicién equivale a anadir ¢ al final de la lista de degeneracio-
nes, y aplicar la condicién que verifican los conjuntos simpliciales y que permite intercambiar
el orden de dos operadores de degeneracién, hasta obtener una lista estrictamente decreciente.)

Lo anterior, unido a que hemos impuesto que las funciones de abstraccion de las implementa-
ciones consideradas sean las naturales, hace que todas las funciones definidas por los programas
que implementan a los operadores de degeneracién de las dlgebras de C5™4%(CS) (definidas sobre
el mismo conjunto graduado) deben ser la misma, la dada por n’: (satisfies naturalp) x
(satisfies naturalp) X Tgyp — Tsmp con comportamiento andlogo al de la funcién nx. Asi,
el dominio de esta funcion es:

Def(n®) = {(i,n,x) | (<= 1in) A3 j € (satisfies naturalp) tal que
(asm-gsm x) € K7y (= (+ (length (asm-dop x)) j) n) }

y su comportamiento viene dado por n*(i,n,x) := y tal que si (asm-dop x) es equal a
(jx---j1) entonces (asm-dop y) es equal a (jy+1...j1+11 ji1-1...J1), siendo ademas,
(asm-dop x) eq a (asm-dop y). Las igualdades que se utilizan en la definiciéon anterior son
las especificas de cada tipo, concretamente, equal es la natural para comparar listas y eq para
comparar cualquier objeto Lisp.

Es claro que la funcién anterior es calculable y, por tanto, podemos construir un objeto
funcional que nos permita definir un programa, que denotamos por pff , con dominio el de la
funcién anterior y cuyo comportamiento sobre este dominio venga descrito por n*€ (la funcién
viene de trasladar n;x a los tipos fijados para representar, de forma natural, sus dominios).

Si observamos la definicién de cada funcién 7% nos damos cuenta que es posible definir una
funcién ™A que, particularizada a cada conjunto graduado K, se comporte como 7%

SmAb: (

n satisfies naturalp) x (satisfies naturalp) X Tgmp — Temp

con dominio Def(n™4%) = {(i,n,x) | (<= i n)} y comportamiento n™4(i,n,x) :=
y tal que si (asm-dop x) es equal a (jx...ji1) entonces (asm-dop y) es equal a

Gk +1...31+11 ji-1...j1), siendo ademés, (asm-gsm x) eq a (asm-gsm y).

La funcién 7°™4? es calculable y, por tanto, podemos afirmar que existe un modo universal de

programar los operadores de degeneracion, que incluso es independiente del conjunto simplicial
implementado. Asi, consideramos el programa p,smas=(c?*"4"  Def (n5mAb) (satisfies
naturalp), (satisfies naturalp), Tsmp, Tsmp), siendo cP»°™4% cualquier objeto funcional
que sobre Def(n°™A%) defina la funcién n°mA°

Desde el punto de vista algebraico, lo anterior se corresponde con el hecho de que se puede
dar una descripcién del objeto final, segtin vimos en el capitulo anterior, eliminando de las tuplas
de funciones las componentes procedentes de operadores que puedan considerarse visibles para
todas las CS;,-algebras que se estén considerando, porque no dependen de la componente del
género distinguido.
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Aplicando lo anterior a implementaciones, podemos dar otra descripcién funcional del ob-
jeto que recoge a las implementaciones de la categoria I mplnat(’fcgm“‘b), mas reducida que la
dada para MEI™SmAb - Agf - denotamos por MIMSmAbred g 1y CSimp-dlgebra con soportes
(satisfies naturalp) y Temp para los géneros nat y smp, y para el género impcs, el siguiente
conjunto

AL SmAbred _ {ﬂ | 37=(R.p},p) € Obj (Imp™™** (TE™A%)) tal que £5 = F(Pg)}

impcs

La operacion impd , jnat smav,rea € define como la aplicacion de la funcién que es el primer

argumento al resto, mientras que la operacion impn, anat smaprea viene dada por la funciéon
nSmAb

MI"‘“ ,SmAb MI"” ,SmAb,red

Las CSjp-algebras y son isomorfas en la categoria de

CSimp-algebras definida a partir de las implementaciones de I mpT™ (T@mA4b).

. ., , . nat .
Vamos a dar una implementacién canénica de MI™SmAbred — Comenzamos por fijar los
Tnat

soportes de los programas de las implementaciones de Imp* (’Z}gmAb) que consideraremos.
Asif, sea K un conjunto graduado en U y consideramos los conjuntos S%9 y 8K (definidos
en la pagina 184). Denotamos por 7T K SmAbred,can g 1q implementacién de MI*SmAb,red
(implementacién que ya estudiamos en [66], aunque con menos detalle) y que viene dada como
sigue:

e Representaciones literales para los tipos (satisfies naturalp) y Tepp.

e Para el género impcs, tomamos como dominio el tipo Lisp function. Como soporte
consideramos el siguiente subconjunto del dominio anterior:

1% K .SmAb,red,can
impcs

— {X € function ’ El 7T = (R’pg’pg) c Obj(ImpInat(,]—cgmAb)) con

Qcs-conjunto (SK9,85M) y tal que (eq x cP3) }

< s . T K,SmAbred,can . oI K,SmAb,red,can T SmAb,red
La funcién de abstraccién o, . E Smpes = Mo
cada objeto funcional a la funcién que sobre SX9 define ese objeto. Como igualdad de

representacion tomamos la de la abstraccion.

lleva

Tnat ,K,SmAb,red,can

nat 2 nat nat
o I ,K,SmAb,red,am:(cpimmS I ,K,SmAb,red,can % SK"S ,DI ,K,SmAb,red,can
impd ’ impcs ’ impcs ’
(satisfies naturalp), (satisfies naturalp), T T siendo el cédigo asociado
’ y Ltsmpy lsmp)s
el siguiente objeto funcional
Inat,K,SmAb,red,can
cPimps = #’(lambda (z i n x)
(funcall z i n x))
t
o Tt K SmAb,red,can pZI.:i);IK’SmAb’TGd’mn I"at,K,SmAb,red,canXSKm DI"“t,K,SmAb,red,can
mpn _( c B ’ impcs ’ impcs ’

(satisfies naturalp), (satisfies naturalp), Tsmp, Temp), con el siguiente objeto
funcional como cédigo
Inat,K,SmAb,red,can
cPimpn = #’(lambda (z i n x)

(funcall cP5™4 i n x))
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. nat nat . . . .
El isomorfismo entre MI"5mAb v pfT5SmAbred i duce i-transformaciones entre las im-

plementaciones candnicas asociadas a cada una de ellas. En la parte de los modelos esas
i—transformaciones vienen dadas por el isomorfismo entre las dlgebras y en la parte de los tipos
por las identidades sobre (satisfies naturalp) y Tsp,p. Queda por dar las transformaciones
entre los conjuntos soporte del género impes que definimos como sigue

‘ . ,DI”at,K,SmAb,can T K,SmAb,red,can
® Yimpes * “impes — Pimpes

POT timpes (x) := (IMP-CS-imp-§ x).

SI"‘“ JK,SmAb,can

definida para cada x € impes )

2 T K,SmAb,red,can T K,SmAb,can
® limpes © Z)impcs - Dimpcs
del siguiente modo
timpes (£) := #’ (lambda ()

(make-IMP-CS

SI”‘“ JK,SmAb,red,can
1mpcs )

definida, para cada f €

simp-§ f

timp-n  #2cPnSmAv))

Las i—transformaciones anteriores son isomorfismos en la categoria de implementaciones de
MISmAb y, ademds, son inversos uno del otro. Observar también que las i—transformaciones
anteriores no dependen del conjunto graduado K que hayamos fijado como base para los
simplices geométricos.

Segun hemos visto en la parte algebraica de este ejemplo, el objeto final en la categoria
de CS;mp-dlgebras que son familias de implementaciones de CS-algebras, todavia admite una
descripcién més sencilla. Hemos denotado por 15:¢4m9¢n 5 ese dlgebra y la simplificacién que
supone estd basada en que, conocido el comportamiento del operador cara sobre los simplices
geométricos existe un modo universal de extenderlo a los abstractos. Esto tiene su andlogo en
el marco de implementacién, del que nos ocupamos a continuacién.

Asi, para cada conjunto graduado K en U, dada una funcién fs, : (satisfies naturalp) X
(satisfies naturalp) x K — Tgmp con dominio {(i,n,g) | (> n0) A ge K"} definida
sobre simplices geométricos, existe una forma universal de extenderla a los abstractos, es decir,
de definir una funcién f5: (satisfies naturalp) X (satisfies naturalp) X Tgpmp — Temp con
dominio {(1,n,{(jx...j1) g)) | (> n0) A I 1€ (satisfies naturalp) congée K'y
k+1= n} que coincida con fs,. sobre los simplices geométricos. Para ello nos apoyaremos en
las siguientes funciones:

- aniadirNatALista: (satisfies naturalp) X list — 1list x (satisfies naturalp)
definida sobre las listas de datos de tipo integer estrictamente decrecientes o
vacfas. Su comportamiento es el que resulta de interpretar cada par (i,(jkx...j1)) €
Def(aniadirNatALista) como la composicion de operadores d;1;, . ..1;,, que aplicando
las propiedades de conjunto simplicial transforma el par anterior en un par ((1p...11),j)
de forma que §;nj, ...nj;= m, ...m,0;. (Las propiedades que verifican los conjuntos sim-
pliciales garantizan que la funcién anterior estd bien definida.)

- compose: list X 1list — list con dominio las listas de datos de tipo integer estricta-
mente decrecientes o vacias y con comportamiento inducido por el comportamiento de los
operadores de degeneracién. Asi, definimos compose((1lx...11), (mg...my)) :=(ny...n1)
con Ny, - My Mg - - - My = ", - - - N, - (Al igual que en el caso anterior, las propiedades de
los conjuntos simpliciales aseguran que la funcién anterior esta bien definida.)
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Asi, si una terna (i, n, <(jk RED) g>) estd en el dominio de f5, conocida la funcién £, , para
definir f(;(i, n, <(jk D) g>) el proceso es el siguiente:

- aplicamos aniadirNatALista(i,(jk...j1)) y denotamos al resultado por ((1p...11),j);

- aplicamos f;, (j,n—k,g) y obtenemos un simplice abstracto que denotamos por

(Cag...m1) &)

- componemos a través de la funcién compose las dos listas de degeneraciones obtenidas, es
decir, compose((1p...11), (mg...my)) y obtenemos una lista (ny...ny);

- finalmente, f5(i,n,<(jk...j1) g>) es <(nr...n1) g’>.

Es claro que las dos funciones auxiliares anteriores son calculables y que, por tanto, existen
programas que las implementan.

Asi, dada una funcién £5 ., definida para simplices geométricos, denotaremos por fs,,, a su
extension tal y como acabamos de describir. Esto nos permite dar otra descripcion del objeto fi-
nal en la categoria de CS;;,,,-algebras definidas a partir de implementaciones de I mplmn (T2mAb),

at SmAb,EAT

objeto que denotamos por MI" y que definimos como sigue:

Tt SmAbEAT

impes { 5, : (satisfies naturalp) x (satisfies naturalp) X K — Ty |

37 = (R, pE,pl) € Obj(Impr™™ (TZm4)) tal que £5,,,, = F (P?)}

La operacién imp AIRat, SmAb, BAT S€ define como la aplicacion de la extensién a los simplices
abstractos de la funcién que es el primer argumento al resto, mientras que la operacion
impn \(IRat, Sm Ab, EAT viene dada por la funcién nsmAb.

Asi, sea K un conjunto graduado en U y consideramos los conjuntos 859 y s (definidos
en la pagina 184) como soportes de los programas de las implementaciones a considerar.

MI"‘” ,SmAb,EAT

Definimos una implementacién candnica de que denotamos por

nat . .
7T K.SmAb, EAT.can (e] sigujente modo:

e Representaciones literales para los tipos (satisfies naturalp) y Temp.

e Para el género impcs, tomamos como dominio el tipo Lisp function. Como soporte
tomamos

SInat,K,SmAb,EATycan — {X € function ’ 47 = (E’ pg7p%-) e Obj(ImpInat (,Zz:gmAb))

impcs

con Qcg-conjunto (S5?,8%7) y tal que 3 p;, ., verificando

(eq x Cpggsm) con F(pg) = fX }

6&3771

donde £§ esla extension de la funcién definida por el programa pg‘gsm a S50 v el soporte

de pggsm es, por definicién, el conjunto {(i,n,x) € 859 | (eq (asm-dop x) nil) }
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. ., Tt KK SmAb EAT,can T K SmAb EAT can Tt SmAb,EAT
La funcién de abstraccion o : — Mimpcs

: _tmpcs " Timpcs
lleva cada objeto funcional =z a la funcién f£5: (satisfies naturalp) x
(satisfies naturalp) X K — Ty, con dominio {(i,n,x) € 85° | (eq (asm-dop x)

nil) } y definida por
f%(i,n,x) := (funcall z i n (make-asm :dop ()  :gsm x)).

Como igualdad de representacion tomamos la de la abstraccion.

e Respecto a los programas que implementan a los operadores, consideramos:

T K,SmAb,EAT,can .
- el programa Pimps tiene por soporte

nat
de entrada D}mpc’:(’smAb’EAT’m", (satisfies naturalp), (satisfies naturalp) y

Tomp; tipo de salida Tg,y,p; y, el codigo asociado es el siguiente objeto funcional

SI"”,K,SmAb,EAT,can

K8, ¢
impos X S tipos

Inat,K,SmAb,EAT,can
cPimps =#’(lambda (z i n x)
(funcall z i n %))
™ K,SmAb,EAT can . Tt K,.SmAb,EAT,can K
L, ) ) L, ) ) N
mp tiene a S, X S
Tt K SmAb, EAT e e
impos MAREADAN - (satisfies naturalp), (satisfies naturalp) y Temp cO-
mo tipos de entrada; a Ty, como tipo de salida; y, como cédigo el siguiente objeto

funcional

como soporte; a

T K SmAb,EAT,can
cPimpn = #’(lambda (z i n x)

(funcall cP»sm4 i p x))

t t . ’
I.SmAb EAT o pI",SmAbred gon jsomorfas en la categoria

De nuevo, las CS;;,,-algebras M

, . . . . nat .
de CS;np-dlgebras definidas a partir de implementaciones de ImpT" " (7&@™4?). Este isomorfismo
se extiende a i—transformaciones entre las implementaciones candnicas asociadas a cada una de
las algebras anteriores, que resultan ser isomorfismos. Entre los conjuntos soporte del género

impes esas i—transformaciones vienen dadas como sigue

/ T K,SmAb,red,can T K, SmAb,EAT,can
ot - — D:
mmpcs ° 1mpcs mpcs

definida por

(funcall f i n (make-asm :dop () 1gsm gsm)))

S.I"’”,K,SmAb,red,can
1mpcs :

para cada f €
iy T K,SmAb,EAT,can Tt K,SmAb,red,can _ . . s
/. . = IR ) ’ = [EL ) ) )

® impes* Dimpes imipes viene definida por la extensién a los
simplices abstractos, tal y como se ha explicado anteriormente, de un operador que trabaja
Unicamente sobre los geométricos.

De las tres descripciones dadas para el objeto que recoge a las implementaciones de conjuntos
simpliciales (con determinadas condiciones), la dltima es la que més se acerca al modo de
trabajo de EAT. Por ello, sus implementaciones candnicas son las que més fielmente recogen
la construccion de representaciones en la maquina de conjuntos simpliciales. Asi, por ejemplo,
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. . . ., nat nat
fijado un conjunto graduado K y una implementacién ZL"*-5:5mA4b de pI"*5mAb tenemos el
siguiente paso natural hasta la correspondiente implementacién candnica

II"at,K,SmAb !ﬁnalII”“t,K,SmAb,can t II””,K,SmAb,red,can t’ II"at,K,SmAb,EAT,can

Por ejemplo, si fijamos como conjunto graduado K, ya utilizado anteriormente (pagina
168) para representar el conjunto de simplices geométricos de esferas, la i-transformacién final
de la implementacién Z5v (pagina 170) en la implementacién 7T K SmAbEAT can  yiene dada
por:

limpes(m) := #° (lambda (i n gsm)

Ky

impny M 1 n (make-asm :dop ()  :gsm gsm)))

(funcall c

que resulta de componer el morfismo final dado en la pdgina 186 con las i—transformaciones ¢
y t' definidas anteriormente. Ademds, si consideramos la implementacién fKU, implementacién
de la misma CS;,,,-dlgebra que Tk (pagina 171), observamos que la i-transformacién anterior
también es para ella morfismo final, por lo que se alcanza el mismo cdédigo funcional que en el
caso de la implementacién Z5v.

La existencia de la i—transformacién ¢ es consecuencia de que exista una forma universal de
programar un determinado operador, es decir, de disponer de un cédigo que, sobre los soportes
de los programas de las implementaciones cuya representacién en la maquina pueda construirse
en tiempo de ejecucién, defina la misma funciéon que los programas de la implementacion. En
ese caso, es claro que disponiendo de ese cddigo, para representar en la maquina una imple-
mentacion basta disponer de los cédigos de los programas asociados al resto de operaciones.
Esto es lo que ocurre en nuestro caso con el operador de degeneracién, fijado un patrén para
los simplices abstractos. Por otro lado, la existencia de ' tiene que ver con la existencia de una
forma universal de definir el comportamiento de una funcién a partir del de otra que trabaja
sobre otro conjunto méas reducido de datos. Si se dispone de un método para extender el com-
portamiento de la segunda, es suficiente con considerar como representacién en la maquina de
una implementacién la funcién definida sobre el conjunto de datos basicos. Esto es lo que ocurre
con el operador cara de un conjunto simplicial, que, a partir de su definiciéon sobre simplices
geométricos, se extiende de forma tnica a los simplices abstractos.

Asi, podriamos extraer varias consecuencias del ejemplo. Por una parte, si las implemen-
taciones de X-algebras cuyas representaciones en la maquina potencialmente pueden aparecer
en un cédlculo de EAT poseen alguna operacién de forma que, las funciones definidas por los
programas que implementan esas operaciones en todas las implementaciones, son las mismas,
es suficiente con disponer de ese programa independientemente. Esto permite obtener otra des-
cripcion de la implementacién candénica que recoge a las mismas implementaciones y en la que
no aparecen los objetos funcionales correspondientes a esas operaciones. La cuestion es clara, si
hay una forma universal de programarlas, no hay necesidad de almacenarlas (en el objeto final)
ya que no forman parte de la informacion necesaria para recuperar una implementacion.

Por otra parte, si existe una forma universal (siguiendo una determinada estrategia) de
definir un operador a partir de otro, es suficiente para recuperar el primero, disponer del segundo
y de la estrategia. Esto tiene que ver con la generabilidad de un conjunto de datos a partir de
unos datos bésicos y de unas operaciones.

En ambas situaciones, lo que se tienen son operadores al margen de la implementacion
candnica que, junto con ella, permiten recuperar cualquier implementacién de las de partida.
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En otra linea, observar que es posible que, estando en alguna de las situaciones anteriores,
se puedan definir esos operadores que no es necesario que aparezcan explicitamente en la im-
plementacién canénica (como componentes de las tuplas) sin depender de los dominios fijados
como dominios de definicién para los programas de las implementaciones de partida. Por ejem-
plo, en el caso en el que estamos, cualquier operador definido sobre el dominio de la funcién
7°mAb puede restringirse interpretdndolo sobre el subconjunto que convenga al fijar un conjunto
graduado. Esto hace que haya distintas implementaciones que, por el morfismo final, lleguen a
la misma tupla de cédigos. Lo anterior pone de manifiesto la existencia del polimorfismo y la
sobrecarga de los objetos funcionales contenidos en los objetos finales y, muestra la idea intui-
tiva de que un mismo cédigo puede definir distintos programas al considerarlo sobre distintos
soportes. Ademads, como los soportes no estdn en la maquina, sino en la mente del que esté
codificando, hay distintos modelos que en la maquina se representan del mismo modo y es el
usuario el que tiene que discriminar el caso que estd tratando.

3.8.2 Complejos de cadenas

Del mismo modo que hemos detallado en el anterior ejemplo el caso de los conjuntos simplicia-
les, vamos a dar una implementacién que recoja a las implementaciones del TAD 7¢c, de los
complejos de cadenas, con un determinado Gec-tipo. Recordar que la signatura es

suma : cmbn cmbn — cmbn
opp : cmbn —  cmbn
zero int —  cmbn
mult int  cmbn — cmbn
affr : cmbn —  cmbn

Para fijar el Gec-tipo con el que nos interesa trabajar, para acercarnos al modo de trabajo
de EAT, vamos a apoyarnos en lo desarrollado en la parte algebraica de este ejemplo, con-
cretamente, en la representacién de cualquier elemento de un complejo de cadenas como una
combinacién lineal. Si G = {G,},cz es un conjunto graduado que contiene en cada grado a los
generadores del Z-médulo correspondiente, el siguiente conjunto I€ . recoge la representacién

cmbn
de cada elemento del complejo de cadenas como combinacién lineal de generadores:

[CGmbn:{<p,[(tl,gl),...,(tm,gm)]> | p€Z, meZ, m>0, t; €Z cont; # 0 para

todoi=1,...,m, g; € Gy, paratodoi=1,....,mYy g; # g; sii;«éj}

Este conjunto nos sirve como patrén sintactico para definir el tipo Lisp que se fijard para
el género ecmbn de las combinaciones lineales. Asi, consideramos en primer lugar los siguientes
tipos

(defstruct mnm cff gnr)

(defstruct cmb dgr 1st)
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Tomamos como tipo Tempn aquellos datos de tipo cmb tales que el dato almacenado en el
campo dgr es de tipo integer y el almacenado en 1st es una lista (de tipo list) formada por
datos de tipo mnm tales que el dato almacenado en cada campo cff es de tipo integer pero
no 0 y los almacenados en los campos gnr de todos los monomios mnm son distintos dos a dos
(se entiende que distintos por eq, tnica igualdad natural en /). Intuitivamente estamos pensan-
do en que cada elemento x de T, Sea una representacion de la combinacién de grado el entero
representado de forma natural por el integer (cmb-dgr x) y formada por tantos monomios
como (length (cmb-1lst x)), compuestos cada uno de ellos por el coeficiente entero traslada-
do del integer (mnm-cff (nth n (cmb-1st x))) y el generador (mnm-gnr (nth n (cmb-1lst
x))),conn € { 0 ... (- (length (cmb-1lst x)) 1) }. Representando cada elemento x de
tipo Tempn COMO <p, [(t1,%1),..., (tm, xm)]>, el conjunto anterior puede describirse del siguiente
modo

Tembn = {<p, [(tl,X1),---,(tm,Xm)]> | p € integer, m € integer, (>=m 0), t; €
integer con (not (= tj 0)) para todo i=1,...,m, y (not (eq x; x;))

para todo i,j € {1,...,m} con (not (= i j)) }

Hasta ahora hemos determinado los elementos que son de tipo Tempn, pero para terminar
de definir el tipo Temp, debemos dar una relacién de igualdad entre sus datos. En este caso,
apoyandonos en la parte algebraica del ejemplo, es claro que interesa definir una igualdad
distinta de la especifica que posee como subconjunto de /. Concretamente, debemos tener en
cuenta que el orden de los monomios dentro de la lista de una combinacién no es relevante,
de forma que dos combinaciones que posean los mismos monomios en diferente orden, deben
ser iguales en el tipo. Asi, completamos la definicion del tipo Temp, considerando que dos
combinaciones son iguales en Tep,p, si son del mismo grado y poseen los mismos monomios.
Como igualdad entre monomios se considera la especifica de Common Lisp, es decir, = entre los
coeficientes y eq entre los generadores.

Fijamos como Gee-tipo T = {integer, Termpn |-

La CCjmp-algebra ML, final en la categorfa de CCyy,-dlgebras definidas a partir de implemen-
taciones de complejos de cadenas del TAD 7¢c, con tipos integer v Tepmpn, tiene como soportes
para los géneros int y cmbn los tipos integer y Tempn, ¥ para el género impec el siguiente
conjunto:

T 7 7 7 7 7
Mimpcc = {(fsumaafoppafzero,fmultafdﬁr) | 17 = (Ry Psuma>s popp7 Preror Pouits Pdﬁfr) S

Obj (Imp*(Tec)) tal que £, = F(pL) para todo o € {suma, opp, zero, mult, dﬁ'r}}

siendo I'mpY(Tcc) la categorfa de implementaciones de Zoc con Gee-tipo T. Las operaciones
vienen dadas como las proyecciones en cada componente.

Para definir implementaciones candnicas de MT debemos fijar los soportes para los progra-
mas de las implementaciones de los complejos de cadenas que van a considerarse. Otra vez,
aunque tedricamente tiene sentido fijar cualquier familia de conjuntos como dominios de los
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operadores, siempre sujetos a la restriccion impuesta por los tipos ya fijados y por las cabeceras
de los operadores, en la practica estos conjuntos van a venir dados de modo implicito. Para
cada conjunto graduado G = {G,}pez en U consideramos el siguiente conjunto

SG = {x € Tempn, | (mnm-gnr (nth j (cmb-1st x))) € G)p, para todo j €
{0, ..., (- (length (cmb-1lst x)) 1)} siendo (cmb-dgr X)=p}

Consideraremos solo implementaciones con los siguientes dominios de definicién de los pro-
gramas:

. gG,suma _ {(X,Y) c gG « gG | (= (cmb—dgr x) (cmb—dgr y)) }

. gGopp — oG
. gGzero — integer
. 8¢ mult — integer x 8¢

. gG.dffr _ oG

Otra vez, aunque suponga un pequeno abuso, consideraremos que los conjuntos anteriores
solo dependen de G, el resto lo fija el patréon que establecen los dominios de las dlgebras.

Definimos la implementacién canénica de ML que denotamos por 7G4y que, en este
caso, viene dada como sigue:

e Para los géneros int y cmbn se toman las representaciones literales sobre los tipos integer
YV Tempn, respectivamente.
T,G,can
R+

impee + AU€ apoyandose en el tipo

e Para el género impec, la representacion
(defstruct IMP-CC imp-suma imp-opp imp-zero imp-mult imp-dffr)

toma como dominio aquellos datos de la estructura anterior que satisfacen el predicado
D-can-CC-p que decide si un dato es del tipo anterior y sus campos son o no objetos
funcionales,

(defun D-can-CC-p (%)
(and (typep x ’IMP-CC)
(functionp (IMP-CC-imp-suma x))
(functionp (IMP-CC-imp-opp X))
(functionp (IMP-CC-imp-zero x))
(functionp (IMP-CC-imp-mult x))
(functionp (IMP-CC-imp-dffr x))))

Como soporte, consideramos el conjunto

.G, .
St = {X € (satisfies D-can-CC-p) | 17 = (Ea (pg)06{suma,opp,zero,mult,dﬁr}) €

1mpcc

Obj(Imp™(Tec)) con Qee-conjunto definido a partir de Gy tal que
(eq cPr (IMP-CC-imp-0x)) para todo o € {suma, opp, zero, mult, dﬁr}}
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< s .z T,G,can | oT,G,can T
La funcién de abstraccion Xipmee © Simpee Mimpcc

funcionales a la tupla de funciones, con dominios (SG’”)JG{ suma,opp,zero,mult,dffr}» definidas
por esos codigos. Como igualdad de representacién tomamos la de la abstraccion.

lleva cada registro de cédigos

e Respecto de los programas que implementan a las operaciones, consideramos, para ca-

da (0:g1...9n — g) € {suma,opp, zero, mult, dffr}, el programa p%,’%gan con soporte
TG.can |, oGo ’
Sz’mpcc x 89 siendo

T,G,can

cPimpo = #’ (lambda (x dj...dp)
(funcall (IMP-CC-imp-o x) dj...dy))

La implementacién Z1E@" es objeto final en una subcategoria adecuada de la categoria de
implementaciones de MZ.

Ahora bien, en este ejemplo concreto podemos ir un poco mas alld del caso general. No
se pierde generalidad suponiendo que el conjunto subyacente a cualquier complejo de cadenas
siempre puede verse (puede expresarse) como un subconjunto de

Cmb:{(p,[(tl,xl),...,(tm,xm)D | p€Z, meZ, m>0, t; €Z cont; #0

para todoi=1,...,m, y x; # x; siz’;«éj}

El tipo Ty es el trasladado a Common Lisp del conjunto Cmb.

Asi, nos podemos restringir al TAD 7&™ = (cc,C¢™(cC)) formado por aquellas CC-
algebras del TAD 7¢c cuyo soporte para el género cmbn es un subconjunto de C'mb. En definiti-
va, lo que se hace es fijar solo un patrén sintactico para los elementos, dejando variar el conjunto
de generadores. Por otra parte, en todas las dlgebras de C¢*(CC) las operaciones suma, opp,
zero y mult vienen en cierto modo fijadas por la condicién de ser Z-mdédulo libre en cada grado.
Esto es, existen unos operadores universales que recogen el comportamiento de estas operacio-
nes, con independencia de cudl sea el conjunto de generadores. Definimos las siguientes opera-
ciones, representando cada elemento de T, mediante el esquema <p7 [(t1,%1),.-., (tm, xm)]>,

o suma”: Tempn X Tembn — Tembns €S la funcién parcial con dominio S&5¥ y que se define
“concatenando” los monomios de las dos combinaciones que se suman, sumando entre si
los (coeficientes de) los monomios con el mismo (por eq) dato en el campo gnr (mismo
generador) eliminando el monomio obtenido si el coeficiente es nulo.

o 0pp”: Tembn — Tembn €s la funcién total definida por

oppz”(<p7 [(t1,%1),.-., (tn, xm)]>) = <p7 [(—t1,%1)y 0y (—tm, xm)]>

U

e zero!: integer — Tepu, es la funcién total zero” (p) := (p, [()])

e mult¥: integer X Tempn — Tembn €8 también funcién total y se define por

multu(i, <p, [(ti,xl),...,(tm,xm)]» = < P, [((x 1 t1),x1), ..., ((x i tm),xm)]>
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Observando las definiciones anteriores, es claro que las funciones anteriores son calculables.
Denotamos por Pgupatt; Poppts Pzero Y Pmuigy @& Programas que las implementan.

Dado un conjunto graduado G' = {G)p}pez en U, nos vamos a limitar a considerar imple-
mentaciones de complejos de cadenas modelados por el TAD ’Z?gmb en las que, ademaés de fijar
como Gge-tipo T = {integer, Tempn ), se va a exigir que la representaciéon del género embn sea
la natural (la abstraccién de un elemento de Ty, €s la correspondiente combinacién de C'mb).
Denotamos por Imp™" (TS™) a esa subcategoria de implementaciones (plena como subcate-
goria de 1 mp(?égmb)). La eleccién de las representaciones naturales se traduce, por una parte,
en que los soportes de los programas de las implementaciones de la categoria anterior seran los
subconjuntos de T4, trasladados de forma natural a Common Lisp a partir del trasladado
del conjunto graduado G sobre el que se ha definido la implementacién; y, por otra, en que
las funciones definidas por los programas de estas implementaciones seran las restricciones, a
los dominios inducidos por S¢, de los operadores universales definidos anteriormente, es decir,
seran suma|gc.suma, opp*|sc.opp, 260 g6 zero y MultH |go.mur. Asi, de modo natural, el obje-
to que seguin nuestra jerga recoge a las implementaciones de la categoria anterior admite una
descripcion funcional como CCjyy,p-dlgebra, tomando como soportes integer y Teppn para int y

cmbn, respectivamente, y como soporte para impcc

T"“t,C b7 d . nat
M;mpcc et = {fdﬂr | 17 = (Ea (pg)UE{suma,opp,zero,mult,dﬁr}) € Ob](ImpI (%%’mb))

tal que fqp. = F(pgﬁr)}

La operacién imp dffr IRt Cmb,red S€ define como la aplicacién de la funcién que es el primer
argumento al resto, mientras que el resto de operaciones vienen dadas por las funciones suma®/,
opp", zero” y mult¥ restringidas a los dominios correspondientes, dominios proporcionados

por los programas de la implementacion Z.

Desde la perspectiva del Algebra, el modelo anterior se corresponde con la CCj,,-dlgebra
que denotamos por 1" que solo recoge como informacién de cada CC-dlgebra la funcién
correspondiente a la diferencial, ya que las demaés estdn implicitamente determinadas.

ara cada G conjunto graduado en jamos los conjuntos S : ' g

P da G junto g duad U, ﬁJ 1 junt gG suma, qG PP, qG,zero y qG mult
nat . . . ., nat

y denotamos por I G.Cmbred.can 4 15 sjguiente implementacién de ML .Cmbred.

e Como representaciones para los tipos integer y T.pmpn, tomamos las literales.

e Para dar la representacién del género impec, tomamos como dominio el tipo function;
como soporte el siguiente conjunto

Tt G,Cmb,red, .
Lo mb,red,can _ {x € function | 17 = (Ea (pg)UE{suma,opp,zero,mult,dﬁr}) €
Obj(]mplnat (%%’mb)) con Qge-conjunto (SG’Suma, SG’,opp’ SG,zero7
T
gGmult "8Gl v tal que (eq x cParr) }

La funcién de abstraccién lleva cada objeto funcional a la funcién que sobre S&#7 define
el propio objeto funcional, y como igualdad de representacién, consideramos la de la
abstraccion.
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Tt G ,Cmb,red,can
e para cada o € {suma,opp, zero, mult}, p;,, >
Tt G ,Cmb,red,can « §G.o

tmpcc

es el programa con soporte

y con el siguiente codigo

Tnat ,G,Cmb,red,can

cPimpo = #’ (lambda (x dj...d,)
(funcall cPo¥ dy...dy))
T GQ,Cmb,red,can
Pimp affr es el programa con soporte
asociado el siguiente objeto funcional

SI”‘” ,G,Cmb,red,can

G,dffr ; £ 13
impec xS y siendo el cédigo

Tna’t,G,C‘mb,red,can

cPimp.dffr = #’ (lambda (x cmb)
(funcall x cmb))

. ., nat . nat . .,
Esta implementacién ZX""G-.Cmbred.can o5 jsomorfa en Impt (TC%‘mb) a la implementacion

71"*,G,Cmb,can (descripcién general del objeto final en esa categoria), por lo que es objeto final.

Volviendo a la parte algebraica de este ejemplo, vimos otra descripciéon méas reducida del
objeto que recoge a familias de implementaciones de CC-algebras, descripcién que denotamos por
1Gcan.gen 1 simplificacién en la descripcién de este objeto respecto al objeto 1¢:¢¢" proviene
de que existe un modo candnico de extender a cualquier elemento de cualquier Z-moédulo de un
complejo de cadenas el operador diferencial definido inicamente sobre los generadores. En el
marco de implementacion la situacién es la misma.

Asi, cada funcién parcial dfg’en: integer XU — T.mpn pOSee una extension dfzc”mbn: Tembn —
Tempn, definida por linealidad a partir de dfg’m que viene dada como sigue
df¥ (. [(t1,%1), ..., (tn, Xn)])) := suma®( mult¥( ty, dfY% (p,x1)), suma®( mult!( to,
df . (p.x2)), ... suma’(mult”(ty,df%, (p,%n)), zero(p —1))...))
Asi, un elemento <p, [(t1,%1),. ., (tn, xm)]> estd en el dominio de df¥ , si cada par (p,x;)
estd en el dominio de df

gen®

Ademss, de la propia definicién se desprende que si existe un programa que implementa a
una funcién df?en, entonces es posible definir un programa que implemente a la funcién dfgmlm.

De hecho, la definicién de dfi’mbn da un método para hacerlo: el programa construye a partir
de una combinacién cmb otra combinacién de forma que el grado de ésta tltima es uno menos
que el de cmb y la lista de monomios se construye aplicando la diferencial definida sobre los
generadores a todos los generadores de la combinacién cmb, y multiplicando las combinaciones
obtenidas por los coeficientes que han quedado pendientes para finalmente sumar todas las

combinaciones obtenidas durante el calculo.

La forma universal de extender por linealidad cada funcién parcial de integer XU a Tempn,
también de forma parcial, nos permite dar otra descripcién, que denotamos MI"at’Cmb’ge”,
del objeto final en la categoria de CCjyy-algebras que recogen a implementaciones de
1 mpIMt (’Z}gmb), descripcién que difiere de la del objeto MIMCmbred o ] conjunto sopor-
te para impcc, que en este caso viene dado como sigue

T C'mb,gen - T
impce = {fdﬁTgen : lntegerxu — Tembn ‘ 17 = (Ev (pa)Ue{suma,opp,zero,mult,dﬁr})

€ Obj(Imp™ " (1E™)) tal que fagr,,,, = F (Pﬁﬁﬁ}
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donde f 44 . denota la extension, por linealidad, de la funcién fdﬁ‘rgen'

Asi, podemos dar las implementaciones candnicas para este objeto. Para cada conjunto
graduado G en U, fijados los conjuntos SC-suma gG.opp gG.zero gGmult v G.dffr - denotamos por
nat . . . .2 nat
ZT.G.Cmb.gencan o 15 siguiente implementacién de MI™Cmb.gen.

e Para los tipos integer y Tempn consideramos las representaciones literales.

e El tipo function como dominio para la representacion del género impec. Para definir
el soporte debemos tener en cuenta que los elementos de éste representan cédigos de
programas que implementan las diferenciales solo sobre los generadores. Asi, tomamos
como soporte

T G,Cmb,gen,can __ . o T
impce _{X € function ’ 17 = (Ea (pcr)Ue{suma,opp,zero,mult,djj”r}) €

Obj (Imp™™** (TE™)) con Qge-conjunto (sCsuma  gGopp - gGizero,
gG mult SG7dﬁr) y tal que existe un programa p’éf gen verificando

(eq x cPyaen) con F(pgﬁr) = F(pzf,cmbn)}

donde F (pﬁf’ embn) denota la extension por linealidad de la funcién definida por el programa
p’éﬁ gen SGdfr soporte de F (pgﬁr). Observar que, por definicion, el soporte de pzﬁ gen €S
el conjunto {(p,g) | g€ Gp}.

Tt G,Cmb,gen,can s s s .
Cada x € S;mpc’c LB og levado, por la funcién de abstraccion, a la funcién parcial
X

£}, integer X G — Tempn con dominio {(p,g) | g € Gy} y definida por £}, (p,g):=

gen *
(funcall x p g). Como igualdad de representacién consideramos la de la abstraccién.

T G ,Cmb,gen,can

mpo es el programa con soporte

e Para cada o € {swuma,opp, zero,mult}, p

et G,C'mb, ,
T mb,gen,can SG7U

impec y con el siguiente cédigo

Tnat,G,Cmb,gen,can

cPimpo = #’ (lambda (x dj...dy)
(funcall cPod;...dy))

™ G,Cmb,gen,can

T : 10 G ,Cmb.gen,can , oG, dffr 23
e El programa Pimp dffr tiene como soporte Simpc(: X8 y un cédigo
Inat,G,Cmb,gen,can
cPimp.dffr = #’(lambda (x cmb) ... )

en el que se extiende por linealidad el comportamiento del objeto funcional x.

Lo mismo que nos planteamos en el caso de los conjuntos simpliciales, para los complejos de
cadenas se tiene el isomorfismo entre las dlgebras MI"* Cmbred y pI*".Cmbgen e e extiende
a un isomorfismo en el nivel de las implementaciones candnicas. Para cada conjunto graduado
G = {G,}pez las siguientes i-transformaciones definen el isomorfismo:
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. t;m,pcc: %;:éf’cmb’red’can — D%;Zéf’cmb’gen’ca" definida, para cada f € S},:;;Z;G’Cmb’md’can,
por
timpee(f) := #’ (lambda  (p gnr)
(funcall £
(make-cmb
:dgr p
:1st  (list (make-mnm
cff 1
:gnr gnr)))))
o t/ impec © Z-I;(ZC’CG’Cmb’g emean _, D};(Zéf’cmb’md’mn definida extendiendo por linealidad cada

elemento del soporte, tal y como se ha explicado anteriormente.

De las descripciones vistas para el objeto final, la iltima de ellas es la més préxima a la que
se maneja en EAT.

3.8.3 Algunas conclusiones

Recogemos a continuacién algunos comentarios motivados por lo visto en los ejemplos anteriores.

El primero es que la principal caracteristica de las implementaciones candnicas es su natu-
raleza funcional, coherente con la descripciéon como tuplas de funciones del objeto final de la
parte algebraica. En el marco de implementacion esto se traduce en que la minima informa-
cién para trabajar en la maquina con un algebra es un conjunto de objetos funcionales, cada
uno de los cuales recoge el comportamiento de un programa que implementa a la operacién
correspondiente del dlgebra representada. En lo anterior, debe tenerse en cuenta que el paso de
abstracciéon no esté recogido en la maquina sino que es el usuario el que lo debe tener presente
en su mente.

En el estudio de la parte algebraica vimos que, bajo determinadas condiciones, es posible dar
descripciones mas simples del dlgebra final y esto, interpretado en el marco de implementacién,
se traduce en que puede simplificarse la representacién en la maquina de las algebras.

Concretamente, en los ejemplos anteriores hemos trasladado al marco de implementacion
las simplificaciones en la descripcién del objeto final vistas en la parte algebraica. Recordar que
una de ellas corresponde al caso en el que el comportamiento de los programas que implementan
a un operador se determina de modo canodnico para todas las representaciones de las dlgebras
con las que se trabaja debido, por un lado al comportamiento de las dlgebras respecto a ese
operador, y, por otro, a la interpretacién (abstraccién) que estamos considerando.

La segunda simplificacion en la descripcion de la implementacién final radica en la existencia
de una forma universal de extender un operador. Disponiendo de una estrategia comin a todas
las implementaciones representadas que permita determinar el comportamiento de un progra-
ma a partir del comportamiento de otro, es suficiente con almacenar el cédigo del segundo. En
los dos ejemplos estudiados, conjuntos simpliciales y complejos de cadenas, son distintas las
causas por las que los operadores pueden extenderse, algo que ya comentamos. En el caso de
los conjuntos simpliciales, los operadores cara y degeneracién pueden extenderse debido al tipo
de representacién utilizada para los simplices (por una parte, apoydndonos en su representacion
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como abstractos y, por otra, al codificarlos de modo natural). En el caso de los complejos de
cadenas, son, fundamentalmente las propiedades matematicas de las algebras las que permiten
definir la estrategia para extender los operadores (de los generadores a cualquier combinacién).
En el desarrollo del ejemplo hemos extendido tnicamente la diferencial pero de modo analogo
podriamos extender el resto de operaciones (fijado un conjunto graduado G, en lugar de par-
tir de las funciones suma, opp", zero! y mult", podriamos partir de funciones con aridades
integer X G X G en Topmpy, integer X G en Teppn, integer en Tepyp, € integer X integer X G en
Tembn, de forma que las extensiones de estas funciones por linealidad correspondan con las fun-
ciones suma¥, opp!, zero” y multu). Asi, una descripcién mas reducida de la implementacién
final es la descripcion de la candnica a partir de un espacio de funciones que definen el comporta-
miento de las diferenciales sobre los generadores, y teniendo como programas que implementan
a las operaciones visibles, por un lado, los programas que trabajan solo sobre generadores vy,
por otro, los que se apoyan en los anteriores para definir las extensiones por linealidad. En la
practica, en ocasiones resulta mas comodo disponer directamente de los programas que definen
las funciones extendidas (en EAT nos encontramos con algunos de ellos).

Otras dos cuestiones a comentar es que hemos fijado representaciones y ademaés, hemos
tomado las naturales. De estas dos cuestiones, la esencial es el haber fijado un patrén comun
de abstraccion para las representaciones consideradas. Esto es natural teniendo en cuenta
que disponemos de un mismo patrén para los elementos de todos los conjuntos simpliciales o
complejos de cadenas a representar, y que, por tanto, es natural que el paso de abstraccion
para todos ellos sea el mismo, en el sentido de que al trabajar con cualquiera de ellas, el
paso de decodificacién para llegar al dlgebra correspondiente sea el mismo. El hecho de haber
considerado como representaciones las naturales nos ha permitido en estos casos trasladar mas
directamente a las implementaciones las propiedades matematicas de las dlgebras. Considerando
otro patrén para las funciones de abstraccién, las propiedades matematicas de las algebras
tendran otra traduccién menos literal en las implementaciones.

El dltimo comentario ilustra el hecho de que la representacién de un algebra no estéa recogida
en lo que hemos denominado representacién en la maquina de una implementacién. Pensando
en considerar funciones de abstraccién que sigan un patréon comun, incluir como representacién
en la maquina de una implementacién informacién sobre el soporte y la igualdad de las represen-
taciones, nos permitird recoger en la maquina mas informacién sobre las implementaciones, de
forma que casos que no han quedado recogidos en este marco puedan formalizarse. Por ejemplo,
volviendo al ejemplo de los complejos de cadenas, la funcién definida por cualquier programa
que implemente a la operacién suma debe operar entre si los monomios que tengan generadores
“iguales”, en el sentido de que su decodificacién por la funcién de abstraccion sea la misma
(incluso teniendo en cuenta que sobre ellos puede venir definida explicitamente una relacién de
igualdad). Debido a que la representacién en la maquina de un complejo de cadenas no recoge
ninguna informacién acerca de la representacién, en particular no recoge ninguna relacion de
igualdad entre generadores (la tinica igualdad entre ellos que puede considerarse para definir la
funcién es la igualdad eq) por lo que hay casos que no quedan recogidos. En algunos casos la
igualdad definida sobre el conjunto de generadores debe ser incluida en la representacion en la
maquina, y es aqui donde aparece la necesidad de representar explicitamente la igualdad. En
el siguiente capitulo nos ocupamos de ello, concretamente de enriquecer la representacién en la
maquina de un algebra incluyendo en ella parte de la representacién.



Capitulo 4

Objetos efectivos y localmente
efectivos en EAT

4.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos establecido un marco formal que nos ha permitido justificar una de
las principales caracteristicas de algunos de los programas de EAT, la posibilidad de construir,
en tiempo de ejecucién, datos que son representaciones en la maquina de estructuras algebraicas.
Sin embargo, si observamos los ejemplos reales de calculo de EAT mostrados en la seccién 1.1,
podemos ver que lo hecho hasta ahora no recoge fielmente la representacién de cada dato, en
el sentido de que no representa completamente la estrategia utilizada por EAT, aunque recoge
la parte esencial de ésta (el hecho de representar las algebras por tuplas de funciones). En la
construccion del capitulo anterior se recoge la parte funcional de las operaciones del algebra
pero quedan fuera tres cuestiones. Por una parte, queda pendiente analizar la incorporacién
de un campo funcional que no hemos considerado en el capitulo anterior, campo éste que
incorpora una relacién de igualdad. Por otra, también debemos analizar la incorporacién a las
estructuras de datos de informacién relevante, de naturaleza no funcional, sobre el algebra a la
que representan. Esta segunda cuestiéon tiene que ver con lo efectivo y lo localmente efectivo.
Finalmente, algunos ejemplares de algunas estructuras de datos son mixtos, en el sentido de
que recogen representaciones de objetos efectivos y de objetos localmente efectivos.

En este capitulo nos planteamos dos objetivos. Por una parte, enriquecer el marco esta-
blecido en el anterior adecuandolo totalmente a las estructuras de datos de EAT. Por otra,
caracterizar la diferencia entre las estructuras mixtas de las que son de naturaleza tinicamente
funcional. En este sentido, diferenciar lo efectivo de lo localmente efectivo.

Recordar que el marco formal que hemos establecido es una determinada subcategoria de la
categoria de implementaciones de un modelo, el cual recoge las posibles representaciones en la
magquina de las estructuras algebraicas que pueden aparecer durante el proceso de calculo. Una
forma de describir mateméaticamente este modelo es como un espacio funcional, recogiendo cada
uno de sus elementos las operaciones de un algebra de la signatura de partida, luego, todas son
algebras para la misma signatura. Pensando en almacenar en la méquina una representacién de
este modelo, la descripcién anterior corresponde a la representacion de los elementos del modelo
como tuplas de objetos funcionales, descripcion que corresponde con la de las estructuras de
datos utilizadas por los algoritmos de calculo de EAT.

203
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Vamos en primer lugar a ocuparnos de ajustar completamente a EAT el marco introducido
en el capitulo anterior. En este sentido, lo enriqueceremos para recoger exactamente el modo
de trabajo de EAT, consiguiendo ademads relajar en parte algunas de las condiciones impuestas.

La nocién en la que reposa toda la formalizacion del capitulo anterior es la nocion de imple-
mentaciéon. Una implementaciéon de una Y-algebra podemos verla como un par: representacion
de los conjuntos soporte, programas que implementan a las operaciones. Tal y como hemos
trabajado en el capitulo anterior, la representaciéon en la maquina de una implementacién solo
recoge la parte de las operaciones puesto que consta exclusivamente de los objetos funcionales
de los programas que implementan las operaciones de las Y-algebras. Asi, las representaciones
de los conjuntos soporte, que constituyen la parte asociada a los géneros de la signatura, han
quedado sin considerar. Hemos representado implementaciones pero no las representaciones
sobre las que éstas reposan ya que las implementaciones tienen que ver con las operaciones, con
), mientras que las representaciones tienen que ver con los géneros. Vamos en este capitulo a
ampliar el marco definido en el capitulo anterior representando también las representaciones,
es decir, incluyendo la representacion de los conjuntos soporte de las Y-dlgebras como parte
de la representaciéon en la maquina de una implementacién. Representar representaciones se
hace habitualmente en determinados campos de Matematicas e Informédtica y en nuestro caso
concreto es aun mdas natural, si cabe, si pensamos que algunos de los programas de calculo
construyen representaciones.

La primera cuestion que nos planteamos es qué hay que considerar para “representar repre-
sentaciones”, es decir, como representar representaciones. Para responder a lo anterior debemos
apoyarnos en la nociéon de implementacién que hemos adoptado, basada en la de representa-
cién introducida por Hoare en [58]. Segin ésta, una representacién consta de una funcién de
abstraccién que lleva los datos concretos a los abstractos que representan, de un invariante que
determina el dominio de la funcién de abstraccién y de una relacién de equivalencia, que inter-
pretamos como una igualdad, sobre los datos del dominio de la funcién de abstraccién. De los
tres ingredientes anteriores, evidentemente la funciéon de abstraccién no puede ser representada
en el computador, asi para representar una representaciéon consideraremos un invariante que
determinard los datos concretos que representan a alguno abstracto y una relacién de igualdad
entre los datos concretos considerados. Por tanto, una forma de representar una representacién
es a través de un par invariante-igualdad.

Desde otras perspectivas también es adecuado considerar al par invariante-igualdad como
representacion de una representacién. Una de ellas viene de observar que las representaciones
estan relacionadas con los géneros de una signatura y no con las operaciones. Un género es la
abstraccién de un tipo en un lenguaje de programacién (no abstracto), por ejemplo, definido a
través del TYPE de Pascal. Reynolds, en [93] (pagina 327 y siguientes), aborda el estudio tedrico
de los tipos de los lenguajes de programacion a través de lo que denomina seménticas extrinsecas
o externas. Para Reynolds, una seméntica extrinseca es una Relacion de Equivalencia Parcial
(PER). Tomando como universo el universo Common Lisp U, un PER es un subconjunto de U
junto con una relacién de equivalencia sobre el subconjunto. Asi, especificando algebraicamente,
un PER es un par formado por una funcién total inv: U — Bool que determina un subconjunto
de U y una funcién parcial eql: U x U — Bool con dominio el producto por si mismo del
subconjunto de I determinado por la funcién inv. Apoyandonos en lo anterior, representar un
conjunto sobre un tipo concreto Common Lisp T coincide con implementar un PER sobre T.

En otra linea dentro de las Matematicas, la nocién de conjunto en Matematica Construc-
tiva coincide con lo que hemos definido como representacion de un conjunto. En Matematica
Constructiva, un conjunto estd dotado, por definicién, de una relacién de equivalencia interpre-
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tada como una igualdad entre los elementos del conjunto (véase [15], pdgina 13). Luego, un
conjunto en Matemdtica Constructiva es un par invariante-igualdad. Desde el punto de vista
de la Informaética, ver un conjunto como el par invariante-igualdad corresponde con la nocién
de codificacién funcional de Sergeraert [113], imprescindible en el diseio de EAT.

Teniendo en mente el marco establecido en el capitulo anterior, concretamente su parte
técnica, incluimos otros comentarios que justifican el anadir como parte de la representacion en
la maquina de un algebra el invariante y la igualdad de la representacién. Por un lado, éstos
aparecen en EAT (en su versién final no aparece el invariante pero por motivos de eficiencia).
Por otro, buscando la completitud, en el sentido de que hay casos con los que EAT trabaja y
que no estan recogidos en lo desarrollado hasta ahora, debido a la rigidez del marco establecido
en algunos aspectos.

Para definirlo hemos impuesto determinadas condiciones, algunas de ellas naturales y todas
ellas justificadas, unas desde el punto de vista del modelado y otras desde el punto de vista
operacional. Por ejemplo, para los géneros de las dlgebras cuyas representaciones son construi-
das, se toman representaciones literales. Como ya hemos explicado, esta condicién es natural
ya que, son datos que se representan a si mismos. Sin embargo, si lo pensamos desde el punto
de vista de lo que pretendemos modelar, se han perdido las representaciones de los conjuntos
soporte de las algebras. Asi, el conjunto de condiciones impuestas al definir el marco hace que
situaciones con las que EAT trabaja no queden recogidas hasta ahora.

Por ejemplo, un caso que no queda recogido es el trabajo con la CS;,,,-algebra que hemos
introducido en la péagina 106 y que hemos denominado A, CS;,,,-4dlgebra que representa a
la familia de complejos simpliciales {A™},,en: los dominios de definicién de sus operaciones
no factorizan (como cubos) en la componente correspondiente al género distinguido impcs.
Buscando otra forma, menos natural, de representar la familia de dlgebras {A™},,,cn, nos hemos
apoyado en una CS-algebra que hemos denominado A, caso que tampoco queda recogido
porque los dominios de definicién de las operaciones son distintos para cada dlgebra A™.

Vamos a desarrollar a continuaciéon un ejemplo completo, y més sencillo, para ver més
claramente lo anterior. Suponer un algoritmo de célculo que sabemos debe construir algin
grupo finito Z,, = Z/nZ con n > 1. El marco formal en el que estudiar esta situacién es alguna
categoria con objetos las familias de grupos finitos, marco que podemos obtener aplicando la
operacion ()imp a la categoria de grupos finitos. Desde el punto de vista de implementacidn,
esto corresponde a trabajar con familias de representaciones en la maquina de grupos finitos
abelianos. Asi, en este ejemplo, el punto de partida es el TAD Zgrp = (GRP,C(GRP)) definido en
el ejemplo 3.7.4 del capitulo anterior, siendo GRP la signatura

prd : g g — g
muv g — g
unt — g

y siendo C(GRP) la subcategoria plena de la categoria de grupos con objetos los grupos cociente
de Z moédulo n, para n > 1.

Para cada n > 1, definimos una implementacién de la GRP-algebra <Z/nZ,
{+Z/nz, —2/n2: 0z /nz}>, implementacién que denotamos por Zipp, en la que los objetos Lisp
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que representan a los elementos del conjunto Z/nZ son los datos 0, ..., n-1 del tipo integer:

e como representacién del conjunto Z/nZ tomamos la representacién con dominio integer,
soporte el conjunto (mod n) y funcién de abstraccién la que a cada i entero Common
Lisp le asocia la clase del entero de las Matematicas ¢, representacién dada en el ejemplo
3.4.4 del capitulo anterior;

e como programas que implementan a las operaciones consideramos los siguientes:

* Ppra = (cpzf‘d, (mod n) x (mod n), integer, integer, integer) siendo
cPrrd = #’ (lambda (x y) (mod (+ x y) n))

- pP, = (cPin, (mod n), integer, integer) con
cPinv = #’ (lambda (x) (mod (- x) n))

- pl. = (cPunt, nil, nil, integer) con

CpZn,t = #’ (1ambda ( ) O)

Observando los objetos funcionales de las implementaciones anteriores es natural definir
una implementacién que recoja a toda la familia, naturalmente serd una implementacién de
una GRP;,,-dlgebra. Fijdndonos en un operador concreto de la signatura anterior y en los
correspondientes objetos funcionales de los programas de las implementaciones de la familia
anterior, es evidente que podemos construir un objeto funcional, con un argumento mas que los
de partida y cuya adjunta exponencial en ese argumento nos lleva al objeto funcional de partida.
Por ejemplo, para el operador prd, el siguiente objeto funcional recoge los objetos funcionales
correspondientes a la operacion prd de las implementaciones anteriores, es decir, es un posible
codigo de un programa que implemente a la operacién impprd: imperp g g — ¢ sobre la familia
anterior

cPmpprd = #> (lambda (n x y) (mod (+ x y) n))

Para continuar debemos asociar dominios de definicién a los objetos funcionales para definir
programas que codifiquen a las operaciones de la signatura GRP. Estos dominios deben factorizar
en la componente asociada al género distinguido. Con estas restricciones y habiendo fijado
integer como tipo para el género correspondiente a los elementos de los grupos, para asociar
un dominio de definicién al objeto funcional cPimrrrd  cualquier posibilidad pasa por asociar
(satisfies naturalp) {1} X integer X integer. Al hacerlo asi, realmente no estamos
recogiendo las representaciones que pretendiamos, sino que hemos recogido cualquiera cuyo
soporte esté formado por todo el tipo integer. De esta forma, en este marco no es posible
recoger la familia de implementaciones que pretendiamos, puesto que no tienen el mismo soporte.
Como ya se ha comentado, el tipo fijado para un género, en este caso integer, proporciona el
patron sintactico que van a seguir todos los datos, pero es habitual, como ocurre en este caso, que
no todos los datos que responden a ese patrén sean significativos, y son las distintas componentes
de una representacién (soporte, funcién de abstraccién e igualdad de representacion) las que
permiten acotar los elementos significativos dentro de los que siguen el patrén fijado por el tipo.
Asi, continuando con el mismo ejemplo, para simular en la méquina los elementos de Z/nZ
tenemos distintas posibilidades:
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1) considerar como soporte de la representacién el conjunto (mod n), lo que equivale a con-
siderar cada i € {0,...,n — 1} como dato que representa a la clase de equivalencia [i];

2) considerar todos los datos de integer como significativos y que sea la funcién de abs-
traccién la que identifica los datos de integer que son iguales médulo n, es decir, que
pertenecen a la misma clase de equivalencia de Z/nZ;

3) considerar una igualdad de representacién que identifique los datos de tipo integer que
son iguales médulo n.

Entre estas tres posibilidades la tnica que encaja en el marco definido es la que considera
como significativos todos los datos de integer, teniendo en cuenta que de este modo la parte
de representacion no queda recogida. La primera posibilidad plantea el problema de no poder
fijar un dominio de los operadores comun a todas las implementaciones de la familia. La tercera
es la que intentamos recoger a continuacién.

El ejemplo anterior muestra que para construir implementaciones sobre representaciones no
literales debemos recoger en la representacién en la maquina de las implementaciones la repre-
sentacién sobre la que reposan. Al trabajar con familias de implementaciones, la representacién
considerada para los géneros que provienen de la signatura de partida es la literal, represen-
tacion que no recoge ninguno de los ingredientes del paso del modelo a la méquina, asi, ni el
soporte, ni la funcién de abstraccion ni la igualdad de la representacion han quedado reflejadas
en lo que es la representacién en la maquina de cada implementacién. Por ello, y volviendo
al ejemplo anterior, pese a ser natural considerar para cada n € (satisfies naturalp), los
datos {0,...,n — 1} como significativos, este caso no queda cubierto con lo que tenemos hasta
ahora ya que en esta situacion los dominios de definicion de las operaciones son dependientes
de cada indice n como hemos mostrado en el desarrollo del ejemplo.

En la siguiente seccién, ampliamos el marco del capitulo anterior para recoger como repre-
sentacién en la maquina de una implementacion, no solo los objetos funcionales de los programas
que implementan a las operaciones sino también parte de la representacion. Es evidente que
si el modelo que estamos representando no “vive” en Common Lisp, el paso del modelo a la
maquina no vamos a poder recogerlo en lo que denominamos representacion en la maquina de
una implementacién, sin embargo la existencia de las representaciones naturales (que suponen
un mero paso del modelo a la méquina) nos permite identificar los objetos Common Lisp con
los datos del algebra a la que representan y pensar que hemos recogido en la maquina toda la
informacién sobre la implementacién del algebra. Por ello, podemos decir que en el capitulo
anterior trabajando exclusivamente con representaciones naturales estdbamos incluyendo ya la
parte de representacion. Sin embargo, en el caso de trabajar con implementaciones sobre repre-
sentaciones no naturales debemos ampliar lo que entendemos por representacién en la maquina
de una implementacién para recoger el paso al modelo (teniendo en mente siempre un tltimo
paso de representacién natural que evidentemente no podra ser recogido si el modelo no esta
en Common Lisp). Como hemos visto, existen multiples puntos de vista que nos llevan a
enriquecer lo que hemos llamado representacién en la maquina de una implementacién, inclu-
yendo una parte de la representacion sobre la que subyace la implementacion formada por un
par invariante-igualdad, definiendo el invariante un subconjunto del tipo y estando la igualdad
definida sobre ese subconjunto.
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4.2 Objetos localmente efectivos

En lo que sigue, el punto de partida es un TAD 7 = (3,C(X)) formado por una signatura ¥ que
aporta la parte sintdctica y una categoria de X-dlgebras C(X) que recoge a todas las Y-dlgebras
cuyas representaciones pueden aparecer en el proceso de calculo. Como ya se ha comentado, lo
que se construye en tiempo de ejecucién son representaciones en la maquina de Y-dlgebras de la
categoria C(X). Para que esto sea posible, las representaciones en la maquina de las X-dlgebras
deben ser datos, siendo la signatura que modela el trabajo con esos datos la signatura X,
obtenida a partir de ¥ aplicando la operacién ()imp. Lo que ha permitido explicar la capacidad
de EAT para construir estas representaciones es la existencia de un objeto especial, en una
categoria de implementaciones de una X;.,,-dlgebra, que recoge a todas las posibles familias
de representaciones en la maquina que pueden aparecer en los cdlculos. El objeto al que nos
referimos es el objeto final de dicha categoria y la cuestién clave es que una de sus descripciones,
concretamente aquella en la que los datos de las representaciones en la maquina de las adlgebras
son tuplas de objetos funcionales, se aproxima a la utilizada por EAT para codificar los datos
que manipula. Precisamente, una de las diferencias entre los datos que EAT manipula y la
representacion en la maquina de un algebra es que en esta tltima no hemos recogido parte de
la representacion. Por ello, vamos a enriquecerla incluyendo parte de la representacion sobre la
que reposa la implementacién. Haciéndolo asi veremos que es posible obtener informacién local
de cada implementacién, pero no informacién de naturaleza global, de ahi la denominacion de
objetos localmente efectivos.

En esta seccién nos apoyamos en lo desarrollado en la seccién 3.7.1 y siguientes y las adap-
tamos para recoger el caso que pretendemos. Fijamos U como universo algebraico para todo el
capitulo.

4.2.1 Especificando implementaciones

En el capitulo anterior el primer paso fue definir, para cada G-tipo T, una X;,,,-dlgebra que
denominamos MZ y que representa a una familia de Y-4lgebras definidas a partir de imple-
mentaciones de 7. Esta };,,,-algebra posee una propiedad de coproducto y es final en una
categoria de familias de Y-algebras definidas a partir de implementaciones. Como ya hemos
comentado, la propiedad de coproducto se traduce en ser la minima familia que contiene a todas
las ¥-algebras que se pueden definir a partir de una categoria concreta de implementaciones,
pudiendo ver cada una de éstas incluida en ella. La propiedad de finalidad se traduce, en este
caso, en una propiedad de generalidad, en el sentido de que el tinico paso natural desde cual-
quier otra familia de Y-algebras, dado por el morfismo final no es trivial sino que permite ver
la familia de partida incluida en el objeto final.

Una de las presentaciones de cada objeto MT se apoya en la descripcién del conjunto de
indices (el soporte asociado al género distinguido impy) como un espacio de funciones, siendo
cada indice una tupla de funciones, una por cada operacién de la signatura X, que provienen
de una X-algebra definida a partir de una implementacién de 7. La importancia de esta
Yimp-dlgebra es que recoge la informacién minima necesaria para tratar las dlgebras como datos.
El siguiente paso es el salto a la maquina implementando MZ, y es éste el que permite justificar
la construccién en tiempo de ejecucién de representaciones en la maquina de »-algebras.

Vamos a ocuparnos en primer lugar de definir un objeto que juegue el mismo papel que el
objeto MZ en el capitulo anterior pero que recoja también informacién acerca de la represen-
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tacién sobre la que reposa cada implementaciéon. En el capitulo anterior, a partir de un TAD
7 y su categoria de implementaciones Imp(7) definimos la categoria CImp(7T) de Y-élgebras
definidas a partir de las implementaciones de 7, categoria a la que aplicamos la operacién
()imp, de forma que los objetos de la categoria obtenida, CImp(Z;m,p), representan familias de
>-dlgebras definidas a partir de implementaciones de 7. Fijando un G-tipo T y considerando la
subcategoria de dlgebras de CImp(Zimyp) con G-tipo T y morfismos identidad sobre T, el objeto
M?ZE es final en ella. Para incluir los invariantes y las igualdades de las representaciones es
necesario enriquecer la categoria CImp(Zipy).

Comenzamos por la parte sintdctica de la operacién. Sea X una signatura y ¥;,,, la signatura
obtenida aplicando a X la operacion ();y,p. Definimos una operacién (),e, que construira a partir
de una signatura ¥, la signatura que denotaremos por X;p,,., definida como sigue:

: Gimprep = Gimp @] {bOOl}

* Qimprep = Qimp U {repinvary: imps, g — bool}geq U {repigualy: imps, g g — bool}geq

La intencién al incluir el género bool es representar los valores booleanos. Si en ¥ ya existe
un género con esa intencién, se renombra a bool, asi, en algunos casos, el conjunto de géneros
de Yimp y el de Nimp,,, coinciden.

La signatura Yp,,., recoge la parte sintdctica de la especificacién de familias de 4lgebras
que provienen de implementaciones de 7 sobre representaciones con invariantes e igualdades
de representacién calculables y explicitos, ya que la inclusién en jyp,., de las operaciones
repinvary y repigualy para cada g € G, se hace con la intencién de que recojan la parte de
representaciéon. Es por este motivo por el que empleamos el prefijo rep en las operaciones,
asi como en el nombre de la operacién (),ep. Abusando de la notacién, la interpretacién de
cada operacién repinvary en un algebra A, (repinvarg)a, la denotaremos por repinvars s Y
analogamente para las operaciones repigualy.

Observar que la operacién se aplica sobre signaturas resultado de la operacion ()imp y no a
cualquier signatura ya que la operacién ()¢, estd asociada con las representaciones, no con las
algebras, luego lo natural es definir la operacién sobre signaturas que recogen la parte sintactica
de las implementaciones y éstas son las obtenidas por aplicacién de la operacion ()imyp.

Denotamos por CImpyep(Zimp) a la categoria de iy, ., -dlgebras que juega un papel andlogo
al de la categoria CImp(Zimp) en el capitulo anterior, es decir, sus objetos son Yip,.,-dlgebras
que recogen informacién sobre familias de implementaciones de 7 con determinadas propieda-
des. La categoria CImpyep(Zimp) se define como sigue:

e Los objetos son las ¥iyp,,,-dlgebras A = <Timpga(Tg)g€GaTbool, {impoa: Timps X Tw —
Ty, Def(impoa)}(o: wv)eq, 1repinvara,: Tinpy X Tg — Tpoot, Def(repinvara,)}gec,
{repiguala,: Timpy, X Tg X Ty — Thool, Def(repﬁigualAg)}geg> tales que, para cada
d € Timpy, existe J = (R, (pY )scq) implementacién de 7 con G-tipo T, invariantes e
igualdades de representacién calculables y explicitos implementados por las familias de
programas (pgwamg Jgec Y (p%uaqu)geg, verificando las funciones definidas por los pro-

gramas las siguientes condiciones:

- Para cada g € G, la funcién definida por el programa pgw arp coincide con la funcién
g
repinvara,(d, —); y, andlogamente, la funcién definida por el programa piu alr, €S
g

la funcién repiguala,(d, —).
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Los dominios de definicién de las funciones repinvara,(d, —) y repiguala,(d, —), asi
como su comportamiento, estdn determinados por coincidir con las funciones defini-
das por los programas que implementan a los invariantes y a las igualdades de las
representaciones. Asi, para cada g € G, la funcién repinvara,(d, —): Ty — Tpool €8
una funcién total que ademés define el invariante de la representacién Ry, por lo que
su comportamiento se describe del siguiente modo: repinvara,(d, —)(dg) # nilsiy
solo sid, € 857 , donde Sg denota al soporte de la representacién R,. Andlogamente
podemos determinar el dominio de la funcién repiguala,(d, —): Tg X Tg — Tpoor COMO
8§7 ><S§7, as{ c/omo su comportamiento, siendo repiguala,(d, —)(dy, dlg) #nil siy so-
lo si dg =g, d,, donde, como es natural, =g, denota la igualdad de la representacion
Ry.

- Las funciones definidas por los programas (pyY ),cq coinciden con las de la ¥-algebra
Ag = <(Tg)g€Ga {imp,o'A(d’ 7): Ty, — Ty, Def(imp,o-A(d’i))}(a: w—>v)€2> con do-
minios de definicion dependientes de los soportes de las representaciones (Sg )gec
y totales sobre éstos. Asi, para cada (0: w — v) € Q, Def(impoa(d,—)) = ST
donde S7 denota al producto SL(;Z X e X S;ZL con w =g ...gn. Como los invariantes
aparecen explicitamente, lo natural es que sean ellos los que determinen el dominio
de los programas de la implementacién 7, y de ahi que se exija que las operacio-
nes de cada »-dlgebra A4 tengan como dominio los productos de los soportes de las
representaciones.

e Si Ay B son Yipp,,-dlgebras de CImprep(Zimp), un Xyep,, -morfismo f: A — B,
f = (fimpza (fg)gEGafbool)a es un morfismo de ijprep(ﬂmp) si, para todo d € Aimpga
(fg)gea: Aa — Bfimp2 (@) es un morfismo entre las ¥-dlgebras y fooor: Ta,, — TByoo
verifica, para cada g € G, las siguientes condiciones:

A B
- fo(STT) €8T
* Joool © repinvara,(d, —) = repinvar g, ( fimps (d), =) © fg;

* foot © Tep,igualAg (d,—) = rep,igualBg (fz'mpz (d),—)o (fgv fg)-

Las condiciones anteriores se exigen para que haya conmutatividad no solo sobre los
operadores de las Y-algebras sino también sobre los que definen los invariantes y las
igualdades de las representaciones.

Es claro, por todo lo mostrado en los capitulos anteriores, que cada Xjpp,,,-dlgebra de
CImprep(Timp) recoge una familia de implementaciones del TAD T sobre representaciones con
invariantes e igualdades de representacion calculables y explicitas, con funciones definidas por
los programas totales sobre los soportes, todas ellas con el mismo G-tipo y recogiendo cada una
de ellas una parte de representacion y otra de implementacion.

Sin pérdida de generalidad, para lo que sigue fijamos como soporte para el género bool, en
cualquier Y;y,,.,-dlgebra, el universo U interpretando cualquier objeto distinto de nil (por la
igualdad eq) como true.

Veamos un ejemplo de Y, -dlgebra.
Ejemplo 4.2.1 Consideramos el TAD 7ggp de los grupos cociente de Z médulo n, para n > 1.

Consideramos la familia de implementaciones del TAD Zggp, {Zgsp }neN,n>1, Una para cada Z/nZ
con n € N, n > 1, definida en la introduccién de este capitulo (pdgina 205). Todas ellas son
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implementaciones del TAD 7ggp con G-tipo integer. Para obtener datos en la méquina que
sean representacion de alguno de los grupos anteriores, la primera opcién pasa por considerar
la signatura GRP;,;,. Sin embargo, haciéndolo asi no recogemos informacién acerca de las re-
presentaciones. Para recoger también esta informacién, consideramos la signatura GRP;pyp,.,
signatura con géneros impgrp, g v bool y con las siguientes operaciones:

impprd : imper 9 9 — ¢

1mpinv : "Mperp g - g
tmpunt : LN PGRP — g
repinvar :  iMperp ¢ —  bool
repigual :  impggp ¢ g — bool

Como la signatura de partida GRP solo posee un género, no hay lugar a confusion si incluimos
al aplicar la operacion ()¢, las operaciones repinvar y repigual sin hacer referencia al género
al que estan ligadas.

Definimos a continuacién una GRPjpy,.,-algebra A que recoge a las implementaciones de
la familia {Zp tnenn>1. Tomamos como conjunto soporte para el género g el tipo integer
(y, como hemos comentado el universo U para bool). Para el género impep tomamos como
conjunto soporte el tipo (satisfies positivoMayorQuelp), tipo que nos permite indexar
todas las implementaciones consideradas, y que se define a partir del siguiente predicado

(defun positivoMayorQuelp( n )
(and integerp (> n 1)))

Definimos las operaciones de la GRPjyy,.,,-dlgebra A como sigue:

- Como funcién repinvar,: (satisfies positivoMayorQuelp) x integer — U, la funcién
total dada por repinvara(n,d) := t si 0 < d < n, y repinvara(n,d) := nil en otro
caso. Para cada n € (satisfies positivoMayorQuelp), el conjunto {d € integer |
repinvara(n,d) =t} es {0,...,n— 1}, conjunto que coincide con S%=(mod n), soporte
de la representacién sobre la que estd definida la implementacién correspondiente a Z/nZ.
Los dominios de definicién del resto de operaciones se definen en funcién de los conjuntos

sn.

- La funcién repigualy: (satisfies positivoMayorQuelp) X integer X integer — U
tiene por dominio Def(repigualy) = {(n,di,d2) | d1,d2 € S’} y viene dada por
repiguals(n,ds,ds) ;= (= dy dy). (Laigualdad (=) utilizada en la definicién de la funcién
anterior es la especifica del tipo integer.)

- La funcién impprda: (satisfies positivoMayorQuelp) X integer X integer —
integer tiene por dominio Def(impprda) = {(n,di,d2) | di,do € S}} y se define
como impprds(n,ds,ds):= (mod (+ dj dy) n).

- impinvy: (satisfies positivoMayorQuelp) X integer — integer es la funcién con
dominio {(n,d) | d € S’} definida por impinva(n,d):= (mod (- d) n);y, finalmente,
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- impunty: (satisfies positivoMayorQuelp) — integer es la funcién total definida co-
mo impunta(n) ;=0

La GRPjmp,.,-algebra anterior es un objeto de la categoria CImpcy(Zere,,,,) ya que, para
cada n € (satisfies positivoMayorQuelp), la implementacién Zg, definida al principio del
capitulo, es una implementacién del TAD Zggp con G-tipo integer y que tiene como funciones
definidas por sus programas a las funciones {impprda(n,—), impinva(n,—), impunt4(n,—)}.
Ademas, para cada n € (satisfies positivoMayorQuelp), la representacion sobre la que
reposa la implementacion Zgzp posee invariante e igualdad de representacion calculables. Para
cadan € (satisfies positivoMayorQuelp), el siguiente programa implementa al invariante

v . .
P var = (cPinvar, integer, integer, U) con

cPimvar = #’ (Llambda (d) (and (>= d 0) (< d n)))

Anidlogamente, la igualdad de la representacién es implementada por el siguiente programa
p?gual = (cp?gual, (mod n) x (mod n), integer, integer, )

siendo cPiwer =#’=,

O

Apoyandonos directamente en la categoria de implementaciones del TAD 7', podemos definir
la categoria CImpyep(Zimp) de forma mas compacta. Para ello, consideramos una subcategoria
plena de la categoria de implementaciones de 7, categoria que denotaremos por Impp..(7). Los
objetos de esta categoria son las implementaciones de 7 sobre representaciones con invariantes
e igualdades de representacién calculables y explicitos y con programas que implementan a
las operaciones totales sobre los productos de los soportes de las representaciones. Asi, cada
implementacién J = (R, (pY )scq) de esta categoria tiene asociadas dos familias de programas,
una de ellas formada por los programas que implementan a los invariantes y otra por los que
implementan a las igualdades de las representaciones. Asi, un objeto J de esta categoria
podemos expresarlo del siguiente modo: J = (R, (P;Zwamg )gea (P;guale )gecs (P )ocn), siendo

para cada g € G, pgw arg, W PTOgrama que implementa al invariante de la representacion R4 y

pgu alp UNO que implementa a la igualdad de la representacion R,. Observar también que, para
g

cada g € G, el invariante de cada representacién R, es una funcioén total invarg,: Dy — U que

define el soporte, asi un programa que lo implemente tendra como tipo de entrada D,, siendo

D, el dominio de la representacion Ry, a U como tipo de salida, D, como dominio de definicién
J

7
y cédigo TRy verificando para cada d € Dy que TR, (d) #eq nil si y solo si d € S,.
Andlogamente, para cada g € G, igualr,: Dy X Dy — U es una funcién parcial con dominio
Sy X Sy que define la igualdad de la representacién, por lo que un programa que la implemente
tendrd como tipos de entrada Dy y Dy, U como tipo de salida, como dominio de definicién

J 7
7 7: Pigua . Pigua . .
Sy x Sy y cédigo ¢ 'Ry verificando para cada d,d’ € Dy que ¢ Rg (d,d’) Feq nil si y solo
sid =g, d. Ademads, para cada (0: w — v) € Q, la funcién definida por el programa pY tiene
por dominio S, = &, X --- X 8y, siendo w = g1 ... gn.

En este punto consideramos necesario un comentario sobre el hecho de tomar Imppe.(7)
como subcategoria plena de la categoria de implementaciones de 7. Hemos tomado & como tipo
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de salida de los programas que implementan a los invariantes y a las igualdades, interpretando
nil como el valor booleano false y cualquier otro objeto Lisp distinto de nil (por eq) como
el valor true. A las i-transformaciones se les exige conmutatividad con las operaciones y, en
este caso, siendo que estamos considerando las funciones invarg, e igualg, para cada g € G,
es natural exigirla también sobre ellas. Asi si (t, f): Ja — Jp es una i-transformacién, los
siguientes diagramas recogen las condiciones de conmutatividad sobre invariantes e igualdades.

DA X DA DB X DBg

ty
Dy, Dg,
invarg,,, INVaTR zgualR tgualr B
u

Por definicién de i-transformacién se verifica que t,(Sa,) € Sp,, por lo que los dominios de
las funciones invarg, oty e invarg,  coinciden. Lo anterior unido a que invarg, e invarg,,
definen los invariantes de las representaciones, hace que los diagramas correspondientes a los
invariantes conmuten. Lo mismo ocurre con los diagramas correspondientes a las igualdades.
Por ello, cualquier i-transformacién entre implementaciones de Impp..(7 ) hace todos los dia-
gramas anteriores conmutativos, lo que nos permite trabajar con una subcategoria plena de
Imp(T).

Usando esta categoria de implementaciones, la categoria CImpyep(Zimp) podemos verla como
la subcategorfa plena de PAlg(Simp,.,) con objetos las Sy, -dlgebras A = (Timpy,,(Tg)gec,
Thool s {’me OA: szpg X Ty, — Ty, Def(zmp UA)}(U w—v)EN {rep mvara, - T'mez; T — Thool,
Def(repinvara,)}gea, {repiguala,: Timpy XTg X Ty — Thoot, Def(repiguala,)}gec > tales que,
para cada - algebra Ay = <(T )geg, {zmpﬁaA(d ) T, — Ty, Def(zmpﬁaA(d )} o w_w)ez>
existe J = (R, (pgwm%g )gec (P%ualﬁg)ger (p7)scq), implementacién de la cate-
goria Imppec(7), con G-tipo T, invariantes e igualdades de representacién dadas por
repinvara,(d, —) y repiguala,(d, —) respectivamente, para cada g € G, y funciones definidas
por los programas que 1mplementan a las operaciones de la ¥-algebra las funciones imp.o 4(d, —),

para cada o € . Implicitamente se tiene que, para cada g € G, F (pgw arm ) = repinvara,(d, —)
g

y F(pgwle) = repﬁigualAg(d, —); y, para cada o € X, F(paj) = 1mpoa(d,—).

Para continuar el estudio del mismo modo que en el capitulo anterior, nuestro primer objetivo
es demostrar la existencia de una familia de objetos de la categoria CImpyep(Zimp) que cubra a
todos los objetos de la categoria, es decir, buscamos objetos con propiedades de coproducto en
CImprep(Timp). La idea es que cada uno de estos objetos recoja a todos los de la categorfa con
determinado G-tipo. Si ademads, estos objetos poseen propiedades de finalidad, de forma que
los morfismos finales puedan verse como inclusiones, de alguna manera tenemos la generalidad
de estos objetos.

Asi, descomponemos la categoria CImpyep(Zimp) en subcategorias con conjuntos soporte fijos
para los géneros de ¥ (teniendo en cuenta que el conjunto soporte para bool esta fijoy es U y que
el de impy, queda libre), con el fin de agrupar aquellas implementaciones que trabajan sobre los
mismos datos. Fijamos un G-tipo T = (T,;)4eq donde para cada g € G, T, es un tipo concreto
Common Lisp. Como ya hemos visto en los capitulos anteriores, el marco de trabajo considera
morfismos que son la identidad sobre los géneros de la signatura de partida, en este caso X, por
lo que al definir las categorias que nos interesan, restringimos los morfismos. Denotamos por
CIl mp;eg,} (Zimp) a la subcategoria de CImprep(Zimp) con objetos aquellos que poseen a T como
conjuntos soporte para los géneros de ¥ y a U para bool (quedando libre el conjunto soporte
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para el género impy), y con morfismos los de CImpyep(Zimp) que son la identidad sobre los
géneros de X y bool.

Para simplificar la notacién, definimos el siguiente conjunto

Ay = {o}tsecq U{invarg}geq U {igualy}eec

que utilizaremos como conjunto de indices. Con esta notacién, de ahora en adelante, represen-
taremos cada objeto de la categoria Imppec(7) como Z = (R, (ps)seAs, )-

Para cada G-tipo T, la categoria CI mp%g%}(’];mp) posee un objeto con buenas propiedades
desde el punto de vista de la Teorfa de Categorias. Denotamos a este objeto por M"PI y una
de sus descripciones es la siguiente:

e para cada g € G, MTepT Mzgﬁl’ =U,;

. ’ . . . re
e como conjunto soporte para el género distinguido, MWZ;; , tomamos

Mo’ = {? = (F(ps))seay | 3T = (R, (ps)scas) € Obj(Imppec(T)) tal que T es el
G-tipo de E}

Cada elemento del conjunto /\/l:ffpi es una tupla de funciones f = (fs)seay indexada

por el conjunto de indices Ay y que proviene de una implementaciéon de la categoria
ImpDec(T);

e cada operacién de M"PT se define como la proyeccién de la tupla de funciones en la
componente correspondiente. Formalmente:

- para cada (0: w — v) € Q, la operacién imp.o pqrep.: M:ﬁfpi x T, — T, se define
de manera natural por impoarer1((f5)seny,dw) = fs(dw), siendo su dominio de

definicién

Def(impopqrepr) = {((ﬁs)aeAE, ) € /\/l:fféz T, | do € Def(fg)}

- para cada g € G, la funcién total repinvar  rep.r: Timpy, X Tg — U viene dada por
g
rep,invarM""eva((fd)éeAEa d) = finvarg (d);

- para cada g € GG, la operacion rep: igual , repd ! Timps, X Tg X Tg — U con dominio de
definicién

Def(repigual pprepr) = {((f&)&eAzadiadZ) € MyPt X Ty x Ty | (d1,dp) €

Def(figualg)}

y estd definida por repigual rep.t ((f5)5€Aza dy, d2) = figual,(d1,d2).
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re . . .
Cada f € MWZE es una tupla de funciones que provienen de programas de una implemen-

tacién de Imppec(7T) por lo que sus dominios son conocidos a priori. Asi, si f € M:ﬁg;*, existe
una implementacién de Imppe.(7), T = (R, (p)scay) tal que, para cada § € Ay, la funcién
fs es la definida por el programa pg , ¥, por tanto, los dominios de definicién de las funciones

de f estdn determinados y son los siguientes:

- para cada g € G, el invariante de la representacion R, es total, por tanto, Def( finvar,)
coincide con Def(F(piImm,g)) y es Ty;

- para cada g € G, la igualdad de la representacién R, es una relacién definida sobre el
soporte Sy, por lo que Def( figua,) debe ser Def(F(pZZ;]ualg)) que es Sy X Sy;

- para cada (0: w — v) € Q, Def(fy)= Def(F(pL))=S., siendo S, = Sy, x --- x S, con
W=¢i...Gn-

T
Como puede verse en las expresiones anteriores, si f € ./\/l:f,fpZ e = (R, (pg )seAy,) €S una
T€p77

implementacién de Imppe.(7) con G-tipo T que hace que f pertenezca a Mzmpz,

cada género g de X, el conjunto {d €Ty | finvary(d) Feq nll} coincide con S, soporte de la
representacion R.

entonces para

La Yimp,.,-dlgebra M"PL definida es un objeto de CImpre{}('Emp) puesto que, cada

fe /\/l;efp; junto con el G-tipo T y U, definen una Y-ilgebra para la que existe un obje-
ep.T

to de Imppec(T) que hace que f esté en ./\/llmp ,
garantizarlo.

sirviendo esta misma implementacién para

El conjunto Mmp;;; recoge a todas las tuplas de funciones definidas por los programas de
las implementaciones de I'mppe.(7), lo que hace que sea un objeto especial en la categoria

CIl mp%ep(’ﬁmp) cuyas propiedades estudiamos a continuacion.

Denotamos por I mp%ec(’f ) a la subcategoria plena de Impp..(7) con objetos las imple-
mentaciones con G-tipo T. Cada objeto de la categoria CI mp%ep(’fimp) representa una familia
de implementaciones de Imppe.(7). Esto hace que podamos ver cada implementacién de
I mp% o(T) como un objeto de la categoria CI mp%ep(Timp), viéndola como una familia formada
por un unico objeto. Lo anterior queda formalmente explicado por la existencia de una aplica-
cion F': Obj(Imp%ec(T)) — Obj(CImp%ep(’Z}mp)) que lleva cada implementacién de Imp%ec(’f),
7= (E, (pg)(;eAE), ala Eimpmp—élgebra

F():= <null, T, U, {z’mpﬁaF(I), Def(impﬁaF(I))}geg, {repﬁim;arF(I)g,

Def(repinvarp(z),) }gGG’ {repﬁigualp(z)g , Def(repigualpz),) }gEG’ >

(null es el tipo Common Lisp que tiene por unico objeto a nil.) Para cada g € G,
repinvarp(z), es total y definida, para cada d € T, por repinvarp(z),(nil, d)::F(piITwarg)(d);
el dominio de repigualpr), es null X Def(F(piIgwlg)) y la funcién se define como
repigualp(a), (nil,ds, da):= F(pizgualg)(di,dg), para todo dj,dp € Def(F(piIgualg)). Para ca-
da o € ©, el dominio de impop(z) es null x Def(F(pk)) y su comportamiento viene descrito
por imp.opr)(nil,dy):= F(pl)(d,), para todo d,, € Def(F(pZ)). Observar que la aplicacién
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F' no es inyectiva ya que pueden existir distintas implementaciones del TAD 7 que definan el
mismo objeto de CImpyep(Timp). Pese a ello, la aplicaciéon F' puede verse como el paso evi-
dente desde una implementacién de 7 a una familia de implementaciones de 7 (la familia con
un unico objeto). Denotando por I mp%g(T) a la subcategoria de I mp% o(T) con los mismos
objetos y morfismos inicamente las identidades, podemos extender la aplicaciéon F' a un fun-
tor F': I mp%g(T ) — CI mp%’e;} (Zimp) y obtener la propiedad del objeto M"PL recogida en el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.2 El objeto M"PL es el coproducto en CImp%’e%} (Zimp) de los objetos de la imagen

de la inclusion de Imp%g(’f) en CImp%@jD} (Timp)-

El resultado anterior permite ver a M"™I como el objeto “més pequeiio” de la categoria

CI mp%’e;} (Zimp) que recoge a todas las implementaciones de la categorfa [ mp%ﬁ('f).

El siguiente teorema recoge otra propiedad de tipo categorial del objeto M"P-T,
Teorema 4.2.3 La Yipp,.,-dlgebra M™PL es final en la categoria CImp%g%} (Timp)-

La importancia de esta propiedad no radica tanto en la existencia de un paso natural desde
cualquier otro objeto de la categoria, sino en que este paso no es trivial, permite incluir en el
objeto final el resto de objetos.

Si denotamos por CI mp,{%p(’lzmp) a la subcategoria de CImpyep(Timp) con los mismos objetos
y morfismos aquellos que son la identidad sobre los conjuntos soporte para los géneros de G y

sobre U, resulta que la familia de categorias {CI mp%;i,} (’Timp)},r es G—tipo define una particion

de la categoria CI mpiip(’ﬁmp), lo que, unido a la propiedad recogida en el anterior teorema

verificada por cada objeto M"T en su correspondiente categorfa CImp%’e%} (Zimp), permite
obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.2.4 La familia {M"PX}1 o G_tipo €5 final en la categoria Clmpigp(’lgmp).

Asi, el objeto M"PI representa a la familia formada por todas las implementaciones de T’
con G-tipo T, invariantes e igualdades de representacién calculables y programas totales sobre
el producto de los soportes de las representaciones sobre las que estdn construidas. Ademads,
concretamente, de cada implementacion lo que queda recogido es una tupla de funciones formada
por las definidas a partir de los programas que implementan a las operaciones de ) y a los
invariantes e igualdades de las representaciones. De esta forma, la representacién en la maquina
de una implementacién estard formada por dos partes, una relativa a la representacion y otra
relativa a las operaciones. Ademds, es suficiente con ocuparnos de la implementacién de estos
objetos finales ya que, por un lado, en ellos quedan recogidas todas las implementaciones de T
que interesan, y, por otro, desde cualquier otro objeto hay un paso natural y no trivial a uno
de éstos.

4.2.2 Implementaciones candnicas

En esta seccién nos ocupamos de implementar cada Yimp,.,-dlgebra M™PL Los datos de

. Lo . . T
M"PT son representaciones en la mdquina de las implementaciones de Impp, . (7), y, como
se ha visto en el capitulo anterior, la manera més natural y general de implementar algebras
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definidas a partir de implementaciones es considerando como representacion en la maquina de
una implementacién los objetos funcionales que forman parte de los programas. A este tipo de
implementaciones es a las que hemos denominado implementaciones candnicas por ser las mas
generales, en el sentido de tener asegurada la existencia de un paso candnico desde cualquier
otra implementaciéon. En ellas es esencial el uso de la programacion funcional. Sin embargo,
pese a ser el modo mds general, no es el tinico modo de implementar las dlgebras M"PI, tal
y como hemos visto en el capitulo anterior a través de un ejemplo. Lo mismo ocurre en el
caso que nos ocupa en el que la representacion en la maquina de un algebra estd enriquecida
considerando otros objetos funcionales adicionales respecto a la que tenfamos, concretamente los
correspondientes a invariantes e igualdades. Pese a ello, el tratamiento sigue siendo el mismo.

Comenzamos dando una implementacién de un ejemplo de ¥y, . -dlgebra M"PT en la que
el uso de la programacién funcional no es esencial.

Ejemplo 4.2.5 Continuamos con el ejemplo del TAD Zggp, TAD formado por los grupos co-
ciente Z/nZ con n € N, n > 1. Fijamos integer como conjunto soporte para el género
g que representa a los elementos de los grupos y U para el género bool. Consideramos la
GRPjimp,.,-algebra Mintegerl qye recoge a las implementaciones de los grupos Z/nZ conn € N,
n > 1, sobre representaciones con conjuntos soporte los fijados, invariantes e igualdades de
representacion calculables y explicitos y programas totales sobre los soportes de las representa-
ciones. A continuacién definimos una implementacion del algebra anterior:

e para el género de los elementos de los grupos tomamos la representacion literal sobre
integer;

e como representacion para el género bool, la que interpreta cualquier objeto distinto de nil
(por eq) como el valor booleano true, (representacién introducida en el ejemplo 3.4.4);

e para el género distinguido impggp, tomamos la representaciéon con dominio integer; sopor-
te Simpae formado por los objetos pertenecientes a (satisfies positivoMayorQuelp)
(siendo positivoMayorQuelp el predicado definido en la pagina 211); funcién de abs-

. s ] L rep,integer U . ) .
traccion Qimpg, : integer — Mo definida, para cada n del soporte Sinpe, POT:

. p— n n n n n 3
Yimpre (1) = ([uvars [iguats fords finws funt), donde las funciones que forman la tupla ante-

rior vienen dadas como sigue:

- la funcién f7 ..: integer — U es total y viene definida por f} ..(x) = t si

nvar *
x €< n >, siendo < n > el conjunto {0,...,n—1}; fB  (x) := nil, en caso

contrario;
iguat integer x integer — U es la funcién parcial con dominio <n> X <n>y
n

definida por Z.gual(x,y)::(= X y);

- la funci6n parcial f ;: integer x integer — integer tienea <n > x <n > como
dominio y viene definida por f;;rd(x,y) = (mod (+ x y) n);

- la funcién f7 : integer — integer es también parcial, definida sobre el conjunto

nuv
<n >,y dada por f2 (x):= (mod (- x) n); finalmente,

n

- la constante f;,, es la constante 0 € integer.

Para cada n del soporte de la representacién, la tupla de funciones mpe, (n) esté en el
conjunto M:ﬁfl;:;teger’u, ya que anadiendo a la implementacién Zp del grupo Z/nZ (defi-

nida en la pagina 205), los programas que implementan a los invariantes y a las igualdades
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de las representaciones definidos en el ejemplo 4.2.1, se tiene una implementacién del TAD
Tarp que pertenece a la categoria [ mpg:f 8% (Tgrp) que lo garantiza.

e como programas que implementan a las operaciones consideramos los siguientes:

* Prepinvar = (CPrrmvar iy X integer, integer, integer, U) siendo su cédigo el
siguiente objeto funcional

cPrepimvar = #° (lambda (n x) (and (<= 0 x) (< x n)))

" Prepigual = (CPreviovel Sy X <n > x < n >, integer, integer, integer, ) con
el siguiente objeto funcional como cédigo

cPrevigual = #° (lambda (n x y) (= (mod x n) (mod y n)))

* Pimpprd = (Pimvrrd Sy X <n > X <n >, integer, integer, integer, integer)
siendo su cédigo el siguiente objeto funcional

cPimpprd = #° (lambda (n x y) (mod (+ x y) n))
* Pimpiny = (cPimpiny, Simpep X <1 >, integer, integer, integer) siendo su c6digo
cPimpine. = #7 (lambda (n x) (mod (- x) n))

* Pimpunt = (PPt Sy o, integer, integer) con cédigo el siguiente objeto fun-
cional

cPimpunt = #> (lambda (n) 0 )

En la implementacién anterior no se usa de forma esencial la programacién funcional, en el
sentido de que las funciones no se utilizan como datos de primer orden, pese a que la descripcion
de la GRP;pyp,.,-algebra que se estd implementando sea totalmente funcional.

O

La implementacion anterior recoge a la familia de implementaciones {Zgsp }nenn>1, dada
al principio del capitulo, siendo cada Zp implementacién del grupo Z/nZ para cada n € N
con n > 1 (considerando como programas que implementan a invariantes e igualdades los da-
dos en el ejemplo 4.2.1). En el marco del capitulo anterior no ha sido posible recoger en un
algebra la familia anterior puesto que los dominios de definicién de los programas no factori-
zaban adecuadamente. En este sentido, vemos que este marco, al recoger como parte de la
representacion en la maquina de una implementacién informacion de la representacién sobre la
que se ha construido, amplia el marco de formalizacién presentado en el capitulo anterior.

El ejemplo también muestra que no es necesario el uso de la programacién funcional para
implementar modelos funcionales. Sin embargo, como pasamos a ver a continuacion, si que el
uso de ésta permite obtener implementaciones méas generales y con propiedades deseables desde
el punto de vista de la Teoria de Categorias.

Siguiendo el mismo esquema del capitulo anterior, introducimos a continuacién una imple-
mentacién concreta de M"PI implementacién basada en el uso de la programacién funcional
e inspirada en las implementaciones que hemos denominado candnicas en el capitulo anterior.
Esta implementacién recoge la parte de representacion de las implementaciones, parte que no
habia sido incluida en el marco establecido en el capitulo anterior. La idea es almacenar una
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implementacién como una tupla de objetos funcionales, formada en este caso por los correspon-
dientes a los programas que implementan a las operaciones de 2 y los que implementan a los
invariantes y a las igualdades de las representaciones. El G-tipo fijado proporciona el patrén
sintactico de los datos sobre los que se aplicaran los objetos funcionales y algunos de estos
objetos funcionales, concretamente los asociados a los invariantes, determinan los dominios de
definicion del resto de objetos funcionales de cada tupla.

Apoyandonos en que las signaturas con las que trabajamos son finitas, habiamos fijado una
enumeracion de las operaciones de X: (o1, ...,0m,). Como ahora trabajamos sobre Yy, nece-
sitamos fijar una enumeracién de sus operaciones, o lo que es lo mismo, apoyandonos en la enu-
meracién anterior, consideramos una enumeracion de los géneros de : (g1, . .., gn), enumeracién
que se traslada a las operaciones: (repinvarg,,...,repinvary,)y (repigualy,,...,repigualg, ).
Estas enumeraciones las usaremos tunicamente cuando sea necesario, en otro caso, seguiremos
con la notaciéon empleada hasta ahora.

Fijado el G-tipo T y tomando U como tipo para bool, denotamos por Z"P:L:¢4" 3 la imple-
mentacién de M™PT definida como sigue:

e Para cada g € G, la representacion sobre la que se define la implementacion es la repre-
sentacion literal de T4; para el género bool se considera también la representacion literal
sobre U con la igualdad que interpreta como true cualquier objeto Lisp que no sea igual
por eq al objeto nil (asi es como hemos fijado el soporte para bool);

e Para el espacio funcional M. - conjunto soporte del género distinguido, la representa-

mps;’
cioén R:;f;i’cm que vamos a definir se basa en almacenar los objetos funcionales procedentes
de las implementaciones del TAD de partida, algunos de los cuales provienen de los pro-
gramas que implementan a las operaciones de X y el resto de los que implementan a los
invariantes e igualdades de las representaciones sobre las que se han definido las imple-
mentaciones. Para ello definimos una estructura con la idea de almacenar en sus campos
todos los objetos funcionales que provienen de una implementacion de 7 de la categoria

I mpIDeC(T). Asi, definimos el siguiente tipo Common Lisp

(defstruct REP-IMP-g imp- rep-invar, ... rep-invar,, rep-igual,
rep-igual, ~(:include IMP-g))

La opcién :include anade a la estructura que se estd definiendo todos los campos de la
estructura a la que se refiere (para més detalles, ver [116], pagina 477).
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Consideramos también el siguiente predicado Common Lisp

(defun DREP-can-p (x)
(and (typep x ’REP-IMP-g)
(functionp (REP-IMP-g-imp-o; X))

(functionp (REP-IMP-g-imp-o,, X))
(functionp (REP-IMP-g-rep-invar, x))

(functionp (REP-IMP-g-rep-invar,, X))
(functionp (REP-IMP-g-rep-igual, x))

(functionp (REP-IMP-g-rep-igual, x))))

predicado que decide si un objeto Common Lisp es de tipo REP-IMP-g y todos sus campos
son objetos funcionales.

rep,T,can

Apoyandonos en las dos definiciones anteriores para determinar el dominio Dippy. > 10
. . rep,T,can . .
definimos como sigue: Dimz;’; = (satisfies DREP-can-p).

Como datos representativos dentro del dominio anterior, es decir, como elementos del
soporte de la representacion, debemos considerar aquellos que provienen de implementa-
ciones de la categoria I mp%eC(T ), es decir, implementaciones con invariantes e igualdades
de representacion calculables y explicitos y programas totales sobre el producto de los so-

rep,T,can S?"ep,I,can

portes de las representaciones. Por tanto, si x € ’Dimp2 , X estd en el soporte imps

si existe J = (R7, (Péj)éeAE) € Obj(I mp% o(T)) verificando que los cédigos de los pro-

gramas de J coinciden (por la igualdad eq, tnica razonable entre objetos funcionales)
con los almacenados en los campos de x. Formalmente, debe verificarse:

J

mvar

J

mvarg

- (eq c . (REP-IMP-g-rep-invar, x)), para cada g € G, siendo ¢ el objeto

funcional del programa p‘gwarg = Ty, Tg, U);

J
(Cim}arg7

J

igual,

J

- (eq ¢ (REP-IMP-g-rep-igual, x)), también para cada g € G, y donde Cigual,

es el cédigo del programa pgual = (¢ 857 X 8577, Ty, Ty, U), siendo Sg el
g

Cigualg7

soporte de la representacion jo ;

- (eq cJ (REP-IMP-g-imp-o x)), para cada (o: g1...gr — g) € £, siendo pY = (c7,
Sg X - X Sé{v Tgy, -+, Tg., Tg) el programa que implementa al operador o en la

implementacién 7.

Por definicién de la categoria Imp%ec('f), para cada g € G, la funcién definida por
el programa p‘gmrg, coincide con el invariante de la representacién jo , es decir, es la
funcioén caracteristica del soporte 857 en Ty y, por el mismo motivo, la funcién definida

por el programa pg ual, coincide con la igualdad de la representacién Rg , :gj . Ademas,

para cada o € €2, la funcién definida por el programa pY es total sobre el producto de los
soportes de las representaciones correspondientes.

<z .z rep,T,can . orep,T,can rep,T .
La funcién de abstraccion Qs - S — Mimp lleva cada registro, formado por

objetos funcionales, a la tupla de funciones definidas por esos objetos funcionales sobre
rep,T,can

el producto de los soportes de las representaciones. Asi, si x € Sl-mpE , la funcién
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de abstraccién se define como o2 (x) := ( f§)seny,, donde las funciones de la tupla

impx
anterior se definen como sigue:

- para cada g € G, la funcién f7,

* var, (d) := (funcall (REP-IMP-g-rep-invar, x) d). Dado x € SrepLean por

nvarg tmpy;
la propia definicién de este soporte, se tiene que (REP-IMP-g-rep-invar, x) es un
objeto funcional tal que su evaluacién sobre objetos de T, siempre termina. Por tanto,
la funcién invar, estd bien definida. El objeto funcional (REP-IMP-g-rep-invar,
x) define un subconjunto S7 de T4 que coincide con el soporte de la representacion

Ry

. Tg— U es total y definida, para cada d € T, por

S*={d€T, | (not (eq (funcall (REP-IMP-g-rep-invar,x) d) nil))}

- para cada g € G, la funcién f;;ualg: Ty x Tg — U tiene por dominio S7 x S
y se define como sigue: para cada di,d2 € S5, fi . (d1,d2) := (funcall

igualg
(REP-IMP-g-rep-igual, x) dl d2);
- para cada (0: w — v) € Q con w = g1 ...k, la funcién f*: T, — T, tiene por
dominio S%, siendo S¥ = Si x --- x S} |y viene definida por f3(d1,...,dk) =
(funcall (REP-IMP-g-imp-o x) d1...dk ), para todo (di,...,dk) € S%.

% % 7 1e . . rep,T,can .
La funcién de abstraccion esta bien definida ya que si x € Simz;’g , entonces su imagen
.z .z / rep,T . .z
or la funcién de abstraccién, (f¥)sea., estd en M.~ puesto que la implementacién
P § J0EAY imps,’

J = (R, (Pg)éeAE) € Obj([mp%ec(’f)) que hace que x esté en el soporte, lo garantiza.

. ey .z rep,T,can . :

Para terminar la definicién de la representacion Rinfl;; , queda por definir la igualdad

de la representacién. Tomamos como igualdad de representacion = rep1.can, la de la
impy

abstraccién.

e Para concluir la definicién de la implementacién Z"*1:¢?" construimos los programas que
implementan a las operaciones de M"P'I;

- para cada género g € (G, un programa que implementa a la operacién
rep,T,can
— (c:p'repii1’1/00/1‘97

rep,T,can

Srep,l,can
repinvarg

) . rep,T
TEPINVAT y yrep.1 : M X Ty — U es el programa p i

imps;

Ty, D:;I;ican, Ty, U), siendo el cédigo del programa el siguiente objeto funcional

rep,T,can

cPrevinvarg = ¢ (lambda (x d)
(funcall (REP-IMP-g-rep-invar, x) d))

Cada uno de estos programas determina una familia de subconjuntos de T4, uno por
cada x del soporte SZ;%;’CM, subconjuntos utilizados para definir el soporte de los
programas que implementan al resto de operaciones. Asi, para cada g € G y cada
X € S:;Zg’can, consideramos el conjunto S7, ya definido anteriormente del siguiente
modo

S5 = {deTy | (not (eq (funcall (REP-IMP-g-rep-invar, x) d) nil))}
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Tep?I

- para cada género g € G, la operacién repigual MR /\/limpE

rep,T,can

X Ty xTyg — U es

implementada por el programa p con soporte

repigualg
rep,T,can
Prepigua — rep,T,can
SPrevigualy = {(x,d1,d2) € St X Ty x Ty | dl,d2 € 5;}

y siendo su codigo el siguiente objeto funcional

rep,T,can

cPrepigualy = > (lambda (x d1 d2)
(funcall (REP-IMP-g-rep-igual, x) dl d2))

. s . s . ep,T
- para cada o: g1...gr — ¢ operacién de €, la funcidon impo g repa: M%jp; X
. . T
Ty, X -+ X Ty — T4, se implementa por medio del programa p:frg;;can =
p?jep,l,can pTE%LCU’" rep T.can ) ',
(cPimpo | GPimpo Dips > Tars oo Ty, T,) cuyo soporte viene definido por
Pimme = {(x,d1,...,dk) € STPT 1 T, | (d1,...,dk) € S* Sx
g =4 (x,d1,...,dk) € imps X Tgy XX g | (d1,...,dk) € S7 x---xSg

y siendo el cédigo del programa el siguiente objeto funcional

rep,T,can

cPimps = #’ (lambda (x d1 ... dk)
(funcall (REP-IMP-g-imp-o x) di ... dk))

En la definicién de cada implementacién Z"P1:4 ]a parte més delicada es la definicién de
la funciéon de abstraccién, ya que supone obtener a partir de una tupla formada por objetos
funcionales una tupla de conjuntos, siendo cada uno de ellos el dominio de definiciéon asociado
a uno de esos objetos funcionales. Esto ha sido posible porque como los tipos sobre los que
se aplican los objetos funcionales estan fijados, asociando a cada objeto funcional un dominio
tenemos una tupla de programas que, por las condiciones impuestas en la definicién del soporte
S;;%i’ca" coinciden con los programas de alguna implementacién del TAD de partida. Vamos a
precisar un poco mas este aspecto, ya que puede resultar confuso.

Cada tupla x de objetos funcionales perteneciente al soporte S;ig;i’can contiene, para cada

género g de X, un objeto funcional que permite determinar un subconjunto del tipo T4, utili-
zado para asociar los dominios de definicién al resto de programas. Por definicién del soporte
S;;%i’mn, el objeto funcional almacenado en la componente (REP-IMP-g-rep-invar, x) es un
objeto cuyas llamadas terminan para cualquier dato del tipo Ty, es decir, es total sobre T, ya
que es una implementacién del invariante de una representacién con dominio T,. Por ello, al
objeto funcional almacenado en el campo (REP-IMP-g-rep-invar, x) se le puede asociar como
soporte el tipo Ty. Ademds, cada objeto funcional (REP-IMP-g-rep-invar, x) permite definir
un subconjunto de T,4, subconjunto formado por aquellos objetos sobre los que la evaluacién
del objeto funcional no devuelve nil, y que, por definicién del soporte ng;g’can, debe coincidir
con el soporte de la representacién sobre la que se define una implementacion que hace que x
esté en el soporte. Hemos denotado por S7 a este subconjunto de T,. Asi, para cada tupla x
de objetos funcionales del soporte S P ’i’cm, utilizando estos subconjuntos {S;}ge(; podemos
asociar dominios al resto de los objetos funcionales almacenados en x. Para cada g € G, el
objeto funcional almacenado en el campo (REP-IMP-g-rep-igual, x) debe tener a S7 x 57
como dominio puesto que debe implementar a la igualdad de representacién que proviene de la
misma representacion que el invariante. Para cada operaciéon o: g1 ...g9x — ¢ qre Q, el dominio
rep,T,can

asociado al campo (REP-IMP-g-imp-o x) de x, por definicién del soporte SimpZ , debe coin-

cidir con el producto Sg, X --- x S7 . Esta condicién impuesta desde el principio es natural si
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pensamos que al estar almacenando explicitamente los soportes de las representaciones sobre
las que reposa cada implementacion, es natural que todos los elementos de los soportes de las
representaciones sean significativos para los programas. Asi, en el marco del capitulo anterior,
a partir de una tupla de objetos funcionales, no disponemos de ninguna informacién sobre los
dominios de definiciéon de estos objetos funcionales. Por ello, la tinica forma de asociar a cada
objeto funcional un dominio es fijandolo de antemano, lo que nos ha obligado a fijar una tupla de
conjuntos, uno por cada operacion de la signatura de partida, conjuntos que juegan el papel de
dominios de definicién de los programas. En este caso, a diferencia del anterior, no es necesario
fijar explicitamente los dominios de definicién de las operaciones, sino que estos dominios son
definidos a partir de los programas que implementan a los invariantes de las representaciones.
Asi, el papel jugado en el capitulo anterior por el Q-conjunto S formado por los dominios de
definicion de las operaciones, lo juegan en este caso los conjuntos S7, para cada g € Gy, cada

tupla x de objetos funcionales que proviene de una implementacién de la categoria I mpID oo(T).

Comparando las situaciones de ambos capitulos, podemos ver que el problema radica en aso-
ciar dominios de definicién a los objetos funcionales que representan implementaciones. Ahora
tenemos dos formas de hacerlo. Esta segunda forma, permite incluir en la misma familia imple-
mentaciones cuyos programas posean distintos dominios de definicion, ya que en este caso cada
tupla contiene implicitamente subconjuntos que pueden ser diferentes de unas tuplas a otras
y, este caso quedaba excluido en el capitulo anterior. A cambio, estamos obligados a exigir
totalidad sobre determinados conjuntos definidos a partir de los anteriores (los conjuntos Sy ).

Por otro lado, al recoger en la representacién en la méquina de una implementacion las
igualdades de las representaciones, estamos incluyendo un paso de abstraccién, paso que en el
capitulo anterior quedaba totalmente fuera de la maquina. De esta forma, a partir del mismo
conjunto de objetos Lisp, es decir, fijado un tipo, considerando distintas relaciones de igualdad,
podemos codificar distintos conjuntos.

La siguiente proposicién garantiza que tal y como la hemos definido, Z"*PT:¢4" es realmente
una implementacién de M"PIL,

Proposicién 4.2.6 Cada objeto I"PL¢" es una implementacion de la Yimprep, -algebra MrepT,

La demostracion del resultado recogido en la proposicién anterior sigue el mismo esquema
que la de la proposicion 3.7.7 del capitulo anterior. En ella se utilizan de forma esencial:
el acceso a un campo de un defstruct; la eleccién de las representaciones literales para los
géneros de X y la representaciéon de U que interpreta cualquier objeto Lisp distinto de nil
como el valor booleano true; la condicidn sobre la existencia de una implementacién de la
categoria [ mp% ..(T) para que una tupla de objetos funcionales (formada por los cédigos que
provienen de los programas de esta implementacién) pertenezca al soporte de la representacion
del género impy (sobre esto ultimo, destacar especialmente la posibilidad de determinar los
soportes de las representaciones de la implementacién de I mp% o(T), asi, como la condicién de
totalidad sobre los soportes de las representaciones exigida a los programas que provienen de esa
implementacién); la eleccion de la igualdad de la abstraccién como igualdad de la representacion
que permite demostrar compatibilidad y coherencia con las representaciones de los programas
de ZrepLean. v 1a descomposicién del dominio de cada programa de Z"°PT:€4" como

U ({x}xs3)

rep,T,can
XeSimpZ

siendo S% el producto de los soportes de las representaciones correspondientes a los géneros que
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aparecen en la aridad de la operacién que se estd implementando.

Las implementaciones de la familia {Zrep’I’C“"}I es G—tipo verifican propiedades universales
en el sentido de la Teoria de Categorias, del mismo tipo que las esgrimidas en el capitulo
anterior, motivo por el que también las denominamos implementaciones canonicas.

4.2.3 Categorias de implementaciones

Para obtener las propiedades que caracterizan a las implementaciones del tipo Z"¢PT:¢4"  vyamos
a considerar una adecuada subcategoria de la categorfa de implementaciones de M"PI. Del
mismo modo que hemos hecho en el capitulo anterior, para definir esta subcategoria vamos a
apoyarnos en algunas propiedades que verifica la implementacién Z"?°1:¢?" v que destacamos a

continuacion:

e Para cada g € G se ha tomado la representacién literal sobre el tipo Ty; para el género
bool se ha tomado la que interpreta cualquier objeto Lisp distinto de nil con el valor
booleano true.

e Cada dato x del soporte de la representacion del género impy,, determina una familia de
conjuntos {Sg}geg, con Sy C T, para cada g € G. Estos conjuntos se utilizan para definir
los dominios de las funciones que estan en la imagen de x por la funcién de abstraccion,

. . Lo rep,T,can rep,T,can L .
del siguiente modo: si x € §;, = v @, 7 (x) 1= (fs)seay se verifican

- finvar, €s total para todo g € G;
- Def(figual,) = Si x Sj, para todo g € G;
- Def(f,) = SE, para todo (0: w — v) € .

e Ademds, los dominios de los programas que implementan a las operaciones de M"¢P-T
estan determinados por los conjuntos anteriores verificindose las siguientes propiedades:

- para cada g € G, el programa que implementa al operador repinvar rert €s total;
g

- para cada g € G, el dominio del programa que implementa al operador repigual , jrep.r
g
puede expresarse del siguiente modo

U (= xsixsy)

rep,T,can
xGSinwE

- para cada (o0: w — v) € 2, el dominio del programa que implementa al operador
1mp.o pqrept puede describirse como sigue

U ({x}xs3)

rep,T,can
XESimpE

Apoyandonos en las propiedades anteriores que verifica cada implementacién Z7eP-T-can

T,{}

de M"™PI  denotamos por Impry; (M"™PI) a la subcategorfa de la categorfa de im-
plementaciones de M"™PI con objetos aquellas implementaciones de M™PI T =

T (I 7 s : ol = .
(E ) (Pmpmvarg)geG ) (Pmp’iguazg)geG ) (pimpio')UEQ)) que verifican las siguientes condiciones:
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i) Para cada g € G, la representacién para el tipo Ty es la literal; también para el tipo U.

i1) Para cada g € G, el programa p%ep invar, € total sobre el producto de los soportes de las
representaciones, es decir, tiene como dominio Sgnpz X T4. Esta condicién hace posible la

definicién, para cada x € S

impy» A€l siguiente conjunto

X7I i va .
Sg7 ={de€Ty | (not (eq (funcall c , ¥ d) nil)) }

Tep_INVaAr,

conjunto que vamos a exigir determine los dominios del resto de programas tal y como se
recoge en el siguiente punto.

1i1) Los dominios de definicién del resto de programas son los siguientes:
- para cada g € GG, el dominio del programa p%ep igual, € el siguiente conjunto

X Ty x Tg | d1,d2 € S}

imps,

7 T

Def(prepiigualg) - {(X7 d17 d2) €S,

- para cada (0: w — v) € Q, el dominio del programa Pz‘Impp viene dado por
Def(p_;l[mpp) = {(X’ dw) € Sgnpz X TUJ | dw € Sf)’z}

§ T . .
Como morfismos de la categoria I mp;’eg,} (M"PI) se toman aquellas i-transformaciones entre

implementaciones que son la identidad sobre la parte de los modelos y sobre los soportes de
todas las representaciones excepto sobre la del género imps.

T,can

. ., - , T
Cada implementacién candénica Z"¢P> pertenece a la categoria Im ;;;E,} (/\/lrep@).

A partir de cada implementacion Z de la categoria Imp% oe(T) podemos definir de ma-
nera natural una implementacion Z* de la ¥y, -dlgebra M™PI lo que permite ver cada
implementacién de I mp% oo(T) como dato de Z"P-Lcam: T* ge define del mismo modo que la
implementacién candnica Z"P-T:¢4" diferencidndose de ésta en el soporte de la representacién
correspondiente al género distinguido Sﬁgp ’I, que se define, en el caso de 7%, como el conjunto
formado por un tnico objeto de tipo REP-IMP-g que es el que almacena en sus campos los c6digos
de los programas de la implementacién Z. Definida de este modo, Z* es una implementacion
de M"PI La definicién de una implementacién Z* de M"PI a partir de la implementacién 7
de 7 se extiende a un funtor inclusién entre las categorias I mp% (T)el mp%’e%} (M"eP-I) Esta
propiedad unida al hecho de que cada implementacién canénica Z"T-¢4" recoge los cédigos de
los programas de todas las implementaciones de I mpID oo(T), y nada maés, permite enunciar el
resultado recogido en el siguiente teorema.
Teorema 4.2.7 La implementacion I"PLca es el coproducto en Imp%’eg}(/\/l”p’l) de las im-
plementaciones de la imagen del funtor inclusion de la categoria de implementaciones de T
Imp%g(’f), en Imp%;;%}(/\/lrepg). Es decir, TP eg el coproducto en [mp%é%}(/\/lrep,l) de la
familia {I*}IGObj(Imp%z(T))'

De esta forma cada implementacion canodnica es el minimo objeto que recoge a todas las

implementaciones de la categoria I mpb’g(’f ). Ademads, cada implementacién candnica posee

otra propiedad universal que recogemos a continuacién.
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»I,can

Teorema 4.2.8 La implementacion candnica LI"°P es objeto final en la categoria

ImpE (M),

La demostracion de este resultado es totalmente andloga a la dada para el resultado co-
rrespondiente en el capitulo anterior. En ella se construye directamente la i—transformacién y
la parte dura consiste en probar que la imagen de un dato del soporte de la representacion de
partida, por la i—transformacioén, cae en el soporte de la representacion candnica.

Si denotamos por Zipyp,., al TAD formado por todos los modelos M"PT para cada G-tipo T,

y denotamos por [ mpiip(’ﬂ;mpmp) a la categoria de implementaciones obtenida por agrupacion

T,{}

de las categorias Impriy (M™PL), el siguiente resultado extiende el anterior.

Corolario 4.2.9 La familia de implementaciones candnicas {Imp’l’m”}l es G—tipo €S una fa-

milia final en la categoria Impiip(ﬂmpmp).

De modo andlogo a lo visto en el capitulo anterior, trabajando tunicamente con
r—transformaciones calculables, los resultados anteriores se trasladan a ese marco.

De los resultados anteriores podemos deducir que la implementacién candnica es la méas
general entre todas las implementaciones de M"PI. En este sentido, desde cualquier otra
implementacién de M"PI existe un paso natural, dado por el morfismo final, a una implemen-

tacién canonica.

A la vista de lo anterior, y ya en otra linea, se ve que el caso general tal y como se ha
presentado es bastante restrictivo puesto que partimos de implementaciones del TAD de parti-
da que verifican determinadas condiciones, concretamente implementaciones con G-tipo fijado,
soportes e igualdades de representacién calculables y explicitos y soportes de los programas
totales sobre el producto correspondiente de los soportes de las representaciones. Esto hace que
solo modelemos implementaciones muy concretas. Sin embargo, debemos ir un poco mas alla
y tener en cuenta que el trasfondo en las condiciones anteriores esta en ser capaces de asociar
dominios de definiciéon a cédigos para obtener programas que formen parte de las implemen-
taciones que estamos modelando. En el capitulo anterior lo que hemos hecho ha sido fijarlos.
En éste avanzamos un poco maés definiéndolos a partir de los invariantes de las representacio-
nes. No obstante, sigue resultando bastante rigido ya que exigimos a los programas totalidad
sobre el producto de los soportes de las representaciones. Sin embargo, lo esperable es que
ante estructuraas concretas se disponga de informacion que permita determinar los dominios
de definiciéon. Asi, podremos encontrarnos casos particulares en los que, por ejemplo, a par-
tir de los soportes de las representaciones podamos deducir los dominios de los programas sin
exigir totalidad sobre ellos. Por ejemplo, si pensamos en el caso de los conjuntos simpliciales
sin fijar el conjunto de simplices geométricos, es claro que la condicién de parcialidad que debe
verificar el operador cara en cuanto a los indices correspondientes a la dimensién y al operador
cara aplicado (éste tltimo debe ser menor o igual que la dimensién del simplice sobre el que
se aplica) no es recogida por lo tratado hasta aqui, ya que los dominios no coinciden con los
soportes de las representaciones. Sin embargo, también es claro que, a partir de los soportes de
las representaciones y teniendo en cuenta la relacién existente entre los dos indices, se puede
determinar el dominio del programa. En el caso de los complejos de cadenas, la situacién es
parecida, aunque el origen es diferente. En este caso, también hay una condicion de parciali-
dad que no proviene del modelo, como ocurre en el caso de los conjuntos simpliciales, sino que
proviene de la graduacion, de haber utilizado un tnico género para los elementos de todos los
grupos que forman el complejo de cadenas. Sin fijar el conjunto de generadores, pero disponien-
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do del invariante y de la igualdad de la representacion asociada al género en el que incluimos
los elementos de todos los grupos que forman el complejo de cadenas, los soportes de los pro-
gramas que implementan a las operaciones opp, zero, mult y dffr coinciden con los productos
de los soportes de las representaciones correspondientes. Sin embargo, para el operador suma
no ocurre lo mismo ya que la graduacién da lugar a una condiciéon de parcialidad: solo pueden
sumarse elementos que estén en el mismo grado. Con lo anterior, pese a no ser total sobre los
soportes de las representaciones, esta claro cual debe ser el dominio del operador suma.

Como conclusién, el punto clave estd en ser capaces de asociar un dominio de definicién
a cada uno de los cédigos recogidos en la implementacién canénica. En el capitulo anterior,
lo hicimos fijando esos dominios. En éste, definiéndolos a partir de los soportes de las re-
presentaciones, en concreto, tomando dominios que son los productos de los correspondientes
soportes. Pero los comentarios anteriores nos llevan a que en algunos casos, es posible definir-
los apoyandonos en los soportes de las representaciones y en otras condiciones, sin necesidad
de que sean los soportes de las representaciones los que los determinen totalmente. Podemos
ir un poco maés alla y pensar en que el cédigo correspondiente al invariante almacenado en
una tupla del objeto final no corresponda con el invariante de la representacion sino con un
invariante de otra cosa, que sirva de apoyo para asociar dominios a los cddigos. Un ejemplo
de esto tultimo sera disponer, en el caso de los conjuntos simpliciales de un invariante para los
simplices geométricos, mientras que la situacion andloga en el caso de los complejos de cadenas
es disponer del invariante de los generadores. En determinadas condiciones, en ambos casos,
siguiendo un patrén o estrategia somos capaces de determinar los dominios de los programas.

Para aclarar todo lo anterior incluimos a continuacién algunos ejemplos cercanos a EAT
que lo muestran. En este punto hemos elegido trabajar tinicamente con complejos de cadenas
entendiendo que el tratamiento de los conjuntos simpliciales es totalmente andlogo y no aporta
nada nuevo en este asunto. Hasta ahora siempre hemos tratado ambos ejemplos porque inter-
venia en ellos el diferente origen de la parcialidad (el tipo de los conjuntos simpliciales posee
una parcialidad heredada de la del modelo matematico, mientras que la parcialidad en el caso
de los complejos de cadenas proviene de la graduacién). Sin embargo, para lo que sigue, ambos
ejemplos nos permiten la misma capacidad expresiva por lo que a partir de ahora nos ocupamos
Unicamente de los complejos de cadenas.

4.2.4 Aplicacién al Calculo Simbdlico: Complejos de cadenas

En este caso pretendemos modelar implementaciones del TAD 7Z¢¢ de los complejos de cadenas
(ver su definicién en la pagina 116), recogiendo también parte de las representaciones subya-
centes a las implementaciones.

A partir de una determinada categoria de implementaciones del TAD de partida, 7¢c en este
caso, se define un objeto que recoge a todas esas implementaciones.

Pensando en la representacion de cualquier elemento de cualquier Z-mddulo de un complejo
de cadenas como una combinacién, consideramos los tipos T.mp, € integer para los géneros
cmbn e int, respectivamente. Recordar que los datos de tipo Tempy, son los del conjunto

Tembn = {<p, [(tl,x1),...,(tm,xm)]> | p € integer, m € integer, (>=m 0), t; €
integer con (not (= tj 0)) para todo i =1,...,m, y (not (eq x; xj))

para todo i,j € {1,...,m} con (not (= i j)) }
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donde (p, [(t1,%1), ..., (tn,%a)]) es la representacién externa que utilizamos en este marco para
denotar a un dato de tipo cmb (recordar la definicién del tipo cmb: (defstruct cmb dgr 1lst)).
Ademis la igualdad del tipo Tenpn identifica aquellas combinaciones con los mismos monomios,
independientemente del orden en el que éstos aparezcan en la lista de datos de tipo mnm del
campo 1st (recordar que el tipo mnm se ha definido como (defstruct mnm cff gnr)).

Como ya hemos visto en el capitulo anterior, un buen punto de partida es considerar las
implementaciones sobre representaciones naturales ya que éstas van a permitir trasladar de
forma natural a las implementaciones algunas propiedades matematicas de las algebras a las
que representan, y esa es la primera razén por la que hemos fijado los tipos anteriores. Por
ejemplo, en el caso concreto de los complejos de cadenas con tipos los fijados, las representaciones
naturales llevan a que existe un modo universal de definir el comportamiento de las operaciones
de los grupos del complejo de cadenas, lo que permite no incluir en el objeto final sus cédigos
correspondientes puesto que no son necesarios para recuperar una implementacién.

Con el objetivo de recoger parte de la representacion subyacente a una implementacion
en lo que es la representacién en la maquina de ésta, consideramos una subcategoria de la
categoria de implementaciones del TAD 7¢c. Segun lo visto en la parte tedrica de este capitulo,
se trata de considerar implementaciones que permitan determinar, a partir de los invariantes,
los dominios de definicién de los programas. En el capitulo anterior, en el que fijAbamos de
antemano los dominios de los programas, hemos visto que en el caso de los complejos de cadenas
el dominio de cualquier programa que implemente al operador suma estd condicionado por el
grado del grupo al que los elementos pertenecen. Consideramos la categoria que denotamos
por [ mpI; : ; (Zce), definida como la subcategoria plena de la categoria de implementaciones de
Tcc con objetos aquellas implementaciones con G-tipo T sobre representaciones naturales de
los tipos integer v T.mpn que poseen invariantes e igualdades de representacion calculables y
explicitos, y con programas que implementan a las operaciones opp, zero, mult y dffr totales
sobre los productos de los soportes de las representaciones correspondientes, siendo el dominio
del programa que implementa a la operacion suma el formado por los pares de datos del soporte
de la representacién para T.,p, con el mismo grado. De esta forma podremos asignar dominios
de definicién a los codigos almacenados en la implementacién canénica del dlgebra que recoge
a todas las implementaciones del TAD 7¢¢ de la categoria anterior.

Cada implementacién de la categoria anterior puede verse como una estructura

_ A s A A A
T= <R7 (po)Ue{suma,opp,zero,mult,dﬁr}7 (pinvarmt ) pinvarcmb)v (pigualmt ) pigualcmbn)>

siendo, para g € {int,cmbn}, pizmm,g un programa que implementa al invariante de la represen-
tacion Ry y piIgualq un programa que implementa a la igualdad de la representacion R,.

En este caso, la signatura que modela el trabajo con familias de implementaciones de 7Z¢c
recogiendo parte de la representacion es la signatura CCipyp,., con géneros int, cmbn, bool e
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impce v las siguientes operaciones

imp.suma : impee cmbn cmbn —  cmbn
imp opp : impec cmbn —  cmbn
impzero : impee  int —  cmbn
imp mult : impee  int cmbn —  cmbn
imp_dffr : dmpec cmbn —  cmbn
repinvary: : impee  int —  bool
rePINVATembn - iMpee  cmbn —  bool
repigualing : impec  int int  —  bool
repigualemp, ¢ tmpec cmbn cmbn —  bool

En lo que sigue, sin pérdida de generalidad, fijamos U como tipo para el género bool, con la
igualdad que identifica entre si todos los objetos que no son eq con el objeto nil.

Una descripcién de la CCipyp,,,-dlgebra M"PT que recoge a las implementaciones de com-

nat
plejos de cadenas de la categoria I mp% ec (Icc), tiene como soportes para los géneros int, cmbn
y bool los tipos fijados integer, Tempn v U, v para el género impee, el siguiente conjunto

rep, T . .
Mimpcc - {(fmvarmw fznvarembnv figualmtv figualcmlm7 fsuma; foppafzerm fmult; fdﬁr) |

17 = (K? (pg)Ue{suma,opp,zero,mult,dﬁr}7 (Pg—warmtv pzl:ywarcmbn)a (pizgualcmbn7
nat
piIgualcmbn)) € Obj([mp%ec(’fcc)) tal que f, = F(p) para cada o €

{suma, opp, zero, mult, dffr} y para cada g € {int,cmbn} se tiene que finpar, =

F(pgil;warg) y fz’gualg = F(pz:gualg) }

Las operaciones vienen definidas por las proyecciones en las componentes correspondientes. En
este ejemplo concreto, las condiciones sobre los dominios hacen que éstas vengan dadas como
sigue

. rep,T ; . .
wrept - Mimpee X integer — U es total y viene definida por

repinvaTing o (£,1):= finvars,, (1)-

- La funcién repinvari,;

. rep,T . . .
rep - Mz‘mpcc X integer X integer — U tiene por

dominio {(£,1,3) | finvar (i) Feq 1il ¥ finvary,(j) #eq nil} y se define por
7“ep’igualithTmI (£,1,3):= figuat;,, (1, 3)-

- La funcion parcial repigual;y;
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- El dominio de la funcién repigualcmpn

- La funcién parcial impsumapqrepz: M

- La funcién imp.opparesr: M

- La funcién impmult pqrepr: M

,rep7I

- La funcién rePINVATembn , repyr - Mimpcc X Tempn — U es total y se define como

TepfinvarcmbnMTep,I (f’ C) = finvarcmbn (C) :

rep,T .
renT Mirfpgc X Tembn X Tembn — U es el conjunto

{(£,¢1,¢2) | finvaromon (1) Feq D1l Y finvare,,, (€2) #eq nil} y la funcién viene dada
por 7‘epjgualcmlm/\/lrep7I (f,c1,¢c2):= figual,,,, (cl,c2).

rep,T . .
impoe X Tembn X Tembn — Tempn tiene por domi-

nio {(f,cl,c2) | finvarempy, (€1) Feq nil, fin'L)QTcmbn(E2) #eq 0il y (= (cmb-dgr ci)
(cmb-dgr c2) )} y viene definida por imp_sumaprep (£, cl, c2):= fsumalcl,c2).

,rep 7I
impcc

conjunto {(£,¢) | finvare, () Feq nil}, estando definida como impoppp rerz (£, c):i=
fopp(c)-

X Tempn — Tempn €s parcial y tiene por dominio al

., . T . . .
- La funcién impzeroppepr: M; 2~ x integer — Tempn €8 total y viene definida por

1mpcc

imp.zeroprer1(f,p):= f2ero(p)-

rep,T
impce

nio {(f}i,c) ‘7 finvarin (P) Feq nil y £ invarempn (€) Feq nil} y viene definida por
impﬁmult/\/lrep,l(f, i, C):: fmult(i7 C)'

X integer X Tempn — Tembn €8 parcial con domi-

- Finalmente, la funcién parcial imp_ dffr pqrepr : szrz;gc X Tempn — Tempn tiene por dominio
al conjunto {(f, c) | Finvarme, () Feq nil} y se define como imp dffr pqrepz (£, ¢):=

fdﬁr(c)-

Observar que para definir el dominio de la operacion imp zerorep,r 10 se utiliza el invariante
correspondiente a la representacion del género int, ya que el papel del género en este caso es
distinto que en el caso de la operacion impmult \ repz. En el caso de la primera, se refiere a la
graduacién y al estar con representaciones naturales debemos considerar todo integer.

La implementacion candnica para este algebra, implementacién que denotamos por Z" P

T,can

viene dada como sigue:

e Para los géneros int, cmbn y bool se toman las representaciones literales sobre los tipos

integer, Tempn, ¥ U (con igualdad la interpretacién booleana que hacen los intérpretes
Lisp), respectivamente.

rep,T,can

e Para el género impec, la representacion R, , que apoyandose en el tipo

rmpcc

(defstruct REP-IMP-CC rep-invar-int rep-invar-cmbn rep-igual-int
rep-igual-cmbn (:include IMP-CC))

posee como dominio aquellos datos que satisfacen el predicado D-rep-can-CC-p que decide
si un dato es del tipo anterior y sus campos son objetos funcionales. Este predicado viene
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dado del siguiente modo

(defun D-rep-can-CC-p (x)
(and (typep x ’REP-IMP-CC)

(functionp (REP-IMP-CC-rep-invar-int x))
(functionp (REP-IMP-CC-rep-invar-cmbn x))
(functionp (REP-IMP-CC-rep-igual-int x))
(functionp (REP-IMP-CC-rep-igual-cmbn x))
(functionp (REP-IMP-CC-imp-suma x))
(functionp (REP-IMP-CC-imp-opp X))
(functionp (REP-IMP-CC-imp-zero x))
(functionp (REP-IMP-CC-imp-mult x))
(functionp (REP-IMP-CC-imp-dffr x))))

Como soporte, consideramos el siguiente conjunto

I, NP
Sz",;f;cccan = {X €(satisfies D—rep—can—CC—p) ‘ 17 = (Ev (pg)ae{Suma,opp,zero,mult,dﬁr}a

. Tnat .
(Pgwarg)mucmbm (p%qualg)int,cmbn) € Obj(Impyp,.(Tcc)) tal que si

Sint = {d € integer | (not (eq (funcall ngarmt d) nil))} ¥
(}:{mbn = {C € Tembn ‘ (not (eq (funcall CZZ;WGTcmbn c) nil))}

se tiene lo siguiente:

- el Qgc-conjunto de la implementacién Z es ({(c1,c2) € 8%, X

cmbn
x o | (= (cmb-dgr c1) (cmb-dgr c2))}, S* . . integer, S%, x
Sfmbn’ Sz}:{mbn)

- (eq cPr (REP-IMP-CC-imp-o x)) para todo o € {suma, opp, zero,
mult, dffr}

A
- (eq cPimvarg (REP-IMP-CC-rep-invar-g x)) para g € {int,cmbn}

va
- (eq cPisualy (REP-IMP-CC-rep-igual-g x)) para g € {int,cmbn} }

<z <z rep,T,can . orep,T,can rep,T
La funcién de abstraccion oy, =" S0 25 — Mo
funcionales a la tupla de funciones definidas por los cédigos, con dominios (integer,
Tembn, Sty XSy S o XSE 1oy {(c1,¢2) € 8%, xS | (= (cmb-dgr c1) (cmb-dgr
c2))}, &% integer, S}, x ¥ S un ), Tespectivamente para los distintos objetos

lleva cada registro x de codigos

cmbn? n cmbn® “ecmbn
funcionales almacenados en los campos de x.

Como igualdad de representacion tomamos la de la abstraccion.

e Como programas que implementan a las operaciones, consideramos los siguientes
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rep,T,can

Srep,Lcan
TePINVAT int i

impee X integery codigo el siguiente objeto funcional

con soporte
rep,T,can

cPrepinvaring = #° (lambda (x i)

(funcall (REP-IMP-CC-rep-invar-int x) 1i))

Srep,I,com

impes el conjunto

A partir del programa anterior definimos, para cada x €

x . . rep,T,can . .
S%,= {i € integer | F(Prepinvars, ) (X:1) #eq nil }

que usaremos para determinar los dominios de otros programas de esta implementa-

cién.

rep,T,can

- Andlogamente, P,.c,%par.
guiente objeto funcional

Srep,l, can

Hon X Tempn v por codigo el si-

tiene por soporte
g

rep,T,can

cPrevinvarempn = #° (lambda (x c)
(funcall (REP-IMP-CC-rep-invar-cmbn x) c))

Srep,Lcom

impes el conjunto

Andlogamente al caso anterior definimos, para cada x €

717 .
é{mbn: {C € Tembn ‘ F(p:zgjnfi?ﬁcmbn)(x’ C) #eq nll}

- Para cada (0: impec w — g) € {repigualin: , repigualempn, iMmpopp, imp.zero,

impmult, imp_dffr}, el programa pgep’l’can tiene por soporte al conjunto {(X, dy) €
SI;I;(%C“” X T, | dw € SE} y por cddigo, el siguiente objeto funcional

rep,T,can

cPs = #’ (lambda (x d,)
(funcall (REP-IMP-CC-6 x) d,))

donde como es natural estamos empleando el subindice w en tipos o en conjuntos
para denotar al producto, de tipos o de conjuntos respectivamente, de aridad w.

rep,T,can
imp.suma

(= (cmb-dgr c1l) (cmb-dgr c2)) } y por codigo el siguiente objeto funcional

€ Simpcc cmbn X cmbn |

- El programa p tiene por soporte {(x, cl,c2)

rep,T,can

cPimpsuma = #> (lambda (x c1 c2)
(funcall (REP-IMP-CC-imp-suma x) cl c2))

La implementacién Z"°PL:¢4" es objeto final en una subcategoria adecuada de la categoria
de implementaciones de M"PL,

Guiados por lo ya hecho en el capitulo anterior en el que vimos que, bajo determinadas
condiciones es posible reducir la expresién del algebra que recoge a todas las implementaciones
de una determinada categoria, vamos ahora a hacer lo andlogo en este caso.

, . 2 7 7
ASI7 para cada 1mplementa010n 7= (E? (pa)JG{suma,opp,zero,mult,dﬁr}a (pmvarg)ge{mt,cmbn},
nat

(p%gualg)ge{int,cmbn}) de la categoria ImpIDec (Tec), denotamos por 8%, v SZ . a los soportes de
las representaciones para los géneros int y cmbn, respectivamente, soportes que coinciden con los

. s . T . . T .
conjuntos {1 € integer | F(pmmrim)(l) Feq nll} y {c € Tembn | F(pinvarcmbn)(c) Feq nll},
respectivamente. Las funciones definidas por algunos de los programas de la implementa-
cién anterior tienen determinado su comportamiento. Por una parte, al estar consideran-

do representaciones naturales, el soporte de la representacion del género int debe ser to-
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do integer ya que el operador mult permite multiplicar por cualquier entero. Asi la fun-
cién F(pf,,q,, ): integer — U es total y con comportamiento F(pf,,. )(i):= t para todo
i € integer. Ademsds, por el mismo motivo, la igualdad de la representacion debe coincidir
con la propia del tipo integer, por lo que la funcién F(p%mlm): integer X integer — U es
total y viene definida por F(pZ-Igualmt)(i, j= (=1 j).

Ahora bien, si recordamos lo visto en el caso de los complejos de cadenas en el capitulo
anterior, vemos que es posible definir los operadores de los complejos de cadenas Unicamente
sobre los generadores y extender por linealidad a las combinaciones. Esto mismo es valido
también para el invariante de la representacion del género cmbn que determina qué combina-
ciones forman parte del complejo de cadenas que se estd representando. Pero ademaés vamos
a enriquecer un poco mas la construcciéon que tenemos hasta el momento. Hasta ahora no
hemos hecho ninguna referencia especial a la igualdad definida sobre las combinaciones. Sin
embargo, si pensamos en Matematicas, es habitual que sobre un mismo conjunto subyacente,
tomando distintas relaciones de equivalencia, representemos distintos conjuntos con igualdad.
Asi, podriamos partir de un conjunto graduado (G, =¢) en las Matemdticas con una relacién
de equivalencia (en cada grado). La representacién natural del conjunto (con igualdad) anterior
poseerd como igualdad de representacién la inducida por =g, ya que una representaciéon natural
supone un mero cambio del marco de referencia. Realmente, cada conjunto graduado (G, =)
es un PER graduado. Para cada p € Z, (Gp, =¢,) es un par de funciones (U — U, U x U — U),
siendo la primera de ellas total y la segunda parcial con dominio los pares de elementos de U
que no estan en la preimagen de nil por la primera funcién.

Asi, una forma de codificar cada conjunto graduado G en U es por medio de una funcién
total invarg: integer X Y — U que determina los generadores en cada grado, de forma que
invarg(p, g) Feq nil si y solo si g € Gp. Una forma de codificar =¢ es a través de una funcién
igualg: integer X U x U — U parcial con dominio {(p,gl,g2) | invarg(p,gl) #eq nil €
invarg(p, g2) #eq nil}, y con el siguiente comportamiento igualg(p, g1, g2) := gl=g,g2.

Asi, si (G,=¢) es el PER graduado que define los generadores del complejo de cadenas
implementado por Z (ya considerados en Common Lisp y trasladados de los que viven en
las Matematicas por la representaciéon natural), las funciones definidas por los programas que
implementan al invariante y a la igualdad de la representacién para el género cmbn, F (pgwarcmbn)
y F (piIgualcmbn)’ respectivamente, pueden definirse a partir de las funciones que implementan el
PER graduado (G,=g). Asi, si invargen: integer x U — U es una funcién que determina los
generadores del complejo de cadenas que se estd implementando e igualgen: integer x U X
U — U define la relacién de equivalencia =¢ entre ellos, es decir, es una funcién con dominio
{(p,g1,82) | invargen(p, gl) #eqnile invargen (P, 82) #eq nil}, y cuyo comportamiento viene
descrito como sigue igualgen(p,gl, g2) = gl=¢,g2, las funciones definidas por los programas
que implementan al invariante y a la igualdad de la representacion del género cmbn pueden

definirse a partir de ellas del modo descrito a continuacién:

. F(PiInvarcmbn): Tembn — U es la funcién total con comportamiento

F(plyvar,, . ) ((P,[(t1,%1), ..., (tn Xn)])) Feq nil si y solo si se verifican

i) invarl,,(p,xi) #eq nil, para todo i € {1,...,m}

i7) igualgfm(p, Xi, Xj)=eqnil para todo i,j € {1,...,m} con i # j
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- F (piIgu alcmbn): Tempn X Tembn — U es la funcién parcial que tiene por dominio al conjunto

{(cl, c2) € Tembn X Tembn | invarfmbn(cl) Feq nil e invarfmbn(c2) Feq nil} y viene

definida por igual? . ((p,[(t1,%1),.-., (tm %n)]),(q [(51,¥1),- .-, (Sn,¥n)])) Feqnilsiy
solo si se verifican:

i) (=p q
i) (= n m)
i7i) para cada i € {1,...,m}, 3|j € {1,...,m} tal que

(= ti Sj)

: igualgen(p’ Xi, YJ) ?éeq nil

Volviendo a los operadores de un complejo de cadenas resulta que por las condiciones de
Z-mébdulo en cada grado, el comportamiento de los programas pgpp, Plero v pfnult esta de-
terminado y viene dado por el de las funciones opp", zero! y mult¥ (definidas en la pagina 197
y que son operadores universales que recogen el comportamiento de las operaciones anterio-
res) restringidas a los dominios adecuados que, en este caso, son SCImbn para el programa pgpp,
integer para pgem € integer xS(:Imbn para p%mlt.

Respecto al comportamiento del programa pZ,,,,, algunos comentarios adicionales son ne-
cesarios. La funcién suma® (definida en la pégina 197, y considerada como operador universal
en el marco establecido en el capitulo anterior) opera entre si los monomios con los mismos ge-
neradores, considerando como igualdad entre generadores la igualdad eq, hecho natural puesto
que en la representacion en la maquina de una implementacién no quedaba recogida ninguna
igualdad entre generadores. En ese caso, cualquier relacién de igualdad entre las represen-
taciones de los generadores viene recogida exclusivamente en la funcién de abstraccion de la
representacién. Desde nuestra nueva posicién la situacion es distinta puesto que se dispone de
una igualdad ezplicita entre generadores, la igualdad de la representacién, igualdad que debe
tenerse en cuenta en la suma de combinaciones. Asi, si igualgen: integer x U x U — U es
la funcién que define la igualdad entre generadores en la implementacién Z, la suma de combi-
naciones viene dada por la funcién suma igualge, . Tembn X Tembn — Tempn, funcién parcial con
dominio {(c1,c2) € SZ  xSZ | (= (cmb-dgr c1) (cmb-dgr c2)) }y que se define “con-
catenando” los monomios de las dos combinaciones a sumar, sumando entre si los (coeficientes
de los) monomios con el mismo (por igualgen) dato en el campo gnr (es decir, se operan entre
si los monomios con generadores iguales por igualgen
coeficiente es nulo.

), eliminando el monomio obtenido si el

La funcién suma"8%1sen a diferencia de la funcién suma¥, tiene en cuenta una igualdad

no trivial entre generadores y, por tanto, depende de la implementaciéon Z, aunque se define
de modo canénico como acabamos de hacer. Asi, el comportamiento del programa pZ,,,, viene
.7 i I
dado por el de la funcién suma’/i&8%%gen.
. . ’ re ’T . .7
Esto nos lleva a dar otra descripciéon de la CCipyp,,,-dlgebra M"P2  descripcion que de-

notamos por MTePLredgen v on la que se recoge la minima informacién imprescindible para

nat
recuperar un algebra definida a partir de una implementacién de I mpID ec (Zcc). La descripcién
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correspondiente al género impec viene dada como sigue

rep,T,red,gen
Mimpcc

= {(finmrgen : integer XU — U, figual,,, : integer xU xU — U, £ g2 Tembn —
. Tnat .
Tembn) | 3 Z € Obj(Impp,.(Tec)) verificando que fgp = F(pgﬁr)’
finvaTCMbn - F(p:izn’UaTCmbn) y figualcmbn = F(p:zzgualcmbn)}

siendo finvaremy, ¥ Ligualem,, 1as extensiones por linealidad de las funciones finvarge, ¥ figualyens
respectivamente, dadas tal y como se ha visto anteriormente. Es decir, finvar.,.,, @ Tembn — U
es la funcién total definida por finvarcmbn(<Pv [(tl,xl),...,(tm,xm)]>) Feq nil si y solo si se
verifican:

i) finvargen (P> Xi) Feq nil, para todo i € {1,...,m}

i1) figualyen (P> Xi,Xj) =eq nil, para todo i,j € {1,...,m} con i # j

La funcién f;4ua,,,,,: integer X Tepmpn X Tempn — U es parcial con dominio el conjunto
{(cl, ¢2) € Tembn X Tembn | Finvaromp, (1) Feq 011 Y Tinvarampn, (€2) Feq nil} y estd definida por
figualonpn (<p, [(t1,%1),..., (tn, xm)]>, <q, [(s1,¥1),---, (sm, ym)]>) F#eq nil siy solo si se verifican:

i) =p @
i) (= n m)
ii1) para cada i € {1,...,m}, J|j € {1,...,m} tal que
- (=1 s3)

) figualgen (p7 Xi, y_]) ?éeq nil

En este caso, no todas las operaciones vienen definidas por las proyecciones en las com-
ponentes correspondientes. Concretamente, las componentes correspondientes al invariante del
género cmbn y a la igualdad sobre los datos de ese género en cada f € MePIredgen 1o trabajan
sobre cualquier combinacién sino exclusivamente sobre generadores, por lo que vienen dadas
como sigue:

- TEPINVAT cmbn, es la funcién total definida por repinvar

M'rep,l,'red,gen Mrep,l,'red,gen (f7 C)

finvarcmbn (C

- La funcién repigualompn tiene por dominio {(f, c1,¢2) | finvarg,,,(c1l) Feq

(f,c1,c2):=

mrep.I,red,gen
nil Yy finvaregne, (€2)  Feq nil} definida por repigualompn

mrep.I,red,gen
figualcmbn (C 17 CQ) .

Irep,I,?"ed

La implementaciéon candnica gencan del modelo anterior viene dada como sigue

e Representaciones literales sobre los tipos integer, Teppn ¥ U.

e Para definir la representacién del género impec, nos apoyamos en el siguiente tipo

(defstruct REP-IMP-CC-red-gen rep-invar-gen rep-igual-gen imp-dffr)

y tomamos como dominio los objetos Lisp que satisfacen el predicado
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(defun D-rep-can-CC-red-gen-p (%)
(and (typep x ’REP-IMP-CC-red-gen)
(functionp (REP-IMP-CC-red-gen-rep-invar-gen x))
(functionp (REP-IMP-CC-red-gen-rep-igual-gen x))
(functionp (REP-IMP-CC-red-gen-imp-dffr x))))

que decide si un dato es del tipo anterior y sus campos son o no objetos funcionales.

rep,T,red,gen,can _ . . .. .
El soporte Simlz)a’; I Giene definido como el siguiente conjunto

Srep,I,red,gen,can
impce

= {x € (satisfies D-rep-can-CC-red-gen-p) | 3 I = (E,
(pg)ae{suma,opp,zero,mult,dﬁr}7 (pzl;warg)ge{inmcmbn}a (p:i[gualg)ge{int,cmbn}) €

Obj(]mpg:ct (7cc)) tal que denotando
SL,. =1{(p, g) € integer xU | (not (eq (funcall C%warcmzm

gen

(make-cmb  :dgr p  :1st (list (make-mnm  :cff 1
;gnr g)))) nil)) }y
ST = {<p, [(t1,%1)y. s (tm,xm)]> € Tembn | (Py%i) € ngen para todo

cmbn

i€{1,...,m}y (eq (funcall cZ p X; xj) nil) para

7:gua‘lcn’bbn

todo i,j € {1,...,m} con i # j}
se tiene que

. x } T . .
- Existe un programa Pinvarge, CON soporte Sgen verificando:

i) (eq Pinvargen (REP-IMP-CC-red-gen-rep-invar-gen x))
i1) La funcién definida por el programa anmrgen extendida por

linealidad a T¢ppn, tal y como se ha extendido en el modelo,
coincide con la funcién definida por el programa F(pZ arer o)

- Existe un programa pfgualgen con soporte {(p, gl, g2) € integer X
UxU | (p,gl),(p,g2) € Sgen} verificando:

i) (eq CPigualgen (REP-IMP-CC-red-gen-rep-igual-gen X))
i1) La funcién definida por el programa p;‘gualgm extendida por
linealidad a {(c1,c2) € 8, x SZ | (= (cmb-dgr c1)
(cmb-dgr ¢2))} coincide con la funcién definida por el pro-

grama F(plzgualcmbn)

- el Qcc-conjunto de T es ({(c1,c2) € SZ | xSZ | (= (cmb-dgr

cmbn cmbn

c1) (cmb-dgr c2)) }, 8%, integer, integer x 87, . 87, )

cmbn?
T
- (eq cPafr (REP-IMP-CC-red-gen-imp-dffr X))}

T’ep,I,red,gemcan: S?"ep,LTed,gen,can N Mfep,Lred,gen
impcc rmpce 1mpcc

dato x del soporte la tupla de funciones (fx £ algen f’(‘iﬁr) definidas por los codigos

NVATgen’

La funcién de abstraccién o asocia a cada
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almacenados en los campos de x sobre los dominios S%,., {(p, g1,82) € integer xU xU |

gen
(p,gl), (p,g2) € ngen} y Sczmbn, respectivamente.

Como igualdad de representaciéon tomamos la de la abstraccion.

e Como programas que implementan a las operaciones, consideramos los siguientes

rep,T,red,gen,can

Srep,I,red,gen,can
TeP INVAT;nt 3

impec X integer y el siguiente cédigo

con soporte

rep,T,red,gen,can

cPrepinvarin, = #’ (lambda (x i) t)

rep,T,red,gen,can rep,T,red,gen,can . . s 9.
P2 PeLICLEAN con soporte S, L= CHIHEAT o integer x integer y cédigo

repigualint impce

prep,Lred,gen,can

¢ repigualing = #’(lambda (x i j) (=1 j))
rep,T,red,gen,can . rep,T,red,gen,can VT P
repinvar.,y,  UENE POr soporte Simpcc X Tempn ¥ poOr cédigo el siguiente
objeto funcional

rep,T,can
cPrepinvarcmp, = #° (lambda (x c)
X
(funcall Corepinvare, c))

siendo ¢ invar,,,, UL objeto funcional que extiende el comportamiento de

(REP-IMP-CC-red-gen-rep-invar-gen x) a las combinaciones tal y como se ha

comentado anteriormente.

rep,T,red,gen,can N .. .
Para cada x € SimI;Ec’ I - definimos el siguiente conjunto

R = {© € Temim | FO[ELEIAI7) (x, ) oq nil}

TePANVAT cmbn

conjunto que nos servird para definir los soportes de otros programas.

rep,T,red,gen,can
repigual cmbn

X Tembn X Tembn | €1,€2 €

- El programa p tiene por soporte al conjunto {(x,cl,c2) €
rep,T,red,gen,can
Timpee

jeto funcional

X
cmbn

} y por cbdigo el siguiente ob-

rep,T,can

cPrevigualem, = #° (lambda (x cl c2)

(funcall Crepigualyyy, ©1 c2))
siendo cfem gualyyy, UL objeto funcional que extiende el comportamiento del obje-

to funcional (REP-IMP-CC-red-gen-rep-igual-gen x) que determina el comporta-
miento Unicamente para generadores.

- Para cada (0: impec w — g) € {impopp, impzero, impmult}, el programa
rep,T,red,gen,can tiene por soporte {(X,dw) € S:;I;cléredyen,can XxT, | dy € Sf}} y
por cédigo, el siguiente objeto funcional
rep,I,red,gen,can
cPs = #’ (lambda (x d,)
(funcall cPs¥ d,))

rep,T,red,gen,can

i suma tiene por soporte al conjunto {(x,c1,c2) €

- El programa p
grepLredgencan  ox o gx | (= (cmb-dgr c1) (cmb-dgr c2)) }y por cédigo

impce cmbn cmbn
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el siguiente objeto funcional

rep,T,red,gen,can

cPimp suma = #’ (lambda (x ci pc2)
(funcall c sunaFigual ¢ c2))

siendo ¢’ swa'gual o] codigo de un programa que implemente a la funcién suma! Figual
(definida en la pdgina 234), siendo £}, la funcién con dominio {(p,g1,82) €
integer x U x U | (p,gl),(p,g2) € Sgen} y definida por el objeto funcional
(REP-IMP-CC-red-gen-rep-igual-gen x).

rep,T,red,gen,can . rep,T,red,gen,can
- El programa piﬁpﬁﬁr g tiene por soporte {(x, c) € Sim];{c g X Tembn |

ce€ Sé‘mbn} y por codigo el siguiente objeto funcional

rep,T,can

cPimpdfir = #° (lambda (x c)
(funcall (REP-IMP-CC-red-gen-imp-dffr x) c))

Atn es posible dar otra descripcién de la CCipyp,.,-dlgebra Mrep I que difiere de esta
ultima unicamente en que las funciones almacenadas asociadas a la diferencial solo estan defi-
nidas sobre generadores. Tal y como hemos visto en el capitulo anterior, serdn funciones con
aridad fgp,,,: integer X U — Tempn ¥ definidas sobre los generadores de forma que pueden
extenderse por linealidad dando lugar a funciones fgp. . @ Tempn — Tempn que determinan el
comportamiento de la diferencial sobre cualquier combinaciéon del complejo de cadenas del que
provienen. La descripcion correspondiente al soporte del género impec viene dada en este caso
como sigue:

rep,T,red,gen’
Mimpcc

= {(fmmrgen: integer x U — U, figua integer x U x U — U,

gen

nat
fdffrye, - integer XU — Tempn) | 3L € Obj([mp%ec (7ce)) verificando que
_ T _ T _ T
fdﬁrcmbn - F(P’dﬁr)’ fin’UaTcmbn - F(pinvarcmbn) y figualcm;m - F(pigualcmbn)}
siendo finvarep, Y figualemy, 188 extensiones por linealidad de las funciones finvarge, ¥ figualgens
respectivamente, y £ g, la extension correspondiente a £ g, -

Siguiendo nuestro propésito de acercarnos lo més posible a EAT, decir que ambas posibi-
lidades quedan recogidas en EAT. Junto a cada tupla de cédigos funcionales que el programa
almacena, recoge también informacion sobre cual de las dos estrategias es la que esta siguiendo,
con el fin de conocer la aridad del operador diferencial del que se dispone. Es decir, almacena
informacién para saber si disponemos del cédigo que trabaja sobre combinaciones o del que
trabaja tinicamente sobre generadores. Esto corresponde a trabajar con la CCipp,,,-algebra

T,EAT . i
Mz;fpgc = {(finvargen: integer x U — U, figual,.,: integer x U X U — U, fg,: —

3 Tnat .
{: gnr,: cmb}, f44) | 3 Z € Obj(Impy,,.(Tec)) verificando que fqg,, =
T T T .
F(pdﬁ’l‘)’ finvarcmbn = F(pinvarcmbn)7 figualcmbn = F(pigualcmbn> y 51 fStr() :eq
: gnr entonces fqp: integer X U — Tempn es la funcién £y, , = F(pgﬁT);
en caso contrario, g : Tembn — Tembn €8 £ = F (pgﬁr) }

siendo finvarmpn s Ligualempn Y Ldffrom, 1as extensiones por linealidad de las funciones finvargye,
figualgen y T4, respectivamente.
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Otro comentario que consideramos necesario en este punto es que en EAT, por motivos de
eficiencia, los invariantes no estan recogidos en las estructuras de datos. Esto nos lleva a que
si no disponemos de ellos, teéricamente no hay forma de asignar a cada operacién un dominio
de definicion, lo que nos vuelve a llevar a la situacion recogida en el capitulo anterior. Ahora
bien, este comentario debe entenderse tinicamente desde el punto de vista tedrico, ya que en la
practica no se requieren explicitamente los dominios de definiciéon de los programas. Ademds,
este ultimo modelo es el que mas fielmente recoge el modo de trabajo de EAT puesto que
contiene toda la informacién que EAT utiliza, concretamente, igualdades de representacion y
diferenciales.

Hasta ahora, las estructuras de datos que hemos utilizado para recoger implementaciones
de TADs, por ejemplo de complejos de cadenas, son estructuras en las que cada dato es una
tupla de objetos funcionales que provienen de las implementaciones de partida. Esta forma
de codificar las estructuras algebraicas, como tuplas de objetos funcionales, permite codificar
estructuras de naturaleza infinita. Sin embargo, si nos planteamos el tipo de informacién que
a partir de ellas somos capaces de extraer, nos damos cuenta que solo vamos a poder deducir
informacién local de las estructuras a las que codifican. Por ejemplo, en el caso de los complejos
de cadenas, conocemos el comportamiento de los operadores sobre los elementos de los grupos
del complejo de cadenas implementado. Sin embargo, no tenemos ninguna informacién global
sobre los grupos (por ejemplo, no sabemos si son o no vacios y no conocemos su cardinal)
puesto que las representaciones funcionales no permiten implementar algunos operadores de
naturaleza global, tal y como hemos visto en la seccién 3.6.2. Esto esta relacionado con el
hecho de que la implementacién del complejo de cadenas que se estd manejando es parcial en
el sentido de que no recoge toda la informacion del complejo de cadenas. Por ejemplo, en el
caso de complejos de cadenas sobre grupos finitamente generados, que es un caso en el que
EAT trabaja, al definir matematicamente el complejo de cadenas se tienen explicitamente los
generadores y eso es distinto que tener una funciéon que decide si un elemento de U es o no un
generador. En la definicién matemética hay méas informacién.

Todo esto nos acerca a lo que, en terminologia de Sergeraert, se conoce como objetos lo-
calmente efectivos. La idea detrds de la caracteristica anterior de un objeto radica en que son
objetos cuyo comportamiento local conocemos, pero no tenemos informacion sobre sus carac-
teristicas globales. La representacién en la maquina de un complejo de cadenas, tal cual la
hemos visto hasta ahora, es un objeto localmente efectivo. Esto tiene que ver con el hecho
de que los objetos funcionales que representan en la maquina un complejo de cadenas, definen
matematicamente el complejo de cadenas, sin embargo, la definiciéon no es constructiva y ése es
el motivo por el que no se puede obtener conocimiento global.

Frente a la propiedad de objeto localmente efectivo se encuentra la de objeto efectivo.
Bésicamente la propiedad de que un objeto sea efectivo se traduce en la posibilidad de de-
ducir a partir de él informacién global acerca de la estructura a la que estéd representando.

En la siguiente seccién abordamos la propiedad de efectividad de un objeto.
4.3 Especificaciones, efectividad e infinitud
Vamos a intentar establecer la relacién entre las tres nociones del titulo de la seccién a partir

de un ejemplo.

Si pensamos en las listas tal y como normalmente se utilizan, podemos considerar la siguiente



240 Capitulo 4. Objetos efectivos y localmente efectivos en EAT

signatura
nil : — l
cons : elem | — l
first [ —  elem
rest l — l

en la que entendemos que nil y cons son los constructores, de forma que las listas son todo
lo que se genera a partir de los constructores anteriores, es decir, las listas se obtienen como
algebra libre a partir de la signatura formada por nil y cons. Los otros dos operadores, first
y rest son de acceso.

Ademsds de la anterior, hay otras formas de presentar las listas, por ejemplo por medio de
la siguiente signatura

nil : — l
cons : elem I — l
I-nth : l nat — elem

l-length l —  nat

En este caso los constructores son también nil y cons. Las operaciones [-nth y l-length son
operaciones de acceso que pueden definirse a partir de las operaciones de la primera signatura.

Presentamos una tercera forma de trabajar con listas en la linea de lo hecho con nuestros
objetos localmente efectivos. Olvidando los constructores, los operadores de acceso darian lugar
a una signatura puramente deconstructora, tomando como primitivas las siguientes operaciones

nth : nat — elem

length —  nat

Esta tltima signatura no recoge como construir listas, sin embargo, sus operaciones permiten
“recuperar” toda la informacién asociada a una lista.

Este ejemplo pone de manifiesto la existencia de dos puntos de vista en el marco de espe-
cificacién de tipos de datos. Por un lado el marco algebraico, basado en la seméntica inicial
y en el que se trabaja con TADs. Por otro, el marco coalgebraico, marco que se apoya en la
semantica final y que es el utlizado en la orientacién a objetos. En la literatura existen diversos
trabajos en los que la relacién entre ambos marcos queda explicada, por ejemplo en [29].

Los dos puntos de vista anteriores no son totalmente equivalentes. El segundo de ellos es
mas general, en el sentido de que permite especificar objetos infinitos, algo que no es posible en
el primero. En el caso particular de las listas, partiendo de la tercera signatura y olvidando la
operacion length, solo con nth es posible recuperar todas las secuencias infinitas de nil y cons.
Si ademads, se permite parcialidad, también se recuperan las listas finitas. Sin embargo, hay
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un aspecto en el que el segundo punto de vista es mas débil que es que no permite “construir”
listas. Algunas de ellas por problemas de cardinalidad (las infinitas) y las otras por problemas
de indecidibilidad (las finitas).

Esta debilidad del segundo punto de vista ya es conocida tanto en el marco coalgebraico,
como en el de la orientaciéon a objetos, y, en particular, cuando se trabaja con estructuras
infinitas.

El enlace entre los dos puntos de vista es la manipulacién de estructuras infinitas. Esto es
posible en lenguajes de programacién con evaluacion lazy (como Haskell [14]). Otros lenguajes,
como ML o Common Lisp, pese a no poseer evaluacion lazy, permiten simularla lo que, en
particular se traduce en la posibilidad de manipular estructuras infinitas. En Common Lisp la
evaluacién lazy puede simularse por medio de los cierres léxicos. La representacién en la maquina
de una lista infinita como un cierre 1éxico es un objeto funcional de la forma #° (Lambda (i) ...
) devolviendo un dato del tipo de los elementos de las listas.

Todo esto nos acerca a lo que, en terminologia de Sergeraert, se conoce como objetos lo-
calmente efectivos. La idea detras de la caracteristica anterior de un objeto radica en que
son objetos cuyo comportamiento local conocemos, pero no tenemos informacién sobre sus
caracteristicas globales. La representacion en la maquina de una lista como un cierre 1éxico
#’ (lambda (i) ... ) es un objeto localmente efectivo: nos permite saber qué elemento ocupa
cada posicion en la lista, sin embargo, a partir del cierre léxico no es posible obtener ninguna
informacién global sobre la lista a la que implementa. Por ejemplo, no sabemos si es o no vacia.
Lo anterior tiene su explicacién en el hecho de que los objetos funcionales que representan en
la maquina una lista definen completamente la lista desde el punto de vista matemético; sin
embargo, no permiten construir la lista ni obtener conocimiento global a partir de ellos. La
implementacién de una lista como un cierre léxico no recoge toda la informacién de la lista, en
ese sentido, podemos pensar que es una implementacion parcial.

Frente a los objetos localmente efectivos estdn los objetos efectivos. A grandes rasgos, la
propiedad de efectividad de un objeto se traduce en la posibilidad de deducir de él informacién
global acerca de la estructura a la que esta representando.

La propiedad de efectividad o no de un objeto estd también relacionada con la naturaleza
finita o infinita de la estructura matemaética a la que representa. Un objeto efectivo recoge més
fielmente toda la informacion de la estructura, pero la estructura a la que representa siempre
tiene que ser de naturaleza finita, en el sentido de que sus elementos puedan construirse a
partir de un nimero finito de datos. Sin embargo, un objeto localmente efectivo solo recoge la
parte comportamental de la estructura matematica, por lo que en este caso no existe ninguna
restriccién sobre la naturaleza de la estructura que puede ser finita o infinita.

Asi, una estructura de naturaleza finita puede codificarse por medio de un objeto localmente
efectivo que tnicamente recoge el comportamiento de sus operaciones, o por un objeto efectivo
que, ademas de lo anterior, contendrd informacién que permite acceder a propiedades globales
de la estructura a la que representa. Por ejemplo, en el caso de las listas, un cierre léxico que
implemente la operacién nth es un objeto localmente efectivo. Sin embargo, si junto al cierre
léxico anterior disponemos de otro que implemente la operacién length, ambos forman un objeto
efectivo. En el caso de una estructura de naturaleza infinita, la tinica posibilidad de codificacién
es por medio de un objeto localmente efectivo, objeto que aporta menos informaciéon que uno
efectivo pero que, al menos, permite trabajar con estructuras infinitas y conocer informacién
local de éstas.
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Por tanto, la diferencia entre que un objeto sea efectivo o localmente efectivo es del mismo
tipo que la diferencia entre la teoria de TADs (algebraica) y la orientacién a objetos (coalge-
braica). En la literatura cldsica, un TAD lleva consigo la caracteristica de generabilidad y se
define por medio de signaturas con constructores. El marco de orientacién a objetos es pura-
mente observacional: para definir los objetos de una clase se parte de una signatura puramente
observacional.

Todas las ideas intuitivas anteriores, que aparecen previamente tanto en el contexto del
Célculo Simbdlico en Topologia Algebraica ([103], [101], [98], [96]) como en la Teoria de los
Lenguajes de Programacién ([46], [91], [40], [72], [110], entre otros), se expresan en nuestro
contexto tal y como aparecen en la siguiente seccién.

4.4 Objetos efectivos

Si pensamos en un objeto efectivo el hecho de que nos permita acceder a informacion global
esté relacionado con la posibilidad de construir sus elementos. Asi, una posibilidad para definir
objetos efectivos pasa por disponer explicitamente de un conjunto de datos, a partir de los
que poder construir todos los deméas y de los que se puede extraer informacion de naturaleza
global. Una forma de tenerlos explicitamente es por medio de una enumeracién almacenada,
por ejemplo, en forma de lista finita.

En principio, la caracteristica de efectividad o no puede aplicarse a distintos tipos de objetos.
Partiendo de un TAD y llegando a una implementacion de éste, resulta que un género de la
signatura, en el paso al marco de implementacion, se transforma en una representacién del
conjunto soporte. En definitiva, el problema se traslada en cierta medida a estudiar el caracter
efectivo 0 no de las representaciones de conjuntos, de lo que nos ocupamos en la siguiente
seccién.

4.4.1 Representaciones efectivas

La nocién de representacién de un conjunto que hemos introducido y utilizado es la que define
una representaciéon como una estructura R = (Dgr, Sg, =r, ar, Mz) con Dg un TCCL, Sg
un subconjunto de éste, =g una relacion de equivalencia definida sobre los elementos de Sg, ar
funcién de abstraccion y Mz el conjunto a representar. Si pensamos en representaciones con
invariantes e igualdades de representacion calculables, la parte de éstas que queda recogida en la
méquina estd formada por el invariante y la igualdad de la representacion, (invarg: Dr — U,
igualr: Dr X Dr — U) que forman una implementacién del PER (Sg,=xr) en el dominio
Dr (segin la terminologia de Reynolds en [93]). La funcién invarg es total y determina un
subconjunto del dominio (concretamente el soporte Sg), de forma que sobre los elementos de
éste esta definida la relacién de equivalencia dada por la funcién igualr. Asi, de la parte de
representacion que queda recogida en la maquina la Unica informacion que podemos extraer
es local: dado un dato del dominio, saber si estd o no en el soporte y, dados dos datos del
soporte, saber si son o no iguales en la representacién. En este sentido, podemos hablar de
representacion localmente efectiva refiriéndonos a la nocién de representacion con la que hemos
trabajado hasta ahora.

Sin embargo, en el caso de que sean finitos el soporte de la representacion o el cociente de
éste por la relacién de equivalencia definida por la igualdad de la representacion, o bien alguno



4.4 Objetos efectivos 243

de ellos pueda generarse a partir de un conjunto finito de datos (en el caso de ser el conjunto
subyacente a alguna estructura), desde el punto de vista matemdtico se tiene un conjunto finito
y hay informacién de cardcter global que es conocida, por ejemplo el cardinal (de soporte, del
cociente de éste o del conjunto de generadores). Ahora bien, con lo que se tiene hasta ahora
esta informacion no ha quedado recogida en la nocién de implementacién, no estd disponible
en la maquina, o lo que es lo mismo, es informacién que no se conoce de forma constructiva, a
partir de los datos de partida. Una forma de solventar lo anterior es introducir esta informacién
en la representacién, anadiendo, por ejemplo, una enumeracién del soporte, de su cociente por
la igualdad de representacién o de un conjunto de generadores.

Asi, la primera cuestién que nos planteamos formalmente es qué significa dar una enumera-
ci6n de un conjunto. Si (A,=4) es un conjunto con igualdad, y (B,=pg) un PER definido sobre
él, dar una enumeracién de (B,=p) consiste en dar una constante cardp: — N que determine
el cardinal de B/~ y una funcién enump: N — A con dominio {n € N | n < cardp()}, de for-
ma que deben verificarse determinadas propiedades respecto a la igualdad =g. Las propiedades
que deben verificarse respecto a la igualdad variaran dependiendo de si enumeramos el conjunto
B (caso en el que =p es la heredada como subconjunto de (A,=4)), si lo que enumeramos es
un conjunto de representantes canénicos de B/—, (en el caso de que =p no coincida con la
heredada como subconjunto de (A,=4)) o si es un conjunto de generadores de alguno de ellos.

Volviendo a las representaciones, nuestro punto de partida es el dominio D y el PER
(Sr,=nr) sobre Dg, PER implementado por las funciones (invarg: Dr — U, igualr: Dr X
Dr — U). Lo primero que nos planteamos es qué significa dar una enumeracién en este caso,
enumeracién que puede serlo de todo el soporte Sg, de los representantes del cociente Sg /=
o de un conjunto finito de generadores de alguno de los dos casos anteriores.

Situdndonos en el marco Common Lisp, una enumeracién es un par de funciones cardr: —
(satisfies naturalp) y enump: (satisfies naturalp) — Dg con dominio {n € (satisfies
naturalp) | (< ncardg() ) } verificando determinadas propiedades que dependen de cudl sea
el conjunto que se estd enumerando.

Asi, si pensamos en una enumeracion del cociente Sg/—,, deberdn verificarse las siguientes
propiedades:

i) para todo n € Def(enumpg), se tiene que invarg(enumpg(n)) #eq nil; es decir
Im(enump) C Sg

i1) para todo ni,n2 € Def(enumg) con nl #* n2, se tiene que
igualg (enumpg (nl), enump (n2)) =¢q nil

i7i) para todo d € Dg tal que invarr(d) #eq nil, existe n € Def(enumg) tal que
igualr (d, enump (n)) #eq nil

La condicién exigida en i) garantiza que los datos que enumeramos son datos del soporte
de la representacién. La condicién ii) garantiza que solo se enumeran, como mucho, un dato
de cada clase de equivalencia de Sg/— . Finalmente, la condicién iii) garantiza que todas las
clases de equivalencia de Sg/—, poseen, al menos, un representante en la enumeracién. De las
dos ultimas se desprende la unicidad del dato n que aprarece en iii), es decir, de i) y i) se
desprende que la enumeracién estd formada por exactamente un representante de cada clase de
equivalencia de Sg /=y .

Sin embargo, si pensamos en enumerar todo el soporte, las condiciones que deben verificarse
son otras y pueden expresarse del siguiente modo:
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i) para todo n € Def(enump), se tiene que invarg(enump(n)) #eq nil
i1) para todo n1,n2 € Def(enump) con nl # n2, se verifica enumpg (nl) #p, enumg(n2)

ii1) cardg() coincide con el cardinal del soporte.

Hay dos diferencias con respecto a lo exigido a las enumeraciones de representantes del co-
ciente Sg/ =g. Por un lado, la inyectividad exigida a la funcién enumg (propiedad recogida en
i1)), en el primer caso es respecto a la igualdad de la representacién, mientras que en el segundo
caso es respecto a la igualdad heredada como subconjunto del dominio de la representacion.
Por otro lado, en este segundo caso la condicién #i7) unida a la ii) garantiza que la imagen de
la funcién enump cubre (es exactamente) el soporte de la representacién. Es claro que en este
caso, las condiciones 7) y 4ii) son equivalentes a I'm(enumg) = Sg.

También es posible encontrarnos en la situacion de conocer un conjunto de datos a partir de
los que generar todo el soporte (o un conjunto de representantes canénicos del cociente de éste
por la igualdad de la representacién). Este caso es muy general en el sentido de que el término
“generador” lo estamos entendiendo en el sentido més amplio, entendiendo que a partir de un
conjunto minimo de datos podemos obtener todos. La forma en la que se obtengan, es decir, la
estrategia para generarlos, depende de cada ejemplo concreto (recordar los ejemplos ya vistos
de los simplices abstractos en el caso de los conjuntos simpliciales y las combinaciones en el
caso de los complejos de cadenas). Nuestro estudio tedrico se va a centrar en los dos primeros
casos de enumeracion, el caso de generabilidad lo recogeremos al final en un ejemplo concreto,
de forma que quede patente la posibilidad de aplicar el mismo procedimiento obteniendo los
mismos resultados a cualquier estrategia de generabilidad.

Enriquecemos a continuacién la nocién de representaciéon recogiendo en ésta mas informa-
cién acerca del conjunto que se representa. Concretamente, introducimos un nuevo tipo de
representaciones que recogen enumeraciones explicitas.

Definicién 4.4.1 Una representacién efectiva de un conjunto M es una estructura R =
(R, cardr,enump) siendo R = (Dr, Sg, =r, ar, M) una representacion con invariante e
igualdad de representacion calculables y funcion de abstraccion sobreyectiva y (cardg, enump)
una enumeracion de Sg o de SR /=y, -

El exigir que la funcién de abstraccién sea sobreyectiva es para que todos los elementos del
modelo estén representados, algo natural al trabajar con conjuntos de naturaleza finita.

Una forma de obtener representaciones efectivas de un conjunto M de naturaleza finita
es completando una representacion de M con funcién de abstraccion sobreyectiva, con una
enumeracién del soporte o del cociente de éste por la igualdad de la representacion.

Ejemplo 4.4.2 Consideramos el conjunto Z/nZ para algin n € N con n > 1. Vamos a dar
varias representaciones efectivas para el conjunto anterior.

1. Consideramos la representacién R; que tiene por dominio el tipo integer, como soporte
también integer, igualdad de representacién la igualdad médulo n (es decir, i1 =g, 12
si y solo si (= (mod i1 n) (mod i2 n))) y como funcién de abstraccién la que a cada
dato i de integer lo lleva a la clase [i mod n]. La representacién anterior posee invariante
e igualdad de representacion calculables y la funcién de abstraccion es sobreyectiva. Ry
es una representacién localmente efectiva del conjunto Z/nZ.

Consideramos las siguientes funciones
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- cardgr,: — (satisfies naturalp) con imagen la constante n

- enump, : (satisfies naturalp) — integer con dominio el conjunto {i €
(satisfies naturalp) | (<= 0 i) e (< i n)} y comportamiento enumpg, (i) := i

Rif = (Ri1,cardr,,enumg,) es una representacion efectiva del conjunto Z/nZ con enu-
meracion de representantes del cociente del soporte por la igualdad de la representacién.

2. Definimos Ro como la representacién con dominio integer, soporte el conjunto (mod n)
({0,...n—1}), igualdad de representacién la del tipo, es decir, la dada por la igualdad
Lisp =, y funcién de abstraccion la que a cada i del soporte lo lleva a la clase [i]. Rgf =
(Ro, cardg,,enump, ) es una representacion efectiva del conjunto Z/nZ.

3. Podemos dar una tercera representaciéon que denotamos por Rs del conjunto Z/nZ, re-
presentacién con dominio integer, soporte el conjunto {0,...,2n — 1}, igualdad de re-
presentacién la igualdad moédulo n y funcion de abstraccion la que a cada i del soporte lo
lleva a la clase [i mod n]. Rgf = (Rs, cardg,,enump, ) es también representacién efectiva
del conjunto Z/nZ.

Si consideramos la funcién enump,: (satisfies naturalp) — integer con dominio
{i € integer | (<= 0 i) e (< i n)} y comportamiento enumg, (i) := i +n, la terna
Rgf = (Rs, cardg,,enump,) es también representacion efectiva del conjunto Z/nZ.

4. Consideramos la representacion Rg anterior y vamos a completarla hasta una represen-

tacion efectiva con enumeracién de todos los datos del soporte. Para ello definimos las
siguientes funciones:

- cardp,: — (satisfies naturalp) con imagen la constante 2n
- enumgy,: (satisfies naturalp) — integer con dominio {i € integer | (<= 0

i) e (< i 2n)} y comportamiento enumg, (1) = i
La terna (Rg,cardR/S,enumRé) es una representacién efectiva del conjunto Z/nZ con
enumeracion de todos los elementos del soporte.

0

A partir de una representacion efectiva podemos obtener informacién global del conjunto al
que representa. En particular, a partir de la enumeracion, podemos conocer si es 0 no vacio.

Introducida la nocién de representacién efectiva, el siguiente paso natural es definir morfis-
mos entre ellas.

Definicion 4.4.3 Si R'ff = (Ry,cardgr,,enump,) y Rgf = (Rq,cardg,,enumg,) son
representaciones efectivas, una r—transformacién (t,g): Rff — R;f entre ellas es una
r—tranformacion (t,g): R1 — Ra que conmuta con las enumeraciones, es decir, verifica:

i) cardr,() = cardg,()

i) toenump, = enump,

La conmutatividad de una r—transformacién con los invariantes y las igualdades de repre-
sentacion se tiene por la propia definiciéon de r—transformacién, por ello en la definiciéon anterior
solo es necesario exigir que conmute con las enumeraciones.
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Las representaciones efectivas junto con las r—transformaciones entre ellas forman una cate-
goria.

4.4.2 Especificando implementaciones sobre representaciones efectivas

Vamos a estudiar a continuacion las implementaciones sobre representaciones efectivas. Guiados
por lo ya desarrollado en el capitulo anterior y en la primera parte de éste, el objetivo final
es dar una implementacién de una determinada algebra en la que queden recogidas todas las
implementaciones sobre representaciones efectivas de una categoria concreta.

Sea ¥ una signatura y Xy, la signatura obtenida aplicando a ¥ la operacién ()imp.
Apoyandonos en la forma de trabajar en la primera parte de este capitulo, se trata de defi-
nir una signatura que recoja parte de las representaciones. En el caso anterior, definimos la
operacion (),¢p que anadia a cada signatura ;,,, dos operaciones por cada género de ¥, una que
implementa al invariante y otra a la igualdad de representacién del conjunto soporte del género.
En este caso la idea es la misma, anadir dos operaciones por cada enumeracién de un conjunto
soporte, una que refleja el cardinal de la enumeracién y la otra es la enumeracién explicita. Sin
embargo, en la mayor parte de los ejemplos no interesa que las representaciones de todos los
géneros de una signatura sean efectivas. La cuestién es que, las representaciones efectivas solo
pueden serlo de conjuntos de naturaleza finita y, en la mayor parte de los ejemplos, esto no
ocurre para todos los géneros. Por ejemplo, en el caso de los conjuntos simpliciales, podemos
pensar en partir de un nimero finito de simplices geométricos en cada dimensién y considerar
una representacién efectiva, pero para el género nat que actia como indice, el conjunto soporte
es N que no es de naturaleza finita (teniendo en cuenta que no lo estamos generando, sino que lo
tomamos simplemente como conjunto). Lo mismo ocurre en el caso de los complejos de cadenas.
Si trabajamos con complejos de cadenas finitamente generados en cada grado, es posible recoger
una enumeracién de los generadores para el género correspondiente. Sin embargo, el conjunto
soporte para el género int que representa a los enteros que aparecen como coeficientes en las
combinaciones lineales tampoco es finitamente generado (en la signatura en la que estamos).
Por ello, no resulta conveniente, a partir de una signatura, exigir enumeracién para todos los
géneros.

Esto nos lleva a considerar, para cada signatura ¥, un subconjunto G° de G de forma que

las Y-algebras que se consideren tendran conjunto soporte de naturaleza finita para los géneros
de G°.

Definimos la operacién ().s que construye a partir de una signatura 3;,,, la signatura que
denotaremos por iy, ; definida como sigue:

Gimpef = Gimp'r'ep U {nat}

Qimp.; = Qimpyep U {repcardy: imps, — nat}gege U {repenumg: imps, nat — g}geco

El género nat se utilizard para numerar datos. Si en X ya existe un género con esa intencion,
se renombra a nat. Observar que las operaciones de esta signatura estan definidas a partir de
las de Qjmyp,., donde ya queda incluida la parte de representacién correspondiente a invariantes
e igualdades. Por eso, en la definicién anterior explicitamente solo aparece lo correspondiente
a las enumeraciones.

Abusando de la notacién, la interpretacion de cada operaciéon repcard, en un algebra A,
(rep.cardy) A, la denotaremos por rep.cardy, y, andlogamente para las operaciones rep enumg.
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La signatura Xy, , recoge la parte sintactica de la especificacion de familias de algebras
que provienen de implementaciones sobre representaciones efectivas. Por ello, en este momento,
a partir de un TAD 7 nuestro interés no radica en estudiar toda su categoria de implementa-
ciones, sino que solo nos interesan aquellas definidas sobre representaciones efectivas y para las
que los dominios de los programas que implementan a las operaciones de las »-algebras pueden
definirse a partir de los invariantes, igualdades y enumeraciones de las representaciones. Deno-
tamos por I'mpes(7) a una subcategoria no plena de la categoria de implementaciones del TAD
7T con objetos las implementaciones sobre representaciones efectivas para los géneros de G°, con
programas que implementan a las operaciones totales sobre el producto de los soportes de las
representaciones correspondientes y con invariantes, igualdades y enumeraciones de las represen-
taciones explicitos. Como morfismos de la categorfa Imp.(7) tomamos las i-transformaciones
que para los géneros de G° como r—transformaciones lo son entre representaciones efectivas, es
decir, son r—transformaciones que conmutan con las enumeraciones.

Asf, cada implementacién J = (R, (pJ)secq) de la categoria Imp.¢(T) tiene asociadas
cuatro familias de programas, una de ellas formada por los programas que implementan a los
invariantes, otra por los que implementan a las igualdades de las representaciones, y las dos
dltimas implementan a las enumeraciones de los soportes de las representaciones o sus cocientes
por las igualdades de las representaciones. Asi, una tal implementacién podemos verla como

una estructura: J = (R, (Piuary, )966: (Pipuate, )9€6s (Prird, JoeG*: (Phums, Jocce: (97 )aca).

siendo R, representacién efectiva para cada g € G°, y localmente efectiva para g € G \ G°; y,

siendo para cada g € G, pgw arp, UN programa que implementa al invariante de la representacién
g

Rgy p%u alr, DO que implementa a la igualdad de la representacién Rg; y, para cada g € G°,

pcjm dr. Y pgnum . SOL programas que implementan, respectivamente, el cardinal del soporte de
g g

R4 o su cociente por la igualdad de la representacion y una enumeracion de los elementos del
mismo. El hecho de que los programas anteriores implementen funciones como el invariante,
igualdad de representacién y enumeraciones, nos permite deducir algunas propiedades de éstos:

e Para cada g € G, el programa pgwam que implementa al invariante tiene como tipo
g

de entrada D,, dominio de la representacién Ry, U como tipo de salida, D, como domi-
7

. . - P; . .
nio de definicién y cédigo ¢ ""“"®¢ que verifica, para cada dato d del dominio Dy, que

J
FPinvarg, (d) #eq nil siy solo si d pertenece al soporte S,.

e Para cada g € G, igualg,: Dy x D; — U es una funcién parcial con dominio §; x S

J
que define la igualdad de la representacion. Asi, el cédigo iR, del programa piu aln
g

J
. pz ua . . .
verifica, para cada par d,d’ € Sy, que ¢ "Rg (d,d’) F#eqnil siy solo sid =g, d'.

e La funcién cardgr,: — (satisfies naturalp) determina el cardinal de la enumeracién
de datos. EIl programa pg”, d. dUe la implementa tiene al tipo vacio nil como tipo de
g
entrada, a (satisfies naturalp) de salida, nil como soporte y es tal que F(szrdn )()
g
coincide con el cardinal de S, o con el de S,/ =g,
e La funcién enump, : (satisfies naturalp) — Dy parcial con dominio {n € (satisfies

naturalp) | (< n cardng())}, es implementada por el programa pY,,m r, due tiene a
(satisfies naturalp) como tipo de entrada y a D, como tipo de salida; el soporte

J
sPerumRy og el conjunto {n € (satisfies naturalp) | n < F(P::den )()}, y, el codigo
9
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7

i . - . . ,
c “""Rg debe verificar las condiciones correspondientes a las enumeraciones, asi, depen-
diendo de qué se esté enumerando, si S;/ =g, 0 Sy, se deben verificar uno de los dos
bloques siguientes de condiciones. El siguiente en el caso de enumerar S;/ =g,

penung

J
i) para todo n € 8*"™Ra se tiene que F(pgwam )(F(p )(n)) Feq nil
g

J
ii) para todo n1,n2 € $""®s con n1 # n2 se tiene que

F(p%uale ) (F(pgzumng )(n1)> F(pgzung )(n2)) —eq nil

J
i1i) para todo d € D, tal que F(pgwm,R )(d) #eq nil, existe n € sPerimRy tal que
g9

y en el caso de enumerar Sy, el bloque de condiciones es

7
i') para todo n € 7Ry se tiene que F(P%Zwam )(F(p?, )(n)) Feq nil
g

penuqu

J
penung

i7') para todo nl,n2 € S
F (0, ) (22)

i17’) el cardinal del soporte S, es justamente F(pgwdn )().
g

con nl # n2 se verifica F(pJ,,, )(@l) #p,
g

e Ademas, para cada (0: w — v) € ¥ con w = g ... gn, la funcién definida por el programa
pY tiene por dominio 8571 X e X ng

Vamos a considerar ¥in, -dlgebras que recogen informacion sobre familias de implementa-
ciones de la categoria Imp. (7).

Definimos la categoria CImp,(Zimp) como sigue:

e Los objetos son las X, f—élgebras A = <Timp2,(Tg)geg, Tvool,  Tnat,
{impoa: Timpy X To  — Ty, Def(impoa)}io: wov)eq, {repinvara,: Timpy X
Ty —  Thoot, Def(repinvara,)lgea, {repiguala,: Timpy X Tg X Tg  —  Thool,
Def(repiguala,)}gec, {repcarda,: Timpy — Tnat,  Def(repcarda,)}gece,
{repenuma,: Tinpy X Tnat — Ty, Def(repﬁenumAg)}gE(;Q tales que, para cada
S-dlgebra Agq = ((Tg)gea, {impoa(d, —): Ty — To, Def(impoa(d, =)} o: wov)es) existe
J implementacién de la categorfa Impes(7) con G-tipo T, invariantes e igualdades
de representacién dados por repinvara,(d,—) y repiguala,(d,—), respectivamente,
para cada g € (G, enumeraciones de las representaciones dadas, para cada g € G°
por repcarda,(d,—) y repenuma,(d,—), y, funciones definidas por los programas que
implementan a las operaciones de la Y-algebra totales sobre los productos de los soportes
de las representaciones y definidas por las funciones impo4(d,—), para cada o € 3.

o . . J _ .
De las condiciones anteriores se desprende que, F(pmwmg) = repinvara,(d,—) y
F(piuale) = repiguals,(d,—), para cada g € G; F(szrdng) = repcarda,(d,—) y
F(pgmeg) = repenumpy,(d,—), para cada g € G°; y, para cada o € X, Fpd) =

impoa(d,—).
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e Si Ay B son Xjmyp,,-dlgebras de la categoria CImpes(Timp), un Yimp, ;-morfismo f: A —
B, [ = (fimpsr (Fo)oec fooots fnat), €s un morfismo de CImpes(Timp) si, para todo
d € Aimpss (fg)geg: Aa — B Fimpy,(d) €S U morfismo entre las X-dlgebras y, ademds se
verifican las siguientes condiciones:

- para cada g € G, fg(SgA) - SgB;

- para cada g € G, fyoor 0 TEpinVara,(d, —) = repinvarp, (fimps(d), —) o fg;

- para cada g € G, fyoo1 0 Tepiguala,(d, —) = repigualp, (fimps (d), =) © (fg, fg)-
- para cada g € G°, fpat o repcarda,(d, —) = repcardp,;

- para cada g € G°, fyorepenuma,(d, —) = repenump, ( fimpy. (d), =) © frat-

Las condiciones anteriores se exigen para que haya conmutatividad no solo sobre los
operadores de las ¥-dlgebras sino también sobre los que definen los invariantes, igualdades
y enumeraciones de las representaciones.

Es claro que cada Yipyp, -dlgebra de CImpes(Zimp) recoge una familia de implementaciones
sobre representaciones efectivas del TAD 7 con el mismo G-tipo y con funciones definidas por
los programas totales sobre los soportes de las representaciones. Por la definicién que hemos
dado de enumeracion, todas las ¥y, -dlgebras de CImp,y (Zimp) tienen por conjunto soporte
para el género nat el tipo (satisfies naturalp). Sin pérdida de generalidad, fijamos U como
soporte para el género bool con la igualdad que interpreta cualquier objeto distinto de nil (por
eq) como el valor booleano true.

Ejemplo 4.4.4 Retomamos el ejemplo 4.2.1 en el que definimos una GRPjyy,.,-dlgebra que
recoge una implementaciéon de cada grupo cociente de Z mddulo n, con n > 1, implementacion
que denotamos por Zfpp v para la que definimos programas que implementaban a los invariantes
y a las igualdades de las representaciones. Vamos a enriquecer cada una de las representaciones
sobre las que se definen esas implementaciones obteniendo asi representaciones efectivas. Para
cada n > 1, la representacién Rggp de Z/nZ sobre la que se define Zlp tiene por dominio
integer, (mod n) como soporte y funcién de abstraccion la que a cada i del soporte lo lleva a
la clase del propio i. Al no dar la igualdad de representacién explicitamente, se esta considerando
la propia del tipo. Definimos las siguientes funciones:

- la funcién cardgy,: — (satisfies naturalp) definida como la constante n; y,

- la funcién enumgy : (satisfies naturalp) — integer es parcial con dominio el con-
junto {i € (satisfies naturalp) | (< i n)}, y comportamiento enumpy (i) := i.

La terna Rgf;ian = (Régp; cardry,,, enumpp, ) es una representacion efectiva del conjunto
Z/nZ. La representacién efectiva Rg{,}n junto con los programas de la implementacién Zip
definen una implementacién de Z/nZ que denotamos por ZGl:".

La siguiente signatura corresponde a la signatura GRPjm, ,
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impprd  :  impee g9 g — g
1mpinv : imperp ¢ — g
impunt : 1M PGRP — g
repinvar :  impgrp ¢ —  bool
repigual tmpeggp ¢ ¢ — bool
repcard : 1M Parp —  nat
repigual .  tmperp nat — g

Una GRPyy, ,-dlgebra que recoge a la familia de implementaciones {IS{{:"}neN,ml es la
GRPjpmp, ,-dlgebra B, definida completando la GRPjpyp,,,-dlgebra A (del ejemplo 4.2.1) del si-
guiente modo:

- Como conjunto soporte para el género nat se toma (satisfies naturalp).

- La funcién repcardp: (satisfies positivoMayorQuelp) — (satisfies naturalp) es
total y estd definida por repcardg(n):= n.

- La funcién repenump: (satisfies positivoMayorQuelp) x (satisfies naturalp) —
integer es parcial con dominio {(n, i) | (< i n)} y definida por repenump(n,i):= i.

La familia de implementaciones {Iéécﬁ”}neN,nx garantiza que la GRPjy,,, -dlgebra B es ob-
jeto de la categorfa C'Impeys(Zcep,,,). Ademds, en el ejemplo 4.2.1 vimos programas que im-
plementan, para cada n € (satisfies positivoMayorQuelp), al invariante y a la igualdad de
representacion de Ig{l’,n. A continuacién damos programas que implementan a las enumeracio-
nes:

CPrd = (cPeara, nil, nil, (satisfies naturalp)) con cédigo el siguiente objeto funcio-
nal

cPeard = #° (lambda ( ) n)

P um=(cPerum  (mod n), (satisfies naturalp), integer) siendo su cédigo el siguiente
objeto funcional

cPenum = #° (lambda (i) i)
O
Siguiendo el mismo esquema que en todo el trabajo, descomponemos la categoria

CImpes(Timp) en subcategorias con conjuntos soporte fijos para considerar familias de imple-
mentaciones que trabajan sobre los mismos datos. Fijamos un G-tipo T = (Ty)geq y denotamos
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por CI mpg}{}(zmp) a la subcategoria de CImpe¢(Timp) con objetos los que tienen como con-

juntos soporte para los géneros de 3 el G-tipo T y morfismos los de CImpes(Zimp) que son la
identidad sobre todos los géneros excepto impy.

Por abreviar la notacién, definimos el siguiente conjunto
A;f = {0}oeq U {invarg}gec U {igualy}geq U {cardy}gege U {enumy}geco

Para cada G-tipo T, denotamos por M¢/I al siguiente objeto de la categoria CIm g}{}(’fimp)

e para cada g € G, Mef’ = Tg, MZ(];; =Uy ML = (satisfies naturalp);

nat

e para el género distinguido,

qufz%E = {? = (F(Pé))(;eAgf | 11 = (Ev (pg)(seAgf) € Obj<Imp6f(T)) tal que

T es el G-tipo de E}

siendo, para cada g € G°, R, representacion efectiva y, para cada g € G \ G°, R,
localmente efectiva. Los dominios de las funciones del conjunto anterior son conocidos ya
que son funciones que provienen de implementaciones de I'mp.f(7). Asi, si f € /\/lff;’%z,

existe una implementacién de Imp.¢(7), T = (R, (p%) tal que, para cada 0 € A;f ,

send! )
la funcién fs es la definida por el programa pg , siendo los dominios de las funciones de f

los siguientes:

- para cada g € G, la funcién fippar, es total;

- para cada g € G, el dominio de la funcién figua, es Sy X Sy, donde S, denota al
soporte de la representacién R;

- para cada g € G°, la funcién feqrq, €s constante;

- para cada g € G°, el dominio de la funcién Jenum, €s el conjunto {n € (satisfies
naturalp) |n < feard,()}; ¥,

- para cada (0:w — v) € Q con w = ¢1...9pn, €l dominio de la funcién f, es
Sy X ... xSy,

e cada operacién de M®T se define como la aplicacién de la proyeccién de la tupla de
funciones en la componente correspondiente.

El objeto M®I es un objeto especial en la categoria CI mpg}{}(z »), Dosee las propiedades

recogidas en los siguientes teoremas.

Teorema 4.4.5 El objeto M®/'L es el coproducto en CIm *’{}(T p) de los objetos de la imagen
de la inclusion de Im g}{}( ) en CIm g}{}(’ﬂmp).

Al igual que en los casos anteriores, observar que la inclusién no es inyectiva, puesto que
la parte de implementacion no recogida en la ¥jm,, -dlgebra que define cada implementacion,
hace que no lo sea.

,,{}(

Teorema 4.4.6 La Yy, -dlgebra MPE es final en la categoria CIm Timp)-
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Denotamos por CI mpij}c('];;mp) a la subcategoria de CImpey(Zimp) con los mismos objetos
y morfismos aquellos que son la identidad sobre todos los conjuntos soporte excepto el corres-
pondiente al género distinguido impy. En ella, se tiene el resultado recogido en el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.7 La familia {/\/lef’I}I es G—tipo €S final en la categoria CImpi}(’Z}mp).

Asi, para recoger cualquier implementacién sobre representaciones efectivas del TAD
7T, las propiedades anteriores permiten que nos limitemos a implementar simplemente las
£ ef,T
Simp, ;-8lgebras M fI,

4.4.3 Implementaciones candnicas

En esta seccion tratamos de implementar cada Xy, -algebra MEFT de forma canédnica, en el
mismo sentido que se ha hecho en los casos anteriores, es decir, dando implementaciones finales
en ciertas categorias de implementaciones.

La implementacién canénica Z¢/T:¢" se define de modo andlogo a lo visto en los casos
anteriores, es decir, la representacién en la méquina de cada implementacién del TAD 7 sobre
representaciones efectivas de algunos conjuntos soporte estd formada por una tupla de objetos
funcionales que provienen de los programas de las implementaciones de 7: algunos de los que
implementan a las operaciones del TAD, el resto de las representaciones, efectivas o no. Por
tanto, respecto a lo visto, el tratamiento va a ser el mismo, simplemente debemos anadir al tipo
que las recoge, por cada género de GG°, dos campos en los que almacenar los objetos funcionales
que implementan a las enumeraciones. Suponemos que en la enumeracién de los géneros de X
los I primeros son los géneros de G°. Asi, lo anterior se traduce en que el tipo que en este caso
utilizamos para el género impy, es el siguiente

(defstruct REP-ef-IMP-g imp- rep-card,, ... rep-card, rep-enumy
rep-enum, (:include REP-IMP-g))

siendo los datos del dominio los del tipo anterior cuyos campos son todos objetos funcionales.

Como en todos los casos recogidos anteriormente, el punto méas delicado es la definicién
del soporte de la representacion del género distinguido. Informalmente, los datos del soporte
son aquellas tuplas de objetos funcionales que provienen de implementaciones de la categoria
I mpgf(T). Por tanto, si x esté en el dominio, x es un dato del soporte de la representaciéon para

1mpy; si existe J = (EJ , (p5‘7 )se AeEf) € Obj(I mpgf(T)) tal que los cédigos de los programas de
J coinciden (por la igualdad eq, inica razonable entre objetos funcionales) con los almacenados
en los campos de x. Formalmente, debe verificarse:

J

mvar

J

Tnvar, el codigo

- (eq c
del programa que implementa al invariante; esto viene a asegurar que cada soporte 8;17

coincide con el correspondiente subconjunto Sy de T, siendo

. (REP-ef-IMP-g-rep-invar, x)), para cada g € G, siendo c

S%={d€T, | (not (eq (funcall (REP-ef-IMG-g-rep-invar, x) d) nil))}
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J

tgual,

- (eq Ciualg (REP-ef-IMP-g-rep-igual, x)), también para cada g € G, y donde c
es el codigo del programa que implementa a la igualdad de la representacién y que tiene

por soporte 557 X Sg;

- (eq chMdg (REP-ef-IMP-g-rep-card, x)), para cada g € G°, y donde chardg es el codigo

del programa pgmig = (chardg’ nil, nil, (satisfies naturalp));

- (eq ngmg (REP-ef-IMP-g-rep-enum, x)), también para cada g € G°, y donde cgnumg

es el codigo del programa pgnumg = (cgmmg, {n € (satisfies naturalp) | (< n
F(chardg)())}v (satisfies naturalp), T,); ademds, para cada g € G°, F(pg"dg) y

F(pZ,..m. ) verifican las condiciones correspondientes a las enumeraciones;
enumg ’

- (eq cJ (REP-ef-IMP-g-imp-o x)), para cada (0: g1...gr — g) € £, siendo pJ = (c?,

Sg X +ee X ngk, Tgy, ---» Tge, Tg) el programa que implementa al operador o en la
implementacion J.

La funcién de abstraccion lleva cada tupla de objetos funcionales a la tupla de funciones
definidas por esos cédigos sobre los dominios deducidos de los de la implementacion de I mpg f(’]' )
que hace que la tupla de codigos esté en el soporte.

Los programas que implementan a las operaciones que provienen de (.., son los mis-
mos que en el caso de la implementacién Z"¢PL:¢4"  T0s programas que implementan a las
enumeraciones, son, para cada g € G°, los siguientes:

ef,I,can ef,T

- el programa p, epeard, AU€ implementa a la funcién repcard el T Mimpz —
- g
(satisfies naturalp) tiene por soporte Szﬁ’g;an y por cddigo el siguiente objeto fun-

cional

ef.T,can

cPrevcards = #> (lambda (x)
(funcall (REP-ef-IMP-g-rep-card, x)))

- la funcién rep enum , esr: ./\/lef’I X (satisfies naturalp) — T4 es implementada por el
g

M impy
ef,I,can o ef,T,can . . .
programa Prepenum, con tipos de entrada Dipme ¥ (satisfies naturalp), de salida T,
€f,I,C(l'I”L

soporte el conjunto {(x,n) | n < F( )(x)}, y cédigo el siguiente objeto funcional

prepﬁcardg

ef,T,can

cPrepenumg = #5 (lambda (x n)
(funcall (REP-ef-IMP-g-rep-enum,; x) n))

Anslogamente a como se ha hecho en los casos anteriores se obtiene el resultado recogido
en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.8 Cada I¢5T" es una implementacion de la Yimp,-dlgebra MEFPL,

4.4.4 Categorias de implementaciones sobre representaciones efectivas

Nos centramos a continuacién en definir las subcategorias de implementaciones de M€ en las
que las implementaciones Z¢/ 1% serdn objetos finales. Para ello, lo primero que observamos
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es que las propiedades que verifica cada Z¢/T9" respecto a las operaciones que estan en Qimprep
son las mismas que verifica la implementacién Z"P°1:¢9" y que estdn recogidas en la pagina 224
de esta memoria. Respecto a las que no provienen de {2, , las relativas a las enumeraciones,
el Lean yerifica las siguientes propiedades:

e cada x del soporte del género impy, determina una constante para cada g € G°, (funcall
(REP-ef-IMP-g-rep-card-g x)), que se utiliza para definir el dominio de la funcién
fonum, que estd en la imagen de x por la abstraccion, es decir, Def (f’e‘numg) = {n €
(satisfies naturalp) | (< n (funcall (REP-ef-IMP-g-rep-card-g x)))}

e para cada g € G°, el dominio del programa que implementa a repenum of 1 puede

M
expresarse como

U (=} x Def(EEnum,))

ef,T,can
xESimpE

Apoyéndonos en las propiedades verificadas por cada implementacién Z¢/T:¢%"  denotamos
por Im E}{} (./\/lef T) a la subcategorfa de la categorfa de implementaciones de M€ con objetos

: : _ 7 Vi Vi 7
las implementaciones 7 = (E’ (prepiinvarg)g€G7 (preprigualg)g€G7 (prepicardg)QEGQ’ (pTep,enumg)QEGo’
(piImp »)ocq), que verifican las siguientes condiciones:

i) Todas las condiciones que verifican las implementaciones de la categoria I'm %’e;} (MrepIy,
recogidas en los apartados i), ii) y iii) de la pagina 224 de esta memoria.

ii) Para cada g € G°, el dominio del programa P%ep,enumq es

Def(p%epienumg) = {(x,n) c Sgnpzx (satisfies naturalp) | n< F(p%epicardg)()}

Como morfismos de la categoria, se toman las i—transformaciones que entre las representa-
ciones efectivas son r—transformaciones, siendo la identidad sobre todos los modelos y sobre los
soportes de todas las representaciones excepto la del género imps..

A partir de cada implementacién Z de la categoria [ mpgf(’f ) podemos definir una imple-

mentacién de M®HI implementacién muy parcial en el sentido de que solo alcanza la tupla de
objetos funcionales que provienen de Z. Esta implementacién de M¢/I a la que denotamos por
T* se define restringiendo el soporte del género distinguido a una unica tupla de objetos funcio-
nales, los que provienen de Z. Asi, podemos asociar a cada implementacién Z de [ mpgf (7) una

implementacién Z* del modelo M®/T, construccién que se extiende a un funtor (inclusién) entre
las correspondientes categorias y que nos lleva al resultado recogido en el siguiente teorema.

Teorema 4.4.9 La implementacion T¢HT es el coproducto en I'm E}{}(Mef’l) de las im-
plementaciones que forman la imagen del funtor inclusion de la categoria Impg}{}(T) en

Impz}{}(/\/lef’l).

Otra propiedad de las implementaciones candnicas es la recogida a continuacion.
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Teorema 4.4.10 La implementacion candnica T¢FD es objeto final en la categoria
T,
Imp;f{}(/\/lef’z).

Denotamos por 7Zjy,, al TAD formado por todos los modelos MeFE para cada G-tipo T, y

por I mpi}(Timp) a la categoria de implementaciones obtenida por agrupacién de las categorias

I mpg}{}(/\/lef ). El siguiente resultado explica cémo se agrupan todos estos objetos finales.

Corolario 4.4.11 La familia de implementaciones candnicas {Ief’L“m}I es G—tipo €5 una fa-

milia final en la categoria Impi}(’]}mp).

4.4.5 Aplicacién al Calculo Simbdlico: Complejos de cadenas

Volvemos al caso de los complejos de cadenas y concretamente a la CCipyp,.,-dlgebra
MrepLredgen definida en la pagina 235, cuya descripcién pretende establecer la minima in-
formacién imprescindible para recuperar un complejo de cadenas a partir de una implementa-
y Tnat . . . .

cién de I'mpy,,.(Zcc) (implementaciones de complejos de cadenas con conjunto soporte para
cmbn un subconjunto de Cmb, sobre representaciones naturales y con invariantes e igual-

dades de representacion calculables y explicitos). El conjunto soporte para el género impec

rep,T,red,gen . . <z Tnat
corresponde a M, . La idea es que cada implementacién Z de Impy,,.(Zcc), que-

da suficientemente determinada por una terna de funciones (fmwrgen: integer x U — U,
figualge, : integer XU XU — U, Lqgr: Tempn — Tcmbn) que definen: el conjunto de generadores
en cada grado, una relacién de igualdad entre ellos y el comportamiento de la diferencial del
complejo de cadenas. Para llegar a esta expresién, el punto de partida es un conjunto graduado
(G, =¢) que determine los generadores del complejo de cadenas, que vendrd dado por medio de
un PER graduado en &. Vimos que una forma de implementar el PER graduado (G, =¢) es por
medio de un par de funciones (invarg: integer x U — U, igual,: integer x U x U — U).
La funcién invarg: integer x U — U es total y determina el conjunto de generadores en cada
grado, asi invarg(p, g) #eq nil si y solo si g € Gp. La funcién igualy: integer xU xU — U es
una funcién parcial con dominio {(p,g1,g2) | invarg(p, gl) #eq nil ¢ invarg(p, g2) #eq nil},
y con comportamiento igualg(p, g1, g2) := gl=c,82.

En el caso de que el PER graduado (G, =¢) sea finito, es decir, todos los grupos del complejo
de cadenas sean finitamente generados, la implementacion anterior es parcial en el sentido de
que pierde parte de la informacién que puede deducirse de (G,=¢). Desde el punto de vista
matematico, al considerar (G,=¢) realmente estamos trabajando en el cociente G/=¢ y, siendo
que para cada p € integer, G, es finito, es posible conocer y tener explicitamente un conjunto
de representantes candnicos del cociente anterior. Es decir, para cada p € integer, se tiene un
conjunto Canp C Gy verificando las siguientes propiedades:

i) si g,g € Canp, entonces g #q, g

ii) para cada g € Gp \ Cany, existe g. € Can, tal que g=¢,g.

En este caso, se puede definir una enumeracién sobre Cang = (Cang)peinteger, enuUMeracion
que puede venir dada por un par de funciones cardg: integer — (satisfies naturalp) y
enumg: integer X (satisfies naturalp) — U, siendo cardg una funcién total que determina
el cardinal del conjunto Cang, para cada p € integer, y enumg funcién parcial con dominio
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{(p,n) € integer x (satisfies naturalp) | n < cardg(p)} y de forma que enumg determina
una enumeracion del conjunto Cany, para cada p € integer.

Una forma de introducir esta informacién en la méquina es considerando una representacién
efectiva para el género correspondiente. La signatura CC posee como géneros int y cmbn y para
recoger la informacién anterior tomamos representaciones efectivas para el conjunto soporte del
género cmbn. Por contra, para el género int venimos considerando representaciones naturales
(que siempre seran de naturaleza localmente efectiva).

Asi, partimos del tipo Tepmpn ¥ de su representacion natural. El invariante invarg (que en
este caso no corresponde con el invariante de la representacién sino con el invariante de los
generadores de los grupos del complejo de cadenas) nos permite determinar los dominios de
definicién de los programas. Por ello, para recoger la informaciéon matematica deducida a partir
del PER graduado (G,=¢), no debemos dar enumeracién ni del soporte ni de su cociente por
la igualdad de la representacién, sino que lo que interesa enumerar es el cociente del conjunto
graduado de generadores por la relacién de igualdad. Es decir, vamos a enumerar (G, =¢) y no
(Sembns =R, )- Por ello, el caso de enumeracion que recogemos en este ejemplo, no corresponde
al caso desarrollado en la parte tedrica anterior, como ya anunciamos, sino que es més rico en
el sentido de que se enumeran generadores, en este caso, con la nocién de generabilidad de las
combinaciones de un complejo de cadenas por linealidad, a partir de un conjunto minimo de
datos.

Asi, si (G,=¢) es un PER graduado en U, una enumeracién del PER anterior viene da-
da por un par de funciones (cardG: integer — (satisfies naturalp), enumg: integer X
(satisfies naturalp) — U) siendo cardg: integer — (satisfies naturalp) una funcién
total definida por cardg(p) := card(Canp), y enumg: integer x (satisfies naturalp) — U
una funcién parcial con dominio {(p,n) | n < card(Canp)} y definida de forma que enumg(p, n)
es el representante canénico de G, que ocupa la posiciéon n —1 en la enumeracion de los elemen-
tos del conjunto Cany, teniendo en cuenta que para realmente tener una enumeracién se deben
verificar las siguientes condiciones:

i) para cada par (p,n) € Def(enumg), se tiene que invarg(p, enumg(p,n)) F#eq nil
ii) si (p,n1), (p,n2) € Def(enumg), entonces iguale(p, enumg(p,nl), enumg(p,n2)) =eq nil

iti) para cada par (p,g) € integer X U tal que invarg(p,g) #eq nil, se tiene que existe n €
(satisfies naturalp) con (p,n) € Def(enumg) y tal que igualg(p, g, enumg(p,n)) #eq
nil

Lo anterior nos lleva a trabajar con una subcategoria propia de implementaciones definida

at

a partir de [ mpgl : ct (Zcc). Denotamos por I mpg (7ce) a la subcategoria de implementaciones
del TAD 7Z¢c con objetos las implementaciones con G-tipo (integer, Tepn) Sobre representa-
ciones efectivas para el género cmbn, de forma que olvidando la parte efectiva, se tiene una
implementacién de I mpgzz (Zcc). Es decir, siendo precisos, estamos con implementaciones de
Tcc con G-tipo (integer, Temp,) de forma que la representacién para el género int es la natural,
la del género cmbn es natural y efectiva, ambas explicitas y los dominios de los programas que
implementan a las operaciones opp, zero, mult y dffr son los productos de los soportes de las
representaciones correspondientes, siendo el dominio del que implementa a la operaciéon suma
el formado por los pares de datos del soporte de la representacién del mismo grado. Obser-

nat
var que las implementaciones de [ mpgf (7cc) son implementaciones de complejos de cadenas



4.4 Objetos efectivos 257

finitamente generados. (Realmente en este caso podiamos haber partido de los complejos de
cadenas finitamente generados y considerar implementaciones sobre la representacion natural de
integer y la representacion natural y efectiva para el tipo Tepmpn que verifiquen las condiciones
sobre los dominios de definicién de los programas. Hemos preferido hacerlo asi para que quede
mas claro que un objeto efectivo es, en particular, localmente efectivo.)

Cada implementacién de la categoria anterior puede verse como una estructura

— 7z A z s 7z
7= (Ra (pa)UE{suma,opp,zero,mult,dﬂr}7 (pinvah‘m’ pim}m"cmbn)7 <pigualmt7 pigwllcmbn)’

A VA
pcardcmbn ’ penumembn

siendo: un programa que implementa al invariante de la representacién R, con

pgwarg
g € {int,cmbn}, piIgu a1, N programa que implementa a la igualdad de la representacién R, con
g € {int,cmbn} y (pgardcmbn’ Plpum. ) una enumeracién de los representantes canénicos de
los generadores del complejo de cadenas implementado. Asi, si Z es una implementacion de un
complejo de cadenas con generadores definidos por el PER (G, =¢), (invarG: integer xU — U,
igualg: integer X U x U — U) es una implementacién del PER (G, =¢) y (cardg: integer —
(satisfies naturalp), enumg: integer x (satisfies naturalp) — ) dan una enumera-
cién del conjunto graduado (Canp)peinteger, (para cada p € integer, el conjunto Can, es el
formado por los representantes canénicos del cociente Gp/ :Gp)’ entonces las funciones defini-
das por los programas de 7 que implementan al invariante y a la igualdad de representacién,
F(pzl;warcmbn) y F(pizgualcmbn)’ respectivamente, se definen a partir de ellas tal y como se ha
explicado (en la pagina 233). La funcién definida por el programa pfardcmzm es total y con

comportamiento F(p%,_,  )(p) := cardg(p). Finalmente, la funcién definida por el programa

cmbn

tiene por dominio {(p,n) | n < F(p%,, )(p)} y su comportamiento viene dado

penumunbn cmbn

por F(pgnumcmbn)(p,n) := enumg(p,n). Por coherencia con la notacién empleada hasta ahora,
denotaremos por pfm,dgen Y Penumge, @ 10s programas que implementan a las enumeraciones,
aunque lo son solo de generadores y no de combinaciones. Ademds, por ser una enumeracion,
se verifican las siguientes condiciones:

i) para cada par (p,n) € Spgn“mgen, se tiene que
F (0 vare, ) ((Ps [(1, F(0hpumy., (P11)))])) Feq nil
i1) si (p,n1), (p,n2) € SPEnumen | se tiene que
F(Prguar, . ) (P [(1 F(Pfnumy.., @0 ))])s Py [(1, F(Prnuimy.., (Pr02)))])) =eq il

iii) para cada (p, [(1,8)]) € Tempn tal que F(p%;tmrcmbn)«p, [(1,8)])) Feq nil, se tiene que
existe n € (satisfies naturalp) con (p,n) € SPenumgen y tal que

F(Prguar,.,. ) (P [(1,8)])s (ps [(1, F(PZnum,en (Ps1)))])) Feq nil

nat
A partir de la categoria I mpff (Zce) definimos una CCipyp, ,-dlgebra MEPI con conjunto
soporte para el género impec el espacio de funciones en el que cada elemento es una tupla
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nat
formada por todas las funciones que provienen de una implementaciéon de [ mpgf (Zcc), es
decir, cada dato es una tupla de funciones (£s) sensd algebra final en la categoria de algebras
cC
nat

que recogen a las familias de implementaciones de I mpgf (Zcc).-
Sin embargo, lo interesante en la practica es que podemos aplicar varias simplificaciones
en la descripcion del conjunto soporte para el género impec, similares a las realizadas en el
caso localmente efectivo y que aqui se aplican del mismo modo. Concretamente, se tiene que

el comportamiento de los programas que implementan a las operaciones opp, zero y mult de

nat
cualquier implementacién de I mpgf (Zcc) estd determinado por el de las funciones opp", zero

y mult” (descritas en la pagina 197) considerando dominios de definicién adecuados (en este
caso definidos a partir de los invariantes, tal y como se ha hecho en el caso localmente efectivo;

ver pagina 234 y siguientes). Respecto de la operacién suma, su dominio de definicién esté

determinado por el de la funcién sum gen (descrita en la pagina 234) siendo igualgen la

funcién que define la igualdad sobre los generadores en la implementacién Z. Esto hace que
de la descripcién general del objeto final, puedan eliminarse las componentes correspondientes
a estas operaciones. Ademads, del mismo modo que vimos en el caso localmente efectivo, el
invariante y la igualdad de la representacion para el género int en cualquier implementacién de

nat

I mpgf (7cc) vienen dados por integerp e =, respectivamente, por lo que tampoco es necesario
almacenarlos explicitamente como componentes del objeto final. Esto nos permite, pensando
en las operaciones de la signatura CC y las correspondientes a invariantes e igualdades, partir
de la descripcién del objeto MTePIredgen (dada en la péagina 235, para el caso localmente
efectivo) y completarla con la enumeracién del género cmbn, obteniendo asi una descripcién
mas simplificada del dlgebra final.

aZ/{ ,igual

Asi, una descripcion mas reducida de la CCipyp, -dlgebra MeI que denotamos por
MebLredgen o en la que se recoge la minima informacién imprescindible para recuperar un

nat
algebra definida a partir de una implementacién de I mpgf (Zce), tiene el siguiente conjunto
como soporte para el género impcc

1T7 d7 ; Inat
MZJ;;)CZG gen = {(fmvargen7 figualgena fcardgena fenumgma fdﬁr) ‘ 17 € Obj (Impef (%C))
Veriﬁca'ndo que finvarcmbn = F(p%;zvarcmbn ) ? figualcmbn = F(pilg:]ualcmbn )’

fca'f'dgen = F(p:cz—ardgen>7 fenumgen = F(pgnumgen) y fdﬁ?” = F(pizi-ﬁ"r)

siendo finvarempn Y figualen,, 1as extensiones de las funciones finvargen Y Tigualgen, T€S-
pectivamente. Es decir, finvaro,: Temon — U es la funcién total definida por

finvaromen ((P [(t1,%1), .-, (tn, Xn)])) Feq nil si y solo si se verifican:

i) finvargen (P> Xi) Feq nil, para todo i € {1,...,m}

i1) figualyen (P> Xi,Xj) =eq nil, para todo i,j € {1,...,m} con i # j

La funcién figuai,,,,: Tembn X Tembn — U es parcial con dominio {(cl,c2) €
Tembn X Tembn | Tinvarone, (61) Feq DAl Y finvarg,,(€2) #eq nil} y se define como
figualonpn (<p, [(t1,%1)y.. ., (tm,xm)]>, <q, [(s1,¥1)s- -, (sn,yn)D) F#eq nil si y solo si se verifican:

i) (=pq
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i) (= n m)
ii1) para cada i € {1,...,m}, J|j € {1,...,m} tal que
. (= ti SJ)
: figualgen (vai,Yj) #eq nil
nat
Por definicion de la categoria I mpgf (Zee) la funcion  fi4pq,.,: integer —

(satisfies naturalp) es total, y la funcion fenum,., : integer x (satisfies naturalp) — U
es parcial con dominio {(p,n) | n < feepd,.,(p)} v verificando:

i) para cada (p,n) € Def(fenumyen), 8¢ tiene que £invarye, (P fenumgen (P 1)) Feq nil

ii) para cada par (p,n1), (p,n2) € Def(fenumg., ), se verifica

figualgen (pa fenumgen (pv Ill), fenumgen (p> nQ)) eq nil

i1i) para cada (p,g) € integer x U tal que finvary., (P,8) Feq nil, existe n € (satisfies
naturalp) con (p,n) € Def(fenumy.,) ¥ tal que figual,., (p, 8, fenumgen (P n)) Feq il

Las operaciones de M/ Ired.gen que provienen de las operaciones de la signatura CC, de
los invariantes o de las igualdades de los generadores, se definen como sus correspondientes
en Mrerlredgen (dadas en la pagina 235). Respecto a las enumeraciones de representantes
candnicos de los generadores éstas vienen definidas por las proyecciones en las componentes
correspondientes, que, explicitamente vienen dadas como sigue:

. wqef Tred.gen
melTredsgen © 7Y timpeg

total dada por repﬁcardgenMe Fred.gen (£,p):= feard gen (p)-

- repcardgen X integer — (satisfies naturalp) es la funcién

ef,T,red,gen
Mef,Lred,gen : impcc
U es parcial con dominio el conjunto {(f,p,n) | n < feardgen (p)} y se define como

TEPENUMgen .11 red gen (f,p,1):= fenumge, (P, 1).

- La funcién TeP eNUMgen X integer X (satisfies naturalp) —

De nuevo, podemos dar una implementacién canénica Ze/Lred.gencan qo AqefLred.gen e

resultard ser objeto final en la categoria de familias de dlgebras definidas a partir de implemen-
. Tnat . . .
taciones de I'mpy; (Zce). En este ejemplo viene dada como sigue:

e Representaciones literales sobre los tipos integer, T.pmp,, (satisfies naturalp) y U.

e Para dar la representacién del género impcc, nos apoyamos en el siguiente tipo

(defstruct REP-ef-IMP-CC rep-card-gen rep-enum-gen (:include
REP-IMP-CC-red-gen))
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y tomamos como dominio el formado por los objetos Lisp del tipo anterior con todos sus
campos objetos funcionales, es decir, los objetos Lisp que satisfacen el siguiente predicado

(defun D-REP-ef-IMP-CC-p (x)
(and (typep x ’REP-ef-IMP-CC)
(functionp (REP-ef-IMP-CC-rep-invar-gen x))
(functionp (REP-ef-IMP-CC-rep-igual-gen x))
(functionp (REP-ef-IMP-CC-rep-card-gen x))
(functionp (REP-ef-IMP-CC-rep-enum-gen X))
(functionp (REP-ef-IMP-CC-imp-dffr x))))

El soporte an];’gc’ged’ge”’can viene definido como sigue
SZZifﬂﬂe”£M1::{x € (satisfies D-REP-ef-IMP-CC) | 3 I = (R,

T A T
o )oEe{suma,opp,zero,mult,dffr} invar,/ge{int,cmbn}; iqual,/gE€{int,cmbn}>
(Py) dgrys (P g) b} (Pig g) b

R nat
pfardgen, pfmmgen) € Obj (Impgf (Tcc)) tal que denotando

7

MNMVATecmbn

SgIen = {(Pa g) € integer x U | (not (eq (funcall ¢
(make-cmb  :dgr p  :1lst (list (make-mnm :cff 1

ignr g)))) nil))} y

S(;Imbn = {(p, [(t1,%1)y. -y (tm,xm)]> € Tembn | (py%i) € ngen para todo
i€ {t,...,m}y (eq (funcall cZ

igualayy, P ¥i x;) nil) para

todo i,j € {1,...,m} con 1 # j}, se tiene que
- Existe un programa p;‘,wargen con soporte ngen verificando:

i) (eq Pinvargen (REP-ef-IMP-CC-rep-invar-gen X))

i1) La funcién definida por el programa p;‘nmrgen extendida por
linealidad a Tgppyn, coincide con la funcién definida por el
programa F'(

T
Pinv arembn )

- Existe un programa p; alyen, COTL SOPOTtE el conjunto {(p7 gl,g2) €
integer xU xU | (p,gl), (p,g2) € Sglen} verificando:

i) (eq Pigualgen (REP-ef-IMP-CC-rep-igual-gen x))

i1) La funcién definida por el programa p;‘gualgen extendida por
linealidad al conjunto {(c1,c2) € &% xS = | (=
(cmb-dgr c1) (cmb-dgr c2))} coincide con la funcién de-

finida por el programa F(pizgualcmbn)
va
- (eq cPeardgen  (REP-ef-IMP-CC-rep-card-gen x))

va
- (eq cPenumgen  (REP-ef-IMP-CC-rep-enum-gen X))
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- el Qec-conjunto de 7 es ({(c1,c2) € SZ, xS | (= (cmb-dgr

cmbn cmbn

c1) (cmb-dgr c2)) }, SZ integer, integer X SCI SImbn)

cmbn? mbn’ “c

T
- (eq cPifr (REP-ef-IMP-CC-imp-dffr x))}

gf,I,red,gen,can : S'ef,Lred,gen,can R Mgf,Lred,gen
1mpcc rmpce 1mpcc

3 X X X X X
x del soporte a la tupla de funciones (fmvargm, D gualyen’ Toardgens Lenumgen> dﬁr)

lleva cada dato
definidas

por los cédigos almacenados en los campos de x sobre los dominios (ngen, {(p,gl,g2) €

integer xUuxUu | (pa g1)7 (p7g2) € ng—en}7 integer7 {(p7n) ‘ n < f}c{ardgen (p)}v S(:Imbn)’
respectivamente.

La funciéon de abstraccion o

Tomamos la igualdad de la abstraccién como igualdad de la representacién.

e Como programas que implementan a las operaciones que también lo son del algebra
MrepLredgen  tomamos los mismos que los de la implementacién Zmep-Lredgen.can — pg_
ra las enumeraciones, consideramos los siguientes:

ef,T,red,gen,can .

- El programa p, epcardyen tiene por soporte
el siguiente objeto funcional

ng,l,red,gen,can

i X integer y por codigo

ef,T,red,gen,can

cPrepcardgen = #’ (lambda (x p)
(funcall (REP-ef-IMP-CC-rep-card-gen x) p))

ef,T,red,gen,can . .
- el programa Prepeénumgen tiene por soporte al conjunto

{(x,p,n) € Sieﬂji’géged’gen’cm X integer X (satisfies naturalp) | (< n (funcall
(REP-ef-IMP-CC-rep-card-gen x) p))}

ng,l,red,gen,can

conjunto bien definido puesto que el soporte del programa anterior es imapc

integer; el cddigo del programa es el siguiente objeto funcional

X

ef,T,red,gen,can

cPrepenumgen = #° (lambda (x p n)
(funcall (REP-ef-IMP-CC-rep-card-gen x) p n))

Observar que en el caso efectivo, como es el que nos ocupa, para definir los dominios de los
programas de la signatura de partida se usan los invariantes, igual que en el caso localmente
efectivo, y no las enumeraciones. El fin de éstas es otro, no tiene que ver con lo anterior, sino con
la posibilidad de obtener informacién global acerca de la estructura a la que esté representando.

Como ya comentamos, EAT no recoge en las estructuras de datos a los invariantes por
motivos de eficiencia, lo que nos devuelve, de nuevo, al capitulo anterior en el que es necesario
fijar los dominios de los programas a priori, ya que en las estructuras de datos no hay informacién
suficiente para definirlos. Ahora bien, como ya hemos comentado en el caso localmente efectivo,
este comentario se aplica desde el punto de vista tedrico ya que en la préactica, no se requieren
explicitamente los dominios de los programas.

Sin embargo, para acercarnos mas a EAT queda un comentario pendiente y es que las
enumeraciones no se codifican en EAT por medio de las dos funciones card y enum con las que
hemos trabajado. En EAT se codifican utilizando el tipo 1ist de Common Lisp de forma ma&s
constructiva, tal y como a continuacién explicamos.
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Hemos dado una enumeracién de un conjunto como un par de funciones card: —
(satisfies naturalp) y enum: (satisfies naturalp) — U. Podemos observar que tienen la
misma aridad que las que forman la signatura puramente observacional propuesta para las listas
finitas en la seccién 4.3 y la misma intencion. Esto nos lleva a identificar las dos funciones ante-
riores que recogen una enumeracién de un conjunto, con una lista (de longitud card() y en la que
el elemento que ocupa la posicién i es el dato enum(i)). Generalizando esto a enumeraciones
de conjuntos graduados en U, una forma de dar una enumeracién de un conjunto graduado G
es por medio de una funcién cbs: integer — list de forma que, para cada p € integer, la
imagen cbs(p) es una lista Lisp conteniendo los elementos del conjunto de grado p.

Para finalizar, vamos a incorporar esta tultima simplificacién al ejemplo de los complejos
de cadenas. Recordar que las enumeraciones que se manejan en este caso son enumeraciones
del conjunto de representantes canénicos de un PER graduado (G, =¢), que se supone define el
conjunto de generadores en cada grado del complejo de cadenas.

Asi, la enumeracién del conjunto de representantes candnicos del cociente G/, el conjunto
graduado Cang, que hemos implementado mediante el par de funciones (cardg: integer —
(satisfies naturalp), enumg: integer X (satisfies naturalp) — U), podemos darla de
forma explicita. Asi, definimos una funcién total cbsg: integer — 1list dada, para cada
p € integer, por cbsg(p):= 1, siendo 1, de tipo list tal que (length 1) es cardg(p) y
siendo, para cada i € {0,...,cardg(p)—1}, el elemento que ocupa la posicién i en la lista 1,
((nth i 1)), el dato enumg(p, i).

nat

Esto nos permite dar otra descripcion de las implementaciones de la categoria I mpgf (Zee)
como una estructura

— T 7 T 7 T T
1= (Ey (pU)UE{suma,opp,zero,mult,dﬁr}7 (pinvw’mt’ pim)arcmbn)’ (pigualim’ Pigualcmbn)7 pcbsgen)

que se diferencia de la descripcion que teniamos hasta ahora en que ésta aporta una enumeracion

, . . I . . s’ .
explicita, es decir, el programa p cbsgen implementa al conjunto de representantes canénicos de
los generadores del complejo de cadenas al que implementa Z, de forma que la funciéon que
define tiene aridad F(p Cbsgm). integer — list y proporciona la lista de los generadores del
grado correspondiente. Las propiedades que verifica por ser enumeracién, pueden escribirse en
este caso, del siguiente modo:

i) para cada p € integer, se tiene que

F(piznvarcmbn)(<p’ [(1’ (nth i F(p%—bsgen (p))))] >) #eq nil

para todo i € {0, ..., (- (length F(pfbsgen(p))) 1}

i1) para cada p € integer, se tiene que

F(Plguat,,,,) ((ps [(1, ath 1 F(ph,  (P))])s (P, [(1, (ath § F(ph,  (P)))]))
=eq Dil

para todo i,j € {0, ..., (- (length F(pfbsgm(p))) 1)} con i # j



4.5 Estructuras mixtas en EAT: objetos con homologia efectiva 263

iii) para cada p € integer y para cada i € {0, ..., (- (length F(pfbsgen (p))) 1)}, existe
n € (satisfies naturalp) conn € {0, ..., (- (length F(pgbsgm(p))) 1)} tal que

F(Plguat,,) ((p: [(1, mth i F(pl,  (p)))]), (b, [(1, (athn F(pl,  (p))))])) #eq nil

Esto nos permite dar otra descripcion de la CCipp, -dlgebra MeFT descripeién que denota-
mos por Mef LEAT ¢op soporte para el género impgc el siguiente conjunto

JI,EAT . .
./\/lf,{mpcc :{(fimm«gm, figualyens fTcbsgen: integer —  1list, fgpg) | 3 I €

nat .
Obj([mpgf (Zee)) verificando que finpar,,,,, = F(pizmarcmbn)7 Figualomp, =
F(p%qualcmbn% fcbsgen = F(p%—bsgen) y fdﬁ’l‘ = F(p%l—ﬁr)}

siendo finvaremyn, ¥ figualony, 1as extensiones por linealidad de las funciones finvarge, ¥ figual
respectivamente.

gen’

El isomorfismo entre las dlgebras MeHIredgen v pefFLEAT viene dado por la equivalencia
entre las dos formas que hemos visto de describir una enumeracion finita: desde el punto de
vista del comportamiento o desde el punto de vista constructivo.

T,EAT

La implementacién canénica Z6FLEFAT de MeF: , objeto final en la categoria de familias

de dlgebras definidas a partir de implementaciones de [ mpgat (7cc) difiere de la implementacién

zefIred,gen,can o que se apoya en el tipo

(defstruct EAT-IMP-CC cbs-gen (:include REP-IMP-CC-red-gen))

para definir el dominio del género impec. Los elementos del soporte de esta implementacién son
tuplas de objetos funcionales x del dominio correspondiente verificando las mismas condiciones
impuestas a los del soporte de la implementacién Z¢fTredgen.can oxcepto las correspondientes
a los campos rep-card-gen y rep-enum-gen (que no existen en este caso) y que se sustituyen
por la siguiente condicién

(eq cPebsoen (EAT-IMP-CC-cbs-gen x))

definiendo el programa correspondiente a esta operacion de modo analogo al resto, es decir, por
aplicacién del objeto funcional almacenado en el campo correspondiente.

La descripcién de la implementacién canénica de MeFLEAT g 1a més cercana a EAT.

4.5 Estructuras mixtas en EAT: objetos con homologia efectiva

Los objetos que EAT manipula son estructuras de datos cuyos campos son objetos funcionales.
Diremos que uno de estos objetos es efectivo si nos permite obtener informacién global acerca de
la estructura a la que esta representando. Por ejemplo, en el caso de los complejos de cadenas,
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esto corresponde con la existencia de un campo funcional que, en cada grado, nos devuelve la
lista de representantes de los generadores. En otro caso, es decir, si no hay forma de obtener
informacién global a partir de él, hablaremos de objeto localmente efectivo.

EAT puede trabajar con objetos efectivos y localmente efectivos que codifiquen estructuras
algebraicas para la misma signatura. Para ello, ademas de los campos en los que se almacenan
las operaciones procedentes de las estructuras algebraicas y de los que almacenan igualdades,
anade otro campo (el que hemos denominado cbs-gen) que, en el caso de codificacién efectiva,
implementa a una enumeracién explicita (en el caso de estar con una estructura graduada es un
objeto funcional que en cada grado devuelve una lista) y, en el caso de codificacién localmente
efectiva, lo que se almacena en el campo es el simbolo : LOCALLY-EFFECTIVE.

En particular, si trabajamos con un complejo de cadenas y disponemos de informacién en el
campo cbs-gen (que para los complejos de cadenas se llama cbs en EAT, véase [104]), es decir,
si se trata de un complejo de cadenas efectivo, existe un algoritmo bien conocido (una primera
referencia es [120] y otra mds reciente [77]) que permite calcular, para cada grado n € Z, el
correspondiente grupo de homologia H,(C) := Ker d,,/Im d,41, donde ds. = {dy, }nez denota el
operador diferencial de C' (puesto que por definicién de complejo de cadenas dy, 41 o d, = 0, se
sigue que el nicleo de d,,, Ker d,, contiene a la imagen de d,, 41 y, por tanto, el cociente H,(C)
estd bien definido, para todo n € Z). Dicho algoritmo estd basado en la diagonalizacién de
las matrices de enteros que representan a los operadores diferenciales. La homologia es uno de
los invariantes fundamentales (incluso fundacionales) de la Topologia Algebraica y del Algebra
Homoldgica.

Por el contrario, si el campo cbs contiene el simbolo : LOCALLY-EFFECTIVE, no hay ninguna
posibilidad de calcular su homologia a partir de esa informacién (recuérdense los resultados de
no calculabilidad del capitulo 3: es indecidible saber si el complejo de cadenas es trivial o no en
un grado dado), incluso en el caso en que, por motivos tedricos, se conozca que sus grupos de
homologia son de tipo finito y, por tanto, potencialmente calculables. Precisamente los libros de
Topologia Algebraica estan llenos de complejos de cadenas que no son de tipo finito, pero cuya
homologia si lo es. La idea de Sergeraert consistié en codificar de modo localmente efectivo tales
complejos, pero manteniendo un vinculo explicito con un complejo de cadenas efectivo que porta
la misma informacion homolégica que el complejo localmente efectivo. Mas concretamente, un
complejo de cadenas con homologia efectiva es una terna (C,E, HC'), donde C es un complejo de
cadenas (normalmente codificado de modo localmente efectivo; siempre obviamente en el caso
de que no sea de tipo finito alguno de sus grados), £ es una equivalencia de homotopia explicita
entre C'y HC (véanse los detalles en [104] o [103], por ejemplo), codificada de modo funcional, y
HC es un complejo de cadenas efectivo. La homologia de un complejo de cadenas con homologia
efectiva es calculable (aplicando el algoritmo de diagonalizacién de matrices a HC, atn en el
caso de que C' no sea de tipo finito. Asi pues, la terna (C, &, HC) define una estructura mixta:
parte localmente efectiva (en ocasiones C; siempre &) y parte efectiva (HC). La primera nos
permitird manipular la estructura algoritmicamente (pese a su infinitud esencial); la segunda
nos permitird realizar cdlculos finales (cuando el usuario asi lo solicite).

En general, un objeto con homologia efectiva [114] se define en EAT como una cuater-
na (0,C(0),&E,HC), donde C(O) es un complejo de cadenas canénicamente asociado a O y
(C(0),E,HC) es un complejo de cadenas con homologia efectiva. El caso maés tipico (e im-
portante) aparece cuando O es igual a un conjunto simplicial K (puesto que se trata de una
representacién combinatoria de un espacio topolédgico). En ese caso, C(K) es el complejo de
cadenas asociado al conjunto simplicial K (véase la definicién en [78], pagina 5) que sera efecti-
vo o localmente efectivo segin lo sea K. Habitualmente, se parte de un conjunto simplicial K
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efectivo, por ejemplo la esfera S? codificada como en el ejemplo 3.7.5 de la pagina 168, que da
lugar de forma trivial (con equivalencia de homotopia la identidad) a un conjunto simplicial con
homologia efectiva (53, C(S3),id, C(S?)). Se le aplica entonces alguna construccién que interese
en Topologia Algebraica, como es la construccién espacio de lazos €2 (véase la definicién en [78] o
[103]) para obtener un nuevo conjunto simplicial con homologfa efectiva (253, C(Q25%),&, HC).
En este tltimo objeto la situacién ha variado sustancialmente puesto que €252 siendo un espa-
cio de dimensién infinita en cada grado debe, obligatoriamente, ser localmente efectivo, y, por
tanto, C'(Q253) también debe serlo. El programa EAT habré construido tanto la equivalencia de
homotopia £ como el complejo de cadenas HC' y para ello habra tenido que crear y gestionar
en tiempo de ejecucién multiples ejemplares de estructuras algebraicas (véase seccién 1.1 y, en
particular, la figura 1.3 que muestra la estructura de un objeto con homologia efectiva), trata-
miento que en esta memoria ha sido modelado gracias a la construccién que hemos denominado
()imp- Ahora, EAT es capaz de calcular grupos de homologia del espacio topoldgico Q53 (codi-
ficado como el conjunto simplicial con homologia efectiva (293, C(Q53),&, HC). Pero, lo que
es mas importante, es capaz de seguir manipuldndolo como estructura de datos para realizar
nuevas operaciones interesantes en Topologia Algebraica. En particular, el mismo algoritmo,
puede ser aplicado a la misma estructura para obtener (Q(€25%), C(Q(Q5%)), &, HC)), un nuevo
conjunto simplicial con homologia efectiva (véase la figura 1.3 en la pagina 10) y continuar
trabajando con él hasta obtener informaciones de tipo homolégico que no estaban disponibles
por otros métodos hasta la fecha (véanse mas detalles en [95] o [105], por ejemplo).






Conclusiones

Este trabajo concluye justo en el momento en que se acaban de introducir los objetos mas
interesantes de EAT: sus estructuras mixtas, los objetos con homologia efectiva. A partir de
ellos deberia comenzar la descripcién y modelado de los innovadores algoritmos implementados
en EAT para el Célculo Simbdlico en Topologia Algebraica. Afirmamos que para realizar
dicha tarea las herramientas presentadas en esta memoria son suficientes. Puede ser una tarea
laboriosa y no exenta de dificultades, pero creemos que lo esencial ha sido resuelto en este
trabajo. En concreto, hemos alcanzado los siguientes objetivos:

1)

Hemos mostrado que las especificaciones algebraicas estdndar (al estilo cldsico de [40] o
[72]) son suficientes para modelar sistemas complejos como EAT, sin necesidad de recurrir
a especificaciones con infinitos géneros, operaciones o axiomas o a formalismos de orden
superior (como los presentados por ejemplo en [5] o [19]). Los beneficios de mantener-
se en la linea mas conservadora son evidentes: toda la tecnologia desarrollada para las
especificaciones algebraicas estdndar [6] es directamente aplicable a nuestro caso. Como
contrapartida, nos hemos visto obligados a enfrentarnos a diferentes problemas de par-
ctalidad, que aunque son ficilmente superables, complican considerablemente los detalles
técnicos de las construcciones y las demostraciones.

Hemos presentado las construcciones necesarias para modelar las estructuras de datos de
EAT en el marco de la Teoria de Categorias, relaciondandolas con construcciones catego-
riales mas generales.

Hemos senalado la relacién entre nuestra aproximacion y algunos formalismos para la
especificacién algebraica orientada a objetos, como son las especificaciones ocultas (véanse
[46], [23], [45], [27], [76], [94] y [47]) y las coalgebraicas (véanse [91], [106], [60], [61], [62],
[76] v [27]). Nuestro problema resulta ser un caso particular que, siendo relevante, parece
haber pasado desapercibido en la literatura. Puesto que en él no aparecen los problemas
mas dificiles de la orientaciéon a objeto (por trabajar en un contexto de programacién
funcional pura y sin herencia), permite establecer una comparacién muy precisa entre las
diferentes propuestas, asi como analizar con detalle las construcciones de objetos finales
de la literatura, que en nuestro caso particular pueden expresarse de un modo sencillo,
aclarando de paso el significado de las otras construcciones més complejas (como las que
aparecen en [46] y [106]). En esta misma linea hemos explorado una relacién entre la
programacién funcional, el enfoque coalgebraico y la implementacién de estructuras de
datos infinitas (presentes de modo esencial en EAT).

Basandonos en la clasica nocién de representacién de Hoare [58], hemos conseguido una
formalizacion matematica completa de la nocién de implementacion de un tipo abstracto

267
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de datos. Esta formalizacién nos ha permitido organizar las representaciones y las imple-
mentaciones en categorias, lo que ha facilitado sobremanera la expresién de los resultados
posteriores. Como consecuencia, hemos mostrado que nuestra aproximacién a la nocién
de implementacién (que, como queda dicho, es heredada de la de Hoare) permite, por
una parte, un tratamiento matemaéatico consistente y, por otra, razonar sobre lenguajes de
programacién concretos (Common Lisp en nuestro caso). Queda asi probada la superio-
ridad para nuestro problema concreto, de este punto de vista frente a otras nociones mas
algebraicas de implementacién (para las que el trabajo pionero es [39]; para un survey
ver [85]) que, por mantener la coherencia con el formalismo de las especificaciones alge-
braicas (lo que les asegura la consistencia matematica), pierden el vinculo directo con los
lenguajes de programacion.

5) Hemos probado formalmente resultados de indecidibilidad y no calculabilidad que de-
muestran el hecho afirmado frecuentemente de modo informal (véase, por ejemplo, [98] o
[97]) de que las representaciones localmente efectivas pierden informacién respecto a las
efectivas y de que, en particular, en ellas no es posible implementar algunos operadores
de naturaleza “global”.

6) Hemos formalizado matematicamente el cardcter “universal” de las estructuras de da-
tos de EAT, mostrando que forman parte de objetos finales en adecuadas categorias de
implementaciones de tipos abstractos de datos. Informalmente, esto significa que dado
cualquier otro modo de implementar siempre existird una (tnica) forma de trasladarlo
al “estilo EAT”. Dada la importancia de este resultado, tanto matemé&ticamente como
en la gestaciéon de este trabajo (ver més adelante), consideramos el teorema 3.7.9 (y su
consecuencia el teorema 3.7.11) como el central de la memoria. En su demostracién con-
fluyen todas las definiciones y técnicas introducidas previamente y también se utilizan las
propiedades esenciales de la semantica de Common Lisp como lenguaje de programacion
funcional (en concreto, una forma particular de la §-reduccién heredada del A-calculo).

7) Hemos establecido, en el marco de la especificacién algebraica y de las implementaciones
de tipos abstractos de datos, las diferencias esenciales entre las representaciones local-
mente efectivas (que son las que, por defecto, han aparecido a lo largo de la memoria)
y las efectivas (que han sido tratadas en el tltimo capitulo), formalizando de este modo
los conceptos de objeto localmente efectivo y objeto efectivo que fueron introducidos por
Sergeraert en [101] (véanse también [96] y [97]). Asimismo, hemos descrito brevemente los
objetos miztos de EAT (los objetos con homologia efectiva) que tienen parte localmente
efectiva y parte efectiva, objetos que, sin duda, proporcionan a EAT su aspecto mas ori-
ginal y su mayor potencia de cdlculo (respecto a sistemas que trabajasen en un contexto
unicamente efectivo).

8) Por ultimo, hemos mostrado cémo los desarrollos tedricos generales aportados pueden ser
adaptados para tratar las estructuras concretas de EAT. Para ello nos hemos concentrado
en dos de las estructuras fundamentales en EAT (y, de hecho, en cualquier sistema de
Célculo Simbdlico en Topologia Algebraica): los conjuntos simpliciales y los complejos de
cadenas.

En resumen, consideramos alcanzado el objetivo general que nos habiamos propuesto: la
especificacién formal de un fragmento significativo de EAT (el que se refiere a las estructuras
de datos “aisladas”), analizando sus propiedades estructurales y poniéndola en relacién con
multiples trabajos que aparecen en la literatura.
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En cuanto a la metodologia utilizada se ha procurado emplear técnicas tan directas y senci-
llas como ha sido posible. En concreto, en lo relativo a la Teoria de Categorias hemos utilizado
solo conceptos elementales (no usando, por ejemplo, las nociones de categorias fibradas o in-
dexadas, que estdn muy relacionadas con nuestro enfoque), imprescindibles para expresar con
concisién nuestros resultados. Este propdsito de sencillez en la exposicién no siempre ha sido
facil de conseguir, siendo un escollo de cierta importancia la necesidad de utilizar una notacién
compacta y no ambigua, en la que es necesario senialar explicitamente, en forma de superindices
y subindices, muchos elementos relevantes (tipos de datos, dominios de definicién, géneros, etc.).
Por otra parte, pese a que las ideas intuitivas no son complejas, es necesario tener presentes
constantemente varios niveles (el conceptual o de los modelos y funciones, el légico o de los
dominios y algoritmos y el fisico o de los tipos concretos y cédigos). Ademads, en cada uno de
esos niveles hay que considerar una o varias igualdades (de los dominios, literales, naturales,
de la representacién, de la abstraccién, etc.), que en ocasiones son coincidentes, pero en otras
no. Para intentar controlar esta complejidad, y siempre con el objetivo de hacer comprensibles
nuestros resultados, hemos preferido hacer una presentacién “acumulativa”’: en el capitulo 2
hemos tratado el caso algebraico, sin mencién ninguna a los lenguajes de programacién; en
el capitulo 3 estudiamos el caso de las implementaciones “puras” (es decir, solo se almacenan
los codigos de los operadores, sin ninguna informacion explicitamente almacenada sobre los
soportes de las representaciones); la aproximacién del capitulo 3 es insuficiente para explicar
la diferencia entre lo “localmente efectivo” y lo “efectivo”, por lo que en el capitulo 4 inclui-
mos entre lo almacenado en memoria los invariantes (o funciones de test), las igualdades de
las representaciones y, en el caso efectivo, las enumeraciones de elementos. Esta presentacién
“por capas sucesivas” puede tener, pese a su objetivo de mantener la sencillez en la exposicién,
dos efectos indeseados. Por una parte, puede dejar en el lector una sensacién de déja vu, pues
definiciones, resultados (como los de la existencia de coproductos y objetos finales) y ejemplos
parecen repetirse en tres capitulos distintos. No obstante, debe tenerse en cuenta que cada
capitulo desarrolla un aspecto diferente del problema (mejor dicho: cada capitulo se apoya en
el anterior) y que hacer una redaccién menos prolija hubiese significado exigir al lector una
excesiva concentracién en reconocer (y trasladar al nuevo contexto) ideas precedentes o bien
limitarnos a hacer una exposicion informal, sin el necesario rigor matematico. Por otra parte, la
presentacién lineal elegida puede hacer perder de vista las intuiciones y la gestacién de nuestro
trabajo. Por ello nos parece ttil dar otra perspectiva de los capitulos, haciendo un poco de
historia sobre nuestro tema de investigacion.

Una primera version del sistema EAT (que, de hecho, no lleg6 a ser plenamente operativa)
contenfa en cada estructura de datos un campo con la funcién de test (o invariante, segin
nuestra terminologia, que es la de Hoare en [58]) que permitia decodificar el conjunto sobre el
que el resto de operaciones trabajaban. FEra natural comenzar asi, pues era el reflejo directo
de la codificacion funcional, introducida por Sergeraert en [113]. Por otra parte, la funcién de
test parecia la tdnica justificacion matematica de que se podia trabajar en el ordenador con
conjuntos infinitos. Asi pues si este punto de vista se hubiese impuesto, la versién recogida en
nuestro capitulo 4 hubiese sido la que realmente daria lugar a la modelizacién mas directa del
sistema. Sin embargo, Sergeraert observé rapidamente que, desde el punto de vista operacional,
la funcién de test es inutil. Puede ser 1til en la fase de desarrollo, para comprobar que los
“tipos” de los datos manejados son los adecuados, pero, supuestos correctos los programas del
sistema si también lo son los datos de entrada, es obvio que aplicar las sucesivas funciones de
test (comprobar la invariancia de las propiedades de los datos) serfa un derroche innecesario.
Puesto que EAT es un entorno de célculo (y no de especificacién) se decidié que las funciones
de test no aparecieran en los codigos de los programas (como puede verse en la documentacién
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[104]). Dado que el test de igualdad tampoco ayuda en la tarea de determinar los conjuntos
sobre los que se esta trabajando, decidimos adoptar la aproximacién estudiada en el capitulo
3: quedarnos tnicamente con las tuplas de cédigos de los operadores (que también aparecen
en el estilo de programacién de EAT). En este contexto demostramos el teorema 3.7.9, que fue
el primer resultado positivo de relevancia encontrado y, por tanto, punto primordial en este
trabajo. Pese a que el resultado es satisfactorio (véase el punto (6) mas arriba), también es
excesivamente rigido en algin sentido y no recoge plenamente el modo de trabajar en EAT (lo
que hace que los ejemplos concretos del apartado 3.8 y del 2.9, tengan un cierto aire “artificial”).
Para entender ese desajuste entre modelo y realidad, hay que tener presente que, en ausencia
de funciones de test, solo el usuario es capaz de determinar (en su mente) sobre qué conjuntos
estd trabajando. Pero ese material “mental” resulta de poca utilidad a la hora de demostrar
teoremas. Por ello, nosotros, en el capitulo 3, resolvimos la cuestién por el expeditivo método
de fijar de una vez los conjuntos sobre los que se trabaja (los T de ese capitulo o los D del caso
algebraico en el capitulo 2) asi como los dominios de definicién de cada uno de los operadores
(los Q-conjuntos S). Asi, pagando el precio de ser ciertamente inflexibles en lo que a los dominios
se refiere, conseguimos mostrar que las implementaciones que son codificadas en EAT forman
parte de objetos finales en ciertas categorfas. Dicho resultado fue publicado en [67]. Uno de los
referees nos indicé que estdbamos utilizando técnicas no demasiado modernas (especificaciones
algebraicas como en [40] y la nocién de representacién de Hoare [58]) y que nuestro punto de
vista deberia ser comparado con temas relacionados con la semdntica comportamental. A raiz
de dicho consejo (que resulté ser certero) comenzamos a estudiar literatura mds reciente sobre
especificaciones algebraicas y por medio de la técnica de ir eliminando de nuestra aproximacién
todos los detalles relativos a los lenguajes de programacién, obtuvimos la relacién con las
especificaciones ocultas y las codlgebras que ha sido detallada en el capitulo 2 (y en [68]).
Puesto que, como decimos, los enfoques de los capitulos 2 y 3 no recogen plenamente el modo
de trabajar en EAT y, por otra parte, tratan unicamente el caso localmente efectivo, en el
capitulo 4 recuperamos las funciones de test y las igualdades, obteniendo plena identificacion
con EAT, como puede verse en el tratamiento de los complejos de cadenas de la seccion 4.4.5.
(Pero, insistamos una vez mas, si eliminamos las funciones de test, como sucede en EAT, no
podemos obtener resultados tedricos y nos veriamos abocados a volver a la solucion inicial en
el tiempo: la propuesta en el capitulo 3.)

En lo que se refiere a lineas de continuacion de este trabajo, existen multiples posibilida-
des, algunas de las cuales han comenzado a ser tratadas en nuestro equipo de investigacion.
Algunas de estas vias ya han sido anunciadas a lo largo de la memoria. Una de ellas es gene-
ralizar los resultados aqui recogidos haciéndolos independientes del lenguaje de programacién
Common Lisp. Esta tarea no parece muy dificil mientras nos mantengamos dentro del paradig-
ma de programacion funcional. Algunos primeros tanteos en el paradigma orientado a objetos
(concretamente en Java y C++) han sido publicados en [4].

Otro problema abierto, ya citado en la memoria, es abarcar fragmentos cada vez mayores
de EAT. Concretamente, en este texto nos hemos centrado en estructuras de datos “aisladas”
(como los complejos de cadenas, por ejemplo) sin ocuparnos de las relaciones entre distintas
estructuras (técnicamente hablando, se trataria de estudiar signaturas ocultas con constructores
desde datos o desde datos y objetos, y no unicamente deconstructoras como en esta memoria).
Obviamente, sin incluir estas relaciones el sistema EAT no podra ser completamente modelado.
Unos primeros resultados, relativos al bloque conjuntos-simpliciales/complejos-de-cadenas, ya
han sido publicados en [32]. Ademas, en dicho trabajo (asi como en [33] y [34]) presentamos
algunos de los resultados de esta memoria utilizando la nocién de institucion (ver, por ejemplo,
[48], [30] o [117]). Todas las técnicas desarrolladas en esta memoria serdn también de utilidad
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a la hora de abordar el andlisis del sistema Kenzo [36], sucesor de EAT. Pese a que nuestros
resultados se aplican, con ligeras modificaciones, a Kenzo, seran insuficientes por si solos para
tratar todo Kenzo, pues estd programado utilizando mucha de la riqueza de CLOS (Common
Lisp Object System). En particular, la herencia y otros conceptos orientados a objetos juegan un
papel esencial en Kenzo. (Algunos resultados preliminares sobre estos temas han sido publicados
en [35].)

Para terminar, citar que otra linea de continuacién de este trabajo es la aplicacién de nuestras
técnicas a otros sistemas de Calculo Simboélico més generales, como Axiom [63] o Aldor [1].
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