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Introduccién

El trabajo desarrollado en esta memoria se centra en el estudio de
la convergencia de la serie de Fourier asociada a un determinado siste-
ma ortonormal. Para comprender el interés de este tipo de cuestiones
comenzaremos mencionando un ejemplo, la denominada serie de Fou-
rier cldsica. El sistema {e™},cz es ortonormal en T con respecto a la
medida de Lebesgue normalizada:

2T dt
int —imt
€ € - 5n,m7
0 2m

donde 6, ,,, denota la delta de Kronecker. A cada funcién f € L*(T) le
asociamos, en un principio de una manera puramente formal, su serie
de Fourier definida como

fed ar(f)e™,

keZ

donde

27
alf) =5 [ rea

Es bien conocido que la clausura en LP(T) de las combinaciones lineales
finitas del sistema ortonormal {e"},cz es LP(T) para 1 < p < co. A
partir de este hecho, y por ser L*(T) un espacio de Hilbert, tendremos
convergencia hacia f de la serie de Fourier para cada funcién f € L*(T).
La situacién en LP(T) con p # 2 es bien distinta. El trabajo de Marcel
Riesz sobre la funcién conjugada, definida como

f) (senk)ar(f)e™,

keZ

establece

I fllzeery < Cllfllzecr),

para 1 < p < oo. De este hecho se deduce de manera inmediata la
acotacién uniforme del operador suma parcial n-ésima, S,,, asociado a
la serie de Fourier. En particular tendremos

[Snflloery < Cllfllzeery, V¥n >0,

3



4 INTRODUCCION

para 1 < p < oo, C' independiente de n y donde
n
Sp(f,x) = Z an(f)e.
k=—n

A partir de la acotacién uniforme del operador S,, se obtiene, usando
el teorema de Banach-Steinhaus, la convergencia hacia f en LP(T) de
la serie de Fourier para 1 < p < co. Obtenemos, asi, que las funciones
{e"}, ez forman una base de los espacios LP(T) para 1 < p < oo.

El ejemplo de la serie de Fourier clasica motivé la busqueda de otras
familias ortonormales que fuesen base de un determinado espacio LP o
de un subespacio de éste. Mds en concreto, dado un espacio de medida
(Q, M, 1) y una familia numerable de funciones {¢,, },>0 ortonormales
en L*(Q, 1), nos interesard saber para qué funciones f se tendrd la con-
vergencia en LP(), 1) de la serie de Fourier. Esta serie se definird para
cada f como

F > b f)ns
k=0
donde

be(f) = / Féudp.

La resolucion del problema asi planteado pasa por dos cuestiones:

» El estudio de la acotacién uniforme del operador suma parcial
n-ésima; es decir, la obtencién de la estimacion

1Snf e < Clifllr@pm,  ¥n =0,

con C independiente de n y donde

Sof =Y bi(f)or.
k=0

» La identificacién del espacio dado por la clausura en LP(S, p)
de las combinaciones lineales de las funciones del sistema orto-
normal en consideracién, span{¢,}. En este conjunto tendre-
mos, por definicién, densidad del sistema ortonormal.

Numerosos sistemas ortonormales han sido estudiados en la literdtu-
ra matematica a lo largo de los anos. Citemos algunos ejemplos:

= Los polinomios de Jacobi, ortonormales en L?([—1, 1], dw), con
dw(x) = (1—2)*(1+z)? dz. Véanse los trabajos de Pollard |26,
27, 28, 29|, Muckenhoupt [23], Badkov [2] y Guadalupe-
Pérez-Varona [16].

= Los polinomios y las funciones de Laguerre, ortonormales en
L?((0,00), dw), donde dw(x) = e “z*dz, y en L*((0,00),dx)
respectivamente. Véanse los trabajos de Askey-Wainger [1] y
Muckenhoupt [24, 25|
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= Los polinomios y las funciones de Hermite, ortonormales en
L2(R,dw), donde dw(z) = e=** dz, y en L2(R,dz) respectiva-
mente. Véanse las mismas referencias que para los polinomios
y las funciones de Laguerre.

» El sistema de Fourier-Bessel, constituido por funciones de Bes-
sel y ortonormal en L?([0,1], z dx). Sobre este sistema se pue-
den ver los trabajos de Wing [45], Benedek-Panzone [7] y
Guadalupe-Pérez-Ruiz-Varona [15].

= (Ciertos sistemas ortonormales formados por autofunciones de
determinados problemas de Sturm-Liouville. Véanse los tra-
bajos de Benedek-Panzone [6], Barcel6-Cérdoba [4] y Gene-
rozov [14].

En algunos de los casos anteriormente citados el estudio de la conver-
gencia ha sido realizado en espacios LP con determinados pesos. Se ha
analizado la convergencia en LP(€2, u du) de la serie de Fourier asociada
a feLP(Qudu).

Los resultados clasicos de interpolacién nos aseguran que la acota-
cién uniforme de los operadores S,,, y como consecuencia del teorema
de Banach-Steinhaus la convergencia en LP de la serie de Fourier asocia-
da al sistema ortonormal considerado, se producira en un determinado
intervalo de valores de p, fuera del cual no es posible tener acotacion ni
convergencia. Este intervalo se conoce como intervalo de convergencia
en media. El estudio de la acotacion del operador S, en los valores ex-
tremos del intervalo de convergencia en media es un problema de gran
interés. El andlisis de la acotacion (p, p)-débil,

[Sn oo (9 < Cllf e
y la acotacién (p, p)-débil restringida

|Suxellr@w < CllXellzr@p),

son el modo habitual de tratar la acotacién del operador S, en estos
valores extremos.

La convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier asociada
a determinados sistemas ortonormales ha sido una cuestién que tam-
bién ha suscitado gran interés. El problema puede plantearse en los
siguientes términos: dada f € LP(), u), jcudndo se verifica que

Snf = f

en casi todo punto? El caso particular de serie de Fourier clasica, la
asociada al sistema {e"},cz, fue un problema abierto durante mucho
tiempo. Fue Carleson quien obtuvo un primer resultado afirmativo para
el caso p = 2. El resultado para 1 < p < oo fue obtenido poco después
por Hunt. La convergencia en casi todo punto para otros sistemas orto-
normales ha sido ampliamente tratada. Se han encontrados respuestas
afirmativas mediante la utilizacion de teoremas de equiconvergencia y
de transplantacion.
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A lo largo de esta memoria nos centraremos en la serie de Fourier
asociada al sistema {j%},>0, ortonormal en L?*((0,00),2%dx), dado,
para o > —1, por

7(2) = Va + 2n + Llasonsr (Va) /2712,

donde J, denota la funcién de orden v. Las series de Fourier asociadas a
este sistema ortonormal las denominaremos series de Fourier-Neumann.
En concreto, estudiaremos la acotacion del operador suma parcial n-
ésima, S, en los espacios LP((0, c0), uP(z)z® dx) para pesos de la forma
u(x) = 2%(1+2)"? y trataremos, ademds, las acotaciones (p, p)-débil y
(p, p)-débil restringida. Los resultados de convergencia, en particular la
convergencia en casi todo punto, para la serie de Fourier-Neumann los
obtendremos identificando el espacio de densidad de nuestro sistema
ortonormal.

La presente memoria se haya dividida en siete capitulos, cuyo con-
tenido desglosamos a continuacion.

El Capitulo 1 es de caracter introductorio y contiene una relacién
de conceptos y resultados que seran fundamentales a lo largo de este
trabajo. En la primera seccion damos una descripcion general de los sis-
temas ortonormales y de sus propiedades de convergencia. La segunda
seccion introduce dos herramientas que seran bésicas en el estudio de la
acotacién uniforme del operador suma parcial n-ésima: la transformada
de Hilbert y los pesos de la clase A,. La caracterizacién de la acotacién
en LP de la transformada de Hilbert a través de los pesos de la clase
A, se utilizard frecuentemente en nuestro trabajo y la introduciremos
en esta seccién. Analizaremos, también, la pertenencia a la clase A, de
determinados pesos. En la tltima seccién presentamos la transformada
de Hankel y damos algunas de sus propiedades. Para finalizar, obte-
nemos la transformada de Hankel de algunas funciones particulares.
El conocimiento de estas transformadas sera importante a la hora de
identificar el espacio de densidad de nuestro sistema ortonormal.

En el Capitulo 2 incluimos toda la informacién referente a las fun-
ciones de Bessel que necesitaremos a lo largo de esta memoria. En con-
creto, damos ciertas estimaciones uniformes que nos seran ttiles a la
hora de intentar aplicar la teorfa de pesos A, en la acotacién uniforme
del operador suma parcial n-ésima. Obtenemos, también, las normas
de las funciones j& en determinados espacios. El conocimiento de es-
tas normas nos permitira determinar las condiciones necesarias para la
acotacion uniforme del operador suma parcial n-ésima.

En el Capitulo 3 probaremos un resultado que nos dara condiciones
necesarias y suficientes para la acotacién uniforme del operador suma
parcial n-ésima, asociado al sistema ortonormal {j%},>0, en los espa-
cios LP((0, 00), uP(x)x® dz), con pesos de la forma u(x) = x%(1 + x)°~.
La suficiencia de las condiciones la obtendremos mediante una descom-
posicién de dicho operador en términos de la transformada de Hilbert
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con determinados pesos. La necesidad sera consecuencia del tamano de
las normas de las funciones j& en los espacios LP((0,00), u?(x)z® dx).

El estudio de las acotaciones (p,p)-débil y (p, p)-débil restringida
del operador suma parcial n-ésima asociado a {j%},>0 es el contenido
del Capitulo 4. En particular, probamos que no existe acotacién (p, p)-
débil para los valores extremos del intervalo de convergencia en media
y obtenemos un resultado afirmativo para la acotacion (p, p)-débil res-
tringida en esos mismos valores.

El Capitulo 5 estd centrado en la caracterizacién y estudio del
espacio de densidad de las funciones de nuestro sistema ortonormal.
En la Seccion 2 nos ocuparemos de la identificacién de los espacios

span{ja "}, con la clausura en LP((0,00), 2* dx). Estos espacios seran
descritos en términos del multiplicador de la bola unidad para la trans-
formada de Hankel. La Seccion 3 contiene algunas propiedades adicio-
nales de estos espacios. En este capitulo, en la dltima seccién, incluimos
los resultados relativos a la convergencia en casi todo punto.

El Capitulo 6 contiene una aplicacién de las series de Fourier-
Neumann a la resolucion de un determinado tipo de ecuaciones integra-
les, las denominadas ecuaciones integrales dobles de tipo Titchmarsh.
En este tipo de ecuaciones se debe encontrar una funcion f, definida
en (0,00), que satisfaga

/OO ) Jo(xt)dt = g(z), si0 <z <1,
0

/Oof(t)Ja(a:t)dtzo, siz > 1,
0

donde g es una funcién dada definida en [0, 1]. En concreto, estudiamos
la existencia y unicidad de solucién para una modificacion de este tipo
de ecuaciones, planteada en términos de operadores, en espacios de
tipo LP.

Para concluir, el dltimo capitulo de esta memoria contiene la aco-
tacion uniforme en los espacios LP((0,00), % dx) de los operadores de
Bochner-Riesz definidos para una cierta transformada de Hankel depen-
diente de dos parametros. Este operador aparece como una extension
natural de los operadores en que se puede descomponer el operador
suma parcial n-ésima asociado a las series de Fourier-Neumann. La
acotacion de este tipo de operadores se hace de acuerdo a las técnicas
clasicas. Utilizamos un operador de convolucién para obtener la acota-
cién en un rango determinado y recurrimos a la teoria de interpolacién
de operadores analiticos para el resto.

A lo largo de esta memoria se utilizara la letra C' para denotar
ciertas constantes absolutas y no serd necesariamente la misma en ca-
da ocasién que aparezca, incluso en la misma cadena de desigualdades.
Por C, entenderemos una constante que depende del parametro A y que
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tampoco serd necesariamente igual en cada circunstancia que se presen-
te. La notacién A ~ B la utilizaremos para indicar que el cociente A/B
estd acotado superior e inferiormente por ciertas constantes positivas.



CAPITULO 1

Preliminares

1. Sistemas ortonormales. Los sistemas de Jacobi y
Fourier-Neumann

Sea (2, M, pt) un espacio de medida con g > 0. Definimos L”(£2, 1)
o simplemente LP(u), cuando no de lugar a confusién, con 1 < p < oo,
como el espacio de las funciones p-medibles reales tales que

1/p
| fllrwy = (/Q Iflpdu) < 0.

Denotaremos por L*®(2, ) o L>®(u) el espacio de las funciones reales
p-medibles f esencialmente acotadas y escribiremos

£l oe ) = supesn{|f ()] : = € Q}.

Con esta definicién, ||-||z»(,) es una norma y LP(;) es un espacio de
Banach para 1 < p < oo.

Dado p € [1, 0], llamaremos de ahora en adelante ¢ al exponente
conjugado de p; es decir, a aquel que verifica % + % = 1, admitiendo
que para p = 1 se tiene ¢ = oo y viceversa.

Con esta notacién, para 1 < p < oo, se tiene la dualidad (LP(u)) =
L9(p); es decir, dado T un funcional lineal y continuo de LP(u) en R,
existe una unica funcién g € L(u) tal que

T: LP(u) — R
f I T(f):fgfgd,u7

donde la norma de 7" como operador coincide con ||g||Ls(,). Ademas, se
verifica que

2o = SUP{/Qfgdut 191 Loy = 1}~

De todos los espacios LP(u) tinicamente L?(y) resulta ser un espacio
de Hilbert, dotado con el producto escalar

(1) (f.9) = /Qfgdu-

Este hecho nos permite considerar sistemas ortonormales en este es-
pacio. En concreto, podemos considerar familias de funciones {¢;, },>0

9



10 1. PRELIMINARES

verificando
/ On b it = G,
Q

donde 0y, ,,, es la Delta de Kronecker, definida por

{O, si n#m,

1, si n=m.

5n,m —

De esta manera, a cada funcién f € L?*(u) le podemos asociar sus
coeficientes de Fourier con respecto a {¢n }n>0

e (f) = /Q Féudp, ¥k >0,

y, formalmente, su serie de Fourier

(e 9]

f~> calf)on

k=0

Tomamos las sumas parciales n-ésimas de la serie de Fourier con
respecto al sistema ortonormal {¢y, },>0 como

S,(f.0) = - eu()onta) = [ FOR,(@.1) dute),

donde K, (z,t) = >} _, du(x)ow(t).

Consideramos, también, el espacio B, definido por

B2 = Span{¢n}a

donde la clausura debe entenderse en L?(u). Este espacio serd de Hil-
bert con el producto escalar definido en (1) y el sistema ortonormal
{dn}n>0 serd completo en él. Entonces, la teorfa de espacios de Hil-
bert asegura que las sumas parciales S, f de la serie de Fourier de cada
funcién f € By convergen a f en L?(u1); exactamente se tendrd

im (15, ~ Sl = 0.

Ademas, S, f es la combinacién lineal de {¢1, ... , ®,} que mejor apro-
xima a f.
Por otra parte, se verifica que los operadores

Sni Bg e BQ
fo— Suf

estan uniformemente acotados:

IS0l z2g0y < Cllflliz, ¥ =0,



1. SISTEMAS ORTONORMALES 11

con C' independiente de n. A la vista de lo que sucede en By podemos
preguntarnos si el comportamiento de las sumas parciales S,, serd el
mismo en cualquiera de los espacios B, con

Bp = span{qﬁn},

donde, en esta ocasién, la clausura debe entenderse en LP(u). Este
espacio serd de Banach con la topologia inducida por la de LP(u) y
nuestro sistema ortonormal serd completo en él. Concretamente nos
interesard saber:

1Suf — [ en LP(u), Vf € B,?
..Los operadores

Sn 1 B,

f —

By
Snf
estan uniformemente acotados?

Un requisito previo que debe cumplir el sistema {¢, },>0 para que
exista S, y esté bien definido, en principio, para funciones f € LP(pu)
es

(2) ¢n € LP(p) N LY (), ¥n > 0.

El siguiente resultado, cuya demostracion se basa en el Teorema de
Banach-Steinhaus, nos va a asegurar que nuestras dos preguntas son
en realidad una misma:

TEOREMA 1.1. Sea {¢,}n>0 un sistema ortonormal en L*(p),
1l <p<oo,yop, €LP(u)NLYp), Yn > 0. Entonces, son equiva-
lentes
(2) Suf — f en IP(), Vf € B,
(b) Eziste C > 0 tal que |Sufllery < Clfllzeqw. Yf € By,
Vn > 0.

Mediante este resultado, el problema de la convergencia para fun-
ciones en B, queda reducido al estudio de la acotacién uniforme de
los operadores S,,. Los resultados de convergencia resultan mucho més
interesantes si podemos obtener una identificacién mas explicita de los
espacios B,.

Utilizando que el operador S, es autoadjunto y la teoria de inter-
polacién de operadores tendremos que el rango de valores de p para los
que se tiene la acotacion en LP(u) debe ser un intervalo, que llamaremos
intervalo de convergencia en media, cuyos extremos son conjugados. El
conocimiento del comportamiento del operador S,, en los extremos de
dicho intervalo es una cuestién de natural interés. Su estudio se des-
arrolla dentro de los espacios L”* que definimos a continuacién.

Sea (2, M, 1) un espacio de medida con p > 0. Denotaremos por
LP>°(Q, ) o simplemente LP*(u), cuando no haya lugar a confusion,
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con 1 < p < oo, al espacio de las funciones p-medibles reales tales que
iggypu({x €Q:[f(x)] >y}) <o
donde p(E) = [, du. Se toma entonces
I fllzre=i = supy [u({ar € Q= [F(@)] > )]

Tal y como la hemos definido ||-||zr.(,) no es una norma, puesto que
no verifica la desigualdad de Minkowski, sino

1f =+ gllpoey < 20 f | zooe gy + 2019l Lroe -

No obstante, puede definirse una norma equivalente a ||-|| zr.oo (), Pa-
ra la que utilizaremos la misma notacion, verificando la desigualdad
de Minkowski. Con esta nueva norma tendremos que LP*°(u) serd un
espacio de Banach. En muchas ocasiones nos referiremos a ||| r.o(u)
como la norma débil.

Sera de gran utilidad para nosotros tener un analogo de la desigual-
dad de Holder aplicable en los espacios LP**°. La siguiente desigualdad,
a la que nos referiremos como desigualdad de Hélder débil, y que pue-
de verse en su forma més general en [20], sirve a nuestros propdsitos.
Sean p y ¢ conjugados, g = xg, con E un conjunto de medida finita, y
f € L?°(u); entonces

3) Lf@M@MASHNmm@MMmW

Un operador T se dice (p, p)-fuerte si verifica la acotacién

1T f oy < Cllfllergy, V€ LP (),
y se dice (p, p)-débil si verifica

1T llzroeuy < Cllf Mo, VI € L ().

Utilizando que ||||zroe(uy < |||l zr(n) tendremos que, si un operador es
(p, p)-fuerte, es también (p, p)-débil.

El teorema de interpolacion de Marcinkiewicz asegura que, si un
operador T' es (po, po)-débil y (p1,p1)-débil con py < pi, entonces T
es (p,p)-fuerte para cada p € (po,p1). Ademas, la constante para la
acotacion (p, p)-fuerte depende de las constantes que aparecen en las
acotaciones débiles y de p. Para el operador S,, tendremos que, si se
verifica acotacién uniforme (pg, po)-débil y (p1,p1)-débil con py < py,
se tendra acotacién uniforme (p, p)-fuerte para p € (pg,p1). Por con-
siguiente, sélo puede ser uniformemente de tipo (p,p)-débil en los ex-
tremos del intervalo de convergencia en media, aparte de en el propio
intervalo.

Atn podemos debilitar un poco més las condiciones de acotacién.
Diremos que un operador T definido sobre funciones caracteristicas,
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X, de conjuntos E de medida finita, es de tipo (p, p)-débil restringido
si verifica

ITXEl oo u) < Clixellze-

Nuevamente, el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, en el que se
puede sustituir la hipdtesis de acotacién (p, p)-débil por la de acotacion
(p, p)-débil restringida, nos asegura que la acotacién uniforme de tipo
(p, p)-débil restringida para los operadores S,, sélo es posible en los
extremos del intervalo de convergencia en media.

En numerosas ocasiones nos referiremos conjuntamente a la aco-
tacion (p,p)-débil y a la (p, p)-débil restringida como las acotaciones
extremales.

Los resultados sobre convergencia en media se pueden generalizar
a una familia de espacios mas amplia. Dada una familia ortonormal
{dntns>0 en L?(u) podemos preguntarnos:

iSnf — fen LP(uPdp), Vf € B,?
con u un peso no negativo y considerando, en esta situacién, los espacios

Bp = Span{(bn}

con la clausura en LP(uP du). De esta manera para que los operadores
Sy f estén definidos para cada funcién f € LP(uP du) y para n > 0 se
debera verificar

(4) On € LP(uP dp) N LY (u"1dp), ¥Yn >0,

condicién esta que generaliza la dada en (2). La relacién entre la con-
vergencia y la acotacion uniforme del operador S, vendra dada, en esta
situacion, por el siguiente resultado que generaliza el Teorema 1.1:

TEOREMA 1.2. Sea {¢,}n>0 un sistema ortonormal en L*(p),
1l <p<oo,yo, €LP(uPdu)N Li(u"%du), ¥Yn > 0. Entonces, son
equivalentes

(a) Spf — f en LP(uPdp), Vf € B,.
(b) Exziste C' > 0 tal que ||Snfllzewr ) < CN\fllzeraw. Vf € By,
Vn > 0.

En el estudio de la convergencia con pesos obtendremos nuevamente
un intervalo de valores de p, al que continuaremos llamando intervalo
de convergencia en media, pero ya no tiene por qué tener los extremos
conjugados.

A continuacién pasaremos a describir el comportamiento de la con-
vergencia en LP de dos sistemas ortonormales. El primero de ellos
serd sobre el que se centrard esta memoria. El otro sera 1til para la
obtencion de algunos de los resultados fundamentales.
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1.1. Series de Fourier-Neumann. Sea J, la funcién de Bessel
de orden p. Para @ > —1, la expresion

o dx On.m
Ja n Ja m - = —, s :0,1,2,...
/0 st (@) Jaromin () =5 = 5 =2y mm

(véase [42, Cap. XIII, pags. 404 y 405]), da lugar a un sistema orto-
normal, {j%},>0, en L?((0,00), 2% dz) [L*(x*), de ahora en adelante],
dado por

(5) 7%(x) = Va + 2n 4 Lgyongt (V) 2702712,

Para cada funcién admisible f definida sobre (0, c0), tomamos su serie
de Fourier con respecto a {j%},>0 como el desarrollo formal

Fe)an( £
k=0
donde

alf) = / " Fyge e d.

Series de este tipo son un caso particular de las series >, axJatk,
que habitualmente son conocidas como series de Neumann; asi, nos re-
feriremos a ellas como series de Fourier-Neumann. Tomaremos el ope-
rador suma parcial n-ésima, S, f, de la serie de Fourier con respecto a

{4 Yn>0, como
Sulfox) = ar(f)jp ().
k=0

En [41], Varona realiza el estudia la convergencia en LP(z®) de las series
de Fourier-Neumann. En concreto prueba que si o > —1/2,

Snf - f7 en Lp(xa), Vf € BP@H
donde
Bp,a = Span{jgt}a
con la clausura en LP(z®), para valores de p verificando
4 4(a+1) d(a+1)
i - —— ¢ <p<min{d, —— 5.
max{3’ 2% +3 } P mm{ 20+ 1
Ademas, para ese rango de p, se identifica B, , = E, o, siendo
E,o={f € LP(x%): Myf = f} = M,(LP(z%)),
con M, el operador
Maf = Ha(X[O,l]Haf>’
y donde H,, denota la transformada de Hankel, que sera introducida en
4(a+1)

la Seccién 3 de este capitulo. Veremos que, si a« > —1/2y Satg <P <
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A‘z(z—j:), el operador M, es acotado en LP(z*). Por tanto, definiremos los
espacios F, , en ese rango de valores para o y p.
En los proximos capitulos estudiaremos las acotaciones extremales
y con pesos para el operador S, asociado a este sistema ortonormal,
obtendremos resultados de convergencia en media y en casi todo punto
identificando determinados espacios de densidad y, ademas, daremos
una aplicacion de estas series a la resoluciéon de un determinado tipo
de ecuaciones integrales.

1.2. Series de Fourier de polinomios de Jacobi. Los poli-
nomios de Jacobi pueden definirse mediante la expresion
1 dr "
(=2)"n!(1 — 2)*(1 + x)8 dz™
A partir de la definicién, usando partes reiteradamente, es facil demos-
trar que para «, 3 > —1 se cumple la siguiente relaciéon de ortogonali-

dad:

(6) P(x) = — )" (1 + ).

1
/ Pfla’ﬁ) (:L‘)Pé,?’ﬁ) ()1 —x)*(1+ :L‘)ﬁ dr = hﬁla”g)(%?m,
~1

nm=0,1,2...,

donde

plenB) — gat+p+l Fla+n+1)T(B+n+1) |
’ (@+B+2n+1)T(a+f+n+1)n!

Por tanto, {P,Sa’ﬂ )}nZO constituye un sistema de polinomios ortogonales
n [—1,1] con respecto a la medida du = (1 — 2)%(1 + x)” dz. Conside-
rando la familia {ﬁ%a’ﬂ )}nzg, definida como

P (a) = (o) P @),

tendremos un sistema ortonormal en L?([—1, 1], du). Asf para cada fun-
cién g definida sobre [—1, 1] tomamos su serie de Fourier con respecto

a {p\*"} =0 como el desarrollo formal

donde

a(g) = / (OO ()1 — 1) (1 + 1) dt.

1
Tomaremos como S,,g el operador suma parcial n-ésima con respecto
a {p\*} 150; es decir,

Z ax(g (a,ﬁ
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La convergencia en media para las series de Fourier-Jacobi ha sido
ampliamente tratada en la literatura matemética (véanse [16], [23] o
cualquiera de los trabajos mencionados en la Introduccién a este respec-
to). El siguiente resultado de Muckenhoupt da condiciones necesarias
y suficientes para la acotaciéon uniforme del operador S,,g con un cierto
tipo de pesos y, por tanto, sobre la convergencia en media.

TEOREMA 1.3 (Muckenhoupt). Sea w(z) = (1—z)*(1+x)" sobre el
intervalo [—1,1], con o, 8 > —1, u(x) = (1 —2)*(1+2z)’ y 1 < p < 0.
Entonces, existe una constante C tal que

199 2e (1,100 @) de) < CNGl o110 @iy dzy, ¥ >0,

sty solo si

—i<at(a+)(;-3)<i —Fr<at(a+1)(;
—1<b+(B+D(E-3) <1 “HE<b+(B+D(E -

Ademds, en estas condiciones S,g — g en LP([—1,1],u”(x)w(zx)dx)
para cualquier funcién g € LP([—1, 1], u?(x)w(z) dz).

Transformando el intervalo [0, 1] en el intervalo [—1, 1] mediante la
aplicacién = — 1 — 2z, obtendremos un sistema ortonormal en [0, 1]
con respecto a dy = x%(1 — x)? dx que denotaremos por {pﬁf‘”g)}nzo.
Concretamente

(7) pgla’ﬂ)(x) = (2_(o‘+5+1)h$f"6))_l/zpéa’ﬂ)(1 —2x), n=0,1,2....

El Teorema 1.3 se adapta de manera inmediata a esta situacién, con-
siderando ahora pesos de la forma u(z) = 2%(1 — x)° y el sistema

ortonormal {pq(fé’ﬁ )}n20~

2. La transformada de Hilbert y pesos de la clase A,

Llamaremos transformada de Hilbert al operador, que denotaremos
por H, que a cada funcién f asocia

H(f, ) =/ %dy,

donde (a,b) denota un intervalo de la recta real, que puede ser no
acotado. La integral que aparece en la definicion debe interpretarse
como el valor principal.

El estudio de la acotacién en los espacios de Lebesgue de este ope-
rador aparece vinculado, desde el trabajo de Hunt, Muckenhoupt y
Wheeden [21], a la clase de pesos A, que definimos a continuacion:
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DEFINICION 1.1. Sean p vy ¢ conjugados, con 1 < p < oo. Dado
un intervalo (a,b), con —oo < a < b < oo, diremos que un peso w(z),
definido en (a, b), pertenece a A,(a,b) si

0 () (f frra) s

para todo intervalo I C (a,b), siendo C' independiente de I.

Si en la definicion anterior hacemos tender p hacia 1 obtendremos

(’_[1” /] w(z) dx) supesn{w(z) ™z € I} < C,

0, lo que es lo mismo,

<‘_}’/Iw(x) dw) < Cinfesn{w(z) : x € I},

Como puede verse en [13, pag. 389], esta condicién es equivalente a
9) M(w,z) < Cw(x), a.e.,

donde con M denotamos el operador maximal de Hardy-Littlewood,
definido por

1
(10) M(f.a) = sup / @) dy.

I3z

La condiciéon (9) se toma como definicién de peso en A;(a,b).

A la menor constante C' que aparece en (8) y (9) se la denomina
constante A, de w y la denotaremos por A,(w).

La estrecha relacién entre la transformada de Hilbert y los pesos de
la clase A, aparece reflejada en el siguiente resultado

TEOREMA 1.4 (Hunt, Muckenhoupt y Wheeden). Sea 1 < p < c0.
Son equivalentes

(a) w € Ap(a,b)
(b) El operador
H: LP((a,b),w) — LP((a,b),w)
f — Hf
es acotado.
(c) El operador

H: L*((a,b),w) — LP*((a,b),w)
f — Hf
es acotado.

Ademds, la constante Ay(w) y la norma de H como operador dependen
una de otra unicamente.

DEMOSTRACION. Véase [21]. O
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Nuestro interés se centrara en el estudio de la acotacién uniforme de
la transformada de Hilbert con pesos dependientes de un parametro,
para ello consideraremos familias de pesos en A,(a,b). En concreto,
dado 1 < p < oo, diremos que una sucesién de pesos {wy, }nen perte-
nece a A,(a,b) uniformemente si se verifica la condicién (8) con una
misma constante C' para todo peso w,. Como consecuencia de la rela-
cién existente entre la constante de la definicién de A, y la norma de
H como operador, tendremos que si {wy, }nen €s un sucesién de pesos
pertenecientes a A,(a,b) uniformemente entonces H es un operador
uniformemente acotado en LP((a,b), w,,).

Puesto que a partir de ahora utilizaremos fundamentalmente pesos
sobre (0, 00) denotaremos la clase A,(0,c0) mediante A,. Los resulta-
dos sobre pesos A, contenidos en los Lemas 1.1 y 1.2 serdan de gran
utilidad a la hora de estudiar la acotacién del operador suma parcial
n-ésima asociado a las series de Fourier-Neumann, que vendra descrito
en términos de la transformada de Hilbert.

LEMA 1.1. Sean u, v, w tres pesos en (0,00), v una constante po-
sitiva y 1 < p < 0o. Entonces

(a) w(z) € A, siy solo si w(yx) € Ay, teniendo ambos pesos la
misma constante A,.

(b) w e A, siy sdlo siyw € A,, teniendo ambos pesos la misma
constante A,.

(c) Siu,v e A, entoncesu+v € A, y Ap(u+v) < A,(u)+Ay(v).

(d) Siu,v € A, y i = %—l— %, entonces w € A, y Ay(w) <
ClAy(u) + Ay (o)

DEMOSTRACION. Los apartados (a) y (b) son triviales a partir de
la definicién (8). El apartado (c) es una consecuencia inmediata de la
desigualdad

(i i)

que nos da

(ﬁ /I(u + v)) (ﬁ /1<u + U)q/p)p/q
p/a p/q
) Gl G ) ()
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El apartado (d) es una consecuencia de (c) y del siguiente hecho bésico
de teoria de pesos A,:

u€ A, = urecA,
con A, (u=9P) = [A,(u)]V?. O

NotA 1.1. A lo largo de la demostracion del préximo lema, y en
distintas ocasiones a lo largo de este trabajo, nos veremos obligados a
estimar integrales del tipo

/ 21— 2 d,
I

con [ un intervalo cualquiera. Presentamos a continuacién una equiva-
lencia que nos serd de gran utilidad para tratar estas integrales. Sean
A, i > —1, verificando que A + 4 > —1, e I un intervalo cualquiera de
la recta real. Entonces

(11) /leklx—ll“dﬂfﬁd 1T, 0 {13,
1

donde |{I,0}| denota la medida de Lebesgue del menor conjunto con-
teniendo a I y 0 (y lo andlogo para |[{I,1}|). La demostracién de (11)
es una sencilla, pero laboriosa, comprobacion. Se realiza estudiando la
distintas posiciones que el intervalo I puede tomar en relacién al [0, 1].
Las constantes de la equivalencia son independientes de I.

LEMA 1.2. Sean a,b,c e R, v >0, 1 < p < o0,

x4, st 0<ax <1,
Plx) =94 ,
x’,  stox > 1,
Y
x?, si 0<z<1/2,
Q) =< |z -1/ si 1/2<x<3/2,
xe, si x> 3/2.
Entonces

(a)

lz—7]"€ A, <= —-1<a<p-—1,
(b)
—-1l<a<p-—1,

PcA =
—1<b<p—1,
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—1l<a<p—-1,
Qe <= {-1<b<p-—-1,
—1l<ec<p—1.

DEMOSTRACION. El apartado (a) es un resultado cldsico de teorfa
de pesos. Para probar que la condicién —1 < a < p — 1 es necesaria
basta tener en cuenta la integrabilidad de |z — | y de |z — ~|~%/®~1)
en un entorno de . Veamos que también es suficiente.

Por los apartados (a) y (b) del Lema 1.1 tendremos que

|t —7]*€ A, <= |z —1|" € A,.

Para concluir, bastara probar que si —1 < a < p — 1 entonces

(i/’az—lla) (i/\x—ﬂ‘“q/p)p/q <C
1] J; 1] J; -

Esta estimacién la obtendremos inmediatamente a partir de (11).

Vayamos con el apartado (b). La necesidad de la condicién —1 <
a < p—1 se sigue de exigir la integrabilidad de z® y de 2=%®=1 en
(0,1). Para obtener la necesidad de —1 < b < p—1 tomemos el intervalo
I =[1,n]. En él la condicién A, es

oo ([ ) ([ e

Ahora, sin méds que efectuar las integrales y exigiendo la acotacién
cuando n — 00, se sigue la condicién sobre b.

Para probar la suficiencia, comencemos suponiendo que I C (0, 1)
61 C (1,00). Asi, usando el apartado (a) y las condiciones —1 < a <
p—1y —1<b<p-—1, tendremos que, para este tipo de intervalos,

(I_llfI/I@) (|}| /‘I’ "/”)p/q <c

Veamos, ahora, que la condicién A, se verifica para intervalos de la
forma I =1, U Iz con I, = [a, 1] e I3 = [1, 3]. Observemos en primer
lugar que, para a > —1 y b > —1, la equivalencia (11) nos permite
obtener

(12) / /Iax +/15

~ (|1a] + 11518).
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Analogamente, sia <p—1y b <p—1, llegamos a

o/q p/q
(13) (/@—q/p) — / x—aa/p +/ pba/p
I I IB

~ (|Ia] + [Lg|B~00/P )Pl
~ (|[a|p/q + |]ﬁ|p/q5—b)’

donde hemos usado que, si r, s, m > 0, entonces (r + s)™ ~ (r™ + s™).
Teniendo en cuenta ahora que, si —1 < b <p—1,

[LallLsl"167" < ClIglPB~ O < O|1P

[LaP/4|15]8° < C| 1P B° 7 < ClIP,

podemos concluir que

p/q
(/(D) (/(D_Q/p> ~ (Lol + 11518°) (| o]’ + | 1"767")
1 I

< (1P + a5 + La]"9| 15]6°)
< P,

lo que equivale a la condicién A,,.

Procedamos con el apartado (c¢). La necesidad de —1 < a <p—1
y —1 < b < p—1 se deduce a partir de la integrabilidad de z* y
2P en (0,1/2) y de |z — 1> y |x — 1|7¥®=D en (1/2,3/2). Para
ver que —1 < ¢ < p— 1 es también necesaria, tomaremos los intervalos
I = [2,n] para el peso z°. En estos intervalos la condicién A, es

(n—2) ( /2 ' x) ( /2 ' x—cq/p)p/q <c

Efectuando las integrales y exigiendo la acotacion cuando n — oo se
sigue inmediatamente la condicion sobre c.

Veamos que las condiciones —1 < a <p—1, -1 <b<p—1y
—1 < ¢ < p—1 nos permiten asegurar que Q € A,. Si 1 C (0,1/2), I C
(1/2,3/2) 6 I C (3/2,00) se tiene inmediatamente, por el apartado (a),

que
1 1 y p/q
— [ Q —/Q_qp) <C.
(|1|/1 )(III I

Consideremos los intervalos I = [, f] con 0 < aw < 1/2y B > 3/2.
Si —1 < b< p—1podemos ver que

3/2 3/2 3/2
/ |m—1|b~/ x“w/ ¢~ 1
1/2 1/2 1/2
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3/2 3/2 3/2
/ |x _ 1|—bq/p ~ / /P / P .
1/2 1/2 1/2

De este modo,
1 Jé] 1 B
/CI) g/ <I>—|—/ P g/ :ca—i-/ x
I o 1 «@ 1
1 Jé] 1 B
/q)q/p S/ (I)Q/p+/ p-a/r S/ xaq/p+/ xealp.
I « 1 o 1

Supuesto —1 < a < p—1y —1 < ¢ < p—1 es facil comprobar,
procediendo como en (12) y (13), la condicién A, para este tipo de
intervalos.

Tomemos, ahora, los intervalos I = I, U Ig con I, = [a,1/2] y
I3 = [1/2,3], donde 5 < 3/2. Con la descomposicién dada de I, si
a>—1yb>—1, tendremos, por (11), que

/ /x+/|x—1|b
I Iy

(27 L] + CHlI5])
donde

o Jyrsiz<p<n,
CTlB-1/2, si1< B <3/2

Igualmente por (11),sia <p—1y b < p— 1, llegamos a que

/Qq/p :/ pmea/P |z — Hqu/p
I Io Is

~ <2aQ/p|[a| + Cgbq/P|Iﬁ|> )

De las equivalencias anteriores podemos obtener, teniendo en cuenta la
estimacion 1/2 < Cjs < 1, que

() G o)

(MW|HM0<MWVHMOM§G

Finalizaremos analizando los intervalos I = I,Ulg con I, = [a, 3/2]
y I3 = [3/2, 3] donde 1/2 < a. Al igual que en el caso anterior, usan-
do (11) y supuesto que —1 <a <p—1y —1 < b < p— 1, se verifica
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que
/Q— ]a:—l|b—|—/xc
I I Iy
~ (Callal + 6 15])
y
/Q—q/p _ |x _ 1|—bq/p +/ pca/p
I I Is
~ (CPP| L] + 57| I))
donde
o - 13/2 —al, sil/2 < a<1,
o l1/2, si1<a<3)2.
Con esto,

(f2) ()

c - —c /
~ (ColLal + 5°15]) (CLPP|La| + B VP|15])""
< C(Colal + 5151) (CL P HalP/" + 57| Is]"'7)
< C (|11 + CoB8~ N L [P + CLPB a7 1g]) -

Observando que 1/2 < C, < 1 podemos concluir que, si —1 < ¢ < p—1,
entonces

CalB ™| Lal [ 5|7 < CB™ VL < C|IJP

Co BTl |Ig) < CHPFHIP < ClP.

Esto nos lleva a
p/q
([o)(far) <cur
I I

tal como buscabamos. O

3. La transformada de Hankel

Definimos la transformada de Hankel H,, de orden o« > —1 como el
operador integral que a cada funcién f asocia

—a/2 9]
z / FOTTOE dt, 7 >0,
0

Existen varias definiciones, todas ellas relacionadas mediante cambios
de variable o de funcién, para la transformada de Hankel. La definicién
dada en (14) puede verse en [10].

(14) Half, ) =
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Las propiedades del operador H,, son mejores para o > —1/2. Por
ejemplo, la expresién formal H2 = Id se da tinicamente en esos casos.
Por tanto, asumiremos esta hipdtesis siempre que sea necesario. El estu-
dio de la acotacion en LP(z®) de H,, también necesita de esta condicion.
El comportamiento de las funciones de Bessel, que se presentara con
mas detalle en el proximo capitulo, nos da la cota

| Jo ()] < Cox®, z € (0,00),
para a > —1/2. De ella se sigue, de manera inmediata, que
(15) [Hafllee@e) < Cllflpi@ey, f € L(a®),

para a > —1/2.
El operador H,, definido en (14) puede ser extendido a otros espacios
LP(z®). Esto es posible tomando una clase de Schwartz modificada.
Consideramos el espacio

St ={f€C>®0,00):Vk,j >0, [t"fO(t)| < Cy;}

dotado con la topologia generada por las seminormas || - ||x.;, k,J € N,
definidas por || f[|r; = Supse(o o) [t*f9(t)]. Es fécil identificar S* con
las funciones f tales que f(t) = ¢(t), ¢ > 0, para alguna funcién ¢ en
la clase de Schwartz S. Asi, como puede verse en [10], tendremos que

el operador H,, es un isomorfismo de S™ en si mismo, verificando que
H? =1d y la identidad

(16) / " Hu(f 2)g(x) da = / " F(O)Halg. 1) dt

Usando que ST es denso en los espacios LP(z%), con 1 < p < ooy
a > —1, la transformada de Hankel se extiende de un modo continuo a
L?(z*), con @ > —1/2, preservando la propiedad H? = Id y cumpliendo
la igualdad de normas

(17) Hafllr2@e) = 1fllz2@e), € L*(@).
Ahora, tomando 1 < p < 2 e interpolando entre (15) y (17) tendremos
(18) Hafllza@e) < Cliflleo@ey, e LP(x),

donde ¢ es el conjugado de py a > —1/2.

La estimacién (18) no serd suficiente para obtener algunos de los
resultados que se probaran a lo largo de esta memoria. Necesitaremos
ciertas acotaciones con pesos radiales para la transformada de Hankel.
En varios trabajos desarrollados a lo largo de los anos setenta por
P. G. Rooney (véanse [30] y [31]), pueden encontrarse resultados en
esta linea. Rooney estudia acotaciones para la transformada de Hankel
clasica, definida mediante el operador integral

(19) Ho(f,z) = /0 Oo(xt)l/z,]a(xt) f(t)dt.
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Sin més que encontrar una relacién entre (14) y (19) podemos obtener
el siguiente resultado relativo a la acotacién de la transformada de
Hankel tal y como ha sido definida en (14):

TEOREMA 1.5 (Rooney). Sean o > —1, 1 <r < s< ooy

Entonces

(20) (/ ’[L’_“/2+a/2+3/47'fa(h, .CC) s
0 T

< C(/OO |/ 22 Ay )| d_x) 1/’".
0 T

DEMOSTRACION. Para probar este hecho basta considerar que

Ha(f (), ) = a2V HL ()2 F(()), V).

Ahora, usando un cambio de variable y el resultado sobre H, en [30],
se sigue (20). O

A partir del teorema anterior pueden deducirse acotaciones con pe-
sos mas generales para la transformada de Hankel, como puede verse
en el trabajo de P. Heywood y P. G. Rooney [18], pero no serén de
relevancia para el objeto de esta memoria.

Nuestro interés por la transformada de Hankel viene justificado por
la relacion

(21) / Jasznst (O Ja(at) dt = 2 PO(1 = 20%)xjo.(2),
0

donde P{*? denota el n-ésimo polinomio de Jacobi de orden («,0),
definido como en (6). La expresion (21) puede ser escrita en términos
de la transformada de Hankel como

Ho(j2,2) = Va+ 2n + 1PV (1 — 23) x4 (2).

Esto, en particular, nos esta diciendo que la transformada de Hankel de
{j%}n>0 esta soportada en el intervalo [0, 1]. Este hecho serd fundamen-
tal a la hora de identificar el espacio de densidad de nuestro sistema
ortonormal.

De especial importancia para lograr nuestros objetivos seré conocer
la transformada de Hankel de orden « de las funciones j2+°, y (-)#;o+5,
La expresion de estas transformadas suele expresarse cominmente en
términos de funciones hipergeométricas, denotadas por o F;. No es habi-
tual, sin embargo, encontrarlas expresadas como polinomios de Jacobi,
que sera como nosotros las usaremos. En el siguiente lema obtenemos
la expresion de estas transformadas en términos de los polinomios de
Jacobi.
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LEMA 1.3. Sean o, 3> —1 y a+ 8 > —1. Entonces
(22) Ha(jn (1), @)
Va+8+2n+1T(n+1)
FB+n+1)
St, ademds, asumimos 3 < 1 tenemos
(23) Ha(jn ()7, 2)
:2ﬁ\/a+ﬁ+2n+1F(a+ﬁ+n+1)
Fla+n+1)
DEMOSTRACION. Usaremos la expresion

(24)

o0 FE(p+v—A+1)b"
t=J,(at)J,(bt) dt = 2
/0 ulat) L (bt) dt = S T DTG+ p—v+1)
—A+1 v—XA— 1 b
X o F ptv i ,V pot —|—1— , 0<b<a;
2 2
vélida para p+v—A> —1y A > —1 (véase [12, Cap. VIII, 8.11, pag.
48)).
Tomandoen (24) a=1,x =0, A=0, u=a+8+2n+ 1, v=a
y haciendo el correspondiente cambio de variable tenemos

Ha (G0 (1), )
V2nta+B+1T(a+n+1)
 2T(B+n+ DI (a+1)

que es valida para a > —1y 8 > —1 en el intervalo 0 < x < 1. Usando
que, para o, 3 > —-1yn=20,1,2,...,

— 9 h

(1- $)ﬁpyga’ﬁ)(1 - 2$)X[0,1} (7).

P (1 —2z), ze€(0,1).

2Fila+n+1,-n—Fia+ L)

oFi(a+n+1,—n—Fa+1n)
= (1—2)?3Fi(-n,a+ B+n+1a+ 1),

y
(25)
'n+a+1)
P(aﬁ) — F(— 1: 1. 1=z
n () F(a+1)F(n+1)2 i=mat Bnt Lot 1 52),
tenemos

Ha(n ™ 0(t), @)
_Va+B+2n+1T(n+1)
B 2°T(B+n+1)
Asi, para completar (22) debemos probar que Ho(joP(t),z) =

x > 1. Para hacer esto tomamos v = a?, b = 1, /\ =0, n =
v = a+[+2n+1 en (24). De esta forma, —()H—u V—i—l) =0,—1, 2

(1—x)PPlP(1 —22), z€(0,1).
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lo que nos da que los coeficientes 1/T'(5(A+ p— v +1)) se anulan y por
tanto (22) se cumple.

Anélogamente, para obtener la demostracién de (23) tomamos, otra
vez, a = 1y x = b* en (24), con los parametros A = =3, u = a + 3+
2n+ 1y v = a. Con esto, para f < 1 y a+ 8 > —1, utilizando
sucesivamente (24), la igualdad oFi(a,b;c;x) = oFi(b,a;c;x) v (25)
tendremos

Ha(t750(1), 2)
ﬂ\/&+ﬂ+2n+1f(a+ﬂ+n+1)
T(a+1)T(n+1)
25\/a+ﬂ+2n+lf(a+ﬁ+n+1)
Fa+1)T'(n+1)
_25\/a+ﬁ+2n+1F(a+ﬁ+n+1)
MNa+n+1)

tal y como queriamos probar. O

oFi(a+B+n+1,—n;a+1;2)

oFi(—n,a+G+n+1;a+1;x)

PP(1 - 2z),

Debemos hacer notar que (23) nos muestra unicamente el compor-
tamiento de H,(t?5214(t), ) para € (0,1), lo cual no quiere decir
que para x > 1 sea 0.






CAPITULO 2

Comportamiento en norma de las funciones
ortonormales de las series de Fourier-Neumann

1. Introduccion

En este capitulo analizaremos determinados aspectos de las funcio-
nes de Bessel que nos seran ttiles mas adelante. Comenzaremos pre-
sentando unas estimaciones superiores para la funcién de Bessel y su
derivada. Las cotas que obtengamos seran la clave para poder usar la
teorfa de pesos A, y la transformada de Hilbert en el estudio de las
condiciones suficientes para la acotacién uniforme del operador suma
parcial n-ésima, S, asociado al sistema ortonormal {j%},>¢, definido
como en (5) para o > —1.

Para tener definidos los operadores .S, en los espacios LP(uP(z) x%),
con pesos de la forma u(r) = 2%(1 + z)*~%, necesitaremos conocer
para qué valores de «, a, by p se verifica que j € LP(uP(x)x®) N
Li(u~%(x) ). Ademas, el estudio de las condiciones necesarias para la
acotacion uniforme de los S, nos obliga a conocer el comportamiento
respecto a n de la norma en LP(uP(x)z®) y en LY (u~9(z)x®) de las
funciones j.

El andlisis de la acotaciones (p,p)-débil y (p,p)-débil restringida
del operador S, exige que conozcamos cuando se verifica que jo €
LP>°(x%). También necesitaremos estimar respecto a n la norma de j&
en los espacios LP>°(x%).

En la Seccién 3 efectuaremos el célculo de la norma de las funcio-
nes j& en los espacios LP(z"(1 + x)*~"). En la Seccién 4, persiguiendo
obtener la mayor generalidad posible, realizaremos el mismo analisis en
los espacios LP*>°(z" (1 + x)*").

2. Estimaciones para las funciones de Bessel

Denotaremos por J, la funcion de Bessel de orden v, con v > —1,
definida mediante la serie de potencias

L= 0 F('(rz_—i):vL 1) @MV'

n=0

Es obvio, a partir de la definicién de las funciones de Bessel, que

29
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:L.l/

=+ O0(z"" i 04 .
2”F(1/+1)+ (x"7%), stz —0+

(26) Jv ()
Por otra parte, es un resultado bien conocido el siguiente comporta-
miento cuando x — oo de las funciones de Bessel:

2 vmw T

0 aia[Z fose- ) o)
(27) Jy(x) — sz -5 — 1 +O0(z7)

A partir de (26) y (27) no es dificil obtener las siguientes cotas supe-

riores para v > —1:

(28) |Jl,(l’)| <Cyx", =z¢ (07 1]7

(29) |, (x)] < C’,,a:_l/z, x € [1,00).

La estimacién superior dada en (29) presenta un comportamiento po-
co satisfactorio en cuanto al tamano de la constante C) para valores
grandes de v. De un modo mas preciso podemos asegurar que

(30) c, > v/e.

Este comportamiento de la constante se deduce del valor que toman
las funciones de Bessel para valores proximos a v, esto es,

(31) J(v) ~ v,

véase [42, Cap. VIII, 8.2, pag. 231]. Para comprobar (30) basta consi-
derar (29) para valores de x préximos a v y hacer uso de (31),

v~ T, (v) < O

Puesto que uno de nuestros objetivos es obtener acotaciéon unifor-
me para el operador S,, que dependerd de J, y J! con v = v(n),
necesitaremos cotas para la funcion de Bessel y su derivada donde las
constantes sean independientes de v. Como v = a+2n+2, con a« > —1,
bastara con considerar v > 1. Las cotas que nos interesaran son

—1/4
)

(32) |J,(z)] < Cz~1/4 (Jz — v+ 1/1/3) x € (0, 00),

(33) ()] < Co3 (Jo — v + 03 2 e (0,00),

y se deducen de las usadas en [4] y [9], por ejemplo, y ya fueron utiliza-
das en [41]. Estas estimaciones se obtienen utilizando el método de la
fase estacionaria. En algunas ocasiones consideraremos estas cotas tni-
camente para el intervalo [v/2, 00). En el intervalo (0, /2] tomaremos
una estimacién mas apropiada.

El estudio del tamano de las normas de j& respecto a n nos obliga
a conocer de forma mas detallada el comportamiento de las funciones
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de Bessel en funcion de su orden. En concreto, para valores grandes de

v tenemos
.

Co~ o Y2(e/4), si 0<z<v/2,
Clv—uz) si v/2<a<v—v/3
(34) |, (z)] << Cv=Y/3, si v—vB <oz <v+u/3
Cv= Y4z —v) V4 si v+ <o <2,
\C’:zfl/z, si 2v <u,

donde las constantes son independientes de v. Debemos hacer notar
que las estimaciones dadas en (34) para x > v/2 son equivalentes a
la cota dada en (32) y se siguen, nuevamente, de las usadas en [4]
y [9]. La estimacion para z < v/2 es valida para a € R con a + v >
0, y la constante que aparece depende del valor a; es decir C' = C,.
Esta desigualdad se demostrara en el siguiente lema. En ¢l incluiremos,
ademads, una estimacion, para x < v/2, de la funcién J; que nos serd de
gran utilidad.

LEMA 2.1. Sea v > 0 y a € R. Entonces existe C, > 0 tal que

< a < a—1/2 E v
(35) 0< J,(z)x* < Cuv (4)
Y

<7 atl at+1/2 (€\"
(36) 0< J ()2 < O (4)

sia+v>0y0<zx<v/2.

DEMOSTRACION. Comencemos verificando el resultado relativo a
J,(x). Siguiendo [42, Cap. III, 3.31, pdg. 49], se tiene, para v > —1/2,
la expresiéon
x
2
Usando la equivalencia de Stirling para estimar I'(v + 1) llegamos a

) < cv 2 (2)7(5)

Multiplicando y dividiendo por el factor (v/x)", teniendo en cuenta que
x/v <1/2 (por ser z < v/2) y usando que a + v > 0 tendremos

r(v+1) ( )_” 1, (2) <1, z>0.

e (5 (2) (2) s oo 5).

De esta estimacién, y puesto que J,(x) es una funcién positiva si x <
v/2 y v > 0 (véase [42, Cap. VIII, 8.51, pag. 254]), obtenemos el
resultado

0< J(x)x* < C, v 12 (Z)y
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con C, =2"°C.
La cota superior dada para J! (z) puede probarse de un modo anélo-
go considerando la desigualdad

x x?

—v+1
or) (5) e <1e
vélida parax > 0y v > —1/2, y que puede verse en [42, Cap. 11, 3.31,
pag. 49]. Deberd tenerse en cuenta que

x\ —v+1 , _ €T T\ Vv ,
o) (5) @l=re+1(5) @)
v que
7 1
<7<
“v(v+1) 4
si 0 < o < v/2. La positividad de J)(z), para v > 0, se sigue de [42,
Cap. VIII, 8.51, pag. 254]. O

3. Estudio de la norma en los espacios L”(z"(1 + z)*")

En primer lugar recordemos que, para cada o > —1, las funciones
que forman el sistema ortonormal de Fourier-Neumann fueron definidas
en el capitulo anterior como

7x) = Va+ 2n+ 1agon (V) 2727V n=0,1,2,... .
En esta seccién nos centraremos en el analisis de los valores de «a, p,
7y § que nos permitan asegurar que j& € LP(z"(1 + x)*~") para todo
n. Estudiaremos ademads el tamano respecto a n de las normas de las
funciones j¢ en los espacios LF(x"(1 + z)5").
Como paso previo a la realizacion de los objetivos que nos propo-

nemos en esta seccién, daremos un lema relativo a la pertenencia de
las funciones j¢ a los espacios LP*°(x"(1 + x)*™").

LEMA 2.2. Seanr,s € R, a > —1 y 1 < p < oo werificando

1 1 1 a— S
— > H=-- .
1 (s + )(2 p)+ 5

Entonces, para cada n se tiene que

I & LV (2" (14 2)™7).

DEMOSTRACION. A partir de (27) tenemos que, para cada n fijo,

7o (x) = Con 2~ 2ot/ cog(2H/2 4 Van) + Oz~ @/ 1 — oo,
con
m(a+2n+1)

. T
Pan = 2 1
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Ahora, si k € N, consideremos el intervalo
I, = [(2k7 — Qan — 7/4)%, (2kT — Qo + 7/4)?].

La familia {Ij}ren estd formada por intervalos disjuntos. Ademas, es
inmediato observar que la longitud de Iy, para cada k fijo, es

\IL] = (kT — Qam + m/4)° — (2kT — Qon — 7/4)* ~ k

donde las constantes de la equivalencia dependen de n y «, pero no de
k. Por otra parte, si x € [j se tiene

2km — /4 < Y2 4 o, < 2kT 4 7/4,
de donde
1/vV2 < cos(x? + pan) < 1.
Asi, si k > kg, para un cierto kq fijo, y = € I, llegamos a
Jala) = 2= PO, cos(2'? + pap) + O]
> Chpt™ (2a+3)/4 o i (203)/2

Se trata de probar ahora que

1/p

[l | Lroe (@ (142)5-r) = supt V 2" (1+2) " de| = oo
>0 [Jiw @it

Ahora bien, I, C {z : |j%(x)| > t}, si k > ko y Copnk™2t9/2 > ¢ o
equivalentemente, si

ko < k< Cynt=2/20%8),
Denotemos, para cada t > 0,
Aty ={k €N: kg < k < Cypt~2/Zat3)}

Si t es suficientemente pequeno este conjunto no es vacio y, ademas,
tenemos que

Iy CH{a: |jo(x)| > t}, VE € A(t).
Considerando que

/ iUr(l +x)s—r dx N/ 5~ k2s|1k‘ ~ k2s+1’

Ik Ik
para cada t > 0 se verificara

" /{cc 78 (2)|>t} T(l * x)Sﬂq dr = t" Z / xT(l * ZU)SiT e

keA(t) Y Ik

~ 1P Z k23+1.

kEA(t)
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Teniendo en cuenta que, si > —1y m — o0,

m
Z kP~ mﬂ+1’

k=kqo
resulta

tp/ Ir(l + x)s—r dz > Ca’ntp(t—2/(2a+3))2(a+1)
{a: 135 (@)[>t}
> Ca ntp—4(s+1)/(2a+3)

para t suficientemente pequeno. Y puesto que

<4(s—|—1) 1>(+1) 1 1 L
—_— _— S _— — —
P=%a¥3 T i 2 2

se deduce que, en efecto, bajo estas hipdtesis
1/p
supt [/ " (1+x)°" d:):} = 00.
>0 {2 |35 (z) >t}

En el siguiente lema estudiaremos la pertenencia de las funciones
J& alos espacios LP(x"(1 + x)*").

g

LEMA 2.3. Seanr,s e R, a > —1, 1 < p < 0o y n un entero no
negativo. Entonces,

Jn € LP("(142)°"), Vn >0,
sty solo sir>—1y

1 1 1 a—s
37 ——< Hl=z-- .
(37) <G (5-0) 4%

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta (28), (29) y usando que
2" (1+z)" " ~a2"en (0,1] y 2"(1 +2)*" ~ 2® en [1, 00), tenemos

1 oo
||jg”ip(xr(1+x)s—r) S Cohn </0v x"P‘H‘ dx +/1' ;(;7(04/2+3/4)P+s d]f) .

La convergencia de estas integrales Vn > 0 viene asegurada por r > —1

y (37); de hecho

a 3 1 1 1 1 1 a—s
<2+4)p+s< = 4<(s+)(2 p>+ 5
Para completar la equivalencia probaremos que si r < —1 6 p no
verifica (37), entonces existe un n > 0 tal que j¢ ¢ LP(z"(1 4 x)*™").
Comencemos considerando r < —1 para cualquier p. Usando (26)
tenemos que

1
“jgél‘ip(zr(l_’_z)sfr) 2 Ca/o xr dl’ = Q.
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1

El Lema 2.2 nos asegura que si —1 > (s+1) <% — 13> + %5* entonces

Jo ¢ LP>(2"(1 4 )*"), para cada n. Asi, por ser LP(z"(1 4 z)*™") C
LP> (2" (1 4 x)*7"), tendremos j& ¢ LP(x"(1 + z)5").
Por tanto, inicamente nos falta por ver que para p verificando —% =

4
(s+1) (1 — l) + %=, 0 equivalentemente p = pg = As+D) g tiene que

2 p 2 20+3
Jjo ¢ LPo(2"(1+42)%"). Probaremos este hecho recuperando la notacién
del citado Lema 2.2; asi, para k > kg y x € I}:

]701[(1‘) > Ca,nk_(2a+3)/27 |]k| ~ ka €T ~ k2.
Luego
7o (x)|Pea” (1 + 2)* " de ~ | |j2(x)|P°x® dx

Iy, Iy,
2a+3

Z Ca,nki 2

po+2s+1 __ C /{371
— La,n .

Sumando en k, se obtiene
/ [ (@) [P°2" (1 + 2)"" do = oo.
0
O

El proximo lema nos muestra el comportamiento del tamano de las
normas |7 || r(ar(142):-r) respecto a n.

LEMA 2.4. Sean r;s € R, a > =1 y 1 < p < o0. Supongamos

ademdsr > —1y
1 1 1 a—Ss
—— < Hl=-- )
1 (s+)<2 p>+ 5

Entonces
(@) +2(s 1)/ si p <4,
(38) HjnaHLp(w(Hx)sJ) ~ ”_(2a_s+1)/2(10g n)1/4, st p=4,
n~(5/6+)+(65+4)/(3p) st 4 <p.

DEMOSTRACION. Como consecuencia de las hipdtesis que aparecen
en el Lema 2.3, es claro que j¢ € LP(2"(1 + x)°~") para todo n entero
no negativo, y por tanto no tendremos problemas de integrabilidad.

Tomaremos v = a + 2n + 1 ~ n, asi

(39) 158 2o (14ye=ry ~ 02 (|2 T2 T (V) | o (1)
- 2”1/2||t7(a+1) Jy(t> HLp(t2r+1(1+t2)s—r).

Para obtener el resultado basta considerar v > 1.
Haciendo una descomposicion en intervalos igual que en (34) (eli-
giendo a = —(a+ 1) si 0 < ¢t < v/2), tendremos

/ ‘tf(a+1)t]y<t)’pt2r+1(1 + t?)sfr dt < ]1 + [2 —+ [3 =+ [4 + 15,
0
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donde
/ (a+1)|p t2r+1(1 + tZ)s—r dt
v/2
<C [ o¢+3/2)<6/4) } / t27‘+1<1 + t2)s—r dt
0
1 v/2
< C [y @3/ (e 4y / 7 dt + / et dt
0 1
(126D 5 s> —1,
< O [v 3D (e/4)"]" L logw, sios=-—1,
L1, sios < —1,
v—yt/3
I, = / |Jy(t)t_(a+1)|p t2r+1(1 + t2)s—r dt
v/2
y—pl/3
< Cu—(a+1)p+25+1/ (l/ _ t)—p dt
v/2
< Oy~ (et lpt2s+l [,/(1 -p)/ — (v/2) p] ~ (O35 +2/3)

l/+l/1/3

v—yl/3

1/—1—1/1/3
< Cl/(a+4/3)p+23+1/ dt ~ U a+4/3)p+2(s+2/3)

_,1/3

2v
I, = / | J, (£)t=@FDP 211 4 42)57 gt

Lu1/3
2v
< Cv~ a+5/4)p+25+1/ (t . V)_p/4 dt
v4uvl/3
Vf(a+3/2)p+2(s+1) si p < 47

<Otz og ) siop=4,
p (et 4/3p2s42/3) o 4 < P,

]5 — / |Jl/(t)t—(a+1) |p t27"+1(1 _|_ t2>8—7‘ dt
2

v

< C/OO tf(a+3/2)p+25+1 dt ~ Vf(a+3/2)p+2(s+1)'
2v



3. ESTUDIO DE LA NORMA EN LOS ESPACIOS LP(z"(1 + 2)°") 37

Observando que

3 4 2
—(a+§)p+2(s+1)>—<Oz—i—§)p+2(8+§) — p<4

y usando (39) obtenemos la estimacién superior en (38). Procederemos,
ahora, con la estimacién inferior.
Siguiendo [3] tenemos que
Ju(x) = h(z) + g(z),
donde
1 coso(x)
h(x) = o (22 — 12)1/4
con
v T
=Va2—1v?— accos(—)——
o(z) 22 —v?—var " 1
y ¢ una funciéon que cumple la siguiente estimacion:

Yl/4

(z—v)7/4

Con esta descomposicion,

1
(40) lg(x)] < +o,sive V3 <z <o

15t e o (aye—ry = CVY2 IO DX 175 0 () | ozt

> C'y—(a+1/2)+(2s+l)/pHJy(t)X(V+V1/3 ) (t)HLp(dt) > Oy~ (e+1/2)+(2s+1)/p

X (||h(t)X(y+yl/3,2u) (t)HLp(dt) - ||g(t)X(u+u1/3,2u) (t>||LP(dt)) :
Sin més que utilizar (40) obtenemos que

(41) 198X (172,20 (D) oy < P70,

Sobre la funcién h asumamos el siguiente resultado que se probara en
un lema posterior:

Cyl/r=1/2, si p <4,
(42)  NO)Xror/s 20Ol Loany = § Cv~(logv) 4, st p =14,
Cy/p=1/3, si 4 <p,

para v > 1. Observemos que si 1 < p < 4 entonces 1/p—1/2 > (1/p—
1)/3. Este hecho nos permite asegurar que, en estas circunstancias, la
norma de g es despreciable frente a la de h. Por tanto, podemos concluir
que, si 1 < p < 4, se verifica

|l 2o @ (14a)s—ry > {

Para conocer una cota inferior cuando 4 < p debemos utilizar otro
procedimiento, puesto que en ese caso las normas de h y g son del
mismo tamano.

Oy (D) +2s+1)/p. si p <4,

Cy~Ce=st1)/2(Jog )14, si p=4.
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La funcion de Bessel J, es positiva y creciente hasta que alcanza su
primer maximo en

(43) z = v+ 0808618 1'% + O(v=1/3),

véase [42, pag. 521]. Por ello, para v < x < v + /32,
J,(z) > J,(v) ~ v713,

Con esto, cuando 4 < p, tenemos

15| o(ar(1gaye—ry > Co @FVDXCHVRY T () oo (8o
> Cu—(a+5/6)+(65+4)/(3p),

lo que concluye la prueba. Il

Falta por probar unicamente la acotacién (42) para la norma de h.
Esta se tendra del lema que probamos a continuacion.

LEMA 2.5. Seav > 1y y

(44) he) = 5
(45) ¢(x) = Va2 —v? —varccos (g) — g,

definida para x € [v,00). Entonces, para cada 1 < p < oo existe una
constante C', que depende solo de p, tal que
o Cyp/?+1 st p <4,
/ |h(x)[Pdx > ¢ Cvtlogy, si p=4,
v VDB g d<p

DEMOSTRACION. En primer lugar haremos algunas consideraciones
sobre la funcién ¢ que nos seran ttiles mas adelante.

Teniendo en cuenta que ¢'(x) = —””2;”2, tendremos que ¢ es una
funcion estrictamente creciente en su dominio de definicién; es decir,
para x € [v, 00).

Sia,b € [v,2v], con a < b la funcién ¢ verifica
(46)

V2 1/2 V312 1/2
5 (b—v)7(b—a) < ¢(b) — d(a) <V 72(b—v)"?(b—a).

Para verlo, tomemos

6(b) — ola) = /ab ¢(z) do — /ab VY e,
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Ahora bien, si v < a < x < b < 2v, tenemos que

== 2

V2?2 < \Jx+ v < 32

lo que nos da

{]/ << —1/2,,-1/2 < vrtv V3172

b b
2U%lﬂ/kx—wwmxgmm—¢myg¢%1ﬂ/kx_mwwx

Integrando obtenemos

’ 1/2 _2 3/2 3/2
[ e = e = Zlb = = =)

de donde se sigue (46) a partir de la estimacién
A A

s

valida para A >0y 0 < s <r < oo.
En particular, tomando a = v en (46), si v < b < 2v, queda

£V71/2
3

min{\, 1} < < méx{A\, 1},

(47) (b—v)"? < 9(b) + 7 < VB0 =)

Consideremos ahora

¢(2v) — d(v + V')

om ’

N, =

donde [-] indica la parte entera. IV, es siempre no negativo por ser ¢
estrictamente creciente. Ademds, por ser v > vy, con vy elegido de
modo adecuado, y utilizando (46), podemos asegurar que N, > 1. Por
ello existiran

v+ = Ty < Tp1 < Ty <...< TN, <2V
tales que ¢(z,,) = ¢(v + v'/3) + 27j. Entonces,

2v 2v P
[ M@VW=0[ gg%%%m

41/3 +p1/3

2" )P,
- C/V (1,2‘ (i)s,jz)(;?:/4l+1/2x¢ () dz

+1/1/3

2v p
> Oy1/2—p/4/ R | c0s () ¢'(z) dz
v4v1/3

T — v)P/At1/2

N,—1

1/2—p/4 frat |COS¢ )P,
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Ahora bien, si z,,; <z <z, ;4 y usando repetidamente (47), resulta

r—v>x,;—v>Cv3(¢(n,;) +n/4)*P
= CV'\32nj 4 ¢(v + vV3) + 71/4)3
> v (2mj + V2/3)%° > Cv' P (j +1)7°,

con C independiente de v y 7 > 0. Andlogamente,

v —v <y — v <OV (O(ny0) + m/4)%°
= OV 2m(j + 1) + ¢(v + V%) + m/4)*
< CVMRRr( +1) + V3)YP <OV + 1)%3,

Por consiguiente, tenemos

N,—1

v T+l cosgb

+V1/3

N,—1

Ty,j+1
> Cpl/2p/ Z 1/3 i+ 1)2/3] (p/4+1/2)/ | cos ¢(z)|P¢! (z) dx
x

v,J

Ny—1 A(@v,j+1)

— Oy Y (4 1)—<p/2+1>/3/ | cosyl? dy
8

Ty,5)

Ny
p(1=p)/3 Zj—(p/2+1)/3
j=1

Utilizando (46), resulta que ¢(2v) — ¢(v+v/3) ~ v/ 2012 (1 —1/3) ~
v, luego N, ~ v. Por otra parte, usando la equivalencia

J=0

L kot sia>—1,
Zj“w log(k+1), si a=-1,
=1 1, sioa< -1,

y teniendo en cuenta que

1 /p
—— | = 1>>—1<:> < 4,
3<2+ P

llegamos a la estimacién
0 1_(p/2+1)/3’ Si p < 4’
/ , h@)de = OV Slog ., siop =4,
v+v

1, si 4 <p,

que concluye la demostracion. U
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4. Estudio de la norma en los espacios L»>(z"(1 4 z)*™")

El estudio de las acotaciones extremales para el operador .S,, requie-
re del conocimiento del tamano de la norma débil de las funciones j9.
En los dos proximos lemas analizaremos su comportamiento.

LEMA 2.6. Sean r,s € R, a > —1,1 < p < o0 y n un entero no
negativo. Entonces,

Jre LP®(a"(1+2)*™"), ¥n>0,

sty solo sir>—1y
1 1 1 a—S
(48) —Zé(s—l—l) (———)—1— .

DEMOSTRACION. Para verificar que las condiciones son suficientes
basta comprobar, por lo probado en Lema 2.3 y usando la desigualdad
[ o0 ar (142)+=) < ||| Lo (er (1402)s=r), que para p verificando —3 = (s +
1) (l — l) + %% y r > —1 se cumple ji € LP®(2"(1 + x)*"); es

2 p
decir, debemos ver que para p = pg = 42((‘;:? se tiene j& € LPo>(x"(1+

x)*7"). Anédlogamente a como hicimos en la demostracién de Lema 2.3,
tendremos

”]g HLPOVOO(:CT(l-l-J:)S—’“)

—(2a+3)/4

< Can (IIxp0,92" || Lrooe zr) + [[X[1,00)% || oo (2) ) -

La primera norma es finita puesto que

(49)  xpux” € LP®(a”) <= py+w+12>0, (y,w) # (0,-1),
y la segunda también lo es pues

(50)  Xpex” € LPP(2¥) <= py+w+1<0, (v,w) # (0,-1),

donde 0 <p < ooy y,weR.
Para completar la equivalencia probaremos que si r < —1 6 p no
verifica (48) entonces existe algin n tal que ji ¢ LP>®(z"(1+ x)*").
Sir < —1, para cualquier p, usando (26) tendremos

176 || oo (2 (142)s—) = CallX(o,1] || L0 @ry = 00,

por (49).
Para —% > (s + 1) (% - %) + 952, ya se vio en el Lema 2.2 que
Je ¢ LPe(ax"(1+x)°7). O

Conozcamos ahora el tamano de ||75||Lr.oo(yr(142)s—) cON respecto
an.
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LEMA 2.7. Sean r;s € R, a > =1 y 1 < p < 0. Supongamos
ademdsr > —1y

Entonces
nf(a+1)+2(s+1)/p’ i p < 4’

(51 llgllzres@raaays—r) ~ {n(5/6+a)+(es+4)/(sp>, si 4<p.

DEMOSTRACION. Las hipétesis en el Lema 2.6 nos aseguran que
las normas débiles son finitas. Como en el Lema 2.4, comenzaremos
haciendo la siguiente observacion:

(52) 55| Lre@rasays—ry ~ 02 la” V2L (VD) || oo or (140)0r)
- 2”1/2||t7(a+1) Jy<t>HLp,oo(t2r+1(1+t2)s—r),

con v =« + 2n + 1 ~ n. Consideraremos nuevamente v > 1.
Haciendo una descomposicién en intervalos igual que en (34), ten-
dremos

[t DT, ()| roo(arsrqemyery < Av+ Az + As + Ay + As;

veamos el comportamiento de cada uno de estos sumandos. Para anali-
zar Al, Ag y A3 usareinos que ||"|Lp,oo(t27'+1(1+t2)577') < ||'||Lp(t27'+1(1+t2)577')
y operaremos como en el Lema 2.4:

Al = Hti(a+1) Jy<t)X[07y/2] (t) HLp,oo(t2T‘+1(1+t2)s—r)

v/2 1/p
0

2D/ g g > 1,
< Cv= @D (e /4y { log )P, sios=—1,
1, si s < -1,

A2 = ||t_(01+1)JV (t)X[V/Q,V_V1/3] (t) ||Lp,oo(t2r+l(1+t2)sf7‘)
3

v—uvt/ 1/p
< </ ‘Jy(t)t*(oﬂrl)‘p t28+1 dt) < CV,(Q+4/3)+2(5+2/3)/},7
v/2

A3 = ||t_(a+1) (]V(t)X[V_V1/3’Z,+Z,1/3] (t)||Lp,oo(t2r+l(1+t2)sfr)

v4u1/3 1/p
< (/ |Jy(t)t_(0<+1)|p 251 dt) < Oy~ (at+4/3)+2(s+2/3)/p

_1/3
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Para A, tenemos

A4 = ||t7(a+1) Jy (t)X[u+u1/3,2u} (t) ||Lp,oo(t27‘+1(1+t2)s—r)

< C’u’(a+5/4)+(28+1)/pH(t _ V)—1/4X[V+Vl/372y]HLp,oo(dt)

CI/_(CY+3/2)+2(S+1)/})7 Si D S 47
- CV—(a+4/3)+2(s+2/3)/p’ si 4 < P,
donde para p # 4 hemos procedido como para los sumandos anteriores
(acotando superiormente por la norma en LP(t*1(1 +¢2)*7")), y para
p = 4 hemos considerado la estimacion
1t = ) X a5 g0 Loty < Clls™* X ol Lo (as)
= C||271/4X[0,1]HL47°°(dz) <,
que se obtiene utilizando una traslacién, una dilataciéon y (49). Por
ultimo
A5 - ||Jy(t)t_(a+1)x[2y’oo) (t)||Lp,oo(t2r+1(1+t2)sfv‘)
< ||t—(2a+3)/2x[2m) ()| oo 21y < Oy~ (et3/2+2(s+1)/p,

: _ 4(s+1) .
donde si py < p, con py = 4%, operamos como en los primeros

sumandos, y si p = py obtenemos, por (50), que

Ht7(2a+3)/2X[2u,oo) (t) ||LP’°°(t23+1) S C.

Observando que

3\ , 2s+1 4\ 2 2
—la+5 ]+ >—|latg|+-(s+5) <= p<4
2 D 3 D 3

y usando (52) obtenemos la estimacién superior en (51). Procederemos,
ahora, con la estimacién inferior.

Tomando las funciones h y g descritas en el Lema 2.4 tendremos,
como alli,

1721l o oo @ rays—ry = CVYP T 0T X 5 ) ()| re 2541
> CV_(CM+1/2)+(25+1)/17||Jy(t)X(V_Hjl/S’QV)(t)HLp’oo(dt) > Oy~ (a+1/2)+(25+1)/p

X (VX (oru17.20) (D) | ooy = 190X w2 2 (B) L) -

Consideraremos la cota (41) para la norma de g dada en el Lema 2.4.
Utilizaremos también el siguiente resultado, que probaremos en un lema
posterior, relativo a la norma débil de h:

Cyl/r=1/2 si p<4
53 ()X ai/3 o (E) | oo (ar) = ’ ’
(53) 1ACEX (173 20) () | 2900 ar {C’y(l/p—l)/i%? si 4 <p,

para v > 1y. Con esto tendremos que, para 1 < p < 4, se verifica

171 7o (@r (1ays—r) = Oy~ (et D+2(s+1)/p
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Nuevamente, para conocer una cota inferior cuando p > 4 debemos
utilizar otro procedimiento, puesto que en ese caso las normas de h y g
son del mismo tamano. El razonamiento que se debe seguir es el mismo
que se hizo en el Lema 2.4, pero en este caso utilizando normas débiles.
Recordemos que, para v < x < v+ v'/3/2,

J(x) > J,(v) ~ y1/3,
De este hecho, si 4 < p, tenemos

158 | 00 (@r (1aye—ry = Cr™ CTVFCHVIPI T ()X, 41782y (E) || oo ar

> C«y—(a+5/6)+(2s+l)/p|’X(V7V+V1/3/2) (1) HL,,,oo(dt)

~ V—(a+5/6)+(68+4)/(3p) ’

donde hemos usado que

HX(V,Z/+1/1/3/2) (t) HLp’oo(dt) ~ yl/(3p)‘

g

Habremos concluido con la prueba una vez que hayamos verificado
la desigualdad (53) para la funcién h.

LEMA 2.8. Sea v > vy y sean h y ¢ como en (44) y (45) respecti-
vamente. Entonces, para cada 1 < p < oo existe una constante C, que
depende solo de p, tal que
Cyl/r=1/2, st p <4,

||h<x)X(u+u1/3,2u)(m)HLFv‘X’(dw) = {Cy(l/pl)/fi’ si 4 <p.

DEMOSTRACION. Se trata de probar que

Cv'=P2. si p <4,

Nz e (v+v'B320): |h(z)| > A >
e\ [{z € (v v 20) s Jh(@)] > A} 2 CVI=PB s 4 < p,

A>0

donde por |E| entenderemos la medida de Lebesgue del conjunto E.
Recuperando la notacién del Lema 2.5, en concreto los valores x;,, es
claro que

‘{a: e (w+v320): |h(z)| > )\}‘
>3 1 € (i) (@) > M.

Como ya comprobamos en el Lema 2.5, se cumple que:
(a) v +ve~uv,siv+v3 <o <2
b)) 2 —v~v3528 six, ;) <z <3,y
(c) N, ~v.
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Luego, en (z, -1, Ty ),

1 Jeoso(a)] _ [cosd(z)]

|h(z)| = o (22 — V2)1/4 = p1/341/6

Por lo tanto, para cada j,
{z € (@1, 205) : [h(x)] > A}
D {x € (Tyj_1,20;): |coso(x)| > Cv/3j1/6)}.

Ahora, utilizando que ¢'(x) ~ j/3v73 en (z,,_1,2,,), la definicién

de los x,; y un cambio de variable tendremos que
€ (zy1,2,;) ¢ |cosd(x)] > Cv/35Y6)\Y
~ 5Py € (bugo1, 6ug) = [cosy| > Cut 250N,

donde ¢, ; = ¢(z,;) = d(v + v/3) + 27j.
Observemos que, para cada r € (0, 1),

Hy € [-n/2,7/2] : |cosy| > r}| = |(—arccosr,arccosr)|

= 2arccosr.

Como

, arccosr
lim —— = \/5,

r—1- /1 —71
resulta que
Hy € [-7/2,7/2] : |cosy| >7r} ~vV1—r, si0<r <l
O, si se quiere,
{y € [-m/2,7/2] : |cosy| >}~ (1—7)% si0<r,
donde (ac)fr/2 = méx {z,0}. Més aun, para cada s € R,
Hy € [s,s+2n]|: |cosy| >r}| ~ (1 — r)i/Q, si0<r,

donde ademas las constantes de la equivalencia no dependen de s. Por
consiguiente,

[{z € (zyj-1,25) 0 |coso(z)| > Cyl/3j1/6)\}‘
~ y1/3j71/3 [1 _ CV1/3j1/6)\} 1+/27
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lo que nos da que, para cada A > 0,

N |{z € (v+ vV 20) : |h(z)| > A

Ny
> \Pp1/3 ijl/s [1 _ Cul/?’jl/ﬁ)\} 1/2

j=1
1/3 e ~1/3 1/3y..1/611/2
> NPy T [1—OV AT L dz
1
CM/BNL/E
= 60—4AP—4V—1/ 21— 1) dt.
CAvl/3

Consideremos ahora 0 < A < C‘ly—1/3N,71/6; asi, con esta eleccion
de A, [C/\V1/3,C/\I/1/3N1}/6] C [0,1]. Por otra parte usaremos que, si
A p>—=1y A+ p > —1, entonces

(54) /b (1 —2)"dz ~ (b — a)b*(1 — a)*,

con (a,b) C [0,1]. La expresién (54) se sigue inmediatamente de (11).
Con esto,

AP Hx € v+ 1/1/3,21/) : h(x)| > )\}‘
CM/3NLE

> 604)\1”41/1/ 31 — )2 dt
Chvl/3

~ CTIN T (CABNYS — O3 (CAENYS) (1= Ca'/B)
— ANYANYS — 1) (1 — o)
> NUMBNYZ(NYE — 1) (1 N0 ey,

1/2

Tomando, por ejemplo, el valor permitido A = 2-1C~1~V3N, /¢ de-
ducimos que

sup N [{z € (v + V3 20) 1 |h(z)| > A > Cvi=P/2,

A>0
donde esta tltima constante C' es distinta de la anterior. Ahora consi-
deremos valores de A tales que C—1v V3N, V6 < X\ < 0—1p71/3 asi 0 <
O3 < 1 < CAY3NY®. De manera andloga a la anterior,

N {ze v+ V13 20) ¢ |h(z)| > A
1
> 60‘4>\P—4y—1/ 31— )2 at
Chvl/3

~ CTINPT (1= O
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donde en la equivalencia se ha utilizado nuevamente (54). Basta tomar
el valor permitido A = 27'C~'v~/3 para deducir que

sup M [{z € (v + V3 20) - |h(z)| > = Cri=p/3,

A>0
En resumen, hemos probado que

sup X [{z € (v + 13, 20) + |h(z)| > \}| > Cmax{p' /2 ,0-P)/3)
A>0

Y, teniendo en cuenta que

p 1—p
l—=- < —= «— 4 <
273 b

el lema queda demostrado. O






CAPITULO 3

Acotacion del operador suma parcial en espacios
de Lebesgue con pesos

1. Introduccion

Como se mostré en el Capitulo 1 la convergencia en LP(u? du) de
la serie de Fourier asociada a un determinado sistema ortonormal pa-
sa por el estudio de la acotacién uniforme del operador suma parcial
n-ésima, S,, en estos mismos espacios. Esta convergencia se produ-
cird para funciones en

B, = span{¢, },

con la clausura entendida en LP(uP dy).

A lo largo de este capitulo vamos a analizar la acotaciéon uniforme
del operador S, relativo a las funciones {j%},>0, para a > —1, en los
espacios LP(uP(x)x®) con pesos de la forma u(z) = 2%(1 + 1)~ Este
tipo de pesos verifica que

u(z) ~ 2%  sixz—0,
u(z) ~ 2’ siz— oo.

En concreto, vamos a probar el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. Sean a > —1, 1 < p < 0o y u(z) = 2%(1 + z)>~°.
Entonces, existe una constante C > 0 tal que

HSanLP(uP(x)x") < C”JCHLP(uP(:v)ma)a VS Lp<up($)xa>7 n €N,

siysélosi§<p<4y
a+1 1 1 a+1
- <(a+1) 573 +a< ,

2
1 1 1
—— Dl-—==)+b<-.
4<(a+ )(p 2>+ <3

La demostracion del Teorema 3.1 la hemos dividido en tres partes.
En la primera de ellas, contenida en la siguiente seccion, daremos una
expresion del operador S, en términos de la transformada de Hilbert.
La segunda parte estara centrada en el andlisis de las condiciones ne-
cesarias y se desarrollara en la Secciéon 3. Por tltimo, en la Seccion 4,
trataremos las condiciones suficientes.

(55)

49



50 3. ACOTACION CON PESOS DEL OPERADOR SUMA PARCIAL

2. Construccion del operador suma parcial

Para a > —1, consideraremos el sistema ortonormal en L?(z®) for-
mado por las funciones {j% },,>0, definidas como en (5). Asi, el operador
suma parcial n-ésima vendra descrito como

(56) Su(fi1) = S exl£)ig (@),
donde
(57) Mﬂ—ii@ﬁ@ﬁ#

Utilizando la linealidad de la integral es posible expresar

&@@=A§&@ﬁﬂmwu

(58) Ko(z.t) =Y ji(x)je(t).
k=0

Obtendremos, a continuacion, una expresién explicita para el nucleo
K,(z,t). Para ello probaremos el siguiente lema:

LEMA 3.1. Sean € N y A > —1. Entonces

Z 2()\ + 2k -+ 1>J)\+2k+1 ([E)J)\+2k+1(t)
k=0
xt

= T I @A ~ @) )

x? — 2

+ $J1\+2n+2<x)JA+2n+2(t) - tJ/\+2n+2($)J§\+2n+2<t)]-

DEMOSTRACION. Usando la igualdad
2v
JV_1(2> + Jy+1(2) = ?JV<Z)

para expresar J,_1 y J,42 en términos de J, y J,41, obtenemos

21T (), () = xf—_tﬁ (2 ()1 (t) — T 1 (2) T (t)
— xg]“+2(x>g]“+1 (t) + tJﬂ+1 (x)Jﬂ+2(t) ]

Lo cual nos da

Z 2(A 4 2k + 1) npopg1 (@) Iaportr ()
k=0
xt
= 57 Ehn @)L = (@) ()

— 2 xt2nt3(T) Iranta(t) + g ony2(2) Ingonss(t)].
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Finalmente, con la relacién

2dyy1(2) = v, (2) — 2J(2)
eliminamos el término Jy;2,13 y se obtiene el resultado. U

Otra forma de probar el lema anterior es utilizar la igualdad

Z 20N + 2k + 1) Dgon1 (@) Inyorsa (t)
k=0

= av_t v [ a1 () In(t) — tIx(2) g (D)),

xr2

como puede verse en [41]. La expresion (59) puede encontrarse en [44].

La demostracién que hemos dado aqui puede verse en [17] y ha sido

incluida en esta memoria buscando tener la mayor completitud posible.
Tomando A = « en el Lema 3.1 tendremos

Kalant) = 5 O (s (V) Ia(VD) = VETa (V) T (VO
+ \/Eja+2n+2(\/5) JCH-QTH—Q(\/_) - \/_Ja+2n+2<\/5)‘]&+2n+2(\/¥)]'

Esto nos permite descomponer el operador S, descrito por (56) en
cuatro operadores,

Snf = Wlf - W2f + WB,nf - W4,nfa

con

(60)  Wi(f,z) = ga= B2 (@) H(t T (%) f (1), ),
(61)  Wa(f, o) = g2~ 2 Ja(a'?) H(t*PT2 00 (812) f (1), @),
(62)  Wi,(f,2) = 2a= P2 (212 H(t*20,(#2) £ (1), z),

(63)  Wan(f,x) = 52720, (a"/?) H(t* 2 7,(82) £ (1), @),

donde H denota la transformada de Hilbert y v = o + 2n + 2. Esta
descomposicion del operador S, en términos de la transformada de
Hilbert nos permitira utilizar la clase de pesos A, en el estudio de las
condiciones suficientes.

3. Condiciones necesarias

Las condiciones necesarias para la acotacién del operador suma par-
cial pueden deducirse de un resultado mas general sobre sistemas orto-
normales.

Sea (€2, ;1) un espacio de medida y {¢, },>0 un sistema ortonormal
en dicho espacio. Si definimos el operador

) = Z%(f)@(l‘)

con ay(f fQ t) dp tendremos el siguiente resultado:
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PROPOSICION 3.2. Sea 1l < p < oo. Si
HSanLP(updu) < CHfHLP(vpdu)a f € Lp(vp d:“)a ne N7

entonces

(64) H¢nHLP(uPdu)||¢nHL‘1(v—‘1du) <C, neN
DEMOSTRACION. Consideremos el operador

Tn(fa :B) = Sn(fv 37) - Sn—l(f’ flj) = an(f)(bn(x)

Usando la acotacién del operador §,, tendremos

1T f Loy = /Q F(O)n(t) du

Si tenemos en cuenta que el operador ay,(-), dado por
an(): LP(vPdp) — R

[6nllze e awy < ClLFllLowr ap-

f — an(f),
es un operador continuo sobre LP(vP du) que alcanza su norma y ésta
es igual a @y || La(y-adu), €l resultado se sigue inmediatamente. O

Con esta proposicion, el estudio de las condiciones necesarias se
reduce a la verificacién de la desigualdad

(65) ln | e (ur @)z [19n | Lau-a(@)ery < C, n €N

Tomando n fijo (es suficiente n = 0) y aplicando el Lema 2.3 con
r=pa+ay s=pb+ a obtenemos que

ll7n |l e (e @)ooy < 00,  Vn €N,
si y solo si
—1 < pa + «a,

o htatl) (1_1>+w;
)

4 2 p
que equivale a
(a+1) <
+1) +b< !
(){ —
4

Considerando ahora los valores r = —qa +a y s = —qb + « en el
Lema 2.3 tendremos que

oz+1

(66)

%I»—Blr—*

178 Laqu-a(zyzey < 00, Vn €N,
si y sélo si

-1 < —qa+ a,

1 1 1 a—(—gb+a)
T (—ab nl=—2 :
4<( qb+ o+ )(2 p)+ 5 ;
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que se escriben como

o (a+1)<1—1)+a<a+1,

Las condiciones en (66) y (67) pueden reunirse en (55).
Ahora, supuesto que (55) se cumple, las estimaciones de las normas
del Lema 2.4 nos proporcionan

n2(a+1)(%7%)+2b7 si p < 47
1701 2o (ur 2yae) ~ n?=(@+D/2(Jog n)1/4, si p =4,
n(2a+4/3)(%*%)+2b71/6’ S op> 4,
y
n2(a+1)(%_%)—2b’ Sg<d(p>4/3),

2 N sau-atogemy ~ & o2 2 logm)Us, si g =4 (p = 4/3)
n(2a+4/3)(%_%>_2b_1/6, si g>4(p<4/3).
Combinandolas, obtenemos
(n%G_%), si p<4/3,
(logn)'/4, si p=4/3,
175 |22 ur @)z [ 77 | Lo ua(@yzey ~ 4 si 4/3 <p <4,
(logn)'*,  si p=4,
n%(i*%), si p>4.

Por lo tanto, para que se cumpla la condicién (65) con una constante
independiente de n, se debe verificar que 4/3 < p < 4.
4. Condiciones suficientes

En esta secciéon nos vamos a centrar en la acotaciéon de los ope-
radores descritos en (60), (61), (62) y (63). Recordemos que v = o +
2n + 2.

4.1. Acotacion del operador W;. El operador W; se define
como

Wi(f,z) = %x_a/zﬂﬂ(}aﬂ(ml/z) H(to‘/zJa(tl/z)f(t), z).
Si tomamos la funcién
g(t) = 2 T, (1Y) f (1),

se tiene que

||W1f”LP(uP(x)a:°‘) < C||f||LP(Up($)-’Ua)
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si y sélo si

IH | o up (@ya—avrztor2) oy @)y < ClGN oo @)aa—av/2| o @irz)-).

Por tanto para obtener la acotacién sera suficiente probar que existe
un peso ® € A, tal que

(68)
C’up(x)xa_ap/2+p/2|<]a+1(x1/2)|p <P(x) < Clup(a:)x“_o‘p/2|Ja(x1/2)|_p.

En efecto, si este fuera el caso, por el Teorema 1.4, tendriamos
HHgHLp(up(a:)ma*‘lp/2+P/2|Ja+1(m1/2)|p) < CHHQHLP(@(:E))
< Cllgllzo@@)) < Cllgll o e @)wo—or/2 g @1/2) -2y

A partir de (28) y (29) llegamos a que

Cxotptap, si 0<ax<1,

D a—ap/2+p/2 1/2y1p
U (aj)l‘ |Ja+1($ )| < {Cxa—ap/2+P/4+bp’ sioz>1,

y

(' 0—ap+ap si 0<zx<1
p a—ap/2 1/2y|-p ’ T
uP(x)x | Ja(@ )P = {Cxaap/2+z’/4+bp, siox> 1

Con estas estimaciones podemos considerar el peso

P(x) =

", si 0<ax <,
xafap/2+p/4+bp7 si x> 1.

El valor de r lo elegiremos de forma que se verifique la condicién (68)
y que ® € A, lo cual viene caracterizado por (b) en el Lema 1.2. Esto
nos da que se deben cumplir las condiciones

a—ap+tap <r<a+p+ap,
(69) —1l<r<p-1,
—l<a—ap/2+p/d+bp<p-—1.

La tercera desigualdad es equivalente a

-3 1 1 1
— < Df{-—= b< -
Pt (5-3)to< g
lo que viene implicado por (55). Para las desigualdades en (69) involu-
crando a r, es suficiente que se cumpla

max{—1,a — ap+ ap} < min{p — 1, + p + ap},
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puesto que asi podremos elegir como r algin valor intermedio. Esta
utima desigualdad se tiene a partir de

(70) -1 <a+p+ap,
(71) a—ap+ap<p-—1,
(72) a—ap+ap < a+p+ap,

luego bastara con verificar éstas. Una sencilla manipulacién de (70)
y (71) nos da que pueden reunirse en

a+3 a+1

< (a+1) L1 +a<
a —-—=]+a
p 2 2
lo que se sigue de la primera linea en (55). La desigualdad (72) se tiene
de manera inmediata sin mas que usar la condiciéon a > —1.

4.2. Acotacién del operador W,. La demostracion es entera-
mente similar a la de W;. Tenemos, al igual que antes, que para

Wa(f, @) = 5o~ (&) H(t°2F2 J0 i (82) £(1), ),
la acotacion
||W2fHLP(uP(:C)x"‘) < C||fHLP(Up($)xa)

equivale a

191l Lo ur @yae-evr21 a2y < Cllgl Lo e @po-err2-p21 g0 @1/2)-2);
donde en esta ocasién hemos tomado
g(t) = /2 g L (#) F ().

Nuevamente es suficiente comprobar que existe un peso ¥ € A, cum-
pliendo

(73)
C’up(x)xa_o‘p/2|Ja(a:1/2)|p < U(x) < C’lup(a:)xo‘_ap/g_p/2|Ja+1(:€1/2)|_p.

En esta situacion, usando el Teorema 1.4, llegariamos a que

”HgHLP(uP(a:)xO‘*O‘P/QUQ(x1/2)|p) < CHHQHLP(@(QE))
< Cllgllizecw@) < Cllgllo o @yza—arz-v/21 001 @1/2)-r):
Utilizando las cotas (28) y (29) tenemos que
Caotop, si 0<ax<l1,
Cxo—op/2=p/44p o 1> 1,

WP ()2 o ()P < {

y

a—ap—p+ap ;
WP (@) gy ) > {0 T 0 as
Cx@=P/==P/2oP - gf x> 1.
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Tomando

xr’ si O<x < ]-7
\IJ(ZL') = {xa—ap/Q—P/‘l"'bp, si x> 17

las condiciones (73) y ¥ € A, se cumpliran si

a—ap—p+ap <r < a-+ap,
(74) —l<r<p-1,
—1l<a—ap/2—p/d+bp<p-—1.

La tercera condicién en (74) es equivalente a

-1 1 1 3
— < D(-—z)+b<>
F < (s-g)ro<t
lo que se sigue de la segunda linea en (55). Las desigualdades en (74)
que nos permitiran hacer la eleccién de r se cumplirdan si
max{—1,a —ap —p+ap} < min{p — 1, a + ap};

que se tendra a partir de

(75) -1 < a+ ap,
(76) a—(a+1)p+ap<p-—1,
(77) a—(a+1Dp+ap < a+ ap.

Ahora, las desigualdades (75) y (76) se puede comprobar que equivalen
a
a+1 <(a+1) 1 1 ta< a+3
— a - — = a
2 p 2 2

lo que se verifica a partir de la primera linea en (55). La desigual-
dad (77) se obtiene, otra vez, de v > —1.

4.3. Acotacién uniforme de los operadores W3,. Recorde-
mos que

Wan(f,x) = ga™®F2 T (22) H (12720, (1) £ (1), )
y, por tanto,
Wanf | 2o @e@yzey < Cll fllore@yze)
si y solo si
”Hg”LP(uP(x)xo‘*o‘Pm*P/Q\J{,(xl/Q)|P) < C|’g|’Lp(up(x):co‘*ap/Q|Jl,(x1/2)|_1’)7

donde hemos tomado

g(t) = I, (V) f (D).
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De modo andlogo a como hicimos en la acotacion de W; bastara en-
contrar una familia de pesos ¢, € A, uniformemente (es decir, con
constantes A,(y,) independientes de v) tales que

(78)
Cul ()2~ 2P| J (@ 2)P < g, (2) < CruP ()2 P2 g, («'/2)] 7.

Con esto, usando nuevamente el Teorema 1.4, podriamos concluir

||HQHLP(uP(x)ma—aP/Hp/Z|J,;(x1/2)|1’) < CHHQHLP(%(:E))
< Cllgllzoou@)) < CllGll Lo (ur @yze—err2yg, @1/2)-r)-

Obtengamos ahora los pesos ¢,. Comenzaremos utilizando la ex-
presién (33) para acotar J/, si x > v?/4. Asi, usando que u(z) ~ 2°, si
x> v?/4,

up<x)xa—ap/2+p/2|Jl//(x1/2)|p < Cxa—ap/?—f—p/S-‘rbp [|$1/2 . I/| + Vl/S}P/zl .

Si # < v?/4 utilizaremos otra cota méas precisa; en concreto
(79) Up(l')l'a_ap/2+p/2|J;(ﬂfl/Q)‘p < Cp~op=3p/2+2p(b=a) potptap,

Veamos que, efectivamente, se cumple esta estimacién. La desigual-
dad (79) se seguird inmediatamente si probamos que, para z < v?/4,

(80) (1 + x)b—ax—(a+1)/2ya+3/2—2(b—a)|Jl//(x1/2)| <C.

Comencemos considerando b > a; asi, (1 4+ )% < Cv?¢=% y, por
tanto,

(1 + x)bfaxf(a+1)/2ya+3/272(bfa)’ch(xl/Z)’
< C’x_(o‘+1)/2yo‘+3/2|J;(x1/2)|.

Eligiendo, ahora, convenientemente el pardmetro que aparece en (36)
del Lema 2.1 (debe tomarse a = —(a + 2)) obtenemos que
x_(a+1)/2va+3/2‘J;(.Clil/Z)‘ <C (Z)V < C”
con lo que podemos finalizar (80). Si b < a, basta observar que (1 +
1)’ < 2%~ y utilizar nuevamente el Lema 2.1 (en esta ocasién debe
tomarse el pardmetro a de (36) igual a 2(b — a) — (a + 2)).
Por (32) tendremos que, si z > 1v?/4,

up($)xa_ap/2’¢],,(l‘l/2)’_p > Cwa—ap/2+p/8+bp le/2 . y| + Vl/B}p/‘l

Y

teniendo en cuenta nuevamente que, en este rango de valores de x,
u(x) ~ 2°. En el intervalo 0 < 2 < v2/4 tomaremos la cota

(81) up(x)xoz—ap/2|Jy(Il/2)|—p > C'yoP+p/2+2p(b—a) j.a—ap+ap.
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Procedamos, ahora, a comprobar (81). Sera suficiente ver que
(82) (1 +x)afbxfa/an+l/2+2(b*a)|J’V($1/2)| < C.

Para concluir (82) comenzaremos tomando b < a. Esto nos permite
obtener inmediatamente que

(1 _|_x)afbxfa/ZVoﬁl/QJrQ(bfa)’JV(x1/2)‘ < Cmfa/Zl/a+l/2‘Jy(xl/2)‘_

Considerando el parametro adecuado en (35) del Lema 2.1 (tomar a =
—a) tendremos

x_a/QVa+1/2|JV(ZL‘1/2)| <C (Z)V <C.

Si b > a, utilizaremos que (1 + 2)?° < 2%7% y el Lema 2.1, en concre-
to (35) tomando el pardmetro igual a 2(a — b) — a.
Con todo lo anterior, podemos afirmar que

up(x)xo“a”/2+p/2|J,’,(x1/2)|p
V—ozp—Sp/?-i—Zp(b—a)$o¢+p+ap7 si O<z< y2/4’
= 2~ ap/2+p/8+bp [|x1/2 — v+ Vl/g}l”/47 i > 1/2/47
y
uP ()2 g, (a2)| P
Vap+p/2+2p(b—a)x0é—ap+ap, Si O < x < 1/2/4
> B ’
= L a—ap/2+p/8+bp Ux1/2 — |+ y1/3}p/4’ si > V2/4_
Esto nos lleva a considerar los pesos
( ) V*Ocp+p/2+2pb+2a72rl.r’ si0<a< V2/4,
P T) =
v |z — v| + 1/1/3}17/4, stz > 24,
donde, por brevedad en la notacién, tomamos w = o —ap/2+p/8+ bp.
Esta familia de pesos debe verificar (78); para ello basta con que
(83) Cyfozp73p/2+2p(b7a)xa+p+ap < Vfap+p/2+2pb+2a72r$r
< Cl Vap+p/2+2p(b—a)xa—ap+ap’

si x < v?/4. Para probar que existe algtin valor de r para el que se
cumple (83) debemos observar que es equivalente a

T \ at+ptap T\T" T \ a—aptap
c(e) = Ga) =alE)
si /v < 1/4. De este hecho se concluye inmediatamente que (83) se

tiene si

(84) a—ap+ap<r<a-+p+ap.
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Veamos, ahora, que ¢, € A, uniformemente. El Lema 1.1 nos da

o, (1) € A, unif. <= ¢, (1°7) € A, unif.

x",

¥ le/z — 1]+ 1/—2/3}10/47

z",

W |:|IL‘1/2 _ 1|p/4 + pr/6} 7

=1
= |

si 0<x<1/4, _
€ A, unif.

si x> 1/4,

si 0<x<1/4, )

' € A, unif,,

si x> 1/4,

donde la ultima equivalencia se sigue de

[|x1/2 — 1+ V—2/3}P/4 - \3:1/2 _ 1|p/4 4+ P8,

Observemos, ahora, que

{

z",

W [|$1/2 _ 1’p/4 + V—p/6:| ’

{x’"(l + v7P/%),

con C, = vP/6,

z",

wi ()

{

ZL‘w|I1/2 _ 1|p/4’

",

|z — 1|7/,

w+p/8
wtP/8,

si
~Y

si

si

si

De este modo, usando los apartados
tard comprobar que w; y wy estan en

W [|.1'1/2 o 1’p/4 + V—p/G] ,

si 0<az<1/4,
si x> 1/4,

si 0<ax<1/4,
si x> 1/4,
= wi(x) + CLws(x),

si 0<a<1/4,
si x> 1/4,
0<z<1/2
1/2 <x <3/2,
x> 3/2,

i 0<x<1/4,
i x> 1/4,

0<z <,
T > 1.

(b) v (c) en el Lema 1.1, bas-
A,. Para que wy € A, sera sufi-

ciente, por el Lema 1.2, que se cumplan

—-1<r<p-1,

(85) —l<p/d<p-—1,

—l<a—ap/2+p/d+bp<p-—1.

La desigualdad en la que interviene r, analizada junto con (84) y la
ultima condicién en (85) se comportan igual que en Wi; la desigualdad
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—1 < p/4 < p—1 equivale a p > 4/3. Por el Lema 1.2, el peso w,
pertenecera a A, si

—-1<r<p-—1,
(86)
—l1<a—ap/2+p/8+bp<p—1.

La condicién sobre r es la misma que en (85), y la otra restriccién
en (86) equivale a

5 11 3
2 D(Z_Z)ap<c?
8<(a+)<p 2)+ <3

que viene implicada por la segunda linea en (55).

4.4. Acotacién uniforme de los operadores W, ,. Para con-
cluir tomemos

Wan(f,x) = 52720, (') H (P2 T (8 2) f(t), 7).
Asi, tendremos que
HW4,nf||LP(uP(z);v0‘) < CHfHLP(uP(a:);BD‘)
si y sélo si
HHgHLp(uP(w)x"‘—f"P/Q|J,,(zl/2)|p) < C||g||Lp(up(:v)mo‘—ap/Q—P/Q|J,’j(:)31/2)\_P)7
sin mas que tomar
g(t) = PRI f ().

Procediendo como en W5 serd suficiente con encontrar pesos v, € A,
uniformemente tal que
(87)

CuP (x)z =P T, (' 2)[P < 4, () < Cra? ()= V27221 (12)| 7P

Con tal familia de pesos, usando de nuevo el Teorema 1.4, tendriamos

||Hg”LP(uP(x)a:a*ap/2|Jl,(wl/2)\P) < C||H9||Lp(wu(z))
< Cllgll oo @)y < CllGl o e @)wa—or/2-p/231 (21/2))-9)-

Veamos ciertas acotaciones que nos permitan elegir los pesos ,.
Para x > v?/4, aplicando (32) a J, llegaremos a

Up(:t)xa_ap/2|Jl,(xl/2)|p < Cma—ap/?—p/S-i—bp [|ZL‘1/2 . l/| + Vl/g] —p/4

Y

donde nuevamente hemos tenido en cuenta que, si x > v2/4, u(x) ~ 2°.

Al igual que para Wi, si * < v?/4 usaremos una estimacién mds
apropiada:

(88) up(x)xoc—apﬂuy(xl/?”p < Oy~ P—p/2+2p(b—a) patap
Para comprobar la expresién (88) serd suficiente tener que
(1 + x)b—ax—a/2ycx+1/2—2(b—a)|JV(I1/2)| < C.
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Esta tltima cota puede obtenerse como (82).
Con (33), podemos concluir que, para x > v?/4,

up(x)wa—ocp/2—p/2|J;(x1/2)|—p > C«:L,oc—ocp/Q—p/8+bp le/Q _ l/| + 1/1/3] —p/4

9

haciendo uso también de la equivalencia u(z) ~ z°. En el intervalo
0 < x < v?/4 utilizaremos que

(89) up(:ﬂ)xafap/?*p/?‘J;($1/2)‘*p > (Oypt3p/2+2p(b—a) pa—ap—p+ap,
Para verificar (89) basta probar que, para 0 < z < v?/4,
(1 + I)a_b:L‘_(a+1)/2l/a+3/2+2(b_a)|JZI/(ZL’1/2)| <C.

Para concluir esta desigualdad podemos proceder como con (80).
Reuniendo toda la informacién precedente, llegamos a que

uP (a)x =R T, (V2P
“c {,/app/2+2p(ba)xa+ap’ si 0<a<v?/4,
= £O—ap/2—p/8+bp le/z — v+ 1/1/3] —p/47 Si x> 1/2/4;
y
up(x)$a—ap/2—p/2|J{j(Il/?)|—p
,/oszr?»p/2+2p(b—a)xoz—ozp—erap7 si 0<z< ,/2/4’
- {xo‘_o‘p/Q_p/ngbp [|x1/2 —v|+ 1/1/3] 7p/4, siox>v?/4,
Tomaremos, ahora, los pesos
. ( ) {y—ap—p/2+2pb+2a—2rxr7 si 0<a< 1/2/4,
J(z) =

v [|zt? — v| + '3 s> v?/4,

donde hemos denotado v = a — ap/2 — p/8 + bp. Estos pesos deben
cumplir la condicién (87), y para ello es suficiente que

(90) CV—ap—p/Q—i-Qp(b—a)xa—i-ap < V—ap—p/2+2pb+2a—2rxr

< Cl I/ozp+3p/2+2p(bfa)l,afozpprrap’

si z < v?%/4. La desigualdad (90) es equivalente a

T \ atap TN\T" T \ a—ap—pt+ap
()= () <a ()
1% 1% 1%

si z/v? < 1/4. Asi, es claro que (90) se sigue si tuviéramos

(91) a—ap—p+ap <r<a+ap.
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Veamos ahora bajo qué condiciones tenemos que 1, € A, uniforme-
mente. Usando, como en el caso anterior, el Lema 1.1, tenemos

Y, (7) € Ay unif. <= 1, (v*7) € A, unif.

{:1:’“, si 0<a<1/4,
<

_ € A, unif.
x¥ [|.:1:1/2_1]—|—y_2/3} p/4, si x> 1/4, !

Buscando aplicar el apartado (d) del Lema 1.1 tendremos en cuenta
que

T si 0<a<1/4,
(o 2 =112 77 ki s
— si0 <z <1/4,
{x—v [|$1/2 _ 1’17/4 + V—P/ﬁ} , stz >1/4,
(14 V—p/ﬁ)’ si0<a<1/4,

=01 ' (2) + (Cuoa(w)) ",

51(@) = {x si 0<az<1/4,
V|22 —1)7P st > 1/4
x”, si0<az<1/2,
~ Qe — 1P si1/2 <1 <3)/2,
v P/8, six > 3/2,

si 0<az<1/4,
si x> 1/4,

0

si 0<z <1,

Y

T
x?
v
x?
‘s
./,U7
¥, stz >1,

(%)
Por lo tanto, usando (b) y (d) en el Lema 1.1, llegaremos a que ¢, € A,
uniformemente si 01,02 € A,. De este modo, para que d; € A, bastara,
por el Lema 1.2, que

—1l<r<p-—1,
(92) —1<—p/d<p-—1,
—l<a—ap/2—p/d+bp<p-—1.
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La desigualdad que involucra a r, estudiada junto con (91) y la dltima
condicién en (92) son andlogas a las que se estudiaron en Ws; la de-
sigualdad —1 < —p/4 < p — 1 equivale a p < 4. Para que el peso s
pertenezca a A, serd suficiente, utilizando otra vez el Lema 1.2, que

{—1<7“<p—1,

93
(93) —l<a—ap/2—p/8+bp<p-—1.

La restriccion sobre r es igual que en (92) y la segunda condicién en (93)
es equivalente a

3 1 1 5
e (m ) wb<?
’ <a+>(p 2)+ g

que viene implicada por la segunda linea en (55).






CAPITULO 4

Acotaciones extremales del operador suma parcial

1. Introduccion

Consideremos nuevamente el sistema ortonormal en L?*(z%) dado
por {j%}n>0. Como se menciond anteriormente y como se deduce del
resultado basico en el capitulo anterior la acotacién uniforme de los
operadores S,, en LP(x®) se verifica en un cierto intervalo abierto de
valores de p, denominado intervalo de convergencia en media. Basta
tomar a = b = 0 en Teorema 3.1 para ver que en este caso tendremos
que el intervalo de convergencia en media es

{‘—l<p<4 si —1l<a<0,

4(a+1) (a+1) .
203 <P < Sai7 s sia > 0.

Parece natural preguntarse por el comportamiento del operador S,, en
los extremos de este intervalo. Para efectuar este andlisis utilizaremos
los espacios LP*(z®), que fueron definidos en el Capitulo 1. Veremos,
para o > 0, que en los valores extremos del intervalo de convergencia en
media S, no verifica la acotacién uniforme (p, p)-débil. En particular
encontraremos una familia de funciones, f,, que muestra que no es
posible que se verifique la acotacién uniforme

|Sn fullLroo @y < C|l fallLe@e)-

Por tanto, para a > 0, la acotacién (p, p)-débil sélo ocurre en el in-
tervalo de convergencia en media. Creemos que este hecho se cumple
también para —1 < a < 0 pero desgraciadamente no hemos logra-
do encontrar una demostracion de ello. Probaremos, en este caso para
a > —1, que la acotacién uniforme (p, p)-débil restringida si se verifica
para los valores extremos del intervalo.

Recordemos que el operador S,, se describe como

Spf =Wif =Wof + Wanf —Winf,

con
Wi(f,2) = g2 o (02) H (12 o (%) (1), ).
Wo(f,x) = %x’a/zJa(xl/Q) H(to‘/2+1/2J (tl/z)f(t),x),
Wi n(f,x) = %x_o‘/2+1/2(];(x1/2) H(tO‘/QJ (1) ,x),
Wyn(f,x) = %x_a/le,(xl/2) H(ta/2+1/2J' f(t ,x),

65
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2. Acotacion débil del operador suma parcial

El estudio de la acotacién (p, p)-débil del operador S, asociado al
sistema ortonormal {j%} serd el objetivo tinico de esta seccién. Proba-
remos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.1. Sean o« > 0 y 1 < p < oo. Entonces, existe una
constante C' > 0 tal que

[Snflliroo@ey < Cllfllr@ey, f € LP(x%), neN,
sty solo si
4(a+1) 4(a+1)
200 + 3 200+ 1
DEMOSTRACION. En primer lugar, notar que, por el Teorema 3.1
con a = b = 0, es claro que (94) implica la acotacién (p, p)-fuerte, luego
también la (p, p)-débil. Bastard, pues, con estudiar la otra implicacién.
Una sencilla modificacion de la Proposicion 3.2, con u = v =1y

considerando la acotacién (p, p)-débil del operador S, en lugar de la
acotacion (p, p)-fuerte, nos daré que

1Snf Lo @ey < Cllfllze@ey = 15 2o @y 1 dn | a@ey < C.

Usando las estimaciones de los Lemas 2.6 y 2.3 (con r = s = «),
obtendremos

1 1 1
e Lp,oo o __< ]_ - — —
e (%) <~ 4_(a+)(2 p)

(94)

1 1 1

— (3= <2

Ambas condiciones pueden reunirse en

(95) —%S(a—%l) (%—1) <i.

p

Considerando ahora las estimaciones de los Lemas 2.4 y 2.7 podremos
deducir, supuesto que (95) se verifique,

n%(%_%), si p<4/3,
(logn)'/4,  si p=4/3,

C, si 4/3 <p<A4,
, si p>4.

175 | oo @y | [ o ey ~

Lo que nos asegura que debemos tener

4
—<p<A4
3 pP=
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De todo lo anterior concluimos que

1S fll e oo @ey < Cllfllzoae

4

_%g(a+1)<§—§><}p
4 Co
3 <p<i4, sia=0,
4« 4(a .
Q(Q—I?Sp<2(a—ﬁ), si a > 0.

Asi, para completar la equivalencia bastara con probar que para p =
Do = 42(31;), con « > 0, no se puede dar la acotacion débil.

A la vista de la demostraciéon del Teorema 3.1 (en concreto, las
subsecciones 4.2 y 4.4 del Capitulo 3), tomando a = b = 0, sabemos
que los operadores Wy y Wy ,,, descritos en (61) y (63) respectivamente,
son acotados en LPo(z®). Bastard, por tanto, con estudiar el compor-
tamiento de Wy y Ws,,, descritos por (60) y (62). De esta forma es
suficiente probar que existe una sucesién de funciones f,, para la que

la desigualdad
(96) ||W1fn + W3,nfn||Lp0’°°(332a) S OanHLpO(xD‘)

falla para cada constante C'.
Consideremos la sucesion de funciones

fa(t) = Sgn(Ja(t1/2))t— 2043

4 X[l,nQ] (t)

En primer lugar, es facil observar que

1
(97) | foll 7o (zey = C'(log ) #o
Ahora, para z > (2v)?, tenemos que

,n2
Wi (fur )] < Cam @] (21/2)] / £410,(42)] dt
1

2n
<C (204+3)/2 < )
T 1 s

donde el ultimo paso se sigue de (33) y (35). Usando este hecho llegamos
a la acotacion

e\ 2n
(98) X (@200 Wanfull 2o o @ey < C (Z) '
Tomando otra vez x > (2v)?, se comprueba que
Wi(fu, 2)] > Ca™ (D] T ( ”L/t”u (t2)] dt

> C(logn)z™ T2 1, (2'?)),
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donde para obtener la ultima desigualdad se ha hecho uso de (27). De
esta estimacion concluimos inmediatamente que

(99) X ((20)2,00) ()W fu|| Loo-o0 (gory = C'log .
Reuniendo (98) y (99) tendremos que
HWlfn + WB,nfn”LPOvOO(za) > C'logn,

lo que, junto a (97), nos permite finalizar que (96) no puede verificarse.
Ul

3. Acotacion débil restringida del operador suma parcial

En el teorema de la seccién anterior hemos probado que para deter-
minados valores de a no es posible tener acotacién uniforme (p, p)-débil
en los extremos del intervalo de convergencia en media. Esto nos lleva
inmediatamente a pensar en estudiar la acotacién uniforme (p, p)-débil
restringida para el operador .S,, en dichos valores extremales. El siguien-
te resultado es el trabajo que hemos realizado respecto a esta cuestion:

TEOREMA 4.2. Sea

{%Spgél, st —1<a<0,
4(a+1) 4(a+1) .
2013 =P oy Staz0

Entonces, existe una constante C > 0 tal que

[Snfllzroe@ey < Clifller@ey,  f=xm, neN,

donde E es un conjunto de medida finita.

DEMOSTRACION. Probaremos la acotacién inicamente para los va-
lores extremos. Es bien conocido que si un operador es autoadjunto la
acotacion débil restringida para un valor de p nos da inmediatamente
la acotacion débil restringida en ¢, con ¢ el conjugado de p. En nuestro
caso concreto la acotacion

[Snfllzace@ey < ClfllLs@ey,  f = Xe,

implica
[Snf L4800 (@ay < Clif a3y, f = Xe,
y lo mismo para p, = % Vv p1 = 42(311), puesto que pg y p1 son

conjugados. Por tanto, nos centraremos en el estudio del extremo su-
perior. Dividiremos la demostracién en dos casos; en el primera de ellos
consideraremos p = p; (por tanto a > 0) y en el segundo tomaremos
p=4(con —1 < a<0).

Caso a: p=p, (a>0).

Las estimaciones contenidas en las subsecciones 4.1 y 4.3 del Capitu-
lo 3, con @ = b = 0, nos permiten afirmar que W; y W3, son operadores
que verifican la acotacién uniforme (p;, p;)-fuerte; y como consecuen-
cia cumplen la acotacién uniforme (pi,p1)-débil restringida. Bastard,
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para obtener la conclusién deseada, con probar que Wy y Wy ,, también
tienen esta propiedad. Estudiemos cada uno de estos operadores.
Caso a.1: Acotacion débil restringida del operador Ws.
Comenzaremos considerando, para cada k € Z, los intervalos I, =
(2%, 2FF1) v las funciones
It =IX©2-1),
15 =fXpar-1.95+2),
I3 =FX(2r+2 00)-

De este modo Upezly = (0,00) vy, para cada k, f = fF + f§ + f¥. Esto
nos permite escribir

Wof =) (Waff + Wafy + Waff) xi,.

kEZ

Con esta descomposicion tendremos

{z € (0,00) : [Ws(f,z)| >y} C AU B UCg
=|J A UB UGN,

keZ
donde
A= { € (0.00) s Walff, )| > £}
B = {r € (0,00) : Wa(ff, )| > £
y

Crp = {a: € (0,00) : [WalfF,z)| > %}

Veamos que se verifica
(100) (Ak U Ck) NI, C {l’ € (0, OO) : CCCiQaJrl)MHf”Lm(xa) > y}
Para Wy(fF,x) con x € I, se tiene que t < x/2. De esto concluimos

que (z — )7 <t~y asi

% (0
Wart )] < Cao2) @) [ o202 L0
0 .
/2
< Com P )] [ () ) de.
0

Teniendo en cuenta que |J,(z'/?)] < Cz~/4, la desigualdad de Holder
débil, (3), con p = p1 y ¢ = po, y que (por (49) y (50)) t~2e+3)/4 ¢
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LPo>2(t™), se tiene

z/2
Wals )] < oo [ e g a
0
< C$_(2a+1)/4||t_(2a+3)/4
< Ca™ VA fl s oy,

que es lo que queriamos comprobar.

Para Wy(f¥ z) con x € I se verifica que t > 2z, lo que nos da
(t —x)~1 < 2t71. De este modo, operando igual que para Wy(fF,z),
tendremos

| Leo-oe (g || f || Lo (2o

|W2(f:§a$)| < C"T—(M—S_DM||f||LP1(ta)-

Las estimaciones obtenidas para |[Wy(fF, z)| v [Wa(fX, 2)| nos permiten
concluir (100) y, como consecuencia, la acotacién (py, p1)-débil restrin-
gida para ), ., (Wz I+ Wy f;f) X1,- En efecto, para ver que realmente
es asi basta tener en cuenta que

keZ
< p{ (2 € (0,00) : Ca= V| fl ooy > ) }

4/(2a+1) -
gu(<o,<m> ))SCWHﬂ) |
y y

Veamos, para finalizar la acotacion para Wy, qué sucede con By. Es
evidente que

iz (U Bkﬂfk> < ZM({xGIk L Wa(fy, @) > %});

keZ keZ

analicemos como se comporta cada conjunto de este sumatorio. Si x €
I, entonces x ~ 2F. Esto, junto con la cota |J,(x1/%)| < Cz~/4 nos da

(Walfs, @) < Ca™ GV H (P20, 0 (82) 5 (1), )
~ 2—(2a+1)k/4 ‘H(ta/2+1/2ja+1(t1/2)f2k(t), x)| '

Asi, para cada conjunto [; tendremos

[ ({x € Iy : [Wa(fy,2)| > %})

< u ({[E el : 02—(2a+1)k/4 ‘H(ta/2+1/2ja+1(tl/Q)ff(t),{L‘)| > y})

< 02—(a+1)ky—p1 ‘]_1(1504/2—&-1/2J06_~_1(151/2)le§(2€>7 x) |P1 % dr
Iy,

w2y [ ) £ (). ) [ d
k
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Utilizando, ahora, la acotacién de la transformada de Hilbert sin pesos
y, nuevamente, la estimacion |J,4q(2/2)] < Cx~'/4, llegamos a

7 ({33 €Iy [Wa(f}, x)| > %})

< O Ry | |22 (a?) fE ()P da
Iy,

<2ty | ()Pt tt de
Iy,

~y [ @ da.
Iy,

Con esto,
) k Y
keZ keZ
—p1 k Pl . HfHLpl(ma) "
<SSy [ 1f@Petde < o (M)
keZ I Y

De esta manera se tiene la acotacién (pi,p;)-débil restringida para
> ez (Waf¥)x1,, 1o que concluye la demostracion para Ws.
Caso a.2: Acotacion uniforme débil restringida del operador Wy,,.
Utilizaremos una notacién andloga a la del caso anterior, siendo
ahora

A, = {m € (0,00) : |[Wan(fF,2)| > %}

Y
B = {r € (0,00) : Wan(ff,2)| > £}
Cr = {z € (0,00) : [Wan(ff,2)| > £}
Veamos que se verifica el contenido

(101)
(A, UCK) NI, C {x € (0,00) : Co=2| T, (x"*)| || fll oos (wey > v}

Para Wy, (fF,z) con z € I se tiene t < x/2, de donde se deduce que
(x — )7t <t71 Asf

x/2
Wantsh o) < ooy, [ ey 1O g
0 —

z/2
< Ca| ], ()| / 102 1 (1112 £ (1) d.
0

Ahora, aplicando la desigualdad de Hoélder débil, (3), con p = py y
q = po y usando que

(102) #2162 ooy < €,
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lo que se probara posteriormente, se tiene
(Waa(ff,2)] < Cam 21, (2t~ (1 2) | oo o || £l o e
< Ca= T, (&) fllor ooy,

que es lo que querfamos ver. Comprobemos que, efectivamente, se cum-
ple (102). A partir de

(103) QJL(t) = Ju—l(t) - Jl/+1(t)7
tendremos

[¢7 V2T (2 oo oo 4
< Ot D2,y (#12) | roee gey + CllE~ 2T, 40 (8172) || roe o)
< Cv =172 ()| rorete)
+ O+ 1) () | roe oy < C,

donde hemos utilizado la estimacion dada en el Lema 2.7.
Para Wy, (f¥, ) con € I se verifica que t > 2z, con lo que
tendremos (¢t — z)~' < 2t71. Asi, operando igual que para Wy, (fF, ),

(Wan(£5,2)| < Cx™2[ T, ()] || £l s o)

La expresién (101) se concluye de manera inmediata de las mayoracio-
nes que hemos realizado para Wy, (fF, x) y Wa,.(f¥, x), con z € I;. Vea-
mos que a partir de este hecho se tiene la acotacién uniforme (py, p;)-
débil restringida para ) ez (W47n ff + Was f;f) X1,- Para ello haremos
uso de la cota

(104) 2720, (2/?)|| o1 (zey < C,

que probaremos posteriormente. En efecto, de este modo

% (U (ArUCy) N Ik)

kEZ
< ({z € (0,00) : Cx™ I, ()] | fll sy > w})

< ¢ (Mlerem\™ ooy iz
< ” v L1 (o)
<C <|’J"1||L1°1(ta))p1
N Y
Comprobemos (104):
HSL‘fa/ZJy(CCl/Z)HLpl»OO(g;a) < ||:C7a/2Jy<x1/2)x(o7(2y)2}(x)”Lpl,oo(moz)

+ ||ZL‘_06/2JV(,]}1/2)X[(2V)2700) (.flf)HLpl,oo(ma)
< C (W2l (@) | oo ooy + [l Lo gay) < €,
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donde hemos hecho uso de que z~(22FV/4 ¢ [P1:2(3%) y que para o > 0,
por el Lema 2.7, se tiene que |52 (2)]| 1o (zoy < Cv1/2.

A continuacién estudiaremos la acotacién para Y, (Wi, f5)x1,.
Procediendo como para Wy partimos de

<U By N 1k> < Z“ ({yc € Iyt [Wan(fF,2)| > %}) .

keZ
Teniendo en cuenta que para z € I;, se cumple x ~ 2¥, obtenemos
Wan(fy, @)l ~ 272 L, (£ £ (t), ),
donde L, f es el operador definido por
(105) Ly(f,x) = J,(« ) HE 2T, (t12) f (1), 2),

con H la transformada de Hilbert vy v = a + 2n + 2. De modo que,
denotando por | - | la medida de Lebesgue, llegamos a

p({o € s Wi sl > 3})
<Cu({rely:C2” ak/Q{L (ta/2f2 )| > y})
<2 [{x el C|L, (t"‘/QfQ ), )| > 292y

Demos por supuesto el siguiente hecho referente al operador L,f que
se probara en un lema posterior: para p < 4,

| Lo fll 2o (de) < C|l fllLr(de),

con C' independiente de v v f = xg. Observando que, para a > 0,
se verifica que p; < 4, y haciendo uso de la estimacion dada para L,,

podemos concluir

y e (125 @) s )\
M({xEIk (Winfs ( )|>§}> < (2 k( 22a’f/2y =

1

2

<M)p N (M)p
Y Y '

Este hecho nos conduce a la finalizacién de la acotacion uniforme
(p1,p1)-débil restringida para >, ., (Wanf5)xr, del siguiente modo:

M(UBkﬂ[k> gkezzlu({xefk |W4n<f27 )|>%}>

keZ
w [ e Il ooy )"
< [P < o (M
keZ Y
Caso b:p=4 (-l <a< 0).
Al igual que en el Caso a, tendremos en cuenta la demostracion del
Teorema 3.1 con a = b = 0, en esta ocasién necesitaremos considerar
las estimaciones en las subsecciones 4.1, 4.2 y 4.3 del Capitulo 3. Estas
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nos permiten asegurar que Wi, Wy y Ws,, son operadores que verifican
la acotacién uniforme (4,4)-débil restringida. Por tanto, para concluir
serd suficiente probar esta acotacion para el operador Wy,,.

Caso b.1: Acotacion uniforme débil restringida del operador Wy,,.

Manteniendo la notacién del Caso a.2, procedemos primero a es-
tudiar la acotaciéon uniforme (4,4)-débil restringida de los sumandos
> wez Wanff + Wanf5) x1,. Probemos un contenido que nos permita
concluir dicha acotacion:

(106)
(A UCk) NI, C {2 € (0,00) : Ca=*|1, (z"2)] || fll s ey > v}

Para Wy, (fF,x) con = € Iy se verifica que 2t < x, lo que nos da
(x— )7t <2271 asf

z/2 ¢
Wil a)] < a2 [ e 29 o
0 .

x/2
< Cam B )] [0 ) e
0

Puesto que t < x 'y —a/4 — 1 < 0, se puede pasar x~%/4=1 al interior

de la integral como ¢ /4-1 obteniéndose una expresion mayor. De este
)
modo

z/2
Waalff )] < Came (@) [ ey e e e
0
Ahora, aplicando la desigualdad de Holder débil, (3), con p = 4 y
q = 4/3 y usando que
(107) DA () s < C.
lo que se probard posteriormente, se tiene
|W4,n(f{€a {L')| < Cl‘_a/4|Jy(ZL'1/2)| ||t_(3a+2)/4<];(t1/2)||L4/3,oo(t04)||f||L4(ta)
< Ca™ T, ()] | fll sy

Comprobemos (107). Para ello utilizaremos, otra vez, la expresién (103)
y una descomposicién en dos intervalos

[~ Bt (41/2) (| Lar3.00 (o
< C ([l G,y (82) || assoo oy + 1O AT, (82) ] oo 1)
< Ot~ T, 1 (872X 0,012 ()| ass.0e )
+ C||t_(3a+2)/4<]u+1(tl/Q)X(o,(g(yH))?}(t)||L4/s,oo(ta)
+ Ot BT,y (872X (20 1))2,00) (D) | 175,50 1)

+ C’Ht‘(3a+2)/4jy+l (tl/Q)X[@(qul))z’oo) (t) ||L4/37°°(ta)'
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Empleando de nuevo el Lema 2.7,

[E=C 2T, ()X 0 20-192 (D) | 47500 )
+ C|t=BFA T, (%)X 0,212 ()] pass.oo gy
< O = 1)~ “D2500) || passoe o
+C(v+ 1) 2| ()] sy < C.

Las normas restantes se acotan usando las cotas |.J,_;(t'/?)| < Ct=/4,
| J, 1 (tY?)] < Ct='/* y el hecho t=3(e+D/4 ¢ [4/3.00(po),

Para Wy, (f¥, x) con z € I}, se verifica t > 2z, por lo que (t—x)~!' <
2t~ 1. Asi, tendremos

Wan(fE, )] < Cao/2|, ()| / /212 71 (1)) £ ()
z/2

< Ca7, (") / 1SV T ) () dt,
/2

donde en la tdltima desigualdad hemos usado que pasando z~%/* a la
integral como t~*/* aparece una expresiéon mayor, yaque o < 0y z < t.
Ahora, siguiendo como con Wy, fF, obtenemos

(Wan(f3, )] < Ca™ T ()] f o).

Con lo visto hasta ahora para |Wy,(ff, z)| y |[Win(f5, )|, con z € I,
podemos concluir (106). Esto nos conducira a la acotacién uniforme
(4,4)-débil restringida para Y, (Wi, ff + Wanf5) xi,:

keZ
< ({x €(0,00) : Ca™ |, (&) |l sy > y})

4 4
<0 (M) oy oy < 0 (W)

donde para obtener la tltima desigualdad hemos usado la estimacién
|2~/ T, (2/?) || pezey < C, que comprobamos a continuacién. Para
ello descomponemos en dos intervalos

2= T, (22) || g oy < [l 4T, (€2 X 0,202 (@) | 120 (o)
+ 127 T (2 X ((20)2,00) (@) | 290 ()

En la primera norma usaremos el Lema 2.7, que nos da

12T, (& 2) X0, 20121 () | 1.0 () < CVOFV2 () | e aay < C

La segunda norma se acota, como antes, a partir de |.J, (z/?)| < Cax~1/4
y de x—(a+1)/4 c L4,oo(xo¢)‘
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Finalmente, para obtener la estimacién

1 (U BN Ik) <C (_”f||L4(xa)>4
keZ Yy

procederemos como se hizo en el Caso a.2, usando la acotacién

| Lo fllLaoo(dz) < CI | £4(d)-
]

Probaremos a continuacion la acotacion de L, f utilizada en la de-
mostracion del teorema anterior.

LEMA 4.1. Sea o« > —1 y el operador
Ly(f,x) = J,(« ) HE2T,(t12) f (1), 2),

donde H denota la transformada de Hilbert y v = a4+ 2n+ 2. Entonces
existe C, independiente de v, tal que

(a)

1w flle(ar) < Cllfllcrian), £ € LP(dx), sip <4,
(b)

| Lo flltoody < Ol fll4(an), f = XxE, sip=4,

con E un conjunto de medida finita.

DEMOSTRACION. Comencemos demostrando el apartado (a). Te-
niendo en cuenta la estimacién (32), llegamos a

Lo (f, 2) 2oy < CIH 2T (E2) (1), 2) | Lo, )
donde w, (v) = x7P/8(|z/? — v| + v/3)7P/4. Usando que w,(z) € A,
uniformemente si p < 4 y la estimacién £'/2|.J7 (£/2)] < Cwy, "/*(t) (que
se sigue de (33)) concluimos que
Lo f | zoan) < Clla"2 T (2"2) (@) | o @) < Cl Nlzo(an)-

Vayamos con el apartado (b). A partir de ahora, por brevedad,
denotaremos f3,(z) = (|#'/2 — v| + v/3)Y/4. Asi, tendremos

g0l = e ) 1 (0 M 0s0.) .

Ahora, sumando y restando 3,(z)H (tl/ Q‘F(t—(lt/;) f (t),x) en el interior

del valor absoluto obtenemos

‘Lu(fa l’)| S Lu,l(f> l') + Lu,2<f7 l’),

con

Loa(F.2) = Bo(2)| o (22/2) |‘H (ﬁﬂ%(l;)f(t) m)‘
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1/2
Lualf.a) = (a1 (#2255 (3,00 - .0 1002 ).

La acotacién uniforme de L, ; f es sencilla usando la acotacion de la
transformada de Hilbert con pesos (Teorema 1.4). De (32), se obtiene la
cota B, (x)|J,(x'/?)| < Cz~/® que nos permite dar la siguiente cadena
de desigualdades:

t1/2
VLo fll ey < Lo fllisia < C HH (tl/? ”ﬁ(( ))f(t) )

LA(z—1/2)

J’ 1/2
1/2 ( )(f(aj

6u( ) LA(z—1/2)
< Ol f (@) pa-12) = Cll f | e
donde hemos utilizado que el peso w(z) = 272 € A, y que, por (33),
21200 2) (1/)2 < Cxl/8.

La acotacién del operador L, s f la realizaremos analizando el com-
portamiento de la diferencia (3,(t) — §,(z)). Para ello haremos uso de
la desigualdad |a'/* — /4| < |a —b|(a®/* +b*/*) 1, vélida para a,b > 0.
Asi,

1B(t) = By ()] = [(['2 = | + )V = (212 = | + 012

< Htl/2 i y| . ’xl/Q . VH
x ((‘Ifl/Z _ V’ + y1/3)3/4 (’$1/2 - V’ + V1/3)3/4)_1
< |t1/2 _ $1/2|(|t1/2 l/| + 1/1/3) 3/4 |t1/2 1/2|ﬁy_3(t)~

De esta forma, pasando el valor absoluto al interior de la transformada
de Hilbert y teniendo en cuenta que t'/2/(2'/2 +'/2) < 1, tenemos

0 J! 1/2
Lya(f,x) < \Ju(ﬂim)\/o t/? (x1/2| _:<§1/2))|54(t)f(t) dt

<) [Tl 0@ dr
0
La desigualdad de Hélder débil, (3), con p =4y q = 4/3 nos lleva a
Lya(f,2) < [ (e 2) T8, (@) ] assco oy | 1| 4 a)

lo que nos permite concluir
Lo 2 f | acoqaay < N1Ju(@t?) | o |95 (22) 8 (2) | s a1 1| )
< Ol fll24(d)

<l

supuesto que

(108) 1 (2 2) ||t @ | T (@ 2) 8, (@) s gy < €
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Veamos que, efectivamente, se cumple (108). Descomponiendo, en

la primera norma, (0,00) en (0,(r/2)?), ((v/2)%, (2v)?) v ((2v)?, ),
tendremos que

||J1/<x1/2)HL47°°(da:) <T)+1T5+ 175,
con

T = ||X 0,(v/2)? )($)JV(:B1/2>HL4*°°(dx)a

T = [IX(/22.202) (@) T (&) || 0o (a0)

Ty = [ ()X (212,00 (@) | e ()
El primer trozo en la estimacién (34), tomando a = 0, nos permite
asegurar que
Ty = [IX0,0r/2)2) (%) T (2'7) | Lo )
< Cv Y2 (e/)" X (0,02 (%) | L2 (0
~ (e/4)y <C

Usando la equivalencia del Lema 2.7 (con r = s = «a), el sumando T
se comporta como

T ~ pott ||X((y/2)2,(2u)2)-’ﬂ_(a+1)/2Ju(xl/Q) ||L4v°°(da:)

—(0‘+1)/2J,,(x1/2) ||L4’oo(xa)

~ VX 2 vy
< Cy(a+1)/2’|j,rc:($)HL4,oo(xa) ~C.
En el intervalo en el que estd definido T3 tenemos que |J,(z'/?)] <
Cz= 1% ast
T3 < C”x_l/4”L4’°°(dx) < Ca
puesto que 2~ /* € L**(dx). Para el estudio de la segunda norma débil

que aparece en (108) tendremos en cuenta la cota (33) para J!. A partir
de ella obtenemos que

1T (2172)8, (@) | assoeamy < Clla™* 8, (@) | s -

Considerando los intervalos (0, (v/2)?), ((v/2)2, (2v)?) v ((2v)?, 00) se
sigue que

17,(@"2) 8, (@) | passceany < Ty + Tz + I

con

I = [[xo.y22) (@)™, ()| 478,00 (a0,
I = ||X((u/2)2,(2u)2)($)93 3/85y3(93)||L4/3m(dx)

I3 = [IX (202,000 ()2 %53, (@) | /5.0 )
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Para I;, usando que en (0, (¥/2)?) es inmediata la estimacién 3, !(x) <
Cv~*, tenemos que
L < Cv M Ixqo,wy22) (0)2 3 pass.oo any
< O Ix0,y202) (@)™ ® || s gy < C.
En I, utilizaremos que 3, (z) < |22 — v|7Y* y que

2 V|73/4HL4/3700(dx)

X (w22, 202) (%) |2

= CIX( /2,00 (Ot = |7 | pass.cey
< OV | X 200 (Bt — V|_3/4||L4/3v°°(dt)
= v 2 ()2 = 17 ey < O

Con esto,

L < CllX(wy22. 202 ()73 = v 74| Lasaoo any
< O I () (@) 182 = 072 g gy < C.
Finalizamos con la estimacion

I3 < CllX(@0)2.00)(@) || /e ) < C,

para la que basta observar que, cuando = > (2v)?, la funcién ;! (z) se
comporta esencialmente como x~Y/8 y que 2734 € L¥/3(dx). O






CAPITULO 5

Resultados de convergencia

1. Introduccion

Como se indico en el primer capitulo de esta memoria, la acotacién
uniforme en LP(uP du) del operador suma parcial implica de manera
inmediata la convergencia de la serie de Fourier para funciones per-
tenecientes a la clausura en LP(u” du) del sistema ortonormal dado.
En este capitulo nos centraremos en la identificacién de la clausura en
LP(z%) del sistema ortonormal en L?(z*"#) dado por {j2*7},>0, con

35 (@) = Vot B+ 2n 4 Lagpgania (/)™ @FFHD2,

Para que las funciones j*# estén en L?(2°+#) para cada n > 0 basta
que o+ 3 > —1.

El problema asi descrito equivale al estudio de la clausura de las
funciones {jo*},>¢ en los espacios LP(uP(z)x**5), con u(x) = a=7/7.
El conocimiento de este tipo de espacios sera una de las piezas clave
para estudiar, en el proximo capitulo, las ecuaciones integrales dobles.
Una primera condicion que se debe verificar es la pertenencia de nuestro
sistema ortonormal a LP(z®). A partir del Lema 2.3 tendremos que,
paraa+ 0> —-1y1<p< oo,

1 1 1\ 8
ot e [P(1%) <= a>—-1y — =< ) e

Este comportamiento nos permite dar la siguiente

DEFINICION 5.1. Para cada o, By pcon o > —1, a + 3 > —1,

l<p<ooy
1 1 1 15}
— < ]_ — _
1 (a+)(2 p)+2,

By, = span{ju ()},

donde consideramos la clausura en LP(z?).

definimos

Esta definicion, el Teorema 3.1 y el Teorema 1.2 nos permiten pro-
bar el resultado que presentamos a continuacion:

81
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PROPOSICION 5.1. Sea a > =1, a+ 3> -1, 3 <p<4y

_Lﬂﬂ<(@+1)(%_l)+ﬁ’

2 P 2
1 1\ 8 1
_Z 1D - 2z
<(a+)(2 p)+2<4

Entonces,

Spf = ch(f)jg‘Jrﬁ — f en Lp(xa), VfeB 8

k=0

DEMOSTRACION. Usando el Teorema 1.2 tendremos que

Snf = Ck(f)ngrﬁ - f en Lp(xa)a Vf €B NeNeR)
k=0

Si
1Snfllr@ey < Cllfllir@ey, Yf € Bpag, 1 >0.

Esta acotacion se sigue de manera inmediata del Teorema 3.1 tomando
a + [ en lugar de « y el peso u(x) = x7P/P_ Asi, teniendo en cuenta
que a + 3 > —1, llegamos a que

1Snfllzr@e) < Cllf o)

3<p<A4,
e ] (a4 B4 1) (;—;)_§<a+§+l,

~t<(a+p+n(3-1)-2<d
%<p<4,
a>—1,

— —%ﬁ“<(a+1)<§—%)+§,
—i<(a+1)<%—%)+§<%,
lo que concluye la demostracion. U

Procederemos a lo largo de este capitulo a dar una caracterizacién
mas explicita de los espacios B, , s para determinados valores de p, «
y (8. A la hora de de obtener dicha caracterizacién nos sera de gran

utilidad el siguiente

LEMA 5.1. Sean a > —1, a+ (3> —1 y 1 < p <4 tales que

B L1y g
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Entonces,

(109) Zan Rjot?

en casi todo punto y en LP(z®), donde

(110) 4 — 28 \/aF2n+1 v/atBr2k+1(1—B) T (a+B+k+n+1)
wk L(1+k—n) T(1—B—k+n) T (a+k+n+2)

Nota 5.1. Si § € N, entonces I'(1 — 3)/T'(1 — 8 — k + n) debe
ser reemplazado por —fG(—=08 — 1)(=f —2)...(1 = —k +n) en la
férmula (110).

DEMOSTRACION. En [42, Cap. V, 5.21, pdg. 139] puede encontrarse
la siguiente expresién, valida para u, v y g — v enteros no negativos:

(111)
<z>_#Ju(z) _ <E>—Vi (v+2m) 1+ p—v)I'(v+m)

2 2 — m!I(1+p—v—m(p+m+1

) 1/+2m<z)‘

Tomando y = a+2n+1y v =a+ B+ 2n + 1 se verificard que pu,
vy p — v son enteros no negativos si f ¢ N. Con esta elecciéon de
los pardmetros, y expresando (111) en términos de las funciones jo+°,
tendremos que

. 20 /at2nT1/a+B+2(m+n)+10(1- )T (atB+2n+m+1) .qtg

«

In (ZL’) Z m!T(1—8—m)T (a+2n+m+2) jm-i—n(x)
m=0

- Z G, kja—i_ﬁ

donde en la tultima igualdad hemos realizado una traslacion en el indice.

No es dificil observar que el requerimiento sobre @ — v para tener
la serie (111) es puramente formal: permite obtener los coeficientes del
desarrollo de una manera mas concisa. Si expresamos estos coeficientes
de la manera equivalente

v+2m)(p—v)(p—v—-1)...(u—v—m+1)I'(v+m)
m!T'(p+m+1)

no serd necesario imponer que f — v sea un entero no negativo. Esto
nos permite tener la expresién (109) para § € N con la variacién dada
en la Nota 5.1 para los coeficientes (110).

Con todo lo anterior obtenemos la convergencia en casi todo punto
de (109). La convergencia en L? se seguird inmediatamente si

0
D angl 12 lloeey < 00
k=n
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Si = r con r un entero negativo tendremos que @, =0sik >n—r
y por tanto

3@) = ansji™(x).
k=n

Puesto que, bajo nuestras hipétesis, jo+"(x) € LP(z*), podemos con-
cluir la convergencia de la serie en este caso.
Si  no es un entero negativo, la férmula de Stirling para la funcién

Gamma nos da que, para cada n fijo,

|an,k| ~ k26_3/27 k — oo.
A partir del Lema 2.4, conp <4y _Tl < (a+1) (% — %) + g, tenemos
”j?-l-ﬁHLp(xa) ~ k(A1) +2(at1) /o

Con esto llegamos a que

S lansl 158+ ooy ~ 3 KP-o=5/242(et0lp
ke=n k=n

Esta serie serd convergente si

5 2 1
2 p
lo que equivale a
-1 1 1 16
— < 1 - — ] - =
S (3-0)-5
que es una de nuestras hipdtesis. U

NoTA 5.2. El lema anterior nos esta asegurando que, bajo ciertas
condiciones sobre p, a y 3, se verifica que B o0 C Bpap.

De aqui en adelante tomaremos o > —1/2 y denotaremos, como ya
hicimos en el capitulo anterior,

4(a+1) 4(a+1)

Po= 013 Y

En multiples ocasiones aparecera la condicién

Po < p <Dpi1,

que equivale a
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2. Los espacios L, ,

La expresion

(112)
Ha (3 P(1), @) = 279 YT (1 ) pled)(1 — 2)yjo,(a),

que mostrabamos en el primer capitulo ((22) del Lema 1.3), indica que
la transformada de Hankel de jo*# estd soportada en el intervalo [0, 1].
De este hacho se deduce que no toda funcién f € LP(z*) con 1 < p <2
va a poder ser aproximada por su serie de Fourier-Neumann; al menos
deberd verificar que su transformada de Hankel este soportada en [0, 1].
Nuestro deseo serfa, ademds, obtener resultados para LP(xz®) con p > 2,
donde H,, no esta definido. Para lograr nuestro objetivo consideraremos
un operador intimamente vinculado con la transformada de Hankel y
que caracterizard las funciones que podremos aproximar por su serie
de Fourier-Neumann.
Para cada f € ST definimos el operador

(113) Ma(fv 1’) = Ha(X[O,l]Hafa l’),

donde Sty H, estan definidos como en la Seccién 3 del Capitulo 1. El
operador M, es, en realidad, el multiplicador de la bola unidad asociado
a la transformada de Hankel y estd bien definido para funciones de ST.
En efecto, dada f € ST se tiene, por ser H, un isomorfismo de S,
que Hof € STy asi xpyHaf € L* (), lo que nos da que M, f existe
para cada f € S*. La siguiente proposicion, cuya demostracién puede
verse en [41], recoge algunas de las propiedades del operador M, que
nos seran utiles mas adelante.

PROPOSICION 5.2. Sea o > —1/2 y po < p < p1. Entonces existe
una constante C' tal que

HMafHLP(x“) < OHf”LP(J:a)a Vf e St

Por tanto M, puede ser extendido a un operador acotado en LP(x®).
Este operador, que también denotamos por M,, verifica:

(a) Ha(Maf) = X[()J]Haf, Vf c LQ(Z‘a) N Lp(l’a>.
(b) M3f = M.f, Vf € LP(z®).
(¢) Dadas f € LP(z*) y g € Li(z*), con p y q conjugados, se tiene

| @yt de = [ g (fra)a do.
0 0
NoTA 5.3. Para cada f € ST, aplicando el Teorema de Fubini al
operador M, f = Ha(Xp11Ha(f)) ¥ la formula de Lommel,
(114)

/ (@) dy = o (t s (8)Ta() = 2 a(t) s (2)),

t2—l‘2
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tendremos
Mo (f,x) = g2~ P2 o () H (2 T (1) f (1), )
o %x_a/QJa($1/2)H(ta/2+1/2ja+1(tl/Q)f(t), ZB)
= Wl(f? Z‘) - WQ(fJ I‘),
donde los operadores Wi y W, son los definidos en (60) y (61) respec-
tivamente. La acotacién de M, que aparece en la Proposicién 5.2 se
obtiene a partir de la diferencia anterior como en las subsecciones 4.1

y 4.2 (de hecho, alli se obtiene una acotacién con pesos de la forma
u(r) = 2%(1 + x)°~9).

El resultado anterior motiva la siguiente
DEFINICION 5.2. Sea o > —1/2 y pg < p < p;. Definimos
Epo={f € LP(z%): Mof = [},
dotado con la topologia inducida por LP(z®).

El apartado (b) de la Proposicién 5.2 asegura que el operador M,
es una proyeccion. Por tanto, los espacios E,, = M,(LP(z®)) son la
proyeccién de LP(x®) mediante M,,.

El espacio asi definido es, en principio, un candidato adecuado para
nuestros propositos. Cada funcién f € E,, N L*(z*), por (b) de la
Proposicién 5.2, verifica que su transformada de Hankel esté soportada
en [0, 1]. A continuacién, mostraremos algunas interesantes propiedades
de los espacios E,, ,; éstas fueron probadas en [41], pero por completitud
incluimos aqui su demostracion.

PROPOSICION 5.3. Sea o > —1/2 y py < s < r < py. Entonces
Es, C E,,, donde la inclusion es continua y densa.

DEMOSTRACION. Recordemos que para 1l <p <2 < ¢ < oo, con p
y ¢ conjugados, teniamos

| HaofllLa@ey < Cll fller@ey, f € LP(z7).

4(a+1)
243

[Mafllzoo@ey = [[Ha(Xo,yHaS ) e (2o
< ClixpyHafllr@e) < CllHafllLa@ey < CllfllLe(ee)-

Con esto, usando interpolacion, podemos concluir que
{HMamexa) < Cllf lonees sipo <p <2,

[ Mo fllLo@ay < CllfllLe(eey, sipo<p<p,
= | Maf|lr@ey < CIfllze@ey, sipo <p <.

Entonces, para f € LP(z®) con < p <2, llegamos a que
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El mismo tipo de argumentacion nos da
{||Maf||m> < Cllf leremys sipo<p <,

[ Mo fllLr@ey < Cllfllor@e), sipo <7 <pi,
= [[Mof|lpr@ey < Cf]

Ls(@a), S1po < s <1 < py.

Ahora, tomando f € E,, se tiene que M, f = f y por tanto || f|| or(ze) <
C\lfllzs@ey, si po < s <1 < pr. De lo que se deduce que E;, C E,
para py < s < r < pi.

Para probar que la inclusion es densa consideremos una funcién
f € E,.,. Dado que L"(z*) N L*(z) es denso en L"(z%), tendremos
que para cada € > 0 existird una funcién g € L"(z*) N L*(z®) tal que
| f — gllzr (@) < €. Tomando ahora h = M,g tendremos

1 = Pllzr@ey = IMa(f = g)llir@ey < CIF = gllir@e) < Ce,

lo que concluye la prueba. O

)

La siguiente proposicién nos va a decir que el espacio dual de £, ,
es isomorfo, en el sentido habitual, a £, ,, con p y g conjugados.

PROPOSICION 5.4. Sea o« > —1/2, py < p < p1, y el operador
T: By — R
foo— T(f).

Entonces eziste una unica funcion g € E, ., con p y q conjugados, tal
que

/ f(z)g(x)x“dx, Vf € E
Ademds, [|T|| ~ ||g|lra(ze)-

DEMOSTRACION. Usando el Teorema de Hahn-Banach, el operador
T puede ser extendido a todo LP(z®) preservando su norma, ||7T||. Por
ser LI(z®) el dual de LP(z), existird una unica funciéon h € L?(z®) tal
que

/ f(x)h(z)x*dx, Vf € LP(z%),

y ademés ||T|| = ||h||Ls(ze). Consideremos, ahora, la funcién g(z) =

M, (f,z). Por (b) en la Proposicién 5.2 tendremos que g € Eq - Veamos
que esta funcién g sirve para nuestros propdsitos. Sea f € E, ,; usando
(c) en la Proposicién 5.2, tendremos

_ / " F@)h()e de — / Mo (f, 2)h(2)2" de
/f hxxdx—/f x)z® dx.
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La estimacién superior para la norma de ||T'|| se obtiene aplicando
Holder, ||T|| < ||g]/ze@e). Para la estimacion inferior basta tener en
cuenta

TN = 1Pl zagae) = CliMahl[La@e) = Cllgllage).

Falta comprobar la unicidad de ¢g. Sea 2 < p < p; y supongamos
que existen g y ¢’ en E,, tales que

/00 f(x)g(x)z® de = /00 f(x)g (x)x“dx, Vf € Epq,
0 0

0, equivalentemente,

/0 " F@)(g(x) — g/ (@))a" dx = 0, VS € Epa

Tomando f = g—¢ € E;, C E,, tendremos que g — ¢ = 0 en
casi todo punto. El caso pg < p < 2 se obtiene si observamos que los
espacios F), , son reflexivos por ser subespacios cerrados de un espacio
reflexivo. O

Pasemos, a continuacién, a probar el resultado fundamental de este
capitulo. En él veremos que para ciertos valores p, o y (3 se verifica
B, o3 = E, .. Notese que para definir los espacios B, o s hemos consi-
derado o > —1 y, sin embargo, hemos tomado a > —1/2 para definir
los espacios E,,. La acotacién del operador M, puede ser estudiada
para o > —1; asf la definicién de los espacios E,, podria extenderse
de manera natural hasta a > —1. Sin embargo, el operador H, para
—1 < a < —1/2 no tiene tan buenas propiedades como para o > —1/2.
Por ello cabe esperar que el comportamiento de los espacios £, , para
—1 < @ < —1/2 no sea como en el caso a > —1/2. Esto justifica que
cuando aparezcan los espacios E,, debamos referirnos a o > —1/2.

TEOREMA 5.5. Sean o > —1/2, > —1/2, 4/3 < p, con

1 1 1 1
—= D(=--)<-.
4<(a+)(2 p><4

Si p < 2 asumimos, ademds,
1 11y |4
< ) (=—=) -
gl )(2 p) 2
Entonces Bpop = Epqo-

DEMOSTRACION. Caso p = 2. Los espacios By 5y Eo 4 estdn bien
definidos. Usando (112) tenemos la igualdad

Ha(Ma( -a+ﬂ)) = Ha(jg+ﬁ)a

n

y dado que H2 = Id, concluimos que

(115) Mo (§37) = jot?;
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es decir, se verifica By 43 C FEy,. Supongamos que no son iguales. El
Teorema de Hahn-Banach nos asegura que existird un operador lineal
y continuo sobre Es ., T € (Es,)', T # 0, tal que

T(j*?) =0, vn.

Usando que (Ey,)" = E»,, existird una dnica funcién ¢ € Ey,, ¢ # 0,
tal que

/ 0o dx = 0, Vn.
0

Entonces, por (115) y (112),

0 :/ i TP da :/ OM,jo P da
0 0
1
— [ (o)) o
0

1
= kn/ (Haw) P (1 — 22)(1 — )°2® dx
0

para n > 0. En el Capitulo 1 se vio que los polinomios de Jacobi
compuestos con la dilataciéon ¢t = 1 — 2z, es decir P,S“ﬂ )(1 —2x), forman
un sistema ortogonal completo con respecto a la medida (1 — z)%2 dx
sobre (0,1); este hecho nos da que H,p = 0 sobre (0,1). Dado que
¢ € Ey,, también tendremos que H,p = 0 en (1,00). Por tanto,
Hop =0y llegamos a que ¢ = 0, lo que es una contradiccion.

Caso p > 2. Notar que «, (3, y p verifican las condiciones de la
Definicién 5.1. Por el caso precedente, y usando la Proposicién 5.3,
tenemos jot° € By 5 = Fao C E, 4, lo que nos permite concluir que
Bpap © Epa-

Sea, ahora, f € E,,; para cada ¢ > 0, existe una funcién g €
L?(xz®) N LP(z*) tal que ||f — g||zre) < €. Consideremos h = M,g;
entonces h € L*(z®) N LP(z*) y Myh = h, luego h € Eyo N B,y =
By o3 N E, . Puesto que el operador M, es continuo, se verificard

Hf — hf“LP(xa) = ||Maf — MagHLp(za) < Ce.

Como h € By, existird &' € span{j2™} tal que [|h — I||f2(0) < €.
Ademas la inclusién Fy, C E,, nos da

||h — h/”Lp(Ia) < CHh — h/”LQ(xoc) < Ce.
Con esto tendremos
1f = W llzo@ey < N = hllzo@ey + |h = B lloey < Ce,

lo que nos permite concluir la inclusién E, , C B, o 3.

Caso p < 2. Usando el Lema 2.3 y (112) tenemos que j+° € L?(z%)
Vv Ha(j21P) estd soportada en [0, 1], por tanto M,jo+? = jo+5. Puesto
que, por el Lema 2.3, jo™F € LP(x?), se sigue que jo*° € E,, y por
tanto By o C Epq.
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La igualdad se obtendra si probamos que el tinico operador T' &€
(E,q) tal que T'(f) = 0 para toda funcién f € B, 5 es T = 0. Para
dicho operador se verificard que T'(j&) = 0 para n > 0, puesto que, por
el Lema 5.1, j5; € B, . Por otro lado, usando dualidad, se tiene que
(Epa) = Eqa, lo que nos asegura la existencia de una tnica funcién
¢ € Eyq tal que

T(f) :/0 ofx*dr, Vf € E,,.

En particular,

(116) / pjrixder =0, n>0.
0

En nuestras condiciones sobre p y «, los casos precedentes nos aseguran
que By oo = Eyqy asi ¢ € By 0. Por tanto, usando la Proposicién 5.1,
tenemos que

Y = Z an(@)jza

=0

3

donde la igualdad se da en LP(z®). Este hecho, junto con (116), que
nos indica que a,(¢) = 0 para n > 0, permite concluir que ¢ = 0, lo
que finaliza la prueba. O

3. Algunas propiedades adicionales de los espacios £, ,

El Teorema 5.5 nos va a permitir obtener nuevas propiedades rela-
tivas a los espacios E, ,. Estas propiedades se obtendran a partir del
siguiente resultado.

COROLARIO 5.6. Sean a > —1/2 y 4/3 < p < 4 verificando

L < (a+1) L1 < L
g =@ 2 p) S a
Entonces,

n

Snf = ch(f)j,f‘ — Myf en LP(z%), Vf € LP(x%).

k=0

DEMOSTRACION. Sea f € LP(x%); asi, haciendo uso de la Pro-
posicién 5.2, M,f € LP(z*) y M2f = M,f. Por tanto se tiene que
M,f € E,.. Entonces, usando el Teorema 5.5 y la Proposicién 5.1,
ambos con 3 = 0,

Sp(Myf) — My f en LP(x%).
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Con lo anterior basta probar que S, (M, f) = S,(f), pero esto es claro,
usando el apartado (c) en la Proposicién 5.2,

en(Maof) = / (Mo f)joa® de = / F(Mj2)e® da

= [ izatdo = ().
O

Notese que el corolario anterior nos esta diciendo que la convergen-
cia de la serie de Fourier-Neumann asociada a {j&},>0 se produce para
toda funcién f € LP(z®), siempre que el operador S, f este acotado;
solo que para funciones que no estan en £, , la convergencia no es hacia
la funcion f sino hacia M, f.

Veamos ahora las propiedades anunciadas de los espacios Ej, 4.

COROLARIO 5.7. Sean o > —1/2, f < 1/2, 4/3 < p < 4 con
a+p>-1/2,

1 1 8 a4+l p 11

11 5 at+l B n(l_1

max{ FUR R L +2}<(a+ﬁ+)< p)
1
4

St p < 2 asumimos, ademdas,

1 p 1 1
—— =< Hi=—-].
4 2 (a+ﬁ+)(2 p)
Entonces,
Epass O LP(2%) C By

DEMOSTRACION. Sea f € E, .15 N LP(z*). Por el Teorema 5.5
tendremos que

Ep7a+ﬂ = Bp7a+ﬂviﬂ7

lo cual, aplicando el Corolario 5.1, nos da
(117) Suf =Y crlf)jg — f, en LP(2°*F),
k=0
Puesto que f € LP(z®), el Corolario 5.6 nos permite asegurar que

(118) Sof = _en(f)if — Mof, en LP(z%).
k=0
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Asi, para (117) y (118) la convergencia debe producirse en casi todo
punto, al menos para alguna subsucesién de la sumas parciales. Enton-
ces, f = M, [ en casi todo punto, es decir f € E, . O

En la demostracion del corolario anterior se ha hecho uso de que
la convergencia en LP(z®) implica la convergencia en casi todo punto
para alguna subsucesion. En la préxima seccion probaremos que no
es necesario tomar una subsucesién sino que la propia sucesion S, f
converge en casi todo punto.

A partir del corolario anterior es posible concluir otra nueva pro-
piedad para los espacios E, .

COROLARIO 5.8. Sean av > —1/2, —1/2 < < 1/2,4/3 <p <4
cona+f>—1/2,

méx{—%,—%%-g,—&;l—l—g} <(a+B+1) (1—1)

St p < 2 asumimos, ademds,

Entonces,
Epo N LP(2°P) = B, 045 N LP(2%).

DEMOSTRACION. La inclusién “D” es clara por el Corolario 5.7. La
inclusion “C” se sigue también del Corolario 5.7 considerando, en este
ultimo, o + 3 en vez de av y —f3 en lugar de (3. O

Los resultados que hemos probado hasta ahora nos permiten obte-
ner el siguiente
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COROLARIO 5.9. Sean o« > —1/2, —1/2 < < 1/2,4/3 <p <4
cona+f>—1/2,

(11 8 a+1 8 11
R A it (===
max{ v it +2}<(a+ﬁ+)<2 p)
1

474

g
2

Si p < 2 asumimos, ademdas,

1 g 1 1
—Z+§<(a+1)(§—];)

13 11

Entonces,

Suf =D en(Nie™ = Maysf en LP(2%), Vf € (%) 0 LP(2°7),
k=0

DEMOSTRACION. La Proposicién 5.2 (con a + 3 en lugar de «)
nos asegura que My sf € LP(x®tF) y M§+Bf = M,y+pf, de donde se
concluye que Myisf € Ep) ot

La descomposicion dada en la Nota 5.3 nos lleva a que

Moypf =Wif —Waf,

donde W; y W5 son los operadores descritos en (60) y (61) con « susti-
tuido por a + . Asi siguiendo las estimaciones en las subsecciones 4.1
y 4.2 llegamos a que M, 5f € LP(x*) si

—%<(a+1)(%—2—9) g

lo que se tiene a partir de nuestras hipdtesis.

Con lo anterior, tendremos, por el Corolario 5.7, que M, 35f € E
Usando, ahora, el Teorema 5.5 y la Proposicion 5.1 podemos afirmar
que

A>I>—*

Sn (Maypf) = ch Mossf)Jy " — Maspf en LP(2%).
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Si comprobamos que

(119) Sn (Ma+pf) = Suf

habremos finalizado la demostracion. El apartado (c) de la Proposi-
cién 5.2 (con o+ (3 en lugar de a) nos proporciona la siguiente cadena
de igualdades de la que podemos deducir inmediatamente (119):

Cn (Ma+ﬂf) —/ ( a+ﬂf) joth OHrﬁalﬂﬁ/ f a+ﬂjg+ﬂ) “ dy
0

= / FioPeotB doy = e, (f).
0
O

El Teorema 5.5 nos proporciona diferentes bases para los espacios
E, . segun los diferentes valores de (3. Parece de interés conocer las
expresiones para el cambio de base entre {j%},>0 y {jo} >0 en B, 4

COROLARIO 5.10. Sean o > —1/2, —1/2 < f < 1,4/3 <p < 4
con

1 1 1 1 1
i g e )

11 p
< min {Z Z_l — E} .
St p < 2 asumimos, ademdas,

1 B 11

Entonces, {j%}ns0 ¥ {38} >0 son bases del espacio E, . y el cambio
de base viene dado por las expresiones

(0.9]
R
k=n
donde
928 /at2nF1 atBr2kFIT(1-B) T(a+B+k+n+1)
(120) k= F(1+k—n) F(1—B—k+n) [ (a+k+n+2) )
b . — 278 a+B+2n+1 Va+2k+1T(148) D (a+k+n+1)
mk T T T (k=) T+A—k+n) T(atBthtnt2)

DEMOSTRACION. Dado que j¢ € E,, y que, por el Teorema 5.5,
E,. = Bpap, es posible obtener su desarrollo como una serie de
Fourier-Neumann de las funciones {j2*#},>¢. El Corolario 5.1 nos ase-
gura la convergencia LP(z®). De lo anterior tendremos que

Z an iy "
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en LP(z%), donde

o0
g = / Gt aeth da.
0

De un modo andlogo, j¢*# € B, .5 = Bpao y podremos obtener su
desarrollo como serie de Fourler-Neumann de las funciones {j%},.>0, €s
decir,

a—l—,@ = Z bn k]k

en LP(z%), donde

bk = / OB 0 gy
0

Por dltimo, la expresién

> Ju(at)J,(at) aA_IF()\)F(%(,quVf/\Jrl))
o dt= o T T )
0 t 20 (5O+r—pt 1)) TG (v +2+1)) D5 (uA—v+1))
vélida para Re(u+v+1) > Re(\) > 0, y que puede verse en [42, Cap.

XIII, 13.41, pag. 403], nos da @, = b, = 0 para k < n y (120) para
k > n, supuesto que § < 1. O

NoTA 5.4. En las hipdtesis convenientes, que no detallaremos, sobre
a, 3, 8"y p se tiene la siguiente expresion para el cambio entre dos bases

{ngrﬂ}nZO y {jﬁéwl}nzo en I, ,

]g+6 = Z Cn k]ﬁhLﬁ )
k=n

con

c 2-8+5" | fat Brent1vatF +2nt1(1+3— 6)F(a+ﬂ’+k+n+1)
nk = T(1+k—n) L(1+B—B —k-+n) [ (a+B+k+n+2)

4. Convergencia en casi todo punto de las series de
Fourier-Neumann

Como anunciamos en la seccién anterior, es posible obtener un re-
sultado sobre la convergencia en casi todo punto de las series de Fourier-
Neumann. El estudio de la convergencia en casi todo de las series de
Fourier de sistemas ortonormales suele realizarse bien mediante el es-
tudio del operador maximal,

S*(f,x) = sup [Su(f, z)|,

n>0

cuya acotaciéon en LP implica la convergencia en casi todo punto, o
bien mediante teoremas de equiconvergencia, que comparan la serie de
Fourier relativa a un sistema concreto con la serie de Fourier clasica.
En nuestro caso la demostracion no sigue ninguno de esos modelos.
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Considerando el sistema ortonormal en L?(x®*?) dado por {jo},0,
el resultado que aqui probamos es como sigue:

TEOREMA 5.11. Sean oo > —1, o+ > —1, 5 <p <4, y
a+p+1 1 1 I}
A N(=== =
; <ot )(2 p)+2’
1 3 1
—- D(=—=)+2<=.
< (a+ )(2 p)+2 1

Entonces,

S, f = ch(f)jgw — f en casi todo punto, Vf € By g
k=0

DEMOSTRACION. Basta probar que S, (f, z) converge hacia alguna
funcién g(x) en casi todo punto. Esto, junto con la Proposicién 5.1, nos
da g = f en casi todo punto. Recordemos que

Suf =Y e(Nie™”,
k=0
donde
ae(f) = / OGPt dt.
0

Usando (38) del Lema 2.4 con o+ 3 en lugar de a y tomando r = s =
Bq + «, tendremos que 274+ € L4(2*) con

122590 Lo gy ~ (@ +B+D)+2(Ba+a+1) /g, pA+2at))(5-F)
Asi,

167 a 1_1
enlP] < 1 v 182598 | paeey < CllFllzogany n®T2DGE2),

Utilizaremos ahora la conocida estimacién

27 VY
JI/ < N
RS oy

que puede verse en [42, Cap. 111, 3.31, pag. 49]. Con esto se tiene
ot (@) = vV + B+ 2n+ 1 [Japgiznsa(a?)| @
Va+ B+ 2n+ 1 27 (atf+ntl)pn
- I'a+p+2n+2) ’
lo que, utilizando la férmula de Stirling, nos da
e (§1) 172 gy
[(a+ B +2n+2)

e 2n —9a n
~ 1l o o <R) -2t D)/p

v>-—1/2,

_otf+1
2

len(N)in P ()] < ClIfllrae
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y asf la serie Y 7 ¢, (f)jo(x) converge puntualmente para cada x €
(0, 00). O

Una consecuencia del Teorema anterior es el siguiente andlogo del
Corolario 5.6:

COROLARIO 5.12. Sean o > —1/2 y 4/3 < p < 4 verificando

1<(+1)1 1<1
4 =@ 2 ) a

S, f = ch(f)j? — M, f en casi todo punto, ¥f € LP(z®).

k=0

Entonces,

La demostracion sigue el mismo patrén que la del Corolario 5.6
cambiando la convergencia en LP(x®) por la convergencia en casi todo
punto. Con el mismo procedimiento probariamos el siguiente

COROLARIO 5.13. Sean o > —1/2, —=1/2 < 3 <1/2,4/3 <p <4
cona+f>—1/2,

1 1 1 1 1

)

|
_l’_
AV RSy

——

1 1 f a+1 p 1 1
R P n(_2
rnax{ it T +2}<(a+6+)<2 p)

< mi !
min -
4
St p < 2 asumimos, ademdas,
1 g 1 1
-4z N(=_=
4+2<(a+)(2 p)

13 11

Entonces, Vf € LP(x®) N LP(x2+F),

S f = ch(f)jg‘w — Myysf en casi todo punto.
k=0






CAPITULO 6

Ecuaciones integrales dobles

1. Introduccion

En algunas aplicaciones relacionadas con el potencial, el electromag-
netismo o la teoria de la radiacién acustica aparecen ciertas ecuaciones
integrales en las que la funcion incégnita satisface una condicién sobre
una parte del rango (0, 00) y otra diferente sobre el resto. Este tipo de
ecuaciones son conocidas como ecuaciones integrales dobles. Un caso
importante son las denominadas ecuaciones integrales dobles de tipo
Titchmarsh:

/OO P f(t) I (at)dt = g(x), si0O <z <1,

0
f(t)Jo(xt)dt =0, six > 1,
0

(121)

donde J, denota, como siempre, la funcion de Bessel de orden «, g es
una funcion dada y f es la funcion incégnita.

Existe muchos métodos de resolucion de este tipo de ecuaciones,
pero la mayor parte de ellos son formales. Por ejemplo, pueden ser re-
sueltas utilizando transformadas de Mellin o algtin otro tipo de transfor-
madas integrales. También pueden ser reducidas a ecuaciones integrales
de tipo Fredholm. Habitualmente estos métodos nos permiten obtener
la funcién f mediante una expresién integral; pueden verse en [37,
pég. 337], [32, pag. 65], [19] y [11, pag. 76]. Otro método consiste en
utilizar series de Fourier-Neumann; véanse a este respecto [38] y [39],
el primero de ellos con una amplia bibliografia, pero el estudio que se
realiza en ellos es puramente formal. Por esta razén nos hemos plan-
teado rigorizar el uso de estas series en la resolucion de las ecuaciones
integrales dobles de tipo Titchmarsh.

A fin de conseguir nuestro objetivo reformularemos la ecuacion (121)
para obtener una descripcion de la misma en términos de operadores
definidos sobre ciertos espacios LP; sobre estos espacios resolveremos la
ecuacion reformulada. También identificaremos la solucién como una
serie de Fourier-Neumann convergente en L.

Dada una funcién g definida sobre [0,1], la extensién dada por
g(z) = 0 para cada > 1 la denotaremos por xjo1g, haciendo uso
de un pequeno abuso de notacion.

99
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A lo largo de este capitulo consideraremos funciones definidas en
[0,1] y en (0, 00), y con diversas medidas du y dfi; por ello denotaremos
los espacios LP correspondientes como LP([0, 1], du) y LP((0,00), dji).

2. La ecuacién doble

Recordemos que, para a > —1, hemos definido la transformada de
Hankel, H,, como

70{/ o0
Ho(f, ) = a 5 2/0 fOJ(Vat)t?dt, x>0,

y el operador M, como

Maf = Ha(X[O,l]Haf>'

De esta forma (y teniendo en cuenta que, de algin modo, H2 = Id)
una manera alternativa de expresar que H, f estd soportada en [0, 1]
es decir que M, f = f; esto puede tener sentido incluso aunque H, f
no esté definido.

Haciendo uso de estos operadores reformularemos las ecuaciones
integrales dobles. Con un simple cambio de notacién podemos escri-
bir (121) como

I—oa/Q

/ P ) T (Vat)t? dt = g(x), si0 <z <1,
(122) 2 Jo
:L.fa/Z
2
La segunda ecuacién en (122) nos estd diciendo que supp(H.f) C
[0,1]; es decir, M,f = f, siempre que f pertenezca a un espacio
LP((0,00), % dx) conveniente.
La primera ecuacién en (122) puede entenderse como

/OO FO) Jo(Vat)t? dt = 0, siz> 1.
0

Ha(tﬁf)X[O,l] = XJ0,119-

Usando que, bajo ciertas circunstancias, H, es un operador inversible,
se obtiene la ecuacion equivalente

My’ f,2) = Ha(xp.19, 2)-

Por conveniencia multiplicaremos ambos lados por el factor 277, para
tener

x_ﬁMa(tﬂf, r) = x_ﬁHa(X[O,l]gu ).

Reuniendo todo lo anterior, nuestro interés se centrara en resolver,
sobre los espacios LP((0,00), % dx), la que denominaremos ecuacién

doble

(123) { oMo (t’f, 2) = 27 Ha(X0,119, 7).

Mo(f,x) = f(x).
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En un sentido estricto, (122) y (123), no son exactamente equiva-
lentes si no exigimos que las funciones pertenezcan a un espacio conve-
niente. Sin embargo, es interesante notar que, para cualquier aplicacién
fisica practica, la interpretacién de una ecuacién integral doble y su so-
lucién como en (122) es equivalente a su interpretacién como en (123).

Junto con H, y M,, consideraremos los operadores M, 3 y Hap
dados por

Mo p(f,x) = 2P Mo (t°f, ),
Hap(9, ) = 27" Ha(X0,19, )

Utilizando estos operadores, la ecuaciéon doble (123) puede ser escrita
como
Ma = Ha ’
M,f=f.
Estos operadores estdan bien definidos, por ejemplo, si f € STy g €
([0, 1]).
Veamos ahora que M, g es acotado en la norma de LP((0, 00), 2% dx),
bajo ciertas condiciones sobre «, 3y p. Este hecho nos permite exten-
derlo como un operador acotado a todo el espacio LP((0,00), z* dz).

Con un argumento similar extendemos H, g a un operador acotado de
LP([0,1], 2% dx) en LP((0, 00), x* dz).

PROPOSICION 6.1. Sea o > —1/2, >0 y 1 < p < oo wverificando
1 1 1 1

—— < Hl=-—- < -

1 <a+>(2 p)+ﬁ 1

Entonces,

| MagflLr(0,00) 00 dey < Cllfllzr(0,00)20dnys  f € LF((0,00), 2% dx).
DEMOSTRACION. La Nota 5.3 nos permite expresar
Mo p(f,x) = a W17 f(1), ) — 2= Wa (17 (1), ).

Entonces, usando la estimacién | J,(z)] < Cz~Y2, Vo > 0, la acotacion
en LP((0,00),z%dx) de la diferencia anterior, bajo nuestras hipétesis
sobre p, se sigue como en el Teorema 3.1 (en concreto, las subseccio-
nes 4.1 y 4.2 del Capitulo 3). 0

NoOTA 6.1. Se puede comprobar que en la proposicién anterior las
condiciones sobre p son, ademas de suficientes, necesarias.

La acotacion de H, g se realizard en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 6.2. Sea a > —1/2, >0 y 1 < p < oo verificando

gé(a+n(l—%>+ﬁ<a;1
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Entonces,

| Ha,89 Lr((0,00) 2 de) < CllgllLr(o,1),00 dz), 9 € LP([0, 1], 2% dx).

DEMOSTRACION. Tomando 1 =26+ a+ 3 — @ tendremos

||Ha,ﬁg||LP((O,oo),xa dz) = ||x_ﬂ+(a+1)/pHa(X[0,1}g)HLP((O’OO)’%)
_ ||x_u/2+a/2+3/47—(a(X[o,ug)||LP((0,OO)vdf)’

Eligiendo r = s = p en el Teorema 1.5 y observando que

1 1 (1 1
<(a+1) 27 ) + = méx ];,1—5 <pu

1 a+1 3
(a+1){=—=|+8< = p<a+ =
P 2 2

podemos concluir

| Ha,89|Lr ((0,00) 22 da) < CHxu/2+a/2+1/4Ha(X[0,1]g>HLP((O,oo),%)

= CHxm(o‘ﬂ)(l*l/p))([o,l]gﬂLp((o,oo),df)

= CH$ﬂ+(a+l)(l_2/p)X[o,1]9HLp((o,oo),xa dz)

< C\gll e (o,1],2% da)
donde la tltima desigualdad se sigue de 4 (o +1)(1 —2/p) > 0, que

es equivalente a la hipdtesis g <(a+1) (% — %) + 0. O
Con esto, la ecuacién doble (124) es un problema bien propuesto

en el siguiente sentido: dada g € LP([0, 1],z dx), jexiste solucién en

f e LP((0,00),2%dx)?, jes Gnica?

— 9B VaFB2nFIL(atBin+l) plas)

I'(a+n+1) n

x € (0,1). El Lema 1.3 nos permite asegurar que, bajo ciertas hipétesis

para oy f3, la solucién de (121), y por tanto de la ecuacién doble (124),

es f(t) = jaP(0)

Este hecho motiva que nos planteemos el siguiente esquema para
resolver la ecuacién doble (124): desarrollaremos g € L*([0, 1], 2% dx)
como una serie de Fourier-Jacobi. Para ello usaremos los polinomios
de Jacobi clasicos trasladados al intervalo [0,1] tal y como se vie-
ron en el primer capitulo de esta memoria. Tomaremos el desarrollo
9= "0 anp®®. De este modo, la solucién serd f = S b th,
donde los coeficientes b,, vendran dados explicitamente en términos
de los coeficientes a,, de la serie de Fourier-Jacobi asociada a g. Se
probara que la serie asociada a f es convergente en LP((0, 00), 2% dx)
construyendo un operador, que denotaremos por L, g, que transforme
series de Fourier-Jacobi en series de Fourier-Neumann.

Consideremos g(z) (1 — 2z) para
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Para asegurarnos la convergencia en LP([0, 1], 2% dz) de la serie de
Fourier-Jacobi asociada a g haremos uso del Teorema 1.3.

COROLARIO 6.3. Sea > —1/2, >0, 1 < p < o0,

1<(+1)1 1<1
g =\ 2 o) S w

Entonces, las series de Fourier-Jacobi verifican
lim S,g =g
n—o0
en LP([0,1],2%dx), para g € LP([0,1], 2% dx).
DEMOSTRACION. Serd suficiente hacer un cambio de variable en

Teorema 1.3 y tomar en él a = 0y b = —(3/p. (Véase el comentario
posterior al Teorema 1.3 en la pdgina 16.) U

3. La solucion de la ecuacion

En esta seccién introduciremos un nuevo operador, que denotare-
mos por L, g, y estableceremos algunas de sus propiedades. Este opera-
dor serd el que nos dé la solucién de la ecuacién doble (124). Intentemos
encontrar, razonadamente, una expresion para este operador.

El operador L, g debe transformar series de Fourier-Jacobi en series
de Fourier-Neumann. Para que ocurra esto es suficiente con que

Lo (R PP (1 = 2t),2) = ji*7 (),

para alguna constante R,,. Vamos a intentar describir L, g como com-
posicién de dos operadores, es decir, L, 3 = B o A.
El Lema 1.3 nos permite asegurar que

Ha+ﬁ(j3+ﬁ(x)7 t) = \/Oé + ﬁ +2n + 1P7§a+ﬁ’0)(1 - 2t>X[0,1] (t)
Usando que la transformada de Hankel es autoinversa se tiene que
Hors(Va + B+ 2n+ 1P — 2t)yoq(t), 2) = joP(z).

Por tanto, si consideramos Bh = Ha.s(hX[01]) tendremos un operador
P7$Q+670)

que, salvo constantes, transforma en jotP. Llegaremos a una

expresion para L, g si encontramos A que aplique, salvo constantes,

P en PP Perg esto es precisamente lo que hace el operador

de Erdélyi-Kober, definido como
t7(5+8)

(125) Ié,s(h(u)7t> - P(é)

t
/ (t —u) Wlh(u)du, 0<z <1,
0
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sid > —1ye > 0. Siguiendo [12, Cap. XIII, 13.1, pag. 191], se verifica

Mla+n+1)

ta+sp(a+s,6—s) 1 — 2¢).
T(a+etn+l) " ( )

I (PlP(1 = 2u),t) =

Por tanto, tomaremos A = I, 3.
De este modo, dada g, una funcién conveniente en [0, 1], definimos
el operador L, 3g mediante la expresion

1 Y Joars(Vat) [ .
Laﬂ(gwr): 25+1F(ﬁ>/0 ([E?;Si(/%"ﬁ/g/o g(u)(t—u)ﬁ lu dudt,

x>0,

siB >0,y Laog = Ha(xX[0,119)- En la definicién de L, 3 hemos anadido
el factor 277 por conveniencia en la notacién. En nuestro primer resulta-
do estableceremos que L, g es un operador acotado de LP(|[0, 1], z* dx)
en L*((0,00), 2% dx):

TEOREMA 6.4. Sea > —1/2, >0 y 1 < p < o0 verificando

1< I}

1
p 27 2a+3

Entonces,
| La,sgll 2r((0,00),2% dz) < Cllg]| e 011,00 de), g € LP([0,1], 2% dx).
Antes de comenzar su demostracién probaremos el siguiente
LEMA 6.1. Sea a« > —1/2, >0y 1 < p < o0, verificando

1 1_ 7

p 27 200+3

Entonces,

| Hars(X0,00) | 20 ((0,00) 20 dzy < CllR|| Lo (0,120 da), B € LP([0, 1], 2% d).
DEMOSTRACION. Tomando it =a+ + 2 — @ tendremos
| Hers (X0, | 2o ((0,00) 20 d)

= ||/t B)/ 243 4y +B(X[0,1]h)HLp((0mL ds .

Es facil comprobar que nuestras hipotesis sobre «, § y p implican

, 1 1 3
max< —,1——> <pu<a+pg+=.
p p 2
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Entonces, eligiendo » = s = p en el Teorema 1.5, podemos obtener

[ Hats(X0,117) | £2((0,00) 0 )
< CrHl,u/2+(a+ﬁ)/2+1/4Ha+ﬂ(X[O’Hh) ||

L2 ((0.00), %)
= C’||x°‘+f@+1—2(0‘+1)/ph||Lp([0,1]7xa dz)-
Usando que
L1 g 2(a+1)
- —5< = l—-——~>0
p 2 2a+3 atf+ P -
finalizamos. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.4. Para =0, ya que L, o9 =
Ha(X[0,19), €l Lema 6.1 nos prueba el resultado. Si # > 0, recordemos
que Ly 39 = Q*BHO{JFB(X[OJ} I, 39), donde I, g es el operador de Erdélyi-
Kober definido en (125). Es un hecho conocido que I, 3 es acotado
en LP([0,1],2%dz) sia > =1, 3 > 0y 1 < p < co. Por completitud,
ofrecemos una sencilla demostracion de este hecho. Mediante un cambio
de variable tenemos

I,p(9,z) = ﬁ/{) (1 —2)""12%g(22) dz;

con esto, utilizando la desigualdad integral de Minkowski,

1 1
1, 39 L (017 20 do g—/ 1—z)f 1z 9(x2) || Lr(j0.1] 2o do) A%
10,89 7 ((0,1),00 da) ) O( ) 19(z2) | Le (0,120 dx)

1! o
< HgHLP([O,l],z&dz)m/ (1 — 2)- Lo (e D/p g,
0

= Cl|gllzr (0,1, de)»
donde hemos usado que

1g(22)| o(o.1]20 dzy < 2~ TP gl Lo(po.1].00 o)

/ (1= 2Pt g = BB, (a1 1)(1— 1/p)) < oo,

De esta manera I, 3 es acotado. Ahora, usando el Lema 6.1 se concluye
la demostracién. O

En lo que resta de capitulo escribiremos P! < ) con el significado
P < @. Con esta notacion tendremos que

max{A,B'} <M <= A< MyB<M,

lo que nos permitira expresar las hipotesis de los teoremas que siguen
de un modo mé&s compacto.
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COROLARIO 6.5. Sea v > —1/2, >0 y 1 < p < o0 verificando

. —f —1 T<1 1 1 1-28
e 2a+3’(4(a+1)) —§_E<mm{4(a+1)’ 1 }

Entonces, dada g € L*([0,1],2%dzx), tenemos

g=">_ax(g)p?,

n=0

donde
als) = [ o @)1~ )
en LP([0,1], 2% dx), y
Lapg = i bnjn 7,
n=0

donde

Dlatn+ DPMYE

by =277 n
(a+B8+n+1)12T(B+n+1)1/2
en LP((0,00), z* dx).

DEMOSTRACION. Sea g € LF([0,1], 2% dx). Es facil ver que, bajo
las hipotesis sobre «, # y p, podemos aplicar el Corolario 6.3 de forma
que

9=">_ an(g)pl?

n=0

en LP([0, 1], % dx), con

%@zlg@ﬁmmwm—mwm

Por el Teorema 6.4, L, 3 es un operador continuo de LP([0, 1],z dx)
en LP((0,00),2*dz). Entonces,

Lagg = an(9)Laspi?,
n=0
donde la convergencia se da en LP((0,00), x* dx). Ahora, considerando
la expresién (ver [12, Cap. XIII, 13.1, pag. 191])

La+n+1) platpo)
(a+fB84+n+1) "

I 3(PP (1 = 2t), x) = - (1—2z)
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y (22) en el Lema 1.3 (con pardmetros a + 3 y 0 en vez de a y f3,
respectivamente) tenemos

Hars (G2 (1), 2) = Va+ B+ 2n + 1PLHPO(1 — 23) xqoy(2),

de manera que

(120)  Hasolon P01 = 20).) =~ )
(usando que Him =Id en L?). Esto nos da
(127)  Lap(P™)(1 —2t), z)

-3 MNa+n+1) o5 )

Va+8+2n+1T(a+F+n+1)""

si 3> 0. Enel caso f =0, (126) y Laog = Ha(Xx[0,119) Proporcio-

nan (127). En términos de los polinomios ortonormales PP esto sig-

nifica

1/2 (1)1/2
L, Bp(aﬂ) — 9B F(O‘+n+ 1) / ( ) / ]a+ﬁ
o C(a+B+n+ D200+ n+1)1/2" 7
asi
1/2 (1)1/2
Mo+ B+n+ )1/2F(ﬁ+n—|—1)1/2
en LP((0,00), 2 dx). O

Antes de continuar, escribamos el Lema 1.3 en términos de M,,
My y Hap- Es claro, a partir de (22), que H,jo™ esté soportada en
[0, 1], con lo que

(128) Mo (j;7) = 7.
Teniendo en cuenta (7) y la relacién (23) tenemos
(129)  Map(jn™?) = 27" Ma(t7)577) = 27 Ha (X1 Ha (tﬁjfﬁ))
=T H( dnpn )_dHﬁpn
con
D(a+B+n+1)Y2T(3+n+1)Y2
I(a+n+1)Y2(n!h)1/2 '

De esta manera el resultado principal de esta seccién es como sigue:

d, =28

TEOREMA 6.6. Sea v > —1/2,0< <1y 1< p < oo verificando

) =B -1\l _1 1
(130) max{2a+3’(4(a+1)> }55_{9
148 1—26}

o
mm{4(a+1)’ 1
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Entonces, para cada g € LP([0,1],2%dz), f = Lo g es una solucion en
LP((0,00), x*dx) de la ecuacion doble

{ Maﬂf - Ha,ﬁg,
Maf = f

DEMOSTRACION. Sea g € LP([0,1],2%dx) vy f = Lagg. Es claro
que

o {1000 0
(

a+1)<%—%)+ﬁ<”‘7+1,
por lo que podemos aplicar las Proposiciones 6.1 y 6.2. Es evidente
que (130) nos permite asegurar que L, g es acotado (por el Teore-

ma 6.4). Entonces, usando el Corolario 6.5, cuyas hipdtesis también
vienen implicadas por (130), y (129) tenemos

n—oo

M, 5f = lim Ma,ﬁ<2bk]’,§+ﬁ)
k=0

= lim Hyp ( Z bkdkp;(ca’ﬁ)> = Ha,9;
k=0

n—oo

puesto que bydy = ax(g). Ahora, usando la Proposicién 6.1 con § = 0,
el Corolario 6.5 y (128) llegamos a

M, f = lim Ma<2bkj,§+ﬁ> = 1m S bt = f

k=0

4. Unicidad de la solucién

Usando los resultados relativos a la convergencia de las series de
Fourier-Neumann en los espacios £, , contenidos en el capitulo anterior
es posible probar el siguiente resultado sobre la unicidad de la solucién
de la ecuacion doble (124):

TEOREMA 6.7. Sea > —1/2,0< <1y 1< p < oo verificando

=B 28—\ 11
(131) max{2a+3’(4(a+1)> }Si_ﬁ
148 1—25}

o
mm{4(a+1)’ 1

Entonces,

f - La,,@g
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es la inica solucion en LP((0,00),x%dx) de la ecuacion doble

{ Ma,ﬁf - Ha,ﬁg,
Mocf = f

DEMOSTRACION. Puesto que en nuestras hipétesis sobre o y 3 se
verifica

1281
4a+1) = 4(a+1)
tendremos que (131) implica (130) y, por tanto, podremos hacer uso

del Teorema 6.6. Veamos que con (131) también es posible utilizar la
Proposicién 5.1 y el Teorema 5.5. Observando que

20+3 72 p 2 2 p 2’
y
26—-1 1 1 1—4
26-1 1 1 _1-48
da+1) 2 p 4a+1)
1 1 1\ g 1
— - < D(=-=-)+5<=
1 (O‘+)<2 p)+2 v

bastara ver que se cumple % < p < 4 para tener las hipdtesis de la
Proposicién 5.1. La condicién p < 4 se tiene inmediatamente a partir
de

11 1-2
27 p° 46-
Para concluir que % < p usaremos que
U U IR I
4 2 p 3
y
1 ) — 20 —1
(132) _Z<max{2af3’4(§+1)}'

Veamos que, efectivamente, se cumple (132). Supongamos que no se
verifica, es decir, que se cumple

-3 <_17
20+3 — 4
28-1 _ 1
dla+1) = 4
esto nos dara
204 3 < 40,

a+23 <0,
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respectivamente. Estas desigualdades implican, de manera inmediata,
a < —3/4, lo que contradice la condicién aw > —1/2. Para llegar a las
hipotesis del Teorema 5.5 basta tener en cuenta que

26-1 _1 1 _ 1-45 T AN AR
4a+1) 2 p 4Aa+1) 4 2 p 4
y
26-1 1 1 1 1 1\ g3
K- —- &= =< D(=—--)-%.
dlatl) S22 p g <o >(2 p> 2

De acuerdo con el Teorema 6.6, L, gg es una soluciéon de la ecuacion
doble. Veamos que, en nuestras hipotesis, ésta es la tnica solucion. Si
f es una solucién se tiene que

{ Ma’ﬁf - Ha,ﬁg,
M.f =,
en LP((0,00),2*dzx). En particular, f € E,,. Por el Teorema 5.5 y

la Proposiciéon 5.1, podemos desarrollar f como una serie de Fourier-
Neumann de {j2*7}, 5o convergente en LP((0,00), 2% dz), es decir,

=Y ba(f)iat?.
n=0

Probando que los coeficientes b, (f) estan univocamente determinados
concluiremos de manera inmediata la unicidad de la solucion.

A partir de (129) y dado que M,z es un operador continuo en
LP((0,00), % dz) tendremos

Hapg = Mapf = bu(f)dnHaspl”.
n=0

Bajo nuestras hipotesis sobre «, § y p no es dificil comprobar, usando
el Lema 2.3, que xﬁjl‘jw € L((0,00), x*dx), donde g es, como siempre,
el conjugado de p. De esta manera el operador

T(h) = /0 2B () (2)2 da

definido de L?((0,00),2*dx) en R es continuo. Entonces,

/ 2255 (2) Ha (g, 2)2® da
0

=S b(f)d / 21 (2 Ho o (PO ) di

n=0 0

Ahora, usando la formula de multiplicacion para la transformada
de Hankel dada en (16) y la definicién de H, g, junto con (22) y la
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ortogonalidad para los polinomios de Jacobi, tendremos
| 20 Mo, )2 d
0
= / j:w(ﬂ?)Ha(X[o,upff’m, x)z® dx
0

1
= Tk/ (1-— :U)ﬁp,(f’m (2)plP) ()2 dx = 140k
0

con 1 = 1/dy. Por tanto,

/ 2588 (2 Ho (g, )2 d = ba(f),
0

lo que concluye la demostracion. U






CAPITULO 7

Los operadores de Bochner-Riesz para una
modificacién de la transformada de Hankel

1. Introduccion

A lo largo de esta memoria hemos descrito el operador suma parcial
n-ésima, S, asociado a {j¢},>¢ como

Snf = Wlf - WQf + W3,nf - W4,nf'
En la Nota 5.3 vimos que
Maf = Ha(X[O,l]Hozf) = Wlf - WQf

La férmula de Lommel (114), descrita en la nota antes citada, puede
reescribirse, a partir de la igualdad

2JL(2) — ady(2) = —2J041(2),
como

g (@) (1) — () (x).

1
| ot gatw dy =
0
Con esto podemos concluir

_WS,nf + W4,nf = Ma,2n+2f7

donde el operador M, ; viene dado como el multiplicador de la bola
unidad para la siguiente modificacién de la transformada de Hankel:

—a/2
(133) HE(f, x) / F@) Jagr(Vat)t*2dt, x> 0;
es decir,
(134) Mok f = He(xo1Hef)-

(Notar que M, = M,.) Asi,
Snf = Maf - Ma,2n+2f7

y, por tanto, la acotacién uniforme de S, f en L?(x®) (donde por LP(z?)
volvemos a denotar el espacio LP((0,00),2* dx)) se obtiene inmediata-
mente a partir de la acotacion de M, f y de la acotaciéon uniforme de
Mg onsaf en LP(z®). Asi es como procedimos en el Capitulo 3.

113
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Nos parecié una cuestion de interés plantearnos el estudio de los
operadores de Bochner-Riesz para esta modificacién de la transforma-
da de Hankel; es decir, los operadores descritos, en un principio para
funciones de S*, como

(135) M f =My (1—2)HES),

donde (1 — z); = max{0,1 —x} y § > 0 (notar que estos operadores
generalizan a Mk, puesto que M, = M ;). En particular centramos
nuestra atencién en el estudio de la acotacién uniforme en LP(z®) de
este tipo de operadores.

Operadores de este tipo se presentan al analizar los operadores de
Bochner-Riesz para la transformada de Fourier en espacios de norma
mixta sobre R™. En el estudio referente a la transformada de Fourier
aparece un valor de §, que se denota por dp y que se denomina indice
critico, que nos separa el conjunto de ¢’s en dos. En uno de ellos se
tiene acotacion para 1 < p < oo, en el otro la acotacion se produce en
un rango acotado de valores de p.

En primer lugar obtendremos la acotacién uniforme en LP(z%) de
M}, cuando o > 0y 0 > &y, donde dy = (2cc + 1)/2 es el indice critico
en este caso. Para obtener esta estimacion haremos uso de un producto
de convolucion adecuado.

Finalmente abordaremos el caso 0 < § < ¢§,. Utilizaremos un re-
sultado sobre interpolaciéon de familias analiticas de operadores para
concluir la acotacién uniforme de M, 3’ x €1 un rango 6ptimo de valores
de p.

2. Acotacion uniforme por encima del indice critico

Antes de enunciar nuestro primer resultado definiremos un produc-
to de convolucién que serd la pieza clave para obtener la acotacion
uniforme del operador M7, si § > 6.

Tomemos el operador de translacion 7%, con x > 0, definido, para
funciones f apropiadas, como

(136) T (f,t) = c(a)/ f(w)sen® 6 do
0
donde w? = 22 + t? — 2zt cosf, x,t > 0y c(a) = \/;Fr((c;i)/z)'

Veamos una propiedad de 7% que nos serd de gran utilidad:
LEMA 7.1. Sean 1 <p < oo y o > —1/2. Entonces,
(137) NT(f, )| ooty < || fllrpzotry, Yo € (0,00).

DEMOSTRACION. Un cambio de variable nos permite afirmar que

T*(f,t) = /000 Dy (z,t,2)f(2)z** dz
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donde
['(a+1)

D, (z,t,2) = 2**71 a1 1/2)

(wtz)"*(A(w,t, 2))* 7,

V,t, z € (0,00),

con A(z,t,z) el area del tridngulo cuyos lados tienen longitudes x, ¢ y
z, si este triangulo existe, y 0, en otro caso. Se observa facilmente que
la funciéon D, (z,t, z) es simétrica respecto a las tres variables y que
D, (z,t,z) >0, para z,t,z € (0,00). La relacién

" Ja(yw) 2 — 99T (¢ ﬂ_Ja(yI) Ja(yt)
/0 (gu)e sen** 0 df = 2°T (o + 1/2)/7 ORI

vélida para z,y,t € (0,00) y o > —1/2, que puede verse en [42, Cap.
XI, 11.41, pag. 367], nos lleva (nuevamente mediante un cambio de
variable) a que

> Ja(2y) vt )220 1 — 90T (g Ja(yz) Ja(yt)
/0 (zy)* Dalw,1,2) dz = 2T(a+1) (yx)> (yt)>

Con esto, tomando limites cuando y — 0, deducimos que

(138) / Dot )220+ = 1.
0

Esta propiedad de la funcién D, (x,t, z) nos permitird establecer (137).
Probaremos (137) para p =1y p = o0; el resto de valores de p pueden
obtenerse por interpolacién. Si p = 1, teniendo en cuenta la positividad
de la funcién D, y (138) llegamos a

I Oy = [ [ Drtont 200
0 0

< / (/ Dy (z,t, 2)| f(2)|22 dz) 2t dt
0 0

= /OO |f(2)]2%H (/Oo De(z,t, )%t dt) dz
0 0

= [[fllzrzesry.
Si f € L®(t?*t1), a partir de (138) tenemos
[T (f, )l poegzasry < || fll oo 2oty

252014-1 dt

g

Con este operador de traslacion definimos el producto de convolu-
cién

(139) hxg(x) = /OO g(®)T* (h, )t dt.
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No es dificil comprobar, intercambiando el orden de integracion, que
h % g = g * h. Aplicando este hecho, el lema anterior y la desigualdad
integral de Minkowski se obtiene la estimacion

(140) 175 gll Lo(azasry < ([Pl L @zosn) [ g]] Lo 2oty

valida para 1 < p < oo.

El producto de convolucién definido en (139) y la estimacién dada
para él en (140) nos permitirdn probar el siguiente resultado relativo a
los operadores M, g,k:

TEOREMA 7.1. Sean o > 0, 0 > 0p = 2o+ 1)/2 y 1 < p < o0.
Consideremos la familia de operadores MY, definidos como en (135).
Entonces

1M fllie@ey < Cllfllv@ey, f € LP(x®), k €N.

Antes de comenzar su demostracion encontraremos, en el siguiente
lema, una expresién més satisfactoria para los operadores M? - Enella
apareceran los polinomios ultraesféricos de orden «, que denotaremos
por C,ga), con £k = 0,1,... y a > 0. Como es habitual, si « = 0
consideraremos en su lugar los polinomios de Chebyshev. La definicién
de estos polinomios, asi como multiple informacién sobre ellos, puede
encontrarse en [36].

LEMA 7.2. Sean o« > —1/2, 0 > —1 y f € ST. Entonces,

—Oc/?
/ FOPRS, (2,t) dt

con
(142) K2 (2% 1) = Q(xt)a/ Jarss1(w)ed(cos B) sen®* 6 db),
0

donde w? = 2? +t? — 2xt cos 0,

() = 2071k ()

()
7T (2a + k)ck (),

) Jo x
Jatsr1(x) = 2°T(8 + 1)%1(1)'

DEMOSTRACION. Para cada funcién f € ST, aplicando Fubini en
la definicién dada en (135) de los operadores M} ., tendremos

—04/2

k(f )

/ FOPRS(2,t) dt,
donde

(143)  Kile.0) = [ 0= 9 Vo) Tassl V) ds.
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Veamos que K7, (27 t?) puede describirse como en (142). Para ello
utilizaremos la expresion

/ Ja(w) Cg(COS 9) Sen2a 0do = Ja-i-k(x) Ja+k<t>
0

we x a7

vélida para o > —1/2, con w y ¢¢ definidos como en el enunciado del
lema y que puede encontrarse en [42, Cap. XI, 11.41, pag. 367]. Asi,
mediante una cambio de variable, tendremos

K2+k(x27 t2>
1
= 2/ r(1 =12 Jopn(2r) Jasr(tr) dr
0
1 ™
- 2(xt)°‘/ retl(] — p2)? (/ Ja(ru;) cr(cosh) sen2a9d8) dr.
0 0

(rw)

Intercambiando el orden de integraciéon y aplicando la férmula de So-
nine (ver [42, Cap. XII, 12.11, pag. 373])

Zu-i-l

1
Jyrp+1(z) = m/o Ju(zr)r* T = r?)Y dr,
que se cumple para Re(u) > —1 y Re(v) > —1, podemos concluir
Kg+k(x2, tz)
™ 1
= 2(xt)°‘/ w™ ¢ (cos 0) sen®* 0 (/ ro (1 —r?)0 T, (rw) dr) do
0 0
= 2(xt)” / Jagsi1(w)ed(cos @) sen** 6 db.
0
U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.1. Un simple cambio de varia-
ble en (141) nos permite ver que

(144)

1M o f | o (o) = x“"/ FEDHRS (2%, 1%) dt
0

)

Lp (m2a+l)

donde K? et €5 COMO en (142). Ahora, utilizando la estimacién |cf (z)
1, que se sigue inmediatamente de [36 Teorema 7.33.1] para o >
tenemos

| <
0

| Ko (22, 87)] < C (at) / lJa+s+1(w)] sen® 0 do.
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De lo anterior y usando (139) se deduce que

x—oxjg FEOTKS (22, ¢%) dt
<C [ IR [ lnssen )] sen oot at
0 0

- C/ 9T (|jagor|, )T dt
0
< Cljayst] * g(x),
donde g(t) = | f(¢*)]. Ahora, la igualdad (144) y la acotacién (140) nos
permiten concluir
1M 4 fllzoeny < C Nl asssal * 9 1l npaasny
< C||ja+6+1||L1(:c2a+1)||g||Lp(w2a+1),

Teniendo en cuenta que, en nuestras hipétesis sobre 0 y p, se verifica

||ja+6+1||L1($2a+1) <C,

y observando que ||g||zrz20+1y = C|| f||Lr(2e), tendremos el resultado.
U

3. Acotacion uniforme por debajo del indice critico

Una vez obtenido el resultado anterior parece natural preguntarse
por la acotacion uniforme del operador M g}k para 0 < 6 < dy. En esta
seccion vamos a demostrar el siguiente resultado, referido a este rango
de valores de §:

TEOREMA 7.2. Seana > 0,0 <6 < dgyl < p < oo. Consideremos
la familia de operadores M(‘ik definidos como en (135). Entonces,

1M o fll ooy < Ol fllv@ey, f € LP(x®), k €N,

sty solo si

4(a+1) e 4(a+1)
2a+3+2 P oar1-925

Para realizar la demostracion de este resultado haremos uso del
conocido Teorema de interpolacién de familias analiticas de operadores
de Stein, que presentamos a continuaciéon adaptado a nuestro espacio
de medida. Las definiciones que aqui damos y el Teorema de Stein
pueden verse en [33].

Una familia de operadores {7} dependiendo de un pardmetro com-
plejo z que varia en la banda 0 < Rez < 1 se dice analitica si verifica:

(145)

(a) Para cada z, T, es una transformacién lineal de funciones sim-
ples de (0, 00) a funciones medibles de (0, co).
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(b) Si ¢ y v son funciones simples de (0, 00), entonces la funcién

wazﬂmﬂw@qux

es analitica en 0 < Re(z) < 1y continua en 0 < Re(z) < 1.

Diremos que una familia analitica {7T,} es de crecimiento admisible si
®(z) es de crecimiento admisible; es decir, si

sup sup log |®(z +iy)| < Ae™

ly|<r 0<z<1
donde a < 7y A es una constante. Ambas, A y a, pueden depender de

las funciones ¢ y .
Asi, el Teorema de interpolacién de Stein es como sigue:

TEOREMA 7.3 (Stein). Sea {T.} una familia analitica de operadores
lineales de crecimiento admisible definida en la banda 0 < Re(z) < 1.
Asumamos 1 < po,p1, o, P1 < 00 Y

11—t ¢ 1 1—t

~ )

p P pm P Do D
donde 0 <t < 1. Supongamos, ademds, que

(146) | Ty f Nl Lo (zey < Ao f || zro (o)

Y

(147) [ T1vig fll i @oy < Ar@)||fl o2 o)
para funciones simples f, verificandose

(148) log |A;(y)| < A a < m, i=0,1.
Entonces, podemos concluir que

(149) T2 fl o (eey < Aell fll 2o (e
donde

M&g/mumwmm@@+/wwm@mw@
R R

tan(mt/2)
2[tan?(mt/2) + tanh®(my/2)] cos?(my/2)

w(t,y) =

NotA 7.1. Obsérvese que si la familia {7.} depende de un cierto
parametro k y se obtienen las estimaciones (146) y (147) independien-
temente de k, podremos concluir que la acotacién (149) serd uniforme.

La demostracion de nuestro resultado sobre el rango 0 < § < dg
estd basada en la construccion de una familia analitica de operadores
de crecimiento admisible vinculada al operador M ,.
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Consideremos 0(z) = (1 — 2)dg + € con € > 0, 0 < Re(z) < 1y d
definido como anteriormente, es decir §y = (2 + 1)/2. Tomaremos la
familia de operadores

6(2) a/2
50)  MO(fa / FOEP R (@, 1) dt,

donde el nicleo K (Hl es como en (142) con ¢ sustituido por §(z). Esta

definicién de M ,)C es valida para funciones simples de (0,00). Las
funciones de Bessel de orden complejo A = v + i satisfacen

(£/2)A
L/2)r(A+1/2
y las estimaciones
(151) | Jypin(t)] < Ce™t=12 ¢ > 1 v >0,

152 Jyrin®)] < Coe™it >0, v>0.
( +ip

J\(t) =

1
) / (1 — s> 12 cos(st)ds, v>—1/2,
0

Asi, no es dificil probar que, para cada k fijo, la familia de operado-
res (150) es analitica y de crecimiento admisible. Los detalles pueden
verse en [43].

Obtengamos, ahora, las acotaciones uniformes del operador Mif;)
para Re(z) = 0 y Re(z) = 1 en un cierto rango de valores de p. El
Lema 7.3 contendra la acotacién para Re(z) = 0, y el Lema 7.4 la

correspondiente a Re(z) = 1.

LEMA 7.3. Seana > 0 y1 < p < oco. Consideremos M, ( ) la familia
de operadores dada por (150), donde 6(z) = (1 — 2)do + ¢ cone >0,
0 <Re(z) <1ydy= (24 1)/2. Entonces,

(153) 1M Fll ooy < Ao fllogeeys & €N,
con Ag(y) = C, pe™%ul.

DEMOSTRACION. La demostracién sigue los mismos pasos que la
dada para el Teorema 7.1, pero utilizando la estimacién

|’ja+6(iy)+1(l’)HLl(mzaH) < Caenl6oy|7
que se sigue de las cotas (151) y (152). O

En el siguiente lema probaremos la acotacién para M, (sz).
LEMA 7.4. Seana >0y 1 < p < co. Consideremos M, ( la familia
de operadores dada por (150), donde 6(z) = (1 — 2)dy + ¢ con e >0,
0<Re(z) <1ydy=(2a+1)/2. Si
4 1 4 1
(0t1) _ 4ot

154
(154) 20+3 VS oar1
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entonces,

d(1+2
1M Fll ooy < A1 @) | Fllzoeeys * €N,
con A1 (y) = Cayp (1 + @)

DEMOSTRACION. Usando la férmula de Lommel (114), es sencillo
concluir que
d
22 — {2 ds
A partir de esta igualdad, y utilizando integracién por partes en la

expresién dada para Ki(f,l en (143), obtendremos

sdy(xs)J,(ts) = {stJ,(xs)J.(ts) — sxJ, (xs)J,(ts)}.

1
K ) =251+ ig) [ (1= 90K 1) ds,
0

donde
std,(xs)J! (ts) — sxJ! (xs)J,(ts)

.CEQ—tQ

K5 (a2, 1%) =

Asi, denotando
Tolfa) = [ OR: o)
e intercambiando el orden de inte?gracién, podemos escribir
VI, 2) = 280+ i) [ (1 09T 5 ) s
0

Teniendo en cuenta que §(1 + iy) = € — iydy y aplicando la desi-
gualdad integral de Minkowski, llegamos a

/ (L= )T () ds

) %
AL £ e < Cle + [60y) ]

LP(z%)

ds.

LP(z>)

T2l o)

1
< Cle+ ](50y|)/ (1-97]
0
Veamos ahora que
||Z-ikf||LP(xa) < Coc,p||f||m(za),

para todo s, con p verificando (154). Observando en primer lugar que
T:.(f(),x) = Talk(f(%), sx), sera suficiente obtener la desigualdad

1Taxfllzr@e) < Copll fllzr@e)-

Pero es facil comprobar, procediendo como la demostracion del Teore-
ma 3.1, que en las hip6tesis (154) se verifica esta estimacion.
Por 1ltimo, usando

e+ law | W stds < (1+M),

€
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concluimos

5(1+4 \50y\
M@i”ﬂbwwéaw(l% )thw

€

g

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.2. Para comprobar que (145)
es una condicién necesaria basta tener en cuenta que, en [43], Welland
demuestra que, para d > Jg, la acotacién

1M o f 2@y < Clf Il Loan

se tiene si, y sélo si, se cumple (145).

Para finalizar veamos que (145) es una condicién suficiente. Cen-
traremos nuestro andlisis en el extremo inferior de (145). El extremo
superior se obtendrd por dualidad, puesto que, para funciones de S¥,
se tiene

Amfumﬁﬁ@a»mfﬂm=1Amwﬁﬁfm»wwwﬂdt

Consideremos la familia de operadores analiticos (150), con §(z) =
(1 —=2)0 +¢€ 0o = 2a+1)/2ye >0,y tomemos py = pyp = 1,
p1=p1 =4(a+1)/(2a+3) + €. Usando los Lemas 7.3 y 7.4 tendremos

(7
1M Fll oo ay < Ao () I1f o0 ey,
con Ay(y) = C'a’po(;rléoy\7 y

O(1+417
1M Fllos oy < Ar@) 1 f 2o (ao),

con Ay(y) = Cap, <1 + ‘%y'> Entonces, el Teorema 7.3 nos asegura la

estimacion

S(t
(155) 1M flre) < ClLF o)
para valores de p verificando

1 t
S=(1-t)+—, 0<t<1l
p b1
Usando que § = §(t) = (1 —t)dp + ¢, tendremos ¢t = 1 — %—’OG, y por

tanto (155) se satisface si

P do D1 D1

Tomando € arbitrariamente pequeno, se concluye que, para 0 < § < dg,

la acotacién (155) se cumple siempre que 110 < QZ‘(J& 3:35. 0
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