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Resumen

Se realiza un estudio histérico del Programa razonado de Geometria Analitica
(1880) que Santiago Mundi defendi6 en las oposiciones que le llevaron a acceder a la
catedra de Geometria Analitica de la Universidad de Barcelona.

Este Programa supone un punto de inflexion (de la métrica a la proyectiva) en la di-
dactica de la geometria analitica en las universidades espafiolas. De un lado, la pro-
puesta de Mundi refleja el ocaso de un modelo de geometria analitica (Zorraquin, Cor-
tazar, Sanchez Solis,...) anclados en los métodos exclusivamente métricos. Y del otro,
un paso hacia los métodos proyectivos que culminaria, afios mas tarde, con la segunda
edicion del Tratado de Geometria analitica (1906-1907) de Miguel Vegas, donde la
geometria métrica aparece como un caso particular de la geometria proyectiva.

1. Introduccién

Al estudiar la evolucién que se produjo en Espafia, en los textos de geometria
analitica en las ultimas décadas del siglo XIX, hay un aspecto que sobresale de
manera significativa: la sucesiva incorporacion de los conceptos y métodos de la
geometria proyectiva siguiendo el modelo de los centros superiores de Alemania e
Italia. Esta caracteristica esta perfectamente reflejada en las sucesivas ediciones de
las Lecciones de Geometria analitica (1883-1904) de Santiago Mundi'. La génesis

" Santiago Mundi y Gir6 (1842-1915), catedratico de Geometria Analitica de la Universidad
de Barcelona (1881-1912), publicé numerosos articulos y libros. Entre ellos figuran los
Apuntes de Geometria de la Posicion (1884), primer libro que se editd en Espafia sobre esta
materia. Y sus conocidas Lecciones de Geometria analitica que, publicadas por su autor en
tres ocasiones (1883, 1893 y 1904) y reeditadas por sus herederos en 1916 y 1921, alcanza-
ron gran resonancia en su tiempo y fueron adoptadas como texto en numerosas universidades
espafiolas y americanas. Asi en la segunda edicion se indica que ha sido premiada con Me-
dalla de Oro en la Exposicion Universal de Barcelona de 1888 y en el Certamen Universal
de Chicago (1893), informada favorablemente por el Real Consejo de Instruccion Publica
(1892) y adoptada como texto en las universidades de Barcelona, Madrid, Sevilla, Granada,
La Habana y la Escuela General Preparatoria para Ingenieros y Arquitectos. En la edicion de
1921 se anuncia que la obra ha sido tomada como texto en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Buenos Aires y academias de la Republica Argentina, asi como en las uni-
versidades mejicanas.
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de estas Lecciones es el Programa razonado de Geometria Analitica (1880) que
Mundi defendi6 en las oposiciones que le llevaron a acceder a la catedra de Geo-
metria Analitica de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Barcelona.

En este sentido, la pretension de las paginas siguientes es analizar el Programa
de Mundi, considerado como un punto de inflexion (de la métrica a la proyectiva)
en la didactica de la geometria analitica en las universidades espafiolas. De un lado,
la propuesta de Mundi supone el ocaso de un modelo de geometria analitica (Zorra-
quin, Cortazar, Sanchez Solis,...) anclados en los métodos exclusivamente métricos.
Y del otro, un paso hacia los métodos proyectivos que culminaria, aflos mas tarde,
con la segunda edicion del Tratado de Geometria analitica (1906-1907) de Miguel
Vegas, donde la geometria métrica aparece como un caso particular de la geometria
proyectiva.

2. El Programa razonado de Mundi: estructura.

El Programa consta de 58 paginas manus-
critas y se estructura en dos partes: geometria
analitica plana (creada, sefiala Mundi, por Des-

y rugemacl cartes en 1637) y analitica del espacio' (Clai-

[T grama . oP: :
W raut, 1731). La primera parte se divide en cinco
>0 secciones: teorias fundamentales, linea recta,
g 8 75 circunferencia, conicas y teorias generales que
D ' pueden aplicarse a las curvas de cualquier or-
o y R den.

Otras andlogas constituyen la segunda: teo-
rias fundamentales, recta y plano, esfera, super-
ficies de segundo orden y teorias generales.
Estas, a su vez, se subdividen en subsecciones,
divisiones y finalmente en 87 lecciones que
corresponden a otros tantos dias de clase. En
las Tablas 1 y 2 recogemos un “cuadro sindpti-
co que comprende todas las teorias y lecciones
que abraza cada una de ellas”, realizado por el
propio autor.

Sobre la figura y la obra de Mundi, véase LLOMBART [1997] que estudia la oposicion a la
catedra de Geometria Analitica que Mundi gan6 en 1881 y presenta una cronologia biografi-
co-cientifica del personaje. La obra de Mundi ha sido estudiada en ESCRIBANO [2000] y,
de forma mas resumida, en ESCRIBANO y ESPANOL [2000].
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Tabla 1. Analitica plana [MUNDI, 1880, p. 23].
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Tabla 2. Analitica del espacio [MUNDI, 1880, p. 24].
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3. Contenidos
En este apartado podemos destacar los siguientes aspectos:

1) Desaparece el andlisis determinado.

Mundi prescinde de la ley de homogeneidad y de la construccion grafica de ex-
presiones algebraicas, tradicionales en las obras de geometria analitica y lo hace con
ciertas reservas ("quizas se nos critique") y justificando la ausencia: "estas teorias
importantes tienen cabida en el primer curso de andlisis y no forman parte de la
asignatura [geometria analitica]"”.

2) Equilibrio entre la geometria del plano y del espacio.

En contra de lo que es comtn en los textos da la época, que priman la geometria
plana en detrimento de la analitica del espacio, el Programa de Mundi mantiene un
perfecto equilibrio entre la geometria del plano (44 lecciones) y la del espacio (43
lecciones).

3) Tipos de coordenadas.

Junto a las coordenadas cartesianas (oblicuas y rectangulares) en el plano y a las
coordenadas cartesianas, polares y esféricas’ en el espacio, el autor considera tam-
bién las triangulares (tetraédricas) y las tangenciales:

"Las triangulares que basamos en las cartesianas aunque podriamos
tratarlas directamente, y que no deben confundirse con el método de las
anotaciones abreviadas, conducen a ecuaciones homogéneas y permite
simplificaciones notables tomando por lados del triangulo de referencia
rectas que forman parte de la figura propuesta. Las tangenciales deducidas
de las cartesianas y de las triangulares permiten establecer con gran faci-
lidad en la Geometria mixta el principio de dualidad que constituye el
principal timbre de gloria de la Geometria pura" [MUNDI, 1880, p. 7].

Se trata, por tanto, de un artificio para simplificar las expresiones y no de una
introduccion sistematica de tipo proyectivo. Con relacion a sus fuentes el autor
declara “haberse ajustado a la nomenclatura y division de sistemas en que Painvin
principia su importante obra” [MUNDI, 1880, p. 17]. Entendemos que se refiere a

? En 1857, la Ley Moyano habia incluido tres asignaturas de geometria en el curriculo de las
facultades de ciencias: Complementos de algebra, geometria y trigonometria rectilinea y
esférica; Geometria analitica de dos y tres dimensiones; y Geometria descriptiva. En 1877 la
asignatura de Complementos fue dividida en Analisis Matematico I y Analisis Matematico II
en las universidades de Madrid y Barcelona.

* Mundi insiste en la diferencia entre estos dos ultimos tipos de coordenadas: “Distinguimos
al hablar de las coordenadas polares, éstas de las esféricas que son las que acostumbran a
designarse por aquel nombre” [MUNDI, 1880, p. 17].
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los Principes de la Géométrie analytique (v. I, 1869, Donai; v. 11, 1872, Paris)4, la
obra mas conocida de Louis Painvin, si bien Mundi introduce los diferentes tipos de
coordenadas a medida que éstas van siendo necesarias y no al principio de la teoria
como hace el autor francés.

El Programa no recoge, y es una laguna importante, las coordenadas homogé-
neas. Este tipo de coordenadas independientes de todo concepto métrico, y por
tanto mas adecuadas para tratar los problemas proyectivos no se introducen en las
Lecciones hasta la tercera edicion (1904).

4) Ley de dualidad.

Mundi se sirve de las coordenadas tangenciales para poner de manifiesto la ley
de dualidad. Esta propiedad es, como ya habia indicado Gergonne en 1847 [LO-
RENZO, 1998, p. 49], esencial para elaborar una geometria independiente de la
nocion euclidea de la medida; y permite la escritura a dos columnas tan habitual en
los textos de la época. Sin embargo, el uso que de ella hara Mundi en sus Lecciones
se circunscribe a casos muy concretos como los Teoremas de Pascal y Brianchon.

5) El estudio de la circunferencia (esfera) precede al de las conicas (cuddricas).

Mundi justifica la inclusion de una seccion dedicada a la circunferencia (esfera)
previa a la dedicada a las conicas (superficies de 2° orden) en la posibilidad de ge-
neralizar las propiedades que aqui se obtengan:

"...verificado el estudio de la circunferencia o de la esfera puede gene-
ralizarse y suponerlo aplicado a cualquiera de las curvas o superficies de
segundo orden, por uno de los métodos generales de transformacion de
figuras, tratado en las Gltimas secciones" [MUNDI, 1880, p. 6].

Este parrafo nos recuerda al Traité de Poncelet cuya obra

"...estd dominada por la idea de reducir mediante proyecciones el es-
tudio de las figuras planas al de algin caso particular notable; asi el estu-
dio de las conicas al del circulo (como ya Desargues y Pascal), el estudio
de un cuadrilatero al de un paralelogramo, etc" [ENRIQUES, 1947, p.
375].

* Este texto debe ser uno de los libros mas manejados por Mundi por cuanto, fue uno de los
que solicitd para preparar la "encerrona" en las oposiciones a la catedra de la Universidad de
Barcelona. Los otros fueron: Analitica de Carnoy, de Rubini y de Catalan; el Andlisis apli-
cado a la Geometria de tres dimensiones de Leroy, y la Analitica de Desboves. Véase
LLOMBART [1997, p. 555].
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Recientes todavia los ecos producidos por la Gltima obra de Darwin (Descent of
man, 1871), Mundi utiliza el estudio de las ecuaciones de grado superior para mos-
trar su adscripcion al darvinismo:

"...estudiamos las ecuaciones de grado superior que representan varias
rectas reales o imaginarias. Algébricamente considerada esta teoria esta
fuera de lugar,... [pero] constituye una de tantas transiciones que demues-
tran una vez mas que natura non fecit saltum" [MUNDI, 1880, p. 8.

6) Puntos y rectas imaginarios. Puntos ciclicos.

El principio de “permanencia de las relaciones matematicas” o principio de
continuidad permite la introduccion de los elementos impropios en la geometria
proyectiva. En su Programa Mundi propone la utilizacion de los puntos y las rectas
imaginarias:

"...si bien resultan puntos y rectas sin representacion grafica, no obs-
tante su estudio es necesario para interpretar algunas ecuaciones y dar al
enunciado de un teorema toda la generalidad posible" [MUNDI, 1880, p.
8];

Para encontrar la definicion de rectas isotropas (perpendiculares a si mismas) y
de los puntos ciclicos que él denomina puntos circulares del infinito (“puntos en
que la recta del infinito corta a todos los circulos™), serd necesario esperar hasta la
tercera edicion de sus Lecciones. La introduccion de estos conceptos, que ya esta-
ban en la obra de Poncelet (Traité des propriétés proyectives des figurés, 1832), en
las Lecciones supone un avance respecto de los textos de Cortazar o Sanchez Solis,
pero la utilizacion practica que de los mismos se realiza es muy limitada.

7) Propiedades proyectivas.

Las lecciones 11 (Transversales), 12 (Razon armonica) y 13 (Homografia. In-
volucién) estan dedicadas al estudio de propiedades de tipo proyectivo: teoremas
correlativos de Menelao y de Ceva, teorema de Desargues (base de la homologia),
teorema de Pappus, razoén armonica, polo y polar, homografia, involucion,...

* Las ideas de Mundi, progresistas para la época, le llevaron afios mas tarde a mantener una
sonada polémica con Lauro Clariana y José Doménech, también catedraticos de la Universi-
dad de Barcelona, a cerca del “infinito geométrico” con marcado trasfondo religioso. Claria-
na hablaba de los “nuevos sabios que no quieren consentir en aceptar aquellas verdades que
Dios deposita en el alma de cada mortal”, mientras que Mundi consideraba la intolerancia
clerical como la causa del atraso intelectual del pais. Con relacion a esta polémica puede
consultarse VINAS [1987].
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Se trata de propiedades proyectivas (incidencia de rectas, colineacion de puntos)
pero no son propiamente de geometria proyectiva. Sobre el origen histérico de estos
temas Mundi cita a Desargues, Pascal, Carnot (Geometria de la posicion), Pappus,
Pascal, Simpson, Brianchon, Poncelet y Chasles. Es también evidente, aunque no se
cite, la influencia de los Porismas de Euclides que Chasles habia reconstruido unos
afios antes (Les trois livres de Porismes d Euclides, 1860)°.

8) Conicas.
Una buena parte del Programa (20 lecciones) esta dedicada al estudio de las co-
nicas consideradas como secciones de un cono y como ecuaciones de 2° grado:

"Este doble origen [de las conicas] lo patentizamos discutiendo prime-
ro la ecuacion general de segundo grado y demostrando después que las
curvas resultantes pueden considerarse como secciones planas de un co-
no" [MUNDI, 1880, pp. 11-12].

Es, por tanto, el mismo planteamiento que podemos encontrar en las obras de
Zorraquin o Cortazar. Sin embargo, en la introduccién de los elementos notables en
sus Lecciones encontramos, a lo largo de las tres ediciones, cambios importantes
que muestran la evolucion del autor y que suponen un avance con relacion a los
textos anteriores.

En su Programa Mundi no alude al concepto de haz ni a otros aspectos previos,
como la determinacion o la posicion relativa de dos conicas. En las tres ediciones de
las Lecciones hay breves referencias a la determinacion e interseccion de curvas,
redactadas con un estilo genérico e intuitivo.

9) Cuddricas

La clasificacion de las conicas se realiza a partir de la ecuacion general de se-
gundo grado, sin embargo en las cuddricas prefiere -en el Programa y en las tres
ediciones de sus Lecciones- exponer primero las propiedades del centro y de los
planos diametrales, reducir las ecuaciones a su forma canoénica y discutir finalmente
estas ultimas. Para determinar los planos principales introduce la ecuacion caracte-
ristica y demuestra que sus tres raices son reales, “sin considerar previamente nin-

® Para Chasles: “Un Porisme est la conséquence d'un théoréme ou de la solution d’une
probléme, qui elle-méme constitue un théoréme. Le Porisme exprime la méme chose que le
théoréme dont il se déduit, mais sous une autre forme et d"'une fagon moins compléte et qui
laisse quelque chose a déterminer.... La transformation des théorémes en Porismes tendait a
simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant des certaines déterminations
complémentaires qui n’étaient pas toujours nécessaires” [EUCLIDES, 1860, p. 36].
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gun caso particular; sino transformando la ecuacion de modo que podamos demos-
trarlo directamente y con toda generalidad” [MUNDI, 1880, p. 18]’

Como sucediera con las conicas, Mundi no alude a los haces de cuadricas ni, en
este caso, a las cuestiones sobre la determinacion e interseccion de cuadricas.

10) Teorias generales.

La ultima seccion de cada una de las partes (plano y espacio) estd dedicada al
estudio de diversas propiedades agrupadas bajo el epigrafe de "Teorias generales".
Entre éstas, Mundi concede gran importancia (4 lecciones) a las "anotaciones abre-
viadas" (notacion abreviada de Pliicker) que permiten "simplificar los célculos al-
gebraicos y facilitar las demostraciones". Como aplicacion de esta notacion de-
muestra el teorema de Pascal y su correlativo: el teorema de Brianchon.

El concepto de transformacion o paso de una figura a otra es uno de los con-
ceptos basicos de la geometria proyectiva y es, también, uno de los aspectos que
mejor evidencian la evolucién matematica de Mundi. Asi, en las sucesivas edicio-
nes de sus Lecciones amplian estos contenidos y modifica la presentacion de los
mismos que se vuelve mas sintetizada y ordenada de lo general a lo particular.

4. Metodologia

Las principales innovaciones de Mundi hay que buscarlas en los aspectos didac-
ticos y metodoldgicos a los que el autor, al contrario de lo que venia siendo habitual
en la época, presta gran interés:

1) Requisitos previos

Supone que los alumnos dominan las teorias auxiliares para el estudio de la ana-
litica: determinantes (hace un uso continuado para simplificar las expresiones),
teoria de proyecciones en el plano y las transformaciones de las series de fracciones
iguales. En el desarrollo, estd también implicito que el alumno dispone de unos
conocimientos de geometria sintética adquiridos en al asignatura de Geometria®.

7 La nocion de ecuacion caracteristica esta ya en los trabajos de Lagrange y de Laplace sobre
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. La demostracion de que sus raices son reales
en el caso de una forma cuadratica de tres variables se debe Hachette y Monge (Journal de
I'Ecole Polytechnique, 4, 1801-1802, pp. 143-169), y a Poisson y Hachette (Journal de
I"Ecole Polytechnique, 4, 1801-1802, pp. 170-172. Por su parte Cauchy lo demostré para las
formas de n variables (CAUCHY, A. L. (1882-1958) Oeuvres complétes, 26 vol. Paris,
Gauthier-Villars, T. IX, pp. 174-195). Véase KLINE [1992, T. 3, p. 1055] y BOURBAKI
[1976, p. 179].

% El Plan Lasala (13-8-1880) establecié una nueva asignatura de Geometria: "Se trataba a
todas luces de una geometria euclidea, y previa a la geometria analitica, con la que estaba

Actas VIII Congreso de la Sociedad Espariola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas



854  JOSE JAVIER ESCRIBANO BENITO Y LUIS ESPANOL GONZALEZ

2) Auna los diferentes métodos de la geometria.

En su Programa, Mundi pretende conjugar los tres métodos, que segun él, coe-
xisten en la geometria:

Geometria de la extension: Euclides, Arquimedes, Apolonio, Pappus...

Geometria analitica: Descartes.

Geometria pura: Carnot, Poncelet, Steiner, Chasles, Staudt...

“Fueron injustos los que encarifiados con los procedimientos generales
del fundador de la escuela cartesiana, creyeron poder abandonar, casi por
completo las profundas huellas que habian impreso en la ciencia de la
extension las inmortales obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio,
Pappus. Y son ahora injustos también los que creen que la Analitica y
hasta el mismo calculo infinitesimal, son poco menos que innecesarios
desde que los métodos de transformacion de figuras han comunicado a la
Geometria pura un caracter de facilidad y universalidad completamente
desconocido de los antiguos” [MUNDI, 1880, p. 2].

Si los métodos cartesianos completan la geometria griega (axiomatica y sintéti-
ca), nosotros echamos de menos en la exposicion de Mundi, el reconocimiento de
los gedmetras que hicieron avanzar los métodos analiticos durante el siglo XIX
(Gergonne, Pliicker, Mobius...).

3) Fundamenta el desarrollo del programa con argumentos historicos.

Mundi introduce en su Programa diversas justificaciones de tipo historico, en
ellas parece observarse una mayor precision en la geometria sintética que en la
analitica y en los avances del primer tercio del siglo XIX que en los posteriores. A
lo largo del programa se cita a Chasles, sin precisar la obra, en diversas ocasiones Yy,
de hecho, parece clara la influencia de su famosa aportacion histérica Apergu histo-
rique sur ['origine et développement des méthodes en Géométrie... (1837). Es dificil
precisar, sin embargo, si Mundi tom6 directamente los datos de la obra de Chasles o
a través del Tratado de geometria elemental de Rouché y Comberousse cuya tra-
duccién al espafiol acababa de publicarse en 1878 con un "Prefacio” historico en la
linea de Chasles. En cualquier caso las referencias historicas no siempre son acerta-
das, por ejemplo considera que la Géométrie de Descartes incluye un sistema de
coordenadas explicitos y coloca a Descartes (1596-1650) como continuador de la
obra de La Hire (1640-1718):

"... la construccién geométrica de las formulas algébricas, debida a
Viéte, no trata jamas de sistemas coordenados, objeto preferente e instru-

fuertemente relacionada, mas atin siendo explicada por el mismo profesor" [MILLAN, 1991,
p- 4]
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mento exclusivo de que se sirve la obra inmortal de Descartes dada a luz
en 1637..." [MUNDI, 1880, p. 4].

"...La Hire fue el primero en considerar estas curvas [las conicas],
prescindiendo del cono generador, didles su cardcter moderno y sus
definiciones actuales. Por fin el inventor de la geometria analitica
Descartes encontr6 las tres conicas discutiendo la ecuacion de se-
gundo grado. Desde entonces se les da indistintamente el nombre de
curvas de segundo orden y de conicas" [MUNDI, 1880, p. 11].

4) Metodologia diferente en el plano y en el espacio.
En su Programa, Mundi establece una similitud entre la geometria del plano y
del espacio:

“Para legitimar el programa en su segunda parte “analitica del espa-
cio” basta observar que cambiando s6lo los nombres, los mismos razo-
namientos aducidos en la plana deberian hacerse ahora, pues las dos par-
tes de la Geometria marchan completamente paralelas” [MUNDI, 1880,
p. 17].

Sin embargo, en la exposicion de las mismas hay importantes diferencias meto-
dologicas. Asi, en el plano realizara los céalculos a la vista de los alumnos y en espa-
cio los escribird con antelacion en el encerado, resaltando de este modo la impor-
tancia de la explicacion frente al mecanismo algoritmico. Aunque Mundi considera
este método una "innovacion", su empleo venia siendo habitual en las Academias
Militares (método de las pizarras)’.

En realidad las diferencias van mas alla de los métodos seguidos en la exposi-
cion de los conceptos, como puede comprobarse en el tratamiento de las conicas y
de las cuédricas.

5) Importancia de la parte prdctica.

"Tenemos la pretension de atender por igual a las dos partes que com-
ponen toda ciencia matematica una especulativa y otra practica por regla
general bastante desatendida, por lo que exigiremos a nuestros alumnos
una coleccion numerosa de problemas casi tan util e importante como las
mismas lecciones recibidas en clase” [MUNDI, 1880, p. 21].

6) Preparar al alumno para la geometria descriptiva.
Algunos temas de la analitica del espacio (como el estudio de las superficies
homofocales) estan orientados a servir de base para la geometria descriptiva, que la

’ Véase VELAMAZAN y AUSEJO [1991, p. 1310].
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Ley Moyano incluia en los estudios de Exactas, en los de ingenieria de cualquier
especialidad y en los de Arquitectura'’.

Conclusiones

El Programa de Geometria Analitica supone una clara apuesta por la moderni-
zacion de la ensefianza de esta materia mediante la inclusion de diferentes sistemas
coordenados, y conceptos y métodos de la geometria proyectiva. Sin embargo,
Mundi no llega a dar una formulacién explicita de la misma y, por consiguiente, su
propuesta no significoé una ruptura con los métodos euclideos que imperaban en la
geometria espafola.
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