REVISTA
DE LA

ACADEMIA
DE
CIENCIAS

Exactas

Fisicas
Quimicas y
Naturales

DE
ZARAGOZA

Serie 22

Volumen 36




INDICE DE MATERIAS

M. P. ALFArR0 GARCIA. — Formulas de recurrencia y sumacion de orden p para
polinomios ortogonales sobre la circuferencia unidad

ANGELES GIL ALVAREZ. — Criterio mixto de utilidad y quietud esperadas
(invariante frente a traslaciones respecto a las utilidades) ... ... ... ... ...

O LR S PRGN s gy 4 R

. MARTINEzZ L6PEZ. — Formaciones producto de S-grupcs ...
J. HERNANDEZ PARICIO. — Resoluciones (CO) fibradas ... ... ... ...

i. ToRRES. — Dos notas sobre secciones de Lockett en clases de Fitting de
grupos finitos ...

A T SRS TN o

. GONZALEZ-JIMENEZ. — Sobre el anulador de un dlgebra ... ... ... ... ... ... ...

. JAvIER GUADALUPE HERNANDEZ y JAIME VINUESA TEJEDOR. — Una condicion
adicional al teorema de equivalencia de las formulas fundamentales para
sucesiones reales de polinomios 0rt0OgONAlEs ... ... ... ... .c. oo oee cee er oo

. CavERO y E. BERNABEU. — Potenciales interatémicos. para el estado funda-

mental de sisiemads cesiO-gas NODLE ... ... ... ... cc. coi cei i e e

Casas, I. EscaLoNA y F. MERINO. — Estudio de la frecuencia critica de fu-
sion con luz coherente y espacialmente incoherente ...

. LARENA y M. VALERO. — Efectos de trazas metdlicas en la quimioluminiscen-
claidel 2 4 o rifenilimiddzol s o e

. AZNAREZ ALDUAN, M. A. BELARRE PIEDRAFITA y A. BoNA ERNICAS. — Sintesis
y estudio del 2—|](2—hidroxi—5-clo7'o-fenil)-imino|—metil|—fenol como reactivo
analitico ...

Félix M. Royo; Mariano GRrAcia and Celso GUTIERREzZ L0SA. — Thermodinamic
study of some binary mixtures and energy parameters of the various types
of contactsinvolveds Tleh ol b e e

M. Carvo, J. NavaL, F. LAMPREAVE y A. PINEIRO. — Aislamiento simultdneo de
alfa-fetoproteina y de la albiimina del suero fetal de rata ... ... ... ... ...

M. Laco. — Consideraciones sobre la edad de unas rocas ofiticas en la zona
meridional sur-pirenaica (provincias de Huesca-Lérida) ... ot ren Al

Necroldgicas. — Excmo. Sr. D. Francisco Pascual de Quinto y Martinez de
Andesillas Barowde famari o - oy e




Rev. Acad. Ciencias Zaragoza, 36 (1981)

FORMULAS DE RECURRENCIA Y SUMACION DE ORDEN p PARA POLINOMIOS ORTOGONALES
SOBRE LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD (*) .

M.P. ALFARO GARCIA

Departamento de Teoria de Funciones. Facultad de Ciencias. Zaragoza (Espafia).

We expose here a general and essencially simple procedure to obtain several

recurrent expressions relating a certain number of different elements of the fa-
n-p

ﬁn(z) is the nth-orthonormal polynomial and ﬁn(z,O) denotes the nth-kernel. The

; P~ J= -1 ja -1 -
mily: (2% (z), {z Kn_j(z,O)} ?=O {zan_j_i(z,O)} §=o' P _(z) where p < n,

use of the sequences {wn}:=1 ’ {Tn}n=1 introduced to construct the parametric
theory, simplifies considerably the expression of recurrence formulas obtained.
We>will deduce, then, the parametric expression of them. Anyway, the.largest con-
tribution of this paper is, perhaps, to express a geometrical meaning of recurren-
ce formulas, unknown st ill now. We obtain too, several general formulas of Chris
toffel-Darboux. Particularizing we deduce of them, the formulas used in the clas-

sical theory, together with other new expressions.

I. E1 Espacio Il (2z)

1. INTRODUCCION

Se considera en I (z) , espacio vectorial de los polinomios en 2z con
coeficientes complejos, la estructura prehilbertiana definida por un producto

escalar (c) asociado a una matriz m = (ci hermitiana definida posi-

S
e J 1,3]=0
tiva y de Teoplitz. Por tanto UJ,dicho producto escalar verifica la propiedad

caracteristica:
zP(z) v 2Q(z) = P(2z) < Q(2)
para cualquier par de polinomios P(z), Q(z).

Con Hn(z) se designa el subespacio lineal de los polinomios de grado
. 3
£ n. Si A(z) es un subespacio vectorial de T (z) , [a(z)] representa su
complemento ortogonal respecto a Hn(z) . Para el subespacio engendrado por
una familia de polinomios de I (z) , {Qi(z)}?___l , se utiliza la notacién
. m % :
Lito; (237 ;] -

A paftir de los Ak (Ak es el menor principal de orden k+1 de la ma-

©
triz m ) se define la sucesidén de "excesos" {en}n=o en la forma siguiente:
e =A =c
o o oo
e = A /A n =il
n n/ n-1 .

Sea {ﬁn(z)}:=o la familia de polinomios ortogonales (PO) normalizados
asociada al producto escalar anterior, familia que es base ortonormal (ON)
del espacio Ii(z) y cuyos elementos admiten la expresién en forma de determi-




nante que puede verse en [5] & [6]i en términos de las sucesiones paramétri-

& & o : |
cas {wn}n=1 ; {Tn]n=1 definidas en [1] , resulta:

P (0) = ﬂ%}/JE; el P 0) S o w JyEa s

La sucesién ‘de n-nficleos {Kn(z,y)}:=o se define para cada y e C en la
forma habitual:

n
K_(z,y) = 3 °P.(y)P.(2) n =0
n e J J
j=o
Ademds, (v. [6]) , siendo [[Kn(z,y)ll2 = K (y,y) se tiene la correspon-
diente sucesidn normalizada {ﬁn(z,y)}:=o , poniendo
R (z,y) = X (2,¥)/ VK (y,) n =0 .
. En particular, la sucesién, {in(z,O)}:zo , viene definida por
X = 5 >
Kn(z,O) = Ven Kn(z,O) n 0
Obsérvese que, para cada n , ?n(z,O) no es sino el polinomio reciproco
P*(z) de la teoria clésica (v. [2) & [3] ) aungue como tal no serd utili-

zado en este trabajo.

n

=5 DE Hn(z) 5

2. LAS BASES {Bén)}

Con notaciones habituales pondremos para p e N :

zpﬂk(z) = {zPp(2) | P(2) e Hk(z)} ; ke N
zPl(z) = {zPp(2) | ©P(2) e N(2)}
Es claro que 1II(z)Dzll(z)D ...:)sz(ztD ... Y gque el ideal zpﬂ(z) esté
engendrado por los vectores {zm};=p o por la familia {zpﬁ.(z)}?=o , eviden-

temente ON . Por restriccién se obtiene la base ON {zpﬁj(z)}§=o para el sub-
espacio szk(z) (k e N).

PROPOSICION I.l.- Para cada p £ n la familia i
(n) P3 n-p )03 p-1
B : P 5 g A ; 4 5
- (z"Py(z) by 5 7 (2 K5 (2,00 15_7) (1.1)
es una base ON de Hn(z).

DEMOSTRACION: La descomposicién en suma directa de Hn(z)-

I (=) = 2Bl () el R (2) ] (@.2)
<

es valida para cada p nee

Se comprueba facilmente que los p vectores {zjﬁn_j(z,o)}§:é constituye
L
una base ON de [szn_p(z)J . Basta ahora completar con la base
P35 n-p B ;
{z Pj(z)}j=o de z Hn_p(z) antes citada.

En particular, si p = 1 se tiene la hase utilizada habitualmente en [1]
. (una base anédloga ha resultado Gitil en [4] para el estudio de P.O. sobre

cassinianas). En los casos extremos p =0 , p = n se obtienen las bases:

(n) , s n
B ((Pj(Z)}jzo)
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3. FORMULAS DE RECURRENCIA DE ORDEN p .

La proposicidn siguiente es punto de partida para obtener expresiones

recurrentes que generalizan las usualmente conocidas.
. {1

PROPOSICION I.2. Para cada p (0 < p < n) las familias

P . (23R p-1
(z Pn_p(z) ;o iz Kn_j(z,O)}j=o)

ig Dol Sois
(LR 5 1€z, 0520 & B (2) .
' s
son bases ON distintas del subespacio [zpﬂn_p_l(z)] o

DEMOSTRACION: A partir de la descomposicidén de Hn(z)

I (z) = I (z) @ BlD ]

se obtienen las expresiones
= P3 n-p-1 ,P3 o p-17
1 (z) = L[{z P (2) s ] e vz Bz (29K (2,00} ]]

: 5
n_(2) (z,003520 5 B (2)1]

B3 el - S
L[{zppj(Z)}?=g ]le LL{Zan-—j—l

de las que se deduce inmediatamente la tesSis. #

Podemos ahora establecer:

PROPOSICION I.3. Si 0 < p £ n son vilidas las 2p+2 relaciones siguientes

que llamaremos "fdérmulas de recurrencia de orden p" :

pP- Qe : e
S ZBD = n-j js n -
z-P = —=l
n_p(z) jgo \/,e__ z Kn_j_l(z,0)+\)e P (z)
n-p Db
2 °n =~ S
K (z,0) = \/e—n_—l K. _1(2,0)0+ \[é_n B_(0)B (2)
h-1 s SO (I.3)
2 = ~ ]r\
z K _,(2,0) EZé Tnej Ppop (027K, g9 (2,0) +
n-h  _h. ~—
+\——— z K ,0)+ P P
= e an @2, (2)
(h=1,2,...,p-1)
ik (z0y = 2=l . Bp (z) + I—Eﬂ:i— 2R (2,0
n-i-1 V:;—— SEn=p enie ot Bl
n-p n-i
p:l X 55 3
+ T . P .(0)z R .(z,0)
L Pt e n-j
: (i=0lll---1p_2) (I.4)
~ T e
fz0) - mE n-p+1 4
o E e e @) EEE R )
n-p Db,
S (2) —\[—2 BB B ig
2 Nee zpn (@) [e‘n jgé Phoj (027K _L(z,0)




DEMOSTRACION: Basta determinar por el procedimiento habitual, los coeficientes
(h)yp (1)4p = =
(Aj }j=o A {Bj }j=o (h,i=0,1,...,p) en las relaciones

p-1l I A
zpﬁn_p(z) = .§: Aép)zjxn _l(z,0)+Aép)Pn(z)

j=o =
p-1 :
ha _ (h) jz (h)5
2K _4,(2,0) = j};o Aj z Kn_j_l(z,O)ﬂI\p P (2)
h=0,1,...,p-1

: A ik 5 ;

3o S ()P B (9w
z K _:_4(2,0) = Bp z Pn_p(z) + jéé Bj z Kn_j(z,O) l

i=0,1,...,p-1

=t %
3 _ 5 (@) _ps 12 @
Briz) = Bra 2 Pn_p(z) ar 3>=:o Bz K _5(2.0)

cuya existencia y unicidad asegura la proposicidén anterior para cada 0 < p < n.

Si p =n no es posible hacer uso de la proposicidn citada, pero se obtie-

nen las correspondientes relaciones directamente, al expresar los polinomios
na n-1- n-2-,
z Po(z) TNAZ 1

Las igualdades (I.3) 'y (I.4) son, en definitiva, la expresibn analitica de
un cambio de base ON en el subespacio [zP n_p_l(z)]L de T (z) . La matriz
del cambio de base es unitaria de orden p+l , con determinante igual a (—l)p;

por tanto es directa si p es par.

COROLARIO I.3.1: Para cada n e N son vadlidas en I(z) 1las siguientes férmulas

ordinarias de recurrencia:

n A e
ZP _1(2) = —— K _1(z,0) + = 1 P (z)
n-1 n-1
e = T (55)
K (z,0) = 2K (z;0)"= 8
n o ’ P
en-l n-1 = n(z)
n-1
o o G
K _,(2,0) = Ve ZP“_1(2)+\}en—1 K (z,0)
; ol (1.6)
~ en A Tn ~
Pn(z) = e an_l(z) = ——;——— Kn(z,o)
V n-1
DEMOSTRACION: Basta hacer p =1 en (I.3) y (I.4). #

Las (I.5) y (I.6) son la expresidn pargmétrica de las relaciones recurren-
tes que se obtenian en [1] operando en los; determinantes expresién de ﬁn(z)
y ﬁ;(z) . Con el método aqui seguido dichas relaciones resultan como expresidn
de un cambio de base en un subespacio lineal de Hn(z) ; lo que les confiere un
significado geométrico no establecido hasta el momento.

Kl(z,O) 2 Kl(z,O) en términos de la base Bén) de Hn(z). #




Por otra parte, las férmulas ordinarias de recurrencia en su forma paramé-
trica, admiten una interpretacién grafica precisa si T, es real, como puede
verse en la figura siguiente en que se representa el circulo unidad del subes-
pacio [an_Z(z)]L Yy en la que se interpretan de manera evidente las relacio-
ne st (R T5)) Mty (MR 016}

K, (2,0)
Kn(20) —=
ST e N
' \
\ \
\
\
Ll \\
! \
| \
{ \
1 \ Py
1 e —— v ——— —— —— —— X3P @)
) \ 1
) \ 1
Tn
1 = \ |
\ Ven, \
| l |
\ 1
s S I s 1 R
e\

4. FORMULAS DE SUMACION DE ORDEN p .

Las usualmente llamadas férmulas de sumacidn son caso particular de ex-

presiones mds generales, cuya existencia asegura la proposicibén siguiente:

PROPOSICION I.4.En Hn(z) son védlidas las dos relaciones siguientes que llamare-
mos réspectivamente 12 y 22 férmula de sumacidn de orden P (0 <pl< n)i

S A p-1 Lol S

g; Ph(Y)Ph(z%+2i y z Kn_j(Y'O)Kn_j(Z,O)

h=

+ =
K. (z,y)= P=0=Ptl izo
P 3
l_§PZP
i ne Psl i e A ,
3PzP S Ph(y)gh(z)+ S 7223k _s(y,0)K__.(z,0)
h=n-p+1 j=o nd e
K (z,y)=
l—?pzp

DEMOSTRACION: Basta obtener la expresién del polinomio Kn(Z,y) de Hn(z)

en términos de la base B(n) de dicho espacio y hacer uso de la expresibn re-

currente del n-nficleo Kn(z,y). #

COROLARIO I.4.1. Si p = 1 , resultan respectivamente

- —Pn(y)Pn(z)+Kn(y,0)Kn(z,0)

K__.(z,y)
N il 1-yz




—§an(y)Pn(z)+Kn(y,O)Kn(z,0)

Kn(z,y) =

Estas dos férmulas de sumacién se obtuvieron en D] aunque por procedi-

miento distinto.

2 : a
PROPOSICION I.5. Existen en Hn(z) férmulas de sumacidn de orden p (3 y

43 respectivamente) de la forma:

N A joil H
= Cgp)szi(z)+ > Dép)z]Kn_j(z,O)
K (zry)= i=n-2p+1 J=0)
n- ! =
E 7P2P-1
9 R e )
p) P pP) IR (v,0
DR C Vb () eSS Dl s )
K (z,y) = i=n-2p+1 j=o
n-p =
5P,P-1
NOTA. Los coeficientes Cip) (H=n=2p+1i, 8 i, n=p)i; Dép) (=051 .- P=1) vie=
ren definidos por :
Cip) = (?pzp—l)Kn_p(z,y)c zpﬁi(z) i=n-2p+1,...,n-p
D;P) = (?Pzp_l)Kn_p(z,y)q zjﬁn_j(z,o) 3-0,1, . p-1 .

Su determinacich, que en casos particulares es posible unas veces directa-
mente, otras, con ayuda de la filtima de las férmulas de recurrencia (I.4), no

parece asequible en el caso general.

Obsérvese que, puesto que los Cip), D;p) son funcidén de y , la notacidn
c® | p®
1 J
gacién de coeficientes.

7 supone en este caso concreto sustitucién de y por z , y conju-

DEMOSTRACION: La 3% férmula de sumacidn se obtiene a partir de la expresidn

en términos de la base B(n) del polinomio (§pzp—l)Kn_p(z,y) que pertenece
a Hn(z) ¥Y e € . La 4% férmula de sumacidén se deduce de la anterior tenien-

do en cuenta la relacidn Kn_p(z,y) = Kn_p(y,Z)- #

En el caso p = 1 se tienen dos férmulas de sumacién no conocidas hasta
ahora:

COROLARIO I.5.1. Si p = 1 , se tienen respectivamente

2p 1 (2)8 (1)K _; (v,00K (z,0)

Kn—l(z’y) =
yz-1
= C e, yPn_l(y)Pn(z)—Kn_l(z,O)Kn(y,O)
Dl en-1 yz-1 4

En lo anterior se ha supuesto 0 < p < n . En el caso p = n sblo la ex-




presibén de Kn(z'Y) en la base Bén) de Hn(z) tiene cierto interés, obte-
niéndose la relacidn:

]

n — 5
K (z,¥) = 5 ijn_j(y,mzjxn—j(z,m

.
1l
(e]

y, en particular,

n 3 2 = 2
K (z,2) = jzg |z |Kn—j(z’0)|
. 0 n .
Kile ey = 5% 7 (e o2
n £ n-3j
j=o

.II. El espacio H(%)

Designamos con H(%) el espacio vectorial de los polinomios en z_l con
coeficientes en C ; H(%) es prehilbertiano con el producto escalar defini-
do para los elementos de la base de Hamel {1, % 5 li G o) mediante

z
11 men
n m ¢
z z
5 3 5 . 1 1
y extendido por linealidad a cualquier par P(E) b Q(E) 5

La sucesidén fundamental de PO asociada, {ﬁ_n(z)}:=O viene - definida por
B _(2) = B (D n=o0
-n neiz
donde con la notacidn de segundo miembro, se indica que la conjugacién afecta s6-

lo a los coeficientes del polinomio ﬁn(%) 5

-

En cuanto a la sucesién de n-nicleos , {K_n(z,y)]:=O r

n
n =

= S >
MyeenC K_ (z,y) = j%b P_j(y)P_j(z) n =0

y normalizando:

/ﬁ_n(z,y) = K_ (z,v)/ \/K_n(y,y) nt =10

Definiendo %_n(w) en la forma natural ﬁ_n(w) = 1lim ﬁ_ (z) , resulta
g_n(”) = ﬁn(o) , luego ZE
KL (zhe)s =" 550 P (0)iP . (Z)] nt =40
-n S D 3
e
K_;(z,=) = ye K (z,%)
2 A _ 1
(Obsérvese que K_(z,®) = Kn(z,O)).
Con el empleo de la base 'Bfn) (p € n)

(n) | -P3 n-p . -3 ©)}P=1
Bl (= P_j(z)}j=o g e K~(n—j)(z’ )}j=o)

y con razonamientos paralelos a los utilizados anteriormente, se obtienen en
H(%) férmulas hombdlogas de recurrencia y sumacién que pasamos a exponer, omi-

tiendo demostraciones.

PROPOSICION II.1. Para cada p (0 < p £ n) son vdlidas en ﬂn(%) las

11




2p+2 fdérmulas de recurrencia siguientes:

p-1 (G % e
Z 8P, (Z)ie= el : o
- (n-p) jéo \{en_p z K_(n_J_l)(z )+\{en_pp_n(z)
= =
® v il ~ A~
K_nfz, = \/——en_l K_(n-1) (2/®) + ,/En P (0)P_ (z)
h-1
-ha = S (e 1)
z K—(n-h) (z,=) = j%c; ‘rn_an_h(O)z K—(n—j—l) (z,®)+
e
+\/_n=h z"hf(\ (2 =)
\/en—h-l s D
+Ve_n ,ﬁn—h(o)g—n(z) (h=1,2,.. -/p-1)
g T T :
z 'R (z,@) = —Nn=1i -pg ( n-i i~
= (n=icha ey ZEN R (o)
(n-i-1) \/en—p (n-p) e (n-1i)
p-1 = e
+ > P : = o
coeaaei 0 ) (0 )
(i=0,1,...,p-2) II.2)
A K ( ) (z,°)= _T_n‘P'*l 2 13 (z)+ Sn-p+1 = ( )
(e ’ et EE =
e Ven—p (n-p) ®hp (n-p+1)
B )= |-n .ee = -3z
7 €n-p - (n-p) (z)+\/_§n jgé Pn—-j (0)z K—(n—j) (z,)

COROLARIO II.1.1. En el caso p = 1 se obtienen las cuatro f6rmulas de recu-
rrencia siguientes:

-1 —

z P_1y(@) = - Ve P )k (noq) ()t ‘
(1r.3)
~ en ~ — A ~
K—n(z’m) = ero K—(n—l) (2,20 VenPn(O)P_n(z)
n=1
”~ 0 e -1A + —z;l 'Iz (z,)
Kerqyzie) = el POy zmab (2] s= o2
(II.4)

e .
" n -1 — t\; =
P_ (2) = \]en—l ZEPL e (z)+ Ven P_(0) K (z,*)




PROPOSICION II.2. En m“%) se tienen las relaciones siguientes que llamaremos
de sumacién de orden p (0 < p < n)

n Pl
s N ,P\ ( S SRS )
L (Y)P (z)+ K s % : &
K (z )_h=555+1 4 2 jgéy : _(n_J)(y )K_(n_j)(z' )
(i) e -p, P
1=Visiz
n —_— L
=P P a ~ P e ] e ] 78
-y 'z > PP . (2)+ Jz7IR ; ©) K @
K__(z,y)= h=n-p+1 "B~ -h jgoy ~(n-q) WKy (2,2)
-n {/
l_?_Pz_p
n-p G E o b T
> +1Ci(p)z LG ok e
_ 1i=n- j= FLo
- (n-py (20¥) = - =
y—PZ"P_l

_—
~

nob e e
(=p) --p3 p) -
= G

. oy (Y, =)
K _ i=n-2p+1 : = -(n-3)
- (n-p) (2+¥) . = e
7 Py P_l
con coeficientes Ci_P) 5 Dg_p) , las dos filtimas, definidos por:
(=p) _ (5~P,"P_ 5 -P3 e
Ci (y “z l)K_(n_p)(z,y)o z p_iu) i=n-2p+1,...,n
(-p) _ (5~P,~P_ S Sl W
Dj = (A l)K_(n_p)(z,y)o z K_(n_j)(z,w) j=0,1,...,n-1
y cuya determinacibén efectiva no parece posible en general. #

)

La notacién Ci—p 5 Dg_p)

es la que se precisa en la proposicién 1.5.

En el caso p = n , se obtiene la relacidn:
n ja

K_ (z,y) = ) (y,m)zjK*(n_j) (z,%) .

3)=0,

COROLARIO II.2.1. En el caso p = 1 se obtienen las siguientes férmulas de

sumacidén ordinarias:

= ~ SR
-P_ (¥)P__ (2)+K__ (y,®)K__ (z,*)

Kaoa o (Zny)i= =
-(n-1) 1y Lt
sy e ()P (2)4R_ (v, @)K (2,%)
K_(z,¥) = =
3 1=VE=sz
—-1a ~ A TG =
. - y) = e, 2z Py @P =K gy (¥eR)K_ (2,2)
s(n=l) e 7171,
D e DX Gr s &
- - e 5% P_(n_l)(y)P_n(Z)-K_n(y, )K_(n_l)(zr )
(=)l enh-1 §_1z_1—1

13




Obsérvese que todas las relaciones que aqui se obtienen resultan de las

correspondientes de [Il(2) al sustituir ?n(z) y ﬁn(z,o) por ﬁ_n(z) y

()

EaN . . . .
K_n(z,°°) respectivamente y conjugar coeficientes.

Este articulo es parte de la Tesis Doctoral de la autora, leida en Zaragoza

el 6 de Julio de 1978 y dirigida por el Prof. Dr. D. Luis Vigil y V&zquez.
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.CRITERIO MIXTO DE UTILIDAD Y QUIETUD ESPERADAS (INVARIANTE FRENTE A TRAS-
LACIONES RESPECTO A LAS UTILIDADES)

Marfa Angeles Gil Alvarez

Departemento de Matem&ticas. Facultad de Ciencias. Universidad de Oviedo.

In the theory of making decision under tisk, experiments are considered to be in-
formative since they reduce the amount of uncertainty associated with the states of na
ture. If the decision maker can make several decisions and he is able to allocate them
numeric values (utilities), depending on the states of nature, to evaluate the interest
thaf the election of a @ecision before a state of nature has for him, then, the increa-
se of information provided by a experiment performance infers an increase of utility
(value of information))l In the other hand, the concurrence of uncertainty and diversi-
ty of utilities in a same problem causes the appearance of unquietness associated with

the states of nature.

Now, we assume that certain decision maker can perforﬁ several random experiments,
but he cannot perform two experiments simultaneously. Then, he must make a selection
among them. In this paper, we establish a criterion of comparison between two experi-
ments, which consider better an experiment when the provided information implies more
increase of utility and, if the increases of utility are equal for two experiments, when

that information provides more quietness to the decision maker.
1. INTRODUCCION.

Si consideramos un proceso de decisién en ambiente de riesgo y suponemos
que cierto decisor puede realizar experimentos distintos, pero no a un tiempo,
convendria efectuar la seleccién del m&s adecuado, que en principio serfa aquel
experimento que proporcionara mayor informacién sobre los estados de la natura-

leza. Con tal motivo, P. Garcia Carrasco formuld en *¢

un criterio de compara -
cién de experimentos basado en la maximizacién de la informacidén de Shannon, que
resolvia satisfactoriamente el problema de seleccién.

Si admitimos por otro lado que el decisor dispone de un conjunto de deci -
4ciohes cuya consideracibén, segln el éstado de la naturaleza que'pueda presentar
se, es capaz de: evaluar mediante una funcién de utilidad, entonces, el camino
més indicado siguiendo un comportamiento bayesiano seria tomar, previamente a
la realizacién de experimentos, aquella decisién que maximizara la utilidad es-
perada y, tras la realizacién de un experimento y del conocimiento de su resul-
tado (lo que representaria el paso de una distribucién a priori a una distribu-
cibén a posteriori sobre el conjunto de estados de la naturaleza), tomar aquella
decisién que maximizara la nueva utilidad esperada. Después de la toma de deci-
siones, el decisor tendria que seleccionar el experimento mds adecuado para rea
lizar, que a la luz de los nuevos datos seria aquel experimento para el cual el
conocimiento de su resultado proporcionara la mayor ganancia esperada de utili-
dad (entendiendo por ganancia de utilidad, la variacién en la utilidad esperada
que posibilita la informaci6n acerca de la realizacibén del experimento). En la
misma linea que el criterio basado en la informacién de Shannon, P. Qarcia Ca-

rrasco estudif otro criterio cimentado en el valor de la informacién muestral
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o EVSI, definido por Raiffa y Schlaifer y que intuitivamente puede interpretarse
como la ganancia esperada de utilidad mencionada anteriormente.

El objetivo del trabajo que nos ocupa, es formular un criterio mds fuerte
que este Gltimo, en el sentido de que permita compara algunos experimentos que
mediante el criterio precedente no son comparables, pero manteniendo el orden
entre los comparables.

Para ello se incorpora el concepto de "inquietud" definido y analizado en

5 y del que se han propuesto dos medidas °

, aplicables a dos situaciones distin-
tas, en una de las cuales vamos a fundamentarnos posteriormente.

Como observamos ya en el resumen, la inquietud asocociada a los estados de
la naturaleza surge para el decisor por la concurrencia de una incertidumbre so
bre el estado que puede presentarse y de una funcién de utilidad que representa
una valoracién del interés que las distintas decisiones tienen para é&l.

El criterio que establecemos a continuacién sigue los pasos siguientes: a)
Se supone que antes de realizar un experimento el decisor elige la accién a,
que maximice su utilidad esperada y que tras la realizacién de un experimento
X, y el conocimento de su resultado x, elige la accibn a qye maximice la
nueva utilidad esperada; b) Se define el valor esperado de la informacién o EV
SI para cada experimento; c) Se define el valor esperado de la quietud gue cada
experimento suministra sobre el conjunto de estados de la naturaleza, como la
variacién esperada que sufre la inquietud sobre ellos al pasar-de tomar la ac -
cién a, @ tomar la accién a.-

Detallamos ahora los anteriores pasos:

Consideremos un problema general de decisién (E,Z,A,0), siendo E el es-
pacio de experimentos, Z el de resultados, A el de acciones y 0 el de esta-
dos de la naturaleza.

Un experimento X asociado a O consiste en un espacio medible (x,A) vy
una familia de distribuciones {Pe,e € 0} sobre él. Denotaremos este experimen-
to por X = {x;A;PG,e EHOk:

Supongamos que existe una distribucién de probabilidad a priori p(6) so-
bre una o¢-&lgebra F de subconjuntos de 0, y para cada experimento X = {x;

A;Pe,e € 0} 1la familia de distribuciones condicionadas Pe determina junto
con la dada a priori una distribucién sobre el espacio medible (0 x x;F x A).

En lo sucesivo, admitiremos que p(6) es absolutamente continua respecto
de cierta medida a sobre F y que para todo experimento {x;A;Pe,e € 0} 1las
distribuciones Pe son absolutamente continuas respecto de una medida o-fini-
ta u sobre A.

Por Gltimo y para simplificar mds el estudio, @ y x serédn espacios eu-
clideos con la o-dlgebra de Borel, y a y p las medidas de Lebesgue.

Si en la situacidén anteriormente descrita el decisor es capaz de construir
una funcién de utilidad sobre el espacio A x O que evalGe el interés que para
€l reviste el hecho de elegir una accibén cuando se presenta un estado de la na-
turaleza determinado, frente a los intereses de los restantes pares (accién ,

estado) , pueden establecerse las siquientes definiciones:

Definici6n 1.1.- Sea X un experimento perteneciente a E y x el resultado

de X. Designaremos por a, la accidén Bayes, a posteriori, es
decir, la que verifica:

Be/x[u(ax,e)] = améxA{Ee/x[u(a,e)] }




y, designaremos por ag la accién Bayes, a priori, que cumple:

E,[u(a_,08)] = md&x {E_ [u(a,8)]}
ptiieo alieias 0
Defindcién 1.2.- Recibe el nombre de "valor esperado de la informacién muestral"
(EVSI, definido por Raiffa y Schlaifer), la expresibn, si exis-
te:

V(X;8) = E_ {Ee/x[u(ax,e)l - Eglu(a ,0)]} =
= Ex'e[u(ax,e) - u(a_,0)

Degindicibn 1.3.- Recibe el nombre de "valor esperado de la quietud que el expe-
rimento X proporciona sobre el espacio paramétrico 0", la ex-
presibén, si existe:

2

}

IU*(0;X) = E [{u(ao,e) = EGIU(aO,e)} +

X,0
_Wla) e e od e a2
x' 8/x x' X,0 o’

2
A {u(ax,e)}z] = [Ee[u(ao,e)]) + Ex{Ee/x[u(ax,e)]}2

(En estas definiciones hemos considerado que el ‘espacio de acciones es tal

que el valor max de las expresiones afectadas es alcanzable. No obstante,
a €A

cuando sea preciso a fin de garantizar la existencia de a, iy a . se sustitui-

réd el m&x por el sup ).
a €A a €A

Queremos destacar, que la medida de quietud considerada en la definicibn
1.3, estéd construida a partir de la medida de inquietud consistente en la varian
za de las utilidades, la cual ha sido estudiada en tal sentido en ®, articulo en
el que se esboza una carécterizacién axiomdtica de la varianza como medida para
la inquietud, a partir de su consideracién como medida de dispersién.
: Conviene reseﬁar,.finalmente, que tanto la expresibén V(X;6) como la expre
sién IU*(0;X) son invariantes frente a traslaciones de la escala de utilidades,
por lp que para una valoracién més eficaz y realista serfa deseable que el deci-
sor estableciera la funci6én de utilidad atendiendo a la significacién de las di-

ferencias entre las utilidades de los distintos pares (accibn,estado).
2. CRITERIO MIXTO DE UTILIDAD Y QUIETUD ESPERADAS.

Dado el problema de decisibén anterior, se dice que el experimento X de E
es preferido al experimento Y de E con el "criterio mixto de utilidad y quie
tud esperadas (invariante frente a traslaciones respecto a las utilidades)", y

*
lo. denotaremos por X %>_¥ ,-s1 y s6lo si:
V(X;0) > V(Y;0) o V(X;6) = V(Y;8) e IU*(0;X) = IU*(0;Y)

u* S } u* u*
Se dice, asi mismo, que X ~ Y si y sb6losi X > Y e Y > X, para
lo cual es condicibén necesaria y suficiente que V(X;8) =V(Y;0) e IU*(0;X) =
= IU*(0;Y).
De aqui en adelante, supondremos la existencia de los valores V(X;8) e
IU*(0;X) para todos los experimentos X de E con los que trabajemos, asi co-

mo la permutacién de las diversas integrales mGltiples que aparezcan en las de -
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mostraciones posteriores. En relacién con los primeros, cuando sea preciso espe-
cificar la distribucién a priori sobre 0 se denotard V(X;6) por V(X;0;p(8))
e IU*(0;X) por IU*(0;X;p(6)).

A lo largo del estudio que se desarrolla en los dos siguientes apartados,
se emplean definiciones y resultados recopilados y analizados en *, y en la ma-
voriade las propiedades que vamos a exponer, la primera etapa de su demostra -

cibén se encuentra realizada en dicho trabajo.

3. PROPIEDADES.
u*
Propiedad 3.1.- La relacién ' > es un preorden completo.
Demostrhacibn: En efecto, dicha relacibén es reflexiva, transitiva y de orden to-
tal, por identificarse con la composicién de dos relaciones de orden sobre un

subconjunto de nfimeros reales.

Propiedad 3.2.- Si N es el experimento nulo, es decir N = {y;B;Qe,S € 0} tal
% % *
que Qe no depende de 6, se verifica que X %> N, para todo

experimento X de E.

S i -
Demos thacibn: En efecto, por definicibén de ags Ee/x[u(ax,s)] /—Ee/x[u(ao,e)] v,
por tanto, V(X;8) = 0. :

Como Q es independiente de 6 se deduce que Q(8/y) es independiente

de y por lg que, en consecuencia, las acciones ay v dag coinciden. Luego ,
V(N;B8) = 0. :

La demostracidén se reduce entonces a probar que, para aquellos experimen -
tos X cuyo valor de informaci6én V(X;8) sea nulo, se cumple que IU*(0;X) =
> IU*(O;N). :

Acabamos de ver que para el experimento nulo las acciones a posteriori se
identifican con la accidén a priori y ya que Q(8/y) es independiente de y se
concluye que IU*(O;N) = 0. :

Sea X un experimento sobre 0 tal que V(X;6) = 0. Esta Gltima condi -

cién indica que:

Exlelu(axle)l = Ex,e[“(ao’e”

y como, por otro lado, es Ee/x[u(ax,a)] > Ee/x[u(ao,e)], para todo x € x, se
colige que esta Gltima desigualdad debe ser c. s. una igualdad, es decir que

aze vy as coinciden para casi todo x en x. De esta forma:

2 2
IU*(0;X) = Ex(Ee/x[u(ao,ey]ﬂ - [Ee[u(ao,eﬂ

diferencia que, en virtud de la concavidad de la funcién £(x) = x2 y de la
desigualdad de Jensen, resulta no negativa con lo ‘que la propiedad queda pro -
bada.

Propiedad 3.3.- sean X; y X, dos experimentos sobre 0 vy sea (X;,X,) el
experimento compuesto. Se verifica que: °
u*
(xl,xz) 2 Xy
Demosthacibn: En efecto:
V((X,,X,):8) = Eg[E

{u(ax 2,e) - u(ao,e)}] =

X1 X, /6

1 X




= Ee[Ex,x,/e{“(axl x,'e) - ula, HEN L Ee[Ex,xi/e{“(ax, ,8) - u(a ,0)}]

= Ee[E

{u(axlx

a0 2.9) = u(axl ,8)}] + V(X,;8)

Como la diferencia que aparece en el primer sumando es no negativa, por la
definicién de ay y,r Se deduce que: ¢
182

V((X;,X,):68) > V(X :6)

cualquiera que sea el experimento X, sobre 0.

Si suponemos que X2 es un experimento tal que v((xl,xz);e) = v(xl;a), se
tiene:
Exl xze[u(axlxz.e) - u(ao,e)] SHEL e[u(axl 0) - U(ao,e)]
de donde: ;
B e[u(axl xz,e)] S Mo e[u(axl ,0)]

Pero, ya que cualquiera que sea (x, ,%x2) € Xq X x5t

=
0 > E [u(a, ,0)]

Ee/x,x,[u(ax,x 6 /%1 X2

entonces, esta desigualdad debe ser c. s. una igualdad, lo que indica que
S ;

x x,. En consecuencia:

y ax1 coinciden para casi todo (x; ,X2) en x 2

a
Xy X, ik

- 2
= 2 2 5
IU* (05 (X1,X,)) = Ex,x,e[(u(ao'e)} = {“(ax,’e)} ] - [Ee[u(ao,e)j] +

2 2 2
+ (Exlxi{Ee/xlxz[u(ax,’en} ] = Exls[{u(ao’e)} - {u(axl,e)} ] +
2 2 2
- [Borutagion]” + (B, o/, [ 202y, 01 ] + [EX‘XZ(Ee,xle[uwx‘,e)]}]
- [Exl (Ee/xl[u(axl,e)]}z] = TU*(0;%,) +
E

2 2
+ 2 (B (B gy 202, 013D = (g Lty 001 ]

resultando no negativo el segundo sumando, si se tiene en cuenta que cualquie-

i E
xi/xl{ 8/%1 X2

ra qué sea x; es Eg . [u(a, ,8)] =E
1 1
la desigualdad de Jensen a la funci6bn céncava dada por f(x) = x2.

[u(axl,e)]} y se aplica

X(n)

?nopiedad 3.4.- Sea el experimento correspondiente a la muestra aleato-

ria simple de tamano n de X. Entonces, ¥ n E€EN, n > 1, se

verifica que:

*

x (nt1) %2 (n)

X

Demostnaci6n: En efecto, se prueba mediante un razonamiento similar al expues-

to en la tercera propiedad.

Pndpiedad 3.5.- Sean X;, X, y Xj tres experimentos sobre 0 tales que
U*

X iz X3

es independiente de X, ¥ X3. Se verifica, entonces, que pa-

para toda distribucién a priori sobre 0 v X,

ra toda distribucién a priori:

u*
(Xl,Xz) 2 (X3,X2)
Demosthacibn: En efecto, para demostrarlo utilizaremos dos lemas de apoyo que

estableceremos a continuacibn:

19




3.5.1.- Sean Y, e Y2 dos experimentos sobre O independientes y p(6)
la distribucibén a priori sobre 0. Si (Yl’Yz) es el experimento compues-
to, se verifica que:

V((Y,,Y,);6;p(8)) = V(Y,;0;p(0)) + Ey2(v(vl;e;p(e/y2))}

. En efecto:

V((Y,,Y,):6;p(0)) [u(a ) - u(a ,8)] =

= E .0
Y120 Y1 Y2

= EYze[u(aYz'e) - u(ag,8)] + EY‘z{E [u( 8) - u(a 2,e)]}

a
Y1 0/y2 Yiy2' b

Si, fijado vy, arbitrario, denotamos por p'(6) 1la distribucién so-
bre 0, p(8/y2), la correspondiente distribucién a posteriori p' (8/y:) se
rd, en virtud de la independencia de Yl e Y,, p(6/y1y2) de donde las
acciones Bayes a priori aé y a posteriori a&] vendrdn dadas, respectiva

mente, por a y

. , por lo cual:
2

a
Y1Y2

V(Yl:B;P(G/Yz)) ( ,6) - u(ayl,e)]} =

E_{E u(a
Y1 8/v y:[ Y12
= E 0) = 0
y;e/yz[u(aylyz’ ) = ula, )]
lo que concluye la demostracibén del primer lema.
3.5.2.- Sean Yl e Y, dos experimentos independientes y p(6) ' la dis-

tribucién a priori sobre 0. Si (Yl’Yz) es el experimento compuesto, se
verifica que:

]

IU*(0; (¥1,¥,) 7p(0)) = TU*(0;¥,;p(8)) + E {IU*(0;Y;:p(6/y2)))

En efecto:

IU*(0; (Y, ¥5) p(0)) = E, o o({u(ay,8) - Eglula,,0)])2 +

[u(

e o ) /8)11%) = TU*(0:¥,:p(8)) +

= E
YiY2' 8/Y1Y2 aYle

2
+ Ey,y,e((u(ay,’e) = Ee/y2[u(ay2,6)]) = {u(ay|y2,6) +

2 2 o
EG/y;Yz[u(ahYz'e)]} ) = IU*(0;Y,;p(6)) +E ({U(ay2,9)+

E
Y2 | 6y1/y2

2 2
= Ea/y2[u(ay2,9)]) ) - {u(a +9) 1,6)]) ]

- E
Y1Y2 8/Y1Y2

Y, mediante un razonamiento andlogo al del lema anterior:

futa,

iy = < 2
IU*(0;Y,:p(8/y2)) = Ey, 6/v2 {u(ayz.e») Ee/yzlu(ayz,e))} +

- {u(a 0) [u(a 2,6)])2]

- E
Yiy2' 8/Y1Y2 Y1y

lo que concluye la demostracién del lema.

Aplicando ahora ambos lemas, vamos a probar la propiedad enunciada:
En virtud de la independencia de X con X

2 157 Xy
VX, ,%5)70:p(0)) = V(X;507p(0)) + B, {V(X,:0:p(8/x2))} (3.5.a)
V(X3,X)) 18:p(8)) = V(X,;05p(8)) + B, {V(X3;05p(6/%,))} (3.5.b)

IU*(O;(Xl,XZ);p(S)) = IU*(G;Xz;p(e)) + EXZ{IU*(O;Xl;p(G/xz)H (BEi5c)

TU*(0; (X3,X,) 7P (8)) = TU*(0;X,;p(6)) + E, {IU*(0;X4;p(0/x))} (3.5.d)




*

Por otra parte, del hecho de que xl > x3
ri sobre 0 y a partir de la definici6n de la relacibén establecida en el segundo

para toda distribucién a prio

" apartado del presente trabajo, se desprenden dos consecuencias posibles:

- Si para casi todo x, € x, se cumple que V(Xl;e;p(e/Xz)) = v(x3;e;p(@mg
entonces para casi todo x, € X, serd IU*(G;Xl;p(e/x2)) > IU*(O;XB;p(6/x2)),
lo que implica a la vista de las igualdades (3.5.a), (3.5.b), (3.5.c) y (3.5.4) °
‘que cualquiera que sea la distribucibén p(6) sobre 0:

V((X,X,):0;p(8)) = V((X5,X,):0;p(6))

IU* (05 (X ,X,5) ;p(8)) > IU* (07 (X3,X,):p(8))

- Si no se presenta la anterior situacién, opviamente existe un conjunto A
de X, de medida no nula y tal que ¥ x € o es V(Xl;e;p(e/xg‘)3>V(X3;9;p(9/xﬂ)
‘mientras que para los X, gque no pertenezcan a A la anterior desigualdad se
transforma en igualdad, de donde a la vista de las igualdades >(3.5.a) Vi (B5%b))
se tiene que:

V((Xl,Xz);e;p(e)) > V((X3,X2);6;p(9))

Y., por tanto:

u*
Gl = Bepg)

Propiedad 3.6.- Sean Xl’ XZ’ X3 y X4 cuatro experimentos sobre 0, tales que

5 u* *
Xy > X2 y X3 ‘é X4 para toda distribucién a priori. Si
X, es independiente de X3 y X2 es independiente de Xyr se
verifica que: ‘
2 u*
(Xer3) 2 (Xz,X4)

para toda distribucién a priori sobre 0O .

Demostracibn: En efecto,.para demostrarlo basta definir cuatro experimentos. Yl,

Yo, Y3 flen V. tales que, ¥ 6 € 0, Y, tenga la misma distribucién que Xi (i=1,

4
2,3,4), de forma que Yl sea independiente de Yq, Y, lo sea de Y, Y por Gl-
timo Y2 sea independiente de Y3. Entonces, aplicando la propiedad anterior,
cualquiera que sea la distribucién p(8) sobre O :
IU*(O;(Xl,X3);p(9)) = IU*(@;(Yl,Y3);p(9)) > IU*(0; (Y,,¥Y5)ip(0)) =
> IU*(O;(YZ,Y4);p(6)) = IU*(O;(XZ,X4);p(8))

Propiedad 3.7.- Sea X = {x;A;Pe,e € 0} un experimento sobre 0 y sea (Ei)ie N

una particién de x por elementos de la o-dlgebra A. Si se
considera el exéerimento Y = {y;B;Qe,e € 0} donde y = {Ei/

i EN}, B es la o-dlgebra engendrada por los Ei’ y tal que
Qe(Ei) = Pe(Ei) ¥ i EN, se verifica que:

*
X >y
para toda distribucién a priori sobre 0.

Demostrhacibn: En efecto, sea p(6) una distribucibn a priori cualquiera sobre
© . Entonces, Vi EN y V¥ x € Ei’ seré:

21




Ee/x[u(ax,e)] > Ee/x[u(aEi'e)]

de donde:

T [ E_ [u(a,,0)]P(dx)} >
ien Jg, 9% X i

») {J E [u(a, ,6)]P(dx)}
g EN Ei 8/x Ej

es decir:

E X'e[u(ax,e)] ;ii 2 = P(Ei).Ee/Ei[u(aEi,eY

y, por tanto:
V(X;6;p(8)) = V(Y;06;p(0))

Si, en particular, se satisface que V(X;6;p(6)) = V(Y;6;p(6)), en virtud
de la primera desigualdad que aparece en la presente demostracién se cumpliré

¥ i EN con P(Ei) # 0 que para casi todo x de Ei las acciones a y

X
agp coinciden. En consecuencia:
i
5 z 5
0% (0;X;p(8)) = Z ~JI ({uta,,®) - Eglula,, 0132 +
i €EN E. < 0O

i

2
- {u(a, ,0) - B, , [u(a, ,08)]}°)P(dx,d6) = Z I {u(a_,0) +
Ej 6/x Ej' ) ienJo 2

2 2
e R @) = B J {ula. ,8)12 P(E;,d8) +
bR i ien’o i =
2
+ Z J {E, ;. [u(as ,0)]} P(dx) = 2 [ {u(a_,6) +
1enps VR i €N Jo 2
2 2
= ; E.,d0) - > J { SO P(E.,d0)  +
E lu(a ,6)11" P(E;,d6) = “(aEi ) o
2
i z rE) J {Eg xl ulag; 0)1} e
i €EN Ej P(Ei)

i 1 i
Como Ee/Ei[u(aEi,6)] = [ £, P(ED Ee/x[u(aEi’e)] P(dx), ¥ i € N, por

la desigualdad de Jensen se obtiene:

IU*(0;X;p(8)) = 2
=

2
. je(u(ao,e) - Eglu(a ,8)]11" P(E;,d8) +

N

2 2
-z I {u( ,8)}° P(E;,d8) + Z P(E.).(E [u(ag.,08)]1}" =
i€n’o CoEr o i €EN ST B Ei

= IU*(0;Y;p(6))

Propiedad 3.8.- Si x(n)

es el experimento correspondiente a una muestra alea
toria simple de tamano n de X y T = T(X(n)) es un esta-

distico de dicha muestra, se verifica que:

u*
x™ > g

cualquiera que sea la distribuci6n a priori sobre 0 . Ademis,
si T es un estadfstico suficiente de X(N), se cumple que:

*
xm g



Demostrnacibn:

Sea p(6) wuna distribucién a priori sobre © . Denotemos, para t €ER,
B = {z € R / T(z) = t}. Entenderemos por p(o,t) = P{(6,2)/(8,2) € 0. X zt}.

Entonces, ¥ t ER y ¥V 2 € z, se cumple:
>
Ee/z[u(a2,9)1 Ee/zlu(at.e)

de donde:
Ee/z[u(az,e)] P(dz) = [
t e

.

- Ee/tlu(atle)].P(dz)

y, por tanto:

>
Ez,8[ u(az,e)] > Et,e[u(at,ef
es decir:

vx™ ;0:p(8)) > V(T;0:p(6))

Si, en particular, se satisface la igualdad V(x(“);e;p(e)) = V(T;6;p(8)),
en virtud de la primera desigualdad que aparece en la demostracibn presente, se
cumple ¥ t € R con p(zt) # 0 que para casi todo z € zy la accién a Yy

z

la accibn a, coinciden. En consecuencia:

wen - [ <f 2
IU*(0;X gl = ( {u(a_,0) - Ejlu(a_,0)1}" +
P R 0 x z ( o (€] o

{u(a,0) - By lula,,0)11%) P(dz,d0)) dt =

2
{E, , [u(a_,6)]}
- B, ([ COje R ) o B (k00 = Ee[u(ao,e)]}z +
zy p(t)
- (ua,0)}?)
Como Ee/t[u(at,e)] = J 5%%7 Ee/z[u(at,65] P(dzi, aplicando la desi -

Z¢

gualdad de Jensen:

rus (05x ™) 1p(0)) > By ((Bg plula, 00117+ By g({u(ag,0) ~Eglulag,0)] i
_ (ula,,0)12) = B, ((u(ay,0) - Eglulag0)1)° = (u(a,,0) +

2 = * | «M e
- Ee/tlu(at,e)l) )= IU*(0;T;p(0))
Por otfo lado, si T es un estadistico suficiente de X(n)
Clisk

, siguiendo la
Pe(z), vz €z,

de lo cual se deduce que ¥ t ER y ¥ z € Ze las acciones ag by ay coin-

notacién precedente y segfin la definici6én bayesiana Pe(t)

.ciden c.s.. Por tanto:
Ez,e[u(az'e)] = Et,e[u(atle)

es decir:
v(x'™ ;0;p(68)) = V(T;65p(8))

y, ademés:

rov (5% o) = [ C ] { ulay,0) - Eglu(a 01} +
R (0} s 2
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2
- {u(a,,0) - By, (u(a,,0)]}7) P(dz,de)) dt = B fula,,0) +

2
- Ee[u(ao,e)]}z - {u(ag,0) - By [u(a,,8)]}%) = 10%(0;T:p(0))

luego:

u*
xB = o
Propiedad 3.9.- Si S y T son dos estadisticos suficientes de una muestra

aleatoria simple de tamafio n, X(n), y de una muestra aleatoria

(m)

simple de tamafno m, Y , respectivamente, se verifica que:
u* u*
x () > y (m) sity s6loisii S > =

cualquiera que sea la distribucibén a priori sobre 0.

Demos thacibn: En virtud de la propiedad anterior, cualquiera que sea la distri-
bucién p(6) sobre 0O:

v(s:0:p(0)) = v(x™ ;0:p(0)) e IU*(0:5:p(8)) = 1u*(0;x™ ;p(0))

v(T;0:p(8)) = v(¥™;6:p(0)) e IU*(0:Tip(8)) = 10*(0:¥™ ;p(0))
Entonces, x(M) %; ym oy y sblo si:

vix™ eip0)) > vix™ e:p(0)) o

vx™:0:p(0)) = vix™ ;050(0)) e 10%(0:x™ ;p(6)) > 1o (0:¥ ™ ;p(e))

lo cual equivale a:

V(S;8;p(8)) > V(T;6;p(6)) o

V(s;0:p(8)) = V(T:0:p(0)) e IU%(0:;S;p(8)) > TU*(0;T;p(6))
u*
para lo que es condicibén necesaria y suficiente que 'S > T.

Propiedad 3.10.- Sea X = {H(;B;Pe,e € 0} un experimento sobre 0, siendo B
la o-dlgebra de Borel, y sea T = T(X) de forma que T es

una aplicacibén real monétona estricta y derivable. Se cumple
entonces que:

u*
25t ey
cualquiera que sea la distribucibn a priori sobre 0 .

Demostracifn: Sea y = T(R) vy consideremos el experimento T = {y;B;Qe,eéfe}.

Por ser T mondtona estricta y derivable, existe la aplicacién inversa

h que es a su vez monétona estricta y derivable, lo cual implica que Ih‘(t)l #
#0, VtE€y,y que:

Qg(t) = Pylh(t)].[h' ()| , ¥ t €y
es decir:

q(t) = p[h(t)].|h"(t)|
de donde:



Qg (t) .p(6) Pylh(t)] .p(6) :
q(e/t) = = = p(6/h(t))
q(t) plh(t)]

En consecuencia, y en virtud de la inyectividad de h y T, teniendo en
cuenta que por ser T continua es también medible, se verifica que T = T(X)
es un estadistico suficiente de la muestra aleatoria simple de tamano 1, X, lo

*
gue indica por la propiedad 3.8 que X W T

Propiedad 3.11.- Sea X = (ﬂ!;B;Pe,e € 0} un experimento y T = t(X) de for—
ma que t es una aplicacién biyectiva y continua de (IR ;RB)
en (R;B), siendo B la o-dlgebra de Borel. Entonces, se
cumple que X U T, cualquiera que sea la distribucién a
priori sobre 0 .

Demostracién: Por ser t biyectiva y continua, se verifica que existe la apli-

cacibén inversa t_l que también es biyectiva y continua. En consecuencia, t

y t_1 son aplicaciones medibles, de donde por la propiedad 3.8 se deduce:

* e

u -1
XS B =iy RS R ()= e
%

lo que implica que T X.

4. CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES FINALES.

El criterio propuesto y estudiado en el presente trabajo es obviamente
mis fuerte que el criterio basado en la maximizacién del valor esperado de la
informacién y es aplicable en las mismas situaciones.

Puede también comprobarse que el criterio mixto de utilidad y quietud es-
peradas, bajo determinadas condiciones es mis fuerte que el propuesto por
Blackwell y qué el de suficiencia y mds débil que ellos bajo otras hip6tesis,
siendo siempre mis débil que el criterio de Lehmann, aunque también m&s sim-
ple en lo que se refiere a trabajar con &l.

Conviene; por Gltimo, resefiar que aunque las expresiones V(X;0) e
IU*(0;X) son invariantes frente a traslaciones de las utilidades y el decisor
puede haber construido su funcién de utilidad sobre A x O no atendiendo a
las diferencias entre los valores otorgados a cada dos pares (a, ), o desco-
nociendo si lo ha hecho, dicho decisor podrd adoptar el criterio expuesto aun
que su eficacia serd menor. Como'caso aparte, queremos destacar que cuando el
decisor haya establecido la funcién dé utilidad fijéndose en las razones en-
tre los valores de los distintos pares podrfa aplicarse con resultados apre-
ciables el criterio propuesto en el presente trabajo, realizando previamente
el cambio en el sistema de utilidades v(a,é) = 1g u(a,f) que transformaria
las expresiones V e IU* en funciones invariantes frente a homotecias po-
sitivas, pero en tal circunstancia ambas resultarfian de operatividad m&s com-
oleja. Para resolver el problema de seleccibn de experimentos en esa situa-
cidén, se ha propuesto otro criterio que se estudia en ’ en el cual se susti-
tuyen V e IU* por funciones que miden conceptos andlogos, pero invarian-

tes frente a homotecias, muy operativas.
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FORMACIONES PRODUCTO DE S-GRUPOS

nwn

C. Martinez Lépez

Departamento de Algebra. Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza.
Zaragoza. Espafia.

The aim of this work is to study the product of saturated formations of lo-
cally soluble FC-groups. The saturation is understood in the sense of the
existence of projectors. We give a necessary condition for the existence of
projectors relative to the formation product and, in this case, we characteri
ze them.

In this paper we apply the well known results of saturated formations of fini

te soluble groups.

il INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales en teoria de formaciones en una deter-
minada clase de grupos ( no necesariamente finitos) es conseguir asegurar la
existencia de proyectores. Asi se llega a las formaciones saturadas. (Noso-
tros emplearemos siempre el término "saturacién' para los casos en que se pue-—
da asegurar la existencia de proyectores). La teoria de formaciones satura-
das, perfectamente estudiada en el caso finito 1, se ha estudiado tambien en
el infinito ( ver WerfritZQ, StonehewerB, Tomkinson4 y Gardiner-Hartley-Tom-
kinsons), obteniéndose que los proyectores constituyen una clase transitiva
de subgrupos respecto de un grupo de automorfismos, generalmente los automor—
fismos internos o los localmente internos.

En ® se investigan condiciones necesarias para poder asegurar que el pro-
ducto de dos formaciones saturadas siga siendo una formacién saturada, y en
tal caso se llega a determinar los proyectores de la formacién producto a par-
tir de los proyectores de las formaciones factores.

En teoria de clases de Fitting, en cierto sentido dual de la teoria de
formaciones, se tiene andlogo problema con los inyectores. Lockett7 caracte-—
riza en grupos finitos resolubleé los inyactores de una clase de Fitting pro-

ducto de otras dos. Estos resultados han sido obtenidos para la clase S enB.
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Nuestro objetivo es estudiar en esta clase § las formaciones producto y ca-

racterizar sus proyectores.

Consideramos la clase S de los FC-grupos peridédicos localmente resolubles
porque la existencia de un sistema local de subgrupos normales finitos,asegurada
por el lema de Dicman, nos permite utilizar los resultados conocidos del caso

finito.

2. RESULTADOS PREVIOS Y NOTACIONES

Usaremos la notaéién de Robinson9 para clases y operaciones clausura.

Citamos previamente , sin demostracién, algunos resultados de Tomkinson4
que se usaran frecuentemente en lo sucesivo.

Emplearemos S para denotar los FC-grupos peridédicos localmente resolubles
y S° para los grupos finitos resolubles. En general = se usara para denotar

la correspondiente clase de grupos finitos.

2.1. Teorema

Sii G €S y Z es el centro de G, G/Z es residualmente finito.

2.2. Teorema
Sea F una formacién local de S-grupos , entonces F~ es una formacidén de
grupos finitos resolubles.
2.3. Teorema :
Sea F ﬁna formacién.de E grupos. Entonces un grupo GeS posee F-proyec—
tores y dos de ellos son localmente conjugados en G.
2.4. Teorema
St E es una formacidén s-cerrada de grupos finitos resolubles, entonces

LENS es una S-formacidn.

2.5. Teorema

Si F es una formacién s-cerrada de S-grupos , entonces:

F=LE"NS = Q( RE"N 8).

2.6. Lema
' St E es la férmacién local de E—grupos definida por ( F_) , entences E‘es
una formacién de S-grupos. = i
2.7. Teorema

Sea F la formacién local de g—grupos definida por ( gp). Si para cada p,
z; denota los Ep grupos finitos, entonces E” es la formacién local de gigrupos
definida por ( z;).

2.8. Teorema

Si E es la formacién local de S”-grupos definida por (Ep), dénde Ep: sE



entonces LENS es la S-formacién local definida por ( L§5\§).

3. PRODUCTO DE FORMACIONES

il lconema
El producto de dos formaciones locales E1vy F_.s-cerradas de S-grupos
es una formacién local s-cerrada de S—grupos.

Demostracién:

(p)

Sean 51 y F_, formaciones locales de S-grupos definidas por F1(p) y f2

respectivamente, con f.(p) s-cerrada para i = 1,2 .
ak
2

s—cerradas. Entonces E;E; es una formacién s-cerrada y saturada de grupos
o Fom i Sl e
finitos resolubles. Por tanto, segun Gaschiitz , es definible localmente

Sea E; E; definida localmente por (f(p)) con sf(p) = f(p) Vp 10, entonces
= 5122 = LE ng y de modo obvio E = 51 52

1 SR o
Por el lema 2.6. de O, y puesto que F~ viene definida localmente por

Sabemos por1 que E; y F. son dos formaciones de grupos resolubles finitos

1=

(£(p)), F viene definida localmente por GEEEP)DE

4% 1A CLASE By

Siempre que digamos grupo se entenderad S—grupo y las formaciones consi-
deradas son todas de S-grupos.
4.1. Definicidn

Sea una formacidn Heyaaun conjunto de primos M. LLamamos Fn a la clase

de los grupos G tales que un F-proyector de G contiene un m-subgrupo de Sylow

de G.

4.2. Consecuencias
i) g c Eﬂ
ii) Si GeFy, los supergrupos de cualquier F-proyector son tambien Fp-gru-
pos, ya que si F es F-proyector de G e F,, existe S e Syl (G) con § SR

Si F£HZG, S<£H ,luego Se Syl (H) y F es F-proyector de H, luego H €F.
El resultado se sigue ahora de la conjugacidén local de los F-proyectores.
111) 8, ,FnNS - Fy
En efecto: Fq€ S FuN

I

Sea ahora Ges,_ ,F, NS. Existe N 2 G tal

que N€S., y G/NeFq. Si F es un F-proyector de G, FN/N lo es de GN/N, lue

IN Il

go existe Gn€Syl,(G) tal que GnN/N FN/N , luego GuN £ FN. Entonces existe
Sn€Syln(F) tal que G4N = S N. Pero por la conjugacién local de 1los T—-sub-
: : A «
grupos de Sylow, existe o un automorfismo localmente interno tal que Sﬂé Gm'
(% (L4 o o
luego GN = SN £ qu y por tanto S N = GpN por 1lo que Gq = sz)gtN = Sn(Gﬂ{\

N) = Sq pues G:IWN = 1 por ser N un qi'-grupo.
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Hemos visto que F contiene un Ti-subgrupo de Sylow de G y por tanto GeF.,

4.3. Proposicidn
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) F=Eq

i) E=8,ENS

Demostracién:

i) = ii) Por la consecuencia 3 F = Fq=§_,F;NS =5_FNS

A=) Puesto que 59 Eq siempre, basta ver: 17 S E cuando E =
ngng. Sea G eFq y supongamos G residualmente finito y (Ni) los nor‘gales
en G con indice finito. Entonces G/NieiA y l;“": g;lg‘. Luego por 2.2
G/Nieg”gg = GeE.

Si G no esi residualmente’ finito, G/Z dloles (*Z = Z(G) ). ASiiiSIGre B
G/ZEE‘H = G/Zez q Como EWG i 3 W(E)ET" y por definicién definicidn de

F, es claro que todo factor principal de G por debajo de Z es F-central, luego

GeF.

4.4. Proposicién
Fnh es una formacidn

Demostracidn:

a) Sea GeF,y N 4G. Si H/N es un F-proyector de G/N, H = FN con F un
F-proyector de G, luego existe SeSyl,(G) con § £ F. SN/N £ H/N y SN/NeSyl, (G/N)
Luego G/N € Fq.

b) Sea N.2G, G/N.eF, y Q N =1

Sea.F un z—pr‘oyector de G, FNi/Ni es I;—pr‘oyector de G/Ni' Para caqa iel
F‘T\

5 1 it = . i
existe §;eSyl._(G) tal que S’nNi/Ni_ FNi/Ni' Sea eSyl_(F). Entonces S,"Ni/Nie

Syl_(FN. 5 j : 5 5 &0
y ,n( 1/N1) y por tanto es localmente conjugado a Ean/Nl en P‘Nl/N1

Ademas E,< G, con G €Syl (G), luego F'"Ni/Na = G'“Ni/Ni = EpN, = G,“Zi Viel.
i (0) = .N = < N =
Asi iaIF‘”Ni et G Ni G, por el lema 4.8 , G, ieIFNi ESSpOR: 7% 78

No parece que se pueda concluir que Fq sea s-cerrada

4.5. Corolario

w(Fqm) = w(E)U m'

Demostracidn:

Como Sm: £ Fy = o' € w(Eq)

<

= w(E)un € w(Eq)

1n=

Fn = W(E) € w(E,)

Ahora sea pe w(E). Si peT, Cpe Foy por tanto Cpel-: = pecw(F).

Luego pem' o pew(E) y por tanto w(En) = W(E)ym'



5. PROYECTORES DE LA FORMACION PRODUCTO

Goilo: IbENE

‘Sean F vy F formaciones s—cerradas locales y F = F, 52,'ﬂ= w(E1).
Entonces Erﬁgzm: 52.
Demostracidn:
< ] a
Es claro que 52_ E{\zzm' Sea ahora G e£1\£2w. Existe N G, Neg1
con G/N EE2 SESeai R un 52—proyector de G. Como G eE2W ,existe S eSylﬂ(G)

con S £ T. Por ser N m-subgrupo normal de G, N < 3, luego TN/N = T/N es

52—proyector de G/N £E2 , luego T = Gy G 652.

5.2. Proposicién

Sean F F. ,n, F como en 5.1. 8i G eE2ﬂ Ve ees 52—proyector de G,

2 =2 =
T es E—proyector de G.

Demostracién:

Supongamos en primer lugar Z(G) = 1, luego G residualmente finito
Sean (Ni) los subgrupos normales de G de indice finito y H un F-proyector
de G.

Para cada iel, TNi/Ni es un 52—proyector de G/Ni’ y por 3.26 es un E—
proyector suyo, luego existe %& un automorfismo interno de G/Ni que lleva
Iﬂiiﬂi sobre HNiﬁﬁi.

Sea "AE el conjunto de automorfismos internqs de G/Ni verificando esta
propiedad subrayada. - Por el lema 3.3.4 existe ¥ un automorfismo localmen-
te internosde G tal que Vi T‘?Ni= HN, .

Por el lema 7.7.4 5 7= iQIT“’Ni = iQIHNi = H, luego T es un E—proyector
de G.

Si Z(G) # 1, considerando G/Z(G) se sigue que TZ(G)/2(G) es un F-pro-
yector de G/Z(G). Luego existe H un E—proyector de G tal que HZ(G) = TZ(G)

y como HZ(G) € F, tambien TZ(G) e F , y por tanto MZUC) T = HHE

n

GeE, = w(G)nm = w(E,) , ¥ TZ(G) e F implica  w(TZ(G))

w(£1)t)w(£2) =TUwW(E,) luego siempre w(z(G)) < w(E,) .

w(E) =

Se prueba asi que TZ(G)G.E2 , luego Z(G) £ T y por tanto T = H es un F-

proyector de .

5.3. Proposicién

Sean como antes 21 , 52 5 g W ilo Sht g es la clase de los grupos n%lpg—
tentes y G eL§£2£\§ y T es un 52-proyector de G, TOL(G) es un F-proyector
de=G.

Demostracién:

Existe N 4 G, NeLN y G/NeF Si es N =1, G €E2m y claramente

27’
0,(G) £ T, luego se reduce a la proposicién anterior.

Como N = 0_(N) x Om,(N), de nuevo se reduce al caso anterior si Qn(N)=1.
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(G/OE(N))/N/OTB(N))QEQTLY N/On(N) = On,(N) es un x'-grupo, luego G/On,(N)e

Ezn’ TOn(N)/On(N) es Eg—proyector de G/On(N) , ¥ por la proposicién anterior
es F-proyector de G/0_(N).

Como On(N)e 51 por ser un TE-grupo localmente nilpotente, TO_m(N) eg
Concluimos que TOTC(N) es su propio F-proyector y por tanto es P:‘—proyector' de G.

Por otra parte TO_(N)/0.(N) es Eg—proyector de G/Oﬂ(N) ei , luego existe

27T

SeSyl(G) tal que SO, (N)/0_(N) = S/0_(N) £ TO_(N)/0_(N) vy 0 (G) = s0_(N)
luego TOﬂ(G) = Toﬂ(N) ya que On(N) = On(G)

)

5.4. Proposicidn
Sean E_] ) 52 » E , 7Tt como en las proposiciones anteriores. Denotamos G
— 1 q i - n TG
el 527_[ residual de 'G. Si Ge£1£2ny T es un 52 proyector suyo, entonces TG
es F-proyector de G.
Demostracidn:

Si T es Ez—proyector de G , TG/G lo es de G/ae52n y por tanto es F-pro-

=1=2711
F-proyector, luego tambien de G.

yector de G/G. Como GeF.F ,es 6551 y TE/EEE2. Por tanto TEeE yaiestisu

5.5. Proposicién
Sean 51 5 52, Ty G como anteriormente. Si T es Ee—pr‘oyector' de G, F(G)
es el radical localmente nilpotente, entonces -TOﬂ(f(G)) < TG.

Demostracidn:

-O_r[(]D('G))eE1 por ser un T-grupo localmente nilpotente y TOn(F(G))/Oﬂ(f(G))
esta en 122 , luego Toﬂ(f(G))eg = 5152. Tambien Toﬂ(f‘(G))G/Geg. TG/G es
gz—proyector de G/G Eizw » luego es F-proyector suyo y de TG/G < TOﬁ(f(G))G/G
se sigue TG = TO.(p(G))G , es decir TO(P(G)) £ TG.
Puesto que E es localmente nilpotente, se demuestra , COmMO en una propo-
sicién anterior, que G es TL-grupo y por tanto Ton(f(G)) = TG.
Asi cuando G ELEZQE los dos resultados obtenidos sobre E—proyectoreé

coinciden.

5.6. Proposicién

S'ean 51, 52,y Tt como antes. Todo g—gr‘upo posee un Z_' —subgrupo nor‘mall no
trivial o un 52 —subgrupo normal no trivial.

Demostracién:

Consideremos f(G) #1 , P(G) =H x K, con H un T-grupo y K un ¢ -grupo.

STH L HeRe vy G,
SaiEHE= 8 f(G) es un n’;grupo localmente nilpotente y por tanto un 5271_
grupo, ya que S = F

5.8. Proposicién

Sean E‘I ok

Fy F , It, G como en las proposiciones anteriores. Si T es




un E?—proyector de G y TG = U -G , se tiene U = UEUF (Asi TG es F-proyector
de G ).
‘Demostracién:

Si U € G , denotaremos por U , U', U" los correspondientes residuales

de U con respecto a las formaciones E27€ E y 52.
Como T es 52—proyector de G, 1o es de U , y por tanto U = U"T. De ser
5 = E(WEZH: se sigue U" = U'U. Luego U = TU'U. Por otra parte, TG/G es

es 52—proyector de G/Ee Ezw y TE/E = U/E , luego U/ae Eeﬂ:por la consecuen- .
cia i). Asi U €G < U. De ello se deduce U = TU'U = TGU'.

.

De la conjugacién local de 1los F-proyectores deducimos que todos ellos

tienen la forma dada por la proposicidn anterior.
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RESOLUCIONES (CO) FIBRADAS

L.J. Herndndez Paricio

Departamento de Geometria y Topologia. Universidad de Zaragoza. Espafia.

For a ring with a unity element, we associate a fibre resolution to an abelian
group A. Then we see that there exists a natural equivalence from the (co) ho
mology of these resolutions to the homotopy (dual) groups of A (homotopy in
duced by R). Finally, we prove that the sequence of the homotopy (dual)

groups associated to a homomorphism or to a (co)fibration is exact.

INTRODUCCION.

Sea C un grupo abeliano, y R un anillo con unidad, diremos que C es
un R-casimddulo (a derecha) si ‘admite una ley externa F:C x R ——>C bili-
neal y tal que F(c,1) = c . Notemos que no tiene por qué ser asociativa. Un
homorfismo p:E ——>B , diremos que es fibracibén, si para todo homomorfismo
f:C —> B siendo C R-casimbédulo, existe E:C —> E tal que p.f =REE
Dualmente definimos cofibracién. Diremos que C P 5B es una presentacibn
fibrada de B , si C es R-casimb6dulo y p es fibracibén. En este trabajo ve-
mos que todo grupo abeliano tiene una resolucién (co)fibrada, después probamos
que dos resoluciones (co)fibradas de un grupo abeliano tienen la misma (co)homo-
logia.

En 3 y en 4 hemos definido los grupos (duales) de homotopia, aqui de-
mostramos que la (co)homologia de las resoluciones (co)fibradas de un grupo
abeliano es precisamente los grupos (duales) de homotopia anteriores. Finalmente
probamos la exactitud de los grupos (duales) de homotopia asociados a un homomor-
fismo o bien a una (co)fibracibén. Denotaremos con Ab  la categoria de los grupos
abelianos, cuando decimos que un grupo abeliano es contrdctil nos referimos a la
teoria de homotopia definida en 3 . :

RESOLUCIONES (CO)FIBRADAS

1. DEFINICION.- Sea X e [Ab[ , sea el siguiente complejo de cadenas
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9n+1 9n

elel Cn+1 > Cn > Cn—l —>ee. (qn'qn+1=0’ ne 27)
Diremos que es una resolucidn fibrada de X , si para n < 0 Cn =0,
Co =X:.-n 21 Cn contractil y cin es una fibracibén siendo
c';n:Cn —> Ker 9,1 finico tal que I.E_{n =g I:Ke::‘qn__l—>cn_l es la in-

clusién canbnica. 5

Si tenemos un complejo de tocadenas:
'

in in+1
Q50 et (S ) >Cy >Clpp — .- (1n+1.1n=0 , ne?)
< il N < = 3
tal que para n < 0 _Cn =40 Co Xy ain: 1 Cn contractil z i,41 ©s una
cofibracién siendo i ¢ Coker i —>C .4 Ginico tal que iR =14
P:Cn ——> Coker in es la proyeccién natural; diremos que es una resolucién
cofibrada de X .
2. PROPOSICION. Sea f:X ——>Y homomorfismo, sea C(X) una cadena tal

que n <'0 Cn =0 Co =X v n 1 Cn es contrdctil y C(Y) una resolu-
cién fibrada de Y , entonces existe un homomorfismo de cadenas

F:C(X) —>C(Y) tal que Fo =f .8i F,G:C(X) —>C(Y) son tales‘que
Fo = Go entonces F 2~ G .

Dualmente, sea C(Y) una cocadena tal que para n < 0 Cn =0, Co SHEY )
ni X Cn es contrdctil y C(X) una resolucibén cofibrada de X , entonces
existe F:C(X) —> C(Y) tal que Fo =f ysi F,G:C(X) —> C(Y) son tales
que Fo = Go => F~G .

DEMOSTRACION. Supongamos que est&n definidas Fo =if Fl, ...,Fn veamos

como podemos definir Fn con lo que el teorema queda probado por induccidn.

+1
Sea el siguiente diagrama:

e = CO (XY e > Cn(x) B — Cn_l(x) —> ...
Fn+1 Fn Fn-l
v n+1 > : v
Aot f>. Crh+1 (Yy ——> Cn(Y) et 1SN (Ye) i —— e e
Como a, Fn e T Fn-l 9, 941 = 0 . Entonces Im (In.qn+1) < Ker q, y
como g ., es fibracién y Cn+1 (X) es contractil existe
Fr+1:Cn1 x) >Chn1 o) ta.1 que dnyg Fryg T Fp 9nag -
Sean ahora F,G : C(X) —>» C(Y) tal que Fo = Go . Construyamos por in-
duccibén una homotopia Hn:Cn x) —> Cn+1(Y) . Para ello tomemos Ho =0 , con

lo cual qlﬂo + H_lq

rS = FO-GO = 0 . Supongamos que tenemos construidas
verificando que g

Hi + Hi—l qi = F.—Gi i=20,...,n-1 veamos

o n-1 i+l i
que existe Hn verificando s S0 Hn + Hn—lqn = n_Gn 5
9 FrCnB,1%) = Fr197760 19, 9nFn-19,




B (Fn—l_Gn—l—qn Hn—l)qn 5 Hn—2 9n-1 9 T 0

Por tanto Im(Fn~Gn—Hn_l.qn)<: Ker 9, r 941 fibracién y cn(x) con-

tréctil implica que existe Hn:Cn(X) —_> cn+1(Y) tal que 9n41-Hy =
= FnCnHh-19, -
La segunda parte es dual de la primera. #

3. LEMA. Sea X e IAbI , entonces las siguientes cadena y cocadena son
resoluciones fibrada y cofibrada respectivamente. A estas resoluciones las lla-
maremos candnicas.

q q q
L g2y 3 SR 200 R 1o x >0 S

i i2 i3 2
X - X ® R >SX @ R —> S X®R — ...

e —> 0

siendo QX = Ker q; y SX = Coker 1
rRe o il
DEMOSTRACION. Basta recordar que X ———>X y X ———> X @ R
son fibracidn y cofibracién y que XR y X @ R son contréctiles.

A continuacién tomamos g, como la composicidn

q : ;
(Ker ql)R———JL——> Ker q, [ XR , reiterando el proceso por induccidn.

Dualmente se construye la otra resolucidn.

4. PROPOSICION. Sea X e |Ab| dos resoluciones (co)fibradas de X son
del mismo tipo de homotopia.

DEMOSTRACION. Sean C y C' dos resoluciones de X y consideremos
lX:X ——>X , por la proposicién 2 , existen F:C —>C' y G:C' —>C
tales que F_ = GO = 1X . Consideremos G.F:C —>C y F.G:C' —> C' como

o
— - ~ ~/
(G.F)o = lX y (F.G)0 =1 entonpes G.F o~ 1C y F.G —-1C,. #

X

5. TEOREMA. Existe una equivalencia natural entre los grupos de homolo-
gfia de las resoluciones fibradas canénicas de . X Yy los grupos de homotopia
de X .

- DEMOSTRACION. Consideremos la resolucién fibrada canénica de X y cal-
culemos su homologia (Suponemos que ok =0 si k< 0)

a - 9p © ‘n-2_. R
e - hgR Entlo g ohebgR eenaRoolEiy s > CC
= cen o Ny =
H C = Ker qn/Im 41 = X / (X)), no(Q X) m X
siendo (QnX)o la ‘componente conexa por arcos de Oi en "X . Ver también

III.(3.3) de 3 . La naturalidad es una comprobacibn. #

6 COROLARIO. Si C es una resolucidn fibrada de X , entonces
H (C) = 7 (X) .
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DEMOSTRACION. Si C(X) es la resolucibén fibrada canénica de X , por
la proposicidn anterior C >~ C(X) => HC ¥ HC(X) ¥ m(X) , con TmiX) deno-
tamos los diferentes grupos de homotopia de X .

Dualmente podemos considerar

7. TEOREMA. Existe una equivalencia natural entre la cohomologia de la
resolucibén cofibrada candnica de X y los grupos duales de homotopia de X

8 COROLARIO. Si C es una resolucidn cofibrada de X entonces

n, _
HC= o (X).
9. PROPOSICION. Consideremos el siguiente homomorfismo de cadenas.
C ©
« . . S
.o n n-1 > n_z o¥e o!
\Fn Y,n-l P’I-l
. D v
Y, 9n v 9n-1
o el DL D e 2 D
Sea (E,qE) el complejo de cadenas asociado a P . Si
-C (&) =D D 5 ; 5
qn—l'cn-—l ——> Ker 9.5 y qn'Dn —> Ker 9,_, son fibraciones también
=K E
lo es 9,:E, —>Ker gassg
DEMOSTRACION. Sea f:2 —> Ker q‘E]_l Y veamos que tiene una elevacibn
a través de 'q'XE1 . Consideremos el diagrama
Py
Sn1Dht s Ol
9n 5 9n = 9h-1
£ R P
Z > Ker Clocsl =2 Cn—ZXDn—l > Cn—2
9n-1 = 9n-2
v Py
Cn-3"Pn-2 Z Cnia
I es la inclusidén candnica y ple ——>C es un homomorfismo dé cadenas
a(pyIf) = ap,If = p,qIf = p;0£f =0 .
Como f=>20 vy qc es fibracibén, existe p.If:Z2 —> C tal que
= n=128 al n-1
gp.If = p.If , ademis p.If ~0 .
1 1 1
r~~.
Consideremos ahora h = Y.p . If - p,If:2 —>D
il 2 n-1
I~ P~
g-hi= q(Y’plzf = p,If) = ?qple - apyIf = Pp If - gp,If =

= p,qIf = p,.0.f = 0



Como h=< 0 por serlo f y pllf y como ag es fibracidn existe
ﬁ:z —_— Dn tal que q.% = h . Veamos que pllf ARz —> Cé_l X Dn es una
elevacién de £

—_— ~ — — ~
a(p;TE A h) = ap, If A ‘fpllf—qh =
= % -— = =
= p If'A (PP TE VplIf+szf) p,;If A p,If = If .

Entonces ﬁ(plIf A ﬁ) =fs #

10 PROPOSICION. Consideremos el siguiente homomorfismo de cocadenas

iC iC
n-1 n
cee —> Cn—2 > Cn—l > Cn —> ...
Ya-2 D Pn-1 D ta
v 2k v i Vv
Nl n
... —>D_, > B >D, —> ...
L@ SChRE =G .C
Notemos que como i~ . i, =0 3l i :Coker iy , ——>C, andlogamente
5 =D i .D =B : =
consideramos Sy O Coker I > Dn—l . Sea (E;i”) es complejo de coca
denas asociado a ¥ . si ZS e Zg_l son cofibraciones también lo es Eg .
DEMOSTRACION. Dual a la anterior.
11. DEFINICION. Sea P :X —> Y un homomorfismo y sea C(X) —Eitl—>C(Y)

el homomorfismo natural entre las resoluciones fibradas canbnicas asociadas a X
e Y . Consideremos EC(Y) el complejo de cadenas asociado a dicho homomorfis-
mo. Denotaremos Hn(Y) a HnE(C(W) y lo llamaremos n-&simo grupo de homologia

asociada a P por resoluciones fibradas. Si C(X) c(p)

> C(Y) es el homomor-
fismo natural entre las resoluciones cofibradas canbnicas asociadas a X e Y .
Si EC(P) es el complejo de cocadenas asociado a C(¥) , denotaremos H (P) a
H'E(C(P)) y llamaremos n-ésimo grupo de cohomologia asociado a ¥ por resolu-

ciones cofibradas.
12. TEOREMA. Existe una equivalencia natural entre los grupos de homologia -
asociados a un homomorfismo P :X —> Y por resoluciones fibradas y los grupos

de homotopia asociados a P

.DEMOSTRACION. Sea E el complejo de cadenas asociado a

c(p):c(x) —> c(y) , c%mo C(X) y C(Y) son resoluciones fibradas, entonces
por la prop. 9 En ———EL——>M ker qE_l son fibraciones, ademés
En = Cn_l(X) X Cn(Y) es contrictil para n 2 2 , por tanto la siguiente sucesién
es una resolucibén fibrada de Ker q?
d3 9, E
o E3 7(E2 > Ker ql

Ahora bien
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Ker qE = {(x,0) e X x Y} / p(x)-a(1) = 0} =

P .
e
En consecuencia
= = E » ~ >
H (P) = HE=H , Ker i s FY’ T (f) para n =1 .,
*
Para n = 0 podemos definir U (Y’) = Coker (TrO(X) ’P—> Tro(Y)) Y no es
dificil ver que HO(P) il (e) . -

13. TEOREMA. Existe una equivalencia natural entre los grupos de cohomolo-
gia asociados a un homomorfismo Y por resoluciones cofibradas y los grupos
duales se homotopia asociados a Y

DEMOSTRACION. Dual a la anterior.

Para demostrar la exactitud de la sucesién de los. grupos de homotopfa aso-
ciados a un homomorfismo ¥ :X —> Y basta considerar la sucesidn de los gru-
pos de homologia asociada al homomorfismo C () :C(X) —> C(Y) siendo C(X)

C(Y) resoluciones fibradas de X e. Y . Dualmente para los grupos duales de
homotopia. :

Y

14. TEOREMA. Los grupos de (co)homologfa inducidos por resoluciones (co)
fibradas son invariantes por homotopia.

DEMOSTRACION: Como Hn es aditivo (Hn) , basta ver que Hn(x) =0

para
X contrdctil (Hx —0) como ... - o, Hd
(X A>X —>0 —> ... ) es una resolucién (co) fibrada de X , es claro

que H (X) =0 ("% =0) . & -

También probamos por métodos homoldgicos, la exactitud de los grupos de
homotopia asociados a una fibracién.

15. TEOREMA. Sea la sucesidn K T Sk P
fibracién e i es su nficleo, entonces

> B de modo que p es

i) Existe un homomorfismo de conexién 9 , tal que la siguiente sucesién
es exacta

°

cee —> mE —E*—->n1B L>1r0K —1L>1TOE —RL>1T“)B

ii) Si p es epimorfismo también lo es noE —Bx 1rOB

Demostraremos primero el siguiente lema.

16. LEMA. Sea la sucesidén. K 1 .E P >B de modo que p es fibra-

cién e i es su nficleo, y sean las resoluciones fibradas canénicas

C (K) _CL> C(E) _C_(L> c(B)
cn(i) 5 G (p) 3

P Cn(E) _— Cn(B) es una sucesidn exacta corta excindi-

entonces

Cn(K)




ble para n > 1 .

DEMOSTRACION: Para n = 1 la siguiente sucesién es exacta

0o —> KR —_—> ER —J&——-> BR , ademds como p es fibracidn, pR admite
una seccibn s , .pR.s =idBR entonces es una sucesibn exacta corta excindida.
Ver. I-(4.15) de 3. Adem8s como p es fibracidn, en la siguiente sucesién es
exacta Op es fibracién. Ver II-(4.13) de 3.

0 > QK it > QE th> QB y por tanto
0> (QK)R —_—> (QE)R —_—> (QB)R ——>0 es exacta y excindida.
Se completa la demostracibén por induccidn. #

Demostracién del teorema 15:

Estudiemos el siguiente diagrama

R
0 i SR i BT 5
E q1/=
1 V/ 9
Tmp
l / J
Vv v p G NN
0 —>K 5 > B
Coemo p es fibracibén, Im q; < Im p (ya que existe <'.fl:BR ————>uF st ail:

que pil = ql) entonces designemos por P y ql los homomorfismos inducidos,
verificando jp =p , qu =q . ﬁlpR = ﬁq? A Ker §l = Ker q; vy P es
sobre. Teniendo en cuenta el lema anterior, y la sustitucién en el grado cero

de la sucesidn incicial por la sucesidén

0 —> K —>E P > Imp —>0 . Podemos asegurar por el teorema IV-
(2.1) de 5, que la siguiente sucesidn es exacta

e B e = Py N
> m,E >mB > T K > T E > no(Imp) >0

adem&s es claro que j*.ﬂo(imp) —_— WO(B) es monomorfismo y por tanto

Ker p, = Ker (j,.Ps)=Ker p, y podemos sustituir la sucesién anterior por la del
enunciado. Si p es sobre entonces p =P Imp = B y por tanto

Py T (E) —> T,B es sobre. #

Dualmente podemos probar la exactitud de los grupos duales de homotopia
asociados a una cofibracién.

17. TEOREMA. Sea la sucesién A —3—-> x -£->c de modo que 1 sea cofi-
bracién y p ‘su conficleo , entonces

i) Existe un homomorfismo de conexidn tal que la siguiente sucesibn es
exacta




o, (R) b o o, (X) % 0, (C) i> o, () e o 0y (X) —> ...

ii) Si i es monomorfismo también lo es oO(A) o OO(X) 5
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DOS NOTAS SOBRE SECCIONES DE LOCKETT EN CLASES DE FITTING DE GRUPOS FINITOS

M. Torres

Departamento de Algebra y Fundamentos. Facultad de Ciencias. Universidad de
Zaragoza. Espafia.

In this note two facts about Lockett sections of Fitting Classes of Finite
Groups are established. By the firstone it is proved that every group belon-
'ging to the greater class in the section appears as a complement of a certain
normal subgroup of a group in the smallest Fitting Class of the section; this
result is compared with well known results of Blessenohl and Gaschiitz about
the size of a normal Fitting Class. The second point extends the results of
Johnsen and Laue on finitely generated Fitting Classes concerning to Lockett

sections.

0. INTRODUCCION

Todos los grupos considerados en esta nota se suponen finitos, salvo men-—
cidén expresa. Una clase de Fitting F es una clase de grupos cerrada bajo las
operaciones de formar subgrupos normales y productos normales de grupos en F;
ello permite asociar a cada grupo G un maximo subgrupo normal en el mismo que
pertenece a F, el radical GF' Con cada clase de Fitting F Lockett1 asocia una
clase de Fitting E‘ definida:por:

f: (G: (GXG)F es subdirecto en GXG).

Como consecuencia del buen cgmportamiento de la operacién* respecto a la
inter_seccién de clases de Fitting, Lockett define asimismo, otra clase de Fit-—
ting Ldada por:

L: N (X: X es clase de Fitting y §*= f)

Por otro }ado, Bryce y Cossey3 introducen el concepto de normalidad rela-

tiva entre cléses de Fitting; dadas dos clases de Fitting no triviales Z y (=3

y tales que FESG, se dice que F es fuertemente normal (o central) en G si

[G,Aut(G)J S G, para todo G en G

»3

Se llama par de Fitting2 a un par (A,f) en donde A

es un grupo abeliano no necesariamente finito y f una ley ‘que asocia a cada G

[

definido sobre ES

en G un homomorfismo PG de G en A con las siguientes propiedades

12 Si H, K pertenecen a G Vaati HE oK e s mun monomorfismo normal, PH= fK
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22 Dado G en G, se tiene que Gp' = ker PG
y 32 A = (fG(g): geceg)

Las principales propiedades de 1la operacién ¥ , de la normalidad relati-

va y del comportamiento de los pares de Fitting los podemos resumir en:

(0.1) TEOREMA'’2:3. cEY

1=
1=

(a) E*y E*son clases de Fitting de modo que EE
i

<

(b) (z*)” = g*.'(c) (GX H)F*= GFg(HF“ (d) E es fuertemente normal en E s
solo si G¢E E% etk es fuertemente normal en G si y solo si existe un par de
Fitting (A,f) definido sobre EQAg. Mas aln, la 1éy A(é) = (fG(g): g;(;éé) de-
fine un isomorfismo entfe el reticulo de las clases de Fitting é tales que g <
€S XcGyel reticulo de los subgrupos de A.

(0.2) DEFINICION: Se llama seccién de Lockett de la clase de Fitting F

*
al reticulo L(F) de todas las clases de Fitting X tales que X = E*. Una clase

de Fitting F se llama de Lockett si F = E*
Finalmente se mencionan dos resultados que se usardn en lo que sigue.
(0539 PROPOSICION4: Sea F una clase de Lockett, K y H grupos cualesquie
ra y G = K'wr H; denotando por Kfal éubgrupo base de q, se tiene:
‘ Kég@x’EGF y Kég(:)GFcK’.’
Dadas dos clases de Fitting=cualesquiera X e g, se denota por é\lz a la
menor clase de Fitting que contiene a ambas; se tiene entonces:

(0.4) PROPOSICION®:

Dadas E";‘ggﬂ se tiene que en el par de Fitting
(A,f) definido sobre EQ,Q el grupo A es finito si y solo si existe un grupo G
en G tal que G = E\/Fit(G); en donde Fit(G) denota a la menor clase de Fitting
que contiene a G.

Las clases de Fitting de la forma Fit(G) se llaman finitamente genera-

das. .

Denotemos por E la clase de todos los grupos finitos y por S a la de to
dos los grupos finitos resolubles.

(1.1) PROPOSICION: Sea F una clase de Fitting tal que E*# U. Para todo
H en g existe~G en g_tal que G/GF es pfoducto semidirecto de un subgrupo nor-
mal y de un subgrupo isomorfo a ﬁ.(Analogamente poniendo en todos los lugares
S en vez de U y suponiendo FE §). -

DEMOSTRACION: Como z*# E, existe 5 & E“; teniendose, entonces, para to-

do grupo H que el radical G_ de.G = K wr H estd estrictamente contenido en K, -

[[Rea[[heo]

en virtud de (0.3), ya que
H=G/K'=(6/6.)/(K*/G.) y HZHG
Con lo cual &/G, =[k*/cKHe /G.)

¥ se tiene asi:

(<
/GF- G/GF.

- I

productc semidirecto.

([he]
([e]

(1.2) PROPOSICION: Sea E una clase de Fitting cualquiera; para todo H

en F existe G en F tal que G es producto semidirecto de un subgrupo normal




—
iy

y de un subgrupo isomorfo a H.
DEMOSTRACION: Sea (A,f) par de Fitting asociado a FSF; dado H en Fse

considera FH: H— Ay B=f (H); si i,: H — HE denota la k-ésima inclusidbn

H k
canbénica; para k = 1,2, ... ,n se tiene {-‘H = PHn-ik, con lo que B = an(Hﬂ)
para todo n. Si se toma n = exp (B), se tiene:
H=H = ((h,h, ... ,h): h€H) Cker f£,n = GEF
Denotando por Py la restriccidén a G de la k—ésima proyeccidén candnica
de Hn en H, se tiene: G = [ker pk]H , producto semidirecto.

(1.3) CONSECUENCIAS: Comparando (1.1) y (1.2) y haciendo en ésta E*z u,
se tienen los siguientes hechos:

A: Dado G cualquiera y F clase de Fitting tal que E‘: U, existe H en
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tal que GSH.

A': Dado G cualquiera y F clase de Fitting tal que E*;é L:I, existe H tal
que GSH/HF. -

B: Dado G cualquiera y F clase de Fitting tal que --E’: L=I, existe H en I;“
tal que G<RH/K con KgH.

B': Dado G cualquiera y F clase de Fitting tal que E‘;é U, existe Hutal
que GXH/K con HFS EH :

Andlogas Consideraciones cambiando E por 2 en todos los lugares y Supo-—
niendo que gsg. En este caso los resultados A y A' son debidos a Blessenohl y

6 i
Gaschiitz y el resultado B' puede verse en 861dleman7.

Dado un grupo G y un entero positivo n, se define:

GEn)t = Elg g, Sy g)l g€ G)(G')n
que, claramente, es un subgrupo normal de Gn. Johnsen y Laue8 demuestran que
para todo grupo finito G y todo entero positivo n, se tiene Fit(G(n))S Fit(G)
y Fit(G(n)? = Fit(Gf ; estos resultados son consecuencia de que G(n) es subgru
po normal de Gn y de las propiedades formales de la operacidn *.

En- este parrafo se dan demostraciones alternativas y se extienden los
principales puntos del parrafo primero del antes citado trabajo de Johnsen y
Laue.

: (2.1) LEMA: Sean F y G clases de Fitting con E fuertemente normal en G
y sea (A,f) el par de Fitting correspondiente y B = fG(G). Entonces, para todo

n se tiene: -
fGn(G(n)) — B

conm = m.c.d. (n,exp(B)).
DEMOSTRACION: Como (G')rl G

G = ((g,g, --. ,9): gE€G). Sea, en primer lugar, bEB'cualquiera; existe g€ G

€ ker FGn , es obvio que f‘Gn(G(n)) = £ n(G) con

tal que b = f‘G(g) con lo que par-a i=1,2, ... ,n se tiene b = fGn(1,...,g,...,1)

(con g en el lugar i); por tanto b = fGn(g,g, ... ,g) pertenece a fGn(G(n)).
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(n,exp(B)), existen r y s enteros tales que m = nr + exp(B)s,

con lo que be (bn)r pertenece a EGQ(G(n)) para todo b en B, en consecuencia:

Como m = m.c.d.

B'-“g f‘Gn(G(n)). Suponer ahora c en fGn(G(n)); existe g en G tal que
c = Binilg, o a)i = (g)mm'

: = G G
por tanto c pertenece a B .

@22) COROLARIO®: Dado G finito cualquiera, si el exponente de G/G' divide
a n, se tiene G(n) EFit(G)*; en particular Fit(G(n)) = Fit(G)*A

DEMOSTRACION: Basta aplicar (2.1) con G = Fit(G) y g = Fit(G)y y observar
que m = exp(B) con lo que PGn(G(n)) es trivial, es decir G(n) € Fit(G)

(2:23) COROLARIOB: Dado G finito cualquiera y n entero positivo tales que
n y el orden de G/G' son primos entre si, se tiéne G €Fit(G(n)); en particular
Fit(G) = Fit(G(n)).

DEMOSTRACION: Por lo mencionado al principio del péarrafo, Fit(G(n)) es
fuertemente normal en Fit(G), por lo que si en (2.1) se hace B = Fit(G(n)) y
G = Fit(G) y observando que m.c.d. (n,exp(B)) = ‘I,. se tiene f (G(n)) =

G(n)

fGn(G(n)) =B. Por otro lado G(n)€ F implica f‘G (G(n)) =1 con lo que fG(G) =

n
=B =1, es decir, G pertenece a F. -
(2.4) LEMA: Sean F y G clases de Fitting con F fuertemente normal en G
y con par de Fitting asociado (A,f); entonces si E es finitamente generada, se
tiene G finitamente generada si y solo si A es finito.
DEMOSTRACION: Es una consecuencia de (0.4) y del hecho siguiente:
Fit(GXH) = Fit(G)VFit(H)
cualesquiera que sean G y H. Notar que si E = Fit(G) y G Fit(GX H), se tiene
Al = EH(H).

(2.5) PROPOSICION: Si en una seccion de Lockett L(F) uno de sus miembros

11><

es finitamente generado, lo son también todos los miembros de (Y : E*Q\_{ SX)

lo son todos los miembros de L(F) si y solo si en el par de Fitting (A,f) de

= <

ég*el grupo A es finito.
DEMOSTRACION: Por (2.2), X finitamente genér-ada implica E‘f‘initamente ge-
nerada; en el par de Fitting (B,f') de F€X,B es finito; por (2.4), (0.1)-(d) y

(0.1)-(e) se tiene Ef!gg implica Y finitamente generada.
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SOBRE EL ANULADOR DE UN ALGEBRA

S. Gonzdlez-Jiménez

Departamento de Algebra y Fundamentos. Facultad de Ciencias.
Universidad de Zaragoza. Espafia.

In these notes we give several results about the annihilator of an Associati-
ve Algebra or, more generally, that of any of his ideals. We pay a special
attention to the cases of weak-Hamiltonian and semisimple Algebras. Finally
we study those Algebras whose ideals are all annihilators of same subset of

the Algebra.

INTRODUCCION -

La nocidén de anulador en teoria de anillos asociativos es de fundamental
importancia. Asi, en ! se ve que un anillo sin elementos nilpotentes distin-
tos de cero es regular von Newmann si y sélo si todo ideal a izquierda prin-
cipal es el anulador a izquierda de un elemento. Tambien en 2 se da una ca-
racterizacién de anillos regulares arbitrarios en términos de anuladores e
igualmente en dichos términos se obtienen varias propiedades de anillos arti-
nianos.

En este orden de ideas, Johns en 5 prueba que todo an;llo con identidad
Noetheriano a derecha,en que todo ideal a derecha es anulador a derecha, es
anillo artiniano a derecha , lo que permite dar una nueva caracteriz§ci6n de
anillos quasi-Frobenius.

En algebras asociativas, la estructura de espacio vectorial permite va-
rios célculos que no son posibles en un anillo arbitrario , siendo resultados
de teoria de dlgebras de“gran importancia en el estudio de anillos. Asi, la
equivalencia introducida ﬁor Kruse-Price en & , en la pagina 27, es de consi-
derable ayuda en el tratamiento de los anillos déiorden pequefio.

Pues bien, en el parrafo primero de estas notas, se dan nuevos resulta-
dos sobre el anulador en un &algebra, prestandose especial atencidén, con ayuda

4 : z 3 e >
de , a las algebras Hamiltonianas-débiles. En el parrafo segundo se dan
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resultados sobre el anulador en las élgebras semisimples y finalmente, en el
Gltimo parrafo, se estudian las algebras que cumplen la condicién de anulador,
ésto es, que todo ideal es el anulador de un subconjunto del dlgebra. Se dan
ejemplos de élgébras con dicha condiciédn.

Todas las algebras consideradas son asociativas, de dimensién finita y

sobre un cuerpo arbitrario k.

1. ANULADORES Y ALGEBRAS HAMILTONIANAS-DEBILES

1.1. Notaciones

a) F(A) es el radical nilpotente de A.

b) Si aeA, indicamos por (a) la subadlgebra de A engendrada por a.

c) S subconjunto de A distinto de vacio. Entonces el anulador en A de
S es el conjunto {xeA XS =S x=0 Y ses}; Se indica AnS.

d) H = A. Entonces AnHH = {XEH /o xshi="h.x =08 WiheH

e). H/K factor principal de A. Entonces AnA(H/K) = {aeA / aH CK, Hag;K}.

1.2. Definiciones

a) Un algebra A se dice Hamiltoniana-débil ( H.,d.) si toda subdalgebra
maximal de A es ideal en A.
Towers 2 caracteriza estas algebras como nilpotentes o como N @ B
con N nilpotente y B engendrada por un idémpotente.
b) A se dice semisimple si F(A) = O.
-3 Pfogosicién
- F(A) es la intersecpién de los anuladores en A de los factores principa-

les de una serie principal cualquiera de A.

.

1.4. Proposicidén
Sea A un algebra nilpotente y H un ideal propio de A. Entonces HhAnA%O.
Demostracidn:

Supongamos expA = n y H ideal minimal de A. Se tiene la serie:
0= X;<X < X,<..<X = A
tal que An(A/Xi) = Xi+1/xi . Por ser H ideal propio de A, existe i tal que
HiEXaE= 0 = H (X 25005
i )8

Ahora, O HN X. ) i i .=
o 5 # HN a0 A implica H(\X1+1 H por ser

H minimal, luego H < X. Y- asi AAHE=#AX: wi=iX o “Port tanto AH: = X/ H =05,
i+ i+ i it 3

1 1

luego H = AnA.
Si H no es minimal , existe B ideal minimal de A, B = H. Luego B £ AnA

y asi AnANH # 0.

1.5. Proposicidn B
El &lgebra An(F(A))/ An

F(A)F(A) es semisimple.




Siguiendo o introducimos la siguiente definicién:
1.6. Definicidn

Dos &algebras A y B sobre el mismo cuerpo k, se dicen equivalentes ( A e.
B) si:

1) Existe Y: A/AnA ——> B/AnB isomorfismo

2) Existe VY: A2 —_— 82 isomorfismo t%l qde ?(ai+ AnA) = bﬁ* AnB

i= 1,2 , implica W(a1a2) = b1b2

1.7. Observaciones ( Ver4)
1) eqg. es una relacién de equivalencia.
20E A ni;potente y B eq. A implica B nilpotente.
‘3) Si A eq. B, dim A<dim B , entonces B = A ® N con N'=0

1.8. Proposicidén
1) C subdlgebra de A, A = C+ AnA . Entonces AnCC = CNAnA.

2) C subAlgebra maximal de A. Entonces AncC = CNAnA.

1.9. Proposicidn

Sea A algebra H.d. Entonces An

1.10. Teorema

Supongamos que AnA es ideal maximal de A. Entonces A es H.d.

Demostracidn:

Hay que considerar dos casos

12) AnA = F(A). Entonces A no es nilpotente, luego existe e tal que
ol Consideramos la subdlgebra {e), y asi 4e) + F(A) = A, 1o
que implica <e) eq. A. Luego por 1.7. A =<e> @ N con.N2= 0 y asi
A es H.d.'no nilpotente.

29) AnA # F(A). Entonces F(A) = A, luego A es nilpotente.

1.11. Teorema
Sea A un algebra H.d. no nilpotente. Entonces AnA es un ideal maximal

de A si y sbélo si F(A)2= 0.

1.12. Observaciones

ﬁé) A nilpotente tal que existe x # O no perteneciente a AnA y x2=‘0.
Entonces el AnA no es ideal maximal de A.

22) Existen élgeﬁfas nilpotentes en que el AnA es ideal maximal. Con-

'sidérese, por ejemplo, el &lgebra A ==<b,€> 5 b2: S c2= i /bei = cbi=708

25 ANULADORES Y ALGEBRAS SEMISIMPLES

2.1. Proposicién
Sea A semisimple y I<JA. Entonces An(I+AnI/AnI) = 0.
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Demostracién:
Sea An(I+AnI/AnI) = B/AnI. Entonces B(I+AnI) = AnI, luego BIESAnI y asi

2 2 =
BIzg,IAnI - 0. Por tanto BI°= 0, luego (BI) = 0 y por ser A semisimple

BI = 0, esto es B<AnI, lo que prueba que An (T +ANT/ANT ) = 0OF

2.2. Proposicién
Sea A semisimple y I<A. Entonces la suma I+AnI es directa.

2.3. Proposicidn

Sea A semisimple no simple. Entonces existe H<A tal que H @ AnH = A.

Demostracidn:
A semisimple implica A = H1@ () Hn , n>1 por no ser A simple, y 1los
Hi ideales simples no nilpotentes. Es obvio que H2 e ... 0 an AnH1 y

aplicando 2.2. se obtiene que A = H1 @ AnH1.

2.4. Observacidn
Si A es semisimple , no simple, tal que todo ideal propio es maximal,
entonces A posee exactamente dos ideales propios distintos H1 y H2 siendo

e HE= AnH1 y H1= AnH

A=H1@ H2 > q *
3 LA CONDICION DE ANULADOR
3.1. Definicidn

Un algebra A cumple la condicién de anulador si para todo ideal H de A,

existe un subconjunto S de A tal que H = AnS.

3.2. Ejemplos

10) E1 Algebra A =<a,b> tal que e o e b, ab = ba = 0, tiene
como Gnicos ideales A, 0 ,<a> y <b>; verificando que AnA = 0 , AnO = A,
Ad>=&> , An@=<b> . Luego A cumple la condicién de anulador.

20) E1 algebra A = <é,b,€> tal que a2: a , b2= e 5 c2= biet = sy = (O
ab = ba =b , ac = ca = c , cumple la condicién de anulador. En efecto:

i 0, F(A)2=<§>, F(A) y A son ideales de A que cumplen la condicidén
de anglador, pues A = An0O , O = AnA , F(A)2= AnF(A) y F(A) = AnF(A)-2 .
pues F(A) = AnF(A)2 y si el contenido es estricto, por ser dimA = 3, se tie-
ne A = AnF(A)2 , 1o que no es cierto ya que ébQ: ae = ¢ ~ 0.

ii) Los ideales anteriores son los Gnicos ideales de A. En efecto, sea 2
0 # HAQA. Si dimH = 1, entoﬁ@es H =< ra+sb+tc> y se prueba que r = s = 0, :
luego H =<c>= F(A)Z. Si dimH = 2, se tiene H =< ra+sb+tc , r’a+s b+t co.
Se ve que c eH, luego H =<c , ra+sb+tcd. Entonceslsi t # 0 , se prueba
que H =<c , sb+tc>, luego H es nilpotente y por tanto H = F(A). Final-
mente, si t =‘O H =<c , ra+sb> ; probandose que r = 0. luego H =<a,b>= 3

F(A).



3.3. Proposicidn
1) Sea.S un subconjunto de A. Entonces AnS = An(An(AnS))

2) Sea H<A, H = An(AnH) y HNAnH = 0. Entonces An(H+AnH) = O.

3.4 Comolanio

En las condiciones del resultado 3.3. (2) se tiena que AnA = O.

3.5. Teorema

Sea A un algebra que cumple la condicién del anulador. Entonces:

1) Si H y K son ideales de A tal que AnK<AnH, entonces HK.

2) S8i H < An(AnH) , entonces H = An(AnH).

3) AnA =0

4) S8i H<A tal que HNAnH = 0 , entonces A = H @ AnH

Demostracidn:

1) Sea H = AnS y K = AnT. Entonces AnKEAnH implica An(AnT) <
An(AnS) . Luego An(An(AnS)) S An(An(AnT)) y por 3.3. AnS < AnT

2) Es inmediato.

3) Es claro que A = An(0). Ahora (0) € An(An(0)) y por 2) (0) =
An(An(0)) , esto es AnA = 0O

4) HAnH = 0 implica H € An(AnH) y por 2) H = An(AnH). Ahora
An(H+AnH)= AnHn An(AnH) = 0. Luego An(H+AnH) € AnH‘y por 1) A € H+AnH, esto

es, A = H+AnH. Finalmente es claro que A = H @ AnH.

3.6. Observaciones

l2y)EeE Shl A.es simple.y nilpotente, entonces cumple trivialmente la condi-
cién de anulador.

22a) Si A es semiéimple y todo ideal propio es maximal, entonces A cum-—
ple la condicién de anulador.

32) Las algebras H.d. no cumplen la condicién de anulador, ya que se ve

=1 -1
)n = 0 5 F(A)n # 0 , entonces O # F(A)rl = AnA . Luego no se

que si F(A
cumple el resultado 3.5. (4).

42) Sea A un adlgebra con 0 £ F(A) # A 'y tal que todo ideal propio es
maximal. Entonces A cumple la condicién de anulador 6 F(A) es anulado por

todo elemento de A
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UNA CONDICION ADICIONAL AL TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE LAS FORMULAS
FUNDAMENTALES PARA SUCESIONES REALES DE POLINOMIOS ORTOGONALES

J. Javier GUADALUPE HERNANDEZ y Jaime VINUESA TEJEDOR

Departamento de Teorfa de Funciones. Universidad de Zaragoza.

We obtain in this note a new equivalent condition to the equivalence
theorem of fundamental: formulas of orthogonal polynomials on the real

axis, based on the typical extension of a scalar product.

I*'TRODUCCION

En este trabajo se obtiene una nueva condicidn equivalente a las propieda-
des caracteristicas de Polinomios Ortoponales sobre la Pecta Real aue aparecen
en [1] , donde se les llama también Férmulas Fundamentales. Tsta nueva "f&rmu-
la fundamental"” (%) ha aparecido de la consideracidn y estudio de las extensio-
nes del producto escalar, en particular de la extensidén tipica. Tenemos el pro-
yecto de hacer un estudio exhaustivo de las extensiones tipicas de los produc-
tos escalares correspondientes a.Polinomios Ortosonales sobre curvas algebrai-
cas (en especial armdnicas y cassinianas), en relacidén con las propiedades ca-
racteristicas de dichos Polinomios Ortogsonales (va estudiadas en los casos ci-
tados). En tal sentido este trabaio constituye el primer resultado v cuizis el
punto de partida, por ser la recta real el caso mds sencillo de curva arménica

en el plano compleijo.

En [2] , vy también en [3] como caso particular, aparece’ demostrado el
teorema de equivalencia de las férmulas fundamentales para el caso de P.N. so-
bre R . Sin embargo no estd enunciado explicitamente en ninguno de ellos, ror

lo que lo citamos a continuacidn.

(*) Aunque no se trata de una férmula proriamente dicha, seguiremos llamando
asi a la nueva propiedad caracteristica, con objeto de mantener la nota-
cidn y forma del teorema de equivalencia.
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TEOREMA. (Vinuesa)
_ "Dada una sucesidn de polinomios con coeficientes reales, {Pn(x)}z Ssen
equivalentes:
at)) {Pn(X)}Z es la sucesidn de P.0N. correspondiente a un producto escalar
definido por la integral respecto de una funcidn de distribucidn sobre :

R. :
ii) (Pﬁ(x)}: es una sucesidn de P.0. definida (en la base {xn}O ) por

una matriz+de Hankel.
1:4125) '{Pn(x)}z verifica una férmula de Recurrencia de Christoffel-Darboux.

iv) (Pn(x)}z verifica una férmula de Sumacidén de Christoffel-Darboux.
v) {Pn(x)]: verifica una férmula de interpolacidn de Christoffel."

Como anunciibamos mids arriba introduciremos una sexta condicién eauivalen-
te a las anteriores, que las relaciona con la extensidn tipica. Para ello damos

las siguientes definiciones:

DEFINICION 1.

"Un producto escalar en M 4 (Fspacio vectorial de los polinomios de

grado menor o igual que n-1) se dice tipico si puede expresarse en la forma
n
Po Q = 17_'1 p,P(x;)00x;) (1)
(v. [u] N

PROPOSICION 1.

"lLa condicién necesaria y suficiente para aue (1) defina un producto es-

calar en T,_1 ©s que p; > oF G a2is s s ein) e X, e R (e it n) sy,
que x. # x it )
DEMOSTRACTION.

Desde luego la condicidn es suficiente.

Si py £0 vi/o Xq T X, el polinomio P(x) = (x—xz)(x-xg)...(x—xn),per—

teneciente a n,._, yno idénticamente nulo tendria norma menor o igual que ce-

ro. Por simetria se sigue el resto. .c.q.d.

PROPOSICION 2.

"La expresién (1) no puede definir un producto escalar en T_ ".

n
DEMOSTRACION.
Basta considerar la norma del polinomio no idénticamente nulo
(x-xl)(x—xz)...(x—xn) de grado n . c.q.d.
DEFINICION TRIVIAL. i

"Un producto escalar en 1 se dice extensidén de otro en e si el



segundo es la restriccidn del primero al subespacio nn_l"

El producto escalar definido en (1) admite una extensidén sencilla a
ﬂh de la forma siguiente:

Al 0 e Ty ponemos

n
PoO = QoP = 2 p.P(x;)0(x,) (2)
i=1

.

Si  grad. Pi= grad. 0 =n

n
Po0 = 121 p;iP(x,)0(x;) + e p @ (3)

siendo p,q los coeficientes conductores de P(x) , N(x) respectivamente, y

- e o ;
e un nimero real positivo fijo cualquiera.

DEFTNICION 2.

"lLa extensién de un producto escalar se dice tipica si existen
PysPpoc:-sPy positivos, Ry sXpoe oo sXy .distintos dos a dos y e > 0 , de for-

ma que el producto escalar en I .viene dado por (2) vy Gl

NOTA.

Si po’Fl""’Pn son los polinomios ortogonales correspondientes a una

extensidén tipica, las raices de Pn(x) = 0 son las X sXpse..sXp de la exten-
sién. (v. [4] ).
PROPOSICION 3.
"Una condicidén necesaria y suficiente para que X, ,X,,....X,  Sedn las
raices de una extensidén tipica de 100 d L les aueise verifique
Kn—l(x’xi)° Kn_l(x,xj) B Ceatiet e Al b
donde
= P
n-1 Pk(x) P(y)

Kn_l(x,y) = 2
[Pyl

k=o

es el (n-1)-nficleo de la fdérmula de sumacidn'.
DEMOSTRACION.
Ver [5]

DEFINICION 3.

"Una sucesidn de Polinomios Ortogonales sobre R se dird tipica si para
cada n e N , el producto escalar en T = es una extensidén tipica de su res-

triccidbn a I Uk
qn—i
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TEOREMA.

"Cada una de las condiciones i) a v) del teorema de equivalencia .cita-
do al comienzo es equivalente a la siguiente:

Vi) (Pn(x)}; es una sucesién tipica de Polinomios Ortogonales".

DEMOSTRACION.

vi) == ii) : Sea M = (cp,q)p,q=o

to escalar en la base {xl};=o y llamemos {sk}; a su primera fiia,

la matriz correspondiente al produc-

Sk T %o ¢ Fijados p,q tomemos n 2 ptq , y sean PysPos-cesP ;
b 3
X45X55...,X  1lOs correspondientes a la extensidn tipica de Toa a . Se :
tiene i
n n %
= P, 9 . pla- =
cp,q é%; Pi¥X; X5 Egé PiX; Cp+q,o Sp+q

que prueba que M es de Hankel.

iv) =3 vi): Por el teorema citado en el enunciado, {Pn(x)): es enton- :

ces una sucesidn de P.0. que verifica la férmula de sumacidn de Christoffel-
Darboux:

. 1(x,y) - Pn(x)Pn_i(y)-“n_l(x)Pn(y)
n—

% (xedyaitin=ARoRai )
8h-1 2

Si son XgaXgse oo s X las raices de Pn(x) se tiene:

Kn_l(x,xi)o Kn—l(x’xﬁ) = Yn—l(xi’xi) =

1 Pn(xi>Pn—1(xj)-Pn(xi)Dn—l(xi) 5l S
2 . )
i i

y por la Proposicién 3 deducimos que el producto escalar en T

s

es extension
. £l .

tipica del correspondiente en I

25y - (Pn(x)); es por tanto una sucesidn de
Polinomios Ortogonales tipica. e.q.d.
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POTENCIALES INTERATOMICOS PARA EL ESTADO FUNDAMENTAL DE.SISTEMAS
CESI0-GAS NOBLE

A. Cavero y E. Bernabeu

Departamento de Optica. Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza. (Espafia)

The experimental information existing up till now on interatomic potentials
of Cs-noble gas systems obtained from elastic scattering experiments is analized.
The resulting values for the well depth and radius, the analytic expression of
the potential at long ramnge and the expression for the repulsive term at very
-high energies are used to test different potential models for the systems Cs-Ar,
Cs-Kr and Cs-Xe. Lennard-Jones [n-8-6]spotentials are seen to reproduce all the

experimental features satisfactorily.

INTRODUCCION

Los potenciales interatémicos juegan un importante papel en la descrip
cién de los fenémenos relacionados con las colisiones entre Atomos. Su forma
y magnitud tienen incidencia directa sobre secciones eficaces, coeficientes
de transporte, perfiles de lineas espectrales y reacciones quimicas en general.
Particularmerte, los sistemas constituidos por dtomos alcalincs, en estado fun-
damental o excitado, y gsses nobles en estado fundamertal resultan de gran in-
terés por su simplicidad, revistiendo mayor importancia aquellos sistemas en
los que intervienen &4tomos de cesio, dada la incidencia de este elemento en
metrologia. El interés de que son objeto los potenciales interatémicos de es—
tos sistemas se evidencia en el continuado estudio que vienen mereciendo, del
que dan cuenta las recientes puestas a punto de Baylisl, Paulyz, o las mas cla-
sicas de Bernstein y Muckerman? y Pauly y Toennies4; aparte de la bien conocida
obra de Hirschfelder®. La practica tctalidad de estos trabajos se- refieren
al estado fundamental, para el que casi toda la informacién se obtiene a partir
de experiencias de difusién de ‘haces atémicos y moleculares. Para estados ex-
citados, las experiencias de difusién son mas dif iciles, y el método utilizado
para obtener los potenciales pasa por la determinacién previa de la diferencia
de potencial entre el estado excitado y el fundamental a partir del andlisis
de lineas espectrales, método que requiere conoé?r previamente el potencial
para el estado fundamental.

El propésito del presente trabajo es obtener potenciales interatdémicos

para sistemas cesio-gas noble en estado fundamental, con vistas a su utiliza-




cién en la obtencién de potenciales de estos sistemas en estado excitado, apro-

resultados obtenidos en nuestro laboratorio en diversos tipos de

7

experiencias: andlisis de perfiles de lineas espectralesé, bombeo 6ptico’, y

vechando los

espectroscopia de plasmasg. Para ello analizamos la informacién existente so-

bre potenciales interatémicos de sistemas cesio-gas ncble en estado fundamental,
y discutimos diversos modelos analiticos para estos potenciales.

Los resultados recogidos en la literatura son muy dispersos y de ellos
fueden inferirse datos aislados, relativos a la posicién del pozo de potencial,
a la forma del potencial a muy larga distancia de los colisionantes y a la for-
ma de la interaccién repulsiva a muy alta energia. Los procedimientos de inver
sién, es decir, obtencién de potenciales punto a punto a partir de medidas expe
rimentales no son todavia aplicables a sistemas cesio-gas noble9 y ‘la forma
del potencial para distancias intermedias debe ser aproximada mediante un mode-
lo analitico. El modelo normalmente usado es el Lennard-Jones [12-6], V(R)=
QIZR_IZ - C6R_6, que resulta muy operativo matemidticamente y cuya validez fisi-
ca vamos a analizar, junto con la de otros modelos alternativos, a la luz de

los resultados experimentales existentes.
OBTENCION DE INFORMACTON SOBRE EL POTENCIAL A PARTIR DE DATOS EXPERIMENTALES

Para el estudio de la interaccién de sistemas cesio-gas noble en estado
fundamental, se dispone casi exclusivamente de resultados experimentales de
difusién de haces atémicos . Estos pueden ser de alta energia (entre 1 y 104
eV) y de erergia térmica (menor que 10! ev). Dada la forma general del poten-
cial en el estado fundamental, con una parte repulsiva a ccrta distancia y una
parte atractiva a larga distancia, y con un pozo de profundidad ® a distancia

Rm (Fig. 1),_y siendo E para los sistemas citados del orden de 10-2 eV, se ccm-

[ ch\e s s 2 el i s — — Fig. 1. Pardmetros que describen el po-
tencial: €, Rm, profundidad y posicién

E del pozo;q o, valor de R que verifica
V(@,) = 0 fR# ©); 0, valor de R que ve-
0o Rm rifica V(g) = E, siendo E la energia i-

V(R)

|

|

|

|

| i

G \\\\\1";/////”,,———”’ nicial de los colisionantes.
E

Distancia internuclear R

prende que con haces a energia térmica puede obtenerse informacién sobre el
pozo y la parte atractiva, mientras que los haces de alta energia proporcionan

informacién sobre la parte netamente repulsiva.

.

T Al ma?gen.’de las posibles aportaciones que las medidas de coe
ficientes de difusidén y secciones eficaces de desorientacién realizadas en nues
tro laboratorio puedan suministrar. =




Resulta, no obstante, mas operativo clasificar las experiencias de difu-

sion atendiendo a la magnitud experimentalmente medida.

Medidas de la seccion eficaz diferencial de difusién I (6,v)

4

Estas medidas se realizan sobre haces a energias térmicas. En teoria cla-

sica I(0, Vi) viene dada pcr

e @i‘
I(e,\)) = seng bl B ) [1]

donde 9 es el dngulo de deflexidn, b; los parametros de impacto correspondien-
tes a un angulo de deflexidén dado y v la velocidad. Como puede verse (Fig. 2),

para b pequefio predomina el potencial repulsivo, y para b grande el atractivo;

Fig. 2. (a) Trayectorias segui-
04 das por un atomo lanzado contra
otro con diferentes parametros
de impacto b y con la misma velo
cidad v, cuando el potencial in-

BEE teratémico es del tipo descrito
en la Fig. 1. (b) Angulos de
deflexién O correspondientes a
(a) los parimetros de impacto b.
N
N
¢
ba
(b)
o I
©rA

el dngulo 6. se denomina de "arco iris" por similitud con el fenémenc éptico.

En la Fig. 3 se representa I(6,v ), calculada para un potencial Lennard-Jones

[i2:6]. Como puede deducirse de [1] existen singularidades para "6 =0 y 8 =6
en teoria clasica, y para @ > 8. > I(p, v ) se anula. Es de notar que el valor
de 8. es funcién de la energia reducida %, y por lo tanto devy . Cuvando se cal-

cula I(p, v) en teoria cudntica, las contribuciones debidas a distintos b; co-
rrespondientes al mismo 4dngulo 6 interfieren entre si produciendo la sustitu-
cién de las singularidades por miximos y una estructura oscilatoria de miximos
secundarios (ver Fig. 3). La teoria rigurosa debe realizarse mediante la des-
composicién en ondas parciales. Er muchos casos, las medidas experimentales

de I(9, v) pueden ajustarse mediante la teoria clidsica, que se comporta como

59




limite de baja resolucién de la cudntica.

El analisis de datos experimentales sobre I(§,V) proporciona informacién
sobre € y Rm a través de la posicién de 6r y de la estructura de los maximos
secundarios respectivamente. Aunque el andlisis es delicado, los resultados
correspondientes a € y Rm pueden ser extraidos con relativa fiabilidad.

El método de anilisis normalmente seguido es suponer modelos analiticos
de potencial, suficientemente flexibles, basidndose en los cuales se ajustan
las medidas de secciones eficaces diferencial y total, comprobidndose que los
ajustes son excelentes para una combinaci6on de potenciales de tipo Lennard-Jo-
nes.

Los resultados que se presentan en las columnas 1 y 2 de la Tabla I son
debidos a Buck y Pauly10 y resultan ser los ‘mds fiables, pudiéndose evaluar
su error en unos pocos tantos por cien. Estos resultados se obtienen analizan-

do medidas tanto de secciones eficaces diferenciales como totales.

TABLA I
Co Cg
Cg © o =
a exponente exponente eqresitn (4] expresién (4]
ed R atractivob 10-58 r‘egt.illsivo d G a 10758 1072
Gas| 10-14 erg. & s erg. cm.6 s erg. cm.S erg. cm.6 erg. cm.
He 6 <43 <12 43 .10
Ne 6 .83 <12 .82 .20
Ar -9 5.50 6 3.35 <12 3.42 .89
Kr 1.47 5.44 6 4.97 10 |[5.64 10788 5.17 1.40
Xe |-2.18 547 6 7-94 10.75 |2.31 10793 .8.42 2.36
a BUCK Y PAULI, Ref. 10
b Ref. 3 :

DALGARNO Y DAVISON, Ref. 12
MALERICH Y CROSS, Ref. 13

+)




3
LogI(®))1
(ua.)
Fig. 3. Seccién eficaz diferencial
de difusién I(&,V), para una veloci-
dad -V dada calculada cldsica y cuin-
ticamente para un potencial Lennard-
Jones [12-6]. S
\ Cuantica
Cldsica .
0 or e

Por otra parte, para angulos p pequefios, se demuestra que el comportamien-
to de I(8), V) es de la forma3 1(0) ~ e—(Zs+2)/S para potenciales del' tipo Cg/RS,
de modo que es posible determinar s de ajustes con datos experimentales corro-
borando el valor s = 6 dado por la teoria para el término atractivo del poten-

cial, que es el que interviene para 8 pequefios (Columna 3 de la Tabla I).

Q(v)

0 1 Vive

Fig. 4. Seccién eficaz total de difusién Q(v) para un
potencial Lennard-Jones [12-6]. Las rectas correspon-
den al limite de considerar un potencial exclusivamente
atractivo ~ R7® (1in€a continua) o repulsivo ~ R-12 (1i-
nea de trazos).
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Medidas de la Seecién eficaz total de difusién Q(v)

De acuerdo con el teorema 6ptico, la seccién eficaz total estd ligada a
la seccidn eficaz diferencial para 6 = o. Las medidas de Q(y) proporcionan

una valiosa informacién sobre el potencial, tanto a energias térmicas como a

altas energias. La Fig. 4 recoge una curva tipica de Q frente a la velocidad
2eR g q ae o

reducida»v/vc, con V. = —%;m o Para V<V, se observan oscilaciones cuanticas

superpuestas al comportamiento para potencial atractivo. Para v> ., correspon-

diente a alta energia y potencial repulsivo, no hay oscilaciones.
La aproximacién de. Massey vy Mohr 11 predice para un potencial CS/RS una

dependencia con W del tipo

2
) ]S—" (2]

N
e - [=
El ajuste de medidas experimentales a energia térmica a [2] permite ratifi
car el valor s = 6 ya obtenido con medidas de I(p,y) y asimismo determinar C6'
El valor obtenido por distintos autores para Cg difiere en menos de un 5% del

valor calculado rigurosamente mediante la teoria cudntica salvo para el sistema

Cs-Xe en el que la discrepancia es inferior al 10%. La columna 4 de la Tabla
I presenta los valores de Cg recopilados por Dalgarno y Davisonlz, Yy que como
se ha dicho, coinciden con los experimentales. También se extrae, como ya se

ha dicho, informacién sobre € y Rm a partir de las oscilaciones de Q(v).

En lo que respecta a altas energias,. que afectan a la parte repulsiva del
potencial (Fig. 4), las medidas son mas dificultosas. Para el caso de sistemas
cesio-gas s6lo existen medidas para sistemas cesio-kripton y cesio-xenon, reali
zadas por Malerich y Crosslg. De estas experiencias se concluye que los datos
se ajustan bien asignando un modelo CnR_n para el potencial repulsivo. Se pue-
de entonces determinar el valor de s con un error algo superior al 8%. Los
resultados se muestran en la Tabla I, columna 5. En el término repulsivo el
valor de s depende del sistema y es, en general, inferior al valor 12 supuesto.
El valor de Cs es asimismo determinable, aunque la precisién es inferior (un
25%) (Tabla I, columna 6). Las medidas de Malerich y Cross corresponden a un
rango de énergias de 5 eV a 104 ev. Teniendo en cuenta que los valores de E
para los sistemas considerados son del. orden de 10_2 eV y que los parametros
del pozo de patencial se determinan a energias térmicas (<10-1 eV) se concluye
que los resultados:de Malerich y Cross informan de la rama repulsiva del poten-
cial y que existe una relativa independencia entre los resultados validos para
esta parte repulsiva y los relativos al pozo de potencial. No obstante, si
parece ,pausible suponer que al menos la forma funcional del término repulsivo
a energia térmica coincida en buena aproximacién con la forma funcional a mas
alta energia.

En resumen, podemos decir que las medidas experimentales nos proporcionan:

6

1) La forma funcional del potencial a larga distancia CeR™", 2) El1 coeficiente
C¢ de dicha forma funcional, 3) La profundidad £ y la situacién Rm del pozo
de potencial, y 4) La forma funcional del término repulsivo a alta energia,

que es distinta para cada sistema, y con muy escasa fiabilidad el coeficiente




de esta forma funcional.
ESTIMACIONES TEORICAS DE POTENCIALES INTERATOMICOS

Los métodos utilizados normalmente para la determinacién tedérica de poten-
ciales son de tres tipos: ab initio, semiempiricos y mediante el uso de modelos.
Para los sistemas cesio-gas, donde el nimero de electrones es elevado, los méto
dos ab initio, que implican la resolucién de la ecuacién de Schrbdingeﬁ para
el sistema, son absolutamente inaplicables. No obstante, si puede calcularse
tebéricamente el potencial a larga distancia, es decir, el término atractivo,
mediante teoria de perturbaciones, pues no hay solapamiento de electrones vy

lel problema se reduce a la interaccién de los multipolos del dtomo de cesio con

los multipolos inducidos del gas noble, y desemboca en una serie del tipo14
Ceq Ccg Ci0
YR e o : (3]
R R R10
Co
en la que domina el término de interaccién dipolo-dipolo, - e denominado térmi
R
no de Van der Waals. En el calculo de Cg intervienen las polarizabilidades
de los gases nobles, que pueden obtenerse cuanticamente (Tabla I, columna 4).

Resulta mas cémodo realizar un cdlculo semiempirico, utilizando valores experi-

mentales para las polarizabilidades y las siguientes férmulas aproximadas para

5

Cg v Cg !t

Cg =a e <r2> |

C8 = % ae? <rd> | g~6e2<r4>

donde ¢ y B son las polarizabilidades dipolar y cuadrupolar del gas noble, res-
pectivamente; los valores promedios <r2> y <r4> referidos al electrén de valen-

cia del alcalino vienen dados por16

(Gt o = R(H = 1)) :
(5]

<pd> - % 0l log sl 952 =n) ¢ SR g-10) 5 1]
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A *
siendo n

el nimero cudntico efectivo y a, el radio de Bohr% En las columnas
4 y 7 de la Tabla I puede verse como los valores de la teoria cudntica y los
semiempiricos difieren en menos de un 5%. La columna 8 de dicha Tabla da los
valores de Cg calculados mediante [4].

En cuanto al término repulsivo, no existen determinaciones teéricas de la
forma del potencial. El origen de la repulsidén estd relacionado con la distor-
sién sufrida por las nubes electrénicas al superponerse, debido al principio
de exclusién de Pauli. El problema ha sido solventado mediante unos potencia-
les que son, simultineamente,semiempiricos y de modelo. El uso de'modelos con-
siste en sustituir el ﬁroblema fisico original por otro mis tratable matemidtica
mente. Asi, en lugar de resolver el hamiltoniano del sistema para obtener 1la
interaccién repulsiva, ésta se presenta usando pseudopotenciales de tipo Gom:

basl? que evitan el problema de la antisimetrizacién mediante un tratamiento
. estadistico de la distribucién electrénica, utilizando densidades electrénicas

18

y polarizabilidades. De esta forma Baylis 5 diagonalizando un hamiltoniano
con dos psendopotenciales y. un término de atraccién electrostidtica, obtuvo po-
tenciales numéricos para los sistemas alcalino-gas noble. Posteriormente Pas-
cale y Vandeplanquel9, con el mismo modelo, con ligeras variantes y ampliando
la base utilizada, obtuvieron otros potenciales que son hoy referencia obligada
para cualquier trabajo sobre potenciales alcalino-gas. De ahi. se infiere el
interés de cotejar los potenciales de Pascale-Vandeplanque con el mayor numero
de resultados experimentales posible para verificar su validez. No obstante,
debe decirse que, si bien los potenciales de Baylis y Pascale-Vandeplanque su-
ponen una solucién parcial al problemande la determinacién de la interaccidn
repulsiva, ésta sigue siendo uno de los puntos mids oscuros dentro del contexto

de potenci'ales~ interatémicos.

MODELOS DE POTENCIAL PARA SISTEMAS CESIO-GAS EN ESTADO FUNDAMENTAL

Basados en los resultados experimentales expuestos, vamos ahora a discutir
distintos modelos para potenciales interatémicos de sistemas .cesio-gas. Debido
a la escasez de datos experimentales, el potencial no puede ser determinado

. con exactitud, punto a punto, y debe recurrirse al uso de modelos, que sean

N
+ (se refiere al momento angular electrénico del estado considerado.




compatibles con todos los resultados experimentales y resulten ademis simples
y operativos matemidticamente para ser utiles. E1 hecho de que los resultados
de difusidén puedan ajustarse mediante el uso de combinaciones diversas de poten
ciales Lennard-Jones para distintas zonas del potencial sugiere el uso de este
tipo de modelos, si bien debe exigirse, para que éstos sean utiles,la validez
de la misma forma analitica para todo el rango de energia térmica.

El modelo -casi exclusivamente usado hasta ahora ha sido el Lennard-Jones
[12,6 ], por su gran operatividad matemdtica. Sin embargo, cuando intentamos
ajustar los valores de C6’ C12 para que el potengial pase bor el pozo (g, RT)
determinado experimentalmente, nos encontramos con que el valor calculado de
Cqy excede en un facto? de alrededor de 1.5'el valor experimental. Ello refleja
fallos del modelo, por otra parte esperables. debido a su simplicidad.

En un siguiente paso, y procediendo de mayor a menor simplicidad en el
modelo, hemos ensayado un modelo Lennard-Jones [n,6], donde pafa el coeficiente
Cy se toma el valor experimental (Tabla I) y por tanto el potencial es asinté-
ticamente correcto; se suponen distintos valores enteros de n, y el coeficiente
Cn se ajustd forzando al potencial a tener una profundidad de pozo igual a la
determinada experimentalmente € . Como queda un parametro libre, Rm, la compa-
racién de éste con el experimental nos indica la compatibilidad del modelo.

Para realizar estosvcéIculos hemos puesto a punto un programa de ordenador
que calcula el minimo de potencial para un valor de n dado.variando el valor
de C, hasta que en el minimo V(R) toma el valor €.

En la Tabla II se muestran los distintos valores de Rm obtenidos con mode-

TABLA II =

Modelo n-6 Modelo n-8-6
Exponente n Rm(R) Exponente n Rm(g) _ Cp (erg. cm™)

9 4.81 10 5.29 3l 57 10l
Ar 12 5.15 11 . 5.44 1.92.10794

20 5.45 12 5.55 101555 omld2

9 4.73 10 5523 5.30 10-87
Kr 12 5.07 :

20 5.36

9 4.79 .
Yo e s oy 10.75 5.43 328 10

20 5.42 11 5.46 4.89 10794

los n = 9, 12 y 20, juatamente con los valores experimentales de Rm. Como pue-

de verse, los potenciales son incompatibles con los valores experimentales de
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Rm, y hay que élevarse a valores' de n excesivamente altos y que a su vez no
son compatibles con la condicién general de n<12 encontrada por Malerich y Cross.
A la vista de estos resultados, hemos supuesto que la concordancia mejora-
ria al introducir otro término atractivo, el siguiente en la serie [31, C8R78,
término que se utiliza en la interpretacién de resultados de ensanchamiento

de lineas espectrales. El potencial es entonces

V(R) = el [61

.y el coeficiente Cg§ se calcula mediante [4]. Andlogamente hemos supuesto para
Kripton y Xenon la forma funcional encontrada por Malerich y Cross para el tér-
mino repulsivo a alta energia, suponiendo de forma tentatoria su validez tam-
bién para energias térmicas. Como puede verse en la Tabla II, el valor de Rm
encontrado’ para Xenon es altamente Satisfactorio, y el correspondiente a Krip-
ton se aparta en menos de un 4% de valor experimental, lo que es satisfactorio.
En cuanto a argon, no disponemos de resultado experimental para justificar un
valor dado del exponente n, aunque si podemos conjugar el caracter general n<12
con la simplicidad operativa que posee un potencial .de tipo [n=6]cuando n es
entero. En la Tabla II se muestran entonces los valores de Rm encontrados para
n = 10, 11, 12, y como puede verse el mids adecuado resulta ser n = 11. Asimis-
mo, y también por razones de mayor operatividad matemdtica, en la Tabla II in-
cluimos el valor de Rm encontrado cuando suponemos el valor entero n = 11 para
Xenon en lugar dél encontrado por Malerich y Cross n = 10.75. Como se ve, es
también totalmente compatible con el resultado experimental. Se incluyen tam-
bién en la Tabla II los valores de Cn encontrados.

Finalmente, para iluéfrar nuestros resultados, la Fig. 5 muestra el poten-
cial determinado por nosotros juntamente con el Potencial de Pascale y Vande-
planque para el sistema cesio-kripton. La separacién entre ambos potenciales
para valores alrededor de R ~ 8 R se debe a que el potencial de Pascale y Van-
deplanque incluye todos los términos del desarrollo [3].

Asi pues, utilizando la expresién [6] y los valores dados de Cy (columna
4 de la Tabla I), Cg (columna 8 de 1a Tabla I), con valores de n y Cn n = 11,
Cn = 9.65 109;,p = 10, Cn = 2.67 109; Ve =Sl S Cn— 2.46'1010 para argon, krip
ton y xenon respectivamente, obtenemos una representacién de 1los botenciale;
interatémicos, de gran sencillez y operatividad matemitica y cuya forma funcio-
nal se justifica experimental@ente, siendo el potencial compatible con todos
los resultados experimentales. Por desgracia, para helio y neon, se carecé
de resultados experimentales suficientes para realizar un andlisis paralelo,

y sb6lo pueden darse datos del potencial a larga distancia.
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Fig. 5. Potencial interatémico deducido por nosotros para el
sistema cesio-kripton (ver texto), linea continua. EI1 poten-
cial de Pascale-Vandeplanque para el mismo sistema se muestra
también, linea de puntos.
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“ESTUDIO DE LA FRECUENCIA CRITICA DE FUSION CON LUZ COHERENTE Y ESPACIALMENTE
* INCOHERENTE*

J. €asas, I. Escalona y F. Merino
Departamento de Optica de la Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza.
(Espaiia)

The critical fusion frequency (c:f.f.) of the human eye has been ﬁeasured u-
éiné the "flicker test"™ by illuminating with a He-Ne laser light and with the
same ligth after breaking up the cohérency using two diffusors one at rest
and the other one rotating at .slow. frequency.

4The experimental measurements have been made fior foveal and extrafoveal vision
and it has been found that the c.f.f7 is always smaller when the light.is co-

herent. i

IRTRODUCCION

Es un hecho conocido por la experiencia que uﬂ destello luminoso corto pro
duce una sénsaciép'mayor_en‘ddracién que la del propio destello.

Ya en 1765, d'Arcy se .propuso determinar la persistencia de los destellos
luminosos en la retina, obteniendo un valor que se convirtid en un dato clasico
para los primeros ensayos en cinematografia. -

Si en vez de emitir un sélo destello se emiten varios consecutivos con una
frecuencia determinada, el sistema visual humano puede resolver las alternati-
vas luz = oscuridad, pero no puede. hacerlo en altas frecuencias, entonceé’el
sistema visual recibe la impresién de una luz estacionaria.

El-problema que se plantea con esta manera de actuar el sistema visual es
el hecho de queAun estimulo intermitente y, por. lo Eahto, no homégéneo, pueda
 producir una sensacién idéntica a la de una luz estable y homogénea.

En bajas frecuencias se distinguen perfectamente las alternancias luz -
oscuridad. A medida que aumenta la frecuencia, aparece un parpadeo de luz in-
tenso, que se hace cada vez mas suaveihasta dar la impresién de‘un ligero tem-
blor, que termina por desaparecer dando la sensacién de una -luz estable.

La frecuencia a la que se produce la transicién de una apariencia de parpa
deo a una luz estable se denomina FRECUENCIA CRITICA DE FUSION (f.c.f.).

El estudio de este fendémeno tiene interés por una triple motivacién:

* El presente trabajo es un resumen de la Tesis Doctoral presentada: por
I. Escalona.
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a) Cientifica.- Ya que nos permite tener un mejor conocimiento del sistema

visual, por ser el poder resolutivo temporal una de sus caracteristicas mas

importantes y existir una correlacién entre este umbral y la agudeza visual.

b) Clinica.- Por ser un medio facil para poder determinar en el organismo hu-

mano factores tales como drogas, alcohol, fatiga fisica y psiquica, envejeci-

miento, etc.

c) Técnica.- En la vida moderna, las luces intermitentes entran a formar ,parte
de ella, tanto en frecuencias superiores a las de fusién, en técnicas tales
como el cine, la TV, ldmparas de c.a.; o en valores inferiores como en disposi-

tivos de alarma, sefiales de trafico en carreteras y areopuertos, etc.

Hemos estudiado el tema, por el hecho de que a pesar de haber sido
objeto de la atencién de numerosos investigadores durante los 150 dltimos afios,
no hay todavia hipétesis concluyentes que justifiquen los resulfados obtenidos
experimentalmente.

Una valoracién de los resultados la encontramos en las siguientes palabras
de Robert Boyntonlz "Desgraciadamente, los muchos cientos de estudios sobre
el tema revelan poco sobre la fisiologia subyacente en la percepcién del parpa-
deo y es facil estar de acuerdo con C. Landis, que la teoria general de Plateau

en 1834 es tan compleja como la de cualquiera de sus sucesores'".
FACTORES QUE INFLUYEN EN LA FRECUENCIA CRITICA DE FUSION

Las primeras experiencias de ‘determinacién del umbral de la fusidén utili-
zando discos de sectores blancos y negros, fueron realizadas en 1829 por Pla-
teau en Bélgica, y completadas cinco afios mids tarde por Talbot dando su conoci-

da ley:

En 1892, Ferry, en los Estados Unidos, emplea discos con sectores abiertos
y cerrados, obteniendo una ley que diez afios mis tarde, Porter, en Inglaterra,
confirmaria utilizando los discos de Plateau.

Entre los factores que mds influyen en la f.c.f’seﬁalaremos:

a) El nivel de la luminancia del test a observar. Este es uno de los factores

més estudiado. Son de destacar en este sentido los trabajos de Ferry y Porter,

ya citados, estableciendo la ley que lleva sus nombres:

it = al llog Lt b

De las investigaciones ulteriores 2 se sigue que la ley es aproximada, y sélo

vdlida en un intervalo limitado de luminancias.

b) La luminancia del campo circundante, que puede s¢r un fondo oscuro o estar

iluminado. En este ultimo caso se produce una elevacién del valor de la f.c.f.3_

c) El grado de adaptacién del 0jo, ya sea a la luz o a la oscuridad. A medida

que aumenta el tiempo de permanencia en la oscuridad aumenta la sensibilidad,




hasta un tiempo algo superior a los 30 minutos.3.

d) "La localizacién retineana, debido a la desigual distribucidén en.la retina

de coros y bastones, a la diversa sensibilidad de estos fotoreceptores a los

niveles fotépico y escotdépico y a las distintas longitudes de onda4.

e) La superficie estimulada. Otro de los factores clave es el tamafio y forma

del test y por tanto de la superficie retineana estimulada.

En 1930, Granit y Harper encontraron una relacién aproximadamente lineal

entre el valor de f.c.f. y el logaritmo del &drea estimulada.
f.c.f. = c log A + d

De acuerdo con ulteriores trabajos, entre otros los de M2 Therese de la
Cortes, junto con el logaritmo del 4drea hay que tener en cuenta el numero de

receptores modificado en unos indices de sumacién espacial y temporal.

f) La forma de los pulsos de la luz, que generalmente se presenta en forma de

ondas cuadradas o sinusoidales. Son de destacar en este tema los trabajos de

De Lange6, y Kelly7.

g) Las condiciones en que se realiza la experiencia. De tal modo influyen to-

dos los detalles concretos del modo como se determina la f.c.f., que resulta

muy dificil comparar los datos obtenidos por los distintos investigadores.

NUESTRO PROPOSITO

En este trabajo se ha seleccionado como factor, el grado de coherencia
de 1la luz; por un lado, por ser un parametro poco estudiado, ya que la afirma-
cién mas generalizada encontrada en la Bibliografia es que tanto la luz cohe;eg
te como la incoherente son igualmente efectivas para la retinad. Por otro lado,
desde la aparicién del Idser este tipo de iluminacidén esta alcanzando una gran

8

difusién no sb6lo a nivel cientifico, sino en usos pricticos y decorativos®.
DESCRIPCION DEL MONTAJE EXPERIMENTAL

Como puede verse, en la fig. 1, la insfalacién consta de tres compartimen-
tos distintos: v

En primer término la parte exterior, donde estén situados, la fuente de
luz laser de Helio-Neon de 5 mw, )§= 632,8 m , (Spectra-Physics), Qn fotomulti-
plicador (Oriel) para el control de la estabilidad'mediante lectura en un vol-
timetro digital, y un contador de frecuencias digital (Helweltt-Packard).

Cimara pequefia donde se encuentran: a) Dispositivo para filtros o Cuﬁ;s
6pticas con objeto de poder regular la luminancia, (E). b) Dispositivo modula-
dor, constituido por un disco de sectores, (Dl) de 90°, dos opacos y dos en
vano que dejan pasar la luz a intervalos iguales de luz-oscuridad, accionado
por un motor silencioso (Ml)’ acopaldo a un reductor (Kelvin), regulado median-
te tensién proporcionada por una fuente estabilizada (Ataio) (F.A.), que median

te un fotodiodo envia la sefial al medidor de frecuencias (C.D.). <c) Los difuso
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res, uno fijo (L.D.), que consitia en una ldmina de vidrio esmerilada por una
cara a 0,5 cm. del mévil, (Dy), disco de vidrio esmerilado accionado por un mo-
tor (Crouzetz) (M,), que gira a 1/8 r.p.m. d) Lente (Ly) de 8 cm. de focal pa-
ra centrar la luz e iluminar homogéneamente la mira, que es un circulo de vi-
drio esmerilado de 3,5 cm. de didmetro y que sustenta un &ngulo de visién de
20T (T i

Cimara de observacién, recinto tapizado de negro donde se sitia sentado

el observador siempre en la misma posicién apoyado en una mentonera. Se ha ob-
servado con el ojo derecho, del lado temporal, a 1 m. de distancia del test.
El observador tenia acceso solamente a los mandos de control de la fuente de
alimentacién (F.A.) que regula la frecuencia del modulador.

Al lado derecho del test (T), en la pared de la camara, las luces de fija-
cién -(L ), procedentes de una lampara de Neon estdn situadas a distancias tales
que sustentan dngulos de visién de S0 1isie = 2/0.27

Otros aparatos utilizados fueron: Fotémetro (Lightmaster E.E.L.), Fotdme-

tro (Spectra Pritchard), microdensitémetro diferencial registrador (Joyce Loebl),

Microscopio de contraste de fase (Zeiss), etc. :

F  FOTOMULTIPLICADOR LD LAMINA DIFUSORA FLIA FA FUENTE A. REGULADORA DE M1
VD VOLTIMETRO DIGITAL - 02 DISCO DIFUSOR MOVIL FZ FOTO DIODO

CD CONTADOR DIGITAL L1 LENTE : L3 FUENTE DE LUZ

Lo Laser BO Banco oeTico L2 wuces oe Fuacion

D1  Disco MoouLADOR M1 Motor DEL MODULADOR T crcuwo TEST

M2 MOTOR DEL DIFUSOR




PROBLEMAS ABORDADOS EN EL PROCESO EXPERIMENTAL

1) Rotura de la coherencia

Era necesario disponer de dos fuentes de luz de la misma longitud de onda
y que produjeran la misma luminancia del test. Como fuente coherente se usé
el laser y como fuente incoherente, después de diversos ensayos, se utilizé el
mismo ldser, a cuya luz se conseguia romper la coherencia espacial siguiendo
el método de los difusores, uno fijo y otro en movimiento lénto, segin sefialan
S. Lowenthal y D. Joyeuxg’ 10, :

Modificando el esmerilado, clase del vidrio, grosor de los discos, asi co-
mo la velocidad del difusor mévil, se consiguié que el "Speckle" dejara de ser

percibido a simple vista.

2) Variaciones de la luminancia por el giro del disco difusor

Se observaron unas oscilaciones en la luminancia de la lu% incoherente de-
bidas a que el disco difusor mév%l no era totalemente homogéneo. Se probaron
vidrios y esmerilados de calidades diferentes, sometiendo estos a un estudio
fotométrico de lectura directa con fotomultiplicador y a un anilisis mediante
un ﬁicrodensitémetro diferencial registrador para medir las variaciones de la
densidad del vidrio en la-corona circular donde incide el liser.

Se selegciondé un disco de vidrio éptico con un tamafio medio del grano del
esmerilado de e = (1,27%0,13). 10_6 m., medido con un microscopio de contraste
de fase, calibrando su ocular con un micrémetro de precisién (ZEISS).

El difusor fijo se colocé a 0,5 cm. de distancia delante del difusor mévil
el gito de éste era de 1/8 r.p.m. El haz del liser incidia a 6 cm. del centro
del disco, con, lo cual la velocidad 1lineal del punto de difusién era de

v = (0,0781t0,0006) cm./seg.

3) ‘Medida de luminancias

Teniendo en cuenta que uno de los factores que mids influyen en el valor
de la f.c.f. es la luminancia, se traté de medir ésta con toda exactitud y com-
probar que su valor permanecia constante a lo largo de todo el tiempo que dura-
sen las observaciones.

Se hicieron medidas, con un fotémetro (LIGHTMASTER) colocado inmediatamen-
te detrds de la mira, con un fotomultiplicador.a dos tensiones diferentes, 600
Yy 400 ‘v. y con un fotémetro (PRITCHARD) colocado en la cémara\de observacién;
en el lugar del.ojo del observador, con dngulo de apertura de 2°.

Se repitieron las medidas unas 500 veces y se obtuvieron los valores me-
dios que se recogen en la tabla I, llegando a la conclusién de que la luminan-
cia del test no variaba al pasar la luz de coherente e incoherente.

Esto parecia previsible, pues ambas luces procedian de la misma fuente y
atravesaban idénticos elementos épticos y difusores, por tanto suponiendo 1la
emisién del liser estacionaria, el fendémeno que tiene lugar con la luz coheren-
te cuando atraviesa medios difusores.y que da lugar al "speckle", produce como
todo fenémeno interferencial una redistribucién de la luz, pero no una aniquiig

ciédn.
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TABLA I

VALORES DE LA LUMINANCIA DEL TEST CON ILUMINACION COHERENTE E INCOHERENTE; FIJA
Y PARPADEANTE A 33 c/seg.

Fotémetro .Fotémetro FOTOMULTIPLICADOR
PRITCHARD LIGHTMASTER 600 v. 400 v.
foot-Lamberts Lumenes/pie2 voltios

LUZ FIJA

Incoherente 30'34%0'08 3'7+t0'1 56'8%+0'3 3'9+0'05

Coherente 30'34%0'08 3'7+0'1 56'8t0'1 3'9+0'02

LUZ PARPADEANTE

33 c/seg. :
Incoherente - 15101 850105 1R8O 34+0'2 1'9%0'02
Coherente 15'17X0'05 1'8%0'1 34%0'1 1'9%0'01

Se realizaron también medidas con luz fija y con luz parpadeante a frecuen
cias cercanas a la fusién y esto tanto con iluminacidén coherente como con inco-
herente, comprobando que en ambos casos se cumplia la ley de Talbot, por la
cual para una frecuencia superior a la fusién, la luminancia efectiva de test
intermitente es independiente de la frecuencia e igual a la de una luz estacio-

naria con la misma luminancia promedio temporal.

4) Técnicas de observacién

Ya que el valor de la f.c.f. influyen los detalles concretos del modo de
realizar la experiencia, se cuidaron al mdximo los métodos de observacidén, ha-
ciéndose mas de 4.000 determinaciones.

Se concretdé el criterio de fusidén teniendo en cuenta el efecto Bazol-Briicke,
por el que en el momento de la fusidén hay un .despalzamiento de la luz hacia lon
gitudes de onda mas cortas, que en el:caso del lidser de A = 632,8 m produce
un virado hacia el amarillo. También se tuvo en cuenta el incremento subjetivo
ae la luminancia.que se produce al extinguirse el parpadeo. No obstante, se
fijé como criterio la separacién del Gltimo indicio de temblor en la mira.

Al comienzo de cada sesién de medidas, el observador se situaba durante
cinco minutos delante de un pantalla fuertemente iluminada, 430 nits, a un me-
tro de distancia, con el objeto de borrar las imigenes retineanas anteriores.
Luego pérmanecia 30 minutos en la oscuridad para adquirir el nivel estable de
adaptacién.

El observador se acomodaba al test durante 2 minutcs, realizaba una serie
de 15 medidas de las que s6lo se anotaban 10, las 3 primeras se consideraban

de adaptacién y las 2 dltimas se desechaban por cansancio. Se descansaba 2 mi-




nutos entre una y otra serie, asi hasta un midximo de seis por sesién. Sélo
se realizaba una sesién diaria y esta siempre a la misma hora.

Las medidds se efectuaban alternando, una de paso de fusién a parpadeo
y otra de parpadeo a fusidén, teniendo la preocupacién de evitar posibles ruti-
nas. El observador permanecia en silencio y se evitaron en lo posible los rui-
dos exteriores. -

Para las medidas extrafoveales fué necesario un entrenamiento previo con
el fin de acostumbrar al ojo a mirar el punto de fijacién observando el test
en la zona retineana correspondiente. El ojo tiende a fijar instintivamente
su imagen en la févea, esto llevé a cuidar de manera particular las medidas
a 52 por la proximidad a la févea. A los 20° la dificultad surgia por la falta

de nitidez en la imagen visual.

5) Valores de la frecuencia critica de fusién

De las mas de 4.000 determinaciones del valor de la f.c.f. distribuidas
en series tabulamos 800 cuyos valores medios junto con su error probable se
resumen en la tabla IT.

Como se ve, los valores de la f.c.f. con iluminacién incoherente fueron
3 6 4 c/seg. superiores a los valores correspondientes con luz coherente, y
esto tanto para visién féveal como para la extraféveal a 5°, 10°, 15°, si bien
a los 20° la diferencia disminuye. El error probable fué inferior a 0,45 c/seg.

en todos los casos.

TABLA II

MEDIDAS TOTALES DE LOS VALORES DE FRECUENCIA CRITICA DE FUSION DE PARPADEO EN
CICLOS/SEG.

Luz Incoherente Luz Coherente Diferencia

C / seg. * R @ /fiseg: =R C / seg.
FOVEAL 39'78%0'13 36'24%0'13 35!
52 36/182+01127 33'54%0'33 3'28
10° 33'80%0'37 29'72%0'44 4'08
L5 29'36%0'33 25'80%0'33 3'56
20° 21'30i0"19 19'72%0'19 1'58

Por otro lado, si comparamos entre si los valores de la f.c.f. con 1luz

incoherente para las distintas localizaciones retineanas, forman una curva de-
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creciente. Andlogamente sucede para los valores de f.c.f. en iluminacién cohe-

rente. Ambas curvas son sensiblemente paralelas, tendiendo a fundirse mis alla
(graf. 1). Este decrecimiento es debido al distinto comportamiento’

de los 20°,
de bastones y conos ante la luz roja del liser, A= 632,8 m , y éstos disminu-

yen de manera notoria de la févea a la extrafévea.

CICLOS/SG
FRECUENCIA CRITICA DE FUSION EN CICLOS/SG
LUMINANCIA MEDIA (Ley TALBOT) 15,15 FOOT-LAMBERTS
TEST 2° OBSERVADOR LE.

e INCOHERENTE

x COHERENTE

759 200
GRADOS DESDE LA FOVEA

Hicieron determinaciones de la f.c.f. 3 observadores de edades distintas

con resultados andlogos.




6) Anilisis fotogrifico

Siempre hubo la sospecha de que la variacién de la f.c.f. al pasar de ilu-
minacién coherente a incoherente entrafiaba un problema fotométrico Y, en conse-
cuencia, que la luz coherente era menos efectiva que la incoherente para produ-
cir sensacién visual siendo ello la causa de la disminucién de la f.c.f.

Tratando de comprobarlo, se hicieron fotometrias del test con extremo, cui-
dado utilizando fotémetros diferentes y de muy alta precisién, sin que se lle-
gara a detectar la menor diferencia.

Entonces, teniendo en cuenta que la placa fotografica tiene una respuesta
semejante a la retina del ojo, se recurrié a la fotografia como medio de detec-
cién del fendmeno.

Para hacer la fotografia se colocé la cidmara en el lugar del ojo del obser
vador, primero con objetivo y luego sin él. La camara utilizada fué una Exacta
Varex II - A. Con tiempos de exposicidén que variaron entre 2 y 20 segundos,
con pelicula Agfapan - 25, trabajando en la zona de respuesta lineal de la cur-
va de sensibilidad de la placa.

Las parejas de fotografias fueron efectuadas con el mismo tiempo de exposi
cibén, idéntica pelicula, y reveladas y fijadas simultaneamente.

De la simple observacién de lqos negativos puede apreciarse, por un lado,
notoriamente mds ennegrecido el realizado con luz incoherente que el correspon-
diente con luz coherente. Por otro lado, el moteado caracteristico de la luz

coherente frente'a la homogeneidad de la incoherente.

Luz incoherente
: Luz coherente

Linea base

Los negativos se sometieron a un estudio detallad? con:

A) Microdensitémetro registrador (JOICE) haciendc exploraciones de la zona cen-
tral y de los bordes de 1las placés. En la griafica 2 puede observarse:
- La linea casi uniforme correspondiente a la placa impresionada con luz incohe

rente, frente a las grandes fluctuaciones correspondientes al "Speckle" carac




teristico de la placa impresionada con luz coherente.
- Puede medirse el distinto valor de la densidad que presenta una y otra placa
debido al mayor o menor grado de ennegrecimiento.

Resultados ‘que se recogen en la tabla III.

TABLA III
ESTUDIO DE LAS GRAFICAS DE LAS FOTOGRAFIAS CON MICRODENSIMETRO

12 SERIE

Tiempo Coherente Incoherente Diferencia Cociente

4 seg. 5'8 cm. 7'8 cm 0'13 D/cm.
2 n 4 n 5|5 n 0‘097 n

0'065 D/cm.
0-084 "
0'058

B) Lectura directa con fotémetro (LIGHTMASTER).

Una fuente de luz puntual situada en el foco de una lente convergente pro-

porcionaba un haz de luz sensiblemente paralelo.

R

Fuente de luz D = Vidrio difusor
= Lente P,= Placa fotogratica
= Pantalla F, = Fotémetro
G= Galvanometro




Una pantalla limitaba la luz y permitia pasar la porcidén que iluminaba
una ladmina de vidrio opal, detrds de la cual se hallaba la placa fotografica
e inmediatamente detrds el fotdémetro.

Se realizé la fotometria a distintas luminaosidades, obteniéndose los re-

sultados que se recogen en la tabla IV.

TABLA IV

ESTUDIO FOTOMETRICO DE LAS FOTOGRAFIAS CON EL FOTOMETRO LIGHTMASTER EEL
Lecturas en lumenes/pie?

12 SERIE

Tiempo Coherente Incoherente Diferencia Cociente

4 seg. 4'2
2 " 4I9

CONCLUSIONES

En el conjunto de experiencias que constituye este trabajo se ha determina
do la variacidén que experimenta la frecuencia critica de fusién de un test de
2° en visién monocular del lado temporal del ojo derecho, iluminado con luz
coherente e incoherente.

A la vista de los resultados experimentales las conclusiones que podemos
deducir son las siguientes:

1) Siguiendo el método de los dos difusores, uno fijo y otro con movimiento
lento, se ha realizado la ruptura de la coherencia espacial de la luz del laser,
disponiendo asi de una fuente doble de indénticas caracteristicas. Con los
distintos aparatos fotométricos utilizados se ha medido siempre el mismo valor
para la luminancia del test, tanto con luz coherente como con incoherente, tan-
to en iluminacién fija como en parpadeante.

2) Se han obtenido unos valores de f.c.f. en iluminacién incoherente que supe-
ran en 3 a 4 cm./seg. a la correspondiente con illminacién coherente. y esto

tanto en visién foveal como en extrafoveal a §5°, 10°, 15°, si bien a los 20°,

la diferencia es menor de 2 cm./seg. teniendo en cuenta que el error probable

en el caso mids desfavorable es menor que 0'45 cm./seg.




3) Como se ve en las graficas, los valores de la f.c.f. decrecen de macdo noto-
rio de la. visién foveal a la extrafoveal y este decrecimiento es andlogo pa;a
las dos iluminaciones, manteniéndose los valores de la incoherente siempre su-
periores a los de la coherente.

4) Mediante fotografia, y efectuado el andlisis fotométrico de los negativos
se observa: a) la homogeneidad de la placa efectuada con luz incoherente frente

a las fluctuaciones que denotan el moteado caracteristico de la hecha con luz

coherente, b) la diferencia de densidad de ambas placas que confirma el distin-

to grado de ennegrecimiento.
5) Estos resultados nos conducen a pensar que el comportamiento del ojo y.de
la placa fotogrifica son andlogos ante este fendémeno.

La disminucién de la f.c.f. cuando se opera con luz coherente respecto
a los valores que presenta en luz incoherente podria explicarse por el fendémeno
interferencial que se produce en luz coherente.

Debido a este hecho, existen puntos en el campo de ' los cuales el flujo

que llega al ojo 2o alcanza el valor umbral, por tanto es luz que se pierde.

En cambio en aquellos puntos donde el fenémeno interferencial produce un

maximo, como quiera que la respuesta del ojo no es: lineal con el estimulo, tam-.

bién se pierde efectividad.

En consecuencia, para el ojo, el test coherente es en promedio menos lumi-
noso que el incoherente, lo que, al menos en parte; puede explicar la baja de
la f.c.f. '
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EFECTO DE TRAZAS METALICAS EN LA QUIMIOLUMINISCENCIA DEL
2, 4, 5 - TRIFENILIMIDAZOL

A. Larena® Yy M. Valero.

Departamento de Quimica I. Escuela Superior de Ingenieros Industriales.

Universidad de Zaragoza., Espafia.

" The chemiluminescent emission of lophine (2, 4, 5 - triphenilimida-
zol) with Hp0p in alkaline solution in presence of metallic ions: Cu(II),
Mn(II), Ni(II), Co(III), Fe(III), Mg (II), CA(II), Hg(II), As(III) and Pb
(IT) is stydied.. The main z.;ontribution of this work is given by the op-
timal experimental conditions (flxed in a previous paper 1) , and by the
experimental method used by us (react).on cell) These conditions and pro

cedure give hight sensitivity, using simple arrays.

INTRODUCCION

La sensibilidad de los efectos quimioluminiscentes a la presencia de
iones metalicos es elevada, constituyendo 1las técnicas quimidluminiscentes
un método de deteccién de trazas de iones metadlicos. En este sentido el estu-
dio de 1los fenbémenos quimioluminiscentes se ha ido compaginando, en wvariadas
ocasiones, con el andlisis de los efectos que sobre la quimioluminiscencia
produce la presencia de iones metalicos.

Los sistemas quimioluminiscentes en disolucién acuosa que han sido mas
profusamente estudiados son los que utilizan como luminéforos luminol (5-ami-
no-2,3-dihidro-1,4 ftalazinediona) o lucigenina ( NN'‘dimetil-9,9'biacridi-
nio)l_1l , mientras que son menos conocidos los fenémenos quimiluminiscentes
en que interviene el 2,4,5-trifenilimidazol (lofina)l?-15 como agente luminé-
foro. =

La quimioluminiscencia del 2,4,5-trifenilimidazol acontece inmediatamente
tras el tratamiento del luminéforo en medio basico con un agente oxidante y
en presencia de un catalizador. El proceso de emisién de luz para el sistema

* Direccibn actual: Departamento de Qufmica I. Escuela Superior de Ingenie-

ros Industriales. Universiddd Politécnica de Madrid. Espaia.
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de reaccidén lofina-oxidante se ve afectado por la presencia de ciertos iones
metalicos en cuanto al maximo de la intensidad de la luz emitida y el tiempo
ue relajacidén, siendo de esperar segin el sistema de reaccidén a utilizar un
efeécto catalitico o inhibidor con respecto al proceso de emisién y que afecta,'
no siémpre regularmente, al tiempo de decaimiento de dicha emisidn.

En este trabajo se estudian los efectos que sobre la quimioluminiscencia
del 2;4,5—trifenilimidazd.ejerce la presencia de diversos iones metalicos en
el medio de reaccidén y se determinan el grado e intervalo de influencia de los
mismos en el proceso de emisién quimioluminiscente. Para ello, se ha partido
de unas condiciones b6ptimas de reaccibén, en cuanto al sistema reaccionante,
anteriormente determinadas por nosotrogj' y que presentan ventajas apreciables

2 14-15
en cuanto a sensibilidad frente al sistema utilizado por otros autores 8

El medio de optimizacién utilizado permite compaginar la aplicacibén de
sistemas de reaccién de bajo rendimiento quimioluminiscente en interaccién
con aquellos iones metédlicos que activenn el proceso de emisidén frente a sis-
temas de elevado rendimiento quimioluminiscente en interaccién con iones meta-

licos que produzcan un efecto de inhibicién sobre el proceso de emisién.

Asimismo, el sistema de deteccién utilizado por nosotros es simple en

iy 2 16-17
relacién con el referido por otros autores

PARTE EXPERIMENTAL

El sistema de reaccidén requiere la preparacién previa de una disolucién
etandblica- de lofina (Aldrich), de hidréxido potésico (mezcla A), y de las di-
soluciones (mexcla B) de.peréxido de hidrégeno (Merck), de ferricianuro poté-
sico (Merck) y la muestra de iones metalicos preparada en disolucidbén acuosa
en.el dia.

La reaccién se lleva a cabo en una célula de reaccidén en forma de uve
de 10mm de diametro, de seccidén circular. Uno de los brazos permite la adi-
cién de la mezcla B sobre la A, utilizéandose adiciones a volumen de mezclas
iguales. El otro brazo de la célula de reaccidédn permite introducir un mi-
croagitador de paletas. : ;

La cinética de la intensidad de emisién quimioluminiscente de la reac-
cidén es seguida por un fotomultiplicador (Oriel, mod. 7060, para UV-V) y re-
cogida en un registrador (HewlettPackard, mod. 7004 B) operando en y-t.

RESULTADOS Y DISCUSION

La sefia de cationes metalicos considerados en este trabajo figura en la
Tabla I, que recoge a su vez el tipo. de efecto observado por su presencia en
el medio de regccién lofina-oxidante-catalizador, asi como el intérvalo de
influencia para el gque ha sido detectada su actuaciédn.
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Con el sistema de reaccibén utilizado por nosotros es posible recoger la
curva temporal de emisién quimioluminiscente para la reaccién basica del lumi-
néforo en fase previa a la determinacibén de la misma tras la accién de cada
ién metalico considerado. Ello permite, por graduacidn en las concentraciones
de los reactivos, poder recoger efectos debidos a concentraciones de determi-
nados iones metdlicos que no quedan posibilitadas segin otro sistema de reac-

cibén.

TABLA I.- Tipo de efecto y rango de actuacién observados por la presencia
de diferentes iones metdlicos en la quimioluminiscencia del sistema
de reaccidén estudiado.

Ion Métalico Efecto Rango de actuacidén (M)
Cu (II) Inhibicién 10-2,7 - 10-6:2
Mn (II) Inhibicién 10-2s7 - 10-43
Ni (II) Inhibicién 10-2,7 - 10-3,5
Co (III) Inhibicién 10-2,8 _ 10-4,5
Fe (III) Inhibicién 10-2,7 - 10-3,9
Mg (II) No observado efecto
cd (II) No observado efecto
Hg (II) No observado efecto
As (III) No observado efecto
Pb (II) : No observado efecto

E1l grado de efectividad es funcién de la naturaleza del i6n metdlico uti-
lizado. En la Fig. 1 se pone de manifiesto dicha efectividad segin el grado
en intérvalo de influencia para los iones metalicos estudiados y que presen-
tan efectividad en las condiciones de reaccidn consideradas.

Para alguno de los iones metalicos estudiados se ha valorado asimismo
la influencia relativa de la presencia simulténea de varios de los iones me-
tédlicos en estudio sobre la quimioluminiscencia del 2,4,5-trifenilimidazol.
En las Fig. 2, 3 y 4 se recogen los resultados obtenidos segin diferentes

proporciones para los sistemas Co/Cu, Ni/Fe y Ni/Co.

Los efectos observados se ponen de manifiesto no s6lo en la intensidad
de emisién quimioluminiscente sino a su vez en el decaimiento de la emisién,
que sigue un proceso evolutivo descendente funcién de la intensidad inhibi-

dora del agente metéalico.

Varios aspectos de interés son posibilitados por el sistema propuesto
como son: maxima respuesta quimioluminiscente, méxima o minima sensibilidad
del sistema frente a efectos metalicos por reguléoién del blanco de emisidn
en funcién de las concentraciones de los reactivos, asi como la preparacién
de un sistema quimioluminiscente de emisién prolongada por un amplio tiempo
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SINTESIS Y ESTUDIO DEL 2-11(2-HIDROXI-5-CLORO-FENIL)-IMINO|-METILI-FENOL COMO
REACTIVO ANALITICO

J. Azn&rez AldGan, M.A. Belarra Piedrafita y A. Bona Ernicas

Departamento de Quimica Analitica. Facultad de Ciencias. Universidad de
Zaragoza.

The synthesis of 2-[|(2—hydroxy—5—chloro—phenyl)-imino -methyl|-phenol is

described. In view of its possible analytical applications a study of some
of the physical properties and chemical reactions has been carried out. pK
values of protonitation constants are 7,25+0,20 and 8,44 +0,30 (20°C). The

solubility and spectral characteristics have been studied. Reactions with

64 different ions (cations and anions) are investigated. Iog, Au(III),

Ni(II) and Pt(IV) give the most sensitive reactions.

INTRODUCCION

En un Erabajo nuestro anterior! se ha estudiado el 2-| | (2-hidroxi-fenil) -
imino|—metil|-fenol como reactivo analfitico perteneciente al grupo de las bases
de Schiff.

Este compuesto ha sido estudiado fundamentalmente en base.a sus reacciones
fluorescentes, desde los trabajos cldsicos de HOLZBECHER2 y FREEMAN y col.
siendo numerosas las publicaciones aparecidas sobre su aplicaci6n a la determi-
nacién de aluminio. DAGNALL y col.4 han presentado un procedimiento para reali-
zar esta determinacibén, eliminando las interferencias mediante un proceso de
extracciéns.’Un gran impulso en este campo lo han dado BOZHEVOL'NOV y col.G’7
que han realizado la determinacién de aluminio en numerosas matrices reales.

También han sido determinados por fluorescencia molecular el galio (III) r4
y el beriliog, mereciendo destacarse en este caso el trabajo de MORISIGE10 que
ha realizado un estudio comparativo de varios reactivos del tipo bases de Schiff
del aldehido salicflico. También ha sido propuesto como indicador fluorescente
en diversas valoraciones por 'HOLZBECHER 1'12

Frente a las numerosas aplicaciones en fluorescencia molecular sus apllca—
ciones en espectrofotometrfa de absorcibn visible- UV son mucho mis escasas.

Como la introduccién de un. &tomo de halbgeno en la molécula produce fre-
cuentemente un incremento de los coeficientes de extincifén molar y, por otra
parte, por el denominado efecto de &tomo pesado atenia o elimina la. fluorescen-

cia de la molécula, se ha pensado en estudiar el derivado 5-cloro del anterior,




es decir, el 2-|| (2-hidroxi-5-cloro-fenil)-imino|-metil|~-fenol como reactivo

analitico espectrofotométrico.

'+ La Ginica referencia al estudio analftico de este reactivo se encuentra en
el trqbajo de ARGAUER y WHITE13
fluorescencia de los complejos del aluminio en una serie de 2,2'-dihidroxiazo-

en un estudio comparativo de la intensidad de
metinas.

EXPERIMENTAL

Aparatos

Aparato para determinar puntos de fusifn Gallemkamp.

Espectrofotémetro I.R. Pye Unicam SP 1025.

Espectrofotémetro visible-UV Pye Unicam SP8-100.

PH-metro Orion Research 901 con electrodo de vidrio y electrodo de calo-
melanos saturado como referencial. ;

Reactivos .

El salicilaldehido y el 4-cloro-2-amino-fenol utilizados en la sfntesis
del reactivo fueron de calidaa R.A. (Merck). El segundo de elloé se purificéd
por recristalizacién en alcohol etflico, antes de su uso.

‘Los distintos disolventes orgé&nicos utilizados, tales como etanol, ace-
tona, cloroformo, MIBC, fueron todos de ‘calidad R.A., asf como los diferentes
dcidos y bases empleados. : :

Las disoluciones de los distintos iones empleados en los diferentes ensa-
yos contenian todos una concentraci6n de 1000 ug.ml-l del i6n y se prepararon
a partir de patrones primarios. En los casos en que se precis6 disoluciones
de menor concentracibn se obtfivieron por dilucibén de aquellas en el momento
de su uso. .

Las disoluciones amortiguadoras se prepararon segfin CLARK y LUBBS14 ajus-
tando finalmente su fuerza ibnica a 0,1 M. :

Stritesis y earacterizacidn del 2-[|(Z-hidrozi—S-clora—feniZ)—imino|—metil|
—-fenol =

Se ha prepafado el reactivo siguiendo el mé&todo propdesto por SOMAYAJULU
Yy RAO15 para la sintesis del 2—][(Z—hidroxifenil)-imino|-meti1|—fenol. Se pesan
3,52 gr de 4-cloro-2-amino fenol y se disuelven en caliente en un matraz con
refrigeracién de.reflujo en la minima cantidad posible de nitrobenceno. Cuando
la disolucibn es ‘total se afiaden’ 3,00 gr de aldehido salicflico y se deja reac-
cionar ‘a refiujo, con agitacibn constante durante dos horas. Se deja enfriar
durante toda la noche, apareciendo un precipitado de color marrén, que se fil-
tra con placa filtrante a vacfo.

El precipitado se lava repetidamente con agua para arrastrar la mayor can-
tidad posible de disolvente y se purifica recristaliz&ndolo tres veces con eta-

nol. El producto obtenido, una vez desecado, presenta un aspecto escamoso de




color naranja-ocre. Su punto de fusidn es de {58-160°C ‘(sin corregir) que coin-
cide aceptablemente con el propuesto por ARGAUER y WHITE13Z El rendimiento fi-
nal del proceso fué de aproximadamente el 60% del tebrico.

Se ha realizado el andlisis elemental del producto obtenido, que arrojé
los siguientes resultados:

Calculado para C13H10C1N02: C 63,03 H 4,04 N 5,67

Encontrado: C 61,70 H 4,11 N 5,72

Como parte final de la caracterizaci6n del reactivo se realiz6 su espec-
tro I.R. en pastilla de KBr. Las bandas m4s interesantes del mismo y su asig-
nacién se muestran en la Tabla I.

TABLA I

Frecuencia vibracién -OH (cm—l

) 3200-3400
) 1640-1295
Frecuencia vibracién -C Hg (cm;l) 1510

) 1370

Frecuencia vibracién -OH fenblico 1210

Frecuencia vibracién C=N- (cm~

Frecuencia vibraci6én -0-H (om~

Frecuencia vibraci6n C-Cl (cm 1) 670

Hemos estudiado la solubilidad del 2-||(2-hidroxi-5-cloro-fenil)-imino |-
metil |-fenol en varios de los disolventes mAs comunes. Para ello se preperaron
soluciones saturadas del reactivo en los disolventes ensayados y se dejaron es-
tabilizar durante un dfa a la temperatura de 20°C. La determinacibn de la so-
lubilidad se llev6 a cabo por métodos gravimétricos. El producto resulta ser

francamente soluble en acetona (96,7 g.l—l), menos soluble en etanol (24,8 g.l"l

y cloroformo (20,3 g.l_l)y escasamente soluble en agua (0,1 g.l_l).

Espectros de absorcidn visible-UV de soluciones del reactivo

Se ha comenzado estudiando la estabilidad del reactivo en diversos medios.
Se han encontrado los resultados que se muestran en la Tabla II para disolucio-
nes en etanol-agua al 50% (v/v), donde la estabilidad es mayor que en etanol
puro y en soluciones acuosas a diferentes valores de pH. Las concentraciones

S 2 en solucibn acuosa.

del reactivo eran 10 > M en etanol-agua y 2.10°

La presencia de etanol produce un desplazamiento batocrfmicode] miximo de
absorcidn respecto de la solucibn acuosa y un efecto hipercr6mico, si bien am-
bos son de muy pequefia consideracibén. La influencia del pH de la solucibn acuo-
sa sobre el espectro de absorcibn del 2—||(2—hidroxi-5-cloro—fenil)—imino[—me—
till—fenol se muestra en la figura I.

'Se han determinado las constantes de protonizacién del reactivo por méto-
do espectrofotométrico. En el intervalo de valores de pH comprendidos entre 2,0
y 12,0 se han localizado dos puntos isosbésticos muy préximos entre sf. El pri-
mero a la longitud de onda de 343 nm. agrupa las curbas correspondientes a va-
lores de pH comprendidos entre 2,0y 7,6 y el segundo punto isosbéstico, loca-
lizado a la longitud de onda de 340 nm. corresponde a los valores de pH compren-

didos entre 8,0 y 10. La determinacibén de las constantes de protonizacién se




realizé por el procedimiento de SERJEANT y ALBER’I‘16 obteniéndose los siguien-

tes resultados:
pKl = 7,25+0,20
PK, 8,44+0,30

TABLA II

Tiempo Etanol-agua 50% (v/v) Soluciones acuosas
pH=2 pH=7 pH=11
minutos A (nm) Absorb. Amax(nm) Abs. Amax(nm) Abs. Amax(nm) Abs.

449 0,197 322 0,092 295 0,133 3175 0,171
440 0,094 322 0,089 295 0,130 375 0,190
435 0,069
430 0,063 322 0,087 295 ‘0,128 375 0,190
430 0,063
430 0,064 3122 0,090 0,226 Bi7:5 077192
430 0,064 322 0,091 0,130 375 0,190
430 0,065
430 0,066 322 - 0,092 0,139 375 0,194

FIGURA




Estudio de la reaccionabilidad agnalftica

Se han ensayado un total de 64 iones a cinco valores distintos de pH
(1,5-4,0,7,0-9,0-12,0) . Las disoluciones del reactivo empleadas eran al 0,1%
(m/v) en etanol-agua al 50% (v/v).

Las soluciones de iones utilizadas contenfan 1000 ug.ml—l

del mismo. En
los casos en que el ensayo resultdé positivo, se calculan los valores de pD. En
un, tubo de ensayo se afladen 3 ml de solucién amortiguadora del pH deseado, 2 ml.
de solucién del reactivo al 0,1% (m/v) y solucibn del ibn a investigar de 1000
ug.ml—1 gota a gota, hasta que el ensayo aparece como claramente positivo.

En las reacciones susceptibles de aplicacibén espectrofotométrica se ha de-
terminado la longitud de onda del m&ximo de absorcibn y se han calculado los
coeficientes de extincién molar aproximados. En matraces aforados de 25 ml se

afladieron 5 ml de solucibn del reactivo al 0,1% (m/v), 1 ml del ibén a investi-

gar de 100 ug.ml—l, enrasando finalmente con la solucibn amortiguadora del pH

deseado. La absorcibén de estas soluciones se midi6é frente a blancos preparados
en las mismas condiciones, pero en ausencia del i6n a investigar.

Cuando las medidas se realizaron tras un proceso de extraccién se procedié
de forma andloga a la antérior, efectuando la operacibén en embudos de separa-
cibén, diluyendo finalmente a 25 ml-. con cloroformo.

Los resultados obtenidos se exponen en la Tabla III.
RESULTADOS Y DISCUSION

La sintesis del reactivo se ha realizado por el método normalmente emplea-
do en la obtenci6n de bases de Schiff y la caracterizacién del mismo ha resul-
tado satisfactoria. Como ya se ha observado con el 2-|| (2-hidroxifenil)-imino|
-metil|-fenol en el derivado -5cloro también destaca su gran solubilidad en ace-
tona. ‘

Resulta interesante comparar la aceptable estabilidad de las disoluciones
de este reactivo para valores de pH superiores a dos, en comparacibén con las
soluciones del 2-|| (2-hidroxifenil)-imino|-metil|-fenol, cuya descomposicién
hidrolitica se realiza mucho m&s facilmente como ha sido ‘indicado por varios

investigadoresl7’18.

La influenciadé:la introduccibén del sustituyente cloro
tiene una marcada incidencia sobre las constantes de protonizacién del reactivo.
En el caso del 2-|| (2-hidroxifenil)-imino|-metil|-fenol se encontré un solo

valor de pK1

, debido a los valores extremadamente préximos de PK, ¥ pKz'que no -
pudieron diferenciarse por el método empleado. La influencia del cloro se tra-
duce en una mayor separacibn de estos valores, apareciendo en el espectro de
absorcién del reactivo dos puntos isosbé&sticos a longitudes de onda muy préxi-

'mas, lo que ha permitido determinar los valores de pK de protonizacifn corres-
pondientes.

La influencia de la presencia del sustituyente 5-cloro habia sido discuti-
do en cuanto a su influencia sobre la intensidad de fluorescencia de los comple-
jos con el aluminio13 encontrando un descenso de la intensidad de fluorescencia
con respecto al compuesto no clorado, lo que estd de acuerdo con el denominado
"efecto de 4tomo pesado" en la pérdida de la fluorescencia molecular.




En las reacciones espectrofotométricas por el contrario, se puede observar

una mejora en la sensibilidad de las determinaciones. Pra&cticamente todos los

iones estudiados presentan coeficientes de extincién molar mis elevados que los

correspondientes al 2-|| (2-hidroxifenil)-imino|-metil|-fenol, apareciendo algu-

na reaccifn nueva, como por ejemplo con los molibdatos.La reaccifén con aniones

oxidantes experimenta tambié&n un incremento en la sensibilidad, siendo especial-

mente destacable con los Io;.

TABLA III

Precipitado Disolucién pD Amax(nm) e(l.mol”

1

.cm™ ) Observacio-

nes

Ag (1)
P4 (II)

Cu(II)

Bi (III)
Mo (V) 1,5
4,0
Pt (IV) 15,5
12,0
‘Au(III) 1,5

V(IV)
v(v)

Fe(II) 4,0
Fe(III) 1,5

Zn (IR) 9,0
Co (II) 9,0

Ni(II) 9,0

Croz

Fefcﬁ);3
N02—
BroO

3|
I03v

amarillo

i

amarillo

naranja

pardo-
rojiza

amarilla

amarilla
amarilla
naranja
naranja
amarilla

verdosa

rojo-
naranja

naranja
rojo
naranja
amarilla

naranja

naranja

naranja

naranja

1,38.10

1,61.10

4

1,38.10%

0,70.10%

0,84.10%

4

2,36.10%

112102

0,51.10%
1,30.104

0,55.10%

1,24.10%

177 10~

1,38.10%
0,37.10%

0,24.10%
4

2,82.10%

Extr. MIBC

medido en
CHC1

3
extr. MIBC
extr. MIBC
extr. MIBC
extr. MIBC

medido en
CHCl3

extr. MIBC
y CHCl3

extr. MIBC
' CHCl3

medido en
CHC.‘L3

extr. MIBC

El color apa-
rece al cabo
de pocos mi-
nutos
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THERMODYNAMIC STUDY OF SOME BINARY MIXTURES AND ENERGY PARAMETERS OF THE
VARIOUS TYPES OF CONTACTS INVOLVED. II,

Felix M. Royo; Mariano Gracia and Celso Gutierrez Losa

Departamento ide Quimica-Ffsica, Facultad de Ciencias, Universidad de Zaragoza, Spain.

Excess enthalpies, at 303.15 K, for the following binary mixtures: n-hexene,l, di-
phenylmethane, chlorodiplienylmetane, and dipropylether + n-hexane, + tetrachloromethane

and + benzene, have been measured.

Excess volumes for dipropylether + n-hexane, + t':etrachlorémethane, and + benzene,
were alsn measured _at 303.15 K. Experimental results for excess enthalpies were exami-—
ned in terms of Barker~s treatment in order to determine the interaction energy for the

various contacts involved in every mixture .

INTRODUCTION -

+In a previous paper,(l) binary mixtures formed by n-heptane,
1,3—dichlo£opropane, or 1,4-dichlorobutane + n-hexane, tetrachloromethane or
benzene were studied in order to characterize the various interactions
involved (Clesaliphatic, Cl <> aromatic; aliphatic «»> aromatic; etc.). To
this end, we have used Barker's method for treating excess enthalpy data.
Following our study, we present in this paper a similar study containing
excess enthalpy measurements, at 303,15 K, on n-hexene,l, diphenylmethane,
chlorodiphenylmethane, and + benzene, and excess volume measurements, at
303.15 K, too, on dipropylether + n-hexane, + tetrachloromethane, and +
benzene. As it was pointed out(l), mixtures were so chosen that we: have only
used our own experimental data to characterize the new contact types
.introduced: the results of a given system were used each time for estimation
of the parameters of only one type of contact, while the others evehtgally
needed where taken from the analysis of already studied mixtures.

EXPERIMENTAL
Materials:

Benzene, n-hexane, and tetrachloromethane were of the same quality as
before;(l) all the other liquids used were Fluka products: n-hexene, 1,
(purum) , diphenylmethane (purum), chlorodiphenylmethane (purum) , and
dipropylether ( >99.5 mole por cent). All the liquids were kept on molecular




sieve (4 3) previously activated by heating under vacuum. Purity, checked by

gas-liquid-chromatography, was >99 mole per cent in every case.
Procedure:

Excess enthalpies (HE) and excess volumes (VE) were determined using

both the calorimeter and the dilatometer described elsewere(z’ 3). The

temperature of the bath was held constant within X 0.002 K.

RESULTS
The values of HE and VE were fitted by least squares to  the equation
BS (v5) = x (1-x) 3 A, (2x-1)*

In table 1 and 2 experimental results, parameters Ai and standard
deviations are given. Solid lines in figures 1-4 (for HE) and in figure 5
(for VE) are the curves obtained from the fitted equations. The curves of
Hg-mole fraction for chlorodiphenylmethane are unfinished for safety's sake,
because of the high toxicity of the compound.

In table 3, literature data are reproduced along with ours. It is to -
note that both sets of results refer to slightly different temperatures,

it GEHAES

except for those of Leal and Swinton on 013H12 686

A TABLE 1
x "E/3 moli L x ut/g m‘ol_1 x HE/J ol
b'4 CGle + (1-x) C6H14
0.0148 2.6 0.4014 65.9 0.6131 66.2
0.0434 9.0 0.4361 67 0.6587 62.1
0.1008 21.8 0.4695 68.9 0.7080 5753
0.1841 37.9 0.4994 69.1 0.7550 48.0
0.2468 48.5 0.5256 69.1 .0.8244 37.4
0.3087 57.2 0.5458 69.7 0.9061 20.5
0.3599 62.7 0.5780 68.5 : 0.9525 10.1

= x (1-x) {280.96+8.31 (2x-1) - 76.34 (2x—1)2} Jmolis:  (HE)=0.8 J molsl

x C_H + (1-x) ccl

6712 4
0.0420 10.8 0.3653 70.7 0.5515 71.8
0.0804 19.9 0.4030 73.17 0.6732 57.5
0.1559 35.6 0.4363 759 0.7572 46.4
0.2189 48.7 0.4598 . 76.5 0.8599 29.6
0.2750 58.9 0.4734 78.1 0.9218 1755
0.3229 65.9 0.5130 74. 6.

E . (o : -
H= x (1-x) {298.64—24.66 (2x-1) - 68.71 (2x—1)2} J ol l; (HE)=2.0 J mol 3

96




E

0.1124
0.1936
0.3461
0.4177

HE= x (1-x) {-1049.4+57.o (2x-1) + 109.6

-102.1
-162.1
-240.6
-255.9

x C_H

614

© 0.4390

0.5215
0.5948
0.6594

157.8

0 + (1-x) CCl4

-257.9
-261.0
-252.0
-226.8

TABLE 1. Continued
X HE/J mol”™ X HE/J mol HE/J mol”
6H12 + (1-x) C H12
0.0237 58.3 0.3395 506.0 467.4
0.0470 108.6 0.3565 515.5 444.3
0.0637 146.2 0.4123 537.7 415.5
0.0889 198.8 0.4391 539.0 378.4
0.1157 248.6 0.4676 537.7 333.8
0.1414 294.1 0.4863 534.8 280.3
0.1705 339.6 0.5034 531.7 214.9
0.2063 388.1 0.5214 527.0 177 !
0.2506 438.5 0.5409 520.5 119.8
0.2674 454.4 0.5619 511.8 66.2
0.2884 471.1 0.5853 500.6 16.4
0.3246 495.2 0.6088 486.6
He = x (1-%) {2138.5—3634 (2x-1)-12.7 (2x—1)2] U Mol OR(ED) = 208 T molE
x HY/3 mols x H2/J mol” 1/ mol
H14O + (1-x) C H14
©0.0310 19.0 0.3391 148.9 150.2
0.0620 37.6 0.3830 157.0 138.5
0.0959 56.5 0.4212 161.0 119.4
0.1314 75.0 0.4626 164.3 91.6
0.1705 92.6 0.4925 164.3 56.1
0.2309 117.0 0.5265 161.8 <l
0.2888 137.4 0.5661 :

HE= x (1-%) {65i.7-46.2 (2x-1) - 59.4 (2x—1)2}.J mol L; OrEB)= 1.2 J mold

-161.4
-103.0

(2x—1)2} J mol™t; 0 (uB)=2.0 J mol”




TABLE 1. Continued

X wE/g ol

X C6H140 + (1-x) C6H6

0.0276 . 21.0 0.2706 147.9 0.5121
0.0511 40.1 0.3112 158.3 0.5696
0.0854 6556 0.3472 165.5 0.6417
0.1161 83.8 0.3658 165.4 0.7341
0.1400 96.0 0.3933 164.7 0.8478
0.1845 11651 0.4264 162.3 059371
0.2289 133.3 0.4653 157.7

= x (1) {617.3—332.0 (2x-1) - 16.6 (2x-1)° - 124.4 (2x—1)%} gm0l LG E=2.1 J o1t

HE/J mol_l HE/J mol-l

X + (=X)EC H

C13f12 6114

0.0343 15157, 0.2788 80.5 0.5403 87..3
0.0626 28.1 0.3116 84.4 0.6087 82.7
0.1143 45.8 0.3412 87.4 0.6987 72.4
0.1620 59.4 0.4005 87.5 0.7518 65.1
0.2066 69.4 0.4387 88.6 0.8190 524,
0.2449 57,5785 0.4839 88.5 0.9527 15.5

HE= x (1-x) {357.13 - 67.00 (2x-1) +'71.21 (2x—1)2} J mol L; @ (E)=1.0 Jmol =

x C + (1-x) CCl

)

0.0441 : 0.2923 : 0.4896

- 0.0963 0.9 0.3225 5.1 0.5497
0.1434 1.5 0.3486 5.7 0.6225
0.1854 2.0 0.3745 6.2 0.7172
0.2242 2.8 . 0.4044 ‘9.2 0.8396
0.2597 3.8 . 0.4448 9.3

4

HE= x (1-%) {34.00 +9.97 (2x-1) - 29.51 (2x—1)2} J mol™t; G (uf)=0.75 gmo1™t




TABLE 1. Continued

#E/3 mo1™t #%/3 mo17t #E/3 mo1 ™t

x C (=) G H

13t12 616

0.0211 92.6 0.2748 - 938.3 0.5971

0.0400 180.8 0.2915 969.1 0.6221

0.0576 259.8 0.3087 1003.2 0.6471

0.0722 321.5 0.3255 1024.7 0.6749

0.1006 430.6 0.3446 1042.0 0.7031

OodAghL 492.6 0.3591 1058.4 0.7297 .
0.1329 547.1 0.3743 1073.7 0.7575
0.1477 595.9 0.4049 1096.8 - 0.7889
0.1620 643.1 0.3890 1084.8 0.8168
0.1760. 688.3 0.4262 1104.3 0.8457
0.1892 2T 0.4433 1109.9 0.8829
0.2014 764.2 0h5162 1085.4 0.9058
0.2195 813.5 0.5334 1078.9 0.9365
0.2360 855.9 0.5520 1069.3 0.9672
0.2557 898.4 0.5714 1054.1

HP= x (1-x) {4456.4 - 558.1 (2x-1) - 246.8 (2x—1)2} 3 mo1™t; § (rF)=0.5 F o1

-1
HE/J mol

FUCHNHANCISEEE (] =3) C

13811 by

6114
0.4880 1202.5 0.6922  983.5
0.5267 1190.5 0.7294 901.6
0.5550 1170.4 0.7642 818.8
0.5841 1142.2 0.8056 712.2
0.6204 1097.3 0.8442 596.7
0.6561 1048.1 0.8819 466.6
13811
0.3600 0.6248 269.0
0.3936 0.6888 237.3
0.4337 0.7683 192.3
0.4831 0.8416 129.5
0.5446' 0.9313 517

‘X C Gt (1 =) ICEH:

4




TABLE 1. Continued

ak

HE/J mol” x "2 /g ol

x C Cl + (1-x) C_H

13811 616

0.0110 0.4 0.3181 25.8 0.5712
0.0530 2.5 0.3515 25.0 0.6692
0.1003 5/ 0.3940 24.3 0.7925
0.1192 8.7 0.4221 24.1 0.8529
0.2671 26.1 0.4783 21.8 0.9285
0.2907 26.1 0.5513 21.8

H'= x (1-x) {91.06-96.11(2x-1) -42.84(2x-1) *125.42(2%-1)°} g mo1™; O () = 1.8 g ma ™

TABLE 2

1 1

VE/cm> mol™ vE /e mol”

X C6H14O + (1-x) C6H14

0.1211 0.0874 0.6599 o 0.1720
0.2867 0.1660 0.7798 0.1349
0.3372 0.1790 0.8350 0.1060
0.4652 0.1938 0.8902 0.0752
0.5516 0.1908

3 at

Ve=x (1-x) {0.0255 (2x-1)2-0.0383 (2x-1)+0.7824 ‘{ em®mo1™t; O (vE) =0.0019 cr’mol”

X C6Hl40 £ (1=x) CC14

0.1085 -0.1188 0.5993 -0.3154
0.2347 -0.2270 0.6375 -0.3047
0.3990 -0.3117 0.7889 : -0.2209
0.4560 -0.3262 - 0.8885 =0.1271
0.5688 -0.3198

Vi (1-x) {0.0837 (2x-1)%-0.0438 (2%-1)-1.3124 ] a1l G (F) = 00023 an® moy

VE/cm3 ol VE/cm3 mc:l—_:L

X C6H140 + (1-x) C6H6

0.1485 -0.0649 0.6055 -0.1603
0.2212 -0.0953 © 0.6924 -0.1466
0.3575 . -0.1348 0.7868 -0.1194
0.4659 ' -0.1545 0.8364 -0.0991
0.5595 -0.1610 I

2 = : .
F= x(1-x) {0.0257 (2x-1) - 0.1492 (2x-1) - 0.6355}cn3no1 L 0B = 0.0010 an® mo1 7t




TABLE 3
Literatura date This paper
o) 7 7 5t
T/K X /J mol Authors '/J mol © at 303.15K

298.15 0.5 o1 Woyolckanole 69
298.15 90 = Woycicka'd) 78
298.15 85 Karbalail2)et al.
tc H,  2908.15 Karbalai‘®)et al.
298.15 T.Ietcher and J. Sack'® 534
140+C,CL 29815 T Beath andiWilliameen ) =268
298.15 A.G.Williamson®)
+CH,  298.15 Rehiaian et al o
€ H e . 30315 Leal and Swinton'l?)

C7H

164
9

VE/cm:‘lmol_1 : VE/cm?’mol_1 at 303.15K

(11)

C7H140+C4Cl 0.5 -0.3327 Beath et al. =0.3281

DISCUSSION

(12)

The results were examined on the basis of Barker's treatment

Although a strict application of it requires values at constant volume, we
suppose it will retain-its significance in a comparative study even when

data at cbnstanﬁ pressure .are used instead. Thus, we assume that UE

E
= HP,
and also that interactions between contacts of the same type in differept
binary mixtures have the same energy. The number and type of contact points

assignedto each compound were:
O 14 (TR R25(0)

CGHlZ : 12 (I) + 2 (double bond); C.H

614

913H12 =24 (S)i; C13H11Cl sE 23 (S 3ui(ed)

n-CGH14 : 144(1); C6 6 ¢ 12 (S); CCl4 : 12 (T)

symbol I refers to a contact point on a saturated hydrocarbon; S, an
aromatic hydrocarbon; T, a contact point on chlorine in CCl4; and O, to a
contact point on oxygen (ether). :

" since only one energy parameter can be obtained from the analysis of a
mixture,:it is often necessary to use each time another parameters already

(l); for

known. Some of these parameters were estimated in our preceding work
example, the aliphe»Cl (tetrachl) and aliphe»arom energy interactions
involved in n-hexene,l + cc14, and + CGHG’
study of n-heptane + CC14, and + C6H6, respectively. The results of these

calculations are shown in table 4.

respectively, were taken from the




: Excess enthalpies HE at 303.15 K Fig. 2: Excess enthalpies HE at 303.15 K’

for: 0, x C()H12 + (1-x) C6H14; for: 0, x C6Hl40 + (1-x) C6H

43 0 + (1-%) 0 + (l-x) ccl

143
0, + (1-x) ccl 4; 0, + (1-x) CGHG'
C6H6 3

0'5
= E
4: Excess enthalpies Ii  at 393.15 K

Cl + (1-x) C6H

Tig. 3: Excess enthalpies HE at 303.15 K

for: 0, x C13H12 + (1-x) C 131-111

0 + (1-x) CClA; o, + (1-x) CG,HG' 0 + (1-x) ccl

6H14 5 for: 0, x C 14;

e, + (1-x C.H

4} 66 °




o
N

o
—

VE/J c:m3 mo].._l

Fig. 5: Excess volumes VE at 303.15 K

for: 0, x C6H140 + (1-x) C6H14;

0, + (1-x) CCl

4 0, + (1-x) C6H

6°

TABLE 4

Excﬁange eriergies for the contacts operating in the binary mixtures.

Compountd Interaction T

-1
c H v 230 160 J mol

c . 25
c m el 710

Cgtl140 25
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AISLAMIENTO SIMULTANEO DE LA ALFA-FETOPROTEINA Y DE LA ALBUMINA DEL
SUERO FETAL DE RATA

M. Calvo, J. Naval, F. Lampreave y A. Pifieiro.
Departamento de Bioquimica. Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza.

Zaragoza. Espana.

Alpha-fetoprotein (AFP) and serum albumin have been isolated in pure form from fe-
tal rat serum, with a yield higher than 60%. The method consistsin a combination
of several no denaturant techniques. First, DEAE-Sephadex chromatography to achie-
ve AFP plus albumin separation from the rest of serum proteins. Second, Cibacron
Blue-Sepharose affinity chromatography which allowed AFP and albumin separation.
Finally albumin was repurified by Sephadex G-100 gel filtration and AFP by indirect
immunoadsorption on insolubilized antibedies against adult rat serum proteins.

The method compares favourably in both yield and simplicity with other published
prdcedures, This method, appl:;'.ed in the present work to fetal rat serum, is also

operative with other fetal or perinatal rat extracts.

INTRODUCCION

La alfa-fetoproteina (AFP) es una glicoproteina que pertenece al grupo de los

antigenos oncofetalesl, cuya sintesis se limita, en condiciones normales, a los periodos
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embrionario, fetal y perinatal de los mamiferos y otros vertebrados Las propiedades

fisico-quimicas de la AFP, tales como peso molecular, carga iénica, secuencia, etc., son
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semejantes a las de la albimina sérica La separacién de estas dos proteinas por

procedimientos fisico-quimicos es por consiguiente dificil.

Para el aislamiento de la AFP se han utilizado numerosos procedimientos, entre
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los que destacan la electroforesis preparativa , la inmunoadsorcién directa6 y la cro-
matograffa de afinidad con concanavalina A (Con A) insolubilizadas. Aunque los métodos

- citados permiten una separacién eficaz de la AFP y de la albimina, presentan algunos

inconvenientes, tales como la poca capacidad (electroforesis preparativa), el uso de con-

diciones de pH drésticas (inmunoadsorcién) o'la falta de especificidad (Con A). En los
dltimos afios, el colorante Azul de Cibacron F 3GA, insolubilizado, se ha utilizado como
9

adsorbente especifico de la' albimina, particularmente en el caso humano”, aln cuando

esta propiedad es general 10, por el centrario, la AFP no muestra capacidad de interac—




cién con este colorante. Esta diferencia entre las propiedades de la AFP y de la
albimina puede ser itil para la separacién de ambas, como se describe en el presente

trabajo para el suero fetal de rata.
MATERIALES Y METODOS
Sueros

El suero fetal-de rata utilizado ha sido una mezcla procedente de numerosos
fetos de 18 a 20 dfias de edad gestacional. Las ratas gestantes fueron anestesiadas con
pentobarbital sédico. La cavidad abdominal fue expuesta y los fetos extraidos uno a
uno. Cada feto fue exanguinado por decapitacién. El suero se obtuvo.por coagulacién

espontdnea de la sangre y centrifugacién moderada.

Reactivos inmunoquimicos

Los sueros de conejo anti-suero de rata adulta (ASRA), anti-albimina de rata
(AAR) y anti-AFP de rata (AFPR) fueron preparados por un procedimiento de inmunizacién
previémente desc;iton . Los inmunégenos utilizados fueron, respectivamente, suero de

rata adulta, albimina purificada por cromatografia de afinidadlo y AFP de liquido am-

nidtico parcialmente purificada. El AFPR fue convertido en especifico para la AFP por
: : 12

inmunoadsorcién con suero de rata adulta (macho) polimerizado

Los anticuerpos especificos contenidos en 20 ml del ASRA fueron aislados por
el método de Avrameas y Ternynck 12 utilizando suero de rata adulta polimerizado. Estos
anticuerpos (60 mg) fueron insolubilizados en Sepharose 4B (Pharmacia, Uppsala, Suecia)
13

por el procedimiento del CNBr " para obtener el inmunoadsorbente ASRA—Sepharose.

Preparacién del derivado Azul de Cibacron-Sepharose

El derivado Azul de Cibacron-Sepharose se prepard por el método de Heyns y
14

De Moore ~* con algunas modificaciones: 100 ml de Sepharose se suspendieron en 70 ml de

una solucién de Azul de Cibacron (10 mg/ml) en N82C03 0,1 M. La suspensién se incubd
durante 48 horas a 45°C con agitacién moderada. Seguidamente, el gel se lavd sobre
una placa filtrante con abundante agua destilada hasta que el liquido de lavado no

mostré absorcién a 610 nm, debida al exceso de colorante. El gel se equilibré a conti-




nuacién con tampén tris-(hidroximetil)aminometano (TRIS)/HCl 0,05 M y 0,01 M en NaCl,
de pH 8,0 (tampén de Azul de Cibacron). La concentracién de colorante insolubilizado
fue medida espectrofotométricamente a 610 nm, previa hidrélisis de una alfcuota del deri-

vado en HCl 0,1N, y resulté ser de 2,8 mg de Azul de Cibacron por ml de gel.

Aislamiento de la AFP- y de la albimina

El procedimiento utilizado para aislar AFP y albuimina consta de varias eta-

pas consecutivas que se describen seguidamente.
a) Cromatografia en Dietilamino-etil-Sephadex (DEAE-Sephadex) A-50

Dos ml de suero fetal de rata fueron dializados 24 horas a 4°C frente a dos
litros de tampén 0,025 M de fosfato potdsico y 0,05 M NaCl, pH 6,2. La muestra fue
aplicada a una columna (1,5 x 14 cm) de DEAE-Sephadex A-50, equilibrada con el mismo
tampén. La columna fue lavada con aproximadamente 100 ml del tampén citado, para
eliminar las proteinas no reterﬁdas.» Las protefnas fijadas al intercambiador ibnico fue-
ron eluidas con un gradiente lineal de NaCl entre 0,05 M (100 ml) y 0,04 M (100 ml) en
tampén fosfato potdsico 0,025 M de pH 6,2. Se recogieron fracciones de 5 ml que fueron
analizadas por inmunodifusién respecto al contenido en AFP y albimina. Todas las frac-
ciones que contenfan estas protefnas fueron mezcladas y concentradas a un volumen de
5 ml por ultrafiltracién en células Amicon (Lexington, USA) equipadas con membranas

PM-10 (limite de exclusién 10.000 daltones).
b) Cromatografia de afinidad en Azul de Cibacron

La muestra procedente de la etapa anterior fue dializada frente a un volumen
adecuado de tampén de Azul de Cibacron y se aplicé a una columna (1,2 x 20 cm) de
Azul de' Cibacron-Sepharose. La columna se lavé con el mismo tampén a un flujo de
30 ml/hora hasta que la absorcién del®eluido a 280 nm fue menor de 0,02. La fraccién
de protefnas no retenidas por el gel (fraccién AFP) fue concentrada por ultrafiltracién

hasta un volumen de 5 ml.

Las protefnas adsorbidas por el derivado de afinidad fueron eluidas con

NaSCN 0,2 M en TRIS/HCl1 0,05 M de pH 8,0. Las fracciones que contenfan albimina (frac

cién albimina) se reunieron y concentraron, como en otras ocasiones, hasta un volumen
2




de 2 ml. La muestra fue dializada en la misma célula de ultrafiltracién con solucién

salina tamponada (SST, 0,15 M NaCl y 0,01 M en fosfato potdsico, pH 7,4).
c) Filtracién en Sephadex G-100

La fraccién de albimina de la seccién anterior fue cromatografiada en una
columna de 2 x 60 cm de Sephadex G-100 con SST. Las fracciones (3 ml cada una) del
pico principal fueron analizadas por electroforesis para seleccionar la zona que contenia

exclusivamente albimina.
d) Inmunoadsorcién

La AFP fue finalmente purificada por inmunoadsorcién indirecta de la fraccién

AFP (seccién b) con el inmunoadsorbente ASRA-Sepharose.
Métodos analiticos

Las electroforesis se han efectuado en geles horizontales de poliacrilamida

(6%)—agarosa(0,8%)15 . Los andlisis por inmunodifusiénl6 y por electroinmunodifusién
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cuantitativa’ se han efectuado en geles de agarosa al 1%. Las proteinas totales fueron

valoradas por el método de Lowry et 31.18 utilizando albimina bovina como estandar.

RESULTADOS

Cromatografia en DEAE-Sephadex

En las condiciones cromatogréficas descritas (vease la seccién de métodos),

las p_rote{nas de mayor punto isoeléctrico (inmunoglobulinas, transferrina, etc.) son ex-—

cluidas de la columna de DEAE-Sephadex. Con el gradiente de NaCl, la albdmina y la
AFP se eluyen simultdneamente (fig. 1). Por esta razén, todas las fracciones que conte- -
nian AFP y albimina se recogieron conjuntamente. En la figura 2, se muestra una elec-
troforesis donde se compara el suero fetal de rata con la fraccién de proteinas enrique-
cida en AFP y albimina. Esta dltima es la de mayor movilidad electroforética. La

fraccién contiene ademds az—macroglobulina (banda préxima al origen), y otros componen-—

tes minoritarios.




—— ——\AFP
<~ ———Albumina

20 30 40

N2 DE TUBO

Perfil de elucidén del suero fetal ‘de rata en DEAE-Sephadex. La linea de trazos re-

presenta la concentracién molar &n NaCl. Las fracciones incluidas entre las flechas

verticales fueron recogidas conjuntamente.

FIGURA 2

Electroforesis en poliacrilamida-agarosa de dis-
tintas fracciones protéicas. 1.- Suero fetal de
rata. 2.- Fraccién procedente de la cromatogra-
fia en DEAE-Sephadex. 3.— AFP purificada. 4.-
Albimina purificada. La flecha muestra el sen-

tido electroforético.

Cromatografia en Azul de Cibacron-Sepharose

La fraccién anterior, enriquecida en AFP y albimina fue sometida a la cro-
matografia de afinidad en Azul de Cibacron-Sepharose. Este derivado adsorbe la mayor
parte de la albimina y de las lipoproteinas, e igualmente parte de la az—macroglobuli—
na. El excluido estd ‘formado por AFP, acompafiada de algo de albimina y otros compo-
nentes minoritarios. En la figura 3 se representa el perfil de elucién anterio; y. el ob-

tenido al eluir con NaSCN las protefnas retenidas por el gel. Estas son fundamentalmen-—

te albimina, impurificada con_az—macrbglobulina y lipoproteinas.
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Cromatografia de afinidad de Azul de Cibacron-Sepharose de la muestra procedente de
la Fig. 1. E1l primer pico corresponde a las protefinas excluidas y el segundo a las
proteinas eluidas con NaSCN. El volumen en cada tubo fue de 3 ml, y en cada caso se

recogieron conjuntamente las fracciones incluidas entre las flechas.

Cromatografia en Sephadex G-100 de la’ fraccion de albimina eluida del Azul de Ciba-
cron-Sepharose (Fig. 3). Las fracciones (3 ml cada una) incluidas entre las flechas,

corresponden a la albimina pura.

Filtracién en gel

La albimina eluida del derivado de Azul de Cibacron fue repurificada por
filtracién en Sephadex' G-100 (Fig. 4). La a@,-macroglobulina y otras protefnas contami-
nantes, de pesc; molecular mayor que el de la albimina, aparecen en el primer pico. El
pico principal corresponde a la albimina ~purificada. ‘La pureza de la protefna obtenida

se comprueba por electroforesis (Fig. 2).
Inmunoadsorcién

La fraccién de AFP procedente de la cromatograffa en Azul de Cibacron fue

finalmente aplicada a una columna preparada con el inmunoadsorbente ASRA-Sepharose.

Este adsorbente es capaz de retener las protefnas que acompafian a la AFP, mientras que

ésta fluye libremente por la columna. En la figura 2 se muestra el comportamiento de




la AFP despues de la etapa de inmunoadsorcién indirecta.

El rendimiento de cada etapa, asf{ como el final, se muestra en la Tabla I.

Este fue elevado, 61% para la albimina y 72% para la AFP.

TABLA 1

Rendimiento

Albimina

Etapa del proceso A : mg %) "
Suero fetal (100) (100)
DEAE-Sephadex (88) (90)
Azul de Cibacron-Sepharose (éO) (77)
Sephadex G-100 -— -— (61)

Inmunoadsorcién 4,9 (72) S

<

~ 3
Los valores entre paréntesis indican el porcentaje de recuperacidn respecto del valor inicial.
DISCUSION

Las propiedades bioquimicas de la AFP han sido estudiadas extensamentez.
Sin embargo, el papel fisioldgico de esta proteina no es todavia conocido. Recientemen-
te, se ha descrito que la AFP liga, al igual que la albimina, dcidos grasos de cadena
larga, pero a d_iferencia de ésta, muestra mayor afinidad por los dcidos grasos poliinsa-

19,20,21

turados araquidénico y docosahexenoico que son derivados de los esenciales

linoleico y linolénico, respectivamente. Esta es la tunica propiedad comin que hasta

ahora se ha encontrado en la AFP de todas las especies estudiadaslg'zo'21

Es proba-
ble, por consiguiente, que dicha propiedad esté relacionada con el papel fisiolégico de

la AFP.

Para estudiar los &4cidos grasos ligados a la AFP es necesario aislar esta
protefna en cantidades apreciables por medio de métodos no desnaturalizantes. Hasta
ahora, el método mds generalmente utilizado en el aislamiento de la AFP ha sido la in-
munoadsorcién directa. En este procedimiento, rdpido y de elevado rendimiento, la AFP
fijada a un inmunoadsorbente especifico se eluye con. tampén 4cido!?. En nuestro labo-

ratorio se ha comprobado que un tratamiento de esta naturaleza altera, cuantitativa y

cualitativamente la composicién de los &dcidos grasos ligados a la AFP22 . La cromato-




graffa de afinidad en Con A—Sepharoses, no es util para aislar cuantitativamente la AFP
de rata, ya que ésta contiene microformas que no interaccionan con la 1ectina23 Por
esta razén, ha sido necesario disefiar un nuevo procedimiento para aislar AFP. Este
procedimiento consta de varias etapas no desnaturalizantes, entre las que sobresale la

cromatograffa en Azul de Cibacron-Sepharose. Esta cromatograffa ha sido empleada para

el aislamiento de la albimina humana por otros autotesg. Se ha descrito que el Azul de

: 24 5
Cibacron no es eficaz como adsorbente de otras albiminas, entre ellas la de rata . Sin

embargo, nuestros estudios demuestran que si se utilizan derivados de elevada concentra—
cién de ligando, la albimina de rata es igualmente adsorbida. Por otra parte, la AFP
no es retenida por el Azul de Cibacron en las condiciones utilizadas en el presente tra—

bajo.

El procedimiento que se ha descrito es relativan;ente sencillo y p.ermite obte-—
ner AFP y albimina con un rendimiento-alto (mayor del 60%). En el presente trabajo,
el método se ha a.plicado al caso del suero fetal de rata; sin embargo, el mismo método
es operativo con otros fluidos fisiolégicos de la rata (liquido amniético, extractos f.eta—

les, ect.) con minimas modificaciones.
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CONSIDERACIONES SOBRE LA EDAD DE UNAS ROCAS OFITICAS EN LA ZONA MERIDIONAL
SUR-PIRENAICA (PROVINCIAS DE HUESCA-LERIDA)

M. Lago
Departamento de Petrologia. Universidad de Zaragoza. Espafia.

In the present’paper we expose the data of the "absolute age" obtained by
mqﬁns of the dispersion-coefficient-birefringence method, applied to plagio-
clase crystals in the ophitic rocks of three outcrops located in the south-
pyrenean zone (Spain).

The age obtained, upper Triassic-lower Liassic, is according to isotopic and

stratigraphic ages.

INTRODUCCION

En este trabajo se ekponen los resultados obtenidos sobre la edad de unas
rocas bésicas,utilizando dos metodologias:observaciones estratiqréficofesbructg
rales y la determinacidén experimental de la variacién del coeficiente de disper

sién de la birrefringencia (Kd).

Las rocas consideradas son las denominadas ofiticas que presentan una para-

génesis mineral muy uniforme consistente en:olivino (F066)+augita—endi6psido

(E0S) 92FShn, 121037 g5 tpideantita ((EN o, Fayy g o, s 63)
y un adecuado desarrollo de la textura ofitica. La composicidén quimica de estas

)+ labrador (AnBO—An

rocas presenta una elevada uniformidad y escasa diferenciacidn,tanto a nivel de
cada afloramiento como para el conjunto'de los considerados,y es anéioga a la
que se ha dado® como caracteristica de los basaltos toleiticos continentales.la
propiedad més destécada de estas rocas es el hecho de presentarse,con las carac-

terfsticas indicadas,emplazadas en los materiales del Keuper.

En los recientes trabajos que hemos realizado (LAGU1, LAGO vy PDCUVIZ) sobre
las caréctéristicas geolégicas,petrolégicas y geoquimicas para un elevado nime-°
ro de rocas ofiticas situadas en el Norte de Espafia, las observaciones estrati-
gréficas nos han permitido deducir que en todos los casos,estas rocas estdn em-
plazadas en el Keuper con caracteristicas muy similares a las que describiremos

a continuacidn.

La edad que hemos determinado a partir de observaciones estratigréficas-
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estructurales para las ofitas del Norte de Espafia es la de Keuper superior-Lias

inferior.Este resultado estd de acuerdo con el obtenido mediante determinaciones

radiométricas K/Ar para algunos afloramientos ofiticos del Norte de Espafia (WAL-
GENWITZS,y CASTELLARIN et al.A).
La necesidad de obtener una corroboracién sobre la simultaneidad del empla

samiento de las rocas ofiticas,segln ha sido deducido por observaciones de eam-

po, y también las ventajas que aporta.el método experimental escogido (Kd):faci

lidad de medicién,coste poco elevado y la fdcil reproductividad en las determi~
aciones,nos ha orientado a su eleccién.

Se han seleccionado tres afloramientos ofiticos:Aulet-1, Aulet-2 y Estopi-
fidn.Los dos primeros estdn préximos entre si,situados en la provincia de Huesca
y sus C.de G.,en coordenadas UTM,son:longitud (03-14-00) y latitud (46-00-95)
para el de Aulet-1, y longitud (03-13-35) y latitud (46-90-70) para el de Aulet
_2. E1 yacimiento de Estopifidn estd algo distante de los anteriores y se encuen
tra en la provincia de Lérida,sus C.de G.,en .coordenadas UTM,son:longitud (hZ—
07-00) y latitud (46-51-35). Los dos primeros afloramientos estdn situados en
la hoja n2 213 y el tercero en la 327 del mapa topogréfico nacional,1:50.000.

OBSERVACIONES DE CAMPO

Los tres afloramientos considerados est&n emplazados en estructuras extru
sivas constituidas fundamentalmente por los materiales margo-arcillosos y yesi-
feros del Keuper y aisladas masas de calizas y carniolas del Muschelkalk y Li-
as.

En ninguno de los tres afloramientos ha sido posible recomocer un contac-
to gradual bien conservado entre las ofitas y los materiales del Keuper enca-
jante. Para el afloramiento de Aulet-1 los contactos son claramente mecdnicos
mientras que para los de Aulet-2 y Estopifidn son observables los siguientes e-
lementos:un Keuper movilizado y deformado,una banda de brecha y finalmente,las

facies de borde correspondientes a las ofitas.

La banda brechificada interpuesta entre el Keuper y las ofitas consta de
fragmentos de ofita‘empastados por una masa arcillosa fuertemente compactada y
esquistosada. La amplitud de este nivel no sobrepasa 1 metro y puede llegar,en
algunas zonas,a ser ‘decimétrica. El estudio petrolégico de los cantos de ofita

alojados en la brecha permite reconocer en éstos la presencia de una textura

microdiabdsica porfidica y un notable desarrollo de alteraciones minerales (clo.

ritizacién,saussuritizacién,albitizacién,epidotizacién,etc) y un elevado enrique

quecimiento de componentes de Fe,principalmente en forma de hematites y magne-
tita.

La fraccién arcillosa del Keuper aglomerante presenta también ciertas mo-
dificaciones en su composicién manifestadas principalﬁqnte por una cloritiza-
cién (correspondiente al término clinocloro), fuerte impregnacién por 6xidos e

hidréxidos de Fe y desarrollo de cristales de epidota y teemolita-actinolita.




Estas modificaciones mineralfgicas y la fuerte compactacién de las margo-arcillas
son altamente acentuadas en las proximidades con la ofita mientras que faltan

en zonas distanciadas de aquella.

Por otra parte,respecto a los afloramientos de ofita ha sido posible recpo
nocer de forma bastante precisa que en sus zonas periféricas hay un adecuado de
sarrollo gradual de una zonacidén petrogrédfica y estd expresada por la siguien-
te transicidn:ofita en las zonas centrales del afloramiento, y hacia las de bor
de por las facies subofitica porfidica,microdiabdsica subofitica porfidica y
finalmente la microdiabédsica porfidica. Por otra parte, los estudios realizados
sobre la variacién de la ‘composicién quimica para las zonas més périféricas de
las ofitas muestran que hacia la zona de contacto con el Keuper hay un aumento
3+,Mg2+ y HZU,en tanto que disminuye el Fezf y Caz+. Estas variaciones guar .

dan correspondencia con las modificaciones mineralfgicas observadas microscépi-

en Fe

camente.

Asi pues,la brecha tectdénica puede interpretarsé como resultante de fend-
menos tecténicos posteriores que afectaron a los contactos originales 6 bien
cabe suponer que sea sincrénica a la intrusidén y originada por efectos de des-
plazamiento vy arrastre diferencial entre la ofita y el Keuper a causa del empla

zamiento de aquella.

Basdndonos para las facies de borde en la presencia de clorita,de tremoli
ta-actinolita y de epidota podemos suponer la existencia:.inicial de un metamor
fismo de contacto desarrollado por el emplazamiento de las ofitas cuyas condi
ciones de estabilidad, en base a los minerales indicados,serian del orden de
400-500°C y presiones no superiores a 1 Kbar segtn WINKLERS. La ausencia de mo
dificacionesAmineralégicas'de mayor gradiente indican que las ofitas debieron
emplazarse en condiciones de avanzada consolidacién y por consiguiente de baja
temperatura. Por otra parte, el Keuper experimenté una mayor compactacidén y des
hidratacién a causa del gradiente térmico impuesto por la intrusién ofitica.

De este modo se pudo facilitar la circulacién de fluidos,entre los que adquiri-
ria una mayor importancia el agua la cual a su vez pudo desempefiar una importan
te funcian de transporte para la difusién iénica como se deduce del progresivo
.,aumento de ésta que es coincidente con el aumento de los iones Mgz+ y F83+.Los
resultados obtenidos por nosotros guardan hbuena correspondencia con los alcan-
zados por otros autores (BOSSIERE®, SUREAU et THIEBAUT’,ELLOY®,WALGENWITZ?,RU-
IZ CRUZ et al.’,etc.) .

Como resultado‘de las transformaciones petrolégicas observadas y .del desa
rrollo de un metamorfismo de contacto,deducimos que las ofitas. se emplazaron
afectando, para el d4rea indicada, sélamente a los materiales del Keuper dada la
ausencia de .contactos de estas rocas con otros de edad superior.

DETERMINACIONES EXPERIMENTALES

a)Metodologfa:el método de geocronologfia 6ptica que hemos utilizado se basa
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en la variacién del coeficiente de dispersién de la birrefringencia (Kd).Fue i-
10y cuisukcHam!!

das de edades absolutas sobre rocas igneas.

nicialmente propuesto por KUZNETZOV en unos estudios de medi-

El Kd estd expresado por la relacién entre las diferencias de fase:Pa (con
luz azul Aa) y Pr (con luz roja Ar) correspondientes a dos rayos que atraviesan
la seccién delgada de un mineral observado con nicoles cruzados. Este coeficien

te se expresa: Kd=Pa/Pr.

Como las diferencias de fase Pa y Pr gusrdan una relacién con los retardos,
Ra y Rr,para las longitudes de onda empleadas,)a y lr,de acuerdo con las ecua-
ciones:Ra=Pa x Aa, y Rr=Pr x Arjel coeficiente Kd puede también expresarse por
el cociente de retardos Ra y Rr para las longitudes de .onda Aa y )r,segﬁnila ex-—
presién: Kd= Pa/Pr=Ra/Rr x Ar/ Aa.

En las primeras investigaciones sobre el método se efectué una correlacidn,
de forma empirica,entre el coeficiente Kd obtenido para los minerales de plagio
clasas y la edad absoluta (T) de las rocas que contenian estos minerales. La ex
presién matemdtica obtenida es:Kd=aT+b, que corresponde a una recta con coeficien
te angular a y ordenada en el origen b. Las dos constantes a y b se obtienen a
partir de medidas de Kd y determinaciones isotépicas de K/Ar y Rb/Sr en minerales
de plagioclasas: La recta obtenida f(Kd,T) permite asignar a 'una roeca una edad
absoluta (T) a partir de Qn valor de coeficiente Kd.E1l 1imite méximo de fiabili-
dad del método alcanzaba los 140 M.A. v

Posteriormente PIBOULE et VACHETTE12 realizaron investigaciones sobre la pro

piedad indicada,Kd,en las plagioclasas y ampliaron el valor de correlacién hasta
570 M.A.,con una verificacién satisfactoria mediante dataciones por métodos iso-
tépicos.Esta correlacién f(Kd,T) fue expresada por una recta andloga a la de los
autores precedentes (figura 1).

13,14

Recientemente, TINAO basdndose en la metodologia de PIBOULE et VAGHETTE

y tomando en consideracidén los resultados obtenidos por GUIMARAES15,ap1ica este
método y lo confirma por medio de determinaciones isotépicas de K/Ar y Rb/Sr y
las correspondientes de Kd en idénticas muestras corrigiendo la posicién de la

recta (figura 1).

Las medidas experimentales que hemos realizado han sido efectuadas en el
Departamento de Petrologfa y Geoquimicé de la Universidad Complutense de Madrid.
El equipo utilizado y la metodologfa operatoria seguida son las expuestas por
TINAG y las medidas experimentales aqui expresadas han sido realizadas bajo su
direccién.

Los coeficientes de dispersién de la birefringencia,Kd, que hemos realiza-
do han sido determinados sobre un total de 8 muestras cuyas caracteristicés pe-—
.trogréficgs son representativas a las observadas en los tres afloramientos selec
cionados. Se ham empleado siempre las plagioclasas como base de medicién,pues es
este el mineral mds ampliamente utilizado para estos estudios debido a la facili
dad que presenta para la determinacién de retardos y‘porque ademéds,permite estu

diar mds facilmente las condiciones de cristalizacién.




Con los valores de Kd obtenidos en las plagioclasas,previamente tabulados
y caleéulados sus errores medios, por aplicacién de la recta Kd-T (figura 1) se

obtienen para las rocas su edad absoluta con una aproximacién + 10.M.A.

170 F Ja 440 nm.
Ar 660 nm.

165

160
Kd

155

150
147,5

144 ; < S ~ 5 s 5 ;
10 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

T (+ 10 M.A.)

Figura 1. Relacidn entre el Kd y el tiempo (M.A.)

b)Resultados obtenidos:exponemos los resultados de coeficientes de Kd,obte
nidos en muestras pertenecientes a cada uno de los tres afloramientos y poste-
riormente presentamos los resultados de forma integréda para los tres afloramien

tos.

AFLORAMIENTO DE AULET-1

La proyeccién de los valores de Kd obtenidos (figura 2) indica un proce
so de cristalizacién continua marcado por un méximo (M1).Los valores extremos
de Kd se sitdan entre 153 (los m&s modernos que corresponderian al Jurésico me
dio) y 154.5 (los més antiguos que corresponderian al Keuper). E1 valor prome-
dio de Kd es:153,83 + 0,0735 equivalente a 170 + 10 M.A.,es decir de edad Lias.

AFLORAMIENTO DE AULET-2

La proyeccién de los valores obtenidos (flqura 3) indica una cristaliza
cién bastante eontinua con un méximo (Mi) comprendido entre los intervalos de
Kd 154,2 y 154.8. E1 valor promedio:154.38+ 0.043 equivale a 180+ 10 M.A.,es

decir correspondiente al Keuper.

AFLORAMIENTO DE ESTOPINAN

En este afloramiento se han realizado un total de 19 medidas de coeficien
tes de Kd cuya proyeccién de frecuencias es la de la figura 4.E1 hlstograma ob-
tﬁnido pfoduce una cristalizacién distribuida en dos periodos principales M1 y
M2 ,ﬁe valores de Kd con el valor mds alto en 154.8 y el minimo en 151. E1l méxi
mo M2 se sitlGa entre los dos y su valor promedio es 154.19+ 0.083 que se consi

n
dera como caracteristico. La edad correspondiente al méximo M2 es la de 170 + M.A,
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equivalente al Lias.

M.
5 | 1
a- i 49 ”
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0
0 T T T T 0 T T T T
152 {53 54 1%5 156 152 153 154 155 156 150 151 152. 153 154 155 qu
Kd Kd Kd
Figura 2 - Figura 3 Figura 4

CONSIDERACIONES SOBRE LOS DATOS EXPERIMENTALES

Los resultados de las 38 medidas de coeficientes de Kd efectuadas ((Figi.5)
indican cristalizaciones de plagioclasas con un méximo principal bien diferen-
ciadas, con una distribucidn andloga en los tres afloramientos y un periodo de
menor inténsidad distante del anterior mdximo. E1 mdximo principal comprende el
94.7% del total de plagioclasas y representa valores de Kd muy andlogos en los

tres afloramientos,con un periodo de edad Keuper superior-Lias inferior.
8 1

7 4

frecuencia

S0 60 70 80 90 100 110 120 130 140 15b 1é0 170 180 19b ZOd 216 226 236
TERCIARIO CRETACICO JURASICO- TRIASICO t
|

| ' - ”“J |

i 5 SE
T (+.10 M.AL)

Figura 5
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Este médximo representa la mayor duracidn e intensidad de cristalizacién
de plagioclasas y se considera como caracteristico de los afloramientos.lLas eda
des més recientes, correspondientes al Cretdcico(figura 5) pueden ser atribui-
das a procesos de reactivacidén que afectan a las ofitfs;con una posible crista

lizacién de plagioclasas.

Los datos obtenidos con esta metodologia presentan una notable correspon-
dencia con los alcanzados mediante observaciones de campo (estructurales y es—
tratigrédficas) y con las determinaciones radiométricas,como fue indicado ante-

riormente.

Como resultado final de los datos obtenidos deducimos que la etapa prin-

cipal del emplazamiento de las ofitas es la del Keuper superior-Lias.
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NECROLOGICAS

EXCMO. SR. D. FRANCISCO PASCUAL DE QUINTO Y MARTINEZ DE ANDO-

SILLA. Bar6n de Tamarit.

; Nacié en Zaragoza el 24 de mayo de 1881 y fallecid el 2
de septiembre de 1981.

_Cursé sus estudios de Bachillerato en el colegio de
1as.Escuelas Pias de Zaragoza, pasando después al Instituto Agri-
cola Alfonso XII de Madrid, hoy Escuela Superior de Ingenieros
Agrénomos, donde obtuvo el titulo de Ingeniero Agrénomo el 8-XI-
1905.

- Su primer destino fue el de Jefe del Servicio Agrondmi-
co de la provincia de .Logrofio donde merece ser destacada su actua
cién en la reconstruccién del vifiedo riojano destruido en su ma-
yor parte por la invasién filoxérica.

: En Logrofio  fue nombrado también director del Servicio
Viticola de la Diputacién Provincial, y debido a su competencia
'y a los éxitos profesionales le fué concedida la Encomienda de
la Orden Civil del Mérito Agricola (28-IX-1912) a peticién de
los agricultores riojanos, siendo entonces trasladado a la Escue-
la Especial de Ingenieros Agrénomos de Madrid, donde desempefid
las Catedras de Afboricultura, Selvicultura, Elayotécnica y Téc-
nica Industrial. 7

A peticién propia fue destinado en 1928 a la Confedera-
cibén Sindical Hidrografica del Ebro en Zaragoza cono Jefe de los
Servicios Agronémicos de la misma, dirigiendo la instalacibén y
funcionamiento de las granjas de Ejea, Almudévar, Vivero frutal
de Monzén, Estacién de Riegos de Binéfar y la Granja La Melusa
donde se establécié el primer cultivo de arroz en los nuevos re-

gadios aragoneses. .
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Una vez jubilado continué realizando estudios e inves-
tigaciones sobre el cultivo del almendro en Espafia, habiendo ela-
borado una invaluable obra sobre este tema, todavia inédita.

El Sr. Pascual de Quinto, modelo de hombre honesto y
trabajador ' fue galarddnado con la Gran Cruz de la Orden Civil
del Mérito Agricola el 20 de mayo de 1949.

Fue declarado socio de numero de la Real Sociedad Eco-
némica Aragonesa de Amigos del Pais en 30 de abril de 1932 y Aca-
démico Numerario de esta Academia el 28 de Junio de 1945.

El Sr. Pascual de Quinto fue elegido Presidente de nues
tra Academia el 10 de diciembre de 1947, cargo que desempefié has-
ta 12 de mayo de 1975 en que cesbé a peticidn propia debido a su
avanzada edad, siendo entonces nombrado Presidente honorario de
la misma. :

Durante su largo mandato, desplegé la Academia una gran
actividad en tareas cientificas y labor editofial, participando
decididamente en la tarea de programacién de los regadios arago-

neses.

ILMO. SR. D. FERNANDO CAMARA NINO.

El dia 21 de noviembre de 1981 y a la edad de 74 afios,
fallecié en Zaragoza, el Ilmo. Sr. D. Fernindo Camara Nifio, Miem-
bro Numerario de ésta Entidad, en la Seccién de Naturales, desde
el 4 de julio de 1945.
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Natuml de Zaragoza, era Doctor en Ciencias Naturales
asi como en Medicina, siendo Premio Extraordinario en ambos Doc-
torados. Los estudios de ambas carreras las realizé en la Univer
sidad de Madrid.

~ Aprovechando sus desplazamientos estivales a la locali-
dad de Corera de la Rioja Baja y animado por el Dr. Caballero,
Catedratico de Botanica, inicié su tesis doctoral acerca de la
geobotdnica de La Rioja, que era totalmente inédita, llenando
ésta laguna acerca de la flora espafiola.

Como resultado de todo ello publicé en 1936 su trabajo
titulado "Estudios sobre flora de la Rioja Baja", que constituyé
una gran aportacién al estudio geobotdnico de esa zona, en la
que no se limita a hacer una descripcién exhaustiva de las espe-
cies botinicas, sino que establece sus relaciones con el clima
y Suelo,.proporcionando una visién paisajistica, con la concerta-
cién de flora y terreno. En éste trabajo asi como en otros pos-
teriores, hay que resaltar las grandes: dotes de dibujante del
Dr. Camara Nifio, pues sus laminas son ejemplo de pulcritud y de-
talle acerca de las plantas observadas.

" En el afio 1932 accede por oposicién a la Catedra de
Ciencias Naturales del Instituto de 22 Ensefianza de Alcoy, que
aproveché para publicar varios trabajos botdnicos de dicha zona.

En el afio 1941 solicita su traslado al Instituto de
22 Ensefilanza "Miguel Servet" de Zaragoza, en el que compagind
sus tareas lectivas con las de investigador, conservdndose en
el mismq un interesante y completo herbario de plantas aragone-
sas, publicando una serie de trabajos que han llenado el hueco
que existia acerca de la flora correspondiente a las regiones
dridas de Aragén.

En 1947 era, por oposicién, Médico Inspector de Balnea-
rios, ocupacién que por realizarse exclusivamente los veranos,
compatibiliz6é siempre con la docencia. Resultado de ello son
una serie de publicaciones ﬁuy interesantes acerca de la flora
de las aguas medicinales.

Fue Profesor Adjunto de las Citedras de Biologia y Geo-
logia de la Facultad de Ciencias Ae la Universidad de Zaragoza

asi como Asesor de Botdnica durante muchos afios, en la Estaciédn

Experimental de Aula Dei.




D. Fernando Cdmara, a pesar de su valia, fue hombre
en extremo humilde que tratdé siempre de pasar desapercibido, pero
sus trabajos acerca de la Botdnica de Aragén y la microflora de
las aguas mineromedicinales constituyen una relevante obra basica
e imprescindible para quienes deseen realizar estudios en estos
campos.

Descansen en paz estos ilustres académicos.
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