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CONSTRUCTIVE KRULL DIMENSION OF LATTICES
L. Espanol ‘

Departamento de Geometrfa y Topologia. Colegio Universitario de la Rioja.
Universidad de Zaragoza.

We describe Krull dimension of lattices constructively, in the sense of
the theory of topoi:one works in sets with the restriction of not using choi-
ce and exluded middle. Throughout, all lattices are distributive, with 0 and
4 which are preserved by homomorphisms. Given a lattice D, we formulate the

Krull dimension of D, dimD h, by means of a simplicial set (D asociated

n)n)o
to D= Dy, in such a way that the complemented prime filters of D, are the n-
chains of complemented prime filters of D. The main theorem characterizes
dimD<n in terms of the elements of the boolean algebra freely generated by D.
Since we do not use choice, the Birkhoff—stone duality is only used in the fi-
nite case.. So we can prove our thecrem for D finitely presented, by working
in finite ordered sets. Finally, we consider a general lattice as a filtered
colimit of finitely presented ones. Section 1 contains some generalities a-
bout the framework. Section 3 develops the dimension of lattice. Previously,

Section 2 works out the dual dimension of zn ordered set in terms of their up-

per subsets and intervals.

1. INTRODUCTION.-

Classicaly, the Krull dimension of a lattice D is the maximum lenght of a

chain of prime filters! (ideals) in D.Our constructive setting compels us to -

work only with complemented prime filters (ideals),that is with inverse image
sets of 1(0) under homomorphisms D—2 from D to the two elements lattice 2.We
have a contravariant functor F=Dist(-,2):Dist—Ord from lattices to ordered -
sets.We also denote F=Bool (-,2) :Bool—Set for the restriction functor from -
boolean algebras to sets. : 3
Now,we start with an ordered set X.The inverse image sets of 1(0) under -

a monotone map X—>2 are the comnlemented upper (lower) subsets of X.As before,

we have a contravariant functor S=0rd(-,2) :0rd—Dist and its restriction - -
S=Set (-,2) :Set—»>Bool.If X is finite in the sense of Kuratowski?, then S(X) is

finitely presented:conversely,if D is finitely presented,then F(D) is finite.

Set*,0rd*,Dist* and Bool* are the correspondina full subcategories.The follo--
wing theorem schows the constructive part of the classical Birkhoff-Stone dua-
lity.

THEOREM 1.1.- The functors F=Dist* (Bool*)— Ord* (Set*) and - - -
S:0rd* (Set*)— Dist* (Bool*) are inverse contravariant equivalences of catego--
EilesSe on
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THEOREM 1.2.- Any lattice (boolean algebra) is a filtered colimit of :finitely

presented lattices (boolean algebras).,,

2. DIMENSION OF ORDERED SETS.-

To be brief,we shall develop this section classically,but the finite case
which is apllied in Section 3 is valid constructively.

For each ordered set X and n>l,we consider the set X of the n-chains =
X Seee<x in X,and the maps (0<i<n)

di:Xn——axn_l ' di(xoi---;xn)=(xo;---;xig---éxn)

(1)

X — S Seee<x )=(x <eve<R . <x.<eee<x
Sicsn xn+1 z 1(xo= = n) ( o= =sitarl = = n)

where ﬁi means to delete Xy and XO=X.This provides a simplicial set® either in
Set or in Ord.

A chain x <ee°<x ., is said degenerated iff it satisfies x.=x for some

i=0,1,...,n.The degenerated (n+l)-chains form the subsets Im(sO;,I;?il), Slmeitite
-« «,Im(s ) of X 41-We define dimension by:dimX<n iff any (n+l)-chain is dege
nerated.This means that the map (its domain is the disjoint union of n+l copies
of Xn)

s ,+,s oz ox ———aX
o Gan nt+1 P +1

(2)

is surjective.In particular,dimX=0 iff the ordered set X is trivial (xgyimplies
X=y) .

The monotone maps p;:X —> X(o<l<n),defined by p; (X <--°<x )=x;,are univer
sals for the property P S**°<p .In fact,given monotone maps foi---;fn:Y-—+X, =

the is a unigue monotone map f:Y-——»Xn such that the following diagrams are =
commutative

£ £ (0<i<n) (3)

Y

' Now we define a map an:P(X)——eP(Xn) from subsets of X to subsets of Xn by
(n>1)

=l Sle=c =1 o
o, (U)=p = (U)ap; = (U")np,~ (U)n (4)

where US is the complement of U<X.It is easy to see that a chain b SRS UL S s
is non degenerated iff there is USX (take the elements with even index) such -

that (x <-'-<x 1)€a 1(U) Thus,we have dimX<n iff a_,, (#)=P(X).In particular,

n+l

X=0 1ff u (¢) =P (X) :any US€X is an upper subset.This property is equivalent to X

is trivial

The next step is to look 1nto the families a (¢) As we know,U= a (¢) iff
U is an upper subset.Likewise,U=qa 2 (¢) iff U is the intersection of an upper -
subset and a lower subset:then we say that U is an interval.A UcX is an inter-

val iff Xo<X <%, with x ,x,€U implies x,eU.
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THEOREM 2.1.- Let U be a subset of an ordered set X.We have:
(i) U is the union of n2>1 intervals iff uzn(U)=¢.

(ii) U is the union of n>0 intervals and one upper section iff

%on+1(U)=0:

Proof.-We only prove (i) but (ii) is similar.If U=IfJ---uIn,where each Ii is an

interval,we consider a chain xoi"';xz such that its n+l elements with even in

n ;
dex are in U.Since there are n intervals,two even elements at least are in the

same Ii and so one odd element at least is in such IiSU.It follows that

q;1(U)nq;l(U)n---nq;i(U)Eqil(U)u---Uq;i_l(U)
which makes azn(U)=¢ as required. ,,

Conversely,we suppose that any 2n-chain with its even elements in U has -
some odd element in U.For i=1,+++,n we give the set Ii of elements xeU such that
any chain x <-e<<x, with its even elements in U satisfies x,; ;€U.It is clear
that U=Iv---VI?.To prove that each I, is an interval we consider x<y<z such -

i <o o<l = —eiele— —
that x,zel; and we extend it to form x < x5, by x=x X and

2i-2'¥7%251
z=x21=--r=zzn.51nce zs]i,we have yeU.Now,given yoj'--jyzn with its evenelements
in U and Y,i=Y,we form yoi---;yZi_l§z=---=z2n;then zeI; dimplies y,; ;€U and so

b S

COROLLARY 2.2.- Let X be an ordered set and n>0.We have:

(1) dimX<2n iff any USX is the union of n intervals and one upper -

subset.
(ii) dimX<2pn+1 iff any USX is the union of n+l intervals.

1 =
2n+l(¢)—P(X).Thus o
and theorem 2.1 (ii) applies. (ii) is similar.,,

Proof.-(i) dimX<2n is equivalent to a (U)=@ for any USX -

2n+1

3. DIMENSION OF LATTICES.-
We begin with the dual categorical constructions of (3),but now in latti--
ces.
poéo . -;pn

D—— > D
n

fO;‘..éfn T : (5)
D!

THEOREM 3.1.- Let D be a lattice and n>1l.There is a lattice Dn and homomor----
phisms pi:D———aDn(oéiin) which are universals for the property poi-'-;pn.

Proof.-Let D(n) be the free lattice generated by the disjoint union of n+l. - -
copies of D with the canonical maps hi:D———aD(n),hi(x)=xi,o;i;n.Now we make the




quotient lattice of D(n) by the congruence relation generated by:0i=0,1i=1, -
xiAyi=(xAy)i,xivyi=(xvy)i,xiij=xk with k=min{i,j}(o<i,j<n).Thus we obtain a la
ttice Dn and a canonical homomorphism p:D(n)——eDn.To check that the maps - =

pi=phi(oiiin) are the required universal homomorphisms is rutine.,,

For D'=2,the universal property (5) means that there is a one-to-onecorres
pondence between the complemented prime' filters (ideals) of Dn and the n-chains
of complemented prime filters (ideals) of D.

Next,we shall dualize (1) and (2).If we consider poé---iﬁii---;pn+l :
:D——»Dn+l,then (5) gives di:Dn——aDn+l(o§i§n+1).Similary,from paSsleieSpUSpusioeiss

PESe : 1 s ] < -
n-1:D —D _, we obtain s;:D —>D_ _,(0o<i<n-1) with D_=D.TheSe homomorphisms de

fine a simplicial set (Dn)n>° in Dist,which is transformed in a simplicial set

(Bn)n>o in Bool under the free functor Dist —Bool.We shall keep up the notation
P;/d;sS;

free functor.Given a lattice D,we define dimension by:dimD<n iff the map (its -

for the boolean homomorphisms and BO=B for the image of D under the -
image set is the product of n+l copies of B )

(s ,***,s.):B_ ,.—— II B : (6)
o n n+l n+l D

is a monomorphism in Bool.This means that (6) and the similar map in Dist are -

injective.Thus,if Kn+1 is the kernel of (6),then we have dimD<n iff Kn+ =0.

1

The constructions Dn,Bn and Kn(nzl) can be extended in a natural way to gi
ve the functors Dn:Dist——+Dist,Bn:Dist——aBool and Kn:Dist——+Set.Since colimits,
free functors and finite limits preserve filtered colimits®,all these functors
do it likewise.

The map (4) is now (n>1)
A TPoATP APA i B—B

where the symbol "7" denotes complements in boolean algebras.We consider the -
ideal fh of B generated by the image set Ch of o, -As before,we have the func--
tors Cn,Eg:Dist——+Set.Since homomorphis images and polynomials preserve filtered

colimits",the functors Cn and E; both have this property.

LEMMA 3.2.- For n>1,K _=C
= R

Proof.- By Theorem 1.2 and the preserving properties above,we must only prove -
this lemma when D is finitely presented.In this case,we shall use Theorem 1.1 =
with X=F(D) and denoting by capital letters the subsets of X which are duals of
the elements of B.Given zeCn,there is ueB such that an(u)=z.Dualy:we have 2, -
UeX with an(U)=Z as in (4) .Recalling Section 2,the elements of Z are non degene
rated chains,and so{so,---,sn_l}-l(z)=¢ which is dual of zeKn.Thus C.EK,6 and -
since Kn is an ideal,we get E&QKn.Conversely,if zeKn,then Z is a finite set of

non degenerated chains.If follows Z1=qu°--uzk where Zj is formed by one non de

enerated chain.Theref G s = s C
g ore each z] is in Cn and so z Zv vzkecn.?hus KnECn and
this proves that Kn=ah.**

We shall end this paper with the main theorem,which is a lattice version -
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of Corollary 2.2.

THEOREM 3.3.- Let D be a lattice and n>0.We have:

(i) dimD<2n iff every xeB is of the form

n
x=x0v)J (xiAﬁyi)
i=1

where xo,xi,yi(l;i;n) are elements of D

(ii) dimD<2n+l iff every xeB is of the form

n+l

x=\/ (XiA'lyi)
i=1

where xi,yi(l;i§n+l) are elements of D.
Proof.- (i) dimD<2n means K, ,+1=0.By Lemma 3.2 this is equivalent C, .,=0 -

: e =il =
and so we have dimD<2n iff a2n+l(0)~B.

On the other hand,let A2n+1 be the set of the elements of B we state =
= ik
above.Our theorem says that A, +1-B-Actually,we shall prove that A2n+l_a2n+l(0)‘
Theorem 1.1 and Theorem 2.1 (ii) give us this equality when D is finitely pre-
-1 5

sented.Thus,we only need to observe that A2n+1 and a2n+1(0) are functorial cors
tructions which preserve filtered colimits.
(ii) is similar.,,

1

Note that for any n>1 An=a; (0) .

In particular,the main theorem shows that dimD=0 iff D is a boolean alge-
bra.
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INVARIANT SUBSPACES IN LP W) (0 < p <=),

J.J. Guadalupe.

Departamento de Teorfa de Funciones. Facultad de Ciencias. Universidad de

Zaragoza.

In this paper we obtain a characterization of the simply invariant subs-
paces in LP (w) (0< p < ®) as well as a description of the invariant subs

paces generated by applying the shift operator to a function £ - LP(w).

Given a measure Y on the unit circle T consider u = uc + N wdb + Uy
the Lebesgue descomposition, where d6 is the normalized measure on T . Denote
Lp(u) the space of complex valued u-measurable functions such that

S|f|f’au s

and by Hp(u) the closure in LP(nu) of the complex analytic polynomials

P(eie) = }E? akeike . Let S be the shift operator in tP(p) defined by
S(f)(eie) : eief(eie). As in the classical theory a subspace M c P () is

called invariant if SM)<M , dsubly invariant if S(M) = M and simply
invariant if it is invariant but not doubly invariant. The problem of determining
the invariant subspaces was solved by Beurling [l] for subspaces which are
contained in HZ(T) with respect to Lebesque measure. In [3] , his results
were extended to p > 1 and arbitrary u , with the Szegd condition

(log w e Ll(T)), providing in particular a description of HP (1) .

Theorem 0. The simply invariant subspaces of Lp(u) are precisely the sub
spaces of the form

(1) M=q.H (M e x; P (1< p< =

where E is a measurable subset of supp(us) and q e Lg(u) verifies |q]pw =3l
The set E 1is unique except for us—null sets and q is determined by the sub-
space up to constant factors of modulus one. Moreover

(2) HP (n) = Kp.Hp(T) o 1P 0<p<w

1




w glve f-i w, v ;
with Kp = (E) exp [_E (log E) where " denotes the conjugdate
function, c = exp log w d6 and %— was proved to be outer in HP(T). |
! P

From (1) and (2) one obtains, in the case dAk=w d ©
M = u.HP (w) lu] = 1 a.e. (1 < p < =) 1
and is inner if M < HP(w) .
We try to extend these results to the case p <3

Theorem 1. The simply Lnvariant subspaces of LP (w) (00 < p <)
(rnespectively of HP (w)) are of the form

M=u . HP(w)

where w e LP(w) and |ul = 1 a.e. [(nespectively u 4is inner)
\
Proof. Let M be a simply invariant subspace of tP(w) 0 < p € ®.
First of all we shall prove that M N .” is dense in M . Let f e M and

; h h
h = max {515, i%l} 2 e 1P(r) and N - max (—l——-, —12#—— ) =
K K . |K K |.n
x| I Rl
=i +1—X . Then
K_|.n {|£|=n} K {|£|%n}
K| |£1 1K, | |£]
h
log —> = log clels X + log X e Ll(T)
K [k _|.n {|£]|=n} k| (6 L E
P P P
h
Therefore is the modulus of an outer function en e HP(T) . Let us
bl
P
denote H_= K_.6
n P’ n
Since IHnl = Ihn| it follows that |f/Hn[ = min {n, |£|} and then f/Hn e L”.
On the other hand Hn/Kp is outer in Hp(T) and l/Kp e Hp(T) - H
Therefore, there is a sequence (Pm} of analytic polynomials such that KE Pm
converges to %— in LP(T) . Then P
P
Eois P 3 fol=st P L
S|H— meI w de _ﬁlﬁ K—Pml de =
n pn P
ol eyl 1 P
c |l= |*¥ |z= = =P .1 |F a8
Hn Kp Kp m n
o Hn- \
converges to zero as m * « . Thus f/Hn e L N M, and since X is outer
we have P
= H H &
= | =1L i D (B e
H = Kp exp |[log IK | + i (log lK | j =
= hiE R bt
= Kp exp Llog + i (log )
x| IK
P P
hn
But 1log g converges to 1log a.e., and then, by applying the monotone
h X, . h h
convergente theorem ( ] is decreasing and log £ log n. £ log )
K K K K
ol 1%, | 1K | %51
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by

if follows that log 7 converges to log in Ll(T).
P K
| el 1%, 1
Therefore (log L )N converges to (log )N in Lq(T) witthS S st
gl i | x higes
and there is a subsquence {_il} such that h (log —J converges to
P £ n. K n.
(log - )’h a.e. Now Hn = Kp.exp t}oq e (1Bg J)“’lconverges a.e.
K j K K
R i x| I, |
to K _.exp t}og i + i(log 4 )m1 =R Lo 1 because ‘l_ is outer in
P | PEWIK K
1% | Ik, 1 - P P
D
H" (T) .

Then {f-f/H } converges to zero a.e. and If—f/Hn | £ |£1P + If/Hn |P ¢

< 2|f|P SETE %ollows that f/Hn converges to f ii P (w) by the 3ominated
convergence theorem. Since f/Hg' e MNL” it turns out that £ e LN M . Now,
let 0<p<£1c<gqg. Mq = Mp /“9 L9 (w) is closed in Lq(w) and according to
Theorem 0

Mq = u.H9(w) c u. HP(w) with |u] =1 and u inner in the case that

Mq (<, Hq(w). From the fact that Mpf\ 1° is dense in M it follows that M

LP (w)

is dense in Mp and this gives us Mp = ﬁ?ﬁqzk) = u.Hp(w), and the theorem

is proved.

Applications

We try to characterize the invariant subspaces generated by applying the

shift operator to a functions f e Lp(w) , 0 < p < o . Denote by E the closure

£
in Lp(w) of the subspace spanned by {Snf]n_o , where S is the shift

’
operator.

Result 1. Considexn § e LP (w) . The following statements are equivalent:

a) E - LP(w) (§ 48 cyckic).

1

iL) Rog |§| € L (T) and § # 0 a.e.

Proof. i) = ii) . Supose f e LP(w) and 1log !f| e 1l ret £ = Kp.F
where F e LP(T) and 1log IKPI_e tl(T). Then 1log |F| e t1(T) and therefore
|F| = |h| with h outer in HY(T) ; from this , f = K,-u-h with \u| =1
a.e. and then E = u.H® (w) which is absurd.

ii) =3 i) Supose E¢ gle(w) . By applying Theorem 1 , Ef = u.Hp(w)
with |u| =1 a.e. , then F = u.h with h e HP(T) (log |h| e 1 (7)) and
therefore 1log |F| e Ll(T) , which implies 1log |f| e Ll(T) contradicting ii).

#

If f e HP(w) it is factorized by %—.f =F = F.F_ where F, is inner
and F_ outer in 8P (1) . P

Result 2. 1§ § e HP(w)-, then EsiF, HP (w)

Proof.- Theorem 1 implies E. = u.HP (w) where u is inner. Let

13




f = u.g , 0or equivalenﬁ F = %.G with F e HP(T) and G e HP(T) . From

Fi.Fo = u.G we obtain g— = —% e L° and since G e HP(T) and Fo is inner
o
it follows that g~ e HP(T).

o .
It is immediate that u.Hp(w)c Fi.Hp(w) because Fi.Hp(w) is closed and

s"f e Fi.Hp(w) (e lneK F e H'(w)). Then wu.K_ = F, .h with h e E’(T) and

.K
P b1 P TSR
o : u P i P Fi
this implies F-€ H* (T) . From = © H* (T) and ==
st
u = A.Fi with A constant, completing the proof.

) = FE e HP(T) we obtain

5

Result 2 extend the one obtained by Srinivasan and Wang when w = 1 ([4],
P 110}

Finally we introduce the concept of divisibility. Let F , G be functions
in HP(T) and let Fi,Gi be their resgective inner factors. We say that F,

e : Gy S
divides Gi , and writes FiIGi when F_ 1s inner.
i

Corollary 1. Let {§ and g be functions 4in HP (w) with innexr factons
F, and G, nespectively. Then g e E6 {4 equivalent %o FilGé

Proof. g e E¢ is equivalent to g = Fi'h with h e P (w) and this is
equivalent to :

Gi H jo)
F= - pm=cH (T)
o

)

This result was obtained by Beurling when 1 € p < ©» and w = 1 ([2],
p. 114).

Corollary 2. Let {§;,...,§, $unctions in HP (w) . Then
n
@\ Eote u. HP (w)
k=1 k

where u 448 the Least common mulitiple of the functions (FI)L""'(FH)L (in
Zhe sense that (Fk)ilu (k=1,...,n) and if they divide and innen functions

P , then u| ).

Proof. It is easy to prove that Ef> Eg is equivalent to FilGi . On the
Sy 7

other hand N\ Eg is a simply invariant subspace in P (w) and Theorem 1
k=1 k
n

implies /\ E = u.Hp(w) and then (F )i | O
k=1 Tk e

with ¥V inner then Ect D ¥ LHP (w) so that u. 8P (w) > ¢ .HP (w) and therefore
k

ulp .

k=1,...,n . If also (Fk)i| P
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CONVERGENCIA DE RADIACIONES EN P(H).

M.C. de las Obras - L.

Departamento de Matem&ticas. Facultad de Ciencias. Universidad de Oviedo.

Let H be a real separable Hilbert space . The convergences of sequences
of radiations in the projective space P(H) are defined and characterized -
through the application of duality principle to. the strong and weak convergen

ces of the sequences of subspaces in G(H).

Consideremos el espacio proyectivo P(H) de base el espacio de Hilbert sepa-
rable real. Podemos trasladar a &l, todos los conceptos de convergencias vistos
para G(¥), con la salvedad de que al ser el subespacio nulo de dimensibn proyec-

tiva -1, es imagen del conjunto vacio. (1)

Como caso particular de la situacidén general estudiada en (2), el conjunto
de los subespacios lineales cerrados de ¥l es un L*-espacio separable con la con-
vergencia fuerte —> . Por consiguiente G(¥) - {o}, con la métrica angular acota-
da §(M,N), es completo. Este resultado ya se vid en (3) y (4) para subespacios

de dimensidn o codimensién finita.

Recordemos que dados dos conjuntos S y S' con unas convergencias c y c' res
pectivamente, una funcién f:S » S' es continua para c y c¢' si y solo si se veri-
fica f(xn)—gaf(x) siempre que X 2X - Ademds si c' verifica los tres axiomas de
Frechet, es L*-convergencia, la continuidad para c y c' equivale a la continui-

dada para las topologias t(c) y t(c').(5)

Visto esto, la biyeccibn ortogonal b, :G(¥#) -+ G(H) tal que b.(E) = EL, es una
biyeccifn continua de (G(JQ,Td) sobre (G(K),Tf), siendo g Y Tg las topologias
dadas por los g Y Tg cerrados respectivamente(6) .

(n) b o & g(n)

Mas ain, como E —> E siendo ambas L*-convergencias (7), apli-

cando el resultado citado de (5), la biyeccién ortogonal es un homeomorfismo pa-
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ra las topologias correspondientes a estas convergencias. Si T es la topologia
mas fina con la convergencia fuerte y 1' la topologia de identificacién (8), en- ‘
tonces (G (¥),t) es homeomorfo a (G(¥),t') y t' serd la topologia mas fina con la I

5y i ol
convergencia —

Sea ¥* el dual topolégico de I, i:J0 ~ ¥H* el isomorfismo isométrico y P(#*)
el dual de P(¥) deducido de H* por la relacibn de colinealidad, y consideremos
la dualidad d:6(¥3) - {o} > G(1) - {o} inducida por i,b .

Dedinicibén. Dado un subespacio E C P(¥), se llama radiacién de base E, que desig
naremos por (E), al conjunto de subespacios que pasan por &l. Entre estos los de

dimensi6n menor son los de la forma {r + E | r £ E}.

Se cumplen evidentemente todas las relaciones de dualidad, siendo la figura
dual de la radiacién de base E, el conjunto de todos los hiperplanos del dual de
E, que es a su vez un espacio proyectivo (6). Asi, representaciones geométricas
de (G(10 ,7) y (G(H),7') serdn G = {E | EC P30} y 6* = {(E*) | E* C P(3)}, por
consiguiente G(¥) y G(¥*) son duales geométrica y topolégicamente, siendo figu-
ras duales E y (EJ). Debido a esto podemos dar las definiciones siguientes:

n : = o =i I
( ))—4’(E) si y solo si se verifican las dos condiciones siguien-

De4inicibn. (E
tes:

(hp)

i) Si mh, DR EEtalSque Thoesals entonces m D E.

ii) Para todo m O E, existe 7, 2 e tal que T,—> T. "

Defindicidn. (E(n))—*(E) si y solo si se cumplen las condiciones andlogas:
z 7 (hp) S
) S Thn DR =Ny Thn T, ento?cis Mo E:

ii) Para todo m D E, existe m_ D E N ota1 que T_— T.

n n
De estas dos definiciones se desprende el siguiente resultado.

1
(n)—e'E si y solo si (E(n) )— (E*) y E(n)—A E si y solo si

Proposicibén. E
E )
Demostrnacibn.

Es inmediato por las definiciones de convergencia de subespacios y de radia
ciones y la equivalencia entre las convergencias fuerte y débil de rayos y débil

y fuerte de hiperplanos respectivamente.,

Por esta equivalencia la convergencia débil de radiaciones es L*-convergen-

cia mientras que la fuerte es L-convergencia. Aplicando el principio de dualidad

a la convergencia E(n)j& ESSas E(hn) = E V(hn) C (n), encontramos la mfnima [*-



convergencia de radiaciones que contiene a la fuerte y que viene dada por la

igualdad ls &Pn)*y) —(g%)

Como consecuencia de la anterior proposicibn, si E(n)—» Ey (E(n))—» (F),
L 1
(n)ee— E' y E(n)—é F ha de ser E = F. Consideraciones andlogas son vdlidas para

M . gy &83)—(m.

E

la convergencia débil simultanea E

1 e
Reccrdando que E(nxlﬂ E « E(n) —4>Ely a su vez E(n) —E ® (E(n))—* (E),

vemos que hemos obtenido una significacién geométrica de la convergencia — en

términos de radiaciones.

)

Proposici6n. Las sucesiones (g0 | n €N} y {(E(n))| n € N} convergen a E y (E)

respectivamente si y solo si:

i) Para todo m D E, existe Ui =) E(n) tal que nn—é Mo

4
ii) Para todo m' O EA, existe m'_ 2 E(n) tal que ' — m'.
n q n
Demosthacibn.

a0 o sl ey

—> (E), se tiene conjun;amente E(n)

4
e T L e
y en (9) se demostrd que en estas condiciones, ¥ T2 E 3 e 2 E(n) tal que
ﬂn—+ 7. Andlogamente se prueba el apartado ii).

(n)

Para ver el reciproco, es decir que E —> E, demostraremos que se verifi-

can las dss condiciones de la definicibén (10) .Sea Xhp € E(hn) ~ Xp,— X, pasan-

do a rayos Lhoe m(xhn) ~ r = w(x) tenemos la equivalencia rp —r ® Th — T,
L

siendo Th, = rh;', m = r* junto con Thn =) E(hn) . Por la segunda condicidn del

enunciado ™ D E' luego r € E. Sea x € E y r el rayo correspondiente r = w(x)

(n)+

con hiperplano ortogonal m. Como 7 2 Ei, existe un 1'p O E talsquesmty i

: n
y en consecuencia r c E( ) 4 rn—-> Yo

(n) (G f= i

Por la equivalencia entre (E )— (E) y E — E, la convergencia de ra-

diaciones (E(n))—A%E) es inmediata (9)'n

Observacidn. La convergencia simultanea fuerte de subespacios y radiaciones
E(n)—-> E y (E(n)%—> (E) equivale a la débil de E(n)L—A E y (E(n)*)—* (E7) .

Como nota final, todas las caracterizaciones y propiedades vistas para con-
vergencias de subespacios en (4), (7), (9)-(15), son aplicables por dualidad a

las convergencias de radiaciones.

Quiero expresar mi agradecimiento al Prof. A. PLANS, por su orientacibén y
estimulo en la realizacién de este trabajo.
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SOBRE LOS GRUPOS H-CONSTRICTOS. NUEVAS CARACTERIZACIONES Y PROPIEDA-
DES.

M.A. Cortés

Departamento de Algebra y Fundamentos. Facultad de Matemdticas. Universidad

de Valencia. Valencia. Espana.

We obtain some new characterizations and properties of H-constraint groups.
More precisely we study when the H-constraint is inherited to sections, and con-
versely how can be deduced the H-constraint of a group from the H-constraint of

some subqgroups or sections.

1. INTRODUCCION

Denotaremos por H un homomorfo n-cerrado, cerrado para productos directos,
que sea saturado o verifique la Z-propiedad.

Diremos que un grupo es H-constricto si: CE(H) £ M, donde G es G/GHl y M
es un maximal como H-subarupo normal de G.

Estos grupos son una generalizacibén natural de los grupos p-constrictos,
T-constrictos, (c.f. 3, 4 N-constrictos (c.f.6) v F-constrictos, dende F es una
formacién de Fitting saturada (c.f. 7).

En trabajos anteriores (v. 1, 2) hemos obtenido que la clase de los grupos
H-constrictos es una clase de Fitting extensible y saturada que contiene a los
grupos resolubles.

En el presente trabajo obtenemos nuevas caracterizaciones y propiedades
de los grupos H-constrictos; dado que la clase de dichos grupos no es homomor-
fo, estudiamos bajo qué condiciones la H-constriccién de un grupo se hereda pa-
ra secciones y reciprocamente, en que forma de la constriccién de un subgrupo
o seccibn puede deducirse la constriccién del grupo total.

La notacién seri la standard de la teorfa de grupos (v.5).

Todos los grupos considerados son finitos.
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2. CARACTERIZACIONES Y PROPIEDADES DE LOS GRUPOS H-CONSTRICTOS.

(2.1) Definicidn.
Un grupo G es H-constricto si: Ca(ﬁ) £ M, donde G = G/GH, v M es un maxi-

mal como H-subgrupo normal de A

(2.2) Teorema

Sea L(R) el radical -semisimple de G, con GH‘ = 1. Denotaremos por LH(G)
a L(G)H; sea K = LH(G)M, donde M es un subgrumo de G que es maximal como H-sub-
grupo normal. Entonces:

1) LH(G) es semisimple.

2) [L,(@) , M=1

3) LH(G)n §'= Z (L, (G)).

4) (LH(G)) LH(G).

5) CG(K) £ M £ K.

(2.3) Lema
Sea N un H'-subgrupo normal é= G. Entonces G es H-constricto si y solo si

G/N es H-constricto.

(2.4) Teorema'
Sea G un grupo, B = G/CH, , M un maximal como H-subgrupo normal de é, son
equivalentes:
=L - AT
1) CG(M) M7 23) L(CG(M))

Las demostraciones de los resultados anteriores pueden verse en 2 .

1; 3) L(G) H-gruno.

Como consecuencia de (2.4) la definicidén de grupo H-constricto es indepen-
diente de la eleccidén del maximal como H-subgruvo normal, pues queda caracteri-

zada por el hecho de que T (G)e H

(2.5) Proposicibn

Si G es H-constricto y N es un subgrupo normal de G, entonces N es H-cons-
tricto.
Demostracibén: ver 1

Como consecuencia se tiene que;

1) Todo normal minimal de G H-constricto es H-grupo o H'-grupo, puesto que
tal normal minimal serfia H-constricto.

2) Si G es H-constricto, o G/GH, es H-grupo o G/GH, no es simple.

(2.6) Proposicibn

Sea N un normal minimal de G. Entonces N es H-grupo o N es subgrupo de
Cé(ﬁ), siendo N = NG, /Gy G = G/Gyy ¥ M un maximal como H-subgrupo normal
de G.
Demostracidén: Si N no es H-grupo, como es producto directo de grupos simples
isomorfos, NH = N.

Si N no es subgrupo de G , entonces NGH,/GH, ~ N, ademis no es abeliano

H'

Yy por tanto:

NGy, /Gy, = N £ L(G)
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Como N = N es N = LH(E), donde LH(E) es el H-residual de L(G).
Por (2.2,(2)) se tiene que[LH(ﬁ), M]= 1, luego:

N < L (G) € c=(M).

N H( ) CG(M) //

Corolario

Si N es un normal minimal de G entonces N es H-grupo o es H'-grupo o
N £ CG(M), siendo M la antiimagen de M en el epimorfismo canénico.de G en G/GH"
y M un maximal como H-subgrupo normal de G/GH,.

Demostracién: Si N no es H-grupo ni H'-grupo entonces [N,M] <G y por lema de

H'
los tres subgrupos [N,M] = 1.

(2.7) Proposicibn

Si G es H-constricto, entonces L(G) € H x H'.
Demostracibén: Como G es H-constricto, L(G) lo es. Escribamos L(G) como producto
de sus componentes:

L(G) = Ll"""Lr
Cada Lj, como subgrupo normal de L(G) es H-constricto.
Por otra parte (Lj)H, 4 1. , luego:
= <z
(1) (Lj)H, L. o= (:2) (Lj)H, Z(TE)

J

En el seqgundo caso si denotamos mediante M/(Lj) a un maximal como H-sub-

H'
grupo normal de Lj/(Lj)H' se sique que M = Lj' pues si M £ Z(Lj.),Lj no seria
H-constricto. ’ =

Luego o bien L. es H'-grupo o bien Lj/Z(Lj) = Lj/¢(Lj) es H-grupo y en con-

secuencia Lj lo es.//

(2.8) Proposicién
Sea G H-constricto, S € G tal que M £ S, siendo M la antiimagen de M maxi-

mal como H-subgrupo normal de G en el epimorfismo candénico de G en G/GH,, enton-

ces S es H-constricto.

veamos que S

Demostracién: Denotemos por G a G/Gy. + S = S/G es igual a 1.

2 ; H'
En efecto si N es un normal H'-grupo de S, como M € S se tiene que:
[N,M] ¢ §AM = 1

C-(M) €M, lueqo N =1 v S, = 1.

IN

por tanto
5

S, existe T maximal como H-subgrupo normal de §, tal que M £ f,

IN

=21 21

Como
luego:
2 : ca(i) £cz(M) £M£T
y entonces C§(T) & sl
En 2 probamos que todo grupo H-separable es H-constricto, el reciproco no
es cierto (c.f. ). Vemos a continuacidén que bajo ciertas condiciones H-constric-

cibén implica H-separabilidad.

(2.9) Teorema
G es H-separable si v sb6lo si G/N es H-constricto, para todo subgrupo N ca-
racteristico de G.
Demostracién: Si G es H-separable, lo es G/N, y por tanto H-constricto.
Reciprocamente: Supongamos GH’ = 1. Llamemos G* al producto de todos los sub

s * .
grupos de G maximales como H-subgrupos normales. G  es caracterfistico en G, ademés

21




como G es H-constricto G* es no trivial.

si G* = G, entonces G es claramente H-separable.

Si G* < G, aplicamos induccién sobre |G]|.

Tenemos que |G/G*| < |G|, ademis para todo N/G* car G/G* entonces N car G,
luego (G/G*)/(N/G*) = G/N es H-constricto y aplicando la hipétesis inductiva,
G/G* es H-separable y puesto que G* 1o es, se sigue puesto que la clase de los

grupos H-separables es extensible que G es H-separable.//

(2.10) Proposicibn
1
G es H-constricto si v solo si e GH,/GH, lo es.

'
Demostracién: Si G es H-constricto, por (2.2) lo es G/G Vi pox: (275) GH GH,/GH,

Hl
es H-constricto.
H

Reciprocamente : Si G 2 g

1 1 5
GH'/GH' es H-constricto, como (GH GH'/G
se sigue en virtud de (2.4) que L(GH GH,/GH,) es H-grupo.
Denotemos por LH(G/GH,) el H-residual de L(G/GH,).
Al H'
Por: (252, (1) Sy (4)7) LH(G/GH,) es semisimple y (LH(G/GH,) = LH(G/GH')'
Como:

H' H' _ _H'
(LH(G/GH')) = (G/GH,) =G GH'/GH'

se sigue que
H' ;
L, (6/G,,) = LG Gy, /Gy,)
luego LH(G/GH,) € H, y puesto que es producto de componentes no H-grupos, se
concluye que es trivial. Por tanto:
L(G/GH,) € H

y en consecuencia G es H-constricto.

Corolario

Al
- G es H-constricto si vy solo si GH lo es.

En 2 obtenfamos que la clase de los grupos H-constrictos es extensible y
como consecuencia residualmente cerrada (es decir verifica la 22 condicién de
formacidn sin ser homomorfo). Este hecho nos era de utilidad para probar (v.2)
que el producto de normales H-constrictos es H-constricto, resultado para el
cual era fundamental el hecho de que la clase a partir de la cual se definia la
constriccidn fuera de Fitting;nosotros resolvimos este inconveniente obteniendo

un teorema puente entre la H-constriccién y la (H-separable)-constriccién :

(2.11) Teorema
Si G es H-constricto entonces G es (H-separable)-constricto y si GH' =1
se da la equivalencia.

Como consecuencia de este resultado damos una nueva caracterizacibn de

grupo H-constricto y la relacién entre la H-constriccidén y la H'H-constriccidn

(2.12) Teorema

- -
Sea GH el producto de todos los subarupos de G = G/G maximales como

HI
H-subgrupos normales, equivalen:

= i - (G*) £ =%
1)~ G = H: co§strlcto 2) CG (GH?, Gh-
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Demostracibén: Si G es H-constricto CF(ﬁ) £ M , siendo M un maximal como H-sub- -

= - —£.2 (=X -
grupo de G. Puesto que M < GH se sique obviamente aque CF(GH) & GH 5
= - - >
Reciprocamente , si CE(GH) = GH , puesto que GH es un subgrupo normal de

G y es H-separable, se tiene que G es (H-separable) -constricto y por (2.11) es

H-constricto. En virtud de (2.3) G es H-constricto.

(2.13) Proposicibn
Equivalen:
1) G H-constricto

2) CG(M/G £ M , siendo M/GH. un maximal como H-subgrupo normal de G/GHl 5

ar)
g =
3) CG(GH,H/GH.) £ Gyiy + Siendo GH'H/GH' = Gy "el-producto de todos los

maximales como H-subgrupos normales de G/GH,'.

v
Nota: CG(M/GH,) = {yeG : XEGoy | = XGy, ¥ xeM}
Demostracibén: 1) > 2)
4 AL 3 <
Si G H-constricto CG/GH.(M/GH') M/GH' (1) '
Sea y eACG(M/GH,) , entonces xyGH, = XGy, ¥ x € M , luego x'ly'lxy € Gy,

Consideremos la clase yGH. , entonces para todo x € M se tiene:

yGH.xGH, = nyH, = yGH,xYGH, = xyGH,

€ M/GH, , es decir y € M.

luego Y6y, € CG/GH;(M/GH') y por (1) yGH,
2) > 1)
Sea Y € CG(M/GH,) » por lo anterior yG., e CG/GHJ(M/GH')'
Sea zGH, € CG/GH,(M/GH') , entonces para todo xGH. € M/GH, se tiene que:
zxGy, = xzGy, luego xGH, = szH, Vi ez se CG(M/GH,) £ M.
Por tanto z € M , zGy, € M/G,, y entohces CG/GH. (M/Gy) r4 M/Gu, Y
G H-constricto.
1)< > 3)
ConseduenciaAde'(Z.lZ) y del hecho de que:
Y6y € CG/GH.(GH'H/GH') si v solo si v e CG(GH'H/GHf)'
Corolario
Si G es H-constricto:
1) Com) €M ; 2) Co(Guig) £ Gy -
(2.14) Proposiciéﬁ
Si G es H-constricto es H'H-constricto (HH'-constricto). Si Gy, = 1 se tiene

la equivalencia.
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Demostracién: Si G es H-constricto, G/GH, es H-constricto y por (2.11) es
(H-separable) -constricto, luego (H'H-separable)-constricto. De nuevo por (2.11)
G/GHl es H'H-constricto v por ser la clase de los grupos H-constrictos exten-
sibles, se sigue que G es H'H-constricto.

SHl GH' = 1, invirtiendo el razonamiento anterior se sique la equivalencia.

El reciproco de (2.14) no es en general cierto, va que si lo fuera dado un
grupo G Tm-constricto, es m'm-constricto luego mn'-constricto v seria por tan-
to mw'-constricto. Pero el grupo G = CM(T) donde M = SL(4,2a) 5 e SR g

la involucidén central dada por:

con x # 0

O Ol = IO
QO O
B O O %

es 2-constricto y no es 2'-constricto. (v. 7, pg. 72-75).
' La clase de los grupos H-constrictos no es homomorfo (v. 7). Sin embargo
la propiedad de la H-constriccibén se hereda para ciertos cocientes; lo veremos

en las proposiciones siguientes:

(2.15) Proposicidn

IG es H-constricto si y solo si. G/N es H-constricto, siendo N un subgrupo
de Z(G).
Demostracidén: Si G/N es H-constricto, puesto aue N también lo es, se sique por
la propiedad de extensidén que G es H-constricto.

Reciprocamente: Podemos suponer que G = 1, en este caso (G/N) es tam-

Hl
bién trivial, luego hemos de probar que L(G/N) es H-grupo.

H'

Llamemos L/N a L(G/N), v denotemos por Ll una antiimagen minimal normal
de L/N en el homomorfismo canénico de G en G/N.

Por ser G H-constricto v L, semisimple, se sique que es H-subgrupo de

1
L(G). En consecuencia LlN/N = L/N es H-grupo.

Corolario
G es H-constricto si y solo si G/Z,(G) es H-constricto, siendo Z,(G) el

hipercentro de G.

(2.16) Proposicidn
G es H-constricto si v solo si K, (G) lo es.
Demostracidén: Si G es'H-constricto, por (2.5 Ki(G) lo es.
Reciprocamente: Como G/K,(G) es nilpotente es H-constricto, v por la pro-

piedad de extensidn de los grupos H-constrictos, G es H-constricto.

Notas finales
1) Dado un grupo G su radical H-constricto acue denotaremos por C(G) es el mayor
subgrupo normal H-constricto de G.

2) Por ser la clase extensible,C(G/C(C)) = 1.
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3) Si N es un subgrupo normal de G, entonces: C(N) = NA C(G).
4) El1 radical H-separable de un grupo G, que denotaremos por RH(G)’ estd conte-

nido en el radical H-constricto, y en general esta inclusibén es estricta.

5) S C(G/M) = 1, entonces RH(G) £ M. Ademés C(G/RH(G)) =l

6) Consecuencia de 2 y 3 » si N4 G v C(N) =1 =C(G/N) entonces R,(G) = 1.
RH(G) = 1 es equivalente a C(G) = 1.
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