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l. -INTRODUCTION
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F,J, ARCEGA, J .M, FORNIÉS-MARQUINA y J, GARAY

tanh(Z) _ y
Z -

1 E 1/2. Z = .e.y = e.2n:(~--)
'),) 1...2

(1)

(2)

valid only for non-m agnetic media (Baden Fuller,1969) and where ~ is the thickness of the

dielectric sample placed ar the short-circuited waveguide end.X, is the cut-off wavelength and

Aa is the free space wavelength.The second complex value Y depends upon the experimental

data that caracterize the measuring rnethod.i.e. the standing wave ratio eand the displacement

dm produced in a maximum of the standing wave ratio,by insertion in the waveguid e of a

thickness ~ of the dielectric sample.The value of Y is (Fornies and Vicq,1977)

The measurement of the complex dielectric permittivity E=E'-jE" by the short-circuited

waveguide-method (Robert and Hippel,1946) needs to resolve the equation

where Z and Y are compl ex numbers.The first of them Z is related with the propagation

constant y of the guided electromagnetic wave,which at the same time is connected directly

with the dielectric permittivity by the equation

Fac u ltad d e Ci enc ias. Ci u da d Uni v e rs i t a r i a . 5 0 0 09 ZARAGOZA (Es~a na ) .
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(4) a = 20 log 8

. 2n:dm
8+J tan (--)

Ag

. 2n:dm
I+J 8 tan ( --)

AgY - .!:L- -J
2n:e

(3)

Finally,the aim of this work has consisted in searching for a fast method of resolving the

equ ation (l) .For this reason ,we have written a simple computation program that could be

implemented in pocket-programable calculators or microcomputers to be used in the

automatization of experimental measurements and in the dielectric characterization of materi als

"on line" in industrial applications.

(5)

As it can be seen easily,the equation (1) has root multiplicity but a suitable choice of the

thickness of the dielectric sample permit us to assure that the only one valid solution will be the

one with smaller multiplicity order.In general,it is enough,in function of the measuring

frequency,that the thickness of the diele ctric sample was sufficiently narrow to avoid the

presence of more than one period of the guided wave in the inner of the dielectric sample,that is

to say,the solution with the smaller mu1tiplicity order will be obtained when the thickness e will

be less than Ag.

In the majority of experimental designs based on the short-circuited waveguided,the

standing wave ratio is determined indirectly in function of the atenuation a measured with a

crystal detector of cuadratic law,according to

being j the pure imaginary complex and Ag the guided wavelenght.

The electric conduction in the walls of the guide and the impedance mismatches at the

junctions causes sorne error in the measurement of 8 (or a).To reduce this error,a correction

has been had in rnind (Fomi és and Vicq,1977)

-where 8v is the corrected standing wave ratio, 8m is the measured experimental value and 8cc

corresponds to the initial value of 8 without dielectric sample.



l.-DESCRIPTION OF THE PROCEDURE
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Figure l( El)

the only one rigth solution is the one with smaller multiplicity order.Neither the downer

semiplane (B<O) because solutions of this region lead to values of the dielectric permittivity that

have not physical meaning, Le. the complex dielectric permittivity has negative values.

These circunstances,joined with the fact that the curves of the figure 1(a) are orthogonal to

the ones of the figure l(b),have permitted to us to choose four points near the pole of

interest (A=0,B=rc/2)

The dependence of the real,C,and imaginary,D,parts of the complex value Y in function

of the values A and B,such that Z=A+jB in accordance whit equation (l),it is shown in figures

lea) and l(b).In this figures we can see the two first poles placed at (O, ±n/2) .The other poles

of the function are not necessary to our interest,car as we have seen aboye for a selected

thickness of the dielectric sample,
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B = 1.5

B = 1.63

A =-0.05

A=O.O

B

0 .0

TABLEI

Fi gure' le b)

C > 0.25

C < 0.25

D>O.O

D<O.O

2.2 Mathematical foundations

The advant aged searched in this computation method is the rapidity and simplicity.For

this reason we have used the tangent iterative method to resolve the equation (1) but applied

directly to complex numbers and not by separation in two equations,real and imaginary,as it is

every pair of them ar every side of both divisory lines,C=0.25 and D=O.O (see figure s 1(a) and

1(b)) because the slope of the searching method changes of direction at every region.This four

points,from one of which the searching method is initialized,are shown in Table I.Every point

correspondons to one region of the comples plane limited by the divisory lines.
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(8) r = lO - al «min (l ,R)

f(Y)_ Í (-1t r n'(U) 1f(u)1n-!
f(U) "'~1 n! 1 f (u )1 n

feZ) = tanh(Z) _y
Z

From the equations (9) and (l O),it results

i) If(O)/f (O)i<r

(6)

(7) feZ) = p(Z-ar! +g(Z)

Proof-Using the Taylor series development of f near the point U we have

ii) Ig(Z)1 «lf(Z)1 locally in O and Ig(O)1 < Ipl

iii) Ig'(Z) 1« 1feZ) I locally in O and Ig'(O) I <Iplr-!

Theorem.-Let a a simple poie of a function f that in our case is

(9)

In the other hand ,from the Laurent series development of f near the pole a we have,for

every n natural

then Y= O-f(Z)/f(Z) is a better aproximation than O as a root of the equation f(Z)=Oin the

sense of being If(Y)1 <lf(U)l .

and it is supposed that

being g analytical in a and p the residue of f in a.Let a point O E B(a;O,R) such that

and let B(a;O,R) the annulus in wich the functi on f can be devel opped in Laurent series in

accordance with

usually done in this type of complex equations.A generalization of this class is possible for this

particular case as it will be proved inmediatelly.
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f (Z.) = f(Z¡ + ~Z)-f(Zi )

I ~Z

f(Y) P f(U ) g(Y)-g(U) g'(U)
f(U) = f (U) I (U-a )f (U)-f(U)1 + f(U) + r(U)

the value of the derivativeof the function in the point Z, obtained by the equation

f(Y) _ U-a f. [ f(U) ]" 1 f n g(n)(U) [f(U)]"'
f(U) - Pf(U) ~._'t. (U-a)f(U) I f(U) .~'L (-1) n! f' (U)

(14)

(13)

(12)

(11)

being f(Z¡)

2.3 The program

The advantage of applying directly the tangent method (Newton 's method) to a function

of complex variable is the simplicity and the facility of programming in constrast with other

methods (Calamia and Paoli ,1970 ,Bourret et all,1975;Freundlich and Kolodziej ,1982) of

with ~Z a complex number of value ~Z= -0.001+j O.OOl.In the figure 2 we can see a block

diagram of the procedure.Other modifications can be added to obtain more perfonnances in

order to calculate series of experimental data of for working with this program as a subroutine.

The value of the beginning point of the iterat ive process U=Z=A+jB is calculated in

function of experimental data in accordance with the values shown in Table LFrom Z,the next

aproximations are obtained by the tangent method directly to the complex numbers .So the next

point in the aproximation procedure is obtained by the equation

and using the boundary limits supposed in the statement ,where a is in our case the pole in (O,

7t/2) and the U are every one of the four points of the table 1,we can see that the hypothesis of

the theorem are verified.In consequence we can apply the tangent method to this particular case.

The first tenn of the second member of the equation (11) is the sum of a geometric series

and the second is a part of the Taylor series development of g in U.By substitution



solving the equation (1) because they separate the real and imaginary parts of the function for

working in the real space and they have to solve a relatively complex system of equations.

This method has the advantage of converging rapidly,having a very good approximation

with less than ten iterative processes.In general with six iterations a precission better than the

four significative figure is obtained.This accuracy is enough for this case because the

experimental error as well in the displacement dm as in the standing wave ratio are

considerably higher .The time for resolving a proposed problem is very short,approximately 0.1

seconds,by the good convergency of the method considerably lesser than the times given by

other methods.

TABLEII

E' E" Precision Temperatures

Water 59.452 28.065 0.710,7 262 C_ .'
0.510'690Hz 63.219 14.817 482 C

Heptylamin 3.477 0.447 0.310,6 212 C
150Hz 3.141 , 0.685 0.1 10'6 -202 C

Chlorbenzene 3.890 1.380 0.4 10.6 302C

150Hz 4.197 1.146 0.510'6 802 C

As an exemple we show in the table II the calculated values of the dielectric permittivity of

, several polar liquids .For determining the accuracy of the approximative method,the values of C

and D that corresponds to the A and B values obtained from the iterative method have been

calculated.So the distance between the experimental values of C and D and this values obtained

from the final value gives an idea of the approximation obtained.As it can be deducedfrom the

data of table II,the accuracy is,in all cases,excellent.The only region that can not be obtained by

the program is the region in the proximity of the pole,i.e .,when the values of 8 are very high

or the values of dm are close .to Ag f4,but this fact is not very frequent and can be avoided by

using a different thickness of the dielectric sample.
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Theorem l. Let P and Q be mappings of the complete metrie spaee X into

d(x,Qy) + d(y,Px) a O . Then P and Q have a unique eonunon f i xed point

if d( x,Qy) + d(y,Px) > O I where O ~ b, e , b + e < 1 , or d(Px,Qu) - O i f

ifd(Px,Qy) = OO ~ e < 1 I or

13

Then P and Q have a unique eorranon f i xed poi nt

The following theorems have been preved i n [3] , [2]

d(Px ,Qy) ~ e d(x ,Px)d(x,Qy) + d(y,Qy)d(y ,Px )
d(x,Qy) + d(y,Px )

Int roduetion.

z .

z .

if d (x,Qy) + d (y,Px) > O I whe re

respeetivel y :

itself sueh that for all x, y i n X either

2 2
d(Px,Qy) ~ b{d(x,Qy)} + e{d(y,Px)}

d(x,Qy) + d(y,Px)

itself sueh that for all x , y in X either

Theorem 2. Let P and Q be mappings of the complete metrie spaee X into

d (x ,Qy) + d( y,Px ) = O

We pr ove so rn e n ew t h eore rn s wh i ch genera lize sorne fix e d p o i nt

t heo rerns o f B . Fi s h e r a n d M. S . Khan .

1 •K . ARGYROS

Depa r trn en t of Ma therna t i c s . New Mexico State University .

La s Cr uces, NM 88 0 0 3 .

ON ATHEOREM OF FISHER AND KHAN

Rev . Acad. Ciencias Zaragoza , 44 (1989)



Then P and Q have a unique

n n+lu2n+l = d(T(PQ) x, (PQ) x),

n n+l, v2n+l = d(Q(PQ) x,Q(PQ) x)

n nu2n = d«PQ) x,Q(PQ) x) ,

n n+lv2n ~ d( (PQ) x, (PQ) x)

14

2 2cl{d(x,Qy)} + c2{d(y,Px)} + c3d(x,Px)d(x,Qy) + c4d(y,Qy)d(y,px)
d(Px,Qy) ~ d(x,Qy) + d(y,Px)

Proof. Case l . Let us assume that d(x,Qy) + d(y,Px) > O for all x,

We now cons íde r mappings P and Q satisfying more general rational

n n+l . n n
v2n• d«PQ) x,(PQ) x) + d(Q(PQ) x,Q(PQ) x) '> O ,

itself such that for all x, y in X either

inequalities. We first prove the theorem.

if d(x,Qy) + d(y,Px) > O , where

Theorem 3 . Let P and Q be mappings of the complete metdc space X into

or d(Px,Qy). O if d(x,Py) + d(y,Px) • O

cornmon fixed point z

By hypothesis

or

y in X. Let x be an arbí trary point in X and define the sequences

Using (1) we get



that is

There must exist,

1, 2, 3, 4 we have thatic . 's
1

Similarly, we can show pz ~ z

d(z,Qz) ~ c2d(z,Qz) as n ~ 00

Qz - z , since cl < 1 .

d(x,Qy) + d(y, Px) = O and so d(Px ,Qy) O

{x, Qx, PQx , . .. , (PQ)nx, Q(PQ) nx , .. . }

(d( (
n-1 2 n 2 n-1 n n-1 n

c
1

Q PQ ) x,Qz)} +c
2

(d( z,(PQ) xli +c
3
d (Q( PQ ) x,(PQ ) x )d (Q( PQ ) ,Qz)+c4d(z,Qz)d(z.(PQ) x )

d(Q(PQ)n- 1x ,Qz ) + d(z.(PQ) nx)

that is

We now have

x - Qy - Px - y

15

therefore, x , y in X such that

or

d(z,Qz) + d(z,Pz) ~ O, contrary to our assumption .

in X .

or

is a Cauchy sequence in the complete met r i c space X and so has a limit z

therefo re the sequence

By the restriction imposed on the

and therefore

Siínilarly ,



3 in [2].

in theorem 3 we obtain theoremand

Then P and Q have a unique fixed point z and

for(a)

Remark 1. Note that:

(b) For c3 = c4 = O in theorem 3, we obtain theorem 2.

Furthermore, we can generalize the rest of the theorems and corollarys of

16

2c2{d(y,Px)} + c4d(y,Qy)d(y,px)
d(Px,Qy) ~ d(x,Qy) + d(y,Px)

theorem whose proaf parallels with slight obvious changes the proaf of theorem

Finally, let us suppose that P and Q have a second distinct common

Case 2 . Let us assume d(Px,Qy) - O . if d(x,Qy) + d(y,Px) = O We

fixed point w. Then

then proceed as in the latter part of Case 1 and the theorem is proved.

22 'cl{d(z,Qw)} +c2{d(w,pz)} +c3d(z,pz)d(z,Qw)+c4d(w,Qw )d(w,pz)
d(z,w) - d(Pz,Qw) ~ d(z,Qw) + d(w,Pz)

which is a contradiction since cl + c2 < l. This proves the uniqueness of

the corranon fixed point z.

or x - y - z is a common fixed point of P and Q

if d(x,Qy) - d(y,Px) > O , where O ~ c2 < 1 , O ~ c4 ' or d(Px,Qy) - O if

1.

further, P is a constant mapping wi th Px - z for all x in X.

Theorem 4. Let P and Q be mappings of the ¡netric space X into itself

and such that for all x, y in X, e í the'r

d(x,Qy) - d(y,Px) - O

(2] and [3] using theorem 3. However, for the sake of brevity we only state a



Remark 2. Note that:

(a) X in theorem 4 is not necessarily complete and so we cannot use

theorem 3 to give us a common fixed point.

(b) For c4 - O , we obtain theorem 3 in (2).
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ON AFIXED POINT THEOREM IN A2-BANACHSPACE

1 o K , ARGYROS

Department of Ma thema tics . New Me xico State Universit y .

Las Cruc es , NM 88 0 03 .

In this not e we gene r a l i ze a the or em o f P .L . Sha r ma a n d B.K .

Sh arma for n on - c ontra c t i on t ype mapping o n 2- Bana c h sp a c e.

I ntroduction. The de fini t ion and the properties of a 2-Banach space a r e

given in [1], [ 2], []], [5]. Here 'we generalize a theorem o f non-contrac t i on

t ype mapping on 2-Banach space given in [ 4 ].

Theorem. Let F be a mappi ng of a 2-Banach space X into i t se lf. If F

s a t i sfies the condi tions:

(a) F2
= 1 where 1 is the i de n t i t y mapping on X ,

(b} ' IIF(x) - F(y) ,zll ~ clll x - y,wll + C211 X - F( x) ,wll + c]lIy - f( y) ,wll +

+ c 411 x - F(y) ,wll + cslly - f(x) ,wll

for éve ry x, y and w € X , where O ~ A, B, e, D, cl' c 2' c]' c 4' c s '

c Sc4 < 1 and A + B + e + D < 2 wí th

2
. c l e4 c l Cs Cs

A - 2' + 2' +, C] + C2CS + -2~ + 2/1 - c4cs '

B - C2 + c]cS/1 - CSc 4 '

19



or

or

Also,

Let x be an arbi trary point in X, and set as in [ 4]Proof.

+ Dlly - F(y) ,wil

20

Now,

IIz - x, wil ~ Allx - F(x), wil + Blly - F(y), wil.

Using (a) and (b) we get

1Y = 2(F + I)(X) , z = F(y) , u = 2y - z •

2 2
~ cllly - F(x) ,wil + c

211y
- F(y) ,wil + C3I1F(X) - F (x) ,wil + c 411y - F (x) ,wil +

+ Cs IIF(x) - F(y) ,wil

S ~ .
~ -ZUx - F(x) ,wi l + c

211y
- F(y) ,wil + c311x - F(x) ,wil + -t1x - F(x) ,wil

c
l+ CS[~lx - F(x) ,wil + C

211x
- F(x) ,wil + C

311y
- F(y) ,wil + c411x - z,wil +

Cs+ ~Ix - F(x) ,wil]

C
l

Cse = 2 + c2 + 2 + C4A and

o = c3 + c4B .

Then F has at least one fixed 'po i n t in X.

2
IIz - x, wil = IIF(y)- x, wil .= IIF(y) - F (x), wil ~

lIu - x , wil = IIF(x) - F(y), wil

cl
~ ~Ix - F(x) ,wil + c

211x
- F(x),wlI + c

311y
- F(y) ,wil + c 411x - z,wil

Cs+ ~Ix - F(x) ,wil

c
l

Cs
~ (2 + c

2
+ ~)lIx - F(i) ,wil + C311y - F(y) ,wil +

+ c 4 (Allx - F(x) ,wil + 'Bll y - F(y) ,wil

211y - F(y) ,wil = IIz - u,wil ~ Allx - F(x) ,wil + Blly - F(y) ,wil + Cllx .: F(x) ,wil +

lIu - x,wil ~ Cllx - F(x) ,wil + Dlly - F(y) ,wil •



or

21

inand

A+<:
lIy - F(y) ,1'111 ~ (2-B-0) IIx - F(x) ,wll •

1P = 2 (F + 1) to get

IIp2
( x ) - P(X), wll = IIP(y) - y, wll

lIi ( F + I)(y) - y, wll

i lIy - F(y), wll

< 1:. ( A+C ) IIx - F(x), wll
- 2 2-B-0

= 1:. ( A+C ) IIx - (2P(x) - x), wll
2 2-B-0

Set

REFERENCES
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sorne v E X Therefore

lirn pn(x) = v
n-P'

so

P(v) = v that is

F(v ) = v Le., v is a fixed point of F

and that completes the proof .
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"the aboye theorern.

A+C
= (2-B-0) IIP(x) - x , wll •

The aboye inequa1ity now shows that the sequence {pn(x)}, n = 1, 2, ...

A+<:.i s a Cauchy sequence in X , since O ~ 2-B-0 < 1 and as such it converges to
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estimate
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(1)

(2)x = y + xK(x)

1
gIs) + x(s) Jf(s,t)x (t)dt,

O
x(s)

Equation (2) can be considered as a special case of the equation

where gIs) and f(s,t) are gi ven functions on [0,1] .

- JIK(x)(s) = Of(s,t)x(t)dt.

The method of successive substitutions, [1], [10], the continued fraction

iteration, [9] and the Newton-Kantorovich iteration [6J, [8] have been used to

*In almost al1 the aboye cases however the solution x satisfies the
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where K is a linear operator on a Banach algebra XA and y E XA is fixed.

Obviously, equation (2) reduces to (1) if we take y = g(s) and

Introduction . In the theories of rad iative transfer and neutron transport

[3], [4], [5], [11] an important role is played by nonlinear integral equations

of the form

Depa r tm ent of Ma thematics. Ne w M~x i c o Sta t e Univers it y .

Las Cruc e s , NM 88 003 .

ON QUADRATIC EQUATIONS

*obtain a solution x of specia1 cases of (l)(or (2)).

A new i t e r a t i on i s present ed f o r fi n di ng so l utions oE t he

qu adr a t ic e quat ion i n a Bana ch spa c e. Our r esu l ts c a n a pp ly t o

qu adra t i c int egra l oequa t i on s a r i s i ng i n t he t heori es of r adi a t i v e

transfer , n eut r on trans port a n d i n t he k ine t i c t heo r y of gases .



(4) •

( 3 )

(4 )

(5 )

(6 )

( 7 )

(8 )

( 9 )

1
= ---

K(x )
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411 yll b < 1.

K(x )

x y + B(x, x)

provided that

L(x ) = x _ .y

1
b = sup f If (s ,t)ldt

O~s~ 1 O

We suggest the iteration

.. ,
quadratic equation has two solutions. We wonde r if this can be true in a Banach

space X. It turns out that this is true under certa in assumptions. What we

whe re

In the second part we provide conditions for the solution of the abst ra ct

Under the aboye assumption however it i s knovm that the cor responding real

really need to do (assuming that (4) ho1ds) is to generate an iteration {xn}

convergent to a solution x* of (1 ) ( or (2)) which guarantees th at if

for solving (1) (or (2)) , . whe re

II XOIl ~ d then IIxnll ~ d and .therefore

*II x 11 ~ d.

and

provided that K(x ) i s wel l defined and L(x) ~ O on

U(z,r) = {x E XK'llx-zll < r ] for sorne z E XA and r > O.

In the first part of this paper we give conditions for the convergence of

quadratic equation

(6) to a solution of (1) (or (2)) without making use of the standard hypothesis



[ 11 ].

( 11)

(10)

(12)

(13 )

(14)

(15)

(16)

IIK (z )1I

1-IIKII IIK (z l ll- r

wKv and X = X
A

equation (9) reduces to (2 ).
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all I - zKII - 1 < O;

II xll C = max [x t s ) l .
O~s~l

O < r < -,,- -=-- -

a = a(z , r)

2II KII(r + IIz-yll)a + a - 1 < O;

there exist z E X and an interval I

I Bas i c Results.

(i)

1

II KII'IIK( z )1I

( ii) For any x E I t he fol lowing inequalities are sa t i s f ied :

411 BII - lIyll < l.

We deno te by C[O,l J the Banach space of a l l real continuous funct i ons on

Theorem l. Assume :

fixed , using th e ite ration

[0,1 ] with t he maximum norm,

where B is a bounded bilinear ope ra t or on a Banach space X and y € X is

for some xo € X.

Moreover we show th at (10) has t he property (5) if

Final ly note that for B(w,v )

is well defined, the operato r K(z ) is bounded and a number a > O i s gi ven by

T(x) = (L(x» (K(x» I

where L and K are gi ven by (7) and (8) respectively

f or

Note t ha t the space X
A

= C[O ,l ] with norro given by (12) is a Banach

algebra . In the rest of this par t 11 xII denotes IIxllc'
We can now prove a consequence of t he contraction mapping principIe theorem

the operator T gi ven by



Remarks (a) The condition r < II z-yll i s imposed because otherwise if say,

Xo = y € u (z, r) the sequence gi ven by (6) i s not de f i ned .

(b ) I f the sequence (xnJ genera ted by (6) i s e ithe r i ncreasi ng or

and

(18 )

( 1 7)

(19 )

zK(z) + y - Z oP(z)

K(w) (w-y ) - K(v) (v-y )

K(v)K(v-w)K(w) (w- y ) + K(v ) (w-v ) .

2II T(w) - T(v )1I ~ [ IIKII(r + II z-yll) a + a Jll w-vll.

Then

We have,

T(w) - T(v)

IIT(w)-zll ~ a(III-zKllr + IIP(z) lI) ~ r,

Proof. Let r € 1 and choose w, v E U(z,r).

aIl P(z )1I -~ r < IIz-yll
1 - allI -zKII

Claim l o T i s a cont racti on on U(z ,r ) .

The aboye inequal ity now and (15) justify the cl aim.

claim 2. T maps u(z,r) into U(z,r).

The claim easily f ollows from the i nequal i t y

26

where

for any Xo € U(z,r2) .

*(b) Moreover x € u( z,r1 ) 0

*(a) Equati on (2 ) has a uni que so lution x E u(z,r2) which can be

obtained as the limit of the i te ration

Hence ,

using (16) and (17).



11 Extension - Remarks.

Si nceas n -t nI .*x - xn

and x - X* i t f0110ws that X* is a solution of
n

* *theorem, there ex ist s x > O, x E XA such that

sequence (xnJ i s cont a ined in U(z , r ) and by the monotone convergence

proposition 2. Assume:

decreasing and t he rest of the hypothes es in Theor~ 1 h01d except (15) then the

B(x) (y) = B(x, y ), x , y E X.

(1) The iteration

(2) The following is true:

1 - 411 BIHyll > O,

1B(x, y) = 2(B( X,y) + B(y,x)), x, y E X.
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B(x, x) = B(x, x) for all x E X.

Denote by B(x), x E X the linear operator on X de f i ned by

From now on we assume that X í s a R3n3r.h s pace i''1d tl ' 3t B in (9 ) i s a

We will now extend our results to include equation (9) and iterat i on (1 0 ).

equation (2 ) which may not be uni que i n u(z , r) , since T may not be

contraction operator on U(z,r).

bounded symme t r i c bilinear operator [1J, [llj. The operator B is assumed to

be symmetric without loss of generality since B can a lways be repl aced by the

mean B of B defined by

We have

We are now going to show that iteration {xnJ given by (10 ) in case of

* *convergence to a solution x of (10) is such that II x 11 ¿ d under certain

assumptions .

is well defined for all n = O, 1, 2, ... for sorne Xo E X and converges to a

solution x of (10) .



and

(3) l et p E [Pl,P2J, wher~ Pl,P2 are t he so l ut ions of t he equation

II Bll p2 - P + lIyll = O.

If,

then

II x 11 ¿ p, n = 0 , 1, 2 , .. .n

and

IIxlI ;> p.

(Note that d given by (3) for b = II BII is such that d E [Pl,P2 ] ) .

Proof. Using (9) we have

or ,

so,

IIxn- yll IIxnll - lIyll
II xn+l ll ;> IIBII-lI x 11 ;> II BII ·llx 11

n n

Assume that IIx
kll

;> P for al! k = O, 1, 2, . . . , n , Since IIxnll ;> P ;> lI yll

to show IIxn+lll ;> P, it is enough to show

II xnll - lIyll

IIBllllx 11 ;> P
n

or

II x 11 ) lIyll
n - 1 - plIBII

Finally i t suffices to show

lIyll
P ;> 1 - plIBII

or

IIBllp2 - p + lI yll ~ O whi ch is true for pE [Pl,P2 J •

Tha t completes the proof of the proposition.
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and

where

- 1(B(x» (x - y )T(x )

Let

el = (IIBII ·" B(z ]- 11l )2,

- 1e2 = -2I1BII - II B(z ) 11 ,

e3 1 - II B(z)-lll - "Bll oIIB( Z)-1,, 2I1 z _ yll,

e
4

= IIBllo II B(z)-lll ,

- 1 o o

"s = II B(z ) ( I - B(z» 1I - 1

29

P(x) = B(x ,x) + y - x

R = 1
O II BII . II B(Z)- l ll

F2(R) = oe4R
2 + e R + e

S 6 '

Using the Banach lemma for the i n\~ rtability of linear operators [11] we

Propos ition. Let z ~ X be such th~ t tre l i nea r ~F~r?tor B(z) i s

We will need th e def i nit i on:

Defini tion . Let z E X be such tha t t he linear operator B(z) i s

R > O be f ixed and R < RO.

The ope ra t ors P, T gi ven by

can easily show the following result o

invertible . Then B(x) is al so invertible for a l l x E U( Z,RO)' whe re

i nver t ible .

and

are then wel l de f ined on U(z ,R)o

Define the real functions F
I

and F
2

on ffi+ by

FI(R) = elR
2

+ e2R + e3

and



Work i ng as i n Theorem 1 we e~ n eas i 1y show t he fol lowing consequence of t he

contraeti on mapping principIe [11J .

Theorem 3. Assume:

(1) t here ex is t s z E X sueh that the linear operator B(z ) is

invertible .

( 2 ) The fo llowi ng a re t rue :

e3 > O,

eS < O,

2 - 4e4e6 > OeS

and

(3 ) th ere exists R > O such that

F
1(R

) > O,

and

R < II z - yll.

Then

(a) the operator T given by

_ . -1
T = B(x) (x - y)

is we11 defined and it has a unique fi xed peint x E U( z,R ) o

(b) The iteration

x = B(x )-l( x - y), n = O, 1 , 2, 0 0 0

n+1 n n

is well defined and it converges .t o x fo r any X o EÜ(z ,R) o

Moreover , if

1 - 411BIHyll ;; O

and

30



However the other two popular methods fo r solving ( 9 ) , namely Newton's

(20)

(21)

-1 -
xn+1 = x n - (2B(Xn) - I) (P( x n ) ) , n O, 1, 2, . . .

In particular Newton's method also requires z to be "close" to the

impossible. Moreover z has to be chosen close to the solut ion.

Moreover the method of successive substitution makes no use of the

1
IIxll > 211 BII

Remarks 2. (a ) If the hypotheses of Theorem 2 are true then equat ion (9 )

has two solutions xl and x2 such th at

and

IIzll < d,

31

(b) If X = XA then the hypotheses of Theorem 1 can easi1y be verified.

If X is a Banach space then the conditions of Theorem 2 may be difficu1t to

verify since the invertabi1ity of the linear .operator B(z) may be almost

method

and the method of successive substitutions

share similar difficulties.

solution and the invertability of the operator 1 - 2B(Xn) at each step (or the

invertability of (1 - 2B(XO)) if we are refe rring to the modified Newton ' s

method) .

then

invertabili ty of the linear operator 1:1 ( :>,), but z must st5.1J r:-o close t.o the

solution and

under hypothesis (11) (1), [2J, [lO). Therefore i t cannot be used t o f ind a



solution x such that

IIxll > d ,

since the solution obtained th en satisf i es

IIx ll ~ d.

Finally note that in a gene ral Banach space X neither (20) or (21) share

the property of keeping the iterates away from ze ro as i t e ra t i on (10) does.

Therefore iteration (10) if applicable can be used to find the "large" solutions

of (9) (if they exist) under .hypothesis (11).
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SOBRE LA COMP UTACION DE ISOMORFISMOS SIMPLIC IALES DE SUPERFI CIES*
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I n t his pape r we gib e b a s i c pr oc edur e s to defi n e an algori t h

t h a t c h ecks if t wo simplicia l s u rfaces are isomor phic . Th is a l

g o r i t hm is de s i g n e d to b e programme d i n Li s p . \\fe ' i ntroduc e t he

notion of simplicial s e misurfac e a n d us e a r e curs i v e method whi c h

is appli e d ind uct ively on t he numb er of 2- s i mpl ex e s o f t he s ur

f ace .
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I.E.R. (Inst ituto de Estudios Riojanos) que ha permitido la realización. de
este trabajo .

* Para obtener el programa real izado en Lisp sob re este trabajo
dirigirse directamente a la auto ra.

O.lNTRODUCCION.

Un espacio Hausdorff tal que cada uno de sus puntos tiene un entorno
homeomorfo a un 2-disco eucl ideo {(x ,y)e R 21 x2 + y2 < 1} o a un 2
semid isco {(x,y) e R21 x2 + y2 < 1 y~O} se denomina 2-variedad topológica.
En este trabajo nos limitaremos al estud io de las 2-variedades
topologicas Hausdo rff segundo numerables y compactas que llamaremos
superficies topológicas . El con junto de los puntos que tienen entornos
homeomorfos a 2-semid iscos forman el borde de la superficie topológica.
Si dicho borde es vacio se dice que dicha superf icie es cerrada .
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En 1925, Tiber Radó [5] probó que toda superf icie admite una triangulación.
Como consecuencia de este resultado, trabajaremos con la sigu iente
def inición alternativa de superficie, aunque prev iamente introducimos el
concepto de semisuperficie. Llamaremos semisuperficie simpl icia l a un
complejo simplicial euc lideo y f inito de dimensión dos tal que todo
símplice es cara de algún 2-símplice , cada 1-símplice es cara o bien de un
2-s ímpl ice o bien de dos 2-s ímplices . Llamaremos borde de la
semisuperf icie al subcomplejo generado por las aristas que son cara de un
solo 2-símplice . Además se debe satisfacer que todo O-símplice que no
este en el borde tiene un halo que es una circunferencia, y el halo de un 0
símplice del borde es una suma' disjunta de arcos. Donde llamamos halo de
un O-símplice al subcomplejo formado por los 1-símplices que no inciden
con el O-símplice y que son cara de los 2-símplices que inciden con el 0
símpl ice dado . Una circunferencia es un complejo 1-dimensional conexo y
finito tal que cada O-símplice es cara de dos 1-símplices. Un arco es un
complejo 1-dimensional conexo y finito tal que cada O-símplice escara de
uno o dos 1-símplices Para los O-símplices, 1-símplices y 2-símplices
uti lizaremos también los nombres de vértices , aristas y triángulos . Si
cada O-símplice del borde tiene como halo un arco entonces se llama a
dicho complejo simplicial superficie simplicial.

El uso de ordenadores para la resoluc ión de problemas de superficies
no es nuevo.. Tengamos presente que la conjetura de los cuatro colores fue
fina lmente resuelta por Appel y Haken en 1976 con la ayuda de un
ordenador. Probando de este modo que el ordenador podía ser útil para
probar teoremas en matemáticas, ver [2 , pag 111] . En este trabajo
utilizaremos el ordenador para decidir si dos superficies simpliciales son
o no isomorfas de modo simplicial. Este algoritmo complementa uno previo
[4] que generaba todas las posibles triangulaciones de superficies , si bien
no eliminaba aquellas que eran isomorfas.

Para rep resentar las superficies (y semisuperficies) uti lizaremos
listas ordenadas de ternas y para su borde listas ordenadas de pares. En la
sección 2 definimos las nociones de tipo y tipo fino que permiten definir a
cont inuación procedimientos de reducción para transformar el problema de
isomorfismo de dos superficies simpliciales de n+1 triángulos en el
mismo problema pero para superficies de n triángulos . Todas estos
procedimientos se pueden realizar sin dificultad utilizando las funciones
elementales del lenguaje Lísp aplicadas a adecuadas listas de ternas ,
pares , etc .
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En la' sección 3, probamos los resultados teór icos que nos permiten
asegurar que utilizando los proced imientos descritos en la sección 2 se
puede resolver el problema de isomorfismo simplicial para superficies
simpliciales de modo algorítmico. Daremos además una breve descripción
del algoritmo que utilizamos.

· 1. REPRESENTACION DE SUPERFICIES.

Una arista es una pareja no ordenada formada por dos números
naturales (~O) . Es claro que una pareja ordenada y su transpos ición
determinan la misma arista.. Un triangulo es una terna no ordenada de
números naturales. Como antes un triangulo será representado por una
terna ordenada, si bien deberemos tener en cuenta que una terna ordenada y
todas sus permutaciones representan el mismo triangulo .

Def inición 1. Una superficie es una pareja (L ,aL) donde L es un
conjunto de triángulos y aL es un conjunto de aristas tales que los
triángulos de L y sus caras forman una superficie simplicial cuyo borde
está formado por las caras de las aristas de aL.

Definición 2. Una representación de una superficie es una pareja
ordenada (S,aS) donde S es una lista ordenada de ternas ordenadas y as es
una lista de pares ordenados y ta l que al olv idar las ordenaciones
determina una superficie (L,aL) . Notemos que una superficie admite varias
representaciones , si bien cada representación determina una única
superficie. Por está razón y si no hay lugar a confusión una representación
de una superficie será denominada también como superficie .

Definición 3. Llamaremos semisuperficie a una pareja (L,aL) donde L
. es un conjunto de triángulos y aL es un conjunto de aristas tales que los
triángulos de L y sus caras forman una semisuperficie simp lic ial cuyo
borde está formado por las caras de las aristas de aL.

En este trabajo trabajaremos con frecuencia con ternas de la forma
(L,aL,p) donde (L,aL) es una semisuperficie ( superficie) y P es una lista
(ordenada) de aristas orientadas contenidas en as, llamaremos a estas '
ternas semisuperficies intermedias. Más exactamente trabajaremos con
representac iones (S,aS,p) de estas semisuperficies intermedias.

Los conjuntos ordenados serán denotados con ayuda de paréntesis; por
ejemplo , (a.b,c) es el conjunto {a,b,c} con el orden a-e b-e c. Si A Y B son
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conjuntos ordenados dist intos, AU B será el conjunto ordenado reunión de
A y B que extiende los ordenes de A y B Y tal que a-cb para cada ae A y be B.

2. TIPOS Y PROCEDIMIENTOS.

Sea (S,aS) una representación de una superf icie (L ,aL) y se P una lista
ordenada de aristas orientadas conten idas en as.

Definición1 . Sea u una arista orientada de as esta determina un único
triángulo de S que denotaremos por t(u) sean a y p las otras dos aristas de
t(u) orientadas de tal modo que a, u, p sean consecutivas. Llamaremos tipo
de u en (S,aS) a una de las cuatro palabras {ambas , anterior , posterior,
ninguna} según se verifique respectivamente que a y p son miembros de aL,
a es miembro y p no es miembro de aL , p es miembro yana es de aL y
finalmente ni a ni p son miembros de aL.

Definición 2. Sea u una arista orientada de P contenido en as de tipo
anterior llamaremos tipo fino de u en (S,aS,p) 'a una de los siguientes de
listas de enteros {(1 , n) (-1, n) (O)} donde (1,n) significa que la arista a
anterior a u esta en P en el lugar n, (-1, n) que la arista opuesta -a esta en
P en el lugar n y finalmente (O) signif ica que la arista a no esta en P. Para
una arista u de P de tipo posterior se define su tipo fino de modo análogo .

Si u es una arista de P de tipo ambas llamaremos tipo fino a uno de los
siguientes listas de enteros {(1, O, n) (-1,0, n) (O, 1, m) (O , -1, m) (1, 1, n,
m) (1, -1, n, m) (-1, 1, n ,m) (-1, -1, n, m) (O , O)} donde 1, -1 , O significa
respectivamente que la correspondiente arista esta en P, esta su opuesta,
no esta ella ni su opuesta y n m son los lugares que ocupan en P. Ejemplo
(1, -1 , n, m) significa que la arista anter ior a esta en P y también la
opuesta de la posterior y que la anterior ocupa el lugar n de P y la
posterior ocupa el lugar m de P.

Finalmente, si u es una arista de P de tipo ninguno , entonces su tipo
fino es un entero {O, 1}. Si es O sign ifica que el primer O-símplice de la
arista anter ior (que el el último de la posterior) no es un O-símplice de as
y si es 1 significa que si es de as.

Los proced imientos que describimos a continuación transforman una
superficie intermedia (S,aS, P)) de n+1 triángulos, en una superficie
intermedia (S',aS', P') de n triángulos. Denotamos por u la primera arista de
P , t(u) es la única terna de S de la u es cara y a y p denotan la arista
anterior y posterior de u en t(u) .
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1. El proced imiento "ambas" se aplica para aristas u de tipo "ambas"
y viene definido por

S' =S\(t (u))

aS'=aS\(u,a,-a, p,-p)

P'= P\(u, a,-a, p,-p)

Notemos que P' disminuye en una, dos o tres aristas.

2. El proced imiento "anterior" se aplica para aristas u de tipo
anterior y viene def inido por las fórmulas

S' =S\(t (u))

as '=(-p) U (aS\(u , a,-a))

P'= (-p) U (P\(u ,a ,-a))

3. El procedim iento "poster ior" se aplica para aristas u de tipo
posterior y viene def inido por

S' =S\(t(u))

aS'=(-a) U (aS\(u, p,-p))

P'= (-a) U (P\( u,p,-p))

Notemos que tanto en este caso como en el 2, P' tiene el mismo
número o uno menos de aristas que P.

4. El proced imiento "ninguna" se aplica para aristas u de tipo
"ninguna" y viene definido por

4.0) Si el tipo fino es o:

S' =S\(t(u))

aS'=(-a,-p) U (aS\(u))

p'= (-a ,-p) U (P\ (u))

4 .1) Si el t ipo fi no es 1. En pr imer lugar se cons idera la
sem isuperfic ie :

So =S\( t(u))

aSO=(-a,-p) U (aS\(u))

PO'" (-a,-p) U (P\(u))

Notemos que (SO ,aSO'PO) es una semisuperf icie con punto singular

a o p, en este punto singu lar se puede dupl icar para convertir la
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semisuperficie en superficie . Es fácil ver que la estrella de a-vp en S es un
"abanico" de 2-símp lices y al quitar 'el t(u) que es un 2-símplice "central"
en el abanico debido a que su tipo es ninguno quedan dos subabanicos. Para
desingu larizar el punto arvp es sufic iente con cambiar el nombre del
vértice eje de uno de los dos subabanicos . Para ello hay que dar un
proced imiento que busque los 2-símplices de uno de los subabanicos y vaya
cambiando el nombre del punto singular. Ello se puede realizar mediante el
siguiente proceso

Sea t(a) el 2-símplice de So que determina a, y sea a1 la arista

anterior a la arista a, si a1 esta en el borde de So entonces cambiar el

nombre del punto singular en t(a) y llamar al resultado S' de modificar So

con el nuevo valor de tta), as' el resultado de modificar aso al cambiar el

nombre del vértice an p en -a y en a1 ,y finalmente P' el resultado de

modificar Po al cambiar el nombre del vértice an p en -a. Como ' nuevo

nombre del vértice se puede tomar máximo de los vértices de So más uno.

En otro caso si a1 no esta en el borde de So entonces se busca t(a1)

en SO\(t(u)) y se considera la arista a2 anterior a a1 ' llegara un momento
en el que an este en el borde de So entonces camb iar el nombre del punto

singular en t(a), t(a1), oo. ,t(an-1) y llamar al resultado S' de modificar So

con e l nuevos valores de t(a) , t(a1)' oo . ,t(an-1), as' el resultado de

modificar asO al cambiar el nombre del vértice arvp en -a y en an , y

finalmente P' el resu ltado de modificar Po al cambiar el nombre del

vértice arvp en -a.

Entonces este procedim iento genera finalmente una superficie
intermedia (S',aS' , P'). Notemos que la nueva superficie S' quizás tenga una
componente conexa más.

3. RESULTADOS TEORICOS y DESCRIPCION DEL ALGORITMO

En este párrafo trabajaremos con semisuperficies simpliciales
intermedias así una superficie L significa el complejo sirnplic ial 2
dimensional correspondiente y en algunos casos su realización como
espacio topológico.

/
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Teorema1 . Sean (S" as" P,), (S2' as 2, P2) superficies simp lic ia les
intermedias tal que P, y P2 son no vacíos con u, y U2 como pr ime ras
aristas supongamos también que f es un isomorfismo simp licial de P, en
P 2 que conserva .Ia orientación de las aristas y el orden de lista..
Supongamos también que S, y S2 representan las superficies L , y L 2'

Entonces f extiende hasta un isomorfismo simpl icial F:L , --tL2 si y sólo si
u, y U2 tienen el mismo tipo y tipo fino y la aplicación inducida f' :P;--tP2
extiende a un isomorfismo simplicial F' :L; --tL2, donde L; y L2 son las
superficies representadas por S; y S2 definidas en el párrafo anterior .

Demostración: Si f extiende hasta un isomorfismo simp lic ial F:L, ~L2
claramente F aplica t(u,) en t(U2), entonces F'=F/c1(L, -t(u,)) extiende
f':Pi--tP2 además u, y u2 claramente tienen el mismo tipo y el mismo tipo
fino. .

Recíprocamente, si f' extiende a un isomorfismo F', se pueden
considerar los casos

1) Si u, y u2 son de tipo ambas t(u,) y t(U2) son en realidad
componentes conexas deS, y S2 ' respectivamente. Por tener u, ·y U2 el
mismo tipo fino f induce de modo natural f' . En este caso ísornorfisrno F' se
ext iende a F de modo que los nuevos vért ices a,I1U, ,U,I1 P" p-rva , se
aplican en a211u2 ,U211P2, P211a2 respectivamente. Por ejemplo si el tipo fino
es (1,-1,n,m) las relac iones entre f y f' vienen dadas por

P, =(u, )uP, 'u (a, )u(-p, ) P2=(U2)uP2'u(a2)u(-P2)

f '/P, '=f/P, ,

donde a, y a2 deben quedar en lugar n y p, y P2 deben quedar en lugar m.

2) Si u, y U2 son de tipo ante rior , el isomorfismo F' se extiende a F de
modo que el nuevo vértices a,I1U, se apl ica en a211u2 Y según sea el tipo
fino las relac iones entre f y f' vienen dadas por

a) Tipo fino de u, =Tipo fino de u, =(0) . Entonces

P, =(u, )u(P, '-(v,)) , P2=(U2)U(P 2'-(v2))

donde v, y v2 son las primeras aristas de P, ' y P2' (v,=-P"v2=-P2),

f'/(P, '-(v, ))=f/(P, '-(v,)) y

f(a, I1P"P, I1U,)=(a2I1P2,P2I1U2)

b) Tipo fino de u, =Tipo fino de u,=(1,n) . Entonces

P, =(u, )u(P,'-(v, ))u(a,) P2=(U2)U(P2'-(v2))u(a2)
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f'/(f1 '- (v1))=fI(P 1'-(v1)) Y

f(a1ílP1,P1 ílU1)~(a2ílp2,P2ílU2)

f( a1 ílP1.a-íl U1 )~(a 2ílp2 ,a2ílu2)

donde a, Y a2 deben quedar en lugar n de las listas.

c) Tipo fino de U1 =Tipo fino de u1=(-1,n). Es análogo a a2) cambiando
a1 por -a1 Y a2 por -a2'

3) Si U1 Y U2 son de tipo posterior, se procede de manera análoga al
caso 2) .

\

4) Si U1 Y U2 son de tipo ninguno , y de tipo fino O entonces sobre los
vértices F = F' , de este modo t(U1 ) se aplica en t(u2), notemos que en este
caso

P1=(U1 )u(P1'-(v1,w1)) , P2=(U2)u(P2'-(v2,w2))
donde v1,w1 son los dos primeros miembros de P1' Y análogamente v2,w2'
entonces f aplica U1 en U2 Y sobre el resto actúa como f' .

Si U1 Y U2 son de 'tipo ninguno , y de tipo fino 1 entonces para
reconstruir :E 1 a part ir de :E1' debo identificar el vért ice final de v1 con el
vértice inicial de w1 Y análogamente para :E2' esta identificación se puede
hacer de modo simplicial ya que :E1' ha sido construida a partir de :E, como
f aplica el vért ice final de v1 en el final de v2 Y el inicial de W1 en el
inic ia l de w2 el isomorfi smo F' induce un isomorfismo F" en las
semisuperficies definidas por la identificación., ahora no hay problema En
definir F sobre los vér tices de :E1 prec isamen te igual a F" de modo que F
aplica t(U1) en t(U2) y naturalmente U1 en u20bteniendose as í el
isomorfismo deseado .

Teorema 2. Sean (S1 ' as.: (S2' aS2) representaciones de superficies
simp liciales conexas (:E1 ,a:E1) (:E2 ,a:E2) de modo que ambas tienen borde no
yac io sea U1 una arista orien tada de as 1 entonces :E 1 es isomorfa
simpl ici almente a :E 2 si y solo si para una arista U2 co n adecuada
orientac ión las superficies simpl iciales intermedias (S1' as 1, P1={ud)'
(S2' as 2, P2={u2}) son isomorfas.

Coro lario. El grupos de isomorfismos simpl iciales de una superficie
simplicial conexa con borde no yacio es isomorfo a un subgrupo del grupo
de isomorf ismos simp lic ia les de un ' número finito de circunferencias
s implic iales . -,
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Teorema 3. Sean S1 ' S2 representaciones de superficies simp liciales
conexas L1 ,L2 sea t1 un tr iangulo de S1 entonces L 1 es isomorfa
simplicialmente a L2 si y solo si para algún triángulo t2 de S2 (S1 -{t1}) ,
Clt1), (Sdt2}), Clt2,) son son isomorfas simplicialmente.

Descripción del algoritmo. Si queremos saber si dos superfic ies
simp liciales conexas L1 ,L2 son isomorfas simpl ic ialmente o no basta
escoger t1 un triangulo de S1 y aplicando el Teorema 3 ver si para algún
triángulo t2 de S2 se verif ica que (Sdtd)' Cl td, (Sr{t2}), Cl t2,) son son
isomorfas simp licialmente (para esto basta que t2 vaya recorriendo todos
los triángulos de S2 ). Para averiguar si (Sdtd), Clt1), (S2-{t2}), Clt2,) son
isomorfas simpl icialmente aplicaremos el Teorema 2 escogiendo alguna
ar ista U1 de Clt1 y viendo si para alguna arista orientada U2 de Clt2 (U2 ira
recorriendo las aristas de Clt2) las superficies intermedias
(Sdtd, Cl t1,P1={ud ) (S2-{t 2L Clt2, P2={u2}) son isomorfas simplicialmente .
Para resolver este último problema aplicamos el Teorema 1 reduciendolo a
comp robar si las correspondientes superficies intermedias obtenidas al
apl icar los proced imientos defin idos en párrafo 2 son isomorfas, con la
importante propiedad de que ambas tienen un triángulo menos . Por tanto
aplicando un número de veces el Teorema 1 si ambas quedan reducidas a la
superfcicie vacia se seguirá finalmente que L1 y L2 son isomorfas
simpl icialmente .
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TRANSVERSALIDAD DE VARIEDADES, CARACTERIZACIO N,

C. RO MO SANTOS

Depart ament o d e Algebra . Universi da d Compl utense . Madri d .

This wo r k , d e d i c a t e d to t he c haracterization of ' t he trans

v e rsal ity of a l bebroi d ma n i f o l d s , contains s everal p r opo s i t i on s

a bout d i f f e r en t s con ditions of e quiva lenc e .

Introducci6n.- Este traba jo está dedicado a la caracte rizaci6n

de la transversalidad de v a rie d a de s algebroides. La no c i 6 n de

la tra nsversalidad e s de gr a n i mpor t a nc i a e n el e s t u d i o del

contacto maximal.

No t a 1

i) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de característica

.a r b i t r a r i a , Z1·"" , Zc ,W1 , . .. ,Wd, indeterminadas sobre K

con c+d = n y R = K[(Z1"" ,Zc ,W1,·· · ,Wd)) = K((~,~J
el anillo de series de potencias formales en l a s indeter

minadas Zl" '" Zc rW1 r ••' . , Wd con coeficientes en K.

Llamaremos variedad algebróide sumergida en Kc+d a

V(I) = Spec(K ((z1' ... ' Zc ·, w1 , ... ,WdJ) /I) siendo I un radical

cualquiera de K[(~ ,~J) .
Si I es un ideal regular, diremos que la variedad alge

broide correspondiente V(I) es una variedad algebroide regular .

ii) Si M es ' e l ideal maxi~al de K((~ ,~JJ podemos identificar

g~(K((~,~))) con K(~,~) siendo Zi = Zi+M2 , 1 ~ i ~ e ,
- 2 <Wj = Wj+M , 1 ~ j , d.

Llamaremos inM(I) al ideal i n i c i a l de I en g~ ( K ( ( Z, W) J ) .

En es t as condiciones e s c rib i r e mo s
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Cv = Spec {K(Z,W) /i n (1 ) 1,
'\, '\, M .

y dire mos q ue Cv e s e l c o no tange nte a la va r i e d a d V.

Definici6n 2 . - Sea V = V (I ) un a va r i e d a d algebroi de y W u na

va r i e dad a lge b r o i d e regu lar ,

es plano.

Se dirá que la va r i e d a d algebroide r e gular Wes transversal a

la variedad algebroide V si y s olo si el morfismo can6nico

Nota 3.- Al morfismo w entre los c onos t angentes corresponde el

homomorfismo de anillos

w
C" - Cw = .Tw

-

i) ===? ii)

que es la composici6n de la inclusi6n K(~l ---- K (~ ' ~J

con el homomorfismo natural K (~ , ~) ---- K[~' ~) /i nM ( I )

Entonces, la var i e d a d algebroide regular W es transversal a la

variedad algebroide V si y solo si el homomorfismo

Demostraremos esta implicaci6n por inducci6n. Veremos en

primer lugar que W no es divisor de cero respecto de
. 1

Krz,W)/. (1)l;;:' '\, ~nM .

i) La variedad W es transversal a la variedad V.

ii) Los elementos {W;, ... ,Wd } forman una sucesi6n regular del

K~) -rnóduLo K~,~l / in
M

(1)

es un homomorfismo plano de. anillos.

Proposici6n 4.- Las condiciones siguientes son equivalentes:

Demostraci6n.-



Sea f(~,~) +inM(I) € K (~,~) /i nM( I) t a l q ue

Wl.f(~,~) + inM(I) = O.

En esta situac i 6n l a p la t itud implica q ue e xis te u n e nte r o

r y dos famili as de elementos {gj(~)}j=1 , . . . , r

{ f . (z,W) + inM(I ) } '_I' g).(?,) e K[?,'J
) '" '" )- . . . r o o

y f . (Z,W)+inM(I) e K( z,WJ /. (1) tales q ue
) '" '" '" '" lnM

Wlgl(~) = ... = Wl gt(~) = O

Y f (Z,W) + inM(1) = L (g, (W) f), (Z,W) + inM(1))
'" '" ) '" '" '"

de donde se deduce que gj(~) = O , j = 1, ... ,r, yasf

f(~,:;:) + inM(I) = O.

Sea ahora i un entero, 1 ~ i < d y supongamos probado que

fw 1 ' ... , v)i } es una ' sucesi6n regular del K(~l-m6dulo

K[~,~ /inM(I) . Vamos a probar que {W1, . .. ,Wi , Wi+ l } es tam-

bién una sucesi6n regular.

Consideremos una relaci6n del tipo
i

Se tiene, pues, que

Por la hip6tesis de platitud sabemos que existe un entero

r y dos familias

{g l '(W)} , l = 1, , 1.+1 gl ' e KIWI
)'" j !, ,r ) '"

{\(~,);;)+ inM(I) } j=I, ... ,r' hj(~,:;:)+inM(I) e K[I,~J/inM(I)

tales que

y

r2J { ~l~~~~~.~iinM(~~.~.~.~~~ ,~~~~~~~~::~~~.~~~~I)}
-f(.t,}~) + inM(I) = Lgi+ l,j(~){hj(.t,~) + inM(I)}
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K(Z l ' · · · 'Zc ,W1,· ·· ,Wd) / i n
M

(1)

0i = Zi +i nM ( I ) , 1 ~ i ~ c,

0C+ 1 0C+d
subanillo K( - l - - " " ' - í - - ) de

es isomorfo al anillo de polino-

la forma inicia l de f(~,~) , luego

(f(Z,W) )K[Z,W)
'U "" '" ""'

Se ve r i f i c a que M'

Tenernos que K (~, it)/inM ( I ) =

K(O l , ... , OC' OC +1, ... , OC+dJ c on

y sea f(Z,W)
'" '"

Kr _o _~+__l _O_C+__d) 1 d
' - 1 ' ... , 1 - pano, q. e. .

Nota 5.- Vamos ahora a estudiar el significado de la noción de

transversalidad en el caso en que V sea una hipersuperficie, es

to es, que 1 sea un ideal principal.

Sea

1 ~ (f(~,~))Kl(~,~JJ f(~,~) e: K((~,~))

mi os K[W1 , •.. ,Wd] bajo 4n i s omo r f i smo que transforma Wi en

0 i ti'" l, ... ,d, Y que (K(Ol, . .. , Oc, OC+1, OC+2, ... , OC+d))'M 1
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es

maximal de K(~,~J/inM(I)'

Puesto que un morfismo de conos es plano si y solo si es

plano en el origen, bastará demostrar que (K(Z,W) /. (1)) "
'" '" l.nM M

es Kl~)-Plano. Por la hip6tesis s abemos que ' l o s elementos

fo c+ 1"'" c+d} forman una sucesi6n regular de

K(Ol " "'O c 'O c+ 1 , . .. , oc+dl ' luego los e l e me n t o s
0C+1 0C+d /

{- l - - ' · · · '-í--} forman una suce si6n (K (o l " " , oc, oc+1'" . OC+dJ ) M'-

regular.

De a quí se deduce que el

(K(Ol"" , oc ,o c+1 t · · ' OC+d) M'

Proposición 6.- Con las hipótesis de la nota S, las condiciones

s iguientes son equivalentes :

De (1) s e deduce que gi+1 ,j(~"¡ e: (W1 " . . , Wi) K(~, it) para

todo j = 1, ... ,r , y por tanto de (2) r e s u l t a q ue

f(f, ~)+inM(I) E {Wi+inM( I)' .. " Wi + inM ( I ) } K [f'~) /inM ( I)

q . e. d.

ii) ===~ i )
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y así

lo que prueba 9ueW no es divisor

ser

Sea ahora i un entero, 1 ~ i ~ d Y supongamos probado

que {W¡t •.. ,Wi} es una sucesi6n regular. Sea una relaci6n

r(~,~) [l-h(~,~)Wi+¡) = (f¡ (~t~) + Wi+¡h¡ (~,~»)W¡ + ...
- ...+ (f . (z,W) + W, +¡h, (z,W»)W' .

1 "" "" ~ ~ 'V "" · · 1

Y como f(~,~) i (w¡"",Wi)K(~t~l debe ser

1 - W;+~h(~,~) E (w¡"",Wi)K(~,~J q ue es imposible.

Esto prueba que f(~t~) i (W¡,. ",Wd)K(~,~J

ii) ===~ i)

Probaremos que W es transversal a V demostrando que

{W¡, ... ,Wd } es una sucesi6n regular del K[~)-m6dulo

K(~,m/(r(~,~) )K(~,~l

Si fuese w¡ .g(~,~) = h(~,~) .r(~,~) , como

i) W es transversal a V.

ii) f(¡,~) i (w¡""Wd)K(¡, ~J ' e s decir f(Z ¡ , . . . , Zc' O.. . O) -¡ O.

Demostraci6n.-

f(~,~) = f¡ (~,~)W¡ + ... + fi(~ ,~)Wi + f i+¡ (~,~)Wi+¡

y por hio6tesis de transversalidad se podría e s c r i b i r

f,+¡ (~tW) = h(Z,W)f(Z,W) + h¡ (Z,W)W¡ + ... + h . (Z,W)W,
~ - u ~ 'V "" "" "" "" "" 1 'V '" •

Así

Se ve r i f i c a que f(Z,W) i (W1)K (Z,W) pues si pe rtenec i e ra
'V 'V "" '"

sería f(Z,W) = g(Z,W)W¡ Y 'por h ip6tesis de transversal ida d, de-
'V '" 'V '"

bería ser g(Z,w) E (f(Z,W»K(Z,~ lo que no es pos i b le por s e r
'" "" 'V "" "" ~)

de menor grado.

Sea ahora i un entero 1 ~ i < S y supongamos probado que

f(~,~) l (W¡, ... ,Wi)K(~,~)

Si f(~,~) E (w¡, ... ,Wi,W:;¡)K(~,~) , sería

de cero.

r(~,~)

g(~,~)



Wi+lg(~,~) h(~,~)f(~,~) + hl(~,~)WI + ... + hi( ~,~)Wi

Se debe ve r i f i c a r que h(~,~) E ( WI " " , W I , Wi+I ) K I ~,~ 1

y as í h (Z,W) = l!. 1 (Z, W) WI + ... + l!. , (:r , W) W, + l!. ' + I (Z, W) W' + 1
~ ~ . ~ ~ 1 ~ ~ 1 1 ~ ~ 1 .

con l o que Wi;l (g (~, f[) - l!. i+ l q:, ~) f( ~, ~)) e: (WI"", Wi ) K (~, ~)

l o que implica que g (Z, W) -'- l!. ' + I (Z , W) :f( Z, W) E (WI, . . . ,W;) K (Z, W)
~ ~ 1 ~ ~ ~ ~ • ~ ~

y así g (~ , ~) + (~I, ... ,~,)Kr"Z",~J e: (l:("Z",~))K("Z",~J q . e. d .
' U ' U 1 ,~ ~ ~ ~ ~ ~

Pr opos i c i ón 7.- Con las notaciones anteriores, supong amo s que

1 = (f l, ... , f m) , donde las formas iniciales I I, . .. ,Im ' de

f l , ... , f m fo rman una base minimal de inM(I) y sea S i l a

hipe r s uper f i cie

Si W es transversal a V, entonces W es t r ansversal a S i '

Vi=l, . . . ,m.

Demos tración.- En v i r t ud de l a p r op o s i c i ón anterior el r esu l t a

do queda rá probado si demostramos que t oda s las t i deben tene r

necesariamente un t~rmino independient~ de ~ . Supongamos" por

ejemplo, ' que f I no posee t~rmino independiente de ~' entonces

f l E inM(I ) n (w¡, ... ,Wd)K(!,~1 = inM(I)'(WI"'''Wd)K (!,~}

y así se podrá escribir f l = ~lgl + ... + Wdg d, gi E i nM(I)

donde los , g i son homo~~neos de . grado una unidad infer ior al

de tI' peromtambi~n se tiene que

g r = L g " ,t, , i = 1, ... ,d
j='l ~J J

donde l os g i J son cero u homog~neos y tales que

grado gi =. grado (g i j ) + grado (fj )

Po r t anto .se puede escribir

f l = (WIg I I+·· ·+ wdgsl ) t l + ... + (WIg l m+··· Wdgsm)fm

Pero como para cada i = 1,. '. . , d , debe ser

e s ne c e s a r i ame nte gI l = .. ~ . = g sl = O ; lo que contradice

l a hipót es is de que (g l, ... ,gm) sea una base mi nimal de inM(I).
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INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DEL
MOVIMIENTO DEL SATELITE ARTIFICIAL

J.M FRANCO Y M. PALACIOS

Dpto. de Matemática Aplicada (E.T.S.I.I.). Universidad de Zaragoza.

Avda. María Zambrano, 50, 50015-Zaragoza (España)

Analytical solution of the differential equations describing the motion

of an artificial satellite perturbed by gravitational and non-gravitational effects is

not available. The solution is obtained using numerical integration techniques liIce

Cowell's method." In this paper, we propose adaptive Cowell methods that

integrate exactly algebraic polynomials and trigonometric functions. Besides, we

derive a procedure for the construction of adaptive Cowell formulae of arbitrarily

high order of accuracy. Finally, numerical results have been obtained for two test

problems of perturbed satellite type using the KS-variables.

1. INTRODUCCION

La solución analítica de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de

un satélite artificial perturbado por los distintos efectos de no esfericidad de la Tierra,

presión de radiación solar, rozamiento atmosférico, etc., no es posible calcularla.

Históricamente las soluciones a este problema se han obtenido utilizando principalmente

dos técnicas: métodos de perturbaciones generales y métodos de perturbaciones

especiales. La primera consiste en encontrar una solución al problema mediante métodos

analíticos aproximados, donde el modelo del problema a estudiar viene limitado por la

posibilidad de calcular dicha solución. Un ejemplo típico de esta técnica son los clásicos

métodos de promedios, que permiten un rápido y eficiente cálculo de la órbita de un

satélite, pero están limitados por el modelo de satélite a estudiar y por las truncaciones de

las series dependientes de un pequeño parámetro.

En la segunda técnica, el modelo perturbado completo puede ser incluido en las

ecuaciones del movimiento. Estas ecuaciones se resuelven por medio de métodos de

integraciónnumérica, entre los que destaca el de Cowell [1] como una de las técnicas de

generación de órbitas más utilizada. El método de Cowell es un método numérico de

integración directa de tipo multipaso que proporciona el vector de posición y el vector
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2. MEJORAS DE LOS METODOS ORBITALES

(1.1)y"(t) = f(t, y(t), y'(t)), t E (to, T]

y(to) =YO , y'(to) =Y'O

En este trabajo , proponemos métodos adaptados de tipo Cowell que integren

exactamente polinomios algebráicos Yfunciones trigonométricas. Esta adaptación se

obtiene modificando todos los coeficientes de los clásicos métodos de Cowell de manera

que dichos coeficientes sean funciones de un parámetro V que es el producto de la

frecuencia principal del problema por el paso de integración. En la sección 2

recopilamos las principales lineas de trabajo actuales para mejorar los métodos de

generación de órbitas. En la sección 3 comentamos algunas particularidades a cerca del

tratamiento numérico de las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial, resaltando

la utilidad de las regularizaciones temporales y, en particular, de la transformación

KS[8]. En la sección 4 realizamos una introducción a los métodos adaptados de tipo

Cowell, estudiamos las propiedades de orden de consistencia y obtenemos fórmulas

recurrentes que permiten calcular métodos adaptados de tipo Cowell de orden arbitrario.

Finalmente, efectuamos comparaciones numéricas de los métodos propuestos para

una pareja de problemas modelo del tipo satélite del artificial.

Los métodos de perturbaciones generales requieren el uso de variables canónicas

que son más adecuadas para la utilización de técnicas de promedios, tales como el método

de Von Zeipel[2], Krylov-Bogolyubovjd], Deprit[3] , etc.; de forma similar, en los

métodos de perturbaciones especiales , una selección apropiada de las variables puede

mejorar la eficiencia del método numérico de integración. En general, la aproximación

obtenida por los métodos de integración numérica aumenta en relación al orden del

Recientemente se han realizado numerosas investigaciones para mejorar la

aproximación y eficiencia de los métodos de generación de órbitas. En general, el

desarrollo de métodos óptimos para la predicción de órbitas consiste en una

reformulación de las ecuaciones del movimiento en términos de un nuevo conjunto de

variables tales que las ecuaciones resultantes sean más manejables para su resolución.

Las principales lineas empleadas en estas reformulaciones son las siguientes:

i) Elección de un conjunto de variables apropiadas para la integracion numérica

del Droblema,

velocidad en un instante tn+l , suponiendo que éstos se conocen en el instante tn, para un

problema de valor inicial de segundo orden de la forma
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ii) Elección de lavariableindependiente.

método; pero la región de estabilidad numérica decrece, es decir, el error se propaga de

forma exponencial. Entonces, las longitudes de los pasos de integración a utilizar quedan

muy limitadas. Un cambio de las variables dependientes puede mejorar las características

de la estabilidad del proceso. Si las ecuaciones del movimiento tienen un buen

comportamiento, es decir, si éstas cambian ligeramente debido a pequeñas variaciones de

los elementos (orbitales), obtendremos grandes regiones de estabilidad numérica en

términos de la longitud del paso de integración, pudiendose utilizar métodos numéricos

de orden elevado para su resolución.

(2.1)ds = {;: dt
n 'r

Una integración numérica eficiente puede conseguirse ajustando la longitud del

paso de integración para obtener una uniformización del error local sobre una órbita

completa. Para órbitas cuasi-circulares, cuando se utiliza el tiempo como variable

independiente, la integración con paso fijo produce uniformización del error iocal a lo

largo de la órbita. En el caso de órbitas excéntricas, se necesita un mecanismo de

uniformización tal que un pequeño paso en el tiempo sea utilizado en la región de grandes

perturbaciones y un paso mayor en el tiempo en la región de pequeñas perturbaciones.

Esto se puede conseguir implementando un algoritmo de integración a paso variable; sin

embargo, los frecuentes cambios en el paso de integraci ón son costosos y suelen

introducir errores. Por esta razón, se suele utilizar una regulación analítica del paso,

dando lugar a la utilización de otra variable independiente distinta del tiempo. La nueva

variable independiente s, está relacionada con el tiempo mediante una expresión del tipo

donde r es la magnitud del vector de posición del satélite y n es una constante de

uniforrnización. El efecto de esta transformación es que pasos fijos en s dan lugar a

pequeños pasos en t para r pequeño (cuando las perturbaciones son más acusadas),

mientras que cuando r es mayor (las perturbaciones son menos acusadas), se obtienen

pasos más largos en t.

La elección apropiada de la constante de uniformización n depende del conjunto de

variables dependientes utilizado y de las fuentes del error local. La principal fuente de

error local en la integración numérica está en el término J2 del efecto gravitacional del

achatamiento de la Tierra; una constante de uniformización adecuada para estas

perturbaciones es n = 3/2. Las ecuaciones del movimiento en función de las variables

Delaunay-Similarffrd) se uniformizan, para la perturbación debida a J2, mediante la



elección de una constante de uniforrirización n = 2. La formulaci ón en variables de

Kustaanheimo-Stiefel(KS) utiliza una constante de unifonnización n = 1, que elimina las

singularidades de colisión en las ecuaciones del movimiento.

Hacemos notar que, en el caso de órbitas altamente excéntricas, la unifonnizacion

del error local no se puede obtener mediante una regularización analítica del paso, puesto

que, además de los efectos gravitacionales de la Tierra, también son importantes los

efectos gravitacionales de otros planetas, como la Luna o el Sol. En estos casos se

necesita un algoritmo numérico a paso variable.

üi) Elección deun coniunto devariables dependientes regulares

Desde un punto de vista general, sería deseable el uso de un conjunto de variables

dependientes bien definidas, o regulares, para todo el rango posible de condiciones

orbitales. Por ejemplo, las variables de Kepler o las variables de Delaunay no estan bien

definidas para pequeñas excentricidades o inclinaciones pequeñas y próximas a 180

grados. Desafortunadamente, regularidad y canonicidad en las variables parecen ser dos

requerimientos mutuamente exclusivos. Para aplicaciones de métodos de perturbaciones

especiales, las variables de Kustaanheimo-Stiefel(KS) son completamente regulares.

iv) ElecciÓn de un coniunto de varibles tales que las eCuaciones del movimiento

no Derrwbado Sean dinámicamente estables.

Una solución de un sistema de ecuaciones diferenciales se dice dinámicamente

estable, si pequeñas variaciones en los valores iniciales, producen una pequeña variación

de la solución, para cualquier valor de la variable independiente mayor que cero. La

estabilidad dinámica es una de las principales motivaciones para el empleo de la

transformaci ón KS. Esta característica de estabilidad dinámica es muy ventajosa cuando

se pretende resolver el problema por medio de una integración numérica.

v) Elección de un conjunto de elementos tales que lasecuacionesdel movimiento

no tengan términos de corto periodo.

Como se ha mencionado anteriormente, la eficiencia de los métodos de integración

numérica es óptima cuando el conjunto de variables a integrar varía poco . La eliminación

de los términos de corto periodo en las ecuaciones del movimiento significa una variación

suave de las variables dependientes y, entonces, es posible la utilización de pasos de

integración de logitud significativamente mayor, con un ahorro importante en el costo

computacional.
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La elección de un método de generación de órbitas óptimo depende del tipo de

órbita, de la aproximación requerida y de la eficiencia en costo computacional. En

general, para órbitas cuasi-circulares no es necesaria una regulación analítica del paso de

integración, pero, para órbitas con'excentricidad mayor o igual que 0.1, una regulación

analítica del paso de integración es conveniente siempre. Ademas, según aumenta la

constante de uniformización , la longitud del paso temporal en el perigeo disminuye y en

el apogeo aumenta.

3. SOBRE LA INTEGRACION NUMERICA

La integración numérica de las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial

terrestre se realiza bien con métodos de un paso de tipo Runge- Kutta o bien empleando

métodos de tipo multipaso. Los métodos de tipo Runge-Kutta suelen dar buenas

aproximaciones, pero, en general, son costosos desde el punto de vista computaéional,

puesto que necesitan utilizar un número elevado de etapas o evaluaciones de la función de

fuerzas hasta completar la integración. En cambio, los métodos de tipo multipaso

minimizan el número de evaluaciones de la función de fuerzas requerido para obtener una

aproximación dada al final del intervalo de integración. En general, los métodos

multipaso son más eficientes, presentando el único inconveniente de su iniciación, que

puede llevarse a cabo con un método de tipo Runge-Kutta.

En el estudio de la clase de métodos multipaso se pueden considerar las siguientes

cuestiones:

(l) Tipo de formulación: Estos métodos pueden formularse de dos formas

diferentes:

i) Clase Il, que integran el sistema diferencial de segundo orden directamente (p.e.,

el método de Cowell).

ii) Clase 1, que integran el sistema doble de primer orden equivalente (p.e., el

método de Adams).

Comparaciones numéricas entre métodos de Clase Il y Clase I fueron realizadas por

Moore and Beaudet[5] frente a distintos modelos test de satélite artificial, resultando más

eficientes los métodos de Clase 11.

(2) Tipo de al~oritmo; Los métodos de tipo multipaso sulen actuar en la forma

predíctor-corrector de muy distintas maneras, como por ejemplo PE, P(EC)'t, p(EC)nE

y PECE*, donde P = predictor, E = evaluación de la función de fuerzas, C = corrector,
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Regularización temporal.

•

(3.1)

r es el vector posición en un sistema inercial cartesiano

2" ..
d r .. - .. dr
-=-JL r +P(t r -)

2 3 ' 'dtdt r

11 es la constante gravitacional

P es el conjunto total de fuerzas perturbadoras

t es el tiempo físico y r =I-; I
I

donde:

Cuando se intenta c~lcular órbitas sensiblemente excéntricas o que conectan .

regiones con.diferentes magnitudes de fuerzas gravitacionales, es muy aconsejable un

cambio de variable independiente (regularizacióntemporal) definida por la relación

Las ecuaciones del movimiento de un satélite, en formulación de Cowell, se pueden

expresar mediante la fórmula general

(3) Orden del método: La elección del orden del proceso numérico a utilizar tiene

un doble sentido, ya que los métodos de orden elevado son más aproximados, pero son

menos estables desde el punto de vista numérico.

(4) Control del paso de inte~ación : Puesto que la dinámica orbital puede sufrir

grandes variaciones durante una revolución (p.e., órbitas muy excéntricas), el algoritmo

numérico debe poseer un mecanismo que permita variar la longitud del paso de

integración según las necesidades requeridas. Esto puede conseguirse mediante un

control del error local del método junto con un mecanismo de cambio de paso automático,

o mediante transformaciones analíticas de la variable independiente (regularización

temporal) . En general, Velez and Dixon[6] han comprobado que una regularización

temporal es más eficiente que' un mecanismo numérico de variación del paso de

integración, excepto en el caso en que la órbita sea altamente excéntrica y entonces las

perturbaciones de los planetas del sistema solar sean acusadas, en cuyo caso es

aconsejable una regularización temporal y un mecanismo de variación del paso de

integración mediante un control del error local del método.

E* = seudo-evaluación de la función de fuerzas (evaluar solo una parte de dicha función,

utilizando la parte restante ya evaluada en el paso anterior).
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(3.2)

(3.4)

(3.6)

(3.3)

(3.5)
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-o .. T -o T
x = ( r , O) , u = ( u1, u2 , u3 , u4 )

dt =_r_ ds.r;. -

dt r n

ds = .r;.'

donde

Por medio de la transformación KS, las ecuaciones no lineales del movimiento del

problema de los dos cuerpos se transforman en un conjunto de 'ecuaciones lineales,

dinámicamente estables y similares a las ecuaciones de un oscilador armónico no

perturbado. Esta transformación consiste en elegir un conjunto de variables dependientes

regulares tales que las ecuaciones diferenciales resultantes también sean regulares, es

decir, que no tengan singularidades. Esta regularización de las ecuaciones del

movimiento requiere la extensión del espacio físico -tridimensional a un espacio de

dimensión cuatro, con lo que se incrementa en una unidad los grados de libertad del

problema.

En particular, la transformación KS, en forma matricial, viene dada por

acompañada por una regularización temporal con constante de uniformización n = 1,

La transformación KS.

Para n = 1 ó 2 en la integración del movimiento elíptico, esta nueva variable

independiente coincide con la anomalía excéntrica ó la anomalía verdadera,

respectivamente. El empleo de regularizaciones en la computación de trayectorias Tierra

Luna fué introducido por Szebehely et al.[7]; este autor indica que la regularización

conlleva un incremento en aproximación y una reducción en costo computacional a pesar

de tener que integrar una ecuación más.

Efectuando el cambio de variable independiente (3.2), las ecuaciones del

movimiento (3.1) se transforman en

t ~I 2n r.." ( r r) 2n-3" r ~ .. ..¡ u"',r =n -- -r r +-P(t,r,..:....lO:.r )
r ~ r n

2n-1 dr
n r dt

t" = ------:;.:..



donde:
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y representa un potencial

<1> representa el resto de fuerzas perturbadoras no conservativas,

Aplicando la transformación (3.5) y la regularización (3.6), las ecuaciones del

movimiento se pueden escribir en la forma

(4.1)

(3.9)

(3.8)

. (3 .7)

2 - - .
t" = ~( u, u')

1 {ay T---}0)'=-- --r-2L(u)<I>u'
4 O) at

- 2- r ay 1 - r T - - ...... .
u " + O) u = - - -:::¡- - - y u + -2L (u) <1> (t, r , r ')

4 au 2

4. EL METODO DE COWELL ADAPTADO

En mecánica orbital y en el caso particular del satélite artificial (ver sección 3)

aparecen problemas regidos por ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma

{

y" ± O) 2 Y= ~(t, y, y'~ ' tE [to' 11, O) > O

y(~) =Yo' Y (to) =Yo

donde 2 O) representa la energía total del sistema y viene dada por

... - 2
20)2=2._2.I~I~y= 1-2Iu 'l -y

r 2 dt I ii" I 2

donde O) es un parámetro característico del problema que puede ser conocido O estimado

con bastante exactitud y tal que la fuerza perturbadora f(t, y, y') es pequeña con

respecto al término restante 0)2 y. El tratamiento numérico del problema (4.1) puede

conducirse aplicando el clásico método de Cowell[l]. Este método, como todos los

métodos de coeficientes constantes, integran exactamente polinomios algebráicos hasta

un cierto grado, es decir, sin error de truncación local. Sin embargo, debido a la

naturaleza de los fenómenos que rigen las ecuaciones del movimiento de éste tipode

y L(u) es una matriz cuadrada de orden cuatro (para más detalles ver Stiefel & Scheifele

[8]).

Si las fuerzas perturbadoras se descomponen en la forma

- ay - ....
P =-~+<I>(t,r,r')

dr
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Por lo tanto. en el caso ro =O, los esquemas lineales (2.2) coinciden con los clásicos

métodos de Cowell de coeficientes constantes.

(4.2)

i ~ O

t

{
cos on, ro ~ O f -

<l>o(t, ro) = 1 • ro =O • <I>¡+I (t, ro) = <I>¡(t, ro) dt ,
o

Se observa inmediatamente que el espacio lineal TIp(ro) engendrado por las

funciones <I>¡(t. ro) puede expresarse en la forma

{

2 p-2
_ Span {l. t. t , ...• t • cos rot, sen on }, si ro ~ O

TIp(ro)- 2 -2·1 . -
Span { 1, t. t , ...• f . f , f }, SI ro = O

~- a(I)(v) , ' = h ~ n.(l)(v) fi(t ')
~ j Yn+j ~ l-'j n+j' Yn+j, y n+j
J=O J=O

donde los coeficientes a}i)(v) y P}i)(v) son funciones acotadas y continuas para todo

v E [O. A] con A dado. Estos métodos vienen caracterizados mediante operadores

lineales Lh(l).Lh(2). definidos por

~)[Y(t)] =f [a~i)(v) /2-¡)(t + jh) - h 2 p~¡)(v) (y"(t + jh) + ro
2 y(t + jh)}] (4.3)

j=O J J

i = 1,2

de forma que anulen a los espacios lineales TIp(ro) engendrados por las funciones

modificadas de Stumpff <I>¡(t, ro), i = O, 1, ..,' P. donde

Siguiendo las directrices expuestas, se proponen métodos adaptados de tipo

Cowell con los coeficientes dependiendo de un parámetro v =roh, en la forma

k (2) 2 k (2) ,¡ a j (v) Yn+j = h ¡ Pj (v) f(tn-l:i' Yn+j• y n+j)
J=O J=O

problemas, parece conveniente considerar métodos que además de polinomios

algebráicos integren también otro tipo de funciones. Además, los métodos de Cowell de

orden mayor que dos tienen una deficiencia numérica: para un problema test que describe

un movimiento circular uniforme, la solución numérica espirala hacia el interior. A este

fenómeno se le conoce como inestabilidad orbital. Por lo tanto, parece conveniente la

idea de adaptar métodos de orden elevado a la integración de fenómenos oscilantes. En

este campo se encuentran los trabajos de Gautschi[9], Lyche[lO]. Bettis[ll] y Jain et

al.[12].



La conexión existente entre los espacios lineales ~(oo) y los operadores lineales

L¡,(i) (i =1.2) queda reflejada en los siguientes resultados cuya demostración puede verse

en Palacios & Franco[l3].

PROPOSICION 1: Los operadores lineales Lh(i) asociados al método adaptado (2.4)

anulan el espacio ~(oo) si y solo si se verifican las siguientes condiciones

k k
D¿2) = L a

j
(2)(v) $00.v) = O. D¿l) = L ~il)(V) $'00. v) = O

j=O j=O

k k

D~2) = ~ aY>Cv) $1 O. v) = O. D~l) =~ ~y>cV) $'1 o. v) = O
J=O . J=O (4.4)

i = 2.3•...• P

PROPOSICION 2:

i) Todo método adaptado de tipo Cowell que anula el espacio lineal 1\+1(00)

tiene orden p. para todo 00 real.

ii) Las condiciones Di(r) = O. i = O. l •...• p+ l. r = 1. 2. son suficientes para

alcanzar orden p. pero no necesarias. ya que bastaría con exigir.

D¿) = O(hP+
2

) . D~r) = O(hP+
1

) • .. .• D~r~l = oo», r = l. 2

Estos resultados proporcionan un camino para la obtención de métodos adaptados

de tipo Cowell mediante la resolución de un sistema de ecuaciones lineales dado por las

condiciones (4.4). Además.el fenómeno de la inestabilidad orbital queda eliminado. ya

que estos métodos integran exactamente las ecuaciones de osciladores armónicos no

perturbados.

4.2 CONSTRUCCION DE METODOSADAPTADOS DE TIPO COWELL

La obtención de métodos adaptados de tipo Cowell mediante la resolución del

sistema lineal dado por las condiciones (4.4). puede resultar inabordable en la práctica

cuando se requieren métodos de orden elevado. Este inconveniente puede ser evitado. al

menos para ciertas familias de fórmulas. mediante la obtención de unas leyes de
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(4.5)

(4.6)

(4.7)

donde 't = (t - tk)!h, V j fk es la j-ésima diferencia regresiva y fk = f(tk' Yk' y'k)'

obtenemos los siguientes métodos adaptados

. 2 k j
Y 1- 2 <Po(1, v) y +y ¡=h ~cfJ(v)V fn+ n n- ~ j.r n-r

j=Ü

con v = roh. Estas ecuaciones serán la base fundamental para la construcción de métodos

adaptados de tipo Cowell de orden elevado. Si aproximamos la función perturbadora

f(t, y(t), y'(t)) por su polinomio de interpolación de Newton (en la forma de diferencias

regresivas) en una red de puntos equidistantes tj = lo + jh, (O~j ~ k)

k . -'t .

P(t) = I, (- 1)J ( . ) V J fk ' to ~ t s ~ ,
j=Ü J

tn+¡

y(t 1) - 2 <po(l , v) y(t )+ y(t ¡) =f [fes) + f(2t - s)] <p¡ (t ¡-s, 0)) ds,n+ n n- n n+
t
n

t

y'(t) = 0)2 C1 <PI (t, 0)) + O) C2 <PO(t, 0)) + f fes) <po(t - s, 0)) ds

t
n

k .

y' 1 -2<Po(l,v)y' +y' ¡ =hI,cfl)(v)VJf
n+ n n- j=Ü j.r n-r

donde denotamos el método explícito con r = OYcon r = 1 cuando es implícito. Los

coeficientes O<i)j,r vienen dados por las expresiones integrales:

tn+¡

y'(t ¡) - 2 <po(1, v) y'(t ) + y'(t ¡) = f [f(s)- f (2t - s)] <po(t ¡- s, 0)) ds ,n+ n n - n n+
t
n
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donde C1 y~ son constantes arbitrarias, O) es la frecuencia principal del problema (4.1)

y fes) representa a fes, y(s), y'(s)) en un abuso de notación. Si sustituimos en (4.5) los

valores de t = ln+1' ln, ln-1 y eliminamos las constantes C1 y ~ de las ecuaciones

resultantes, obtenemos las relaciones

recurrencia que permitiran determinar los coeficientes del método utilizando cálculos

directos

La solución general del problema de valor inicial (4.1) viene dada por

t

y(t) = C1 <po(t, 0)) + C2 O) <PI (t, 0)) + f fes) <PI (t - s, 0)) ds ,

t
n



00

(4.8)

2

G~2)(t, O) = t 2 '

(log(l-t))

Se observa inmediatamente que cuando el parámetro v tiende a cero, las funciones

generatrices (4.8) se convierten en

2

G~2)(t, O)= t 2 '

(l-t) (log(l-t))

2
(1) (2 (1 - 4>0(1 , v)) (1-t) + t } log(l-t)

Gr (t, v) =- , r =O, 1
. 2

[r + (1-r)(l-t)] [(log(1-t)) + l ]

r
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1

<f.26 = (- 1~ f [e:) + C:)] 4>1 (1-'t, v) dt
J, J J

o

1

o~o) = (- 1~ f [e:) -C:)] 4>0(1-'t, v) d't
J, J J

o

(i) ~ (i) j .
G (t, v) =L o. (v) t , r =O, 1, 1 = 1,2

r j=Ü j.r

Sustituyendo los valores de los coeficientes O<i)j,r en las expresiones de las func iones

generatrices G(i)it), obtenemos

2 (1- 4> (1, v)) (l-t) + t
2

o r = O 12 ' ,

[r + (l-r) (l -t)] [(log(l-t)) +l]

Caso implícito
O

f
't 't+2

Oj~? = (- 1~ [( j )+ ( j )] 4>1 (- 't, v) dt
-1

O.f 't 't+2
O~I)=(-lY [C)-(· )]4>o(-'t,V)d't

J, J J
-1

Estos coeficientes se pueden calcular de una forma sencilla y recurrente mediante la

técnica de obtener funciones generatrices G(i)r(t) (ver Henrici[14]) que tienen por

coeficientes a los O<i)j,r en sus desarrollos de Maclaurin.

Consideremos funciones generatrices de la forma

Caso explícito
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l - 0"(2)
(2) (2) O" (2) = 0.1

0"1,1=-0"0,1' 2,1 2
V

2( 1-<Po(1, v))

2v

2( 1-<po(1, v))
--~2--' af)o=O

V

(1) l [1 2(1 - <Po (1, v)) (1) 2 , (1) 2 (1)]
O" - -- -O" -- O" - ---h O"

n+2,l 2 n (n+2) (n+l) n,l 3 ~ n -1,O ... n+2 n+1 0,1

n~lv

(2) l [ (2) 2 (2) 2 h (2) 2 (2)~
O" - O" h O" O" - ... - n+2 hn +1 0"0,1 J, n ~ ln+2,l -""2 - n,l -"3'"2 n-1,l-¡ 3 n-2,l

V

(1) (1) 2 (1 - <Po (1, v))
0"0,0 = 0, 0"1,0 = 2

V

(1)
(1) (1) 2 (1 - <po(l, v)) (1) 0"1,1

.0"0 , 1 = O, 0"1 1 = , 0"2,1 = --2
' v2

Una vez que hemos calculado los coeficientes a<i)j,r podemos expresar el método

(4.7) en forma lagrangiana como

Caso implícito:

Caso explícito:

coincidiendo con las funciones generatrices obtenidas por Henrici[14] para los clásicos

métodos de tipo Cowell (caso explícito y caso implícito),

Si ahora considerarnos los desarrollos de Taylor, en un entorno del punto t =0, de

las funciones generatrices (4.8), obtenemos las siguientes leyes de recurrencia para el

cálculo de los coeficientes a<i)j,r



(4 .9)

(4.10)

(5.1)

(5.2)
--. 2 ~ '" .... -.
u" + ro u = <D (s, u , u'j , dt = r ds

2-0 -o
dr ¡.t-o -oC -odr)
-- +- r = P tr-
dt2 r 3 ' , dt

donde se ha supuesto que la función perturbadora <D no contiene explícitamente el

tiempo físico. Puesto que las ecuaciones del movimiento (5.2) responden al caso de un

oscilador armónico perturbado, parece la formulación más adecuada para efectuar

experimentos numéricos con los métodos adaptados de tipo Cowell. .

En un primer ejemplo, considerarnos el movimiento de un satélite artificial con un

potencial perturbador V, sin más influencias de otro tipo. Después de efectuar una

regularización mediante la trasformación KS, las ecuaciones del movimiento pueden

expresarse corno
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. k
, , , h2 ~ A(l) ( ) f O 1

Yn+1 - 2 <1>0(1, v) Yn + Yn -1 = 6.. I-'k,j,r V n-r -j ' r = ,
J=v

Satéliteartiflcialsin rozamiento atmosférico.

Después de efectuar la transformación de Kustaanheimo-Stiefel (KS), las ecuaciones del

movimiento se pueden escribir en la forma

En orden a ilustrar la eficiencia de los métodos adaptados de tipo Cowell para el

caso del movimiento de un satélite artificial terrestre, considerarnos las ecuaciones

generales del movimiento de un satélite kepleriano perturbado

5. COMPARACIONES NUMERICAS

Hacernos notar que es de gran importancia el hecho de haber obtenido una leyes de

recurrencia sencillas para el cálculo de los coeficientes, ya que esto nos permitirá la

construcción de métodos adaptados de tipo Cowell para cualquier orden de aproximación

sin excesivo trabajo.

donde los coeficientes vienen dados por
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donde Vo es el valor inicial del potencial perturbador.

En este ejemplo, la integración numérica se ha realizado con métodos multipaso de

orden 8, el mismo orden en todos los métodos para que los errores de truncacíon locales

de los métodos sean comparables. El valor de la constante E fue seleccionado para una

altitud aproximada del satélite de 500 Km. respecto a la superficie de la Tierra en el

perigeo . La integración se realizó para inclinaciones de la órbita de i = ()O, i =3oo, para

(5.4 )

(5.3)

~2

2 1(1 r ) V h
ro =- - - - - - = -

2 r 2 2 2

..... 2- r av 1 
u"+ro u =-----Vu

4 aU" 2

donde E es el parámetro gravitacional normalizado

- 3 J
2

E =--2 '
2r

p

y donde rp es la distancia al perigeo de la órbita osculatriz inicial no perturbada,

expresada en términos del radio ecuatorial terrestre. Para este potencial conservativo, ro

es una constante de la energía total del sistema . Entonces (5.3) representa un oscilador

armónico perturbado con frecuencia constante ro y la perturbación no contiene al tiempo

físico explícitamente .

Las condiciones iniciales se eligieron tomando como referencia una órbita

Kepleriana osculatriz de inclinación i, considerando el perigeo normalizado a la unidad

y situado en el nodo ascendente en el instante t = O. En este instante, la órbita osculatriz

es una elipse de excentricidad e. Una vez que se seleccionan la inclinación y la

excentricidad, las condiciones iniciales quedan fijadas puesto que a =(1 - e)-l, y

2 1 Vo
roo = 4 a - T '

y h simboliza la magnitud de la energía total del movimiento elíptico que será constante

y positiva, lo que nos permitirá tomar a ro como el parámetro idóneo para el caso de los

métodos adaptados.

En particular, consideraremos un movimiento perturbado por el término dominante

del achatamiento terrestre, J2, que será integrado por med io de distintos métodos

numéricos de tipo multipaso. En el espacio físico el potencial perturbador considerado es

2

V = - .x:.... (2. - ~)
3 3 2 '

r r

donde



(5 .5)

las excentricidades e = O., 0.1, 0:3, 0.5 Y longitudes del paso de integración

correspondiente a 60 pasos por revolución. Las soluciones numéricas obtenidas se

compararon con una órbita de referencia que fue computada con el clásico método de

Cowell de orden 12 y 180 pasos por revolución. El proceso de iniciación de los métodos

multipaso se efectuó con un método Runge-Kutta, RK(7 ,8), tomando el orden 8 y

longitud de paso de integración 1/4del paso considerado para el método multipaso en

cada caso .

Los resultados numéricos se presentan en las TABLAS 1 Y 2, donde los errores

que aparecen representan la diferencia entre la solución numérica y la órbita de referencia

considerada, en norma euclidea, después de 50 revoluciones del satélite .

Satélite artificial con rozamiento atmosférico.

En un segundo ejemplo, consideramos el movimiento de un satélite artificial

perturbado con un potencial perturbador V igual al del ejemplo anterior y con un efecto

debido al rozamiento atmosférico (drag) . Con las mismas consideraciones que en el

ejemplo anterior y después de efectuar una regularización mediante la transformación

KS, las ecuaciones del movimiento pueden escribirse en la forma

I
4 1.. 2.. r av 1 .. ,2 ..

u"+o> u=----:¡---Vu-B r) u ¡ u'
4au 2 f=1

El término que distingue las ecuaciones (5.5) de las ecuaciones (5.3) es el

correspondiente al modelo de rozamiento atmosférico considerado, que responde a un

modelo simplificado de Harris and Priester[15] y fue tomado de Moore[16]. Los

parámetros son;

( 1 - r )
B= P Co ' P = Po exp H

P es la densidad del aire

Po es la densidad del aire cuando r =1

H es una escala de densidad altura

Co es el coeficiente efectivo del rozamiento atmosférico

El problema fue integrado con los siguientes valores:

i =0°,300,

e = O., 0.1, 0.3, 0.5,

H = 7.65931 x 10.3 (correspondiente a una escala densidad-altura de 500 Km.)

Po Co =6.0 x 10.15
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Las condiciones iniciales se tomaron sobre una órbita osculatriz elíptica como en el

ejemplo anterior. Notemos que en este caso la energía total del sistema no es constante

y, por lo tanto, la frecuencia ro ya no será constante como ocunía en el ejemplo anterior.

Llamamos roo al valor de la frecuencia ro en el instante t = O y expresando las

ecuaciones del movimiento en la forma

(5.6)

i = ()O Met. Ádams Met. Cowell Cowell adapto

e= O. 0.532 x 10. 9 0.797 x 10 . 11 0.267 x 10 . 14

e = 0.1 0.342 x 10. 9 0.525 x 10. 11 0.315 x 10. 14

e = 0.3 0.162 x 10 -9 0.212 x 10 . 11 0.439 x 10 . 14

e = 0.5 0.337 x 10 ·10 0.495 x 10 . 12 0.809 x 10. 14

- 2..... 2 2..... r av 1..... [~2] u"+roo u = (roo - ro )u - -- - -Vu - B r,¿..¡u'¡ u'
4 a-; 2 i=l

se obtenen las ecuaciones de un oscilador armónico perturbado con frecuencia constante

roo. Para conseguir esto, hemos introducido en el segundo miembro de (5.6) una

perturbación del orden de 1ro02 - ro21, y como la variación de ro es del orden del

parámetro B, podemos decir que hemos introducido en la función perturbadora del

oscilador armónico una perturbación de orden menor o igual a la que ya tenía, por lo

tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales no sufre ningún tipo de desvirtuación.

La integración del problema (5.6) se realizó con los mismos métodos (de orden 8)

que en el ejemplo anterior, con la misma longitud de paso de integración y el mismo

proceso para la obtención de la órbita de referencia con la que se van a comparar los

resultados.

Los resultados numéricos vienen dados en las TABLAS 3 y 4, Y los errores

representan la diferencia entre la solución numérica y la órbita de referencia en norma

euclidea, despues de 50 revoluciones del satélite.



CONCLUSIONES

A la vista de los resultados presentados en las TABLAS 1,2,3 Y4, todos ellos

obtenidos con métodos del mismo orden, es decir, métodos comparables en términos de

aproximación local, podemos establecer las siguientes conclusiones.

El método adaptado de Cowell que tiene propiedades de estabilidad orbital o

periodicidad (integra exactamente osciladores armónicos no perturbados), da siempre

mejores resultados que los métodos de Cowell y Adams que no tienen dichas

propiedades.

Los métodos de Adams funcionan apreciablemente peor que los restantes métodos

que están especialmente diseflados para ecuaciones diferenciales de segundo orden.

i = 3Ü" Met.Adams Met. Cowell Cowell adapto

e = O. 0.549 x 10 -8 0.787 x 10 - 10 0.341 x 10 - 14

e = 0.1 0.411 x 10 - 8 0.512 x 10 - 10 O.l71x 10 - 13

e = 0.3 0.197 x 10 - 8 0.209 x 10 - 10 0.235 x 10 - 13

e= 0.5 0.462 x 10 -9 0.522 x 10 - 11 0.742 x 10 - 13

TABLA 2

El método adaptado de Cowell precisa un conocimiento a priori (exacto o bastante

aproximado) de la frecuencia del problema, cosa que ocurre para el movimiento de

satélites artificiales terrestres utilizando las variables de Kustaanheimo-Stiefel.

En el caso del método adaptado de Cowell, se observa en las tablas de resultados

que cuando la excentricidad aumenta, la constante que aparece en los errores también

aumenta, mientras que en los restantes métodos suele ocurrir lo contrario. Esto se debe a

que al aumentar la excentricidad, la energía decrece hacia cero y se pierde precisión en el

cálculo de los coeficientes del método, ya que el producto de la frecuencia O) por el paso

de integración aparece dividiendo. Para los restantes métodos, como integran

exactamente polinomios algebráicos y el problema no perturbado tiende a un movimiento

parabólico (u" = O) cuando la energía tiende a cero , se produce una mejora en las

aproximaciones.
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TABLA 3

TABLA 4

i = 3(JO Met. Adams Met. Cowell Cowell adapto

e = O. 0.632 x 10- 7 0.685 x 10 -9 0.341 x 10 - 13

e = 0.1 0.501 x 10- 7 0.487 x 10- 9 0.171 x 10 - 13

e= 0.3 0.289 x 10- 7 0.301 x 10- 9 0.235 x 10 - 13

e = 0.5 0.817 x 10- 8 0.735 x 10 - 10 0.742 x 10- 13

i = (JO Met. Adams Met. Cowell Cowell adapto

e= O. 0.641 x 10- 8 0.711 x 10-10 0.354 x 10 - 13

e = 0.1 0.458 x 10 - 8 0.509 x 10 - 10 0.497 x 10 - 13

e = 0.3 0.287 x 10- 8 0.315 x 10 -10 0.739 x 10 - 13

e = 0.5 0.558 x 10 -9 0.697 x 10 - 11 0.897 x 10 - 13
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Th e e s sent i a l a dva ntages of o u r me th od consi st i n its

Bn , a me tho d fo r t he c o r rect ion of prev i ous o r bits of v i sua l b i nary

is d eveloped . For t h i s pu r pose a n d b y me ans of t he i nitia l o r bita l

Ci uda d Unive r s i t ar ia .

merical me t h o ds .

A" An ,

st a r s
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e lement s (a " e " T" P " !l " W" 1 , ) a n d r es i d ua l d i f e r enc e s li e i n pos i 

tion a ng l es , t h e computat io n of t he inc r emen t s liK" liA" liAn , liBn ' is aco m

plish e d . I n o r der to d e t e rmi n e t h i s i nc rements, t he me th od of l e a s t s q ua 

re s is a pp l ied, but t h i s de t e r mi n a t i on can b e obtained b y mean s a nother nu-

CORRECCIONDE ORBI TAS DE ESTREllAS SOBlES VISUALES POR MEDIO DE
SERI ES DE FOURIER

iterative c h a r ac te r a n d t hat t he computat ion of t he coe fficie nts K" A"

An, Bn , is no n e c e s s ary .

Depa r t ament o d e Fís i ca Te ó r i c a . Facul ta d de Ci e ncias Ma t e má t i c a s .

Rev. Acad. Ciencias Zaragoza , 44 (1989)

I n t h i s work, us i ng Fou r i e r series t = F( e), wi th coeffic ients K"

El mov i mi e n t o elíptico u órbi ta re Lat iva de una estrella E

con r e specto a l a estrella princ ipal Eo viene dete rminado po r e l

rad io vecto r o distancia r( t) = Eo E y por el ángulo o a nomalía

verdade r a f ~:t, siendo E la posici6n de la estrella a s u

pas o por .e l periastro.

La p roye c c i 6 n cilíndrica de la 6rbita relativa sob re el pla

no t angente a l a esfera celeste en Eo' determina las posiciones

E' de l a e s t r e lla en su órbita aparent e , definidas ordinari a me n

te por medio de · l a s d istancias p EoE' y de l o s ángulos de po

s ici6n e = NE;E ' , contados de 0 0 a 360 0 a partir del No rte (N),

e n l as direcciones ·No r t e - Es t e - Su r - Oe s t e .

Denotando como es habitual por (a,e,T, n, w,I) los elementos

orbi t a l e s ordinarios de un movimiento elíptic o (semieje mayor,

excen t r icidad , é poca d e p a s o por e l periastro, á ngu lo de l nodo,

argumento del periastro e i nc l i nac i 6 n ) , a l os que d e be mos aña d i r

e n e ste caso el periodo P o el mov imiento me d i o ~ = 2IT / P , l as

b i e n c onocidas relaciones entre las variables (p ,S , t ) y (r, f,t),



que deberán conducir a la minimización de l a s di f erencias o bse r -

de modo que, una vez determinados los elementos orbitales, pa ra

cada época t, la secuencia de f6rmulas

(1.1)

(1. 3)

(1. 2)

tag(f/2) = (/1+e / l1-e)tag( I;; /2)

1;; - e sen 1;; = M

r cos (w f f)

¡.¡(t - T)

P cos (8 - n)

P sen (8 - In = r sen (w + f) cos 1

r = a (1 - ecos 1;;)

M
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donde M Y 1;; designan las anomalías media y excéntrica, juntamen

te con las igualdadei (1.1), permiten calcular las efemérides

(p c , 8c , t ) . t;

Como se sabe, el cálculo 'd e la 6rbita de una estrella do

ble visual se basa en el conocimiento de un cierto número de ob

servaciones (p o,8 o , t ) , con ayuda de las cuales diferentes méto

dos analíticos o geométricos permiten el cálculo d e los e leme n 

tos orbitales; pero lo importante es que las diferencias obser

vaci6n-cálculo, 6p = Po-Pc' 6 8 = 8o-8 c ' sean minimizadas.

Sobre este proceso de minimizaci6n, ' que determina lo q ue

conocemos como c o r re c c ió n d e ó r bitas , conviene hacer algunas ob

servaciones, ya sea sobre la cantidad a minimizar, los pesos d e

las observaciones, el sistema de variables a utilizar, l a con

vergencia del proceso, los resultados del mismo, etc.

Para comprender .me j o r lo que sigue, recordemos que si q v

(q v = 1,2, ... ,7) son, en general, elementos orbitales indepen

dient~s y disponemos de n datos de observaci6n a ~ ( K = 1,2, .. n)

entonces se tendrán n relaciones a K = f(q v,tK ) , ne manera .que

si damos v a l o r e s previos q~ a los elementos orbitales y efectua

mos con éstos los correspondientes cálculos de efemérides, ob

tendremos unos valores calculados a~ = f(qv,tK ) .

Desarrollando la funci6n f(qv,t) ~n serie de Taylor, 'e n el

entorno de valores (q~,t), después de despreciar términos de s e

gundo orden, resultan las n ecuaciones



vaci6n-cálculo (a~ - a~) .

El criterio más utilizado en la minimizaci6n e s e l de míni 

mos cuadrados, que consiste en buscar la 6 r bi t a pa r a l a cual l a

suma de cuadrados de las diferencias observaci6n-cálculo es mí 

nima . Otro criterio igualment e utilizable consiste e n minimi za r

l a suma de los valores absolutos de las d i f ere nc ia s observa ci6n

cálculo. Pero en todo caso, conviene recordar que la correc~i6n

de una 6rbita por éstos o cualesquiera otros métodos , no s 610

han de minimizar las dife"rencias observaci6n-cálculo, sino q ue

dicgas diferencias han de estar bien distribuidas, combinando

alternativamente signos positi~os y negativos.

Con respecto a los algoritmos empleados para la minimiza

ci6n, se suelen distinguir aquellos que s610 utilizan los v a l o 

res de la funci6n a minimizar, de los que utilizan , además, las

derivadas primeras, segundas, etc., o una c ombinaci6n de ellas.

En relaci6n con el sistema de v a r i a b l e s utili zado, señale

mos el método de Comstock (1918), que emplea el conjunto de ele

mentos orbitales (a~ e,T, n,w,I,~) para minimizar las diferenc ias

4 p = PO -Pe y 4 8 = 8 0 ~8e ' o la va r i a n t e de Hirst (194 4), que so

lamente minimiz~ las diferencias sn ángulos de posici6n.

En el método de Thiele (1 883 ) la correcci6n se a plica a las

di f e r e nc i a s 4 x = xO-xe ' 4y = Yo~y~ ' e n coordenadas cartesia nas,

util izando los elementos orbitales ordinarios (e , T ,~ ) y las cons

t antes de Innes (1926, 1932) (A,B ,F ,G) que más adelan t e defini-

r e mo s .

En el método desarrollado por C. Longás (1 9 8 2) para distan

c ias y ángulos de posic10n, se emplean las variables de Delauna y

(L,G,H,g,h) juntamente con los elementos o r b i t a l e s (T ,~).

Entre este conjunto de métodos de correcci6n, que no preten

de ser exhaustivo, citemos finalmente e l método de Klinkerfuess

(1855, 1858, 1912) que consiste en comparar las tres r azones do

bles independientes de seis ángulos de posici6n observados, c o n

l as correspondientes calculadas por efemérides, para cor r eg i r

los elementos orbitales (e,T,P).

En el presente artículo se presenta una ve r s i 6 n mod if i cada

de l c álculo y c orrecc i 6n de 6 r b i tas de pare s visua l e s po r medio

de de sa r r o l los en ser i e de Fourier, como conti nuaci6n a t raba jos
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2. DESARROLLOS EN SERIE DE FOURIER.

En el movimiento elíptico relativo es bien conoéi.do el des

arrollo en serie

(2.3)

(2.4)

(2.1)

(2.2)

(n = 1.2 .... )r 2 = a 2cos cj> (1 + LCnCOS nf)

Además, si tenemos en cuenta la ley de las áreas

r 2df = Cdt = ¡¡a 2cos cj> dt

M = u (t-T) = f + E~ sen nf
n
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anteriores (R. Cid, 1950 Y 1952), dado que la introducción del

cálculo con ordenadores ha permitido mejorar la resolución de

estos problemas a travás de un planteamiento más adecuado.

Como veremos, en nuestro mátodo de corrección solamente

intervienen las diferencias observación-cálculo en ángulos de

posición, abundando en el criterio de que estas observaciones

suelen ser de una precisión superior a las observaciones de

distancias ·y permiten, por tanto, detectar mejor la existencia

de perturbaciones originadas por un tercer cuerpo.

La principal ventaja del mátodo reside en el hecho de que

una órbita previa, calculada por cualquier método, puede ser

corregida sin tener que calcular los coeficientes del corres

pondiente desarrollo en serie de Fourier, limitando los cálcu

los/a la obtención de las correcciones de dichos coeficientes,

de las que pueden deducirse las correcciones que "deben aplicar

se a los elementos orbitales previos. El método es evidentemen

te iterativo.

donde se ha empleado la notación e = sen cj> v los coeficientes

c n vienen dados Dor la igualdad

la integración del desarrollo (2.1) nos da

Paralelamente, en la órbita aparente se cumple tambián la

ley de las áreas en la forma
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(2.7)

( 2.5)

( 2. 6 )

(2.9)

(2.10)

O
[

Z 1I Il"pzJ OZTT..!.. 2pdp =
2IT

O

p2d S = C'at = C cos Idt

p = r(cos(S-n)cos(w+f) + sen(e-n)se~(w+f)cos rJ

U
o

por lo cual las fórmulas (2.3) y (2.5) nos permiten estable c e r

la siguiente relación

dp p2 [p dr ]-- = - -- + r{sen(S-n)cos(w+f)cosI - c o s (S- n ) s e n (w+f ) }
dS r 2cos 2I ~ df

(2.8)

que nos demuestra la continuidad y el carácter periodico de la

función p.

Analogamente, si derivamos las ecuaciones (1.1) con respec

to a S, y tenemos en cuenta la relación (2 .6), resulta

Por otra parte, de las ecuaciones (1.1) se deduce fac ilme n

te la igualdad

de donde se deduce que, excluidas las colisiones (r = O) Y las

inclinaciones r 90°, la derivada dp /d 8 es también una f u n

ción continua de periodo 2IT.

En consecuencia, la función 2p(d p/dS) admite un desarro

llo en serie de Fourier

uniformemente convergente, con coeficientes u n ' Bn , acotados y

con Uo = O , puesto que

Integrando (2.9) con respecto a 8 , obtendremos un desarro

llo uniformemente convergente del tipo

con coeficientes a n = un /n , b n = - Bn/n.

Finalmente. si aolicamos a este desarrollo la ley de l as

áreas ( 2.5 ) e intecrramos . en el interval o (0 .8l . a CUyos valo-



(2.11)

(2 . 16 )

(2 . 12)

(2 .14 )

• p = 2 .4 ,6 , . ..

a
¿
C '

A.
n

i = 1 ,3 .5 • .. .

Ai Bi
- [ --:- c os i 6 + [ --:- s en i 6

). ).

Ahora bien . haciendo
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n = 1 .2.3 ,4 • . ..

A B
F ( 6 ) = Aa6 - [ --!2. cos p 6 + [ --!2. se n 0 8

p p p .

r e s s uponemos que corre sponden los instan tes (t o .t), t end r emo s

a n b n
aa 6 + [ - (1 - cos n ü ) + [ - s e n n6

n n

e l desarrollo an te rior se puede escribir e n l a fo r ma

A B
t K + Aa 6 - [~cos n e + ¿~ sen n 6 ( 2 . 13 )

o n n

siendo

~
An a n un Bn b n -

f:l n
Aa

c ' n C' n C 'n 2 n C ' n C 'n 2

P = 2 nAa (2 . 15)

Po r c ons i guiente, si H es u n a c ota s uperi or d e Iunl/c ' y

I Snl/C' • l a s ser ies [ (An/ n ) • [ (Bn/ n ) • son ma y orada s por l a

s e r ie [ (H/ n 2 ) • que es u na serie armónica de segundo grado y

por tan to su convergencia . así c omo l a de cualqu ie r s e r i e par

cial . es tá asequrada .

Finalmente , si tenemos oresente el ca rácte r periódico del

desarrollo (2 .13) . será

Asimismo. c on obj eto de e vitar innecesaria s repeticiones .

utili z a r e mo s l a siguiente nota c i ón de índices

y r es t a nd o (2.14 ) y (2 .13) . tendremos

c on l o c u a l e l desarroll o (2. 1 3 ) s e puede esc r i b i r as í

y d e · func i one s



U.U)

(2.20)

F i (e+IT) - F i (e)
(2.1 8)

Fp (e+IT) AoJI + Fp(e)

y por tanto

t (e+JI) - t ( e) 2F i ( e)
p

2F i ( e)AoJI - = -
2 (2 .19 )

p
t ( e+ JI ) + t (e) = 2Ka + AoJI + 2F p ( e) = 2Ka +

2
+ 2F p( e)
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Periodo

Ya hemos visto q ue la i g ua l da d ( 2 .15), e s to es

Según esto , dadas dos épocas t( e) y t( 6+IT), se compr ueba n

facilme nte las igualdades

Ahora bien, cada a n oma l í a verdadera f k de la órbita r e l a t i

va d e t e rm i na una época t(fk) que coincide con otra t(e k) de la

órbita aparente, de tal manera que la época t(fk+ IT) también coin

cide con t(ek+JI), debido a la forma en que los radios vectores

de la órbita re lativa son proyectados en la aparente . Se tiene n,

p ues , las igualdades

En t o nc e s, designando por M(f k ) v M(fk+JI) las anomalías me

dias de l a órbi ta relativa que corresponden a d i c h a s épocas , se

verificarán las igualdades

3. DETERMINACION DE ELEMENTOS ORBITALES.

de acuerdo con las fórmulas (2.19 ) .

Aunque el método h a sido diseñado de manera especial para

la corre c c i6n de 6 r b i t as . conviene que veamos l a s ecuac ione s

que se pueden emplear para la determinación de los elementos

orbitales, a partir de los c o e f i c i e n tes Ka, AO' An, Bn , de la

serie de Four ier (2.13).



(3. 1 i

( 3 .3 )

2Il - 2 ~ + 2e sen ~

2Il - ~ + e se n ~

P = 2IlAO

M(f l +Il)

tag (f/ 2 ) = (/1+e/h- e ) tag (Ej2)

M(f 1 ) = ~ - e sen <!>

M(f¡+Il ) + M(f¡) = 2Il

F i ( e 1)
P 1

+ -( $ e sen '1»
4 \.l (3 .4)

Fp (e 1 )
p
- - Ko + T
4

permite determinar el periodo a pa r t i r del coe f i c i e n te A ~ .

O
(3 . 2 )

Excentricidad.
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Epoca de paso por el perias tro .

Si e o y e o+Il son los ángu los de po s ición c or r espondie n t es

a las épocas de paso po r el periast ro y a p oastro , se c o mp r u e b a

que M( e o) O y M( e o+Il) = Il , po r c o nsiguiente las f ó r mula s

(2.21) nos demuestran las relaciones

que pueden servir para l a determinación de la época T de paso

por el periastro , ca lculando el ángulo e o por medio de la pri 

mera igualdad y la época T p o r la segunda .

Designando por el el á ngulo de posición correspond i ente a

la anomalía verdadera f l = Il/ 2 , Y poniendo e = cos ~ , desde

la f6rmula

que y a figura en (1.2 ) , se o btienen las anomalías medias

de dónde

y por aplicación de las f6rmulas ( 2. 21) resultan las igualdades



B sen fl cos w + cos n sen w c os 1

A cos $1 cos w - sen n sen w cos I

Cálcu lo de l o s e lementos ~ , w , l .

(3.6)

(3 .7)

(3.5)

(3 .8)

sen n cos w cos l

I (A/F ) - ( G/F) }co s (n +w)/ { (A/F) + (G /F) }c o s (n -w )

{ ( B/F ) + l} sen (fl +w) /{ (B / F) - llsen (n - w)

{ ( B/F ) - L } / { (A/ r) + (G /F) }

{(B/F) + l} /{ (A/F) - (G/F)}

r (B cos f + G s e n f )

r (A cos f + F s en f )

B cos f + G s en f
A cos f + F sen f

- c os n sen wF

p sen 8

p cos 8

G - sen n s e n w + cos n cos w cos l

tag 8

tag( n+w)

tag(n-w)

tag 2(l / 2)
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Las constantes de lnnes, para a = 1 , v i e ne n dadas po r

las igualdades

que p ueden ser empleadas para obtener la e xcentricida d , c al cu

lando el ángulo 8 1 por la s egunda y l a e xcentricidad po r a pro

x imaci6n de la primera.

y pueden ser aplicadas a l a s ecuaciones (1 .1) para obtener fa 

cilmente las siguientes

de d onde

Siguiendo las lineas de nuestro artículo (R . Cid , 1960),

esta relaci6n, para tres p a r e s de valores (f o, 8
0

) ' ( f ¡ , 8 1 ) Y

(f2 , 82 ) , conduce a un sistema que sirve para obtener los co

cientes A/F, B/F , G/r (o cualesquiera otros), por medio de

l os cuales se pueden determinar. los elementos n, w, l, a tra

vé s de las c onocidas i gualdade s

De hecho, según cálculos a n te r io re s podemos disponer de

l os p a re s (0, 8
0

) , (n / 2 , O l)' a l o s q ue po demo s a ña d i r un tercero



4. CORREClON DE ORBlTAS .

(3 .9 )

( 3 .10 )

tag el (3.11)
G

F

t a g e2
B + G

A + F

B
F

~ = t a g e
F 1

t ag 8 2 - t ag e ,
tag eo- t a g e2

t a g (n +w) { k t ag e 0- l ) / {k + tag el

t a g (ll-w) {k tag e 0+ l }/ {k - tag 6 1 ! (3 .12 )

t a g 2 ( l / 2)
{k - tag e l leo s (ll+ w) ( k tag 8 0+ Use n W +w)

{k + tag 8 1 l e o s W -w ) {k tag 8 0- U sen W -w)

1 (e / 2(1-e
2)

1 [ 4 ]JI- - , + - a r cos 3 - ----2
U 2- e ' 2 2-e

1 l/e2 li~ 1 [ e2 )'1F
p

( e 2 ) = - K + T + - 2 + - a rco s - ----2
o U _ 2-e 2 2-e ,

B- = tag eA o

~ = k
F

del que s e ded uce n l as i gual d a d e s

y por consiguien te

Ap licando d i c h o s pa re s d e v a lore s a l a ecuación (3 . 7 ), ob

t enemo s el si s tema

(TI /4, e
2

) , cuy o cá lcu lo imp lica l a r eso lución d e a l g u n a de l as

e cuaciones

(*) a o de s ig na el s e mi e j e mayo r de l a órbi t a c a lcu lada p rev i ame nte y no de 
be ser con f und ido con e l coe f ic i e nte a o d e l d e s a r ro l l o 12 . 10 ) .
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Esta última ecuac ión sirve h abitualmente para di scriminar

el v e r d a d e r o cuadrante de l os argumento s (ll+ w) y ( ll - w) , puesto

q u e su segundo miemb ro de be ser siempre positivo . .

Como ya quedó i nd i c a d o en l a intro ducción , nu e s t r o mé todo,

basado en desarro llos en se rie de Fourier, tiene s u p r incipa l

ven ta ja en e l hecho de que no r e su l t a ne c e s a r i o calcul a r l os

c o e fi c i en t e s a o ' a
n

, b n , Ko ' Ao ' An , Bn , de l o s des a r ro l los da 

dos p or (2 .1 0 ) y (2 . 13 ) , q ue han serv ido de f un d a me n to a toda

l a formulac ión ante r io r .

En efecto , dado un con j unto d e m o b s e r v a c i o ne s ( p , 8 ,t ) de

un par visual, consideremos una ó r b i t a de e lementos (a o ' e o' To'
Po ' íl o ' wo ' l o) (*) ca lculada previamente por cualquier método
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( 4.1)

- c o s n e c' s en n ec' y de t érminos independientes

, y resolver lo con respec to a l os menc i onados

ñK o

o bien

y s e an ( Pc' e c ' t ) l a s d i s t a nc i a s y á ng u los de po s ic i ó n co rres

pond ien te s a u na época cua lquiera t , ob te nidos por un cá l culo

de efe mér ide s (fórmula s 1 . 1 y 1 . 2 ) con l os e lementos (a o ' eo ,

De la misma f orma podemos c alcu l ar l a s constantes del mo-
l 2 ¡::-2v i mi en to C o = u s a , 1-e oc o s l o , Aa = Po/ 2[] r etc. , as I como

las constan tes A, B, F, G, po r las igualdade s (3 .5) y l o s án 

g u l o s e o ' el ' e 2 ' po r l as fórmulas (3.1 0) .

Una vez f i na li zados los cálculos anteriores dispondremos

de las m diferencias obs erv a ción-cálcu l o ( e o- e c) y de l as d i s 

tancias Pc '

Ahora b i en , dado que la s obser vaciones s e suponen exen t a s

de errores en las medidas de t iempo, y por tanto ñ t = O , po

demos diferenciar la fórmul a (2 . 13 ) , r e sul t a ndo

y e sta f órmula permite el cá l c u lo d e l os incremen t os ñKo' ñAo '

ñAn , ñBn , p o r e l mé t odo de mJ: nimos cua dra do s.

Basta, e n efe c to , cons iderar el sis tema line a l de coef i -

cientes 1, e c '

- p2 (e - e l/C '
e O e o

i nc r emen t o s en cualquiera d e las formas h a bi t u a l es .

Veamos a hora como pueden s er ca l t u lados los incremento s

Para e l lo , comenzaremos estab lec iendo algu na s f órmu las y

notaciones q ue simpli f ican nues t ra expos ic i ó n pos terior .

ñP, ñT , ñe , il ~ , ñw, ñ I , gue s uma d o s a l os e lementos previos

(P o ' T o ' eo ' ~o ' wo ' l o ) nos proporcio nan nuevos eleme ntos or

b i ta le s P = P o+ñP , T = To+ ñT , e = e o+ñe , ~ = ~ o + ñ ~ ,

w = wo+ 6w , 1 = I o+ñ I .



(4 .2 )

(4 .3 )

A -S BnF (Cn, s ) = AaS - ¿ -!:l.cosn + ¿-sen n S
n n

b.An b.Bn
F( b.C n, s) = Sb.Aa - ¿- - c o snS + ¿- - sennS

ti n
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3 0
. _ I nc rementando l a i gua l d a d (4.3) , res u l ta

pero

1 0 . - En 10 sucesivo y cuando conve ng a a nuestros p ropós itos ,

emplearemos también l as siguientes no taciones :

siendo Cn uno cualquiera de los coeficientes Aa ' An , Bn·

20
. _ Si Sa desi gna un ángulo de posición cons tante, al que

corresponde la época t a, y p o ne mo s S = Sa+b.S a ' t = t a+b.t a '

siendo (S,t) un ángulo de posición y una é poca próximas a las

anteriores (Sa Ita) r : tendremos

por tanto, si tenemos e n cue nta la l e y de las áre a s , r esulta

y sumando a - ambos miembros e l c oeficiente Ka Y elimina nd o e l tér

mino común t = Ka + F(Cn, S) , ob t ene mos

En p a r t i c u lar , para t a = T , Sa = So ' ob te ne mos e l ve rda

dero significado de la cons t a n te Ka , e s decir

En este c aso particu l ar, con fa = O Y tagS o = _B/ A , se

- g ú n las fórmulas (2 .7), (2.8) Y (3 . ~O ), s e o b t iene sin dificul 

tad



e ,

( 4 .6)

( 4.7 )

80 ' te n-

8 1 ' c o n cos s ,
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es equiv a lente a la sum a de las e c uacio 

ea 8 1 , Y a la suma de las ecuacio

y 8 a =8 z •

t a = ti Y

t = ta Z

arcos e - e /l- e z

Cor recc i6n de la é poc a de paso por el periastr o .

Corr e c c i 6 n de la excent ric idad .

4 °.- Por otra p a r te , de la e cuación de Kepl e r

Concretamente, se tiene

Co r recc i6n de pe r iodo

nes (3 . 4 ) para

nes (3.9) para

Incremen tando la f6 r mula (2 .15), s e ob tiene

deduc~mos las igualdades

de las cuales la última

Finalmente, i nc r e me n tando es t as últimas e cuaciones lle ga mo s

a las sigui entes

(p Zl\8 /C' ) =lIta=t,.T+ b.(~(E - e Se n E )] (4 .4 )a . ~ a a

t> Ko + F(b. C , 8a) = t,.T + b.[!(Ea - e s en Ea )] (4 .5)
n . ~

q ue utilizaremos a continuación para la determinación de los nue

vos e leme n tos orb itale s.

Apl icando la f ó r mula (4 .4 ) a l caso t a = T , 8a
d remos



(4 .8)

(4 .11)

Llk , bas -

B+G
tag6 2= (4.9)

A+F
u 2

~T + ~p (arcase - e /l-e 2) - ~/l -e 2 ~e
2IT rr

u¡

- 2 /l -e 2 ~e

e o + (IT/p /l-e~) {~Ko + F( ~Cn ,6 ¡) 

- ~T - ( ~ p/ 2 rr ) (arcose - eo/l-e~)}

sen2( n+w) [_ _l _(U ~k+k~u )
2 ku o - 1 o o

C>(E¡ - esen E¡)

Si hacemos

B
tag6 0 = A

En consecuencia

(
U -u J~k = ~ .::..z....-.::Ju -uo 2

- _l_ ( ~k+~U ¡ ) l
k+u ¡ · /

sen2 W-W)[ 1 1 l
~n - ~w = --- (u o ~k+k~u o ) - --( ~k-~u¡) (4 .1 2)

2 ku o+1 k -u¡ /

[
(u¡~k-k~U l) ( ~ n+ów ) (()) (~n-~w) (())]

sen l 2 2 - tag ,,+w + tag ,, -w
k - U¡ . 2 2

e = e o + ~e

~l

Corrección de los elementos n, w, l .

Analogamente, diferenciando logaritmicamente las f6rmul as

tendremos

p ue s to q ue

nos da

(3 .12), se obtienen las igualdades

y por tanto
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Para el cá lculo de los incrementos ' u '
" o' " u ¡ ' ~U 2'

ta aplicar l a fórmula (4 .4) teniendo en cuenta que



t a g. 6
2

= (B+ G) /(A+F )tag 6 1 = G/ F

h 6ua (A c os fa + F sen fa) 2 / (1 + e c os fa) 2

IT /4 , obtenemos

o , resulta

IT / 2 Ó r se ob-tiene

P o/2 IT

2IT/P o

c ) Para f a

b) Pa r a f a

a ) Para f a

t a g 6
0

= B/A

teniendo pre s ente que los signos de sen 6k y c o s 6k (k =O , 1 ,2)
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FORMULARI O DEL METODO DE CORRECCION .

lJo

F

Se ca l c u lan l o s á ngulos 6
0

, 6 1 , 6 2 , por l as f6 r mu las

G

c o inc iden con l o s numerad o r es y d enomi na dore s r e s p e c tiv o s, l o

A

C 'o

B

A

l . Datos: Se s u p o nen c onocidas ID ob servac iones del t i po ( po, 6o,t )

a s í c omo l os e l e me n t o s (a o,e o,T o'P o, n o, wo,Io) de una 6 r b ita

calculada previamente por cualquier método.

y fi nalme n te

2 . Se c alculan l as con s tan t e s

comple t ánd o s e a s í la c orrecci6n de los elementos o r bita les.



que pe r mi te dete rminar el ve r d a de r o cuadrante al que perte ne

cen dicho ángu los .

4 . Ca lcular l as di s tancias Pc y l o s áng u los de p osici6n 6 c ' p a ra ·

cada una de l a s m observaciones por medio d e siguiente f o r mu

la rio :

El. cálculo de l a anoma l ía e xcentrica E, de cada época observ a

da , s e obtie ne iterati vamente por l a secuencia de f6rmulas

6Ei = (M - Mi ) /(l - e ocOsE
i)

Ei+ 1 = Ei + 6Ei

a partir de un va l o r i n i c i a l

hasta q ue e l va lor d e 6 Ei sea inferior a un número dado E .

tag (f /Z) = {I (l+e o) / ( l - e o ) }t ag (E/ Z)

r = a o (l-e o) / ( l +eocosf)

p 2 = r 2 { (A2+B2l c os 2f + (F2+G2) sen2f + 2 (AF+BG) senf cosf }
e

tag 6c = (BCOS f + Gsen f ) / (Ac o s f + Fsen f)

6 = a rctag 6
c c

Los signos de (B c os f + G s e n f) y (A cosr + F sen f) determi 

na n el· v e r d a de r o cua d r a nte de 6
c

.

Aun cuando e n l a co r recc ión el mé todo no utiliza las distan

c ias observadas , e s conve nien te ca lcula r e l i nc r e we n t o

6a = ( po - pc l/ pc

para c a da época t, c on ob j e t o d e corre gir al final el s emie

je mayor de la ó r b i t a .

5. Ap l ica r e l método d e mí nimos c uadrado s a l a igualdad

6 Ko. + F ( 6Cn, 6c) = - p 2( 6o - 6 c ) /C~

ca lcula ndo l o s i nc r ementos 6Ko ' 6A
o

' 6A
n/

n , 6Bn/n , que sean
necesar i os .
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u 2 = (B+G) / (A+P )

2 3 /llo COS I o/ (l -:- e o ) 2h

u ¡ = G/P

A/ Pk

5 = l/ o + Wo D l/ o - Wo

y c a l c u l a r

1 [U o6k+k6U o 6k +6 u ¡ ]65 = 6 l/ + 6w sen 25o o 2 ku o-1 . k+u¡

6D 1 [U o6k+k6U 6k"'"6 u ¡ ]6l/ - 6 w = - sen z»o o 2 ku o+ l k-u¡

obteniendo finalme nte

Q¡ 6 Ko + P( 6Cn, 8¡ )

Q2 6Ko + P( óCn, 8 2 )

c alculando l os i n c r emen tos

e = e o + {Q¡ - 6T - 6A
o

( 4) - e sen 4» }/2Aose n 4>

siendo 4> = arcos e

Co r rec c ión de l os e lemen tos o r b i t a l e s .

6u o h 6T (1+e o) 2/ A2

6 U¡ h Q¡ /p 2

6u 2 h Q2 ( 2+e /2 ) 2/ 2 (A+P ) 2

11. Definir los ángulos

p . = P o + 2 11 6A
O

8 . La época de paso por e l pe r ias t ro se ca lcu la por l a igual d a d

7. El nuev o periodo se o bt i e ne p o r l a igua ldad

6 . Calcular l a s can t i dades

9. La excentricidad es calculada por la fó rmula

1 0 . Definir las can tidade s



n n o + ~( 6S + 6 0 )

w = Wo + ~( 6S - 6 0 )
2

I I [U¡ 6k - k 6 U¡
- ~Stags + ~Dtag DJo + sen lo 2 2

k - U¡

12. Pa r a e l c~lculo del s e mi e j e ma yor , s e p romed ian l a s c a n t i 

dades 6a , obtenidas a l final de l paso 4 , es de cir

óa = (l:6a) /m

siendo m el ' núme r o de obs e rvac ione s y se calcula e l nu e vo

semieje mayor por la fórmul a

a = a o + óa

Con los nuevos elementos obtenidos (a , e ,T ,P , n,w,I) se pue

de reiniciar el proces o una y o t ra ve z , hasta que l a suma de

los cuadrados de los e r rore s (e o- Se ) s e a i nfe rior a un número

dado, o hasta que di ch i s uma se estab i lice .

En un p r óx i mo tra baj o se efec tuar~ e l c~ lcu lo de a l g unas

órbitas de estrellas dobles por e l mé t od o expues to a quí .
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with th e term Vn as a homogeneous polynomial in x and y of degree n . Th e letters X and
y stand for the momenta conjugate to the coord inates x and y respectively. This class
of Ham iltonians appears very often in galactic dynamics and in ato mic physics (see, e.g.,
[1-7]). They have drawn much attent ion in the past twenty years because the dynamical
systems they represent show chaos appearing aboye a certain th resho ld of energy.

Past that critical value, will one find a new threshold of energy where the system will
return to a phase regime with out chaos? Sorne authors [8,9] have given evidence t hat this
is i ~deed th e case when the potential V consti tutes a well. For our part , we contend that

(1)

A perturbed el1iptic oscil1ator: Flow inversion
through butterfly bifurcations

V(x, y) = ~w2(X2 + y2) + L Vn(x, y)
n~3

the potential being of the form

[Depart amento de Matemáti ca Aplicada. E.T .S.!.!. , Universidad de Zaragoza, 50014 Zaragoza

89

A. Abad* , A. Deprit] , A. Elip e*t and M. L. Sein-Echaluce]

We analyze the system cons isting of two harmonic osc il1ato rs with equal fre
quencies; the pe rturbation imposed on the system is the gradient of a po lynomial
in the coordinates of deg ree not greater than 4. T he pe rt urbe d elliptic osc il1ator is
normalized in te rms of Lissajous variables . The reduced system be longs to a wide
class of Hamilt oni ans in one degre e of freedom . We ana lyze one of it s sub classes;
we show how the phase flow evolves wit h th e par amet ers . T he mai n fea tu re of th e
averaged system is a pr ocess by wh ich th e system passes through a cycle of th ree
butterfly bifurcations to reve rse the sense of its phase flow.

[National Insti tu te of Standards and Technology. Gaithersburg, MD 20899. U.S.A.

*Departamento de Física Teórica (Astronomía) . Universidad de Zaragoza, 50009 Zaragoza

1 Introduetion

This paper deals with dynami cal systems represent ed by Ham iltonians of the typ e

,Rev . Acad. Ciencias Zaragoza, 44 (1989)



t/J: (t',g,L,G) >----+ (x,y,X,Y).
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8 = J (L - G)/2wO" = J (L +G)/2w,

x O"cos(t' +g)-8cos(t' -g),

y O"sin(t' +g)+8sin(t' -g),

X w(8sin(t' - g) -O"sin(t' + g)),

y w(8cos(t' - g) + O"cos(t' +g))

'Ha,o wL = W
2(0"2+82

) ,

'H1,o ~w2a [(20"2 + 82)8sin(t' - g) + (282 + 0"2)O"sin(t' +g)

- 30"82sin(t' - 3g) - 30"28sin(t' + 3g)

- 0"82sin(3t' -:- g) - 0"28sin(3t' +g) .

+ 83 sin(3t' - 3g) + 0"3 sin(3t' + 3g)] ,

'H2,o w2(J2 r¡ [ ~ (0"4 + 84 +40"282) - 60"8(0"2 + 82)cos 2t'

+30"282cos 4t'+ 60"8(0"2 +82)cos 2g

+ 30"282cos4g - 282(30"2 + 82
) cos(2t' - 2g)

. - 20"2(0"2 + 382
) cos(2t' + 2g) - 20"83cos(2t' - 4g)

- 20"38cos(2t' +4g) + 20"83cos(4t' - 2g)

+ 20"38cos(4t'+2g) + !84 cos(4t' - 4g) + !0"4 cos(4t' + 4g)] .

'H1,0 w2a x2y ,

'H2,0 2r¡w2(J2 y4.

Averaging over the elliptic anomaly t' will normalize this Hamiltonian , i.e., it will change
it into a function 'H' that belongs to the kernel of the Lie derivative Lo : F -t (F, 'Ha), the

depending solely on the moments L and G. Under the Lissajous transformation , the
Hamiltonian 'H changes into the function t/J. 'H whose terrns are

where 0", 8 are the quantities

The Lissajous coordinates (t',g, L, G) play for elliptic oscillators the same role as the De
launay coordinates for Keplerian systems . In explicit form, the Lissajo us transformation
is defined by the equations

The quantities a, (J are finite parameters, and r¡ is a sign switch equal either to + 1 or "":'1.
This is a particular case of systems of the type (1)

We study the system in the neighborhood of the stable equilibrium at the origino At
this point, the unperturbed term 'Ho,o presents a 1-1 resonance, and it will be advanta
geous to app ly to the Lissajous transformation [12]



(2)

We begin this pap er with th e Hamiltonian function:

'H. = ?-lo.o+ 1í1,o + ~1í2 ,O

9 1

where

2 . The Lissajous transformation a nd N orm aliz ation.

the possibility of chaos exist s even at low energies wheth er or not t he potential makes
a we1l. Our arg ument is based on the existe nce of unstable equilibria and of homoc1inic
solutions asymptotic to them. Very often, the slightest perturbation imposed on the
system will develop such a system of unstable equilibria and homoc1inic orbits into areas
of stochastic ity.

T he usu al numerical techniques prove unwiledy in t rac ing Poincaré's cross sections
at very low leve1s of energy beca use numerical integration deteriorates rapidly by loss of
significance in the neighb orhood of an unstable equilibrium. To overcome these difficul
t ies, we proceed by analytical means. The Hamiltonian in (1) is basically a perturbed
elliptic oscillator. It consists of two harmonic oscillators with equal frequenc ies, w . As
we are int erested main ly in th e long te rm behavior of the perturbed system, we average
the Hamiltonian over th e basic per iod of the ellipt ic oscillato r. Th e fact that the sys
tem presents a 1-1 resonance does not cause difficult ies if we carry the normalizat ion in
the Lissajou s variables (Sect ion 2). After normali zation , the phase space becomes what
mathematicians call a fiber bun dle, more precisely in our case, a row of two-dimensional
spheres.

Th e particular example we are treating admits two independent parameters. In fact
its average falls into to a more genera l type of Hamiltonian systems with one degree of
freedom involving three independent parameters, say P, Q, and R. Th erefore, instead of
ana lyzing the particular case in detail, we stu dy the general case to which it be1ongs. To
this end, we dete rmine the affine c1ass of the Hamiltonian according to the values of its
parameters. On t he basis of that c1assification, we locate the equil ibria and determine
their stability (Section 3) .

One region in the parameter space, namely the plane R = O, proves especially interest
ing. As we show in Sect ion 4, there occur six sit uations where the phase flow corresponds
to a rotation about a fixed axis at a variab le ra teo The angu lar speed vanishes not only
at the endpoints of the axis of rotation but also along the great circ1e perpendicular te:
the axis of rotation, which means that the system presents there a degene racy. As a
matter of fact , when changes in the parameters P and Q get the system to pass through
these spec ial values, bifurcat ions of a special nature occur; we ident ity t hese as butt erfl y

bifurca t ions [10, p. 359]. A similar tra nsition was recognized recently in the polar case of
the van der Waa ls interaction [11] . .

A detailed analysis of the parameter spave outs ide the plane R = Owill be published
elsewhere.



(4)

(3)

6 = ~G.~l = ~JL2 -G2cos2g,

3 Critical p oints

Th e angle ebeing ignorable, it s conjugate moment um L is an integral. Each man ifold
L = const~nt is two-dimensional. More precisely- and th is is a most decisive element in
ana lyzingperturbed elliptic oscillators of th e typ e (1)- aft er normal ization, th e original
problem is redu ced to a system with one degree of freedom, since L is an int egral of the
motion , and the redu ced phase space actually has the topology of a sphere. This fact is
easily seen when adop ting the spherical coord inat es: .

T he points 6 > O (northern hemisphere) correspond to ellipses tr avelled in the direet
sense while those for which ~3 is < O(sout hern hemisphere) represent ellipses t ravelled in

Lo = w8j8e.

'H~ ,o = wL',

. 'H~,2 = ~ [~ QG,2 + R L' JL'2 - G,2cos 2g' + ~ P (L,2 - G,2) cos 49'] .

From here on, for the sake of simplifying the notati ons, we omit the primes from the new
variables. T he quantities P, Q and R are th e funetions of the parameters a, f3 and 1/ as
listed below:
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The Lissajous transformation and the normal ization have been executed automatically
with the aid of an algebraic manipulator [14,15] on an IBMjRT .

Equations (4) map the parameter plane (a2, f32) into the plane 19P - 5Q - 24R = O
in the three dimensional space (P,Q,R). From here on, however, we shall consider the
new Hamiltonian for the paramete rs P , Q and R running over the entire space without
constraining them to that planeo

beginning with terms

(e',g', L', G') -+ (e,g, L,G).

The transformation is obtained by the classical algorithrn of [13]. The result is the series

There results that normalization of a Hamil tonian that is periodic in eamounts to aver
aging over eor, to speak the language of the astronomers, to eliminating e. T he normal
ization is implemented via a Lie transformation

ter m (F, 'Ho) designating the Poisson bracket of the functions F and 'Ho. Indeed , in the
Lissajous variables, since 'Ho = wL, the Lie derivati ve is the simp le different ial operator
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(5)

(6)

P=O ,R=O two par allel planes

P=O,R'¡O parabolic cylinder

Q =O hyperbol ic cylinder

H'¡ O sig (P) =sig (Q) =sig (H) hyperboloid with one sh eet

sig (P ) =sig (Q) .¡ sig (H) hyp erboloid with two sheets

sig (P ) .¡ sig (Q) =sig (H) hyperboloid with one sh eet

sig (Q) .¡ sig (P) =sig (H ) hyperboloid with two sheets

P=O ,R=O plane 6 =O

P=O,R'¡O parabolic cylinder

H=O Q =O two planes 6 =±6

P'¡O,Q'¡O cone

ISince the time Fig. 3 has been completed (July 1988, see [16]), faster , simpler and more effective
techniques have been developed for depicting the phase flow induced by a Ha:miltonian with one degree
of freedom [17] .

Table 1: Affine c1asses oí th e quadri c 'Ho ,2

Geometrical1yspeaking , th ey are mad e oí th e intersections oí the quadri c in (5) with S(L ).
We take advantage oí thi s prop erty when we draw the averag ed orbits on the orbital
spher es in Fig . 3, th ereby avoiding repeat ed numerical integrations oí th e equat ions oí
motion .! Yet we rnust recognize that the nature oí the quadri c in (5) varies with th e
parameters P , Q, R and the value H oí 'Ho ,2. A complete c1assificati on appears in Table
1. Consid ering th e cornplexity oí thi s c1assification, we found it necessary to accumulat e
as much inforrnation as possibl e about the nature oí the ph ase flow pr ior to drawing the
phase orbits.

The tra jectories are th e level contours oí 1-l0,2 on the sphere

the retrograde sense. Any point oí th e equat orial circ1e6 = Ocorresponds to a segment
along a straight line passing through the origin which is its midpoint . Th e north pole is a
circ1e tr avel1ed in th e direct sense, whereas the south pole is the same circ1ebut tr avel1ed
in the retrograde sense .

After this change oí variables, th e second order Hamiltonian becomes



(9)

(8)

(7)

(12)

(10)

(11)
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- (P + Q) e26,

- (P - Q)ele3,
2P ele2 '

P -> -P, Q -> - Q

(el> 1ío,2) = - (P + Q)e26,

(e2,1ío.2) = - (P - Q)e16 - R L e~,

(6,1ío,2) = 2P66 + RLe2.

and

does not change the integral 1ío,2 whereas the transformations

4 Butterfly bifurcations.

change its sign only. We shall see later in the Append ix how these symmetry rules cut
the number of cases to be considered while building the genera l solution to the equations
of motion.

In the present case, the equations of motion reduce to

Besides, the transformation

The problem is considerably simplified when R = o owing to the fact that it is then
invariant with respect to the central symmetry

Using (5) and (6) to express e2 and 6 in terms of el, we reduce the system (7) on the
manifold 1ío,2= H to the quadrature

~l = ±2J[~Q P- H + tu. e,+ !(P - Q)er] [ ~ p P +H - RLel - p eno

It follows that the independent variable t is an ellipt ic integral of the first kind in el,
hence by inversion, that el is an el1iptic function of t.

the equations of the motion are:

Before entering into details, we should observe that, whatever the parameters P, Q and
S, the averaged equations may be solved in terms of elliptic functions . Indeed, on account
of the Poisson brackets



'-1---1>- P

Q

Figure 1: Partitions in the plan e of parameters
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To begin with, we look at its equilibria. These are in fact the local extrema of 'Ha,2 on
the sphere 8(L) . Their locations and characteristics are given in Table 2. Note that, on
account of the central syrnmetry, the equilibria appear in pa irs of points diametrical1y
opposite. The discussion of their existence and stability is simplified when we consider
the pair of parameters P and Q as the Cartes ian coordinates of a poin t. From Tabl e 2,
we infer that the plane (P, Q) is divided in six segments; special attention must be paid
to the boundaries separating these segments. Figure 1 shows how we label the segments
and their boundaries. "
TableZ indicates that the equilibria are changing their character through the different

regions in theparameter plane (P, Q). On the other hand, we have plotted in Figure 2 the
values taken by the energy term 'Ha,2 at the equilibr ia when the parameter point (P, Q)
travels along a circle centered at the origino A quick glance at this plot reveals that al1 the
boundaries, named (O), (2), (4), (6), and (10), are lines of bifurcations. Two things are
happening on these lines , first an exchange of equilibria where the integral 'Ha,2 takes its
absolute maximum or minimum, and correspondingly an exchange of stability. Take for
instance what happens on the boundary (6). In region (5); 'H(O, 2) reaches its maximum
at the equilibria Ea and Es, and its minimum at E2 and E4 ; past the boundary, in region
(7), the same integral is sti l1 maximum at Ea and Es but now becomes minimum at El
and E3 • Furthermore, whereas "E2 , E4 are stable and E¡, E3 unstable in region (5), these
points reverse their stability in region (6).

We obtain the general solution outside the equilibria simply by integrating the differential
equations of motion. This can be done explicitly in terms of el1iptic functions. The actual
calculations, however, are too ted ious tó be reproduced in the body of the paper, and
we have reported t hem to the Appendix. Suffice to note that, in regions (1), (3), (5),



Point Where Characteristic equation Type 1iO.2

(±L/2,O, O)
Maximum in 1, 2, 3

Always >.2 + 2 P (P - Q) = O Minimum in 7, 8, 9 kp L2
(El , E3 ) Saddle In 5, 11

(O ,±L/2 , O)
Maximum in 9, 10, 11

Always >.2 + 2 P (P + Q) = O Minimum In 3,4,5 - k p L2
(E2, E4 )

Sadd le in 1,7

(O , O, ±L/2)
Maximum In 5, 6, 7

Always >.2 + 2 (Q2 _ p 2) = O Minimum in 11, O, 1 kQL2
(Ea, Es)

Saddle In 3, 9

Meridian
2,8 degeneracy

6 = 0

Meridian
4,10 degeneracy

6 =0

Equator
6,0 degeneracy

6 = 0

Table 2: Classification oí the equilibria points.
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P = <P cos ljl

Q= <P sin ljl

En er gy l el>

0-+-+------cf--+---ifc--+--....\r------1[:-;---

1

E o ¡ E
OI

I
I
I

I I ! ljl
I I I I

3~4
I

-nJ~ -~4 ~4 ~2 Stti4 312
I !i i : i i

¡ (1) ¡
I I I i (11)¡(3) i (5 ) ¡ (7)i (9 )

(O) (2) (4) (6) (8) (lO )

Figure 2: T he integral 1-4J.2at the equilibria as the point (P, Q) t ravels a circle centered
at the or igin of coordinates, starting on the boundary line (O). Thick lines indicate that
the equilibria are stable; thin lines say that they are unstable.

The flow inversion results from bifurcations of but terfly type . We see that most easily by
following the evolution along the sequence of plots in Fig. 3.
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The evoluti on of the phase flow through regions (O) to (6) along a circle p 2+ Q2 of
given radius is shown in Fig 3. In the drawing at the top left, corresponding to region
(O), the phase flow consists of pure rota tions around th e 6-axisj the flow in the northern
hemisphere is retrograde whereas, in the southern hemisphere, it is direct o As exp ected,
all points on the equator are stationary. The drawing at the top right corresponds to the
region (6); it is similar to that of region (O), save for the fact that the flow has changed
orientation; it is of direct sense in the northern hemisphere. What the whole picture in
Fig. 3 explains is how the system reverses the sense of the flow as the point (P, Q) in the
parameter space moves form the negative side of the Q-axis to the positive side.

(7), (9) and (11) , the phase flow is topologically ident ical to that of a tr i-axia l rigid body
in torque-free rotation about a fixed point (for more details see [18]) or for that matter ,
to the polar case of the quadratic Zeeman effect [19]. In regions (O) , (2), (4) and their
symmetric (6), (8) , and (10), the phase flow is that of a rotation at a constant velocity
about a coordinate axis .



F igure 3: Evolu tion of t he phase fiow th rou gh t he but terfly bifurca t ions .
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Entering region (1) coming from region (O), we recognize in th e second drawing down
on the left of Fig. 3, that all equilibria in the equator disappear save for th ese at the
extremities of the 6 -axis which become unstable, and thos e at the extremities of the
6 -axis which become stable. The butterfly has opened its wings which it had folded
along the equator when P was (O) and Q < O, (region O) .

As the parameter point (P, Q) approaches region (2), the butterfly tends to fold its
wings in the meridi an plane 6 = O. The folding is complete in region (2) , as we can
see in the third drawing down at th e left. At that stage, all points in th at meridian
are equilibria; thus a degeneracy occurs , and the phas e fiow corresponds to a differential
rotation about th e ~l -axis.

No sooner has th e butterfiy folded its wings than it reopens them, but thi s tim e using
the ~3-axis as the unfolding hinge. Th e drawing at th e bottom of Fig 3 shows what
the flow is when the parameter point (P, Q) traverses region (3). AH equilibria in the
meridian 6 = Odisappear except those at the extremities of the 6-axis (unstable) and at
the extremities of the 6 -axis (stable).

Th is process of unfolding-folding-unfolding repeats itseif at th e transition boundary
that is region (4) (third drawing to th e right in Fig 3).

It is now quite clear how the syst em reverts its sense of rotations by passing through
thr ee butterfiy bifurcations.

5 Conclusions

We have answered the question which prompted our research . At low energies, in th e
neighborhood of th e central equilibrium, we found that unstable equilibria appear in
sorne domains of the parameters, and we established the existence of homoclinic soluti ons
connecting these unstable equilibr ia, This network of unstable equilibria and homoclinic
solutions is like1y to be the seat of incipient chaos when perturbations are add ed to the
truncated normalized problem, in particular when we return to th e original system by
re-introducing the difference between the initial Hamiltonian and th e truncated approxi
mation.

More importantly, th e method we have used to uncover th e phase st ructure of the
normalized system points to a general approach to this class of problems. The Lissajous
tr ansformation played an essenti al role in that it yie1ded "pseudo-coordinates" in which
to express the averaged Hamiltonian, much like the components of the angu lar velocity
for a solid body free to rotate about a fixed point. The behavior of the ellipti c oscil1ator
at low energies, we have seen , is commanded by a Hamiltonian that is a quadrat ic forrn
in the pseudo-coordinates ~I, ~2 and 6 over the spher e el +a+ ~5 = L2/4 . We propose
that such quadratic Hamiltonians be studied for themselves, and th at the phase fiow th ey
determin e be examined for its dependence on the coefficients in the quadratic form taken
as parameters, irrespective of the par ticular dynamical system whose normalization might
be reduced to that quadratic formo This note gives reasons to believe that th e general
analysis of Hamiltonian systems represent ed by a quadratic form in pseudo-coordinat es
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promises to be quit e useful in studying wide classes of perturbed integrable systems.

Acknowleclgements
Support for this research carne in part from the CoI.C oYoT. (Proyecto # PB87-0637) ,

from the IberCaja (Proyecto 1989), to the second author (Ao Do) from the Computational
and Applied Mathematics Program of the DoAo R oPoAo (Washington). T he third author
(A oE o) gratefuIly acknowledges having been awa rded a fellowship by the European Space
Agency to spend the schoolyear 1988-1989 at the U. So National Inst itute of Standards
and Technology,
Authors are listed in alphabetical order.

References

[1] Hénon, M. and Heiles, C.: 1963, As tron . Jo, 69 , 73.

[2] Contopoulos, G: 1958, Stockholms Observatoriums A nn aler, 20 , 1- 24.

[3] Contopoulos, G. and Woltjer , L.: 1964, Astroph . J . 140,1106-1119.

[4] Barbanis, B.: 1966, Astron. J ., 71, 415-42 4.

[5] Ollongren , A.: 1962, Bull. Astronom. lnstitu tes oEThe Net herlands . 16, 241-295.

[6] Ollongren, A.: 1967, Astronom. J ., 72 , 474-479.

[7] Bount is, T , Segur, H. and Vivaldi, F .: 1984, Phys. RevoA, 25 , 1257-1264.

[8] Baranger, M. and Davies, K.T.R.: 1987, A nn . Phys o, 177, 330-358.

[9] 8 enelmostafá, M.M.: 1985, T bése de doctorat de troisiéme cycle . Univ. of Pau .

[10] David, D., Holm, D. D. and Tratnik , M.V.: 1989, Physics Letters A 137, 355-364.

[11] Deprit , 1\.0' Elipe, A. and Ferrer, S.: 1989, Revista A cad. Ci. Zaragoza, to appear.

[12] Deprit , A.: 1988, manuscript intended for publication in Celestia l Mechanics.

[13] Deprit , A.: 1969, Celest . Mech. 1 12- 31.

[14] Dasenbrock, RoR.: 1982, Naval Research t.a: Report 8611.

[15] Abad, A. and Sein-Echaluce, M. L.: 1989, Revista Acad. Ci. Zaragoza 43 ,117-1 27.

[16] Abad, A. Elipe, A. and Sein-Echaluce, M. L.: 1989, Celest ; Mech., 45 , 99- 102.

[17] Coffey, S., Deprit , A., Deprit, E., Healy, L. and Miller , B. R.: 1989. Proceedings oEthe Sym 
posium on Computer A ssist ed ProoEs in A na/ysis, Insti tute of Mathematical Appl ications,
University of Minnesota, Minneapolis, accepted for publicat ion. .

[18] Deprit , A. and Elipe, A.: 1989, in preparation .

[19] Deprit , A. and Ferrer, S.: 1988, sub mitted to lnt . J . oENon- Linear Mechanics.

[20] J acobi, C. G. J. : 1881, GesammeIte Werke, 1, 125-1 27.

100



10 1

Table 3: Solutions in the degenerate cases.

2
(¡ = ¡;e¡, (i =1,2,3).

8H
J=V'

Region O, P = O, Q < O

6 = -J~L2 _,2cos At 2 2H, = -
6> O 6 = -J~ L2 _,2sin >.t Q

>' = Q6
6 =,

Region 2, P +Q = O, Q < O

6 = , H L
6 = J ~L2- ,2 cos>.t

,2 = _ +_
~l > O P 4

6 = J~ L2 _,2sin >.t
>. =2P6

In that region, according to Table 2 and Figure 2,

Q < O< P < -Q.

As for the general solution outside the bifurcation lines, let us observe that the solu
tions in region (5) are images of those in (1) by the symmetry (10), and that those in
regions (7), (9) and (11) are images of the solutions in (5), (3) and (1) respect ively by the
symmetry (9). Thus we need only to produce the general solutions in regions (1) and (3).

In order to simp lify the notations, we have set:

1 Region 1. 1
In the pa rameter lane (P, Q), the region is defined by the conditions

Appendix
In the degenerate cases, the general solution of the equation of motion is expressed

in terms of circu lar functions . The results in regions (O) and (2) are given in Table 3.
Corresponding results in regions (4) and (6) are derived from those in regions (2) and (O)
respeetively by applying the symmetry rule (10)¡ those in regions (8) and (10) are obtained
from thei r equivalent in regions (2) and (4) respectively by applying the syrnmetry rule
(9).



dX

x = am(n(t - to), k)

ndt =

2 P+J
a =--

Q+P'

Hence, by inversion ,

so that

where

1'12 Q+ P (b2 2) 2( ( ))~ ----;¡¡:;- - a cn n t - to , k ,

1'22 Q - P (b2 2) 2( ( ) k)~ ----;¡¡:;- - a sn n t - to , ,

(5 b2 dn 2(n(t - to),k).

The motions 'may thus be viewed as rotations about the axis (3'

Q ~J ~P.

102

e Q < J < - P < O< P ,

e Q < J = - P < O,

e Q < - P < J < P .

and we obt ain:

with

To perform the quadrature, we make the change

Its reduction to a Legendre elliptic integral of th e first kind dep ends on how J is situated
with respect to - P .
e J + P < O.
In this interval,

In al! three cases, th e el!iptic quadrature may be written in th e form

which relations imply th at

As can be seen read ily from Figure 2, three cases have to be considered depending on how
'HO•2 compares with its value -PL 2/8 at the equilibrium E2 :



• J + P = O.
Here the motion is degenerate. Indeed, the elliptic quadrature in 6 becomes

so that the differential equations are integrable explicitly in terms of hyperbolic functions.
The results are

• J + P > O.
The modulus k int roduced aboye is here > 1. Th erefore we app ly Jacobi's inverse mod ulus
trans formation [20] to th e solut ion derived aboye. In this manner, we find that the general
solution is

(¡ Q2~PW -a2) dn2(kn(t - to), 1 /k),

(i Q2~P W -a2) : 2 sn2(k n(t- to), 1/ k),

(5 b2cn2(kn(t -to),1/ k).

It represents a rotation around the axis (l'

IRegion 3· 1
On the one hand , the region In the parameter plane (P, Q) is defined by the relations

P > IQI> O.

on the other hand, the value of the integral Ho,2 is such that

which means th at
- P < J < P.

There will three dist inct types of solut ions according to where Ho,2 is located with respect
to Ho,2(E3). At any rate, it is more convenient to proceed from the ellipt ic integral

(1= - (P +Q)(2(3 = -J(P - Q) (í - (J - Q) J (J + P) - 2P (í

103



(1 = bcosX

X = am(n(t - to), k)

dX
ndt = ,VI - Psin2 X

(; b2 cn2(n(t - to), k),

(~ ~ ~ ~ (a2+ b2) dn2(n(t - to), k) ,

(i Q2:pb2sn2(n(t -to),k) ,

n = J 2P (P - Q) Jb2+ a2,

.¿ -(1~J(P + Q)- 2P(f

- (1J p2 - Q2J b2 - (f .

'rhis quadrature may be easily integrated, and the re results that

b2 1
cosh2[n(t - to)]'

P - Q b2 1
P + Q cosh2[n(t - to)]'

tanh2[n(t - to)],

104

where n = - bJp2 - Q2 .

• J + Q > O.

and the trajectories are rotations around the axis (2'

• J = Q == a = O.

so that

By inversion,

where

and we obtain that:

2_Q - J b2=J+P
a - P _ Q' 2P ,

To perform this quadrature, we make the change

with

• J - Q < O.
In this case,



Inverting the modulus k in the general solution aboye, we find that

which shows that the motions consist of rotations around the axis (l .
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UNA SOLUCION ASINTOTICA PARA EL INTERMEDIARIO
RADIAL DE DEPRIT CON ROZAMIENTO ATMOSFERICO EN

EL CASO ECUATORIAL
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An asymptotic solution to Deprit's radial intermediary in the

equatorial case with a specific drag model, is obtained. The drag model is

considered as a force proportional to the vector velocity and inversely

proportional to the square of the distance to the center of attraction. The

solution ís obtained in compact form by using the Krylov-Bogoliubov's

method. Sorne numerical simulations to the solution are done .

1. INTRODUCCION

En la literatura aparecen muy pocas soluciones de tipo analítico para el problema del

. satélite con frenaje atmosférico. Brouwer & Hori[2] desarrollan una solución en forma 

compacta, utilizando variables canónicas, para el problema del satélite incluyendo

términos de primer orden debidos al achatamiento de la Tierra e incluyendo correcciones

de primer orden para un modelo de frenaje atmosférico directamente proporcional al

cuadrado de la velocidad.

Danby[3] propone un modelo de frenaje alternativo en el que la viscosidad de la

atmósfera es directamente proporcional a la velocidad e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia al centro de masas del sistema. Este modelo da lugar a una

ecuación diferencial escalar de segundo orden no hornogenea. Para resolver el problema

utiliza una técnica de perturbaciones y obtiene una solución de la ecuación diferencial

hasta el primer orden, suponiendo que la constante de proporcionalidad delfrenaje es un

pequeño parámetro, despreciando los términos de orden superior.

Mittleman & Jezewski[6] encuentran una solución analítica para el clásico problema de

los dos cuerpos con frenaje atmosférico. Dichos autores plantean el problema general en

formulación de Cowell (partiendo de una ecuación diferencial vectorial no lineal de

segundo orden) y utilizan el modelo de frenaje propuesto por Danby[3]. En particular,

encuentran una solución analítica para el caso en que la función de fuerzas gravitacional
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2.1 INTEGRAL DEL MOMENTO ANGULAR

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

En el problema del satélite artificial con frenaje atmosférico que se mueve bajo la

acción de un campo de fuerzas centrales, las ecuaciones del movimiento (1) pueden

expresarse mediante la ecuación diferencial no lineal de segundo orden

(2)

108

r + D(r.r) r + F(r) r = 0,

sea la correspondiente al problema de los dos cuerpos, de manera que, cuando el

parámetro del frenaje tiende a cero, su solución tiende a la clásica solución de Kepler.

En este trabajo, de forma análoga a Mittleman & Jezewski[6], planteamos el problema

general , en formulación de Cowell, de las ecuaciones del movimiento de un satélite

artificial con frenaje atmosférico y restringimos nuestro estudio al caso en que éste se

mueve bajo la acción de un campo de fuerzas centrales. Obtenemos la integral del

momento angular para el caso del modelo de frenaje propuesto por Danby y planteamos

las ecuaciones del movimiento en el caso de un campo de fuerzas centrales. En particular,

obtenemos una solución asintótica del problema hasta el segundo orden, utilizando el

método de Krylov-Bogliubov, para el caso, en que la función de fuerzas gravitacional

deriva del potencial correspondiente al intermediario radial de Deprit[4] en el caso

ecuatorial, que contiene términos de primer orden. La ecuación del tiempo (ecuación

generalizada de Kepler) no puede integrarse en términos de funciones conocidas y, por lo

tanto, ha de resolverse mediante fórmulas de cuadratura numéricas (fórmulas de

cuadratura de Gauss, fórmulas de Romberg, etc.), En el apéndice final presentamos la

solución del problema de los dos cuerpos con el modelo de frenaje considerado.

Las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial terrestre'con frenaje atmosférico

(en formulación de Cowell) pueden expresarse por medio de la ecuación diferencial

vectorial no lineal de segundo orden

r + Dtr.r) r + grad V(r) = 0, (1)

donde r es el vector de posición del satélite respecto del centro de masas del cuerpo

atrayente (la Tierra), Dtr.r) es un coeficiente escalar correspondiente al modelo de frenaje

atmosférico, V(r) representa la energía potencial del sistema y r es la derivada de r con

respecto a la variable independiente t.

En este trabajo estudiamos el caso particular en que la energía potencial corresponde a

un campo de fuerzas centrales, es decir, grad V(r) =F(r) r, donde F(r) es una función,

escalar del módulo del vector de-posición (r = I r I ).



2.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

(
d . .)dt (r 2 8) + D (r .r) r 2 8 N = O

(7)

(3)

(5)
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·2 ..
r=r"8 +r'8 ,Í' = r'S,

d· .
dt (r 2 8) + D(r,t) r 2 8 = O

r 11 i:
N=-2 .

r 8

r 2 é + a 8 = ho ' (6)

donde ho es una constante de integración. El modelo obtenido para el coeficíente del

frenaje atmosférico, D(r,t) =a/r 2,coin·cide con el propuesto por Danby[3]. Llevando

éste a la ecuación (4), usando la ecuación (6) e integrando, obtenemos la siguiente integral

del momento angular

Análogamente a Jezewski & Mittleman[5], definimos el vector unitario

Utilizando el modelo de frenaje atmosférico obtenido en la subsección 2.1 e

introduciendo el ángulo polar 8 (argumento de latitud) como la variable independiente,

con H una constante vectorial. Hacemos notar que la integral (7) coincide con la

obtenida por Jezewski & Mittleman[5] para el problema de los dos cuerpos con frenaje

atmosférico y , además , si no apareciera el frenaje atmosférico (a =O);la ecuación (7) se

reduce a la clásica integral del momento angular.

de donde

Hacemos notar que si Dtr.r) = O, de la ecuación (5) se tiene la clásica integral del

momento angular kepleriano r 2 o= cte. Pero la ecuación (5) también admite otra

cuadratura si D(r,t) = a/r2, con a una constante, ésta cuadratura será:

donde r 2 é = I r 11 r I es la magnitud del momento angular y el ángulo 8 representa el

argumento de latitud (8 está relacionado con la anomalía verdadera). Multiplicando

vectorialmenete la ecuación (2) por r resulta
r 11 i' + D(r,t) r 11 r = O (4)

Teniendo en cuenta que r 11r = ~t (r 11 r) Yutilizando la ecuación (3) podemos expresar

(4) como
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donde r' denota la derivada de r con respecto al ángulo e, la ecuación (2) se transforma
en

(8)

(11)

(13)

(10)

(14)

" u" (u')2
r =-::2+2-::3'u u

, u'
r=-ij2'

u" + u = F(u)
(h o - ae)2 u3

~"+ ~ =O

~"+V~,+(F.(U)- ~_ v ~)~~O
e2 u u

e a u2 2 u'
v=-+ - ----

é2 é u

1r=-,
u

La solución de la ecuación (13) es inmediata y va a dar lugar a cónicas, mientras que la

solución de la ecuación (14) va a proporcionar la variación del módulo del radio vector,

siendo la solución general del problema de la forma

~"+(~~) -U~')~=O (12)

Además, de la ecuación (6) es posible obtener é = (ho - a e) u2 y, por lo tanto, en el

coeficiente de ~ aparece la dependencia del frenaje atmosférico. Si suponemos que no

aparece frenaje (a =O) y tomamos como función de fuerzas F(u) la correspondiente al

problema de los dos cuerpos, resulta que el coeficiente de ~ es igual al, dando lugar a la

ecuación diferencial de las cónicas keplerianas . Cuando se considera el efecto del frenaje,

es decir a # O, podemos imponer que el coeficiente de ~ sea igual al, dando lugar a las

siguientes ecuaciones diferenciales

. 2 (,. a El)e .r " + e + f2 r' + F(r) r = o

Introduciendo el vector unitario ~ =r/r y efectuando el clásico cambio de variable

la ecuacion (8) se transforma en

Esta ecuación se puede poner en forma abreviada como

Utilizando la cuadratura dada por la ecuación (6) se comprueba sin mucha dificultad que el

coeficiente v =O Yla ecuación (11) queda reducida a:



111

d2 u ao
dz2 + u =7'

En esta sección estudiamos la integración de la ecuación (15) cuando la función de

fuerzas F(u) deriva de la función potencial correspondiente al intermediario radial

propuesto por Deprit [4], que en el caso ecuatorial viene dada por

(17)

(16)

(15)_d2_ u_ + u :: ---=F:....:(~u)~
dz2 a 2 z2 u3

Jl 1 (8] 1Ver) =--- e- - -.,.-r 2 p r""

1 dV 1 [ (Hj 1JF(r) =--=- 1I + e - -r r r3 e- p r '

d2 u ao al
dz2 +u ="Z2+ e z2 u , (18)

Jl H2
donde ao=- , al =--.

a2 p2 a2

Para la resolución de la ecuación (18) utilizaremos un método de perturbaciones, que

es una adaptación del clásico método de Krylov-BogoliubovlS].

En el caso del problema no perturbado (e =O), la ecuación (18) se reduce a

donde ahora H = IHI Y P =H2/Jl son constantes. Teniendo en cuenta el cambio de

variable dependiente (u = l/r) y sustituyendo la expresión (17) en la ecuación (15), la

variación del módulo del radio vector viene expresada en la ecuación diferencial de

segundo orden no homogenea .

3. APLICACION AL INTERMEDIARIO RADIAL DE DEPRIT

donde Jl es la constante gravitacional, e =J2, 8 es el módulo del momento angular que

coincide con IHI de la ecuación (7) cuando se toma la condición inicial en S(to) =O Y

P = 8 2/Jl . Teniendo en cuenta que 8 = IHI + OCa) y despreciando los términos de

orden O(ea) en (16), la función de fuerzas F(r) será

r (B) = reS) CA sen S + Bcos S),

con A y B constantes vectoriales. Para el posterior estudio de la resolución de la ecuación

(14) y simplificar las manipulaciones algebráicas, análogamente a Mittleman &

Jezewski[6], efectuaremos el cambio de variable independiente z =hola - S, quedando

expresada la ecuación (14) en la forma



3.1 El METODO ADAPTADO DE KRYLOV·BOLIUBOV
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(19)

(21b)

(20)

(21a)

u(z) =uo(z) + e u¡ (z, o, <1» + e2 u2(z, O, <1» -+- OO',

d8
dz =e A¡(z, 8) + e2 A2(z, o) +oo.

d<l> .
-d = 1 + e B¡ (z, 8) + e2 B2(z, 8) + oo.z .

d 2 U(iZ2+ u =h(z) + e f(z, u; e)

Este método es válido para la resolución de ecuaciones diferenciales del tipo

u(z) =eo cos(z - zo) + ao g(z);

Entonces, hemos de encontrar las expresiones de las funciones u¡(z, 8, <1», A¡(z, 8) y

B¡(z, o) de manera que la ecuación (20), despues de sustituir las expresiones de 8 y <1> por

las funciones definidas en (21a) y (21b), verifique la ecuación diferencial (19).

(para más detalles sobre la función g(z) ver el apéndice final) . Esta solución del problema

no perturbado será de gran utilidad a la hora de adaptar el método de Krylov-Bogoliubov

a la reso lución de la ecuación (18)

donde ea, zo son constantes de integración yla función g(z) viene expresada por

por medio de aproximaciones asintóticas, siendo e un pequeño parámetro. Para la

resolución de la ecuación (19), buscaremos una solución de la forma

y corresponde a la ecuación del movimiento del problema de los dos cuerpos con frenaje

atmosférico. Este problema fue resuelto analíticamente por Mittleman & Jezewski[6], que

obtuvieron la siguiente solución

donde uo(z) =Ocos <1> + g(z) representa la solución formal dei problema no perturbado

(e = O), las funciones u¡(z, 8, <1» son funciones periódicas del argumento <1> con periodo

21t y las variables 8 y <1> son funciones de la variable independiente z que vienen

expresadas en forma asintótica por



Derivando en la ecuación (20) resulta

du ~ dU ( . ~ dU )d8 ( ~ dU )d4>z= g'(z) +LEn dt+ cos 4> +LEn _n -+ - 8 sen 4> +LEn _n -
d nz l nz l d8 dz nz l d4> dz

d2u d2u { ~ du )d
28

( du )d
24>

-d2 =g"(z) +LEn -rl cos 4> +LEn _n -d2 + - 8 sen 4> +LEn _n -d2 +
Z n~l oz nz l d8 Z n~l d4> z

+ (LEn d2un) (d8'¡2 + (_ ,8 cos 4> +LEn d2un) (d4>'¡2 +
nz l ,d82 dz) nz l d4>2 dz)

(
~ d2un)d8 d4>2 - sen 4> +LEn -- --
nz l d8d4> dz dz

Análogamente, derivando en las ecuaciones (21a), (21b) Y truncando hasta los

términos de segundo orden

Sustituyendo estas expresiones en la expresión de la derivada segunda de la función u

y truncando los términos de orden mayor que dos resulta

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (19) y suponiendo que la función f(z, u; E)

admite un desarrolo en potencias del pequeño parámetro E en la forma

f(z, u; E) = fo(z, u) + E f1(z, u) + E2 f2(z, u) +
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(28)

(23)

(22)

(26)

(27)
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o2b¡¡ _ 2A 1;: oB¡
oz2 - ¡+ u"dZ

02U¡ o2u¡ oA¡ oB ¡
~2 +--+ u¡ = F¡ (z, O, <1> , A¡, B¡ ,....,--,....,-- ),oz 0<1>2 oz : az

Teniendo en cuenta que la función U¡ admite un desarrollo en serie de Fourier dado

por la ecuación (24), identificando términos en seno y coseno resulta

u¡(z, o, <1» =a¡,O(z. o) +L [(a¡ ,n(z, o) cos n<l> + b¡,n(z, o) sen n<l>], i ~ 1 (24)
n=¡

00

Términos en e :

Llevando estas expresiones de las u¡ a las ecuaciones en derivadas parciales (22) y (23) Y

resolviendo en las incógnitas a¡,n' b¡,n' A¡ . B¡ , A2, B2, obtendríamos una solución

asintótica de segundo orden para la ecuación (19).

3.2 RESOLUCION DE LA ECUACION (18)

siendo las funciones F¡ periódicas en la variable <1> con periodo 21t. Teniendo en cuen ta

que las funciones u¡(z, o, <1», son periódicas en la variable <1> con periodo 21t , éstas,

admitirán un desarrollo en serie de Fourier de la forma

e identificando t érminos del mismo orden, hasta orden dos , obtenemos las siguientes

relaciones

Sigu iendo el proceso de cálculo desarrollado en el epígrafe 3.1 e identificando

. t érminos en e y 102 obtenemos



a¡.n = b¡.n = O, n ~ 2

llevando esta expresión a la ecuación (29), obtenemos

(30)

(33)

(32)

(34)

(35)

(29)
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[J2a2¡ _ 28B _ [JA2 _~8
[Jz2 - 2 dZ 4z2

[J2a2n 2 _ O [J2b2n 2 b - O 2
[Jz2 + (1 - n ) a2n - 'az2 +( 1 - n) 2n - , n ~

[J2alO an al
""""'i'"2 + aJO =-2-g(z)

oZ Z

. [J2a20 a¡
""""'i'"2+ a20 = 2' alO(z)oz Z

al al s:
A¡ = O, B¡ = - 2z2' bu = 2z u ,

Co = 1, C2n-¡ = O, n ~ 1
. n

C2n = (_l)n {(2n+ 1)! + L (2n+3)(2n+2) ... (2n-2j+4)(2n-2j+1)! }, n ~ 1
je l

u¡(z, 8, ep) = a¡.o(z) + ~~ 8 sen ep

En estas condiciones, el término de primer orden de la solución será

aO al "Cna¡.o(z) =-z4 + L" n' 1 < Z < 00 ,

n~O Z

Términos en e 2 :

Considerando U2 expresada como en (24) y procediendo como en el caso anterior,

tenemos

Se comprueba fácilmente que imponiendo que 8 = cte. y el coeficiente a¡.¡ = O,

soluciones particulares de las ecuaciones (26), (27) Y (28) son

[J2U2 [J2U2 ao alO(z) (2A s:[JB2) ,¡.. (2S:B [JA 2 a ¡ 2 s:} ,¡.. (31)"""---2 + -- + u2 = 2 + 2+ u--c- ene + u 2 - --c- - -42 u os'!',
oz [Jep2 Z oz az z

Para encontrar una solución particular de la ecuación (29) utilizaremos la técnica de

desarrollar en serie de potencias, buscando una solución asintótica de la forma (Olver[7])



(38)

(37)

(36)

116

. a¡ (1 1) 2 a¡2 (1 1 )<j> =(z - zo) + e - - - - - e - - - - + 0(e3)
2 z zo 24 z3 z03

aO a¡2 ~ bna2,O(z) =-6- + ,¿.. zn' l < z < 00 ,

z n~O

bo =CO, b2n-¡ = O, n z 1
n

b2n= c2n+ L {(- I )j (2n+5)(2n+4) o o. (2n-2j+6) C2n-2d ' n z 1
j = ¡

a2,n=~,n =O, n z 2

do
dz =0+ 0(e3)

d<j> a¡ 2 a¡2 3
dz = 1 - e 2Z2 + e 87 + Ote ),

Entonces, la solución para el vector de posición reO) será de la forma

y la solución de la ecuación (18) hasta segundo orden viene dada por

de donde, integrando se tiene

Por otra parte, el sistema (21a-b) se reduce a

El término de segundo orden de la solución (20) será

La resolución de (35) se realizará buscando una solución particular desarrollada en

serie de potencias en la forma (Olver[7])

De forma similar al caso anterior obtenemos soluciones particulares para las

ecuaciones (32), (33) Y(34) dadas por

llevando esta expresión a la ecuación (35), obtenemos



4. ILUSTRACIONES GRAFICAS
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(39)r (B) =reS) CA sen S + B cos S),

Figura 1: c=0.01, 01.=0.01, 0=0.1

En las figuras presentadas a continuación ilustramos los efectos del frenaje

atmosférico, a, sobre la distancia radial reS) = I/u(S). Se eligieron los valores de las

constantes ho Y11 iguales a 1 y distintos valores de oy E.

con A YB constantes vectoriales y reS) = _1_
u(S)

Despejando en la ecuación (6) y teniendo en cuenta que r = reS), la ecuación del

tiempo viene dada por la siguiente cuadratura
9

t - to = f (r(S))2 ae (24)
(h o - aS)

90

que de acuerdo con la expresión de reS) no es integrable en función' de funciones

elementales y habrá de resolverse mediante alguna fórmula de cuadratura numérica

estandar, por ejemplo, fórmulas gaussianas, integración de Romberg, etc.



Figura 2: ·c =0.01, ex. =0.01, {) =0 .3

Figura 3: e =0.01, ex. =0.01, {) =0 .5
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Figura 4: c=O.Ol, cx.=0 .01, Ó =0.9

FiguraS: c=O.l, cx.=0 .01 , ó=O.l
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Figura 6 : c=O.l, ex.=O.Ol, 0=0.3

Figura 7: e = 0.1, ex. = 0.01, o= 0.5

120



Figura 8: c=O.l, lX. = 0.01, 0=0.9

5. CONCLUSIONES

Hemos obtenido una solución asintótica en forma compacta para el problema de los

dos cuerpos con una perturbación de primer orden en la función potencial del tipo 1/r2

(que corresponde al intermediario radial de Deprit en el caso ecuatorial) incluyendo

además el efecto del frenaje atmosférico dado en el modelo de Danby[3] .

La solución se ha obtenido utilizando una adaptación del método de Krylov

Bogoliubov, empleando para ello la solución obtenida por Mittleman and Jezewski[6]

para el problema de los dos cuerpos con frenaje atmosférico como solución inicial del

proceso. También se han obtenido soluciones de algunas ecuaciones diferenciales lineales

no homogeneas utilizando un procedimiento asintótico.

APENDICE:

Utilizando la técnica de la transformada inversa de Laplace, Mittleman & Jezewski[6]

obtienen la solución

u(z) = eo cos (z - zo) + ao g(z),

para la ecuación
d2 u ao
"dZ2+ u =Z2'

donde eo , Zo son constantes de integración y la función g(z) viene expresada como
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g(z) = f 't e-Z't dr
't 2 + 1 '

O

Esta función se puede expresar en términos de las funciones seno y coseno integral

como (ver Abramowitz-Stegun[l] )

g(z) = - CI(z) cos z - SI(z) sen z,

donde

fsen 't - fcOS't 't dt ,SI(z) = - -'t-dr , CI(z) =

Z Z

Para 0< z ~ 1, las funciones seno y coseno integral se pueden expresar mediante las
,

series de potencias

1t ~ (_l)n z2n+l ~ (_l)n z2n
SI(z)=-2+~ (2n+1)(2n+1)!' SI(z)=Yo+lnz+~ 2n(2n)!'

donde Yo es la constante de Euler Yo =·0.5772156649015328606 ···

Para 1 < z < 00, se puede obtener un desarrollo asintótico de la función g(z) en la

forma

l( 3' 5' 7' )g(z) =--;>;' 1 - ...;. + -.:. - -.:. + .... z.l. z.l. z4 z6
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Sean

(1.1 )

n

fo(t,Zt,Zz,·· ,zn) ~t + I fk(t,zt,ZZ' .... ,zn) ~Zk
k = t

W

podemos dar la siguiente
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Entonces, si f(t,zt,ZZ""zn) es una función analítica sobre G

y definimos

(n+1) funciones analíticas definidas en G, entorno del origen

de ([n+t, y consideremos el operador diferencial lineal W dado

por la expresión

1. - SERIES DE LIE GENERALIZADAS E INTEGRALES PRIMERAS DE UN

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

In this paper, we recall sorne results about the Lie Series ando

their application to obtain the first integrals of a system of ordina

ry differential equations. The problem of rotational motion of a sta

tionary gyrostat about a fixed point in a central Newtonian force

field is considered. We prove that for complete integration of the .

equations of motion it is sufficient to find four independent firs in

tegrals. By using the aboye mentioned results, ' the first integrals of

this problem are obtained. Sorne integrable cases of this problem are

given.

R. MOlINA y A. VIGUERAS

Rev. Acad. Ciencias Zaragoza, 44 (1989)

Departamento de Matemática Aplicada y Estadística. E.T.S. de

Ingenieros Industriales de Cartagena. Universidad de Murcia.

SERIES DE LIE E INTEGRALES PRIMERAS DEL PROBLEMA DEL GIROSTATO
CON UN PUNTO FIJO EN UN CAMPO CENTRAL NEWTONIANO DE POTENCIAL V(2)



(1. 3)

( 1. 4)

(1. 2 ) .

1 ,2, . .. , n , son

t ' )W"Zns!

1 , 2 , . . . ,ni

'.\)

W·Z 1 , • • • ,¿
.=0

n
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I n [ - el i , Cl i 1
o

,)j

,>; :\.

¿ t "
W"Zi ¿ t ' w' t

s! = u ¡ s t Uu

. =0 "=0

0=0

. =0

F(\·~L s t

donde las funcione s f i(t,Zl'ZZ"" ,zn)' i

analítica s en el intervalo compacto

y F(t,Zl 'ZZ '" ,zn) una función analítica en un entorno del

origen , cuyo desarrollo en serie de potencias converge en el

punto (UO,Ul ,'" ,un)' Entonces, se verifica que

Teorema . - Dado el sis tema de ecuaciones diferenciales o r d i 

rrar í.as

e s llamada serie de Lie gen e r ali z ada.

Teorema. - (Propiedad de pe r mu tab i l i d ad )

Se a n

Entre las propied a des má s importantes de este t i po de

s eries e stán l a s sigu ientes (L eimanis (1965J, pp . 128-131):

si f U(t,Zl'Z Z'" ,zn) = O Y las funciones f k (k = 1,2 , ... , m)

y f no dependen del tiempo, las series (1 .2) anteriores se

den omi n a n ser ies de Li e o r d i na r ias.

Definición. - Una serie de la forma



(1. 6)

(1. 5)

(1. S' )

(1. 6' )

sus integrales

o < ~ < 1

1,2, ... , n

1,2 , .. . ,n)

i

(i

fuese autónomo,

c ¡

, a = min {<X, }
i = 1 ,2 , ... , n

{
0:(1-V)n+ 2 }

min ~ 0: , M(n+2)

n

¿
k = 1

T <

n

a '\
at + L

U

W

'.\'

'\ (-1): t
S

US{Zi }L s.
s =o

Si el sistema (1 .4)

primeras serian

Q = [-T,T] x n [-~ a, ~ a]
1

n

Las integrales primeras encontradas para casos parti

culares no son de la forma (1.5'), sino que van a representar

ciertas combinaciones ·d e las integrales (1.5'). De hecho, se va

a verificar la siguiente
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y

donde c i son constantes arbitrarias y U es un operador de la

forma

donde

k = 1

Además, las series (1 .5) convergen absoluta y uniformemente

en el dominio Q dado por

forma

'\ (_1)" t "L s! W
S

{ z ¡} = C i r

. =0
donde c , son constantes arbitrarias y W es un operador de la

entonces, n integrales p~imeras independientes del sistema

(1.4) son de la forma



(2.3)

(2.1 I

(1. 7 I

(2.21

) = e

OX 1XZX3• l r e l

l r = (al ,aZ,a31

expresado e n el

e

..
k 1\ grad"k V

s =O

\' (_lI s t" s
L s t U zn

co
\' (_l I s t S s .L s r U {F(ZI'ZZ.· .. ' z n ) }
s=O

'l> .

F( ¿ ( -1~: t
S

s = O

donde 1 (I1Wl,IzWz,I3W3) • con I 1• I z, I 3 momentos princi-

pales de inercia de
..

S en O, W = (Wl,WZ,W3) la velocidad instan-

t án ea d e r otación de la p a r t e rígida del giróstato .con respecto
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En lo sucesivo, y como es h abitual, el potencial V será

aproximado por vez) que, salvo una constante, está dado por

a un sistema de referencia fijo o inercial

momento giros t á t i c o. que supondremos constante,..
y k = (kl.kZ,k31 el vector unitario de l eje OX3

sistema móvil.

Las ecuaciones del movimiento · para el p r ob l e ma del ,

giróstato S con un punto fijo O en un campo central newtoniano

de .potencial V, vienen dadas por:

s i e ndo c una constante arbitraria, que. en virtud de (1.3) ,

puede escribirse c omo sigue

2. - PROBLEMA DEL GIR OSTATO CON UN PUNTO FI JO EN UN CAMPO

CENTRAL NEWTONIANO DE POTENCIAL V(Z) .

Proposición.- En las anteriores condiciones. si F(ZI." .• znl es

una función analítica de n variables, entonces un a integral

primera de (1.41 tiene la forma



Por simplificar la notación, r e p re s e n t emos por Al' A2 , A3,
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k 1 k2W3 - k3W2

'k2 k3Wl - k 1W3 (2.5)

k3 = k 1W2 - k 2Wl

siendo mo = m g, ml = 3 g/ro

Resplviendo e s t a ecuación con respecto a Wl = wl(t) Y sus

ti tuyendo esta expresión en las obtenidas previamente,

tendremos un conjunto de funciones wdt) , W2(t), W3(t), kdt),

k2(t), k3(t) que resuelven nuestro problema. Vernos, por tanto,

que dicho problema queda reducido a la obtención de cinco

integrales primeras independientes y una cuadratura .

Procediendo corno en el caso del sólido pesado, si

escogernos una de las variables, por ejemplo Wl corno

independiente, . necesitaremos solamente determinar cinco

funciones incógnitas (W2,W3,k 1 ,k2,k3), ya que el t iempo viene

dado por la cuadratura

siendo ( Xl ,XZ,X J) el v e c t o r del centro de masas en el sistema

móvil, m la masa total del giróstato, g la acelerac i ón de la

gravedad a la distancia r del centro de atracción P , constante

en nuestro caso.

Co n todo esto , el sistema de ecuaciones del movimiento

( 2. 1) - (2 . 2 ) se e scribe en forma normal :



y así

o , i

que

ser

(2.4 ')

(2.5 ' )

Bl, Bz, B3 a l os

el anterior sistema

el número de integrales de

y los problemas que pueden
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Consideremop el operador r dado por

3. - INTEGRALES PRI MERAS DEL PROBLEMA PLANTEADO .

A continuación veremos

podemos disponer siempre,

resueltos de este modo.

a los segundos miembros de (2.4) Y por

segundos miembros de (2.5) de manera que

quedaria :

Wl Al W2 Az W3 A3

kl B1 k2 B2 k3 B3

En resumen, se ha probado para nuestro problema la

siguiente

Observemos que wi no figura en Ai , ni k i en B i para cada

i 1,2,3 . Por consiguiente

~ ~ +~ +~ + a B ? + .a B J = oa wl + a w2 a w3 a k l a k 2 a k 3

Pe r o esta es la c ondición para que exista un multiplicador

~ = 1, según la teoria del último multiplicador de Jacobi. Por

lo tanto sólo son necesarias cuatro integrales primeras inde

p e ndi e n t es , puesto que la quinta, en .virtud de la mencionada

teoria, pu e de ser obtenida por una c uadratura .

Proposición.- -La integral general del problema dado por (2.4)

(2.5) puede obtenerse, al menos teóricamente, tan pronto como

sean conocidas cuatro integrales primeras independientes.
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(3. 3)

(3.4)

(3.1)

(3.2)c

c

i (I1W~ + I zW~ T 1 3W~) + V( Zl= h a

2 2 ~
k 1 + k z + k 3 = 1

- (kZWl - klwz) (I3W3 + a 3) = O

Y así r SF = O V s > 1 , con lo que
'X>

'\' ( _l) s

L s I
s = O

y

13 1

resulta que .

1rF=Il {(Iz-I3)WZW3-WZa3+W3aZ+mo( k zX3-k3XZ) +ml(I3-Iz)kzk 3}I 1k 1+

1+ I z{(I 3-Il)W1W3-W3al+Wla3+mo(k3Xl- klX3 )+ml(I l-13)klk3}I.k.+

1 .
+ 13 {(Il -I z)W1WZ -Wlaz+WZal+ma(klXz -kzXl)+ml(I z - Il)klkz }I¡k~+

es una integral primera. Así , tomando en primer lugar

De mo s t r a ción: Por ( 1.7 ), sabemos q ue si F( Wl,WZ,W3 ,k1',kz ,k3 ) e s

una f u n c i ó n analít ica, entonces

'"
I (_l) s t S

- - r
SF(Wl

,WZ,W3,k1,kz ,k3)s!
s = O

Proposición . - El sistema (2.4) -(2 .5) admite las siguientes

integrales primeras :

J J a a a a
r = Al a-w

l
+ Az a wz+ A3 a-w3+ Bl a k l+ Bz a-k z+ B3 a-k3

y apliquemos l os resultados · del primer párrafo para probar las

s i gu i e n t e s



•

(3.5)e

y sea r el operador dado por (3.1). Entonces es inmediato el

probar que

r F = 2I 1w1 {(Iz-I3) (wZw3-m1kzk3)} + 2mlI z13kl(wzk3-w3kz) +

+ 2I zwz { ( I 3- I 1) (wlw3-mlklk3)} + 2mlI11 3kz(w3kl-wlk3) +

+ 21 3w3 ' { ( I 1- I z ) (w1wZ-m1klkZ)} + 2mlIlIzk3(wlkz-wzkl) = O

y entonces

I~W~ + I~W~ + I~W~ - ml(IzI3k~ + II13k ~ + IIIzk~) = c

es una integral primera en virtud de (1.7) .•
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0 = 0

Demostración : Sea F la función analítica definida por:

F(Wl ;WZ,W3,kl,kz,k3) = I~W~ + I~W~ + I~W~ 

- ml(IzI3k~+I113k~+IlIzk~)

Estudiemos algunos casos particulares en los que existe

una cuarta integral algebraica:

Proposición .- Si el centro de masas coincide con el .p u n t o fijo

y el momento girostático se anula, obtendremos una cuarta

integral dada por

es una integral primera.

Para demostrar (3.3) y (3.4) actuamos de igual forma que ·e n

(3.2), considerando (resp.) las funciones analíticas

1 z Z Z r z )
F(Wl,W Z,W3,kl,kz,k3) = 2 (I 1W1 + Izw z + 13W3) + V



(3.7)

(3.6)

c t e

e (cte)

!Lb
1 1

r SF

z + 2 (11W3+a3) z _ (
w1 W2 + , 1

1
m1

es una integral primer~

S = O

y entonces
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De igual forma se demuestran las siguientes proposiciones:

ar = {(I1-I3,)WZW3 - wZa3 + ml(I3~Il)kzk3 } /Il --a w1

a
+ {(I3-I 1)W1W3 + w1 a 3 + ml(Il-I3)klk3}/I z ---aWz

a a a
- (WZk3 - W3kZ) --- - (w3k 1 - w1 k3) --- - (w1 kz - WZkl) ---a k 1 a k z a k 3

Así , es inmediato el c omprobar que

con lo que

proposición .- Si el centro de masas coincide con el punto f ijo

y si el giróstato es esférico (1 1 = 1¿ = 1 3 ) , se obtiene la

integral

Demostración: Sea F la función analítica dada por

F( k k k) Z w2 + (I 3W3+a3) z _ m (!Lb) kZ
Wl'WZ'W3' l' Z' 3 = W1 + 2 1

1
1 1

1
3

Y r el operador (2.6), que, si lo escrib imos en las hipótesis

de esta proposición, tiene la forma

proposicl0n .- Si el centro de masas co i nc i de con el punto f ijo

y s i el giróstato es simétrico (1 1 = I z) , estando además el

momento girostático sobre el ej e de simetria (al = a z = O),

entonces existe la integral



Observaciones:

y W3 = cte es una integral primera por (1.7) .•

v s ~ 1,con lo que

esta

(3.9)

(2.14 )

que, cuando se dé

las dos, normalmente
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manera

una de

W3 = cte

circunstancia, tomaremos

las tres restantes, de

Si" X3 = O, las integrales primeras (2.11) - (2.14) no se

superpon~n, sino que cada una es consecuencia de la otra y de

L (-1~: t" r
SF(Wl,W

Z,W3,k1,kz,k3) W3

s =O

F(Wl,WZ,W3,kl,kz,k3) = W3

Por lo tanto se verifica r F = O trivialmente, y así rS F O

a
r = { ( I l - I3 ) WZ W3 - WZa3 + mOkZx 3 + ml(I3-Il)kzk3 }/Il --a wl

a
+ {(I3-I l)W1 W3 + wla3 - mOkl x3 + ml(Il-I3)klk3 }/Iz ---a Wz

a a a
- (WZk3 - W3k Z) a-k

l-
(W3 kl - wlk3 ) a-k z- (w1k z - WZkl) a-k

3

Sea entonces

Demostración : Si con las actuales hipótesis escribimos r

tendremos

W1Xl + wzxz + W3X3 = a = cte (3. 8 )

donde ~o = (x l , XZ, X3 ) '

Proposición .- Si el giróstato es simétrico y tanto Ir c omo ~o

están sobre el eje de simetria (es decir, se verifican I l = I z ;

al = az = O; Xl = X2 = O), entonces tenemos la cuarta integral

Proposición.- Si el giróstato es esférico, aunque el c e n t ro de

masas no coincida con el punto fijo, siendo 1r = 1 ~o ( 1r .e s

nulo ó paralelo a ~o ), entonces existe la integral



debido a su sencillez, como la cuarta integral b u s c a d a .

El problema planteado es Considerado en Tsopa (1979,8 1) y

Vigu e r a s (1983) en fo rma h a mi1 t oni ana, u tilizando l as variab les

de Andoyer e integrando en d iversos casos p r óx i mo s a regul ares

por métodos de perturbaciones.

En un próximo traba j o intentaremos p r ob a r que los casos

c i t ados son l o s "ünicos " en l o s que exi ste un a cuar t a integral

algebraica independiente de 1as ·(3 .2), (3.3) y (3 .4) utilizando

el método de l pequefto parámetro de poincaré de modo análogo a

Arkhange1sii (196 2,6 3) en un p r ob l ema similar p a r a el sólido

rígido. A este respec to, recordemos qu e l a val idez d el t~orema

de Poincaré para el prob lema del giróstato p e s a d o c o n un p un t o

fijo fué probada por Kei s (1964).

BIBLIOGRAFIA:

-Arkhange1skii, IU .A . : 1962, J. App1. Math. Mech . 26, 1693 .

-Arkhange1skii, IU .A.: 1963, J. App~ . Math. Mech . 27, 1059 .

- Cid, R. Y Camarena , V. : Curso d e Mecánica . Servicio d e

Publicaciones , Universidad de Zaragoza .

- Ci d , R. Y Vi gu e r a s , A. : 1985,' Ce1est. Mech . 36, 155 .

. - Ke i s , LA.: 1964, J. Appl. Mech. 28,633.

-Le i man i s, E . : 19 65 , The General Prob1em 'o f the Motion of

Comp1ed Rigid Bodies about a Fi x ed Po int . Springe r -ver 1ag,

Ber1in.

- Tscpa, M.P . : 1979, J . App1. Math . Mech. 43, 189 .

- Tsopa, M.P. : 1981, J. App l . Math. Mech . 44, 285 .

- Viguetas, A. : 1983, Actas IV As ambl e a Nacio n a l d e Astr on.

y As trof . I Vol II, 9 55.

135



1. INTRODUCCION.

298.15 K.

Rev. Acad. Ciencias Zaragoz a, 44 .(1989 )

ciclohexano y benceno

Facultad de Ciencias.

50009 ZARAGOZA (España)

Los liquidos usados son: Merck:

2 . EXPERIMENTAL.

cuya pureza es superior al 99'54 moles por cien, y Fluka: ( f u 

rano (puriss, mejor que 99 moles por cjen), clorocicl ohexano

(puriss, mejor que 99'S moles po r cien ) 1-cloroherano (puriss,

mejor que 99'5 moles por cien), 2-cl orobutano (puriss, me jor

que 99'S moles por cien) y clorobenceno (puriss~ mejor q u e 99'5

moles por cien).

nOl+ n-hexan~ + clorociclohexano + ciclohexano l ~ ( 2-cloro buta

no + n-hexano y clorobenceno + benceno ) a la temperatura d e
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En t.r a b aj o s anteriores (1-6) se midieron propiedades de'

exceso de mezclas liquida s binarias c onteniendo un deri vado h~

logenadoy un eter con el fin de estudiar cualitativamente la

interacción x-o . Al objeto de completar este trabaj o presen ta

mos los resultados de HE de los si;temas ( l - c l o r o h e x a no + fura

B. RUIZ, F,M, ROYO Y S, OTIN

Ciudad Universitaria.

Departamento de Química Física.

H~ DE MEZCLAS LIQUIDAS BINARIAS

Excess molar enthalpies were measured over t he whol e compo 

sition range for (l-chlorohexane + furan e, + n-hexane, c h l o roc y 

clohexane + c y c l o h e x a ne ) , (2-chlorobutane + n-hexane) and (ch l o 

robenzene + benzene) at 29 8.15 K. An isothermal ca l o r i mete r was

used.



PROCEDIMIEN TO :

3. RESULT ADOS.

Los p rod uc tos se utili zar on si n p o s te r io r puri f ic a c i ón

( 1 )
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H ~ = x(l- x } ~O Ai ( l _2x} i

Lo s valores de HE fueron a p u n t a d os por mi nimos c u a dr a d o s
m

a una función del tipo Redlich- Kister:

sistencia, y la energia liberada necesaria para c o mp e n s a r el

enfriami ent o p r o d u ci do durante el · proces o de mezc la se calcula

a p a r t i r d e la ca i d a d e tensi ón en sus ex tremos y del t i ~mpo

de calefacc ión . Los cambios de t e mperatura dentr o del ca lori me

t ro se s iguen c on u n t ermistor ( ~1 0 k A ~ 252 C) que , al imenta

dop~r' u n ac u mu la d or d e plomo, actú a corno e l em e n to refe renc ial

a tra v é s de su poten ci a l eléctric o medido con un v oltimetro de

g r a n res ol uci ón .

El calorimetro se encuentra sumergid o en un baño a t em p e 

ratura estabil izada e n + 2mK; ten iendo en cuenta que entre el

cal orim e tro y el ba ñ o e xiste una cámar a de aire que amortigua

las o s ci l a c i o n e s térm icas del ba ño, los cambios d e temperatura

e n el int er ior del cal orimetro se reducen c onsiderablem ente y

e x p e r i me n t a l me n t e se ha es timado que las fluct uaciones son d e

+O ,2mK.

p ero s e mantuvie ron e n c ontacto c o n tamiz mo l e c u la r.

La s me di d a s de ental pia de ex c eso se lle var on a cabo c o n

un a t éc n i ca calor imétrica pues t a a punto en es te Depa rta me nt o

(7) . El c al ori metro ope r a en c o nd ic i on es cu asi -adiabátic a s, a

p r es ió n co ns ta nte y en ausenci a de fase v apo r. Los liquid o s se

encuentra n s e p a rado s p or mercuri o donde se introduce una s on d a

q u e ll e va i nco rpo rado s el e lement o de ca lefacción y el sen s o r

de temper atura. El elemen to de calefacción es una resistencia

d e aproximadame nte 150SL de cua tro term inales b o b in a d a en do

b le sentido ( no i n d u c t i v a ) y construida con h ilo de constaut án .

Una fuente de c orriente c ontinua estabilizada alimenta la r e-



TABLA 5 TABLA 6

x2-C
4H 9Cl + ( 1-.x ) C

6H 14
x2 - C

6
H

5C
l + ( l-x ) C

6
H

6

x Experimental x Experimental

0 . 1 6 38 281 0.097 8 - 3.2

0 .1791 3 O1 0. 2098 -3.6

0 .2555 382 0.24 16 - 5.1

0 . 28 5 7 411 0 .28 8 9 -6.7

0 .3551 45 6 0 .2 9 3 5 -5 . 5

0 . 4 31 6 479 0.3834 - 6 . 4

0 .4 591 487 0.4887 - 5 .8

0 . 4 9 7 8 4 8 5 0:5 786 - 6.1

0. 5 37 2 481 0.6384 - 5. 6

0. 6 0 5 6 45.5 0.7226 -4.9

0. 67 5 6 407 0 .7366 - 5.1

0 .7 0 5 8 381 0.7793 -3 .9

0. 7 6 1 5 331 · 0 . 8 9 3 2 - 2.8

0.7972 295

0.8206 260

0.9106 146

TABLA 7 . Valores de los coefic ientes A
i

para la ecuac ió n

(1 ) Y d e s v í a c í.o n e s estándar ( s) .

SISTEMA A Al A2 s
o

Xl - C
6H I 3C

l

+ : l-x) C
4H 4O

1192 - 4 7 0 198.9 1 .8

+ (l -x) C
6

H
1 4 f438 - 3 6 9 . 1 43 .11 3 .4

XC-C
6H l 1Cl

+ ( 1-x) C-C
6H 2 f469 - 3 3 2 . 6 75 . S4 2 .5

+ ( l- x ) ' C
6

H
1 4 2002 - 76. 1 3 2 56.3 4.3

x2 -C
4H 9C

l + (l-x)C
6H I 4 1934 -18 9. 3 - 2 0 . 5 2 2 .7

xC 6H SCl + (1-x) C
6H 6

- 24 .13 3 .05 -10.48 0.6
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e cu a ción (1) . Los mi s mos result a d o s se rep r es en t a n en la fi g 1 .

T ABL A 2

.T AB L A 4

x Exper imen t al

0.0877 14 0 ·

0 . 1850 25 9

0. 244 8 304

0 .30 90 3 42

0 .3658 355

0 .394 8 3 5 7

0 .4808 3 6 4

0 .49 24 35 9

0. 549 8 3 49

0 . 61 16 31 9

0 .707 4 27 1

0. 7886 206

0 . 8 0 0 3 197

x Ex per i mental

0 .1769 316

0.1 9 4 1 3 3 2

0 .21 1 2 3 6 0

0.316 5 441

0 .4105 495

0 .4426 a98

0 .4 763 496

0 .4 955 50 0

· 0 . 5 5 3 7 4 8 9

0 ·.6197 47 2

0 .8 105 321

0 . 83 6 9 285

0 .8984 19 1

0 .933 3 131

140

estándar . En l a t ab la 7, l o s c o e f icientes Ai d e la

x Ex pe r i menta l

0 .1 8 2 7 255

0 .1 9 24 2 6 8

0.277 1 3 2 3

0 .318 6 345

0. 3 57 6 359

0 .382 5 366

0 . 4 43 6 374

0 .4 8 0 6 37 3
I

0'.5 657 35 4

0 . 6 680 301

0 . 691 0 28 8

0 .755 8 24 4

0.78 19 2 22

0 .8335 17 8

x Exp e r imen.ta l

0 .1 33 2 190

0.17 54 2 3 0

0 . 2651 28 0

0 . 3477 3 0 7

0. 3645 310

0 .4 5 1 0 3 0 8

0 .5 18 3 2 94

0. 5 5 0 5 28 4

. 0.5 9 0 5 268

0. 6 8 0 9 22 7

0 .7426 196

0.8219 1 4 1

TABLA

T AB L A

XCC
6H 1 1Cl

+ ( l -x l CC
6H 1 2

ciones

do n de x r e p r es e nta l a fracci ón mo la r .

En las t a bla s 1- 6 se rec o ge n par a tod o s l os sist e ma s , a la

t e mp er a t ur a de 298 . 1 5 K , l os re s ult a d o s experi me ntale s y d es v i~



4 . DIS CUSI ON

141

o

400

0, 80, 6

x _

0 ,40,2

.z - 1
~ /J.nolro,·

o

uo

- 5

-10

F i g ur a 1. En t a l p i a de exceso frente a l a fracción

mo l ar 'l 298.15 K p~ra: x l - C
6

H 1 3 Cl + 0 , ( l-x )

C
4

H
4

O , , ~ ( l - x ) C
6

H
1 4,

XCC
6

H
1 1Cl

+ 0 , (l-x) CC
6

H 1 2 ,

f) : ( l- x l C
6H 1 4

, x-2C
4

H
9Cl

+ : e (l-x ) C
6

H 1 4, x2 -C
6

H
5
Cl: e ( l -x) C 6H 6 .

200

300

400

500

600

Las interac ciones espec ificas entre l os c omponentes d e

u n a mezcla s uelen ir asoci a das a cambios d e energía p a r t i c~



l a d o.

de fi ni d a. Sin embarg o, los sistemas reales son, con frecuencia,

brido en tre va r ios efecto s tipicos, y e s, e n ocasiones, muy d i

fic i l asignar v alo re s ' d e f i n i dos a interacci ones de carácter ais

discrepancia en
-1 -1(' .3 J mol K -.

pued e i n t e rv e n i r má s de

142

t érmic o análogo aunque e xiste gran

s u p o s L cí. ón y anchura. ' J HE \ es
\~ p

c uanto a

un v a l o r

En el p r e s e n t e trabajo se hace un estudio de sistemas que

p r e s e n t a n diversas interacciones, (cloro-alifático) 0.1- 0 y (Cl- : ')

En el sistema l-clorohexan o + n-hexano la entalpia de e xce

so e s p ositi v a en t odo el rango de concentraciones con un val or

máx imo d e 3 65 J mo l - 1 y que está situado en x = 0.45 . El v a lo r

de HE d i s mi n u ye liger amente con la temperatura y (J H
E/ J T ) _ .. p

- 0. 7 J mol- l~-l Es t e s istem a ha s ido estudiad o por Paz Andrade

e l al ( 8) y s e observa,comparando sus resul tados con nuestras

med i d a s , u n a buena co ncordancia alcanzando el mismo val or la Hf

en el máximo aunqu e ligeramente des viado respecto a la fracción

molar.

En el s i s t e ma 2 - c l o r o b u t a n o + n-hexano. La entalpia de ex

ce so es posi tiva con un v a l o r máxim o de 485 J mol- 1 y simétrica

r espec t o a la fracción mo l a r . Hu eng Doan-.Ngu yen et al (9 ) La nh a-n e s

t u di a do a 298 . 1 5 K Y es practicamente coincidente con nuestras

me di d a s . El coefi ciente de t emperatura de HE es ligeramente ne

g ativ o c on un v a lo r de - 0.5 J mo l - 1 K- 1

El sistema clorociclohexano + ciclohexano presenta una en

t alpia endotérmica máxima de 275 J mol- 1 a una fracción molar

x = O'5.Kamer el al ( 1 0 ) han estudiado estas mezclas siendo de

más c ompl ejo s, en el sentido de que

un e fec to e s p ecif ic o entre l os componentes d e l a mezcla, si n o

tamb i én po rque una i n t era cci ón dada pue de tener un carácter h i -

c ularmente g r a n d es , p o sitivas o n egativas, que facilitan la c~

rac t e r i z a c ión del efecto responsable . De he cho, par a la inter

pretación de los re sultados experimental es el criterio empleado

suele consistir en p r e s u p o n e r la existencia de un determinado

tipo d e i n te r a c c i ó n , a l que se le asigna una magnitud térmica



c o mpo si c i ó n
-1

500 J mo l

s i stema c l orobe nc e n o + bence no . Tanaka et a l (11) realizaron

me didas de e s te sis tema y la con co rdancia con las obten idas

p or nosotros es bu en a . La cur va HE frente a composición p re -
m

s e n t a un mi ni mo de -6 J mol - 1 desvi a do li ger ame nte h a c i a la

z o n a pobre en c l or o b e n c e n o . La ( J HE /~T) ~ O, es dec ir , ap enas
. p

v a ri a c o n la t e mp er a t u r a. En l a mezc la 1- c lo rohexano + f u r a n o

se p res enta un c omp or t a miento di st i nt o de los ante rior es ,(es

e n d o t é r mi c a)- ,co n u n v a lo r e n e l m ~ximo d e 310 J mol -
1

en x=0 .4

Pa r a conocer el si gn o de la va r i a c ión de HE , con l a t e mp eratu r a

r e al i z a mo s me dida s a 28 3 . 1 5 K ( i n f e r ior a s u p u n to de e b u l lic i ó n )

d an d o c o mo r e s ul t a d o (JH E/ .1T ) = - 1 J mo l - 1 K_l . En e l s istema
p

c loroci c lohexa n o + n- h e x a n o l a cur va de HE f r e n t e a- m
t iene e l m ~x~mo c e nt r ad o y con u n v a l o r p o ~it i v o d e
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CONSIDERACIONES SOBRE LOS METODOS USUALES DE DIFERENCIACION DE
FECII)/FECIII) EN MATERIAL VEGETAL

C"MARTINEZ, A. LOPEZ-MOLINERO y J,R. CASTILLO

Departamento de Química Analítica. Facultad de Ciencias.

C1udad Universitaria. 5000 9 ZARAGOZA (España).

Several t echniques and procedures of Fe ( I I ) and Fe(III) de-,
te r mi n a t i o n hav e b e en stu d ied : Molecular Absorpt ion Sp ectropho t o-

me try using 1-10 phenant r oline , 2-2'-b ipyr idile , thyocianat e.

An inhibito r efect of t he extract a nt -comp lexant agent s, 1,10-phe 

nantroline , 2, 2 ' - b i pyri d i le has b e en demostrat ed in ASS a n d AES.

Fe( I I I) : o-phen a n d Fe( I II) : o-phen comp lexes have b e en studi ed

b y I.R. spect r ome t r y , a n d dif f erents peaks ha v e b e en f ound.

I r on ( I I ) a n d tota l iron h a v e b e en d e t ermined in veget a b l e s, wi th

a p r oc edur e which comb i nes MAS and AAS.

INTRODUCCION

Con ser la macrodeterminaci6nde Fe una práctica de general
conocimiento, no de j a de presentar problemas l ·a
microdeterminaci6n diferenciada de los estados de valencia (11
y 111) del elemento en materiales de interes bio16gico.Estos
medios se caracterizan por ser altamente específicos y capaces
ya no solo de diferenciar estados de valencia, sino de solo
admitir en su compos ici6n uno de ellos.

Diversas técnicas analíticas instrumentales han sido
aplicadas a la micro 'determinaci6n de Fe. La más utilizada ha
sido sin . duda la espectrofotometría de absorci6n molecular
(EAM), que desde la síntesis de los compuestos "ferroina" hacia
finales del siglo XIX (Blau, F. (1)) ha empleado un buen número
de reactivos (Ustimiento, V. N. y col. (2), Marate, W. S. y
col. (3), Ilyas, S . Q.R. y col. (4), ' Nemori, A. y col. (5), Ambhore,
D. P. y col . (6) ). De entre ellos e s obl igado mencionar:
fenantrolina (o-phen) (Haervey, A. E.y col. (7) , Verbeek, F. (8) ) ,
bathofenantrolina (Marzenko, Z. (9)), ferroina (McBride, L. y
col. (10)), bipyridilo (bipy) (Abadia, J.E. y col. (11)), TPTZ
(Stookey, L. (12)), BPDS (McBride, L. y col. (10)).
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Es clásica la determinación de Fe(ll) y Fe(lll) mediante
diversas técnicas electroanalíticas, generalmente mediante la
formación de complejos que modifican los potenciales de ox ido
reducción de los iones~ haciendo que llos potenciales de on d a
mediase desplacen hacia potenciales menos negativos. Cabe
destacar la polarografia convencional (Beyer, M. E. Y col. (13)),
la polarografía impulsional (Bien, G.S. y col. (14), Popoya, M.
l. (15)) Y voltametría de redisolución anódica (Kemula, W. y
col . (16), Buttle, J. y col. (17), Buttle, J. y col. (18), Monien,
H. y col. (19).

La espectroscopía atómica (de emisión y de absorci ón) ha
puesto a punto métodos de determinación de Fe total,que se
caracterizan por su rapidez, siendo rutinariamente utilizados
(Perkin Elmer Analitycal Met hods for At. Absorption. Spect. (20),
Pinta M. (21)). Especial menci ón merece el electrodo propuesto
por Alexander y colaboradores (22) que permite la volatilización
y excitación de tejidos biológicos directamente sin apenas un
tratamiento. previo, en un arco DC.

Si bien la espectroscopía M6ssbauer se caracteriza por
presentar una clara diferenciación de los dos estados 'd e
valencia del Fe (Dyar, M. D. Y col. (23), Ferrow, E. (24)) Y los
resultados obtenidos mediante esta técnica han sido comparados
frente a otros métodos analíticos (Goldman, D. y col. (25),
Ericcson, T. Y col. (26), Sersale, R. y col. (27) ), no se ha
generalizado, por el momento, su utilización dados los
inconvenientes e xperimentales que conlleva.

La separación de iónes ferroso-férrico en solución ha sido
acometida mediante la cromatografía en columna de intercambio
iónico tanto catiónico (Zargochev, B. Y col. (28) como aniónico
(Kraus, K. A. Y col. (29), Pollard, F .H. Y col. (30), Morie, G.
P. Y col. (31»). Recientemente, se ha ·publicado la separación y
determinación de dichos iónes mediante cromatografía iónica
(Moses, c.o . (32)) en aguas naturales.

La extracción a fase orgánica de las especies de Fe es un
procedimiento ya clásico, que produce un aumento en la
sensibilidad de los procedimientos (Willis, R.B.y col. (34),
Schilt, A.A. · y col (35), Korenaga, T. Y col. (35), Jha, A. R. Y
col. (36) ). Con estas pautas de trabajo se han desarrollado
metodologías que utilizan tensoactivos y que junto a la
formación de complejos ternarios provocan fuertes exaltaciones
en la absortividad molar de dichos complejos proporcionando
métodos extraordinariamente sensibles ( Tarek, M. y
col . (37),Marczenko, Z. y col. (38), Hlyawaki, M. y col. (39».

En el presente trabajo se han evaluado diversos métodos de
determinación de Fe(ll)/Fe(lll) y mediante un procedimiento
combinado de E.A.M.-E.A.A., se ha analizado el contenido en
Fe(ll) y Fe total en material vegetal (espinacas)
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2 PRRTE EHPERIMENTRL

2.1 Aparatos

Se ha utilizado la siguiente instrumentación:
Espectrofotóme tro Perkin-Elmer, UV- visible, Lambda 5.

Espectrofotómetro de absorción atómica Perkin-Elmer SP-PE 2380;
las condiciones de trabajo optimizadas se ofrecen en la tabla l.
Espectrofotómetro de emisión atómica en plasma de acoplamiento
inductivo (EEA-PAI) Jobin Yvon modelo SP-38, las condic iones
óp t i mas de trabajo s e ofrecen en la tabla l. Espectrofotometro
infrarroj o Perkin Elmer 7 83. pH me tro Jenwa y PHM6, mu fla Heron ,
mi c rordenador Ap p l e Macintosh Plus.

TABLA

Sr-pE. 2380

- Ca ud a l aire = 15.5 L/min.
Presión de alimentación de aire 50 psi .

- Caudal acetileno = 2.0 L/min.
- Presión de alimentación de acetileno 0 .8 bar.
- Altura del mechero h= 2 .3 cm.
- Anchura de rendija s.w.= 0.2 nm.
- Intensidad de la l ámpara I= 30 mA.
- Longitud de onda 248. 36 8 nm.

J-Y,Sr 38

- Caud a l de gas plasmageno 13 L/min.
- Caudal de gas envolvente 0.5 L/min.

Caudal de gas nebulizador 0.2 L/min.
Potencia i ncidente 1 . 0 Kw.
Altura de observación 15 mm.
Anchura de rendija s. w. = 50 ~m

TABLA I: Condiciones óptimas de trabaj o ,d e l espectrofotómetro de
absorción atómica P-E, 2380, Y condiciones óptimas de trabajo del
espectro fotómet ro de emisión atómica J -Y, SP 38.
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2,2 Reactiuos

-. Solución standar de Fe(II): disolución de 1000 ~g/mL de
Fe(II) como sal de Mohr Fe(NH4)2(S04)2.6H20, que se disuelve

añadiendo 2 mL de H2S04 concentrado.

-. Solución standar de Fe(III): disolución de 1000 ~g/mL

preparada a partir de Fe NH4(S04)2.12H20 (alumbre). La
disolución es lenta y es necesario añadir unos mLs de HC1(c).

Solución de 1,10- fenant~olina disolución de
clorhidrato de fenantrolina al 0.25% en HCl 0.1 N.

-. Solución de 2,2' bipiridilo : disolución de clorhidrato
de bipiridilo al 0.25% en HCl 0.1 N.

-, Solución de KSCN: disolución de KSCN2 M.

Soluciones de oxidantes y reductores fueron obtenidas a
partir de los correspondientes compuestos comerciales calidad
r.a., como así lo fueron otros reactivos necesarios para las
condiciones de análisis.

En todos los procesos de dilución se ha utilizado agua
desionizada de alta pureza a traves de un sistema Mili Q.

2.3 pr ocedimi en to s

2.3.1 Determinación de Fe'II) en espinacas con o-phen:

La muestra vegetal finamente dividida se trata con una
disolución de o-phen (0 .083 M.) durante 24 h. Es necesario
proteger las disoluciones de la luz ya que esta induce a la
reduccción de Fe(III) y además del oxigeno atmosférico para
evitar la oxidación del Fe (11) presente en la muestra . La
disolución extra ida se filtra a traves de papel de filtro y la

. determinación espectrofotométrica se realiza a 5i2 nm.

2 .3.2 Determinación de Fe'II) en espinacas con Bipy :

El procedimiento analítico es idéntico al anterior,
realizándose la determinación espectrofotométrica a 522 nm.

2.3,3 peterminación de Fe total por EAA:

La muestra vegetal , previamente desecada y calcinada
(T=525 QC durante 3h .) se ataca con una mezcla ácida HN03 y HCl

en caliente. La disolución de ataque se diluye a 25 mL con agua
destilada, y se mide la absorción atómica de dicha disolución a
248.368 nm.
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3.1 Metodos espectrofotométrícos

3 RESULTRDOS y DISCUSION

El complejo de Fe(II) se obtiene a traves un procedimiento
similar.

0,19

%C.v.Ilg/mL

495

nm.

Long. onda Rango lineal Reproducibeond Exp.
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extracción a MIBK
(sin H202)

o-phen pH 4, tamp biftalato 361

estabilidad:12-60 mino

oxidante:persulfato

Reactiyo

SCN

En primer lugar se realizó un estudio de los métodos
espectrofotométricos de determinación de Fe(II) y Fe(III). En
la tabla 11 se ofrecen los resultados. .

Previamente a la elección de un método de determinación de
Fe, se ha procedido a la evaluación comparada de los principales
métodos descritos en la bibliografía.

Se hacen reaccionar en una mezcla de acetona-H20 al 50%,
0.0025 moles de sulfato férrico anhidro con 0.01 de monohidrato
de fenantrolina, produciendose la precipitacion de cristales
finisimos de color marrón. Si se acidifica el - medio con
sulfúrico (pH 2-5), el precipitado se vuelve más voluminoso. Se
procede seguidamente a la filtración a traves de placa filtrante
para evitar la posible reducción de Fe(III) por el papel de
filtro.

2.3.4 Síntesís de los comole-;os FefII1:o-phen y
Fe{IIIl :o-phen en medía acetona-H2~

TABLAII:

Especie

Fe(III)

Fe (lII)



Fe (Ir) o-phen J?H 4, tamp biftalato 512 1-14
reductor hidroxilamina

t Q estabilidad: 15-60 mino
sin reductor
t Q estabilidad:15- 30 min o

Fe (Ir) bipy !?H 4, tamp biftalatq 522 1-16
reductor hidroxilami na

t Q estabilidad:20-60 mi n o

Fet ot o-phen pH 4, tamp biftalato 390 1-23

TABLA 11: Condiciones e xperimentales de l os métodos espectrofot omé
determinación de Fe y sus prestaciones anal íticas.

De la misma cabe destacar:
-. La experiencia de calibraci ón en la determinaci ón d e

Fe(III) con o-fenantrolina se debe de verificar en presencia de
un oxidante para eliminar el Fe(II) producido como consecuenc i a
del equilibrio Fe(II)-Fe(III) . Han s ido probados con este fin
diversos oxidantes, concluyendose que la adición de persulfat o
amóni co en concentracion de 4.5 10- 3 M. para no más de 3 ~g/mL
de Fe(III) conduce a los mejores resultados .

Con l a s condiciones de esta e xper iencia se · demuestra a
partir de la figura 1 que a la longitud de onda de 39 0 nm
LFe(III)=LFe(II) lo que permite determinar el contenido de Fe
total de una disolución .

-. La determinación de Fe(III) con tiocianato, en presencia
de H202' c on d u c e a un aum ento de sensibilidad , aunque la
estabilidad del complejo disminuye, haciendose crí t i c o el tiempo
de .me d i d a .

- . La determinación de Fe(II) s e ha realizado en presencia
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de reductores, para asegurar el procedimiento de calibración. La
hidroxilamina condujo a los mejores resultados en
concentraciones de 2.87 M. para una concentración entre 150 y
75 0 ~g/mL en el ión ferroso.

3 .2 Métodos de espectroscopía atómica (EAA. EEAl

Es muy habitual la extracción de Fe (11) y Fe (111) en
materiales biológicos mediante un tratamiento de la muest ra con
agentes acomplejantes. Entre los más importantes cabe n
destacarse: 1,10-fenantrolina, y 2,2 '-bipiridilo.

La posterior determinación analítica de los elementos se
realiza bien espectrofotometricamente o bien por espectroscopía
atómica.

A la vista de estos procedimientos hemos estudiado la
influencia de los agentes extractantes - complejantes en ia
determinación por EAA y EEA del Fe.

En las fig~ras 1 y 2 se observa como la formación de los
complejos influye de una manera no despreciable tanto en las
medidas de absorción como en las de emisión atómica para llamas
de acetileno.

En absorción atómica los complejos de Fe(II) con o-phen y
bipy presentan una manifiesta reducción en los valores de
absorbancia respecto a los que presentan los correspondientes
complejos de Fe(III) . Estos resultados pueden argumentarse en
base a la magnitud de las constantes de formación de los
complejos, que son menores para Fe(III).

En emisión atómica por PAI se ha detectado que la emisión
tanto para lineas iónicas (258.58 nm, 231.34 nm) como atómicas
(248.32 nm, 252.28 nm) es menor en los complejos de Fe(II).

Ha sido estudiado también este efecto de variación de la
señal en espectroscopía atómica en función de la formación de
diversos comple jos, con reactivos corno: oxalato, citrato,
tartrato, AEDT, poniendose de manifiesto una disminuión de las
señales espectroscópicas para los complejos de Fe(II) respecto a
los de Fe (nI) .

Será necesario tener en cuenta estos efectos "matriz" del
complejante en los procedimientos de calibración de estas
técnicas.

151



120 ..,....- - - - - - - - - - - - - - - - - - - --,

Fe(l l):phen Fe(l l):bi py

Fe(ll):phim Fe(ll):bipy

Fe(ll)

Fe(lI)

complejents

cornplejente

Fe(lll):phen Fe(lll):bipy

Fe(l II):phen Fe(lll):bipy

Fe(1I1)

FIGURA 1

152

0,0

1,0

0, 6
..:
¿., 0,6
u
e.,
.o

0,4Lo.
o
(/)

.o
-c

0,2

"I nt e n s i d a d de emisión en unidades relativas (u.r.) de la
linea iónica 259 ,940 nm da los complejos de Fe(III) y Fe(II) y

FIGURA 2

Absorcion Atómica a 248,32 "nm. en unidades relativas (u.r.)
de las soluciones de Fe(III) y Fe(II) y de sus complejos con
o-phen y b ipy en las condiciones i n s trument al e s de l a tabla I,
para una concentración de [Fe(II)] =[Fe(II I) ] = 100,00 ~g/mL y
una concentración de acomp1ejante 10 veces la de Fe.
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Intensidad de emislon en unidades relativas (u.r.) en la
linea atómica 248,327 nm de los complejos de Fe(III) y Fe(II) y
sus complejos con o-phen y bipy, en las condiciones
instrumentales de la tabla 1, para una concentración de
[Fe(III)] = =[Fe(II)] = 100,00 Ilg/mL y una concentración de
complejante 10 veces la de Fe. . .

A partir de las experiencias de Driver y colaboradores
(Driver, R. y col. (40)) se sintetizaron los complejos de
Fe(III) :o-phen y Fe(II) :o-phen . Dichos complejos una vez
purificados, han sido caracterizados por espectroscopía IR. Los
resultados obtenidos demuestran la diferenciación cualitativa de
ambos complejos. El complejo Fe (111) :o-fhen presenta la
aparición de bandas a 975 cm- 1 y 830 cm- atribuidas a la
tensión Fe 3+-O-Fe3+, que no presenta el complejo Fe(II) :o-phen.

sus complejos con o-phen y bipy,
instrumentales de la tabla 1, para
[Fe (III)] = [Fe (II)] 100,00 Ilg/mL y
complejante 10 veces la de Fe.



4 RPLICRC IUN: DETERM INRC IUN DE FEOI) y FETOT EN

ESPINRCRS

Dada la di f icultad de encontrar materiales vegetales de
referencia en Fe (Ir ) y Fe (IrI) (Fe tot) , previo al análisis de
mue st ras rea les se pract icó el método de análi sis sobre una
s o l uc i ón artificial de Fe( II) y Fe(III) , obteni da a partir de
las disoluciones patrones. Los r e su Lt.ado s : obtenidos fuer on
satis factorios, pasando con posterioridad al análisis de muestra
vegetal real .

4.1 DeterminaciÓn de FeO Il

Sigu iendo e l método de Abadía y col. (11 ) se real izó la
dete r mi n a c i ón de Fe(II) e n espi nacas , uti lizando para ello dos
agen tes e xt r ac t ant e s (o-phe n y b i p y ) co n l a p o s t e r i o r
deter minac ión espectrofotométrica.. .

Lo s r e s ult a do s obtenido s r evelan: un conteni do de 19 ,81 ~g

d e Fe(I I ) / g. d e muestra (3 ,8 % Coeficiente de Var iación)
medidos c on e l c omplejo de o-phen a 512 nm.·

Así mismo , s e detectan 30 ,22 ~g de Fe(II)/g . de muestra
(4 , 5 % Coeficiente de Variación ) medidos con el comple jo de bipy
a 522 nm.

Tra s e ste estudio s e pueden sacar las siguientes
conclusiones:

-. Bipy es un agente e xt r a c t ant e más poderoso que o-phen y,
aunque presenta una menor sensibi lidad como reactivo
espectrofotométrico, presenta mejores resultados.

-. Con tiempos de extracción de 24 h. es necesario mantener
l a s disoluciones en atmó sfera de nitrogeno para evitar la
oxidación de Fe(II)

- . Para longitudes de onda menores a 450 nm se produce
absorción de otros productos de degradación de l a · c lorofila .

4,2 Determinación de Fe tot

La det erminacio n fu e r e ali z a d a po r E . A. A., segun el
procedimient o y a descr i to. El resu ltado medio de 8
dete r mi n a c i on e s presento un contenido de 203 , 19 u g / g en la
mues tra humeda (3,1 % Coe fic iente de Variacion).
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RIBULOSA S-FOSFATO3-EPIMERASAEN EL HONGO
ASPERGILLUS ORYZAE
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Sorn e ph ysi cal, c h e mica l and kine tic pro perti es fo r t h e ribulos e

5-phosph a t e 3-e pimeras e (EC 5 . 1 .2 . 1 . 3) f r om t he f ungu s As pergi l lus

oryzae g rowt h with r i b o s e a s sole c a r b on s ourc e were s tudi e d .

Th e maximum activ ity p H was 7 . 5 , wi ch coinci des wi t h t h e ma x i mum

s tab i lity p H. Th e e n z yme wa s i nact i vated over 35°C .

Th e km value d e t ermined fo r r ibulo s e 5- p ho s phat e wa s 2 4 ~M , a n d

t he arab inose 5- pho s phat e was a compet i t i v e i nhibitor wi th a K . value s
~ l.

of 0 . 42 mM .

INTRODUCCION

Las enzimas de la etapa de isomerización de la fase no oxidativa de

la ruta de las pentosas fosfato han cobrado enorme importancia. desde

la polémica susc itada por la descr ipción de nuevas pentosas fosfato

como metabolitos de la fase no oxidativa (WILLlAMS et al., 1978).

Todas las enzimas de la ruta de las pentosas fosfato han sido

descr itas en diversas especies de hongos (OSMOND y REES, 1.969 y

HANKINSON y COVE, 1974) excepto la rtoutosa-s-tostato 3 -epimerasa

(EC. 5.1.2.1.3.).

MATERIAL Y METODOS

• Material biológico: Se ha utilizado una cepa de ASDeraillus oryzae

procedente de la co lecc ión de cult ivos del Depa rtamento de

Microbialog fa de la Facultad de Cienc ias de la Univers idad de

Salamanca .

• React iYos: Enzimas, coenzimas y sustratos proceden de SIGMA CHEM.

COMP. (SI. Louis, Mo. USA); todos 105 restantes productos qufmicos son

de calidad anális is. 157



- CultiYo del AsperQ illus : Los micelios se han desarrollado en ribosa

como única fuente de carbono . Las cond iciones de cultivo se han

descrito previamente (MUIÑO y CEBRIAN, 1.980).

• Preparación del extracto enzjmático: Ha sido descrito previamente

(MUIÑO y CEBRIAN, 1.980)

- Técnicas analftjcas:

Determinación de proteínas: Se ha realizado por el método de

LOWRY et al. (1.9.51) .

DeterminaciÓn de la actividad enzimática: La actividad de la

ribulosa 5 fosfato 3-epimerasa se ha determinado modificando el

método de KIELY et al. (1973).

Fundamento:

Ru5P Ru5P3 EPIMERASt\.Xu5P

Xu5P + R5P IKpSh7P + GA3P

GA3P ~DHAP

DHAP+ NADH 0í~3P + NAD+

La mezcla de reacción utilizada ha sido:

. tampón imidazol-CIH pH 7.5 40 mM; Ru5P 0.6 mM; R5P 2mM; TPP 50

urn: CI2M9 5 mM; TK 0.2 U;cI,-GDH 1 U; TIM 4 U; NADH 0.1 mM y

extracto enzimático en cantidad suficiente para producir un

aumento mínimo de 0.005 unidades de densidad óptica por minuto.

Las determinaciones se han llevado a cabo en espectrofotómetro

visible/U.V. SPECTRONIC .2000 por variación de densidad óptica a
340 nm en un volumen de 1 mi y con cubetas de 1 cm de paso de

luz. En la cubeta de referencia se sustituye el sustrato glucídico

por igual volumen de agua destilada.

La determinación de la constante de Michaelis (Km) se hizo

variando la concentrac ión de ribulosa 5-fosfato entre 60 urn y 0.6

mM con una diferencia entre dos ensayos consecutivos de 60 um.

Esta misma prueba se llevó a cabo con diferentes tampones de pH
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Determinación de proteínas: Se ha realizado por el método de

LOWRY et al. (1.951).

Determinación de la actividad enzimática: La actividad de la

ribulosa 5 fosfato 3-epimerasa se ha determinado modificando el

método de KIELY et al. (1973) .

Fundamento:

Ru5P Ru5P3 EPIMERAS~XuSp

XuSP + R5P ~Sh7P + GA3P

GA3P T1Ml>DHAP

DHAP + NADH ' ~-G3P + NAD+

La mezcla de reacción utilizada ha sido:

tampón imidazol-CIH pH 7.5 40 mM; Ru5P 0.6 mM; RSP 2mM; TPP 50

urn: CI2Mg 5 mM; TK 0.2 U; -GDH 1 U; TIM 4 U; NADH 0.1 mM y

extracto enzimático en cantidad suficiente para producir un

aumento mínimo de 0.005 unidades de densidad óptica por minuto.

Las determinaciones se han llevado a cabo en espectrofotómetro

visible/U .V. SPECTRONIC 2000 por variación de densidad óptica a

340 nm en un volumen de' 1 mi y con cubetas de 1 cm de paso de

luz. En la cubeta de referencia se sustituye el sustrato glucídico

por igual volumen de agua destilada.

La determinación de la constante de Michaelis (Km) se hizo

variando la concentración de ribulosa S-fosfato entre 60 urn y 0.6

mM con una diferencia entre dos ensayos consecutivos de 60 urn.

Esta misma prueba se llevó a cabo con diferentes tampones de pH
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variable , para estudiar la influencia del pH sobre la constante de

Michaelis.

La determinación de las constantes de inhibición (ki) se · hizo

añadiendo el posible efector a ambas cubetas .

Determinación del efecto del pH sobre la actividad : Se

determinó la activ idad específ ica, según se describe

anteriormente, en .un margen de pH de 5 a 10, con una diferencia de

0.5 unidades de pH entre dos ensayos consecutivos, utilizando en

cada caso el tampón adecuado, y manteniendo constantes todos los

demás componentes de la mezcla de reacción.

Determinación del efecto del pH sobre la estabilidad

enzimática: .Los extractos enzimáticos se diluyeron con cada uno

de los tampones, hasta obtener una concentración final de

proteínas igual en todos los casos. Preincubadas las preparaciones

enzimáticas a 30°C durante 15 minutos, se determinaron las

actividades específicas residuales.

Determinación del efecto de la temperatura sobre la

actividad enzimática:

Inactivación térmica a tiempo de incubación constante: Los

extractos enzimáticos se diluyeron con el tampón de máxima

estabilidad hasta alcanzar una concentración final de

proteínas igual en todos los casos. Volúmenes iguales de

dichos extractos se incubaron a diferentes temperaturas entre

10 Y 60°C. Transcurridos 5 minutos se de ter mi n a ron I a s

actividades residuales.

Inactivación térmica a temperatura constate: A la temperatura

a la cual se observó que se iniciaba la inactivación, 40°C , se
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RESULTADOS

10 ,H...
Fi gu r a 2 . - Ef e cto del pH s o b re la
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específica residual a 5, 10, 15, 20,

Fig u r a 1 .- I n f luen c ia de l p H sobre

la actividad de la r ibulosa 5

f osfato 3 epimerasa de A. o r y za e .
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25, 30, 35, 40, 50 Y 60 minutos.

incubó una adecuada dilución de extracto enzimático , y se

- Influencia del pH

En la figura 1 se expresa el efecto que ejercen distintos valores de

pH sobre la actividad de la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, de

extractos de micelios de A. oryzae crecido sobre ribosa. El perfil de

la curva de actividad permite observar que la máxima actividad de esta

enzima se obtiene a valores de pH comprendidos entre 7.5 y 8.

o Determinación del pH de máxima estabilidad

Como se observa en la figura 2, el máximo de estabil idad coincide

con un pH de 7.5 conservando sin embargo a valores comprendidos entre

7 y 9 más del 80% de su actividad , después de 15 minutos de incubación.
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Fi g ura 4 . - I nacti vación t érmi ca a

40 DC de la a cti vidad de l a ribu

l osa S- f o s f a t o 3 epimerasa de

A. o r yzae .
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Determinación de la constante de Michaelis : Se determinó

la inf luencia que ejercen concentrac iones crecien tes de la ribulosa

- Determ inación de constantes cinéticas de la ribulosa 5 fosfato 3

ep ime rasa

- Efecto de la temperatura

La temperatura a la cual la activ idad enzimática es máxima resul ta

ser entre 25 y 35°C. A 60°C, la inactivación es total (Figura 3). Para

determinar el efecto de l tiempo de incubación a tempertura constante

se escogió la temperatura de 40°C, por observarse que a esta

temperatur a se inicia la inactivación. En la figura 4 puede verse que

la act ividad decrece rapidamente, siendo menos del 50% después de 15

minutos de incubac ión, .para descender luego progresivamente hasta el

5% de su actividad inicial a los 60 minutos.
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Efecto de la arabinosa S-fosfato sobre la ribulosa 5

fosfato 3-epimerasa: En la figura 5 se expresa el efecto que

ejerce la arabinosa-5 fosfato sobre la velocidad de reacción de la

ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, en función de distintas

concentraciones de ribulosa 5-fosfato, observándose que la

arabinosa 5-fosfato ejerce una inhibición de tipo acompetitivo

5-fosfato sobre la velocidad de reacción de la ribulosa 5-fosfato

3-epimerasa. El valor de Km obtenido es de 0.024 mM± 0.005

siendo el valor medio de 6 determinaciones.

- Efecto del pH sobre la km:' En la tabla 1, se experesan los

resultados obtenidos al determinar la Km de esta enzima respecto

a la ribulosa 5-fosfato, a diferentes valores de pH. La máxima

afinidad se obtiene a pH 7, valor que no corresponde al pH de

máxima actividad.

pH Km (mM)

6,5 0,037

7 0,019

7,5 0,024

8 0 ,075

8,5 0,1

Influencia del pH sobre la K~ de ribulosa

5··fosfato 3 -epimerasa de A. oryzae res

pecto a la ribulosa S-fosfato .

TABLA 1.-
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DISCUSION

10 .1 10

. II01IULO•• l· 'OUATCO ."

l/ Y

- 1

sobre la ribulosa 5-fosfato 3-ep imerasa, con una K¡u 0.42 mM y

Ki/Km=1 7.64 .

Figura 5 ..- Inhibición po r arabinosa

S-fosfato de la ribulosa S-fosfa

t o 3 ep i merasa . respecto a la ri

bulosa S-fosfato . O - con arabinQ

sa S- f os fato 0 .1 mM .

El pH de máxima actividad de la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, 7.5

8, coincide con lo enco ntrado para los enzimas de la fase no oxidativa

de la ruta de las pentosas fosfato en otros organismos (SIMCOX et al.,

1977; HANKINSON y COVE, 1974; NOVELLO y Mc LEAN, 1968 Y LEVERING

et al. , 1982) entre otros.

El pH de máxima estabilidad, que no tiene por que coincidir con el de

máxima actividad, en este caso coincide, siendo más amplio el rango de

pH al cua l la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa es activa .

La ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa se inacti va rap idamente a

temperaturas superiores a 35°C. Esto indica que no posee caracter

te rmoestable.



La constante de Michaelis de la ribulos 5-fosfato 3-epimerasa de A...

oryzae respecto a la ribulosa 5-fosfato es igual a 0.024 mM; este valor

es 100 veces inferior a los citados por KIEL Y et al. (1.973) para

levadura, 2.4 mM y para higado de vaca, 2.9 mM, lo que indica que esta

enzima posee una afinidad por la ribulosa 5-fosfato muy alta. Valores

inferiores se han descrito en diversos órganos de mamíferos; así , en

higado de ternera la Km para la rlbulosa 5-fosfato es de 0.19mM (WOOD,

1979) y en cerebro de rata 0.143 mM (KAUFFMAN, 1972). HURWITZ y

HORECKER,(1.956) citan valores de Km de 1 mM para ribulosa 5-fosfato

3-epimerasa procedente de Lactobacillus pentosus.

El hecho de que el pH de máxima actividad, 7.5, no coincida con el pH

en que la afinidad del enzima por el sustrato sea máxima, .podría indicar

que esta enzima, en su entorno intracelular, actúa a un pH distinto del

pH óptimo de actividad.

La inhibición de la ribulosa 5-fosfato 3-ep imerasa por arabinosa 5

'fosfato, descrita por WILLlAMSet al. (1.978) , es muy ligera y de tipo

acompetitivo. Aunque podría pensarse que es una inhibición de tipo

artefactual por utilizarse transcetolasa de levadura en la mezcla de

reacción, y estar descrita por WOOD y GASGON (1980) una inhibición de

la transcetolasa por arabinosa 5-fosfato, se ha comprobado

previamente que esta pentosa no afecta a la transcetolasa de levadura.

RESUMEN

Extractos crudos procedentes de micelios de Aspergillus oryzae

desarrollado sobre ribosa presentan act ividad de ribulosa s-tostato 3

epimerasa.
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Se han estudiado algunas de las características cinéticas y

fis icoquímicas de la enz ima de Aspergillus oryzae crecido en ribosa

como única fuente carbonada. El pH de máxima actividad es 7.S y

coincide con el de máxima estabilidad. Temperaturas superiores a 3SoC

desactivan la enzima. La Km para la ribulosa S-fosfato es de 0.024 mM.

La arabinosa S-fosfato es un inhibidor acompetitivo y la Kui resultó ser

de 0.42mM.

Abreviaturas

DHAP: dihidroxiacetona fosfato; GA3P : gliceraldeh ido 3-fosfato;

GDH : glicerol 3-fosfato deshidrogenasa; Kiu: constante de

inhibición no competitiva o acompetitiva ; Km: constante de

Michaell is; NAD+: nicotinamida adenin dinucleótido ; NADH:

nicotinamida adenin dinucleótido reducido; RSP: ribosa S-fosfato ;

RuSP : ribulosa S-fosfato ; Sh7P : sedoheptulosa 7-fosfato; TK:

transcetolasa; TIM: tr iosa fosfato isomerasa; TPP: tiamina

pirofosfato ; XuSP: xilulosa S-fosfato.
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1 INTRODUCCION

de cal idad deríos, en las estaciones de muestreo de la red

aguas (red COCA), drenando cuencas con distintos caracteres

litogeológicos así lo demuestran (ALBERTO y NAVAS, 1986 I). Por

ello, tanto las concentraciones de solutos como la composición

del agua varía ampliamente entre los distintos tributarios del

Ebro o a lo largo de un mismo río al atravesar distintas

Ld, tofacies .

En la última década, se ha prestado una creciente atención

a la investi~ación de la variabilidad espacial de la calidad de

las aguas superficiales (UNESCO-WHO, 1978). Algunos estudios se

han orientado a la evaluación de los factores responsables de

tal variación, y la i n f l u e n c i a de los dist intos controles

* Depa r tm ent o f Ge ography. Amory Building . Renn e s Or ive . Un i versit y
of Exete r . Exeter EX4 4RJ (Uni t ed Kingd om). .

** U. E.l. de Edafolo gía. Es t a ción Exp e riment al de Aula Dei. C.S .I .C .
Apa r t ado 202. 500 80 Zarago za ( España) .

La alteración de rocas y suelos constituye el mayor

proceso suministrador de so lutos a las aguas superficiales

(GARRELS y CHRIST, 1965). En la cuenca del Ebro, la naturaleza

. de las litologías ejerce un fuerte control sobre la química del

agua. Los valores de las concentraciones iónicas medias de los

Mappi n g of thi s in f o rma t i on pro v ides the i dent ification of pr im a 

r y sa lin ity source5 in t he catchments c orre5pon d i ng to each sampling

stat ion . The l a r g e s p a tial var i ab il i t y e co untered, r e fl e c t s t he l i t o 

geo logica l diversit y i n t he s ubbasins, but is a 150 a co nse quence of t he

study s c ale .

Th is paper pr es e nts an stu d y o n t he typol o gy Df i oni c r ela t i on 

s hips b etwe e n th e maja r s alin i ty compon e nts in t he sampling station s

Df t h e Ebro r i v e r n etwork. The simple linea r regres s ions e s t a b l i s hed

betwe en ions leads 13 different type s of bo th 504 = - Ca ++ and C1- - Na+

r elat ionships . I n each Df t hc s e i o n i c regressions, t he c o rre lat ion

coe ff ic ient a nd t he g ra d ient of t he cu r ve pe r mi t t h e i den t ificat ion Df

t he salt that . produc ed t hem ( gypsum ~ nd hali t e). Th e e xistence o f

o ther salt s , as well as othe r physic o - chemical proce s s e s s uc h a s pre

c i pitat ion a n d ionic excha nge ca n b e a l s o i nfered .

Rev . Aead. Ciencias Zaragoza , 44 (1989)
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ambientales (geología, edafología, topogragía, vegetación y

otras contribuciones atmosféricas y antrópicas) ha sido

ampliamente discutida (GORHAM, 1961; MILLER, 1961; WALLING,

1980) . Dependiendo de la escala, sólo consideraciones generales

acerca del clima y la geología pueden ser invocadas; sin

embargo, un estudio mas detallado puede evidenciar la

existencia de complej a -s interacciones entre factores

litológicos, edáficos, fisiográficos, hidrometeorológicos y

antrópicos (WALLING y WEBB, 1978).

Uno de los recientes obj etivos en la investigación

hidrogeoquímica es el análisis de las relaciones entre los

constituyentes disueltos y la litología con la finalidad de "

deducir la posible causa-efecto e identificar los p~incipales

controles geoquímicos. Para ello se han utilizado técnicas

estadísticas diversas entre las que se incluyen las

correlaciones canónicas, regresiones múltiples, el análisis

factorial ( LE MARECHAL y TEIL, 1973; DEPETRIS, 1980),

multivariante (WEBB, 1983) y cluster (WILLIAMS, 1982).

La identificación de la sal" de procedencia puede también

realizarse a través del establecimiento de regresiones lineales

simples entre los distintos constituyentes inorgánicos, en

función de las relaciones estequiométricas existentes entre los

productos de la fase sólida y los disueltos. Esta metodología

ha sido utilizada por MAGARITZ et al. (1981) y ALBERTO Y NAVAS

(1989) .

Cuando la composición iónica del agua de los ríos es

documentada en diferentes emplazamientos, el análisis de las

relaciones entre iones y la representación cartográfica de tal

información puede resultar de gran utilidad para inferir la

naturaleza de li sal de origen, demostrar las variaciones

espaciales y relacionarlas con los principales factores de

control . En este estudio se presenta una primera prospección de

la tipología de las relaciones iónicas entre los componentes

mayoritarios de la salinidad y su distribución espacial en las

estaciones de muestreo de la red hidrográfica del Ebro.
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2 EL AREA DE ESTUDIO

La cuenca del río Ebro, con una extensión de 85.000 km2,

contiene una gran variedad de tipos de rocas que a su vez

presentan una considerable diversidad litológica. Así, las

rocas ígneas y metamórficas constituyen junto con las rocas

paleozoicas sedimentarias (mayoritariamente detríticas) el

núcleo de los macizos montañosos p Lrena Lc o s e ibéricos, la

cobertera mesozoica es eminentemente carbonática, mientras que

los materiales terciarios presentan una gradación desde

detríticos groseros a finos en los bordes hasta rocas

evaporíticas en el centro de la cuenca. Esta diversidad

geológica está a~ompañada por contrastes en el relieve, que a

su vez llevan aparejadas distintas características

hidrometeorológic~s, con precipitaciones que sobrepasan

anualmente los 2600 mm en las cabeceras de cuenca de los ríos

pirenaicos hasta los escasos 300 mm en el centro de la

depresión.

Esta gran cuenca terciaria, coincide prácticamente con la

depresión del Ebro, que aparece confinada por los relieves

circundantes y es drenada por el río Ebro y sus afluentes. La

sedimentación en esta unidad topográficamente deprimida, y de

forma aproximadamente triangular, está caracterizada en su

sector central por potentes formaciones evaporíticas,

mayoritariamente yesíferas, que localmente aparecen asociadas

con mineralizaciones de · sales mas solubles (haloideas y

sulfatadas). En los bordes de la depresión afloran las

mineralizaciones de sales del Keuper y eocenas (sales sódicas y

potásicas de Navarra). En conjunto, las formaciones yesíferas

ocupan el 22% de la superficie de la cuenca (ALBERTO y NAVAS,

1986a) y determinan que en la composición química de las aguas

que drenan estas áreas, los componentes mayoritarios de la

salinidad sean los aniones sulfato, cloro y bicarbonato y los

cationes calcio, sodio, magnesio y potasio.
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3 MATERIAL Y METODOS

En la calidad química de las soluciones acuosas, la suma

de las concentraciones de todos los solutos, iguala al total de

sólidos disueltos , que se relaciona linealmente con la

conductividad eléctrica . A su vez, las concentraciones de cada

uno de los solutos pueden ser expresadas como funciones

lineales de la conductividad eléctrica (STEELE, 1968) .

Las relaciones entre conductividad y los cationes y aniones

mayoritarios en las aguas superficiales de la red hidrográfica

del Ebro (NAVAS, 198"3; ALBERTO Y NAVAS 1986b) evidenciaron

claramente que los iones cloro y sodio, por una parte, y

sulfato y calcio, por otra, son los que mas contribuyen a la

salinidad (hasta un 90 %), mientras que los bicarbonatos

explicarían el porcentaje restante. La principal contribución

del magnesio a la salinidad se asocia fundamentalmente a los

sulfatos y también a los cloruros, como así se demostró

mediante un ensayo de relación entre el magnesio y los iones

sodio y calcio (NAVAS, 1983), observándose que las mas altas

concentraciones de magnesio se correspondían bien con los mas

altos valores de sodio o con los mas altos de calcio.

El hecho de .que los iones sulfato y cloro sean los que mas

contribuyen a la salinidad, y a su vez la procedencia común del

sulfato y calcio del yeso y del cloro y sodio de la halita

(ALBERTO y NAVAS , 1986b), nos lleva a considerar las

respectivas relaciones iónicas como mas representativas para la

descripción tipológica, así como para la identificación de la

naturaleza de las sales de origen, de las posibles

interferencias de otras sales o de la identificación de

procesos fisicoquímicos de precipitación o cambio iónico.

Por tanto, las regresiones lineales establecidas en cada

una de las estaciones de muestreo de la red hidrograf ica del

Ebro, son las siguientes:

- 1) S04= - ca++.
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- .2) S04= - ca++*, donde Ca++* representa el procedente de la

disolución del yeso, una vez descontada la participación

del calcio de los bicarbonatos de acuerdo a la metodología

propuesta por NAVAS (1988), ante la falta de linealidad

observada en los valores mas bajos de la recta de

regresión entre sulfato y calcio (ALBERTO y NAVAS, 198Gb).

- 3) Cl- - Na-.

- 4) Cl- - S04='

Para ello, se han utilizado los datos de los anuarios de

calidad de aguas (MOPU, 1972-1985) correspondientes a las 68

estaciones de muestreo de la red hidrográfica del Ebro. Para

.e xp r e s a r las relaciones de estequiometría, las concentraciones

de los respectivos iones se han transformado de mgl-1 a meql-1.

La frecuencia de muestreo varía dependiendo del tipo de

estación; en la mayoría se realizan anualmente 2 muestreos,

correspondiendo generalmente a epoca s de al tos y baj os

caudales, . 4 muestreos en otras y 12 muestreos en algunas de

las situadas en el curso del río Ebro. El número de datos

depende asimismo de la fecha de inicio de funcionamiento de la

estación de muestreo, como consecuencia de la creciente

expansión de la red de calidad de aguas.

La tipología de relaciones iónicas se describe en función

de los resultados de las regresiones entre s04=-ca++* y entre

Cl--xa'", La relación entre sulfato y calcio es enunciada en

primer término y según la ·e x i s t e nc i a o no de correlación entre

ambos iones se han diferenciado dos grandes grupos.

a) Existe correlación entre sulfato y calcio. Dependiendo

del valor de la pendiente existen tres posibilidades: 1) S04= >

ca++, 2) S04= < ca++, 3) S04= = Ca++. Dentro de cada uno de

estos t.Lpos la regresión entre los iones cloro y sodio,

presenta a su vez tres posibilidades con relación al valor de

la pendiente: 1) Cl- > Na+, 2) Cl- < Na+, 3) Cl- = Na+, o 4) no

existe correlación entre ambos iones, Cl- # Na+.

b) No existe correlación entre sulfato y calcio,

Ca++. Las cuatro posibilidades referidas anteriormente

relación entre cloro y sodio son también consideradas.
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3 TIPOLOGIA DE LAS RELACIONES IONICAS

Los resultados de las regresiones lineales establecidas se

recogen en los Cuadros 1 y 2.
Respecto a las regresiones anión-catión (504= - Ca++ y

Cl- - Na+), la existencia o no de elevada correlacion entre los

respectivos iones es indicativa de la procedencia común o no de

una determinada sal (yeso o halita), mientras que el valor de

la pendiente informa sobre la existencia de otras sales

suministradoras de tales iones (diferentes de las

consideradas), o de procesos de precipitación o cambio iónico.

Así, cuando la pendiente es igual a uno, no existen otras sales

diferentes del yeso o halita. Cuando la pendiente es inferior a

uno, refleja la existencia de otros sulfatos o cloruros

(diferentes del yeso o halita) o de procesos de pérdida de

calcio precipitado como carbonato o intercambiado en el

complejo de cambio de suelos y sedimentos. Cuando la pendiente

es superior a uno refleja la existencia de otras sales

suministradoras de calcio o sodio (cloruros o sulfatos

respectivamente), o una procedencia del cambio iónico.

En cuanto a las regresiones entre cloro y sulfato (Cuadro

2), la existencia de correlación entre ambos aniones se

corresponde con la abundancia de litofacies evaporíticas en las

cuencas de la respectivas estaciones de muestreo, reflejando la

asociación mineralógica de ambas sales y la similaridad de

mecanismos de incorporación a las aguas superficiales.

Lógicamente, la ausencia de correlación se encuentra en las

estaciones de muestreo de ríos drenando cuencas con ninguna o

escasa representación de litologías salinas. La ausencia de

correlación en algunas estaciones de muestreo (Aragon,

Caparroso (5); Iregüa, Islallana (36); Jalón, Grisén (87); Oca, ·

Oña (93) e Isuela, Pompenillo (218)), aun cuando la presencia

de materiales salinos sobrepasa el 10% del total de la

superficie de las respectivas cuencas (NAVAS, 1988), podría

deberse a distintas proporciones de yeso y halita en ellas, o a
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lineal es entre S04= - Ca++ y S04 = ca++*Cuadro 1.- Resultados de las regresiones -

en las estaciones de muestreo de l a r ed hidr ográfica del Ebro.

S04= - Ca++ S04= - Ca++ '

Rio Es tacion No. n S b a r . S b a

Ebro Mirand a 1 63 .633 ... 1.31 1.81 .741 ... .86 .25
Eb ro Cas tejó n 2 31 .865 ... .62 2.81 .793 ... .46 .90
Ega An dosilla 3 24 .917 ••• .66 4.06 .907 ••• .59 1.14
Arga P eral ta 4 24 .900 ... 1.07 2.65 .920 ••• 1.07 .25
Aragón Cap arr oso 5 24 .058 .06 2.63 .650 ... .67 .08
Jalón Hu érmeda 9 22 .847 ... .67 2.91 .754 ... .53 .73
Ebro Zaragoza 11 63 .941 ... .63 3.00 .831 ... .44 1.00
Martln Hijar 14 18 .972 ••• .87 0.39 .972 ... .81 -.96
Guadalope Alcañiz 15 24 .985 ••• .83 2.00 .984 ... .77 - .09
Cinca Fraga 17 23 .663 ••• .43 2.55 .422 • .23 1.10
Aragón Jaca 18 24 .430 • 1.74 1.71 .396 .81 .19
Valira Seo de Url!'el 22 16 .435 • 1.23 1.06
Segre Seo de Urge l 23 19 .525 •• 1.66 1.24
Segre Lérida 24 18 .943 ... .75 1.83 .919 ... .49 .71
Segre Serós 25 23 .613 ... .61 2.38 .574 ••• .39 1.15
Ebro Tortosa 27 24 .936 ... .59 2.65 .958 ••• .57 .54
Ebro Mequinenza 29 17 .729 ••• .59 2.64 .803 ••• .57 .72
Guatizalema P eral t a de Alcofea 32 6 -. 240 -.80 4.23 - .193 -.47 1.20
Alca nadre P eralt a de Alcofea 33 6 .429 1.14 1.92 .694 .58 .34
Iregua Islallana 36 19 .825 ••• 1.28 1.18 .765 ... .80 .29
Najerilla Torremontalvo 38 19 .78 7 ... 1.27 1.35 .872 ... 1.00 .16
Jiloca Calamocha 42 23 .731 ... .60 4.30 .673 ... .46 2.11
Tirón Cuz curita 50 17 .606 ... .47 4.13 .553 • .40 3.30
Arba Gallur 60 21 .703 ••• .38 3.05 .604 ... .34 1.38
Irati Liédena 65 17 .339 .77 2.30 .569 •• .73 .09
Arga Echa uri 69 24 .235 .40 3.22 .206 .33 1.33
Ega Estella 71 19 .734 ••• 1.08 3.81 .642 ••• .73 1.09
Zadorr a Arce 74 23 .144 .21 4.08 .564 ... .88 .56
J alón Grisén 87 20 .683 ... .54 3.67 .498 • .47 1.18
Gá llego Zaragoza 89 21 .858 ... .82 1.97 .808 ... .76 .11
Nela Trespaderne 92 18 .814 ••• 1.74 1.77 .746 ••• 1.31 -.03
Oca Oña 93 18 .909 ... .81 3.51 .900 ... .92 .20
Segre Balagu er 96 31 .886 ... .77 2.00 .877 ••• .68 .56
N. Ri bagorzana La Piña na 97 23 .715 ••• .81 1.68 .637 ... .69 .53
Aragón Yesa 101 24 .156 .56 2.28 .455 .74 .15
Huerva Mezalocha 105 16 .722 ••• .76 2.55 .633 ... .50 .77
Ebro Sástago 112 24 .986 ••• . .71 2.72 .984 ••• .54 .93
Segre P ons 114 26 .617 ... 1.42 1.36 .611 ••• .86 .23
Ebro Mendavia 120 89 .644 ... .59 2.73 .800 ... .74 .39
Ebro F lix 121 14 .912 ... , .50 3.05 .888 ... .43 1.19
Gállego Anzánigo 123 24 .513 .. 1.36 1.42 .607 ... 1.02 .19
Arga Hu arte 159 17 .479 1.60 1.50 .597 .. 2.41 - .17
Ebro Palazuelos 161 20 .714 ... .98 2.02 .801 ... .65 .39 ,
Ebro P ignat elli 162 58 .848 ... .63 3.01 .750 ... .36 1.26
Ebro Ascó 163 48 .826 ••• .51 3.14 .778 ... .51 1.06
Bayas Mi ran da 165 21 .878 ... ' .78 2.61 .930 ... .91 .17
Jerea P alazuelos 166 18 .145 .26 3.45 .179 .20 .59
N. P allaresa Camarasa 169 17 .734 ... 1.20 1.13 .757 ... .71 .18
Matarraña Maella 176 17 .470 .43 2.34 .421 .32 - .21
Zadorra Vitoria 179 20 .462 .83 3.09 .344 .59 .26
Zadorra Du rana 180 16 .458 1.28 2.57 .240 .48 .52
Aragón Sangüesa 205 17 .379 .58 2.26 - .100 -.06 .37
Segre Pla de San Tirs 206 16 .540 2.30 1.16
Segre Term ens 207 24 .964 ... .95 1.64 .922 ... .67 .53
Ebro Conchas de Haro 208 27 .199 .28 3.01 .502 ••• .50 .56
Gállego Zuera 209 19 .984 ... .76 1.93 .985 ••• .73 - .01
Ebro Ribarroja 210 19 .777 ••• .58 2.68 .847 ... .60 .48
Ebro Presa de Pina 211 60 .975 ... .75 2.82 .954 ... .57 .93
Ebro Cherta 212 54 .807 ... .48 3.20 .807 ••• .44 1.18
Cidacos Calahorra 213 18 .584 .. .58 3.21 .547 .. .46 1.45
Alhama Alfare 214 17 .848 ... .52 4.52 .863 ... .50 2.11
Huerva Zaragoza 216 20 .844 ... .65 2.91 .796 ... .51 1.03
Arga Ororbia 217 11 .376 .38 2.77 - .029 - .03 1.02
Isuela P omp enillo 218 10 - .193 .016 .01 1.66
Segre Torres de Segre 219 10 .971 ... .71 2.05 .949 ••• .52 .55
Clamor Amarga Zaidln 225 6 .990 ... .50 2.55 .986 ... .52 .25
Alcanadre Ontiñena 226 6 .722 .26 3.94 .922 ... .44 1.56
Flumen Sariñena 227 6 .817 , .32 4.09 .927 ... .34 2.27
Cinca Monzón 228 20 .261 .47 2.37 .801 ... .80 .18

Significación estadística: ·"~99.99%, "~99.975%, ·~99.95%.



Cuadro 2.- Resul t ado s de l as regresion es lineal es entre cr - Na+y Cl - - Na+

en l as estac iones de mues t r eo de l a re d hidrogr áfic a de l Ebro .

Cl" - Na+ CI- - S04 -

Rio Estacion No. n S b a S b a
Ebro Miranda 1 63 .934 ... 1.23 - .18 .435 ... .46 .64
Ebro Castejón 2 "31 .960 ••• 1.04 .08 .845 ••• .73 .33
Ega Andosilla 3 24 .957 ••• 1.09 <.01 .950 ... .64 .72
Arga Peralta 4 24 ".973 ••• 1.02 - .43 .921 ... .19 .35
Aragón Caparroso 5 24 .332 .39 .59 .245 .26 .60
Jalón Huérmeda 9 22 .937 ••• 1.20 -.51 .828 ... 2.52 - .34
Ebro Zarag oza 11 63 .983 ••• Ll2 -.08 .961 ••• .87 .28
Martín Hijar 14 18 .811 ... .59 1.26 .896 ... 4.89 7.19
Guadalope Alcañiz 15 24 .879 ••• LlO -.06 .869 ... 9.50 1.06
Cinca Fraga 17 23 .964 ••• 1.33 - .06 .847 ... .89 .86
Aragón Jaca 18 24 .247 .39 .05 .210 .70 .10
Valira Seo de Urgel 22 16 - .295 -.87 .38 .024 .06 .23
Segre Seo de Urgel 23 19 -.159 -.86 .52 .138 .35 .25
Segre Lérida 24 18 .952 ... 1.61 -. 24 .891 ... 3.75 - .74
Segre Serós 25 23 .959 ••• 1.45 - .09 .775 ... 2.00 .73
Ebro Tortosa 27 24 .936 ••• 1.13 .09 .894 ... Ll4 .52
Ebro Mequinenza 29 17 .967 ••• 1.11 - .07 .935 ••• LlO .23
Guatizalema Peralta de Alcofea 32 6 .985 ••• 2.05 - .65 .909 ... 1.27 .12
Alcanadre Peralta de Alcofea 33 6 .982 ••• Ll3 -.03 .782 • .90 - .03
Iregua Islallana 36 19 .692 ••• .84 .04 .340 1.46 .66
Najerilla Torremontalvo 38 19 .680 ... .61 .07 .431 2.23 .61
Jiloca Calamocha 42 23 .403 .58 .39 .329 1.58 3.56
Tirón Cuzcurita 50 17 .942 ... 2.24 .83 .615 ... 1.44 8.09
Arba Gallur 60 21 .968 ... Ll5 .07 .963 ••• .55 .43
Iratí Liédena 65 17 .833 ... .94 - .05 .101 .10 .26
Arga Echauri 69 24 .943 ... .90 -.13 .561 ... .09 .43
Ega Estella 71 19 .665 ... .59 .53 .674 ... .34 .73
Zadorra Arce 74 23 .875 ... 1.12 - .11 .268 .29 .90
Jalón Grisén 87 20 .943 ... .94 .27 .216 .15 3.86
Gállego Zarag oza 89 21 .808 ... 1.20 .14 .878 ... .56 1.31
Nela Trespaderne 92 18 .963 ... .96 - .09 .924 ... .64 .10
Oca Oña 93 18 .986 ... Ll6 -.26 -.124 - .17 4.27
Segre Balaguer 96 31 .046 .24 1.29 .848 ... 2.54 .15
N. Ribagorzana La Piñana 97 23 .750 ... .84 .12 .638 ... 1.56 .63
Arag ón Yesa 101 24 .461 1.03 - .02 -.218 - .35 .43
Huerva Mezal ocha 105 16 .916 ... .44 .28 .356 .79 1.30
Ebro Sástago 112 24 .901 ... .95 .99 .867 ••• .88 1.35
Segre Pons 114 26 .749 ... .85 .05 .747 ... 1.54 .21
Ebro Mendavia 120 89 .927 ... 1.08 .15 .550 ... .32 1.23
Ebro Flix 121 14 .956 ... 1.22 - .20 .934 ... Ll5 .56
Gállego Anzánigo 123 24 .115 .06 .24 .520 •• .39 .36
Arga Huarte 159 17 .638 ••• .92 .04 .407 .80 .14
Ebro Palazuelos 161 20 .989 ••• 1.22 -.19 .788 ••• 1.23 .21
Ebro P ignatelli 162 58 .981 ... 1.05 .05 .889 ... .51 .65
Ebro Mcó 163 48 .975 ... 1.11 -.05 .936 ... Ll2 .07
Bayas Miranda 165 21 .863 ... 1.44 - .17 .624 ... 1.69 .66
Jerea Palazuelos 166 18 .563 •• .57 .05 - .267 - .70 .74
N. Pallaresa Camarasa 169 17 .852 ••• .96 - .03 .445 Ll2 .22
Matarraña Maell a 176 17 .732 ••• 1.28 - .22 ".663 ••• 3.31 -.56
Zadorra Vitoria 179 20 .914 ••• 1.34 - .32 .072 .06 1.04
Zadorra Durana 180 16 .341 .18 .27 - .108 -.10 .57
Aragón Sangüesa 205 17 .560 • 2.03 - .15 .352 .84 .26
Segre Pla de San Tirs 206 16 .873 ... 1.02 - .01 .208 .35 .22
Segre Termens 207 24 .961 ... 1.33 -.12 .965 ••• 2.82 -.28
Ebro Conch as de Haro 208 27 .911 ••• 1.53 - .37 .520 ••• .79 .40
Gállego Zuera 209 19 .967 ... 1.01 .43 " .902 ••• .44 2.88
Ebro Ribarroj a 210 19 .954 ... Ll5 -.02 .922 ••• 1.21 .20
Ebro Presa de Pina 211 60 .979 ... 1.10 .01 .974 ••• .94 .24
Ebro Cherta 212 54 .968 ••• 1.15 - .13 .936 ••• 1.19 - .02
Cidac os Calahorra 213 18 .844 ... .85 1.55 .631 ••• .60 1.11
Albama Alfar o 214 17 .967 ... 1.04 .05 .860 ••• 2.56 -4.35
Huerva Zaragoza 216 20 .952 ... 1.11 -.05 .605 ... .93 2.32
Arg a Ororbia 217 11 .942 ••• .96 < - .01 .798 ... .29 .07
Isuela Pompenillo 218 10 .211 .39 2.31 -.386 -.74 3.40
Segre Torres de Segre 219 10 .987 ••• 1.61 - .32 .950 ... 3.29 -1.08
Clamor Am arga Zaidín 225 6 .983 ••• 1.63 .22 .989 ••• 2.34 1.72
Alcanadre Ontiñena 226 6 .693 .67 2.99 .780 .78 1.74
Flumen Sariñena 227 6 .962 ••• 1.94 -2.43 .961 ... 1.33 .07
Cinca Monzón 228 20 .979 ••• 1.00 .16 .954 ... .28 .57

Significación estadíst ica: "·~99.99% , "~99.975%, ·~99.95%.



su distinta accesibilidad a los mecanismos de incorporación a

las aguas.

En un intento de relacionar la tipología de las

relaciones iónicas encontradas con el entorno lito-geológico de

origen, estas se han encuadrado en los ríos y tramos de ríos

que previamente se diferenciaron en la cuenca atendiendo a sus

caracteres de composición iónica (NAVAS, 1988).

El grupo A) incluye los ríos de aguas con un nivel de

mineralización medio, . p e r o caracterizados por altas

concentraciones de bicarbonatos. En este grupo la tipología de

relaciones es la siguiente:

S04= > ca++y Cl- < Na+ en los ríos Arba, Gallur (60);

Gállego, Zaragoza (89); Clamor Amarga, Zaidín (225) y

Flumen, Sariñena (227).

- S04= < Ca++ y Cl- > Na+ en Arga, Huarte (159).

- S04= < Ca++ y Cl- • Na+ en Alcanadre, ontiñena (226).

- s04= # ca++ y Cl- # Na+ en Isuela, Pompenillo (218).

A partir de ellas se infiere la existencia de una fuente

de sulfatos distinta del yeso y de sodio distinta de la halita,

que puede relacionarse con la presencia, en las cuencas de

recepción de algunas estaciones de muestreo, de carbonatos muy

solubles de sodio y magnesio, dándose la circunstancia de que

las áreas madres de carbonatos muy solubles no lo son de yesos.

Los tramos de los ríos del grupo B) corresponden a

cabeceras de cuenca en . los pirineos, y en consecuencia sus

aguas están escasamente mineralizadas. Las relaciones iónicas

son las siguientes:

S04= # ca++ y Cl- # Na+ en los ríos Valira y Segre en Seo de

Urgel (22) y (23).

- S04= # Ca++ y Cl- = Na+ en Segre en Plá de San Tirs (206).

Tales relaciones evidencian la ausencia de yeso o halita,

lo que se corresponde con el predominio en las respectivas

cuencas de rocas eminentemente silíceas, de forma que la

alteración de silicatos constituye la principal fuente

suministradora de iones .

En los ríos del grupo e), que presentan niveles medios de
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mineralización, la tipología encontrada es la siguiente:

S04= > ca++ y Cl- < Na+ en Ebro, Miranda (1); Zadorra, Arce

(74); Ebro Mendavia (120); Ebro, Palazuelos (161); Bayas,

Irati,

Segre,

(36) ;

(97) ;

(5) •

(92) .

Miranda (165) Y Ebro, Conchas de Haro (208).

S04= > Ca++ y Cl > Na+ en: Iregüa, Islallana

Liédena (65); Noguera Ribagorzana, La Piñana

Pons (114) y Noguera Pallaresa, Camarasa (169).

S04= > ca++ y Cl- = Na+ en Aragón, Yesa (101) y Cinca,

Monzón (228)

S04= > Ca++ y Cl- # Na+ en Aragón, Caparroso

S04- < ca++ y Cl- ·> Na+ en Nela, Trespaderne

S04= < ca++ y Cl- Na+ en Arga, Peralta (4).

S04= = ca++ y Cl- > Na+ en Najerilla, Torremontalvo (38) y

Ega, Estella (71).

S04= = ca++ y Cl- # Na+ en Gállego, Anzánigo (123).

SO4- # Ca++ y Cl- > Na+ en Alcanadre, Peralta de Alcofea

(33); Zadorra, vitoria (179) y Aragón, Sangüesa (205).

S04= # ca++ y Cl- < Na+ en Jerea, Palazuelos (166).

S04= # ca++ y Cl- # Na+ en Aragón, Jaca (18) y Zadorra,

Durana (180).

En este grupo, la heterogeneidad litológica entre cuencas

determina una gran variabilidad en las relaciones iónicas que

indican, para la mayoría de las estaciones de muestreo, la

e xistencia de yeso, halita y de otras sales sulfatadas,

fundamentalmente de sodio. Las baj as concentraciones de

magnesio (entre 0.3 y 2 meql-1), · permiten descartar su .

procedencia de una importante fuente sulfatada.

En los ríos del grupo D) las aguas están altamente

mineralizadas. Las relaciones iónicas son las siguientes:

- 'S04= > ca++ y Cl- < Na+ en Ebro, castejón (2); Ega, Andosilla

(3) ; Jalón, Huérmeda (9); Ebro, Zaragoza (11); Guadalope,

Alcañiz (15); Cinca, Fraga (17); Segre, Lérida (24); Segre,

Serós (25); Ebro, Tortosa (27); Ebro, Mequinenza (29); Tirón,

Cuzcurita (50); Oca, Oña (93); Ebro, Flix (121); Ebro,

Pignatelli (162); Ebro, Ascó (163); Segre, Termens (207);

Ebro, Ribarroja (210); Ebro, Presa de Pina (211); Ebro,



Cherta (212); Alhama, Alfaro (214); Huerva, Zaragoza (216) y

Segre, Torres de Segre (219).

804= > ca++ y el > Na+ en Martín, Híjar (14); Jiloca,

Calamocha (42); Jalón, Grisén (87); Huerva, Mezalocha (105);

Ebro, 8ástago (112) y cidacos, Calahorra (213) .

- 804- > ea++ y el- = Na+ en Gállego, Zuera (209) .

- 8°4- > ea++ y el- f Na+ en Guatizalema, Peralta de Alcofea

(32) y Matarraña, Maella (176).

Tales relaci~nes indican que junto a la abundancia de

yesos, aparecen otras sales sulfatadas de magnesio y sodio

(epsomita, mirabilita, glauberita, thenardita), mientras que la

existencia de otros cloruros distintos de la halita es tambien

significativa en cinco estaciones.
En la Figura 1 se representa la distribución de la

tipología de las relaciones iónicas, lo que permite una rápida

identificación de las principales fuentes de salinidad en cada

una de las estaciones de muestreo de la red hidrográfica del

Ebro.

La gran variabilidad espacial existente está lógicamente

afectada por la escala del estudio. En este sentido, y de forma

similar a otros fenómenos naturales, las relaciones entre los

componentes iónicos mayoritarios no son una exoepcaon y por

ello en nuestro estudio se pone de relieve tal variabilidad a

nivel de diferencias entre subcuencas y dentro de ellas.

Como tendencia general cabe señalar la ausencia de

correlación entre sulfato-calcio y cloro-sodio en las cabeceras

de cuenca, mientras que a lo largo de los cursos de los ríos se

observa una evolución de las relaciones hasta la existencia de

correlacion, evidenciando la contribución de las facies

evaporíticas. A lo largo del río Ebro y en las desembocaduras

de los tributarios de la margen izquierda .e x i s t e un predominio

de las relaciones que, además de la contribución del yeso,

reflejan la de otros sulfatos de sodio y magnesio.
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28006 MADRID (Spain)

MOSCOW 109180 (USSR)

50009 ZARAGOZA (Spa i n)

I s ot op ic and g eochronologi c a l da ta i ndicate tha t i n such a

zo ne igneous and metamorphic p r ocesses took p lac e , from 500 m. y .

t o 2 80 m. y. a go (Va n Ca lsteren , 197 7a ; Va n Ca l s t e r e n et a l . ,

The mai n l i t h o l og i c al t ypes are schists , amphiboli tes,

granul i tes , e c logi tes a nd serpent inites; t he latter r e f erred t o

b y s orne geo l og i s t s , as p e r i dot i te s . Ca l c - s i lic a t e r oc k s a n d

marbles are i ntercalated wi thin t he Complex . I n sorne pl aces

leu cog r an i t o i d s a re also p r e s ent ; they appear t o repres e nt the

apophysis of a t h ick s ialic basament at Cabo Or teg a l (Cór dob a e t

a l. , 1 987).

Th e Cabo Ortega l Comp lex l oc a t e d i n Northwe s t ern Spain

(Galicia) (fig . 1) is mai nly co s t i t u t e d by p e l i t i c ma t e ri a ls

toge ther with mafic-ult rama f i c rocks , all o f t hem af fected by

variou s de forma t ion and metamor phic processes during Hercyn ian

times (Vogel , 1 967; Engels , 1 972 ; Fernández & Mont e s e r i n , 1 97 6;

Arps et a l. , 1 97 7 ; Fernández & Fe r n ánde z, 1977 ; Den Te x, 1981a ;

Vogel e t al. , 1983 ; Martínez et a l . , 1988; etc.) .

Geochonologica l a n d st r uctura l -stratigra phic cons ide rat ions a l low us tú

consider the origina l sedimentary series, g e n era lly of Cambria n age , a s f o r me d

b y carbonat e r oc ks ( do lomites a n d ma gne s i t e s ) togethe r wi t h argil laceous-sandy

ma t e r i a l s. These ma t e r i al s we r e l a t e r a f f e c t ed b y various Hercyn ian igneous 

me t amo rph i c e p isodes r elat e d tú t he o rigi n a n d e mp laceme nt oE v~rio us g ra nit ic

r o c ks.

l . Departamento de Geología ( ~l . N.C.N.) , c.s .r .c . José Gutiér rez Aba s ca l , 2 .

2 . Inst itute of t he Lithos~1ere . Academy of Sciences . St a romonetsky pe r 22 .

3. Depa rtamen t o de Geología. Fac ultad de Ci en c i a s . Uni vers idad de Zaragoza .

1 2 2 2 . 3
A. APARICIO, Y.A . BORSHE VSKY , N. I. MEDVEDOVSKAYA , I . P. NOVITSKY , V. SANCH EZ

~8 isotopic composit ion o f gra nu l ites, ec logites a n d amp hi bolites from

t h e ma fi c -ul t ram a f ic Ca bo Or t e g al Compl e x s uggest t hat t hey had a parader iv a t e

o r igi n o Th i s i s cont ra r y to c u r rent t h eories wich argue for a man tl e o r igi n o

501 8 VALUES OF PLUTONIC-METAMORPH ICSERIES AT CABOORTEGAL COMPLEX(NORTHWESTERN
SPAIN) : PETROGENETI C IMPLI CAT IONS



1979; Kuipjer , . 1979; Priem & Den Tex, 1-984; Griffiths et al .,

1985 ; etc.). During this time various igneous-metamorphic

episodes, many of them of a retrograde cha r act.e r , has been

identified. Related to these episodes various -structural

deformation stages have been established.

In almost all the proposed petrogenetic models , the mafic

ultramafic rocks are considered to have a mantle provenance,

emplaced e ither as "solid" peridotites by an unknown mechanism

or formed by the consolidation of basaltic gabbro magmas (Van

Calsteren, 1977b; Arps et al., 1977; Vogel et al., 1983 ; Arenas

et al ., 1986; etc .). The peridotites or gabbros (basalts) were

later transformed into -amph i b o l i t e s , eclogites, serpentinites,

etc. during various me~amorphic processes. Nevertheless many

workers do find sorne geochemical differences in the basic magmas

considered as -o r i g i n a l . For example, Vogel et al. (1983)

proposes -t h e existence of quartz-tholeitic magmas, whereas Van

Calsteren (1978) proposes plateau basalts. Koning (1966); Den

Tex (1981a, b); Pérez Estaún (1982); Martínez Catalán et al.

(1984) and Arenas et al. (1986) consider the serpentinites and

associated rocks as belonging to a metaofiolitic serie . Other

workers, such as Maaskant (1970) , define the serpentinites as

picritic magmas differentiated from a parental ultrabasic magma.

Kuipjer & Arps (1983) though consider that the serpentinites

were formed by differentiation of lherzolites. The original

magmas of these serpentinites are considered by sorne as of MORB

and even N-MORB and E-MORB types (Pérez Estaún, 1982; Martínez

Catalán et al., 1984; Griffiths et al., 1985; Arenas, 1985;

Arenas et al., 1986).

Van Calsteren (1977b) relates the existence o f these

ultrabasic magmas to the existence of a Mantle plume at the base

of the lithosphere. Other workers, such as Arps et al. (1977);

Kuipjer & Arps (1983; Arenas et al. (1986); etc. consider that

the ophiolitic sequence represent fragments of an normal oceanic

crust.
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In order to test our model, various O 0 1 8 values were

measured on different rocks from the Cabo Ortegal Complexo The

geographic, cartographic and litological names of Fernández &

Fernández (1977), Vogel et al. (198 3) and Arenas et al. (1986)

have been used (t abl e 1).

All the geologists c ited above suggest t hat t he basic

ultrabasic r ocks have a mant l e - l owe r crust p rov e nance and we r e

emplaced or intruded i nto pel i t ic sedimentar y rocks. Later t he y

were affected by variou s structural-metamorphic processes f rom

Upper Precambrian to Lower Paleoz oic times. The result was t he

formation of a "igneous-sedimentary Compl e xo variousl y

metamorphized, e .g. greenschists, amphibolites, eclogites, etc.

o 0 1 8 values of the Cabo Ortega l

2. -00 18 ISOTOPIC DATA.

The first studies on

However, other authors in more recent works (Sánchez Cela &

Aparicio, 1982; Aparicio et al., 1987; Apa ricio & Sánchez Cela,

1987a) consider that the mafic-ultramafic rocks are derived from

sedimentary rocks (marls and carbonate rocks). This conclusion

is based on the characteristics of the ultramafic-mafic outcrops

and their relationships with the metasedimentary (schists,

marbles, calc~silicate r ocks) and plutonic rocks together with

geochemical analyses.

Complex we r e reported by Javoy & A1legre (19 67) and Vogel &

Garl ick (197 0). The latter made O 0 1 8 mea s u r e men t s in

calcsilicate rocks (8.9 a nd 11.7), eclogites (1.5-2.5) and

paragneisses enclosed within e c Loq.í.t e s (9.6 ). Javoy & Allegre

obtained a value of 3.16 on an eclogite sample. Curiously, the

petrogenetic conclusions of both authors appear to be opposite:

Javoy & Allegre suggest a paraderivate origin for the eclogites

by decarbonatat ion of the sediments, but Vogel & Garlick

interpret the same eclogites as having a basic igneous origino



I n the p elitic mater ials, two gneisses (schists) were

selected in those zones unaffected by the intrusive granites .

One (sample 1) c orresponds to a gneiss (s c h i s t ) intercalated

within t h e ultramafic roc k s (ser pentinites o f Obico), the o t h e r

schist (sample 2 ) is located in the unity named as Gneisses of

" Ch i mp a r r a " in Westhern Cabo Ortegal . Eclogites were selected

from the " Concepe nido " Massif (sample 3) and from Punta Longa

Cabo Ort e gal (sample 4 ) . Granu l i tes we r e c olected from the

"Bacar Lz a " formati on (samples 5 and 6 ) . In t h e ultramafic Massif

o f " He r b e i r a " t wo samples (7 and 8) were co llected. Sample 9

co r r e s ponds t o a n amphibolite of " P u r r i d o " (me t a g a b b r o

me taba salt s ) , and 10 corresp onds to an amphibolite enclosed

within the metabasites of the "Bacariza" formation. Among

l e ucogr a n i t oid s t wo samples we r e selected within the " Chimparra "

fo rma t ion ( 1 1 and 1 2) wi th sorne different compositional

f eature s .

All these samples were a n a l y z e d in a Varian MAT -2S0

s pectometer a t the Isotopic Ge ologic Laboratory of the ILSAN

(USSR Academic Sciences) , using the x e non - f l ú o r i d e method with
segregation of o xigen as O2 from minerals and rocks . The

i nternat ional NBS- 28 standard was u sed. 8 0 1 8 values were made in

relation to SMOW i n % (table 2 ) .

From the different values the following conclusions can be

made:

-For the schists the 8 0 1 8 value s (1 0. 2 and 10 .5)

i ndicate n ormal va l u e s fo r these rock-types. That is to

say the y c orrespon d with rocks from a paraderivate

origin (e .g . pelitic materials) .

-The 8 0 1 8 values o f granitoides ( 9.5 and 10 .5) are

similar to "S" type granites (Harmon e t al., 1984;

Wilson et al , 1985) , established before by Aparic io &

Sánchez Cela (1 987b) o n the basis of geoch~mical

fea tu r e s .
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-Presence of "sedimentary features", as stratification

in many ultramafic rocks (mainly serpentinites) .

v a lue s o f e c Loq í.t e s (7 . 2 and 7.5) a n d-The () 0 1 8

-Existence of a frequent association between ultramafic

rocks, mainly formed by serpentinites-chloritites and

marbles, and calsilicate rocks of indubitable

sedimentary inheritance.

-The () 0 18 values f or serpentinites o f "Herbeira" Massif

(5.5 and 6 .2) can be considered as normal for

ultramafics (Wenner & Taylor, 1973, 19 74 ; Taylor, 1974;

Kyser et al, 1982), provided that s uc h r ocks have not

suffered any modifications by interchange with

"superfi6ial", metamorphic or magmatic waters, which

could decrease the original values.

granulites (8.8 and 9 :2) suggest more strongly a

paraderivate origin than a igneous mantle o r i g i n o Th e
eclogites, granulites and amphibolites e xhibit higher ()

0 18 values that if they were from a mantle provenance .

Calcsilicate rocks also exist within ultramafics

(serpentinites) as thin intercalated levels. This has been

observed by other workers (e.g. Vogel, 1967; Van Der Meer Mohr,

1975; Fernández & Fernández, 1977; Arde Duarte et al., 1977;

Vogel et al., 1983; Arenas, 1985) . Vogel (1967) also mentions

In many places within Cabo Ortegal Complex two important

stratigraphic-petrological features must be indicated:

Merely the presence of these geological features could be

enough to indicate a paraderivate origin of the ultramafics at

Cabo Ortegal Complexo



the presence of these calcsilicate rocks associated with other

rocks at Cabo Ortegal Complex as granulites, eclogites and

amphibolites, although their presence is also cited in other

plutonic-metamorphic Complexes in nearby Northwestern zones and

Northern Portugal (Arenas et al., 1986).

From various isotope studies (Javoy & Allegre, 1967; Shieh

& Taylor, 1 9 6 9 ; Garlik, 1969; Wenner & Taylor, 1974; Morrison &

Valley, 1988) it has been deduced that the decrease in isotope

values in rocks can be caused by:

a) Interchange effect with metamorphic-igneous fluids.

b) An increase in the grade of metamorphism.
c) CO2 lost in carbonate rocks.

The two first factors of isotope diminution should be

similar in all lithological t ypes at Cabo Ortegal, a fact that

appears not to have occurred. Therefore we can deduce that the

comp osition of the protolith which gave rise to the ultramafics

(serpentinites) was more susceptible to the "admission" pf the

fluids (e.g. carbonate rocks) than schists, amphibolites,

granulites and eclogites. This suggests that the original rocks

could have beensedimentary carbonates.

The possibility that the original protolith at Cabo Ortegal

was formed by Mg-rich sedimentary rocks (magnesites-dolomites)

was suggested by Aparicio et al. (1987) . Such rocks under

metamorphic-igneous environments, could produce not only various

chlorites and serpentinites but also olivines, pyroxenes and

spinels all of them present, although scarce in the ultramafics.

Aha r o n (1988) records that 8 0 1 8 values for magnesian

carbonate rocks (magnesites, dolomites) vary from 1~ .2 to 14 .6

although stating that the ~sotope 0 18 values in magnesites can be

modified because of the activity of the fluids. Shieh & Taylor

(1969) recorded decreasing 0 18 values, down to 5 % in carbonate
rocks because of release CO2 wich changed the "normal sedimentary
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values" (e .g. o 0 1 8 about 12 -14 %) into Mantle values (e .g . O 0 1 8

about 5-6 %) .

The presence of sedimentary carbonate rocks is easily

deduced through two important observations : a) existence of

calcsilicate rocks intercalated with ultramafics and associated

rocks. b) Existence in nearby geological zones and in similar

stratigraphic levels (Lower Cambrian) of magnesites and

dolomites together with other sedimentary rocks (Doval et al.,

1977) .

a more

Ortegal

provides

the Cabo

In our opinion a paraderivate origin

rational petrogenetic interpretation for

" i gn e ou s - me t a mo r p h i c " Complexo

The geologiéal area next to the Cabo Ortegal Complex is in

stratigraphic-structural conformity, with shales and low-grade

schists from Ordovician to Silurian ages (Fernández &

Monteserin, 1976; Fernández & Fernández, 1977). Such surrounding

materials appear to correspond to the sedimentary cover that,

gradually changes into older sedimentary materials (mainly

Cambrian) wich appear to constitute the oldest materials at the

Cabo Ortegal Complex o

On the other hand, the stratigraphic and metamorphic

seriations together with geochronological data and stratigraphic

correlations appear to strengthen field and petrological studies

in the same way as the existence of a gradual transition between

the old igneous-metamorphic nucleus and the epimetamorphic

sedimentary surrounding materials do at Cabo Ortegal. Kuipjer

(1979) and Van Calsteren (1977a) have determined a Cambrian age

(about 541 m.y. ) for materials that l i e below Ordovician

materials, which themselves date to 280 m.y . at the top of the

sequence (Priem & Den Tex, 1984). These last ages appear to

indicate the ages of the igneous and metamorphic processes tha t

h a v e a f f e c t.ed them. The v a l u e s of 470-440 m.y. and 300 m.y .

could be represent igneous-metamorphic events that in such



epo c hs a f fecte d Ca mb r ian materials o r " mi x i n g ages" between

c ambrian r ocks a n d carboniferous granitiz ation processes .

Al though a s i milar petrogenetic model (fig. 2 ) been

proposed f or othe r Hercynian z ones in the Iberian Massif

(Sánche z Ce la & Ap aricio , 1 982; Aparicio & García Cacho, 1987;

Sánchez Ce l a & Ap ar i c i o , 1 989) n ew isotope , geochemical and

ge ophys ical data are n e c e s s a ry in o r d e r to test the model for

the o r i g i n b y granitization and metamorphic processes of the

· ma f i c - u l t r ama f i c roc ks in other parts of the World.
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FIG. l . Sehemat i c ge ol o6 i c a1 map of Cabe Or t egal
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TABLE 1

Mi ner al ogi cal composition of analyze d samples
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lo Schist x. X - X X X - X - - - - - - - - - x x X

2. Schist X X - X X X X - - - - - - - - - - - x - X

3. Ec logite X - - - - x - - x x - - - - - - - - x
CD
O> 4. Eclogite X - - - - x - - x x - - - - - - x - - X

5. Granulite X X - - - x - - x x - - - - - - - - X

6. Granu l ite X - - - - x - - x x - - - - - - - - x - X

7. Serpentinite - - - - - - - - - x x - x x - - X

8. Serpent i nite - - - - - - - - - x x x x x X

9. Amph i bol ite X _. - - - - - - x - - - - - - x - - - - - X

10. Amp hibo lite - X X - - x - - x x - - - - - x - - x X

11. Leucogranite X X X X X X

12. Granite X X - X - X - - - - - - - - - x - x - - - x



TABLE: 2

cí0 18 Isotopic analysis of different rocks in Cabo Ortegal are a

Schist Bacariza 10.2

2 Schist Chimparra 10.5

3 Ec logite Concepenido 7.2

4 Ec logite Cabo Ortegal 7. 5

5 Gran ul ite Bacari za 8.8

6 Gr anul ite Bacari za 9. 2

7 Ser penti ne Herbeira 5.5

8 Serpentine Herbeira 6.2

9 Anphibolite Purrido 8.0

10 Anphibolite Bacariza 8.6

11 Leucogranite Barrosas 9.5

12 Apl ite Regoa 10.5

Formation
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GENESI S DEL YESO PR IMARIO LENT ICULARENSEDIMENTOS EVAPORIT ICOS

J . MAN DADO Y J .M. TENA
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cias Geoloógicas . Ci udad Universitaria . 50009 ZARAGOZA (España).

Le nticu lar gypsum i5 a mi nera logi ca l t ype gene t i c a ly c o n s t r ai ned

t o ve~y spe c i f i c conditions . In mo dero e nvi ronme nts it ls restrict e d

to seb kha eva poritic sediments , pl a y a - l ake comp l ex a n d de s e r t i c cr ust .

So, t he existence of lenticular gypsum in gypsifeI'o us r o cks constit u 

tes a c l ue of th e pal e o e n v i r onm e nt al feat ures in t he ori gi na l s e d i me n 

t a ry me d i um.

In t his wo r k genetica l c haracters ( s a l i n i t y ra nges, e n c l o s i ng ma 

ter ia l t yp es , o rga nic ma t t e r existence, etc. ) of t h e l e nt i c u l a r gyps um

b e ar ing e nvironme nts are considered . Lab o r a t ory experime nts about mi 

neral ogi c al synthesis provi d e s ign ificativ e d a t a a bout t his topic .

80th source data a l low to d e limi t e a i ntersticial growing mo d e l for

l e n t i c u l a r gypsum. Eva porativ e pu mpi n g u p process of ph r e a t i c wat e rs

through un c o n s o lida t e d sedime nt provides the r e q u i r ed sul pha t e. Besi 

de s, specific d e v e l o pme n t o f t his mor p ho logical gyps um t y pe n e e d h i g h

enviro nme nta l sa linity a n d t he existence of o rga nic mat t e r.

Fi na l ly, the conse rvation con d i t ion s of these mi neral ogical t y pe

t hrou g h geologica l r e cord are eva luate d , proposi ng a d i n ami c mod e l,

mai nly conditione d by ti me span of wet an d dry pe r i o ds .

1.- INTRODUCCION. DESCRIPCION DEL YESO LENTICULAR.

Actualmente, en los medios sedimentarios sólo se identifican dos texturas yesíferas

primarias: el yeso lenticular y el yeso selenítico . Ambas son características de unas condiciones

de depósito muy concretas, de ahí el enorme interés en su estudio . El yeso lenticular es, tal vez,

la morfología de yeso más estudiada, debido a que es la textura yesífera más característica

presente en los medios evaporíticos actuales , y a que sus condiciones de formaci ón son muy

restringidas y específicas.

La morfología del yeso lenticular está descrita desde muy antiguo, pero el primer trabajo

conocido por nosotros que centra su estudio en la cristalografía, evolución y circunstancias

genético-ambientales de estos cristales no aparece hasta 1955 con Masson. Este autor los

describe como: "... cristales con forma de lente biconvexa, sin la menor traza de caras

cris talinas racionales. Se presentan aislados o maclados, siendo frecuente el desarrollo de

agrupaciones en roseta ...".

El hábito cristalino básico a partir del cual se desarrolla el cristal es el prisma rómbico de

la forma (I l l ), presentando las superficies curvas aproximadamente paralelas a las caras de la

forma (102) -- segú n Masson (1955) -- ó (103) -- según Dana (1951) - r-, Las cuatro caras de
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(111) forman un prisma aplastado y las caras (102) lo cortan a bajo ángulo, por 10que el cristal

tiene caras terminales amplias (Fig. 1). Es frecuente que los bordes agudos entre las caras (111)

aparezcan truncados por caras pinacoidales de la forma (O 10), que suelen dar caras largas y muy

estrechas. También puede estar presente la unidad de prisma (110) como una cara muy pequeña

que trunca el límite agudo entre (111) y (f02). La forma discoidal final suele ser aproximada,

pudiéndose apreciar en ocasiones las caras (111) como caras largas y estrechas que bordean a

las caras convexas , irregulares.

Los cristales lenticulares aparecen casi siempre en medio de sedimentos detríticos de tipo

arenoso a lutítico, o entre carbonatos , y es muy frecuente que presenten inclusiones del material

encajante. Este fenómeno es especialmente notorio en los cristales de gran tamaño, pues en sus .

superficies de exfoliación (010) se acumulan los granos encerrados por el avance de las caras

del cristal durante el crecimiento, disponiéndose en estructuras de "cola de pescado" (Shearman,

1966).

El tamaño individual de los cristales puede oscilar desde menos de 50 micras hasta los

20 cm. (datos de Bertrand y Jelisejeff, 1974, y Watson, 1979 y 1983). Los cristales lenticulares

de grandes dimensiones (más de 1 mm) suelen presentarse aislados o, a lo sumo, agrupados en

rosetas, mientras que los cristales más pequeños suelen estar asociados formando nódulos,

niveles enterolíticos e, incluso, capas compactas. En este aspecto, West et al. (1979) describen

nódulos aprox imadamente esféricos o elípticos, de 1 a 4 cm. de diámetro, constituídos

totalmente por diminutos cristales de yeso lenticular (de menos de 50 um.) y sin impurezas;

igualmente, Dronkert (1977 , 1981) cita capas yesíferas actuales, de aspecto enterolítico,

constituídas por una acumulación de microcristales de yeso lenticular.

La existencia de cristales lenticulares de yeso en un sedimento o roca sedimentaria se
puede inferir no sólo por su presencia concreta, sino también por la existencia de moldes o

seudornorfos de esta morfología en otro tipo de materiales (véase Kerr and Thomson, 1963;

Illing et al., 1965; West et al., 1979; etc.).

La interpretación generalizada de los diferentes autores que han estudiado la

problemática de los cristales de yeso lenticulares es que el crecimiento de los mismos se realiza

por diagénesis temprana, en el interior de un sedimento en estado pastoso o semipastoso, por

precipitación directa de yeso a partir de las soluciones saturadas que imbiben los sedimentos, y

crecimiento intersticial desplazante de los mismos. Las condiciones del medio necesarias para

propiciar el proceso deben ser de alta aridez.
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Figura 1 . - Diagrama idealizado de l a evolución de un cristal prismático de
yeso (1) hasta e l cristal l enticular (5) por desarrol lo preferen
te de l as caras (102) a ex pensan de las caras prismáticas (111),
l as pinacoidales ' (010 ) y las pr ismáticas (1 10).



Las características de crecimiento desplazante resultan obvias por las distorsiones de

estructuras sedimentarias preexistentes, inclusiones del material encajante en los cristales,

bandeados y zonaeiones de crecimiento, etc.; igualmente se reconoce la necesidad de unas

condiciones de aridez precisas para llegar a alcanzar la saturación en sulfato cálcico del agua de

imbibición, y poder así producir la nucleación, cristalización y crecimiento del mineral. Donde

sí hay discrepancias es en cuanto al medio concreto en que se forman, el mecanismo de aporte

del sulfato y la importancia relativa de los diferentes factores ambientales. En este trabajo se

hace una revisión del estado de la cuestión sobre el tema y se propone un modelo cinético de

formación del yeso lenticular, aplicable en especial para los medios continentales.

2.- MEDIO SEDIMENTARIO EN EL QUE SE FORMA EL YESO

LENTICULAR.

Los medios sedimentarios actuales en los que se ha detectado la presencia de esta

morfología se pueden concretar fundamentalmente en tres:

- medios de sebja costera, en los dominios intermareal y supramareal.

- medios de "playa" (complejos playa-lake de la bibliografía anglosajona) en

cuencas continentales endorreicas.

- medios desérticos de suelos salinos.

Las características específicas del yeso lenticular en cada uno de estos medios, y las

condiciones de formación y presentación se estudian en los apartados siguientes.

2.1 .- Sebjas .

En los medios de sebja se han diferenciado claramente las características morfológicas de

los cristales de yeso generados en las zonas interrnareales de los de áreas suprarnareales.

Cuando el yeso nuclea y crece en la zona intermareal, los cristales formados se

caracterizan por:

- tamaño reducido (desde menos de 1mm. hasta 1 cm. para Shearman, 1966;

inferiores a 50 um. para West et al., 1979).

/ - gran pureza, por total o casi total ausencia de inclusiones.

- morfologías lenticulares extremadamente perfectas.

- estrecha asociación con sedimentos de barros aragoníticos y tapices algales,
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característicos del medio en que crecen, y a los que desplazan.

Es interesante la observación de Shearman (1966 y 1978) de que estos cristales se

desarrollan y crecen tierra adentro y nunca mar adentro, de tal manera que los sedimentos más

antiguos, situados tierra adentro, presentan la asociación de cristales lenticulares y tapices

algales, al igual que los sedimentos intermareales actuales , en tanto que no aparecen jamás en

sedimentos submareales (barros aragoníticos peletoidales, oolíticos y con arenas de fragmentos

esqueléticos) . Estas observaciones concretan pués esta morfología como inicialmente

característica de la diagenésis temprana en la zona intermareal.

La disposición de los cristales es arbitraria, y se presentan en niveles concretos con

estructuras nodulares a masivas. En sedimentos actuales estos niveles se caracterizan por su

elevada porosidad, pero en sedimentos antiguos,se encuentran intensamente cementados y con

las formas lenticulares desdibujadas a causa de los procesos de compactación.

Los cristales de la zona supramareal presentan características muy diferentes:

- Tamaños cristalinos grandes (desde 1 mm. hasta 20 cm.).

- Cristales aislados o agrupados a lo sumo en rosetas.

- Abundancia de poros o inclusiones.

- Dispósición subvertical, aunque distorsionada tras la compactación.

Las características de crecimiento son, de nuevo, claramente desplazantes, y los

recrecimientos en la zona inferior de algunos de ellos, unido a su orientación preferente, parecen

sugerir que el aporte de sulfatos al cristal que crece es claramente direccional, procediendo de la

.zona inferior por un mecanismo ascendente de las soluciones madre provinientes del nivel

freático.

No es infrecuente que estos cristales presenten morfologías granudas alotriomorfas,

como consecuencia de los recrecimientos sindiagenéticos y procesos diagenéticos más tardíos,

que tienden a distorsionar las texturas primarias. Estos procesos se ven favorecidos por sus

porosidades y elevado contenido en impurezas.

2.2.- Medios de playa.

Estos medios sedimentarios son similares a los de sebja en cuanto a las características de

crecimiento intersticial con morfología desplazan te del yeso.-Las diferencias más notorias cabe

centrarlas en el origen marino o continental de uno u otro medio, y se concretan en la diferencia
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composicional del agua y sedimentos no yesíferos, y en la extensión areal .de ambos. Por otra

parte, la conservación de los cristales es más precaria en los medios de playa que en los de

sebja.

Los cristales se desarrollan principalmente en las llanuras de barros situadas en torno al

lago , a partir de las aguas procedentes del nivel freático. El agua freática asciende por

capilaridad a través de los sedimentos de la llanura de barros, aumentando al mismo tiempo su

concentración, con lo que se alcanza el producto de solubilidad del yeso, que nuclea en los

poros y crece intersticialmente.

Ocasionalmente se han descrito también morfologías lenticulares, prácticamente

subsuperficiales, en las zonas centrales de lagos estacionales que se desecan totalmente durante

el estiaje (hay interesantes ejemplos en la bibliografía española, como los de Carenas y Marfil,

1979, Y Pueyo, 1978). Los depósitos de costras que se forman en estos casos contienen gran

cantidad de sales muy solubles que, generalmente, se redisuelven con facilidad durante las

etapas húmedas, por lo que no suele quedar constancia de estos procesos en el registro

geológico salvo por la existencia de moldes o seudomorfos.

2.3.- Costras desérticas .

Un tercer medio en el que se generan estas morfologías son los desérticos. Las costras

generadas en ellos podrían asimilarse a las de playa , pero hay suficientes características

diferenciales que aconsejan contemplarlo como un medio distinto. Su principal característica

diferenciadora estriba en la extraordinaria aridez y ausencia de un nivel de agua aflorante (sea el

mar o el lago salobre), por lo que el aporte de sales procede exclusivamente del nivel freático

subsuperficial . El medio encajantepuede ser muy variado: arenoso a lutítico, pero raraÍnente es

carbonatado por la escasa concentración de este anión en el agua.

Los cristales lenticulares generados en este medio (rosas del desierto) se citan y

describen desde muy antiguo por su espectacularidad y belleza, pero obedecen sólo a una de las

fases de nucleación y cristalización que se pueden diferenciar . Watson (1983) cita, en costras

yesíferas subsuperficiales, la existencia de dos subhorizontes:

- el superior, a menos de un metro de la superficie, formado por cristales lenticulares de

a 200 mm. de diámetro, aislados o agrupados en rosetas, con abundantes inclusiones

zonadas.
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- el inferior, más profundo, con cristales idiomorfos o lenticulares, menores de 1 mm.,

y sin relación clara con la lámina de agua.

Los primeros se interpretan como formados en la zona de evaporación capilar por un

mecanismo de aporte "per ascensum"; mientras que los inferiores, más pequeños, sin

inclusiones ni impurezas, parecen indicar un mecanismo diferente de formación, que

probablemente sea por precipitación directa dentro del nivel freático, en el que la

sobresaturación es constante y los aportes polidireccionales.

3.- CONDICIONAMIENTOS AMBIENTALES.

Las principales características de todos los medios en los que se forman yesos

lenticulares son el crecimiento desplazante del yeso y el mecanismo de aporte del sulfato por un

proceso de bombeo por evaporación, pero hay otras características del medio que pueden ser

responsables de esta peculiar morfología.

El soporte del medio en el que nuclean y crecen los cristales es muy variado y no parece

que controle en modo alguno la morfología. Hay citas de estos cristales inmersos en materiales

muy diversos: barros aragon íticos (en las sebjas de la Trucial Coast) , detríticos silicatados mal

clasificados (en las sebjas de Laguna Madre o playas del Gran Lago Salado), lutitas y detríticos

finos (en costras desérticas de Chott et Chergui), arenas limpias de grano grueso (en costras

desérticas de Somaliland), etc.

Algunos autores (Masson, 1955) citan la importancia de la porosidad del sedimento

como factor favorecedor del mejor y más rápido aporte de sulfato al cristal en formación, pero

no encuentran ninguna correlación de ésta con la morfología.

Un factor ambiental importante es la presencia de materia orgánica en el medio

sedimentario. En sebjas marinas se evidencia por las omnipresentes algas verde-azuladas que

constituyen los tapices algales y actúan como acumuladores de sedimentos (Masson, 1955; Kerr

and Thomson, 1963; Shearman, 1966; etc.). En salinas actuales de Alicante, Dronkert (1977)

llega a describir capas yesíferas enterolíticas formadas por una acumulación de microcristales de

yeso lenticular, con separaciones orgánicas muy importantes, restos de los tapices algales entre

los que crecieron los cristales. La materia orgánica es también sumamente importante en los

medios de playa, bien como tapices algales, restos herbáceos, e, incluso, restos orgánicos

animales. El único medio en el que esta relación no se mantiene tan estrechamente es el de las
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costras desérticas, generalmente poco rico en materia orgánica.

La salinidad del medio se ha invocado también como factor favorable , pero puede ser

sumamente variable tanto en cantidad de iones como en las proporciones relativas de los

mismos. Un repaso bibliográfico muestra unos intervalos de salinidad muy amplios : desde una

zona de semiaridez, como la descrita por West et al. (1979) en una sebja de la costa

mediterránea y en la que se citan salinidades del 3.1 al 6.1 % para el agua de imbibición , hasta

los valores presentados por Kerr and Thomson (1963) que dan valores de 14.0 a 38.0 % en la

sebja de la Laguna Madre. Estos datos son dificilmente comparables, pues el contenido y

proporción de sales disueltas es muy variable . Se ha especulado con la importancia del Na+

disuelto en la génesis de esta morfología (Deicha, 1943), pero ha sido necesario recurrir a

métodos experimentales de laboratorio para delimitar con precisión los factores que influyen en

su génesis y desarrollo .

4.- DATOS EXPERIMENTALES SOBRE LA GENESIS DEL YESO

LENTICULAR.

Las experiencias de laboratorio del sistema CaS04 -H20 son fáciles de realizar, pero es

más dificil simular las condiciones reales de formación de los cristales y, en especial, los de

crecimiento desplazan te. Cody and Shanks (1974) son los primeros que se plantean el intento

de reproducirlas, provocando la nucleación y crecimiento del yeso en un medio pastoso

constituído por materiales arcillosos (montrnorillonitas sódicas o bentonitas) dispersos en agua a

una proporción constante. El gel así formado lo introdujeron en un tubo ~n U y por cada una de
las ramas del tubo añadieron la solución de Ca++ y la de S04= respectivamente, controlando

cuidadosamente las condiciones ambientales de pH y temperatura. De esta manera obtuvieron

diferentes tipos de cristales prismáticos. La adición de contenidos moderados de NaCl a las

soluciones hizo disminuir el número de núcleos y aumentar el tamaño promedio de los cristales.

Posteriormente, en 1976, Cody prosigue y diversifica las experiencias, introduciendo

cambios en el tipo de bentonita utilizada, aunque siempre monominerálica, en las condiciones de

pH, en la temperatura, y en la concentración y tipo de sales disueltas, procurando obtener

siempre la máxima diversidad, pero manteniendo condiciones similares a las de los medios

naturales.

Los cristales obtenidos a partir de las bentonitas cálcicas son de tipo idiomorfo, con

caras lisas y escasas trazas de corrosión, mientras que los que se forman ,en bentonitas sódicas
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son inicialmente semejantes, pero con mayores tasas de corrosión en las caras (010), sobre todo

a altas temperaturas y contenido en sales. Conforme crecen estos cristáles la corrosión

acompaña al crecimiento, llegando al final a predominar sobre éste y dando, en casos extremos,

secciones de forma aproximadamente discoidal; este efecto se potencia con el incremento de

temperatura, presencia de cloruros disueltos (hasta el punto de que en ausencia de Cl- los

fenómenos de corrosión y posterior recrecimiento son prácticamente inexistentes), presencia de

iones monovalentes (Li+, NH4+, K+), porcentajes de arcilla en la pasta, y presencia de materia

orgánica (extractos de plantas verdes). Las variaciones en la morfología cristalina se pueden

explicar mediante las ideas de Edinger (1973) a partir de procesos de cristalización
experimental. Para este autor los iones HS04- , N03- y Na" (en forma de sales dobles

complejas de Na-Ca) se depositan preferentemente en la cara (111), constituída exclusivamente

por Ca":", retardando su crecimiento; los cationes, especialmente monovalentes, se fijan en la

cara (110), lo que produce la reducción de su tasa de crecimiento respecto a otras, permitiendo

el desarrollo de morfologías diferentes. Por otra parte, según Barcelona and Atwood (1978) los

compuestos orgánicos extrafbles del agua del mar con cloroformo, afectan a la precipitación del

yeso inhibiendo la formación de cristales; estas ideas son expresadas también por Liu and

Nancollas (1973) y Van Rosmalen et al. (1976). El proceso se realiza por un mecanismo de

adsorción de las cadenas más largas de ácidos grasos sobre las caras del cristal con Ca++ -

caras (111)-- Y se reflej a en el crecimiento de cristales .menores, más tabulares y

equidimensionales.

Prosiguiendo en sus experiencias de síntesis en condiciones de crecimiento desplazan te,

. Cody, en 1979, llega a la conclusión de que el factor crítico que lleva al hábito lenticular es la

presencia de materia orgánica. Empleando la misma técnica experimental de ensayos anteriores

y provocando la nucleación por evaporación de soluciones inicialmente saturadas en yeso para

poder controlar también los efectos de la salinidad del agua, e incorporando materia orgánica en

forma de hojas de manglar maceradas en el agua de dispersión de las arcillas, obtiene siempre

cristales lenticulares. Los demás factores ambientales considerados en las experiencias

anteriores, inciden exclusivamente en las dimensiones de los cristales formados. A la vista de

estos resultados, Cody concluye que los cristales lenticulares se forman porque algunos tipos de

materia orgánica reducen drásticamente el crecimiento, normalmente rápido, perpendicular a las

formas de yeso (111) y (í03) y consecuentemente minimiza el crecimiento paralelo a su eje

cristalográfico c. Esta inhibición de crecimiento selectiva permite normalmente desarrollos

lentos perpendiculares a las formas (110) y (010), dando una morfología tabular, que

combinada con la curvatura peculiar asociada a las caras (111) y (103) produce el hábito

lenticular. Ensayando con ácidos húmicos extraídos de suelos pardos se han obtenido cristales

de yeso, grandes y pardos, con una morfología lenticular muy acusada, siempre que la tasa de
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crecimiento sea muy lenta para no enmascarar el efecto de retardo de crecimiento de

determinadas caras.

5.- MECANISMO DE APORTE DEL SULFATO. PROCESO DE BOMBEO POR

EV APORACION.

Una vez establecida y aceptada la hipótesis del crecimiento desplazante de los cristales

lenticulares de yeso y delimitados los principales factores que controlan la morfología, las

preguntas más importantes que se plantean son: ¿Cuál es el mecanismo de aporte de sulfato al

sedimento para que en su interior nucleen y crezcan los cristales desplazantes?, ¿cuál es la

fuente original de ese sulfato?

Los cristales lenticulares soninterpretados por la mayoría de los autores como generados

por concentración evaporítica del agua freática, que es aspirada a la superficie por un proceso de

bombeo por evaporación (Reading, 1978; West et al., 1979; etc.), creciendo desplazantemente

en el medio cuando se sobrepasa el producto de solubilidad del yeso en las aguas que ascienden

por capilaridad. Las otras teorías reseñadas en la bibliografía, como son la del aporte "per

descensum", procesos de mezcla de aguas, cambios de salinidad , procesos redox, etc., tienen

aplicaciones muy concretas o son simplemente factores que influyen sobre la tasa de

precipitación, pero no sobre el proceso mismo, por lo que no precisan de un análisis detallado.

A continuación desarrollaremos los fundamentos ffsico-qufrnicos del proceso de bombeo

por evaporación con el fin de delimitar su viabilidad para los medios naturales en los que se

desarrollan los cristales lenticulares.

El sulfato procede directamente del nivel de agua freática del medio, cuya composición

puede ser exclusivamente marina o mezcla de marina y continental en las sebjas, y de origen

exclusivamente continental en playas y costras desérticas. Ocasionalmente, el contenido en

sulfato del agua freática puede enriquecerse durante el ascenso al atravesar niveles con depósitos

sulfatados.

El fenómeno más importante, y auténtico cebador del proceso, es el ascenso capilar, que

es consecuencia de la presión capilar (Pe) y en el que es fundamental el radio de los poros. En

efecto, los poros pueden considerarse como cavidades de tamaño capilar, por lo que en ellos la

Pe es una fuerza efectiva que hay que consuderar, además de la gravedad. La presión capilar

obedece a la fórmula:
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De manera aproximada, y dando valores numéricos a las constantes de la ecuación

anterior, podemos expresar h = f(r) de la siguiente manera:

h=0.148/r (3)

(considerando agua pura a 20°C en contacto con esferas de cuarzo, por lo que e = 00
, cos e =

1 YY= 72.75 dinas/cm.).

(2)

(1)
2acosep

e

La altura máxima de una columna de agua retenida por presión capilar la podemos

expresar, en su forma mássencilla, mediante la siguiente fórmula :

h = 2ycos e
rg(Pa-p)

donde: a es la tensión superficial del líquido, e el ángulo de contacto del líquido con la cavidad

capilar y rt el radio del tubo. Por tanto, a menor tamaño de poro el agua asciende por

capilaridad a una altura mayor.

donde: yes la tensión superficial del líquido, r el radio de poro del sedimento, e el ángulo de

contacto del líquido con el sólido, g la constante de la gravedad, Pa la densidad del líquido y P

la del aire.

Naturalmente, la ordenación de radios de los poros de un sedimento no es tan regular

como en los modelos teóricos, pues normalmente se encuentran poros de radio pequeño junto a

otros de grandes dimensiones, pero, a grandes rasgos, hay una distribución regular, por lo que

podemos suponer que existe un esquema homogéneo de distribución del agua capilar en los

poros en las zonas siguientes:

- Zona de agua connata o irreducible, que corresponde a los niveles más altos a los que

asciende el agua al situarse en el contacto entre los granos detríticos, en las cavidades de menor .

radio , dejando el resto de la cavidad llena de aire.

- Bajo esta zona hay otra , de transic ión, en la que el agua cubre la práctica totalidad del

área superficial de los granos detríticos, que podemos considerar como cavidades capilares de

radio medio, encontrándose el aire en burbujas en los huecos entre granos que corresponden a

las cavidadesde mayor radio .

- Finalmente, en la parte inferior se sitúa la zona de saturación completa en agua, en la

.que hasta los poros de mayor radio están totalmente llenos de agua y se puede considerar

prácticamente como la zona de agua libre o el límite del nivel freático.
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y = 72.53 + 0.37 . % Na C1 (a 20 ºC ) (5)

Según esto, a mayor cantidad de halita disuelta, aumenta la tensión superficial del agua y

la columna de agua asciende por capilaridad a una mayor altura .

(4)y= 75.88 - 0.1647 T (ºC)

A la vista de estos datos, y teniendo también en cuenta los efectos de la salinidad sobre

la densidad del agua, podemos afirmar que en los medios naturales en que crecen los cristales

lenticulares de yeso, con temperaturas elevadas y altas salinidades, la altura de la columna de

agua que asciende por capilaridad es de un orden de magnitud similar al calculado anteriormente

en condiciones ideales.

De acuerdo con esto, a temperaturas algo mayores que las normales, como pueden ser

las correspondientes a medios áridos o de playa, la tensión superficial del agua disminuye, y en

la misma proporción lo hará la columna de agua que asciende por capilaridad.

Como se aprecia en la tabla 1, al aumentar la temperatura tiende a disminuir la tensión

superficial del agua según una relación lineal que, a partir de los datos experimentales indicados

en la misma, podemos expresar con la siguiente ecuación:

Otro factor que influye sobre la tensión superficial es la concentración de sales disueltas,

como se puede apreciar en los datos experiemntales de la Tabla 1, que afectan de manera directa

y con un factor corrector superior. Al igual que en el caso anterior podemos establecer una

correlación entre y y la salinidad, que se expresa a partir de los valores disponibles, como:

Estos cálculos nos proporcionan escalas de valores'en condiciones ideales, por lo que es

preciso hacer un breve comentario en relación con la posible influencia de la variación de las

condiciones ambientales, tales como la temperatura o la concentración de sales, sobre la tensión

superficial del líquido.

Con estos valores aproximados y aplicando la ecuación (3), podemos deducir que para

sedimentos con tamaño de grano lutítico, cuyo radio de poro es inferior a 0.004 rnm., la altura

que puede alcanzar la columna de agua que asciende por capilaridad es superior a 3.6 m.; para

sedimentos de tamaño de grano limo, con radios de poro que oscilan entre 0.015 y 0.004 mm. ,

llegará a alturas comprendidas entre 1 y 3.6 m.; en los granos de tamaño .arena, los radios de

poro son mayores de 0.015 mm., por lo que variará entre 0.1 y 1 m. el ascenso capilar; y,

finalmente, en los de tamaño grava será inferior a 0.1 m.
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Para muchos autores resulta dudoso que la persistencia de la precipitación pueda dar un

desplazamiento a gran escala y la formación de capas prácticamente monominerálicas de

Tabla 1: Variación de la tensión superficial del agua , sin aire, en función de la

temperatura, y en función del% de Na Cl disuelto a 20 ºC. Datos de Weast, 1967.

72.92
73.75
74.39
76.05
77.65
80.95
82.55

Tensión superficial
dinas/cm .

0.58
2.84
5.43
10.46
14.92
22.62
25.92

% de NaCl
a 20 ºC

75.60
74.90
74 .22
73.49
73.05
72.75
71.97
71.18
69.56
67.91
66.18
64.40
62.60
58.90

Tensión superficial
dirías/cm. .

o
5

10
15
18
20
25
30
40
50
60
70
80
100

Temperatura
ºC

En este esquema dinámico, el agua puede alcanzar la saturación en sulfato en cualquiera

de las tres zonas descritas en función de la tasa de evaporación y de la concentración inicial en el

agua freática . El que se produzca en una u otra zona caracterizará la formación de cristales

diferentes.

La circulación capilar no puede ser excesivamente rápida y depende de manera directa

del tamaño de radio del poro, por lo que tendremos una zonación de la concentración del agua

desde los niveles inferiores subsaturados a los superiores sobresaturados, lo cual, por otra

parte, puede favorecer también el aporte de material por procesos de difusión iónica.

El proceso de evaporación que se produce en climas áridos, afectará también al agua

capilar, aumentando la concentración de sulfato y provocando la precipitaciuón de yeso al

sobrepasarse su producto de solubilidad; consecuentemente, el nivel freático aporta agua

cargada en sales para compensar la eliminada por evaporación, garantizando así un aporte

constante de material desde el nivel saturado hasta el nivel capilar en el que se produce la

nucleación y crecimiento de los cristales. Tenemos así un procedimiento de bombeo cuyo motor

principal es la evaporación por acción solar.



cristales lenticulares, o que el aumento del relleno de los poros no reduzca la porosidad hasta un

grado tal que un ascenso posterior por capilaridad quede inhibido. Estas objeciones no son muy

válidas para los medios de playa o sebja, pués, por una parte, la plasticidad del sedimento

empapado en agua permite el fácil desplazamiento de los granos, y, por otra, la especial

morfología de los cristales lenticulares condiciona empaquetamientos poco densos, por lo que

incluso capas compactas de cristales lenticulares deben conservar una cierta porosidad efectiva.

Si las condiciones se mantienen más o menos uniformes durante un tiempo

suficientemente largo, el mecanismo de bombeo por evaporación tiende a dar horizontes

continuos con acumulaciones de cristales lenticulares de pequeño tamaño, tal como han podido

observar Dronkert (1977) YWest et al. (1979) en sedimentos actuales.

6.- CONCLUSIONES. MODELO GENETICO.

Como consecuencia de todo lo expuesto proponemos que el mecanismo de formación,

desarrollo y zonación de los cristales, para los medios de playa o sebja supramareal, se efectúa

según el esquema idealizado de la figura 2, en el que se diferencian los distintos procesos de

nucleación y crecimiento en cada una de las tres zonas freáticas, y la influencia de las estaciones

secas y húmedas sobre la estabilidad del sistema.

Durante la estación seca el nivel freático desciende y, al mismo tiempo, aumenta la

concentración de sales del agua, pudiendo llegar a precipitar yeso prismático. El agua que

asciende por capilaridad aumenta la concentración en sulfato de tal manera que en la zona de

transición se puede alcanzar una sobresaturación suficiente para que precipite yeso entre los

sedimentos a través de los que asciende el agua; esta precipitación, al producirse en condiciones

de ligera sobresaturación y rápidos aportes unidireccionales, generará unos pocos núcleos de

cristalización alrededor de los cuales continuará la precipitación del yeso, formándose grandes

cristales lenticulares de crecimiento rápido, englobando parte del sedimento encajante. El agua
que continúa el ascenso capilar, recuperará rápidamente la concentración en S04= y la

aumentará, al crecer la superficie de contacto entre agua y aire seco en las cavidades capilares, al

mismo' tiempo que reduce la velocidad de circulación; con lo que se alcanzarán elevadas

sobresaturaciones en sulfato, por lo que nuclearán y precipitarán gran cantidad de pequeños

cristales lenticulares que, debido a la escasez de aportes, no alcanzarán grandes desarrollos.

Durante la estación húmeda el agua freática disminuye su concentración en sales y el

nivel freático asciende, lo que conlleva la disolución total o parcial del yeso existente en la zona
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Figura 2 . - Esquema ideal i zado de formación, zonación y desarrollo de cris tales l en t i cul a r es en medi os
des plazan tes (de l tipo playa-lago o eq uivalentes) y s u ev olución estacional .
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actual de agua libre . Además, los aportes ocasionales de agua de lluvia o de escorrentía

superficial aportarán aguas subsaturadas que percolarán a través del sedimento, disolviendo los

derósitos evaporíticos de las zonas superiores hasta que el agua circulante intersticial se sature

en sulfatos. Los pequeños cristales lenticulares que precipitaron en la zona connata se

disolverán con mayor facilidad, debido a su reducido tamaño y al contacto con aguas muy

subsaturadas; mientras que los grandes cristales que se formaron en la zona de transición

tendrán mayores posibilidades de conservación debido a su mayor tamaño y a que el agua, que

ha aumentado la carga en sulfatos al atravesar las capas superiores, estará menos saturada. Si el

agua percolante llega a alcanzar la saturación en sulfato puede desarrollar cementos en mosaico

en cualquiera de las zonas, por precipitación de yeso alrededor de los núcleos existentes.

La aridez global del medio, representada por las tasas de ascenso y descenso del nivel

freático, duración relativa de los periodos árido y húmedo, y contenido en sales de las aguas

superficiales y subsuperficiales, propicia el que los cristales formados en épocas secas se

preserven, favoreciendo así la formación de capas continuas de yesos lenticulares, o, en caso

contrario, su desaparición del registro sedimentario.
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