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En términos generales los autores que se han dedicado al estudio del
nacimiento del Célculo de Probabilidades aceptan la importancia que repre-
sent6 la formulacién del problema de la «division de las apuestas» en el
origen de dicho calculo. Como es sabido, este problema consiste en esta-
blecer una regla que permita dividir lo apostado en un juego cuando éste
se interrumpe antes de que finalice. En la literatura especializada sobre
los precedentes del Calculo de Probabilidades se admite la idea de que
Luca Pacioli fue el primero que formulé explicita y claramente de forma
escrita el problema de la divisién de las apuestas. No obstante, esto no
significa que sea un problema original de este autor, antes bien la hipétesis
mas plausible es que este problema de la division de las apuestas y otros
similares sobre juegos de azar estan ya presentes en el saber popular de
estas sociedades cuya transmisién es de caracter oral, muchas de cuyas
descripciones han llegado hasta nuestros dias y otras se han perdido irre-
misiblemente al no haber sido recogidas por escrito en algin momento
de la historia. Es también una idea cominmente admitida la influencia
recibida por Pacioli de manuscritos procedentes de Constantinopla. Hald
le reconoce la labor de recogida y difusién de conocimientos de origen
no s6lo arabe y bizantino sino también del pensamiento griego. En esta
cuestion resulta conveniente destacar el papel desempefiado por la Escuela
de Traductores de Toledo en la difusién del pensamiento arabe y griego,
de modo que muchas obras traducidas viajaron desde Toledo a otros puntos
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de Europa de manos de estudiosos de otros paises que iban a Toledo
atraidos por esta riqueza cultural.

Ha habido tradicionalmente en los estudios sobre el origen del Calculo
de Probabilidades una actitud por parte de la mayoria de los autores de
pasar velozmente por el analisis de los precedentes de Pascal y Fermat.
De este modo, por ejemplo, Todhunter en su A History of the Mathematical
Theory of Probability from the Time of Pascal to that of Laplace (1865) dedica
seis paginas a dichos precedentes. Por otra parte, muchos autores modernos
han seguido la misma linea de investigaciones precedentes de tal modo
que sus comentarios sobre esta cuestion constituyen la confirmacién de
las ideas contenidas en esas obras anteriores. Creemos que este problema
puede deberse al hecho de que no se dispone de traducciones de los textos
originales a las lenguas modernas. En este sentido, uno de los objetivos
que persigue este trabajo es proporcionar la primera traduccion, en este
caso al castellano, del texto de Luca Pacioli, que como antes hemos dicho
incorpora por primera vez el problema de la division de las apuestas de
forma escrita. También se pretende realizar una revisién de los trabajos
mads importantes sobre la aportacién de Pacioli al nuevo calculo, asi como
llevar a cabo un anilisis del escrito original que permita tener una con-
cepci6n mis precisa de la contribucién de Pacioli.

Muchas de las ideas anteriores son defendidas por autores como F. N.
David, P. Boutroux y M. Sol de Mora. Algin otro, como O. Ore, introduce
alguna precisién en su formulacién ya que afirma que antes que Pacioli
escribiera acerca del problema de la divisién de las apuestas éste se encuen-
tra ya tratado en manuscritos italianos sobre matematicas que se remontan
a 1380. Sostiene también que, aunque no aparece explicitamente planteado
en el Liber Abaci (1202) de Leonardo Fibonacci, donde se realiza alguna
alusién, su estructura constituye una reminiscencia de problemas arabes
sobre repartos y herencias. No obstante, en este tipo de problemas no
interviene el azar como elemento fundamental sino factores deterministicos,
como el grado de consanguinidad, etc., para efectuar los repartos. Es preciso
sefialar también que, a pesar de que Luca Pacioli no hubiera sido original
en la formulacién de este problema, debe ser reconocida, y asi lo mantiene
F. N. David, la oportunidad de haber podido ser un estimulo a los trabajos
sobre esta materia inmediatamente posteriores de Cardano, Tartaglia, Peve-
ronne, etc.

Es, también, muy interesante sefialar que en las primeras historias sobre
el Célculo de Probabilidades apenas se destacase, y en algin caso se des-
preciase, la contribucién de Luca Pacioli al origen de este célculo. Tod-
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hunter no hace ninguna referencia a Pacioli, mientras que Gouraud en
su Histoire du Calcul des Probabilités depuis ses Origines jusqu’a nos Jours
(1848) despacha el asunto de los precedentes de Pascal con una escueta
y poco ecudnime nota a pie de pdgina, que merece la pena traducir por
su displicencia:

«Los antiguos [precedentes de Pascal y Fermat] parecen haber ignorado com-
pletamente este tipo de cdlculo [de probabilidades). La erudicion moderna ba
encontrado en ellos, esto es cierto, algunas muestras en un poema en latin vulgar
titulado “De Vetula”, obra de un monje del Bajo Imperio; en un comentario
de Dante de finales del siglo xv, y en los escritos de algunos matemiticos italianos
de la Edad Media y del Renacimiento, Pacioli, Tartaglia, Peverone, pero estos
burdos ensayos, con un nivel de andlisis extremadamente primitivo y perma-
neciendo todos igualmente estériles, no son dignos de observaciones ni de critica
ni de la bistorta. Pascal ignord incluso su existencia y cuando los hubo conocido,
no pudieron servirle ni de gutas ni de modelos.»

En cuanto al andlisis del texto propiamente dicho, los autores que se
han dedicado a su estudio suelen traducir, mas o menos fielmente, el enun-
ciado de uno de los problemas sobre division de las apuestas formulado
por Pacioli, sin entrar, en general, en el analisis de la resolucién que este
autor realiza de los mismos. Distinguiremos dos tipos de traducciones,
el primero se caracteriza por estar constituido por traducciones parciales
mis libres y menos ajustadas al texto original, y el segundo por representar
traducciones parciales literales del original. En el primero destacamos las
traducciones de M. G. Kendall, F. N. David y M. Sol de Mora. Entre
ellos existen notables similitudes, incluso en sus errores. Por ejemplo, en
el enunciado original del primer problema al interrumpirse el juego uno
lleva ganadas cinco partidas y el otro dos y no cinco y tres. Reproduciremos
la traduccién de Kendall y M. Sol de Mora.

Kendall recoge el siguiente texto:

«A and B, playing at a fair game (not dice, but balla, presumably a ball game)
agree to continue until one has won six rounds; but the match bas to stop when
A has won five and B has won three. How should the stakes be divided?»

Y De Mora lo traduce como:

«A 'y B estin jugando un juego honesto de balla. Se ban puesto de acuerdo
en continuar basta que uno de ellos haya ganado seis juegos. El juego se detiene
no obstante cuando A ba ganado cinco juegos y B, tres. ¢Como deben dividirse
las apuestas?»

407



F. JAVIER MARTIN PLIEGO/JESUS SANTOS DEL CERRO

En el segundo grupo destacamos las traducciones de P. Boutroux,
I. Hacking, O. Ore y L. E. Maistrov. Para no alargar excesivamente la
extension de este trabajo, seleccionaremos la parte traducida al francés
por P. Boutroux.

«Une brigade joue a la paume; il faut 60 pour gagner, et chaque coup vaut
10, lenjeu est de dix ducats. Un incident survient, qui force les soldats a interrom-
pre la partie commencée, alors que le premier camp a gagné 50 et le second
20. On demande quelle parte de I'enjeu revient a chaque canp?»

Debemos, sin embargo, destacar que Maistrov traduce los enunciados
de los dos problemas centrales del texto de Pacioli, aunque en el primero
de ellos no establece correctamente la apuesta total ni los puntos que lleva
ganados el segundo jugador. Segiin este autor la apuesta total es igual
a 22 ducados en lugar de 10 que es lo correcto, y al segundo jugador
le otorga 30 puntos siendo 20 los puntos que aparecen en el original.
Ademas, Maistrov dedica algunas lineas al analisis de la solucion del primer
problema, lo que hace distinguirle de la mayor parte de los autores que
han tratado la contribucion de Luca Pacioli al Célculo de Probabilidades.

Antes de iniciar el analisis del texto propiamente dicho, debemos sefialar
que la traduccion completa, que por primera vez se ofrece, se halla en
la parte final de este estudio, al que acompana la edicién facsimilada ori-
ginal. Como sucede habitualmente en los escritos de esta época no existe
una ordenacién sistematica de las cuestiones que tratan. Es por este motivo
por lo que los problemas que plantea Pacioli sobre la division de las apuestas
se hallan en una seccién dedicada a resolver una serie de problemas rela-
cionados con lo castrense. Aunque menciona varios ejemplos de juegos
y concursos en los que existe una necesidad de repartir lo apostado como
el juego de los chinos, competiciones de tiro con arco, competiciones de
carreras a pie o a caballo, centra su analisis en dos problemas concretos.
Al primero le llamaremos el problema del juego de pelota y al segundo
el problema del juego de ballesta. El principio que aplica para resolver
uno y otro es el de reparto en funcion de las partidas que lleva cada jugador
ganadas. Como es conocido este criterio conduce a soluciones erréneas,
que analizaremos a continuacién. La diferencia que existe en el plantea-
miento de ambos problemas es que el primero lo resuelve en un solo paso,
mientras que en el segundo emplea dos pasos, siendo ambos procedimien-
tos equivalentes.

En el problema del juego de pelota éste se interrumpe cuando un juga-
dor ha conseguido 50 puntos y el otro 20 puntos, no alcanzando ninguno
los 60 puntos necesarios para que uno de ellos venza. Cada partida vale
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10 puntos. El reparto lo hace directamente en la proporcion -% a 2

11
(11 es el nimero maximo de partidas que puede alcanzar el juego cuando

se inicia), lo que equivale a una razén de 5 a 2. Si el total apostado son
10 ducados, al primero, segin esa proporcién, le corresponden 7 —;— y al
segundo 2%. La proporcién correcta es 7 a 1. El error que comete

es considerar el nimero de partidas que llevan ganadas en lugar de tener
en cuenta el nimero de partidas que les faltan para ganar. Asi el ndmero
de partidas mdximas que faltan para que el juego termine es tres, cuyas
posibles ordenaciones son VR3 = 2> = 8, cuya descripcién de las partidas
ganadas por ambos jugadores es (A: jugador que tiene ganados 50 puntos,
B: jugador que tiene ganados 20 puntos):

(AAA) (ABB)
(AAB) (BAB)
(ABA) (BBA)
(BAA) (BBB)

siendo favorables al jugador A siete ordenaciones y una al jugador B. Luego
la proporcion correcta es 7 a 1.

Cabe puntualizar que una de las criticas que se han realizado contra
este criterio es que si uno de los jugadores no tiene ninguna partida ganada
no le corresponderia nada, si bien Pacioli evita este problema estableciendo
la siguiente regla: si restdsemos 20 puntos a ambos jugadores, al primero
le quedarian 30 y al segundo nada, pues bien, segun Pacioli en la Suma
de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita:

«el de 30 deberi obtener la mitad de la apuesta que es 5, porque es a la mitad
del juego, y los otros 5 se dividirin entre ellos de modo que el que lleva 50

tendria 7 L y el otro 2 i».
2 2

Los primeros 5 ducados que le corresponden a A se debe a que 30
es la mitad de 60 (puntos necesarios para ganar), siendo 5 la mitad de
10 (ducados totales de la apuesta). El resto de lo apostado (5 ducados)

se repartirfan a partes iguales, de modo que A percibiria 5 + 2 —12— =7 %,
yB,0 + 2% =21

2
Ademas merece la pena destacar que en esta parte de su analisis esta-

blece un método para resolver el problema, que al final rechaza por dar
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lugar a soluciones erréneas segin el propio Pacioli. Este consiste en ir
restando puntos a ambos jugadores. No creemos que constituya un pre-
cedente del método recursivo de Pascal, pero si pudo haber supuesto un
estimulo a su creacién por el genio del matematico francés. La frase de
Pacioli es:

«Tampoco puedes decir, como algunos, que se apoyan en el juego de los chinos
que, en el caso de dos, que juegan a 5 dedos, el uno tenga 4 y el otro 3 y
digan que volvamos atrds uno, de modo que un jugador tendri 2 y el otro

3, que no es lo debido porque el que obtiene —;~ de la apuesta en un caso
y en otro -g— no percibe de la misma manera, y asi dicen algunos que si

quitas 20 de cada parte el uno no tendrd nada y el otro 30.»

Respecto del segundo problema su formulacién es:

«Tres juegan a la ballesta, gana quien primero bace 6 dianas y bacen una apuesta
de 10. Cuando el primero tiene 4 dianas, el segundo 3 y el tercero 2, ya no
quieren jugar y todos de acuerdo quieren dividir la apuesta. Me pregunto ¢cudnto
le toca a cada uno?»

En primer lugar establece el nimero maximo de posibles partidas que
puede alcanzar el juego cuando se inicia, que es 16:

«Antes tienes que ver cudntas dianas pueden hacer los tres en conjunto. Encon-
trards que no pueden bacer mds que 16 porque puede ser que los tres tengan
5 dianas y s6lo uno luego se bard para tener 6, entonces bacen 16 como mdxino.»

En el primer paso o etapa el reparto se hace segin las siguientes pro-

3

porciones: %, T y %, respectivamente. Si al primer jugador le entregamos

—211» de 10 ducados (2 -%— ducados), al segundo —13—6 del total (1 % ducados)
y al tercero % de la apuesta total (1 —i— ducados), resultaria que de los
10 ducados solo se repartirian 5 %, con lo que se hace preciso distribuir
los 4 —;— restantes. En este segundo paso procede directamente como en

el problema del juego de pelota, es decir repartir los 4% ducados en
tres partes segun la proporcion 4:3:2. De esta manera el resultado es:

«el primero en total tuvo 2-—1—— mds 1-ll, que son 41; al segundo 1—;—

y1 —“—, que son 3 i; al tercero 1 - mis <., que son 2 i, que estd bien».
24 3 4 36 9
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Los intentos de solucién posteriores son debidos a un conjunto de
autores que proponen soluciones, algunas de las cuales estan muy préximas
a la correcta. Como se sabe esta ultima fue establecida definitivamente
por Pascal y Fermat. Después de Pacioli, Tartaglia criticé el analisis de
su predecesor y mantuvo una posicion escéptica en cuanto a la solucién
del problema al considerar que se trataba de una cuestién juridica y no
matemitica. No obstante, utilizando la notacién de Hald, la apuesta total
deberfa repartirse segun la siguiente proporcién: al jugador A le corresponde
1 , Sa—Se yalB,i—SA - Sp

2 S 2 s
tidas ganadas por A; Sg, las partidas ganadas por B; S, las partidas necesarias

para ganar el juego, y considerando Sa 2 Sp.
Peverone plantea correctamente el problema de la division de las apues-
tas, si bien da una solucién incorrecta, aunque muy aproximada:

, siendo Sa el numero de par-

«Dos juegan a diex partidas, es decir, a diex juegos. Y el primero ha ganado
siete, el segundo nueve; entonces ocurre algiin inconveniente de modo que no
se puede terminar. Se quiere saber cudnto debe recibir cada uno del depdsito,
st es asf.»

La solucién que da es que la apuesta ha de repartirse en una proporcién
de 6 a 1, siendo la correcta 7 a 1.

Cardano es el primer autor que considera que el reparto de la apuesta
entre los jugadores ha de realizarse atendiendo al numero de partidas que
les faltan a cada uno de ellos y no a las que tienen ya ganadas. Utilizando
la terminologia de Hald, el reparto deberid hacerse en al proporcion
(S — Sg) (S — Sg + 1)] =+ (S — S4) (S —Sg + 1)lparaAy
B respectivamente. A pesar de que el giro que da Cardano en el plan-
teamiento de su solucién es el adecuado al considerar el numero de partidas
que faltan a cada jugador, la solucién definitiva, como ya hemos dicho,
la establecieron a mediados del siglo xvii Pascal y Fermat en su conocida
correspondencia epistolar.
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Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni
et Proportionalita (1494) *

A)  Una brigada practica el juego de pelota basta alcanzar 60 puntos. Cada
partida vale 10 puntos y apuestan un total de 10 ducados. Ocurre por accidente
que no pueden concluir el juego, quedando una parte con 50 puntos y la otra
con 20. Se pregunta: cqué toca a cada una de lo apostado? En este caso he
encontrado distintas opiniones y tanto de un lado como de otro todas me parecen
en algunos de sus argumentos falsas, pero la verdad es ésta que yo diré que
es el camino correcto. Digo que antes hay que considerar cudntas partidas se
pueden llegar a jugar entre la una y la otra parte, que serin 11, es decir, cuando
se juega la dltima partida temiendo 50 puntos cada wuna. Ahbora ves

que la parte que cuenta con 50 puntos le corresponde il y la parte que tiene
20 le toca % . Entonces se deduce que el reparto se debe realizar en la pro-

.5 2 7 , 7
orcion = y = ue sumando ambas bace — . Luego éstos — ganan
p 11 Y 11 ya 11 ¢ 11 g

10 ducados que reparten segiin —% y % , de modo que a la parte que tiene
50 puntos le corresponde 7 —;— y a la de 20 puntos 2 % Otro modo similar

de resolverlo serd: ambas partes pueden conseguir en total 110 puntos, tienes
gue ver qué le corresponde a la parte que ha conseguido 50 que serd como

hemos visto arriba % y a la parte de 20 le pertenece :21 , Y Sigues como

i
arriba. El tercero es breve. Sumar todos los puntos de ambas partes que son
50 + 20 = 70, se divide por 70 y se reparte proporcionalmente a las dos
partes. Y asi hards de una carrera a pie o a caballo viendo cudntas millas
ha hecho cada uno, y de modo similar cuando se juegan a los chinos a 10
6 5 dedos, que una parte tendrd 9 ganadas y la otra 7 ganadas, etc., o cuando
se juega al arco a tantas dianas que hay que sumar antes de obtener el premio,
etc., y mira arriba lo que se ha dicho del juego de pelota. T luego no digas

* Agradecemos la ayuda prestada en la traduccién de este texto por dofa Elena Mar-
cello, profesora asociada del Departamento de Filologia Moderna de la Facultad de Letras
de la Universidad de Castilla-La Mancha.
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que una parte tiene los % de modo que pueda obtener de la totalidad 1—51-
de la apuesta, porque no seria justo porque el total no seria ni del uno ni

del otro, a la parte de 50 le tocarian 4 % ,y ala de 20, 2 121 , que bacen

un total de 7 lil y los 2 % vendrian a ser de aquello que tiene la banca

y ast los demds ejemplos. Tampoco puedes decir, como algunos, que se apoyan
en el juego de los chinos, que, en el caso de dos, que juegan a 5 dedos, el
uno tenga 4 y el otro 3 y digan que volvamos atrds uno, de modo que un

jugador tendrd 2 y el otro 3, que no es lo debido porque el que obtiene —%—

4 . .
de la apuesta en un caso y en otro — no percibe de la misma manera, y

ast dicen algunos que si quitas 20 de cada parte el uno no tendrdé nada y
el otro 30 y dicen luego que el de 30 deberd obtener la mitad de la apuesta
que es 5, porque es a la mitad del juego, y los otros 5 se dwidirdn entre ellos

de modo que el que lleva 50 tendria 7 —;— y el otro 2 —;—, que no seria justo
por la razén que be dicho anteriormente.

B) Tres juegan a la ballesta, gana quien primero hace 6 dianas y hacen
una apuesta de 10. Cuando el primero tiene 4 dianas, el segundo 3 y el tercero
2, ya no quieren jugar y todos de acuerdo quieren dividir la apuesta. Me pregunto
ccudnto le toca a cada uno?. Se hace asi. Antes tienes que ver cudntas dianas
pueden bacer los tres en conjunto. Encontrards que no pueden hacer mds que
16 porque puede ser que los tres tengan 5 dianas y sola uno luego se bard
para tener 6, entonces hacen 16 como mdximo. De estos 16, el primero tendrd

4, que es —}—, entonces debe tener —‘—l‘*de la apuesta, es decir de 10 le corresponderia
2 %; el segundo tiene 3 dianas, que son 116 de la proporcion que tiene
él, entonces los f— de la apuesta que es 1-;—; el tercero tiene dos dianas,

que son TZE’ entonces le toca TZ(; de la apuesta, es decir % de la apuesta

que equivale a 1 i—, cuando las sumas todas juntas, es decir 2 %, 1 —78—, 1 1

4
hacen 5 2 y éstos restas de 10, luego de toda la apuesta queda 4 —38— y esto

abora tienes que dividir entre el grupo y decir que uno tiene 4 dianas, el

otro 3 y el dltimo 2 dianas, es decir -‘11— lié’ % y tienen que dividir 4 %
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entre los tres. Calculards que al primero le tocard 1%, al segundo 1%

y al tercero —;—% Conviene hacer la prueba de lo que le toca antes con la

que le tocé después y lo sumas, luego dirds que el primero en total tuvo 2 L
17

{8

1 % mds %, que son 2 —;—, que estd bien. Pero esto mismo llegaria en un

mds 1 ——, que son 4 i, al segundo 1 Z y 1 -ll, que son 3 i, al tercero
9 8 24 3

momento a través de la regla de compasiia de la misma forma que bemos
dicho antes del juego de pelota. Aunque aqui lo haces en dos pasos y alli
lo baces en uno, por la causa que decir tres es bacer comparia, uno gana
4, el segundo 3 y el tercero 2, y tienen que dividir 10 entre los tres y después
calcularias cémo be dicho, etc.
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