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GRUPOS DE SEUDOBORDISMO

P O R

Erapio DoMfNGUEZ

Departamento de Geometria y Topologia
Universidad de Valencia (Espaiia)

Abstract

In this paper it is defined an ordinary geometric homology theory with coefficients in
Z (Z,) on the topological category. This theory is a singular bordism of oriented pseudo-
manifolds (any pseudomanifols, resp.) It is shown that such theory satisfy the axioms
of Eilemberg-Steenrod and therefore, on the compact polyhedral, it is the same as the
singular homology. In a future paper it will be shown that this two theories are coinci-
dent on the topological Category.

Introduccion

El objeto de este trabajo consiste en definir una toeria de bordismo, tomando como
modelos geométricos las seudovariedades, y demostrar que constituye una teoria de ho-
mologia ordinaria sobre la categoria de los pares de espacios topoldgicos. De este modo,
por el teorema de unicidad de teorias de homologia ordinaria sobre la categoria de pares
poliedrales, dicha teoria nos produce una interpretaciéon geométrica de la homologia sin-
gular sobre los pares de poliedros.

Usaremos las técnicas de la topologia combinatorial o pl-categoria ([2] y [3]). Los po-
liedros siempre seran euclideos; es decir, el conjunto de puntos euclideos que son reu-
nion de los simplices de un complejo simplicial geométrico (localmente finito). Llama-
remos triangulacién de un poliedro P a un complejo simplicial K que lo recubra; lo
representaremos por |K | = P. Las bolas y variedades siempre seran poliedrales. También
supondremos que los poliedros se encuentran en un espacio euclideo de dimensién lo
suficientemente grande, para que todas las operaciones geométricas tengan su realizaciéon
en dicho espacio. Un n-simplice (o un #n-poliedro) serd un simplice (poliedro, respectiva-
mente) de dimensién n. Si A es un simplice, representaremos por A su interior y por

A su frontera.

I. — Algunas propiedades de las seudovariedades

1. Nota

Consideramos las seudovariedades en un sentido mas amplio que el clasico; es
decir:
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Una n-seudovariedad cerrada es un poliedro compacto P que admite una triangulacién
K, cumpliendo las siguientes condiciones:

1) K es n-principal. Es decir, todo simplice de K es cara de un n-simplice.

2) Todo (1 — 1)-simplice de K es cara de dos n-simplices exactamente.

Una n-seudovariedad con borde es un poliedro compacto P que admite una triangula-
cion K, cumpliendo:

a) K es n-principal.

b) Todo (n— 1)-simplice de K es cara de dos n-simplices como mAaximo.

c) El conjunto de los (n— 1)-simplices’ que son' cara de un solo n-simplice, constitu-
yen una (n— 1)-seudovariedad cerrada. Dicho complejo lo denotaremos por @K y a
OP = [0 K| lo llamaremos el borde de P.

2. Teorema

Un n-poliedro compacto P es una n-seudovariedad cerrada si y sélo si existe un
(n — 2)-subpoliedro SP cumpliendo las siguientes condiciones:

1) CI(P—SP) = P, donde CI( ) representa la clausura topolégica.

2) P —SP es una n-variedad sin borde.

Dewmostracion

I) Supongamos que P admite una triangulacién K cumpliendo las condiciones 1 y 2
de la nota anterior. Sea L el (n— 2)-esqueleto simplicial de K. Dado x€ |L|, sea A! el
unico i-simplice de K tal que x¢€ 4°. Dicho simplice tiene que tener la dimensién menor
o igual que n—2; por lo tanto existe un n-simplice A" de K, del que es una cara propia.
De donde se deduce que todo entorno de x en |K| tiene que cortar a 4" C ]Kl 7

Sea x¢€ |K|— |L|, entonces x€ 4 con i=n 6 i =n—1. Si i =n, A" es un entorno
abierto de x en {K — |L] que es una n-bola abierta. Si i = n— 1, existen exactamente dos
n-simplices A" y A," de los que A"! es una cara; entonces A | J 4,%1J &»! es una n-bola
abierta que es entorno de x en |K| — |L] Asi pues, [K] — |L] es una wn-variedad sin borde.

II) Reciprocamente, sean L y K triangulaciones de SP y P respectivamente de forma
que L sea un subcomplejo de K. Puesto que SP es un (n— 2)-subpoliedro, L es un com-
plejo de dimensién (n—2). Sea A’ un simplice principal de K, entonces 4’ es un abierto
en |K|. Por lo tanto J! — |K|—|L|, pues Cl(!K] — |L]) = |K| De donde se deduce que
L=l

Dado A"! € K, sea {A.", ..‘,A,ﬂ} el conjunto de n-simplices de K que contienen a
A=! como cara. Sea x ¢ 4"°!, entonces la estrella simplicial abierta

st(x, |K|) = A= YA U .U 478

es un entorno abierto de x en |K| — ]L] Por lo tanto tiene que ser una wn-bola abierta;
de donde se deduce que r = 2.

3. Teorema

Un n-poliedro compacto P es una n-seudovariedad con borde Q si y sélo si existe un
(n — 2)-subpoliedro SP cumpliendo:

1) P =CI(P—SP).
2) P—SP es una n-variedad con borde Q — SP.
3) (Q, QN SP) es una (n— 1)-seudovariedad cerrada.

et
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Demostracion

I) Supongamos que P admite una triangulacién K cumpliendo las condiciones a, b y ¢
de la nota 1. Sea L el (n — 2)-esqueleto simplicial de K y M el subcomplejo de K formado
por todos los (n— 1)-simplices de K que son cara de un n-simplice exactamente. Enton-
ces, tomando Q = |M| y SP = |L|, la demostracién se realiza de forma andloga a la del
teorema anterior.

IT) Reciprocamente se consideran triangulaciones K, M y L de P, Q y SP respectiva-
mente de forma que L y M sean subcomplejos de K. Igualmente, en este caso, la demos-
tracién se realiza facilmente como en el teorema anterior.

4. Corolario

Sea P una n-seudovariedad cerrada (o con borde), entonces cualquier triangulaciéon de
P cumple las condiciones 1 y 2 (a, b y ¢ respectivamente) de la nota 1.

Observemos que la definicion de seudovariedad cerrada es un caso particular de la
seudovariedad con borde. Por ello, y cuando no exista posibilidad de confusion, conside-
raremos una seudovariedad con borde posiblemente vacio.

5. Nota

Un simplice orientado lo denotaremos por A = <v,.., v,> y por — A representare-
mos a dicho simplice con la orientacién opuesta. La orientacidon inducida sobre cada
cara de A la representaremos por

< x A
A = (= 1) <wg, c., Vi, ooy Vi>

Recordemos que (ver [1]) una orientaciéon sobre R" queda biunivocamente determina-
da por una orientaciéon sobre un n-simplice cualquiera de R*. Ademds las orientaciones
sobre dos n-simplices, que se cortan en una (n— 1)-cara, estdn determinadas por una
orientacion sobre R" si y soOlo si las orientaciones que inducen sobre su cara comun Son
opuestas.

Consideramos el concepto de orientacion sobre las seudovariedades en el sentido or-
dinario; es decir: Una n-seudovariedad con borde es orientable si existe una triangula-
ciéon y una orientacién sobre cada n-simplice de forma que, cuando dos de ellos se cor-
tan en un (7 — 1)-simplice, las orientaciones que inducen sobre €l son opuestas. A un con-
junto de tales orientaciones lo llamaremos una orientacion compatible. Una n-seudovarie-
dad con borde orientada sera el par formado por una n-seudovariedad con borde orienta-
ble y una orientacién compatible sobre ella. De lo expuesto en el parrafo anterior se de-
duce que la definiciéon de orientabilidad es independiente de la triangulacién. Igualmente,
como con la definicién ordinaria (ver [1], § 3), se obtienen el siguiente resultado: Si K
es una triangulacién de una n-seudovariedad con borde no vacio, sobre los (1 — 1)-simpli-
ces de @ K consideramos la orientacion inducida por la del unico n-simplice que los
contiene como cara. Entonces, dichas orientaciones, definen una orientacién compatible
sobre 9 K.

Si P es una n-seudovariedad orientada con borde, por — P representaremos la seudo-
variedad con la orientacién opuesta. Es decir, sobre los n-simplices de una triangulacién
K de P consideramos las orientaciones opuestas a las dadas.

6. Proposicion

Sean P, y P, n-seudovariedades orientadas con borde Q,\JT; y Q| JT, respectivamen-
te, de forma que:

—
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1) Q. y T: son (n— 1)-seudovariedades con borde tales que 3Q; =90 T..
2) T,y T, son plisomorfas.

3) La orientacién que induce P; sobre T, transformada por el pl-isomorfismo anterior,
es opuesta a la que induce P, sobre T5,.

Entonces el pergamiento de P, y P, mediante el pl-isomorfismo indicado, es una #u-seu-
dovariedad con borde Q, |J Q. que admite una orientacién canénica inducida por las
dadas.

Demostracion

Segtin el teorema 2-15 de [2], podemos considerar triangulaciones K;, L; y M; de P,
Q; y T; respectivamente de forma que: a) L; y M; son subcomplejos de K;, b) Mi 'y M,
son isomorfas simplificialmente. Entonces la demostracién es facil.

7. Proposicién

Sea A un n-simplice orientado. Entonces A x I es una (n + 1)-seudovariedad orienta-
ble con borde

Ax xIUAxO0U Ax1

con una orientacién candnica de forma que las orientaciones inducidas sobre A x 0 y
A x 1 son respectivamente A y — A.

Demostracion

A x I es una (n + 1)-variedad, de donde se deduce que es una (n + 1)-seudovariedad.
Asi pues, sé6lo hay que demostrar la existencia de una orientacién cumpliendo las condi-
ciones. Para ello, encontraremos una triangulacién conveniente de A x I. Segun [3], la
célula A x I admite una triangulacion sin introducir nuevos vértices. Vamos a especificar
dicha triangulacién. Sea

A=Ax0= (xo, ) x,,)

Ax1l=(x.,x7) con x’=(x;,1)

Consideremos
B i =1 (0t ity e K)o L para h =1,.,n + 1
A =B O ) para h =1, .., n
entonces A x I = B, ¥ By, = x,/_, A, para h = 1, ..., n. La subdivisién simplicial se rea-

liza por induccién sobre los B,. Entonces, segin las definiciones, es facil observar que
los h-simplices de B, son de la forma

(% sty oois Xy Xty ooy %,) - DATA i =— W +1,..;m

Asi pues, en la triangulacién inducida sobre A x I, los (n + 1)-simplices sbn de la
forma ‘

oy ooy X, Xy oy X,)  pATa i =0, ..., 1
y los wm-simplices

A
() =1 e o a0 X G i=0,.,n—1; i=1,.,n

A
; :
(5Foy wamy fy Kisiesey s oy 200, i

tblom
=0.,n—1

|

g
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(B = (e teee 20,5 i1y i) i=0.,n—1

(CE e s 550 cxrasen li=tls s
Los de la forma (A) constituyen la subdivisién simplical de A x I'UA x0UA x 1.
Sobre A x 0 consideramos la orientacién inducida por la de A; es decir
A x0 = <xy, ..., X,>
y sobre cada (n + 1)-simplice, la orientacién
() =t e o

Es facil observar que definen una orientacién compatible sobre la triangulacién dada.
Ademas, la orientaciéon inducida sobre A x 1 es

(Flret <, 00> = — A

De las proposiciones 6 y 7 se deduce
8. Corolario

Sea P una #n-seudovariedad orientada con borde Q, entonces P x I es una (1 + 1)-seu-
dovariedad orientable con borde

QxIUUPx0UPx1
Ademads, admite una orientacién candnica de forma que las inducidas sobre P x 0 y
P x 1 coinciden respectivamente con las de P y — P.

9. Proposicion

1) El cono desde un punto ¢ sobre una n-seudovariedad P orientada cerrada con
n >0, es una (n + 1)-seudovariedad orientable con borde P.

2) El cono desde un punto ¢ sobre una n-seudovariedad orientada P con borde Q y
n>1, es una (n + 1)-seudovariedad orientable con borde P Jc Q.

Ademas, en ambos casos, ¢ P admite una orientacién canénica de forma que la que
induce sobre P es la dada.

Dewmostracion

En ambos casos, la demostracion es facil. Basta observar que si (K, L) es una trian-
gulacién de (P, Q), entonces (¢cK, cL) es una triangulaciéon de (cP, cQ). Ademas si sobre
los (n + 1)-simplices cA de cK consideramos las orientaciones inducidas por A, obtene-
mos una orientacién compatible sobrs ¢K con las condiciones requeridas.

10. Nota

Dada una aplicacién simplicial f: K —> L, sean K’ y L’ subdivisiones derivadas de for-
ma que f: K/—> L/ siga siendo simplicial. Supongamos que K es una n-seudovariedad con
borde, entonces definimos

D(a,f) ={b(0) ..b(x); «<f(0)yo<..<tEK}
D(a,f) ={b (o) b (); a<f(o)az~f(o)o<..<t€EK}
D(a,f|0K) ={b(0)..b(x); a<f(o),6<..<t€EOK}

siendo ¢ un i-simplice de L {b (6), .., b (r)} los .puntos asociados a {o ., T} Dara realizar
la subdivisiéon K’ y b (g) ... b (v) el simplice de K’ que determinan,

=l =
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11. Teorema

Sea f: K—> L una aplicacién simplicial y |K| una n-seudovariedad con borde. Si ¢ es
un i-simplice de L, se cumple:
1) |D (a,f)| es una (n — i)-seudovariedad con borde

8D (g f) =D (o) U D (o f| o)

2) |D (o, f)l es vacio o una (n—i— 1)-seudovariedad con borde. [D (a,f! aK] es una
(1 — i — 1)-seudovariedad con borde si o €f @ K) y vacio en el resto de los casos. Ademas

8D (o, f) = D(x, )=D () N @K =3D (s,

ﬂ oK 7cI@K)

Demostracion

1) Sea A=1b(g)..b()ED (a,f), entonces ¢ <f(o) ¥y o0<..<g€EK. Sea »' una mi-
nima cara de g tal que f(w') = o ¥

<ol <= <1< .. <o
un refinamiento de la cadena dada. Entonces

A= = b (o) b () . b(g) ... b () ... b (")

pertenece a D (g, f) v contiene al simplice A como cara.
Dado A*=*-! € D (g, f), puede tomar una de las siguientes formas:

a) b(ow"')..b(w) con a<f (o), a1 (@)
b) b(w™")..b(w") con ¢ = f(w')

¢) b(w).-b () ..b(w") con j=tni flo’) =a
d) b(w)..b(w"") con f(w)=u o ¢dK
e) b(o)--b(w" conf(n)=a o" €K

Sean A;"' € D(q«,f) el conjunto de simplices que contienen a A"—i-! como cara. Si
A== es del tipo a)

Al = b (o) b () ... b (@) con f (o) = a
Pero si k> 1, se deduciria que f (¢/*') = «. Supongamos que A"-i-! es del tipo b)
A = b (o) b (0!) ... b (0") con f(wi) = f (o) = o
entonces existen exactamente dos caras ;' de @'*! tales que f(w:) = . Si es del tipo‘c)
A = b (w) o b (o) ... b (0")
Pero w/~! € a)f*f, por lo tanto k = 2 (pues J,"" es una j-seudovariedad cerrada). En el
caso d) existen dos A,", pues K es una n-seudovariedad con borde v ot $ 0 K. Por ana-

loga razénm, en el caso e) existe un solo 4,"~. Observemos que la reunién de los (n —i—1)-
simplices de D (g, f) que pertenecen a un unico (n— i)-simplice es

D (a,1) U D (af| )

— 10 —
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Por ultimo, veamos que dicho complejo es la triangulacion de una (n—i— 1)-seudo-
variedad cerrada. El razonamiento de la demostracion es andlogo al caso anterior, tenien-
do en cuenta la siguiente caracterizacion de sus (17 — i — 2)-simplices

a’) b (o) ..b(0) .. b (") con o <flo™), az&f(w')

b’) b (') ... b (w') ... b (") con f(n') = 4 ol € 0K

2) Observemos que

Dia, 1) (1 Dileiflai) = Do, Dr )P, ) () O K. =

10K
=D(a,f) N OK =D f]sp)
: Por hipétesis de induccién sobre n podemos suponer que |D (a,ﬂaK)l el iuna

(n—1i—1)-seudovariedad con borde I'D(u, Entonces de la igualdad anterior, se

o)l
seduce que [D.(x,f)[ es el cierre del complementario de una (n—i— 1)-seudovariedad
]D (a,‘fleK)l con borde, en una (n— i — 1)-seudovariedad cerrada [d D (x,f)|. Por lo tan-

to, se deduce inmediatamente que ﬁ(m,fi es una (n—i— 1)-seudovariedad con borde

D(a,

f o

12. Nota

Consideramos la definicién de entorno regular dada en [2]. Es decir; sean X C « po-
liedros compactos y (K, L) triangulaciones de (¥, X) de forma que L sea un subcomplejo
lleno de K. Sea K’/ una subdivisién derivada de K cerca de L, entonces el poliedro que
determina el entorno simplicial N (L, K’) lo llamaremos entorno regular de X en Y.

13. Corolario

Sea X un subpoliedro de una n-seudovariedad P orientada con borde. Entonces, todo

entorno regular N de X en P es una n-seudovariedad orientable con borde f\lU (NN©ep),
que admite una orientacién canénica inducida por la de P.

Demostracion

Sean (K, L) triangulaciones de (P, X) de forma que L sea un subcomplejo lleno de
K. Seaif VK —> T, donde I es el complejo simplicial determinado por el intervalo unidad,
la aplicacién simplicial que transforma todo vértice de L en el 0 y los restantes en el 1.
Dado 0 € (0, 1), escogemos una subdivision derivada K’ de K cerca de L tomando los nue-
vos vértices en f.'(p). Entonces fi: K’ — I’, siendo I’ la subdivision de I que resulta al
anadir el nuevo vértice o, sigue siendo simplicial.

De este modo resulta que
N(L K')={A€K; A<B,BNX=£d} = D (0, f,)
N (L K’) = {AEN(LK); ANX=£3} =D (O f)

N(LK)NBK =D, fif )

— 11 —

s et
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Por lo tanto, del teorema anterior, se deduce que [N (L, K’)| es una n-seudovariedad
con borde

IN(LK)| U (NOBK)

Si sobre los n-simplices de N consideramos las orientaciones correspondientes a una
orientacién compatible sobre K’, es cbvio que obtenemos una orientacién compatible so-
bre N.

Ademas de la unicidad, salvo pl-isomorfismos, de los entornos regulares (teorema 3.8
de [2], se deduce finalmente lo propuesto.

II. — Grupos de Seudobordismo orientado

En todo el apartado, y aunque no lo especifiquemos, las seudovariedades estarin
orientadas.

1. Definicion

Dos n-seudovariedades cerradas P, y P, son seudobordantes si existe una (n + 1)-seu-
dovariedad Q con borde la reunién disjunta de P, y —P, (lo denotaremos por P, L] —Ps).

2. Nota

a) La relacién de seudobordismo, anteriormente definida, es de equivalencia; pues
la propiedad reflexiva se deduce del corolario I — 8, la transitiva de la proposicién I — 6
y la simétrica es obvia.

b) El conjunto de las clases de n-seudovariedades cerradas, bajo la relacién de seu-
dobordismo, lo denotaremos por SQ,. Si sobre él definimos la operacién

[P1]+[Pz]=[P1I_lP2]

obviamente constituye un grupo conmutativo. A S Q, lo llamaremos el n-grupo de seudo-
bordismo orientado.

3. Proposicion

a) SQ,=0 para n>0.
b) S‘Qo =Z.

Demostracion

a) Se deduce de la proposicién 4 —9.

b) Observemos que dos puntos con orientacién positiva (o con orientacién negativa)
siempre son seudobordantes por el intervalo unidad.

4. Definicion

Una n-seudovariedad singular sobre un par de espacios topolégicos (X,A) es un par

(P, ), siendo P una n-seudovariedad con borde y f: (P, @ P) —> (X, A) una aplicacién
continua. i
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Dos wn-seudovariedades singulares (P,, f;) ¥ (P,, f,) sobre (X, A) son seudobordantes sin-
gularmente si existe un par (Q, F) tal que:

1) Q es una (n + 1)-seudovariedad con borde (P, | | —P,) | Q.
2) F: (Q, Q,) — (X, A) es una aplicacién continua de forma que FM_ =f, parai=1,2.

5. Nota

a) La relacién de seudobordismo singular es de equivalencia.
b) El conjunto S Q, (X, A), de las clases de n-seudovariedades singulares sobre (X, A),
admite estructura de grupo conmutativo con la operacion

[Py, f1l + [P, f2]1 =[Py || Py, f1 || fal

Tengamos en cuenta que el elemento neutro serd la clase de los pares (P, f) tales que
existe (Q, F), siendo Q una (n + 1)-seudovariedad con borde P (J Q, 'y F una aplicacién
continua entre los pares (Q, Q) y (X, A) de forma que F]p =f A SQ, (X, A) lo llamare-
mos el n-grupo de seudobordismo singular orientado sobre (X, A).

¢) Dada una aplicacién continua &: (X, A) — (Y, B) definimos un morfismo
®,.: SQ,. (X, 4) — S @, (Y, B) por la férmula

@, [P, f]l =[P, df]

Por lo tanto se tiene féacilmente

6. Proposicion

SQ, (,) define un functor covariante de la categoria de los pares de espacios topol6-
gicos en la de los grupos abelianos.

7. Teorema. De la dimension

a) SQ, (®to) =0 para n>0.
b) SQ, (pto) = Z.

Demostracion

Se deduce de la proposicién 3, teniendo en cuenta que S Q, (pto) = S Q..

8. Definicién. Morfismo de conexién

9:SQ.(X,4) — SQ..1(4

es el morfismo definido por

BliP i — BB

donde sobre 8 P consideramos la orientacién inducida.

— R
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9. Teorema. De exactitud

La sucesion
L 14 )

—>S8Q,(A)——>SQ,(X) ——>SQ, (X, ) —— S Q,, (4) —.

San

donde {i: A—X, j: X—(X,A)} son las inclusiones candnicas, es exacta.

Demostracion

1) Exactitud en SQ, (X). Sea [P,fl€ SQ,(A), entonces [P, jif] = 0. Basta considerar
el par (P x I, F), siendo

F: P x I,—P x 1) >(X,A)

-deflmda por F (z, t) = jif (2).

Sea [P, fl€SQ,(X) tal que [P,jf] =0. Entonces existe un par (Q, F) tal que
Q=P Q,F(Q) c Ay F!,, — f. Puesto que @ Q y P son n-seudovariedades cerradas,
podemos considerar “facilmente que Q, es una n-seudovariedad cerrada tal que
dim (P Q,) == n — 2. Finalmente, pegando convenientemente el cilindro Q, x I, podemos
considerar que @Q = P | | Q,. Por lo tanto, (Q, F) determina la igualdad

[P; ﬂ = [—Qm Fio“]
Pero el segundo miembro pertenece a la imagen de i,

2) Exactitud en SQ, (X, 4). Si [P,f1€SQ,(X), P es una n-seudovariedad cerrada y
por lo tanto 8[P,jf] =0.

Sea [P,fl1€SQ, (X, A) tal que 2 [P,f] = [0 P, /] 6P] = 0. Entonces existe (Q, F) de for-

ma que Q =3P y F: Q— A con F, @Q: f'@P: Por lo tanto, el pegamiento
(A=[P—_ —Q,f U F]
oP

define una n-seudovariedad singular sobre X. De este modo, el pagmiento

[PxI;../—QxI,fxlUFx.l]
OP x I

demuestra que la imagen de (A4) por j_es [P,f].
3) Exactitud en SQ, (4). Si [P,fl1€ S Q.. (X, A), obv1amente [0 P, lfl ] = 0.

Sea [P,fl€SQ,(A) tal que [P,if] = 0. Entonces existe un (Q, F) tal que EQ Py
F: Q— X con F|P =1if. Por lo tanto (Q, F) representa una (n + l)seudovarledad singu-
lar sobre (X, A), cuya imagen por @ es [P, f]. ;

10. Teorema. De homotopia
Si @, y: (X,A) — (¥, B) son aplicaciones homotdépicas, entbnces @, =y *
Demostracion

Sea H: (X,A4) x I — (Y, B) una homotopia entre & y . Dado [P fl1€S Q. (X, 4),
(P x I H(f x 1)) define un seudobordismo singular entre [P, ® f] y [P, P fl.

s A
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11. Teorema. De escision

Sea (X, A) un par topolégico y U un abierto en X tal que su clausura T esté conteni-
da en el interior 4 de A. Entonces la inclusién canénica

it (X—UA—-U) — (X,4)

induce un isomorfismo SQ, (X —U, A—U) ~; S 0, (X, A).

Demostracion

Sea [P, fl1€SQ.(X,A4), A/ =f'(X—4)y U = f'(U). Puesto que A’ y U’ son sub-
conjuntos compactos de P, existira una distancia positiva entre ellos y, por lo tanto, dada
una triangulacién K de P, podemos encontrar una subdivision derivada K(” de forma
que el entorno simplicial M de A’ en K no corta a U’ Si N es el entorno regular trian-
gulado por M, entonces N N U’ = @. Asi pues, por el corolario A—13, N es una n-seudo-

variedad con borde N U (N N ©P) y (N, f|v) representa un elemento deSQ(X —U,A—U).
Entonces (P x I, F) con F(z, t) = f(z) define un seudobordismo entre [P,f] ¥y [N,f|N],
sobre el espacio (X; A). Es decir, i, es un epimorfismo. ; o I

Supongamos que [P, fl€SQ, X —U,A—U) es tal que [P,if] = 0. Entonces existe
(Q,F) de forma que @Q = P |J Q,, siendo F: (Q, Q,) — (X, A) con F|,, = if. Tomando
U’ = F'(U) y A’ = F'(X — /), se demuestra como en el caso anterior que -existe un
entorno regular N de A’ tal que N 0 U’ = @. Ademas N sera una (n + 1)-seudovariedad
con borde

NUWN2Q) =PUNUNNQ) =PUQ,

De las condiciones dadas, se deduce facilmente que F (Q/) c A—U. Por lo tanto,
(N,F|~) define un seudobordismo de (P,f) al vacio sobre el espacio (X —U, A—U). Asi
pues, i, es inyectiva.

12. Corolario

SQ.(;) es una teorfa de homologia ordinaria con coeficiente en Z.

III. — Grupos de Seudobordismo no orientado

En este apartado consideraremos seudovariedades cualesquiera, independientes de si
" son orientables o no.

1. Definicion

Dos n-seudovariedades cerradas P, v P, son seudobordes si existe una (n + 1)-seudova-
riedad Q con borde P; | | P..

2. Nota

a) Como en el apartado anterior, resulta que la relacién anterior es de equivalencia.
Sobre el conjunto Sq]n de las clases de n-seudovariedades cerradas, bajo dicha relacién
definimos la operacion

[Pl + [P] =[Py | | P;]

SR
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Entonces Sy es un grupo conmutativo, llamado el n-grupo de seudobordismo no orien-
tado. Obviamente cumple que Sy =0 para n> 0, S']]O = Z,.

b) De forma andloga se definen las nociones de seudovariedad y seudobordismo sin-
gular en el caso no orientado obteniéndose un grupo conmutativo Sq]" (X, A), llamado el
n-grupo de seudobordismo singular no orientado sobre (X, A). También es un functor
covariante de la categoria de los pares de espacios topoldgicos en la de los grupos abelia-
nos. Y si en las demostraciones del apartado anterior prescindimos de las orientaciones
obtenemos el siguiente resultado:

3. Teorema

S1,(; ) es una teoria de homologia ordinaria con coeficientes en Z.
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PSEUDOPOLINOMIOS EN LA TEORIA DE POLINOMIOS
ORTOGONALES SOBRE LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD

P O R

M. Avrrar0 GaARciA

Departamento de Teoria de Funciones. Universidad de Zaragoza (Espafia)

Abstract

This article contains some remarks related to some of the open problems presented
in [2].

In Remark 1, we extend the inner product defined by means of an infinite Toeplitz
hermitian positive definite matrix, to the so-called pseudopolynomials.

In 2., we enlarge the *n-operators family, n e N, ([4] and [2]) to the one of the
*n-operators, n e Z, generalizing their properties.

Finally in 3., we obtain the series expansion of a pseudopolynomial.

Pseudopolinomios en la teoria de polinomios ortogonales sobre la. cir-
cunferencia unidad

Ya es conocido (véase [5]) que una matriz infinita hermitiana definida positiva de
Toeplitz

ni=

define un producto escalar , en el espacio vectorial [] de los polinomios sobre C, res-
pecto del cual la sucesién de polinomios {P, (2) 1, cuyo término »-ésimo viene dado por

Gh Cie et c,
ciy i oy
Pyt [t ce et :
Coppt Cong2 vveens Cy
1 z o

es una sucesién de polinomios ortogonales relativos a la circunferencia unidad.

En este articulo exponemos unas notas con las que pretendemos iniciar el estudio de
algunas de las cuestiones que quedaban abiertas en [2]; nos proponemos precisamente:

= 27




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

i) Extender a los habitualmente llamados pseudopolinomios, el producto escalar de-
finido por m en [ ].

ii) Ampliar la familia de los operadores *n (n€ N) (véanse [4] y [2]), a la de los ope-
radores *n (n¢€ Z), generalizando las propiedades de los primeros, estudiadas en [2].

iii) Como aplicacién de i) y ii), obtener el desarrollo de un pseudopolinomio en algu-
no de los sistemas ortonormales ya conocidos y, posteriormente, su desarrollo en serie.

NOTA 1. Extension del producto escalar a pseudopolinomios

n
Recordemos que suele llamarse pseudopolinomio a toda expresion del tipo >} a; z!, con

-m
a; € C, siendo por lo general n, m € N. (La restriccién de la teoria clasica de considerar
Unicamente pseudopolinomios simétricos es decir, con n = m (véase p. €j. [1]), es inne-
cesaria como se comprueba a lo largo del articulo).

n
Conviene hacer notar que si en > a; z' admitimos que m, n sean enteros (n> —m),

-m
los polinomios en z o en z~! pueden considerarse casos particulares de pseudopolinomios,
en los que —m >0 6 n=0, respectivamente. Teniendo presente esto, enunciamos la

n
Definicion. — «Dado un pseudopolinomio S (z) = > a; z, diremos que es de orden

(m, n) sia, a,=£0yn me N; que es de orden (0, 11';) sia, =0y —m>=0y quees
de orden (m, 0) si a_,, == 0y n.=0».

De acuerdo con esta definicién el grado de un polinomio y su orden como pseudopoli-
nomio coinciden.

Es evidente que

a) El conjunto & de los pseudopolinomios sobre C es un algebra conmutativa con
elemento unidad.

b) Si designamos con ," el conjunto de todos los pseudopolinomios cuyo orden
(m’, n’) sea tal que m>m’ y n>>n/, " €s un subespacio vectorial de .

(Con esta notacién f," es el subespacio vectorial de [] formado por los polinomios en
C de grado menor o igual que #, quz habitualmente designamos con [ ],).

En nuestra memoria [2] demostrabamos que el producto escalar , queda caracterizado
por la propiedad

2?P(2),2°Q (z) = P (2),Q (2)

vélidaV p € NyY P, Q€.
Generalizando a exponentes enteros, surge de manera natural, la forma de extender
o a . Asi pues, definimos

o2l — et E=Re Vorag€Z
En general,
P(z) Q(z)
o = 2160} (00 1)
zf zS

siendo 7, s naturales y P, Q polinomios cualesquiera.

n
La posibilidad de escribir un pseudopolinomio > a, z? en la forma
p=—m

I Qsn (2)
— D Uk A
Zm p=3 Zm

nos permite aplicar la extensién deseada.

iR
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Sean S’(z) y S” (z) los pseudopolinomios

" T’ (2)
Stilz)=8 N aay 2o =
pE=m o
T” (z)
SGa) =D )k =
G 2
entonces,
T2l T ()
St(@)asé (@) = ———=T"(@) o 2"™T"(z) si m>m'

m zm’

(si fuera m < m’, evidentemente, S’ (2) . S” (z) = 2/~ T’ (2) o T” (2)).

Se podia también haber introducido directamente el producto escalar anterior en
&, dando una matriz de Toeplitz doblemente indefinida y con el convenio

28— ey YV pagegZ

NOTA 2. Operadores *n.

el
En [2] introduciamos el llamado operador *n de [], sobre [ ], tal que P(z)*'=z*P (—-]
: Z
(véase también [4]), teniendo asi una familia numerable de operadores, de la que se es-

tudiaban sus propiedades. Se hacia notar que cada operador *z no se podia aplicar a
ningtin polinomio de grado superior a #.

El operador *n (n g N) se aplica igualmente a pseudopolinomios con su propia defi-
nicion:

+

m+n

m+p—i
ai—m Z e
0

; & I e i 1
Sl = ( > aiz"J = (—- Y a,-_,.‘z") 2R N ———
i=—m om o i=0 i=0 i

Zi i

n‘M

En el caso en que sea p>, S(z)* es un polinomio, pero si p<n S(z)** es un
m+n i
pseudopolinomio, precisamente >\ a,_; 27",
ji=0
Con esto a partir de ahora, desaparece la restriccion impuesta en [2] de no aplicar el
operador *n a un polinomio de grado mayor que #.

También se puede extender el operador *n para n ¢ Z con la definiciéon usual. Asi, si

— p es un entero negativo,
e |
Siapile ——5 [— :

74 A

Consideraremos ahora las propiedades mas importantes del operador *p (p€ Z) aplica-
do a pseudopolinomios.

i) El operador *p es una biyecciéon de & sobre . Por consiguiente

S@R=T(z) = S@*=T()* YpeZ siendo S(2), T @€

Segtin los valores de p y el orden del pseudopolinomio sobre el que opere *p, podemos
poner de forma mas precisa:

= ofg—
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Sip>n IR I/ s e A e
Sip<n IS OLS R A
Sip>~m WG DRI e A
Si p<m X (Ep) sl S R

n+p

donde se ha supuesto p, m, n € N.

En los casos segundo y cuarto, el operador es una biyeccién entre los respectivos es-
pacios, asi como en el primero si p = n y en el tercero si p = m. Si p > n en el primero
caso y p<wm en el tercero, el operador no es suprayectivo.

ii) Sea S(z)e f." ¥y pEN. Si p>n,S(z)* tiene en el origen un cero de orden p—n;
si p = n, el origen es un punto ordinario y si p <mn, el origen es un polo de orden n— p.
Ademas, S (z)*(-? tiene en el origen un polo de orden p + n.

iii) El operador *n es involutivo y semilineal, como se prueba facilmente.
iv) Propiedad del producto ordinario.
Si S(z), T(z)€E L ¥y p, g, r € Z se comprueba que

277 [S(2) . T @1% = 22S (@* T (2)* (2)

v) Relacion entre operadores *p y *q.

Como corolario de la propiedad anterior se obtiene, haciendo simplemente 7 (z) = 1
en (2), la relacién

22S (2)** = 22 S (2)™ con D), Gz
vi) El endomorfismo de conjugacién es conmutable con el operador *p. Esta propie-
dad se comprueba aplicando el operador *p a S(z) de la misma forma que a S (z).
vii) Propiedad del producto escalar.

Dados dos pseudopolinomios S (z), T (z) y dos ntimeros enteros p, g, se verifica

Si(@) 220 () it =22t (z)vo S (2)

Corolario 1. — «Se cumple
S T (@)7="T(2)+S () (3)
V » € Z y para todo par de pseudopolinomios.»
Corolario 2. — «Se verifica:
S(2)* T (z) =T (2)**,S (2) VpeZ

y para todo par de pseudopolinomios».
viii) Propiedad de isometria
Si en (3) ponemos S (z) = T (z) queda

S (2)*25Si(@)* = Si(2)s'S (2)
es decir

I S@* | =S|
luego *p es un operador isométrico.

ix) También se sigue de (3) que si dos pseudopolinomios son ortogonales, asimismo
lo son sus respectivos transformados por el operador *p, es decir

S(2).T(2) =0 = S @)*?,T (2)* =0.

D0
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x) Segtn ix) y por su caracter biyectivo y semilineal, *p transforma bases ortogona-
les de & en bases ortogonales de . En general, las bases ortogonales de &," no se
convierten en bases del subespacio imagen; sin embargo algunas veces si ocurre, asi por
ejemplo, en [2] se citaba el caso de la llamada base B, en [],.: {Po (@), P (2)) ...,P’l (z)}
y su *n-transformada, B, ={2z"P,*(2), z'7'Pi*(2),..,2P*,1(2), P,* 7)} que tambicn es
base de [1,; donde P;(z) v P;*(2) (i=0,,..7n) son los normalizados respectivos de
P:(z) y Pi*(2).

xi) Se demuestra para pseudopolinomios S(z), T(z) y U(z) yV » € Z que
S(@ T(2).U(z)=22T(2).S @)*U (2)

Casos particulares interesantes son:

Si(2) 1 =22, Si(z)*"

S(2)oT ) =27,S(@)*.T (2)

S(2) oS (z) = 2z2,S (2)*.S (2)

S(2)* T (2) sU(2) = 22T (2) oS (2) U (2)

S(2)S(@)ez? =22S(2) 0 S(2)* 22 = S(2) o S @)* =
= 2,5 S (@

Como era de esperar, las propiedacdes del operador *p (p € Z) actuando sobre pseudo-
polinomios mantienen, generalmente, un gran paralelismo con las del operador *n, (n € N),
actuando sobre polinomios.

NOTA 3. Desarrollo en serie de un pseudopolinomio

Consideraremos primeramente el desarrollo de un pseudopolinomio segiin uno de los
sistemas ortogonales (bases ortogonales de [T],) introducidos en [2] (capitulo IV, aparta-
do II), para obtener después su desarrollo en serie.

=
Sea S(z) = > a;z un pseudopolinomio de orden (m, 7); evidentemente, se puede

—m
descomponer en la forma:

R (2) R (2)
=Q (2) +
o o

4)

S@= az +
0

donde Q (z) € I], ¥ R (2) € [y-1, precisamente R(2) = @ + A i1 Z + o + a1 2"

Habiendo sido ya estudiado el desarrollo de un polinomio en [3], bastard considerar
R (2)
el de ;
Zm
Como R (z) es un polinomio de grado menor que m, podemos descomponerlo segin la
base de [ |, llamada B,™:

{2 Po(2), 2" Pi(2), ..., 2" Poyu(2), 277" P%, 001 (2), .y Bo* (@) }

(n:g N arbitrario con la condicién n > m), y resulta

R(2)= 3! bR (@) - Bucusryo 27t Pryyiss (@) 4 o + D P*(2) (5)
j=0

=
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siendo
R (2)

b, = R(2)io 2 B(2) = o B (@) ipara s Ji—1 012 s

7"

buw=R(2)o2z""P*(z) para h=n—m+1,.., %

Se observa que los coeficientes b;, (j =0, ..,n—m) son independientes de n por lo

que, en lo sucesivo, los designaremos a;.
Podemos entonces escribir (5) en la forma

R (z) n—m B (2 P.*(z)
= 2 a;P;(2) + bypsin————— + oo + bp—— (©)
7m i=o Z 7"
R (2)

segun el sistema ortonormal

expresion que constituye el desarrollo de

o
Pasiri(z) 19.85((2) ]
Poi(2); 75 B2k (2); F [ .
> o

Esta férmula y el hecho de que los coeficientes a; sean independientes de #, nos per-
miten afirmar que R (z)/z" posee un desarrollo en serie respecto del sistema ortonormal
{P.(2) }o=;

R (2) 2
~ 02 a, P, (2)

nt

<

donde los coeficientes a, vienen dados por

R (z)
oP,(2) = R(2),2" P, (2) VnEN

=
"

Por otra parte, si en (6) tomamos normas, por (1) y la ortonormalidad del sistema em-

pleado tenemos

R (z) ||? et
— [R@IE= S |afe & [Butumiil® + oo+ [Buale )
= :
por tanto
RY ()i | B
< > |g?
zm ji=10.
R (2)
pues |b,_miiul% oo |bin|* DO pueden anularse simultdneamente ya que entonces seria
Zl"

un polinomio en contra de lo supuesto.
Si pasamos al limite en 1, en (7), se tiene

2 ==}

R (z)
= [|R(2)|]? =g,0|a,<l2 + UM [|Dacmyrm|? + oo 0|2

donde el limite del segundo miembro existe, evidentemente,

Asi pues
2

R (2) 2
= > |a;] (desigualdad de Bessel)
i=0

Vi

— ==
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verificAndose la igualdad de Parseval

2

R (2)

= 21!

zm
si y sélo si

Hm [|Byomsrm|? + oo + |Daa]?1 =0

o, lo que es equivalente, si y sélo si
lim |b,»,,|z =0 para j=n—m+1,.,n
n

n

Si, dado un polinomio P (z) = > d;z/, llamamos
i=0

Pl = -iodi 2l P (2)|" = i d; 7 0=m=n)
=

m+ 1
y utilizamos esta notacién en (5), como grad R(z) = h—=m —1, serd

Ri(Z=TTbs ezt s R (@) et D s R (), (8)

—m

0= Eﬂ‘, bju 2" P (2) + [Duemi1n @7 Poumss @) + o + b Pu* @I ©)

Asi pues podemos enunciar:

Proposicion 1. — «Dado un polinomio R (z) de grado /2 y dos ntimeros naturales m, n
tales que h < m'—n, se tiene:

i) El segmento hasta el término n—m del desarrollo en serie del pseudopolinomio
R (2)

respecto del sistema {P,, (z)} viene dado por
Zm

e 1 p m—1
>a; P (z) = — |: S ek Z""in*(Z):H
i=0 zm j=n—m+1

ii)

R (z) = i bzl lfR i (Z) ),

j=n—m+1

siendo {b,-,, o los coeficientes del desarrollo de R (z) en la base B,("».

Ademas, por identificacién de los coeficientes de z/, para j = 0,1, ..., n, en (8) vy (9), se
obtiene un sistema de # + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas {b,,, }o", de determinante evi-
dentemente no nulo, del cual no vamos a ocuparnos sino para concluir la

Proposicion 2. — «Los coeficientes del desarrollo en serie respecto del sistema orto-
normal {P,,} de un pseudopolinomio pueden obtenerse mediante operaciones lineales».

Como se ha podido apreciar la descomposicion (4) nos ha permitido reducir el estudio
del desarrollo de un pseudopolinomio cualquiera, al caso particular de un pseudopolino-
mio de orden (2, 0).

Anilogamente, en la primera nota podiamos habernos limitado a considerar pseudopo-
linomios de orden (2, 0), extendiendo los resultados obtenidos a todo 7, con ayuda de
la citada descomposicién. Asi, una vez introducida la férmula (1) se generaliza el produc-
to escalar de la forma siguiente:

)
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Si
R (2) M (z)
S (z) =0Q(z) + ; T (z) = L(z) +

o
<

ZF
con p > m, escribimos, por linealidad,

M (z) R (z) R () M(z)
S(2)oT (2) =Q(2).L(2) + Q(2), + oL (2) + o =
ZP zm Zm Zp

=Q(2)oL(z) + 22Q(2) oM (2) + R(2)o2"L (2) + 22" R (2) s M (2)

donde los productos escalares del ultimo miembro estdn todos definidos.

Es evidente que esta férmula es menos manejable que la obtenida en la nota 1 y que
no pone de manifiesto la propiedad caracteristica del producto escalar, por lo que este
procedimiento no mejora el antes utilizado.
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TOPOLOGIAS ENGENDRADAS EN UN ESPACIO VECTORIAL
POR FAMILIAS DE FUNCIONES HOMOGENEAS RESPECTO
DE UN SUBGRUPO DE R*
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Abstract

The conditions in which a S-homogeneous map defines a topology compatible with an
algebraic structure of a vector space are studied in this paper. The idea of convexity and
gauge are generalized, and its properties are studied. The definition of norme is genera-
lized, and its relation with the concepts above are obtained.

Introduccién

En la teoria de los espacios vectoriales topolégicos posee gran importancia el estudio
de los métodos utilizados para construir tales espacios, esto es, para unir una estructura
topolégica a una algebraica logrando que ambas sean compatibles. Entre los procedi-
mientos empleados para ello, uno de gran interés es aquel que, partiendo de una familia
de funciones definidas en el espacio vectorial permite obtener una topologia para la que
se satisfagan ciertas condiciones de continuidad. En este sentido, las funciones que origi-
nan espacios vectoriales topolégicos mas ricos en propiedades son las normas. Se han
estudiado distintas generalizaciones de éstas, tendiéndose en casi todas ellas a suavizar
la condicién de subaditividad. Asi, en (4) Cuartero prescinde de la subaditividad y estudia
topologias engendradas por funciones absolutamente homogéneas, encontrando interesan-
tes resultados. En (7) Garay prescinde de la homogeneidad absoluta y se limita a consi-
derar funciones positivamente homogéneas obteniendo condiciones necesarias y suficien-
tes para que una funcién de este tipo engendre una topologia compatible con la estruc-
tura algebraica. En esta memoria debilitamos atin mdas la condicién de homogeneidad,
estudiando las condiciones que debe verificar una aplicaciéon homogénea con respecto a
los elementos de un subgrupo S de R.* (S-homogénea), para que induzca una topologia
compatible con la estructura de espacio vectorial. Para obtener estas condiciones nos
apoyamos en los resultados obtenidos por Garay en (7); en particular utilizamos con
frecuencia las dos condiciones siguientes:

(PH.1) Existe k>0 tal que p(x + y) =k [p (x) + p(x)] para todo x, y € E.
(PH.2) p(—U,*) estd acotado.

* Resumen de la Tesis Doctoral, dirigida por el Dr. Garay de Pablo y leida el dia 18 de diciembre
de 1974 ante el tribunal formado por los Doctores Rodriguez Vidal, Vigil y Vazquez, Garay de Pablo,
Carpintero Organero y Torres Iglesias. Fue calificada con sobresaliente «cum laude».
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En lo que sigue, suponemos que el subgrupo S no es trivial. Si es discreto, tomamos
como generador el minimo elemento mayor que 1. Suponemos también, que los espacios
vectoriales son reales y utilizamos la notacion usual.

I. Aplicaciones S-homogéneas

En el primer capitulo estudiamos las condiciones para que una funcién S-homogénea
genere una topologia compatible con la estructura algebraica.

Definicion. — Sea E un espacio vectorial, S un subconjunto de R,* y p una aplicacién
de E en R.. Decimos que p es una aplicacién S-homogénea si verifica
i) p(0=) =0.

ii) p(Lx) = A p (x) para todo ) € S y para todo x € E.
i) p(E) c SU{0}

Una vez definida asi la aplicacién S-homogénea, se prueba que también es homogénea,
para los elementos del minimo subgrupo multiplicativo que contiene a S, por lo que se
puede suponer, sin perder generalidad, que S es un subgrupo de R.*,

Se introducen los conjuntos.
A,={t>0}p(lx)= 1}

que seran de utilidad en lo que sigue, y estudiamos sus propiedades.

Definiendo
x|px)<l }

Upii=21
U ={x[p(x)=l}
obtenemos el siguiente resultado:
Proposicion. — Son equivalentes:
(SH.1) U, es absorbente.
(SH.2) Para todo x € U,* existe y. € R.* tal que
w2 = pr)<1

(SH.3) inf A.-£0 para todo x € E*
Como necesitaremos que los U, sean absorbentes, tenemos que imponer la condicién
SH:3:

Representamos por S, el infimo de A, y definimos
q AT ——>C R
‘g (x) =0 si A =0
{q () =B s1 AL

Esta aplicacién es positivamente homogénea y si verifica, como tal aplicacién, las con-
diciones PH. 1 y PH. 2, induce ura topologia compatible con la estructura de espacio
vectorial. Se satisface el contenido

U,,:{x]q(x)<1}g U,

v si imponemos la condicién

(SH. 6) inf { B, | x €U,} >0

Eaye
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es cierto el contenido U, — A U, para algin ) > 0, comprobandose la equivalencia entre
este tiltimo hecho y la condicién SH. 6. Va a resultar suficiente imponer esta ultima con-
dicién SH. 6, debido a que su cumplimiento implica el de SH. 3.

Las condiciones PH. 1 y PH. 2 referidas a la aplicacion g toman la forma

(SH. 4) Existe k > 0 tal que B”xlﬂé k(B' + ,8;‘) Vix,:y € E.

(SH. 5) (B | B. =1} esté acotado.
Se obtiene ahora el resultado que buscabamos.

Teorema: Sea p una aplicacién S-homogénea definida en un espacio vectorial E. p in-
duce en E una topologia compatible y localmente acotada si, y sélo si, verifica SH. 4,
SH. 5 y SH. 6.

Dedicamos el resto del capitulo al estudio de las condiciones para que una familia de
aplicaciones S-homogéneas engendre una topologia, al estudio de la equivalencia de apli-
caciones S-homogéneas (en el sentido de que induzcan la misma topologia), y a la sepa-
rabilidad y metrizabilidad de dicha topologia.

II. S-convexidad

Una vez obtenidos estos resultados pensamos en la posibilidad de obtener una gene-
ralizacion del concepto de norma en el sentido anterior. Como la convexidad aparece
relacionada de forma muy directa con las normas, damos, en el segundo capitulo, unas
definiciones de conjunto convexo y absolutamente convexo dependientes del subgrupo S.
Las definiciones son similares a las cldsicas, pero restringiéndonos a considerar elemen-
tos del subgrupo en el caso de S-convexo, y elementos cuyo moddulo estd en el subgrupo,
en el caso de S-equilibrado y absolutamente S-convexo. Estudiamos las relaciones entre
ellos y la existencia de envolventes, determinando la forma de éstas en unos casos parti-
culares. Consideramos después que el espacio estd provisto de una topologia, y estudia-
mos las propiedades topolégicas de los conjuntos que acabamos de definir, resultando
su invariancia por paso a la clausura. Se obtiene también que la clausura de un conjunto
S-convexo es siempre un conjunto convexo, mientras que en el caso de los S-equilibrados
y absolutamente S-convexos, es preciso exigir que el subgrupo sea denso.

III. S-funcional de Minkowski

Dedicamos el capitulo tercero al estudio del S-funcional de Minkowski, generalizacion
del conocido funcional de Minkowski. Ahora, lo definimos como

Pys (x) = inf{a €S |x €a U}
conviniendo que inf @ = + co. Este funcional es finito si, y sélo si, SU = E. Imponiendo
restricciones al conjunto U vamos obteniendo distintas propiedades de esta aplicacién,

entre las que destaca la siguiente:

Proposicion. — Sea U estrellado. Entonces U es pseudoconvexo (en el sentido de
Rolewicz) si, y solo si, existe k > 0 tal que

Pys (x + ) = k [pus () + pus (9)] Vx,y€EE

Se obtiene también que si U es S-estrellado y pys verifica SH. 1 (o equivalentemente

SH. 2 6 SH. 3), U es absorbente y que si U es absorbente, p,s verifica SH. 1, SH. 2
y SH. 3.

—
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Definimos acotacién en una direccién y estudiamos su relacién con el hecho de que el
S-funcional de Minkowski se anule, terminado el capitulo con el estudio de las «bolas
abiertas y cerradas» de esta aplicacién, asi como su relacién con la continuidad superior
e inferior.

IV. S-normas

Habiamos definido espacio localmente S-convexo como aquél que admite una base de
entornos del origen absolutamente S-convexos, resultando ejemplos suyos los espacios
1, 0<p<1. Pasamos ahora al estudio de los espacios localmente S-convexos y de las
S-normas, dedicando a ésto nuestro cuarto capitulo.

Definicion. — Sea E un espacio vectorial y S un subgrupo de R.*. Llamamos S-norma
a una aplicacién
e ]l: E—> Ry

que verifica
SN.1) |x[|=0<=>x=0
(SN.2) |[x+oll=llx]+ [l
SN.3) |ltx|=|z]-]
(SN.4) JE|| cSU{0}

x|

para todo x, y € E y para todo ¢ tal que I t | € S.
Definimos de forma similar S-seminorma, S-cuasinorma y S-cuasiseminorma.

Ahora nos basta imponer la condicién SH. 6 a una S-cuasiseminorma para que €ésta
induzca una topologia en el espacio vectorial, topologia que es localmente acotada. La
topologia que induce una S-seminorma es localmente S-convexa y si 2 es un elemento de
S, esta topologia es localmente convexa. En el reciproco hay que distinguir dos casos, tal
y como se prueba en:

Proposicion. — Sea E un espacio localmente S-convexo y localmente acotado. Se
verifica: X :

i) Si S es discreto, existe una S-cuasiseminorma que genera la topologia.

ii) Si S es denso, existe una cuasiseminorma que genera la topologia.

En el caso de que el espacio topolégico sea Hausdorff, se sustituyen las funciones
anteriores por S-cuasinorma y por cuasinorma respectivamente.

Se obtienen resultados similares para el caso de familias de funciones S-homogéneas,
elimindndose la condicién de localmente acotado en el reciproco.

En el segundo pardgrafo de este cuarto capitulo se estudia el espacio L. (E, F) de las
aplicaciones aditivas, S-homogéneas y continuas entre dos espacios vectoriales E y F
S-normado, T-normado, respectivamente.

Proposicion. — Sea f € Lg (E, F). Son equivalentes

(7Gx \
i) A= {——|x=£0 ; esta acotado.

\ lixlls f

ii) f es continua.

Existen equivalencias similares con los conjuntos

B={[f&®) |z | || =[s=1}
C={IF@ [ | 1% s<1}
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coincidiendo los supremos de todos ellos si S es denso. Si S es discreto, con elemento
generador a, se verifica que

N=M_=Na

donde N = sup C y M = sup A. En todo caso, sup A = sup B.
Para definir la norma en Lg; (E, F) utilizamos el conjunto A, y definimos la aplicacion

I |l : Lo (B, F) —> R
[ f]| = sup A

resultando que si T es discreto, la aplicacién anteriormente definida es una 7-norma, y si
T es denso, es una norma. Si la definicién la diésemos utilizando el conjunto B, no ha-
bria modificacién. Si utilizamos el conjunto C, la norma cambia, pero la topologia en-
gendrada sera la misma debido a las desigualdades que hemos resenado anteriormente.
Ademas, esta aplicacion engendra siempre una topologia compatible con la estructura de
espacio vectorial. Por lo tanto, si T es discreto la topologia es localmente 7-convexa, y
si T es denso, es localmente convexa.

Se define el S-dual topoldgico como el espacio L.s(E, R), que es, por tanto, espacio
normado. En el caso de que F sea completo, L¢; (E, F) es completo, por lo que el S-dual
topoldgico es también completo.
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DOS OBSERVACIONES SOBRE UNA DESIGUALDAD
DE RURKHOLDER

POR
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In this note, we give two applications of a inequality of Burkholder [1] which make
more general a result of Neveu [2] about the increasing process associated to the Doob’s
decomposition of a sub-martingale {|X,|”} €N (p>1) and 2 inequality of Rosén [3]
for sums of independent r. v.” s.

Sobre (Q, &, P) sea {X,,} n€ N una martingala con respecto a la familia creciente

| F.} neN de sub-tribus de &, tal que X, = 0 y de potencia p-ésima integrable (p > 1).
Designemos con {A,,“”} nE N el proceso creciente de la descomposicién de Doob de la
submartingala {|X,|”} ng N:

AP =0, An —AD — BIX,f— K| £
y llamemos {B,”} ng N al proceso creciente:
Blr) =0, Bl*) B —E[|X,., —X,[?|F.],

que coincide con el {A,”} nE N en el caso en que p = 2.

I.— El teorema siguiente, basado en una desigualdad de Burkholder, generaliza no-
tahlemente un resultado de Neveu que liga ambos procesos crecientes (véase [2], pagi-
nas 159-160):

TeoREMA 1.—Si p .1, se verifica:
|42 = c EUBQYIT + ¢ [|BE |1 (1)

donde c es finito, distinto de cero y depende solo de p.
Si p. 2, se verifica:

 JIAD [ls = 1B 155 + I1BE [ls = c” [| A% |l 2

rl/2

donde c’ y c” son finitos, distintos de cero y dependen solamente de p.

DEMOSTRACION. — Sea {(X,X ),,} ng€ N el proceso de varianzas asociado a la martin-
gala {X,} neN:

(X; X)o =E [onlgo]: <X, X)n =E [X02|r9'ro] + .. + E(X,— Xu—l>2|(?—n-—l]'

g e
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Si & es una funcién continua y no decreciente sobre [0, oo], que verifica:

EE T

®0)=0 2N =cd®) (Q=>0),

es valida entonces la siguiente desigualdad (véase [1], teorema 21.1):
E[® (sup |X,[)] ZcE[® (W (X, X) )] + cE[® (sup | X,.; — X,])], (3)

donde ¢ depende sélo de c;.
Tomando & (A) = A* (p>1) y advirtiendo que

@ (sup X, —X,]) = 3 & (|X.n—X.|),
n n=0
se obtiene:

E [(sup |X,|71 < c ELW{K XY VT + ¢ 3 E[E[|X,,+1—X,,| 13fn]]

n=0
donde ¢ sé6lo depende de p.
Basta tener en cuenta que E [A?)] =sup E [|X,,|"] y la definicion de los procesos
|B,»} neN para deducir (1). A
Por otra parte, si {[X, X1} neN es:

[X, X1 = X, [X, X1, = X + .. + (X, —X,.,\)

y {Q.X} neN es el proceso de variacién cuadritica, definido como Q* = [X, X1
(n € N), se tienen las desigualdades:

& V(X Xy lIn=1Q%, 12 <& sup || X.[|?(= cs E [AZ]) (3

(véase [1], lema 16.1 y teorema 3.2), donde ¢, y ¢; dependen exclusivamente de p.
Como > |X,u—X,|f = (Q% ) si p~ 2, resulta de aqui:
n=0

E [B®)] =c; sup E [|X,|"] (= ¢ E[AZ]) (37)

Y de (3) y (3”) se deduce en definitiva la desigualdad (2). $

CorOLARIO 1. — Sea p > 1. La martingala {X,} ng N converge en L, (y por consiguien-
te [c. s.]) si E[(B2y/?1<oco y E[BE] < oo.

Cuando p .2, la martingala {Xn} ng N estd acotada en L, (y por consiguiente con-
verge en L,) si y solo si B(i)ELp/'k (k =2, p).

DEMOSTRACION. — Si p>1 y E [A,/?)] < oo, la martingala converge en L, y [c. s.] a una
v. a. integrable X . Aplicando la desigualdad (1) del teorema obtenemos por consiguien-
te la primera parte del corolario.

Si p>~2y {X,} nEN estd acotada en L, basta tener en cuenta la segunda parte de
la desigualdad (2) para deducir que Bf“eL/k (k =2, p). ++

OBSERVACION 1. — Si T es un tiempo de parada con respecto a { &,} n€N, la mar-
tingala { X4} #€N converge en L, y [c. s.] si E[(B?2)X]<oe y E [B;?] <oo, se-
gun el teorema y corolario anteriores.

En [2] pueden recogerse ademas algunas aplicaciones del teorema para el caso en que
{X.} n€N es un recorrido aleatorio. -

o
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Sabemos que si E [sup X, —X.[?] <o (p 1), los sucesos {{X"} n€ N es conver-
gente } vy {Ag’<cv} son iguales [c. s.] (véase [2], pags. 156-158). Sin embargo, el coro-
lario siguiente permite prescindir de tal hipdtesis cuando p > 2:

COROLARIO 2. — Si la martingala {Xn} ng N es de potencia p-ésima integrable (p . 2),
se verifica

Iim sup X, = + 00 y liminf X, = —o0
n o

sobre {A® = of.

DEMOSTRACION. — Como
oo
Sup | X, — X2 = 3 | X, — X5
n

n=0
resulta:
E [sup |X,—X,|P1 ZE[ > |Xuu—X,|"] = E[B?)]

n=0
y basta aplicar la. desigualdad (2) para deducir

E [sup |X,.1— X,|"1 =c” sup E [|X,|"]<o®

La continuacién de la demostracion es analoga a la hecha en [2], pags. 156-158. H

II. — Mediante la misma desigualdad (3) se puede generalizar también un resultado
de Rosén (véase [3]), del modo siguiente:
TeorEMA 2. — Si {X | n€N es una martingala y existen v. a. U, y V, (ngN) ta-
les que
BEE —BEDE -z Ve (ke =iliys pripe=Sloimic N3

se verifica:

o0 o0
sup [|X,||% = ¢ max {[E( AU ORI R Vn“]} (4)
n n=0 n=0
donde c”” es un numero que solo depende de p.
DEMOSTRACION. — Es inmediata teniendo en cuenta (2) y que B,?%) = 0. =
OBSERVACION 2. — Si {X,,} nE N es una suma de v. a. independientes y centradas y

U,:1 ¥ V. son numeros reales ),.; ¥ Pnt1 (n € N), respectivamente, se obtiene:

n+l ¢

sup || X3 = ¢ max. {(33% 0,0 2‘0 NEon ) (5)

n=0

para todo p>1. (Rosén demuestra esta desigualdad cuando p es un ndmero na-

tural). +
OBSERVACION 3. — Si se toma

U:x+1 = (E [1va+i '_anz'"

FAp 2RV = (e N);

se obtiene en particular:

n

sup || X,|l>=c” E {( X (E[| X1 — X.,[?|F 1))} (6)
n 0

n=

— 33 —
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o bien, si {X,,} n € N estd formada por sumas de v. a. independientes y centradas:
sup ||X,,||ppéc”’{(2 (E [IX,:H—X..IZ"])””)”} (7)
n n=0

(desigualdad de Whittle).

Para
X% L A 2) __ B2 (2p) __. B(2p)
Ue =1 eV = maxce (BRI BR, R GE SE Bl

la desigualdad (4) se convierte en:

0

sup | X%, ¢ méx. {EL( S Viu¥) EL3) Vausl}. $ ®)

n=|
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SOBRE EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA
PARA PROCESOS INTERCAMBIABLES

POR
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Summary

We pretend to settle in this work a Donsker’s invariance principle for exchangeable
random variables, with an application to sampling without replacement.

0

Sea C = C[0,1] el espacio de las funciones continuas reales sobre el intervalo cerrado
[0,1], metrizado mediante la definicion de distancia entre dos funciones x = x(z),
¥y = y (t) como:

p (x,9) = sup [x () —y (2)] (0.1)
o<i<t

Si X, ..., X,, ... es una sucesién de variables aleatorias reales definidas sobre un espacio
probabilistico (Q, £, P), independientes e idénticamente distribuidas, con media cero y

n
varianza ¢?, y llamamos S, =0, S, = > X; a la correspondiente sucesién de sumas par-
i=1
ciales, el prinicipio de invariancia de Donsker asegura que el eclemento C definido en
la forma:

1 (i) 1
Sioi(w) + X: (w) (0.2)
oNn 1/n o Vit

Y, (t, w) =

i—1 1
si tE [ X —] ; o bien, puesto que i—1 es la parte entera de nt, i—1 = [nt], si
n n

te [(i—1)/n, i/n), abreviadamente:

1 1
ey EELS SRS 0.3
Y, (t, w) = S[” ] (W) + nt—[nt]) —X[n t]+1(w) 0.3)
oVn o Vn
converge en distribucién al movimiento browniano W, (w):
D
e, — W (04)

Del mismo modo, si D es el espacio de las funciones sobre [0,1] que son continuas a
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derecha y tienen limites a izquierda, con una métrica conveniente (véase [2], pp. 109-123),
la funcion aleatoria de D:

1
Y,(t,w) =—S§ (w) (0.5)
— [nt]
A
verifica:
Y,——W (0.6)

Es grande el numero de trabajos relativos al principio de invariancia o feorema del
limite central funcional para diversas funciones aleatorias de C o D. Ademas de los de
Billingsley [2] (1968), existen, entre otros, los de Lyones [5] (1969) para martingalas inver-
sas, Brown (1971) para martingalas, Miller y Sen (1972) y Sen (1974) para U-estadisticos,
Sen (1973) y Raghavachari (1973) para estadisticos de Kolmogorof-Smirnof, Sen y Ghosh
(1974) para estadisticos de orden-rango, etc.

Consideremos por otra parte el espacio (R, Bz), donde R es el conjunto de los reales
Yy Br la familia de los conjuntos de Borel de R, y formemos el espacio producto
(RN, @B:Y), donde N es el conjunto de los naturales. Si @ es el grupo de las permutacio-
nes de N que sélo intercambian un numero finito de naturales, para cada p€ @R la bi-
yeccion:

1% > Xy |

preserva la estructura medible de RY (véase [6], p. 189). Si P es una medida de probabi-
lidad sobre (RY, @B;Y) tal que su imagen mediante tal biyeccién coincide con P para todo
p se dira que P es una probabilidad simétrica o intercambiable. (Es evidente ademas
que si P es un producto de medidas de probabilidad, P*, iguales entre si, P es intercam-
biable).

Si designamos con {X} las variables aleatorias coordenadas y P es intercambiable,
la distribucion conjunta de X i, ..., X i, para cualesquiera iy, ..., 7, distintos depende sola-
mente de k y es independiente de i, ..., 7. En este caso, el proceso {X,,} se llama inter-
cambiable. Un teorema de De Finetti asegura entonces que si & es la clase de las fun-
ciones de distribucién sobre (R, @Bz), si para cada par de numeros reales x, y, se
define

F (x,9) ={FEF |F(x) =y}

y si U es la g-algebra engendrada por la clase {F (x,5) }, existe una medida de probabili-
dad i sobre el espacio medible (&, U) tal que:

P{B} =J P: (B) y (d F) (07)
7

para todo B € @B;Y, donde P (B) es la probabilidad del suceso B y P;(B) es la probabili-
dad construida del modo habitual sobre (Ry, $B:Y¥) a partir de la hipétesis de que las va-
riables aleatorias {X,} son independientes y con la misma funcién de distribucién F.
Los resultados de cardcter general sobre variables aleatorias intercambiables pueden
encontrarse en los textos de Loeve [4] v Meyer [6] y en este ultimo, en particular, se hace
referencia a trabajos de Hewitt y Savage sobre el tema.
Billingsley demuestra que si, para cada #n, las variables aleatorias

Xty X Sy Kol

son intercambiables y verifican:

P ¥ P

Ien

> 08 X X =0 (0.8)
i=1 1<i<kn

g

Xoi

i=1

iaG




s

SOBRE EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA PARA PROCESOS INTERCAMBIABLES

satisfacen un principio de invariancia, en el sentido de que la funcién aleatoria de D:
[knt]
Y,Gw= 3 X.(w)
i=1

converge en distribucién al puente browniano (véase [2], pp. 208-214):

Y, —— W°

B. B. Bhattacharyya demuestra en [1] que si {X,} es una sucesion intercambiable y

M, =M,, = .. = M,, son los estadisticos ordenados correspondientes a la n-tupla
v n ; 5 ;
X, X, ..., X,, la sucesién (M, , —Ml,,,)/( ; ) es una submartingala inversa si E (X;) <o

y la sucesiéon M, ,./n es asi mismo una submartingala inversa si las X; son no negativas. Po-
demos anadir entonces, teniendo en cuenta los resultados de Loynes, que para ambas
sucesiones es valido un principio de invariancia, cuando sean martingalas.

Aprovechando un trabajo de Blum, Chernoff, Rosenblatt y Teicher [3], en el que se
dan condiciones necesarias y suficientes para que un proceso intercambiable satisfaga
el teorema del limite central, pretendemos demostrar en lo que sigue la convergencia al
movimiento browniano de las Y, correspondientes.

Dada una probabilidad P intercambiable sobre (RY, @B;Y), consideremos el proceso
coordenado intercambiable definido en 0, {X,,}, para el que suponemos, sin merma de ge-
neralidad, que todas las variables aleatorias X, tienen media cero y varianza uno. Sea
ademas n el elemento de C:

1 1

S (w) + (nt—[nt])) ——X (w) (1.1)

Y, (t, w) =
vV [nt] v  [nt]+1

Puesto que utilizaremos la convergencia débil de las distribuciones finito-dimensiona-
les de las medidas de probabilidad P,, en (C, @) (G es la g-dlgebra de los conjuntos de
Borel de C), correspondientes a las Y,, y el tensamiento («tightness») de la sucesién {Y,},
que es equivalente (véase [2], p. 54), puesto que C es completo y separable, a la com-
pacidad relativa de la familia P, de medidas sobre (C, (2), tenemos necesidad de estable-
cer dos lemas:

LEMA 1. — Sea m un entero positivo y {Sn} la sucesion de sumas parciales del proce-
so intercambiable {X,}. Si 8 y S” son variables aleatorias definidas en (RN, BgN) y con
valores en (R, Q), se verifica:

She—r % S O nee e S (1.2)
st y solo st:
D
(Su, Sism —S) ———> (S, 87) (1.3)
DEMOSTRACION. — Evidentemente (1.3) implica (1.1) aun sin hacer la hipétesis de que

{X,,} es intercambiable. Para demostrar el reciproco, basta comprobar (véase [2], p. 27)
que si

lim P {S, €A’} =P {S' €A’}

w

lim P {S,..—S,EA”} =P |S"€ A"}

n

S g
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para todo par de conjuntos A’ y A” de S’ —continuidad y S”— continuidad, respectiva-
mente, entonces:

lim P {S,€E A, Syin—S.€EA”} =P |S'€A,S"€A"}.
n

Puesto que {w: S, W)E A, S,.im (W) —S, (W)EA”} es un elemento de @BRY, se pue-
de poner:

P{S.€A,Spin—S,EA"} = f Pr{S.EX, S, im—S. €AY p (dF) =
2

=f PF{S,,EA,}'PP {S"_H"—'S,,EA”}'}L(dF),
F

teniendo en cuenta (0.7) y la independencia de S, y S,.» — S, bajo Pz
Aplicando el teorema de la convergencia acotada de Lebesgue:

lim P { Su G A'r S:n+1n s Sn E A” } =
n

=f PF{S'eA’}-PF{S”EA”}M(dF)zf Pr | S €A, SPEAY} u(dF) =
F

[

=P{S/EA’, S"EA”},
ya que también {w: S’ (w)e A, S” (W) €A” } € Br". H=

LemMA 2. — Si {X,} es intercambiable se verifica:
P{méx. |S;| >} ¥} =2P{|S,|= (.—¥2) ¥/n}. (1.4)
i<n
DEMOSTRACION. — La desigualdad es cierta para variables aleatorias independientes (véa-

se [4], p. 247). Por consiguiente:

i<n

P {méx. [Si| >~xvn} = Jg_pp{r?ix;Lls,,] S Vn}p(dF) =

ézfgppus,,]é(x—fz)vﬁ}u(dF)=

= 2P(IS.|= 0. — V2 Vm].

El proceso intercambiable {X,} con media cero y varianza uno satisface el teorema
del limite central si y sélo si:

E[X;X;]=0, E[(X2—=1)(X2—1)1 =0 (15)
para i—£j (véase [3]). Entonces:

TEOREMA 1. — Si el proceso intercambiable, con media cero y varianza uno, satisface las
condiciones (1.5), las funciones aleatorias definidas en (1.1) verifican:
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DEMOSTRACION. — Procediendo como en [2], pp. 68 y 69, se demuestra que:
1
— S ———c= W‘
vn o [ns]

y, por consiguiente, que Y,(s) —> W, para todo s, si se tiene en cuenta que { X}
satisface el teorema del limite central y ademdas que [n s]/n——>s.

Del lema 1 se deduce entonces que para s << t:

1 1 D
(—_ S ;, —— (S —S )| > W, W, —W,)
Vn [ns] NV n [nt] [ns]

y por consiguiente:

D)
(Y (s), Yo (1) — Y, (5)) ———> (W, W, —W,)

lo cual implica ([2], p. 31):

D
. (s), Y. (@) ——> (W,, W,)

Basta repetir el razonamiento con un conjunto de tres o mas puntos para deducir
que las distribuciones finito-dimensionales de las Y, convergen a las de W.

Por otra parte, puesto que {X,,} satisface el teorema del limite central:
1 LS ; 1
PSS >~—rVnp —>P ‘idl/’lé—l
2 { 2

(/P es la variable aleatoria correspondiente a una distribucién normal de media cero
y varianza uno), asi que:

lim sup. P {max. |S;| >~ v n} =
s i<n

1 16
=2P{ || =—2r} <—EI[|S]],
2 A

si aplicamos el lema 2 con \ > 2 v/ 2.

Tomando ) suficientemente grande se deduce de [2], p. 59, que la sucesién {Y,,} es
tensa («tight»).

Ambas conclusiones implican la tesis del teorema (véase [2], p. 40). :ﬁ:

OBSERVACION 1. — Del mismo modo puede demostrarse que la funcién en D defi-
nida por
1
Y, (t,w) = — S (w) (1.6)
v [nt]

converge en distribucion a W,:

D
Yo =———==

si {X,} es intercambiable con media cero y varianza uno y satisface (1.5). 4+

30
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Para cada entero positivo 7, sean X,i, X,2, .., Xux. variables aleatorias intercambia-
bles con media cero, varianza uno y momento absoluto de tercer orden finito. Si designa-
mos con E, la esperanza con respecto a la distribucién del n-ésimo proceso, en [3] se
demuestra que si:

E.[X,y + X1 =0 (—l——J (1.7)
n
lim E, [X%, » X%0] =1
E, [|Xul1 =0 (V)
{X} satisface el teorema del limite central. Si denotamos S,; = X,y + ... + X,; € Yn a

la funcién aleatoria sobre C que, como en el paragrafo 1, es lineal sobre cada intervalo
[(i—1)/n, i/n] y toma los valores Y, (i/n) = S,;/n en los puntos de subdivisién, puede

> W:

demostrarse, lo mismo que antes, la convergencia Y,

TeOREMA 2. — Si las variables aleatorias intercambiables X.i, Xu, - Xuk“ con media
cero, varianza uno y momento absoluto de tercer orden finito satisfacen las condiciones
(1.7), la funcion Y, verifica:

Y, — W.

DEMOSTRACION. — Basta tener en cuenta la demostracién del teorema 1, el lema 2, y el
corolario al teorema 8.3 de [2] en pp. 56-57. ﬁ

Como aplicacién, Billingsley generaliza un resultado de Rosén, considerando, para
cada n, una poblacion finita:

Xty X2y ooer X Kn (1.8)
y una permutacion aleatoria de ella:
X X (1.9)

(cada una de la k,! permutaciones posibles tiene una probabilidad 1/k,!), que es, desde
luego, un proceso intercambiable. La funcién aleatoria de D:

[k,t]
Y, (t,w) = > Xu(w)

=1

e Y,(t,w) =0 para 0—=1 <1k, describe el curso de un muestreo sin reemplazamiento
sobre la poblacién finita (1.8) v se demuestra, bajo las condiciones (0.8) ya citadas (véanse
[2] v [7], [8] y [9]), que Y, converge en distribucién al puente browniano W°.

Del mismo modo, si suponemos que para todo n las k,-tuplas (1.8) satisfacen:
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se obtiene mediante célculos conocidos:

1
Er: [)(r.l . —‘\r:.z] ST e
k,—1
I:”
Iz =
gr=1]
E [ X, - Xl =——— (1.11)
k, (k,—1)
I:"
2 |xui 2
{F=!
E, [ %] = ————
k.,

para los procesos (1.9). Puede enunciarse entonces el siguiente corolario del teorema 2:

CoroLARIO 1. — Si las poblaciones (1.8) satisfacen (1.10) para cada n y ademds:
].:H ’;rl
4 3
n 1'2: 1'\ i i2= 1“ ‘
Iim —— =0, lim =0, <<oo; (1.12)
cenlc =il n o k(k,—1) k

la funcion aleatoria Y, definida sobre C a partir de los procesos (1.9) converge en dis-
tribucion al movimiento browniano.

DEMOSTRACION. — Basta tener presente que los procesos (1.9) poseen, en este caso, me-
dia cero, varianza uno y momento absoluto de tercer orden finito y, segin (1.11) y (1.12).
satisfacen las condiciones (1.7). +H
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SISTEMAS CANONICOS EN MECANICA CELESTE®

P O R
RAFAEL Cip y MANUEL CALvVO
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Abstract

In this paper a deeper revision of the Soudan work, on the canonical systems, is
made. We have departed from Hill’s canonical system and by means of an adequate
generating function, we obtain all of Soudan’s canonical systems valuable for elliptical
motion and other general or elliptical systems not contained in that work,

1. Introduccion

En el estudio de muchos problemas de Mecanica Celeste, es bastante usual comenzar
escribiendo las ecuaciones correspondientes en forma candnica, no sélo porque asi se
dispone de un sistema de ecuaciones diferenciales todas de primer orden, sino porque
para estos sistemas existen técnicas muy definidas que permiten abordar su resolucion
de una manera sistematica. Por otra parte, la integracién de un sistema candnico depen-
de esencialmente de la forma del hamiltoniano correspondiente o, lo que es igual, del
conjunto de variables elegidas; de ahi la importancia de esta eleccién y por tanto del
estudio de los diferentes sistemas canodnicos que pueden ser utilizados.

Recordemos a este respecto que muchos problemas de caracter orbital (movimiento
de un satélite artificial, movimiento planetario, etc.) se reducen al de dos cuerpos, con
un potencial que, ademds del término principal —y/7, contiene otros términos denomina-
dos perturbaciones. Para este tipo de problemas es frecuente el uso de las variables ca-
noénicas de Delaunay (o combinaciones de éstas), basadas en los elementos osculadores
instantaneos; pero existen otros sistemas de variables candnicas que, en ciertas condicio-
nes, pueden sustituir ventajosamente al de Delaunay. Asi, por ejemplo, Levi-Civita (1913),
considerando fija la energia kepleriana, establecié otro sistema que lleva su nombre y
en el cual las 6rbitas osculatrices son isoenergéticas en todo instante. Del mismo modo,
Hill (1913), de Sitter (1913) y Jekhowsky (1916), apoyandose en esta idea definieron siste-
mas canonicos en los que las orbitas osculatrices tienen fijos otros elementos orbitales.

Finalmente, Soudan (1955) ide6 un procedimento sistematico para obtener estos cinco
sistemas canénicos de variables juntamente con un nuevo sistema. Para ello, expresa las
ecuaciones del movimento por medio de las coordenads polares y sus momentos canodni-
cos conjugados y llega a la obtencién de una funcién generatriz dependiente de varios
parametros. Segun el modo alternativo de fijar dichos paradmetros, obtiene los diferentes
sistemas candnicos.

* Este trabajo fue presentado en las II Jornadas Matematicas Hispano-Lusas (Madrid, abril de 1973).
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El presente trabajo intenta una revisién mdas profunda del mismo problema, presen-
tando los sistemas de variables incluidos en el trabajo de Soudan y algunos otros nuevos.
Para ello, se ha partido del sistema de variables de Hill y mediante una adecuada funcion
generatriz dependiente de ciertos parametros, que pueden considerarse como constantes
o variables, se establecen algunos sistemas canonicos validos para cualquier movimiento
orbital (eliptico, parabdlico o hiperbélico) y otros que solamente pueden ser empleados
en un movimiento eliptico. Entre éstos se encuentran los sistemas mencionados por
Soudan.

2. Funcién generatriz

En el movimiento orbital de un punto P, con respecto a un cierto sistema de coorde-

nadas de origen 0, se puede definir la posicion de P por medio de la distancia » = r| — OP
y los angulos % (dngulo del nodo) y u = g + f, siendo g el argumento del periastro y f
la anomalia verdadera. Estas tres coordenadas (», u, k), junto con las variables

R =71 = dr/dt U=|rAT| H =UcosI 2.1)

donde I designa la inclinacién de la orbita, constituye el sistema (R, U, H, r, u, h) de
variables canonicas de Hill.

En dicho sistema de variables, el hamiltoniano que define el movimeinto del punto
P, en un campo de potencial V (r), viene dado por la expresion

1 vz
H=——( 2+———)+V(r) (2.2)

Ahora bien, con objeto de obtener una funcién generatriz de la cual se puedan dedu-
cir los distintos sistemas de variables, consideremos el caso en que la funcién potencial
V (r) es del tipo

w
V(ir)=———— (2.3)

donde ,;, ¥ w’ son dos parametros.

Entonces, si E representa la energia de la solucién, la ecuacién de Hamilton-Jacobi

1 S )2 1 @S )2 m w
AR (___J +_.(__- ]__——:E (2.4)
2 0t i ou r i

admite una solucién de la forma

2“‘ Z‘LL’—GZ
EJ-—+—-J—dr+Gu (2.5)
7

donde G es una constante introducida en la integracién de (2.5) y r, es un cierto valor
de 7, que mas adelante definiremos.

Es evidente que en el caso del problema de los dos cuerpos, los parametros (G, E, ')
son constantes, pues G es el médulc del momento angular, E la integral de la energia
w =0y pu =k (m, + m) una constante absoluta. Sin embargo, dicha constancia se vera
modlflcada en los tres primeros cuando se trate de un movimiento perturbado e incluso
no hay inconveniente en considerar el pardmetro y, como variable (como sucede en el
problema de movimiento de un cuerpo con masa vziriable).

e s



SOBRE EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA PARA PROCESOS INTERCAMBIABLES

Por eso es preferible considerar la funcién generatriz S como una funcién S= S (r, u,
E, G, u, u) que depende de las variables (7, u) y de un cierto nimero de parametros,
que pueden ser los mencionados u otros equivalentes.

De un modo mas general, sea p = (py, P2, - Du), 4 = (q1, @3, ..., G,), P = (Py, P, ..., P”),
Q = (Qy, Q,, .., Q,) y consideremos una funcién escalar

S=S8(q, Pt m) (2.6)
que verifica la condicién
oS
det [__ﬁ) 0 @7)
0g;0 Py
y donde 7 = (1, M2y - hk) son un conjunto de parametros.

Entonces, si dichos parametros son constantes (independientes de las coordenadas g,
y los momentos P;), las ecuaciones.

oS 2S
p; = Q = —— (2=l as i) (2.8)
0 q; 0 P;

definen implicitamente una transformacion candnica (p, g) — (P, Q).
En efecto, sustituyendo (2.8) en la forma diferencial

w=Rdt—Q;dP; —p,dqg; (2.9)

y tomando R = — S, resulta una diferencial exacta, lo cual, como sabemos es condicién
necesaria y suficiente para que la transformacién anterior sea completamente candnica.

Supongamos ahora que la funcién (2.6) contenga parametros dependientes de las va-
riables (g, P), es decir N = m_(q, P). En este caso, las ecuaciones

3s 84S 9m, 38 3S. oy,
D = + Q =

+
24; on, 9a 0P, on, OP;

(2.10)

nos proporcionaran una transformacién canédnica, siempre que las nuevas variables sean
independientes. En efecto sustituyendo (2.10) en (2.9) con R = — S,, queda

w=—3S8,dt— Spj de. — Sm (m)pj dP]. — qu dq]. — S, (Th)qj dqj = —dS

que es una diferencia exacta, luego la transformacién definida por (2.10) es completa-
mente canonica.

Concretamente, en el problema que nos ocupa, tenemos una funciéon S que depende
de g, =7, ¢, = u, y de cuatro parametros e b0 App i Bastard, pues, tomar dos de ellos
como momentos Py =y, P, =, para tener una funcién del tipo (2.6), a.la que aplicare-
mos la transformacién (2.8) o (2.10), segiin que los restantes parametros sean constantes
o dependan de las coordenadas y momentos (qi, g, Pi, P).

3. Sistemas candnices validos para cualquier tipo de movimiento or-
bital

Veamos, en primer lugar, un conjunto de sistemas candnicos que pueden ser utilizados
indistintamente en movimientos de tipo eliptico, parabdlico o hiperbolico.
Para ello, en lugar de y’/, introduzcamos un nuevo parametro ), dado por

G? m
241' = G? (3.1)
14+ m 1+ n

2 — Gl =—
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Tendremos asi la funcién generatriz

; 20 G
= 2E + ————————dr + Gu 3.2
7y r 1+ 'n) r

y por tanto, las primeras ecuaciones (2.8) p; = @ S/C g; nos dan

: 21@ G?
R=r=S, = 2E  ———— U=S8.=6G (3:3)
r (1 -i-n)"Z

Por similitud con el problema de los dos cuerpos, definiremos una variable analoga a
la anomalia verdadera f, por la relacion

rrdf = Gdt (34)

de tal manera que a 7, corresponda el valor f, = 0.
a) Supongamos, pues, que tomamos m), p, como constantes absolutas. En este caso,
las ecuaciones

QE = SE QG = SG
juntamente con las (3.3) nos proporciona una transformacion canénica
(R, U, H, v, u, h) — (E, G, H, Qs Qg, h)

Explicitamente, si T es el valor de ¢ correspondiente al extremo 7, de r, tendremos

rodr t
QE=s£=f—_-=fdt=t.—T (35)
ro r T

G dr ¢ G dt n
—u—f ._u—f — =g+ ——f (3.6)
(L +n)rr r (1 4+n)7 1+nq

y el nuevo sistema candnico vendra definido por las variables

Q
Q
Il
(7]
@
|

E G H i

n
t— T ol —————f h (3.2)

b) Andlogamente, para E, v, constantes, resultara

ey t o dt
9, =)= Tl S 1S
U Zo T
siendo s una variable regularizadora definida por la dltima integral.
De este modo obtendremos el sistema de variables candnicas
(E, m constantes) n G H
n

s g+ —f h (3.b)
1+1']
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c) Cuando se consideran constantes los parametros G, n), llegaremos al sistema

E n H
(G, n constantes) @B.c)
t—T s h

Finalmente, en los casos en que j; no es una constante absoluta, tendremos
o f df

u—  ——
ol ety

r Gdr t G dt I Gdf
Qn = f ] f :f
iy 27+ 2 J, 221 + n) o 2(1 + )

y resultaran los siguientes sistemas

Q¢

Il

(G, i constantes) E " H
G St
1 —f _ h (3.d)
2 J, d+yp?
(G, E constantes) I 1 H
G f df
L ek f e 3.e)
20005 N Him)?
(E, i constantes) G n H
N 1 I Gdf
u—f ——f — h (3.f)
0 1+ n 2 o 1+ 1])Z

Sefialemos finalmente que los sistemas (3.a), (3.b), (3.c), pueden resultar particular-
mente ttiles y en especial el sistema (3.a) para n =0, esto es

E G H
(3.a,)

t—T g h

Como ahora veremos es éste una variante del sistema de variables de Delaunay, si bien
el (3.a,) es valido para cualquier tipo de movimiento en tanto que el de Delaunay sélo
puede aplicarse en los casos de movimiento eliptico.

En efecto, el sistema (3.a) puede transformarse facilmente al siguiente

L G H
(3.a%)
n
l g+ —f h
1 + n

donde I = n(t—7T) es la anomalia media.
Para demostrarlo, basta ver que, para y, = const., se tiene

3
n=nl? a?’R dn = ———y'* @’ da dl = (t—T)dn + nd(t—T1)
7)

e
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de donde se deduce que la expresién

3 i
Ldl—Ed (t—T)=(In—E)d(t—T)+ L(t—T)dn=4d [——- —‘—(t—T):I
2 a

es una diferencial exacta, como pretendiamos.

4. Sistemas canonicos en el caso eliptico

En este caso, para el cual es E <0, es preferible sustituir los parametros E, y, u’, por
otros M, L, F, dados por las relaciones

2E =— M w=ML 2/ =2GF—F (4.1)

con lo cual la funcién generatriz es escribira

; DML (G Ry
= — M 4 =t G (4.2)
o ” 72

Por otra parte, cuando sea necesario, definiremos estos pardametros por expresiones
analogas a las habituales, esto es

L=na M=na u:rﬁa’
B =pnia\/1 —¢ G=0+gnay/1—¢ (4.3)

donde p es un nuevo parametro.
Como en los casos anteriores siguen siendo validas las relaciones (3.3) y habremos
de calcular las nuevas variables Q,, Q,, Qs Qg u otras que nos convenga obtener.
A) Tomemos L, G, como nuevos momentos, M, 5, como constantes y €xpresemos F
., . - ;\
en funcién de G, por medio de (4.3). Tendremos asi

P
F=—G (44)

1+P

y las nuevas coordenadas Q;, Qg correspondientes a los momentos L, G, en virtud de las
férmulas (2.10), seran

r Mdr t dt
Q. =S.* =f — = M — =g 4.5)
e r T
P r (G—F)dr 0
Q; =S+ S*Fo=1u + (—-—1+ - —g 4 f (4.6)
1+o 7 14,

o

donde la variable f es ahora definida por la expresién diferencial

r*df = (G—F)dt (4.7)

y se supone que es f, =0 para r = 7,.

S g
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Analogamente se define la variable ¢, para la 6rbita osculatriz instantdnea, por la

férmula
t  Mdt Ie,
f = f dt (4.8)
; r

0

y su significado, en el caso del problema de los dos cuerpos, es idéntico al de la anoma-
lia excéntrica.

Con esto quedara establecido el sistema candénico

L G (Hi
(M, o constantes) @4.A)
(0}
et h
1+

y

o

que para o = 0, se reduce al de Levi-Civita.
B) Considerando F, G, como momentos y E, u, como constantes (ahora p es variable),

tendremos
r (G—F)dr t (G—F)dt
Q;=J =f =f (69
T

i ey r
)

r (G—F)adr

o= u—f = —u-i-e . ()
17

o
de donde se deduce el sistema candnico

F G H

(E, p constantes) (4.B)
f g h

Este sistema se reduce facilmente al siguiente

—na\1—¢ (1 +;p)rzz12\/1—eZ H

; iy i (4.B,)

que fue propuesto por Hill.

C) - Eligiendo los momentos L, G, y tomando a4, p como constantes, haremos M = L/a,
de donde

r Mdr 1 r Mdr 1 r Ldr t Mdt ¢
f __f L __::).f ﬁj Gt 2t i)
& ry a o r a ro rr T r T

0

y el sistema candnico sera

(a, p constantes) L G H
(4.C)
p
2t —1 g+ f h
1 + 2

que para o = 0, coincide con el sistema propuesto por de Sitter.

oy
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D) Anilogamente, con los mismos momentos y tomando como constantes el parame-
tro p =a(l—ée) y o, resulta el sistema

L -G H

(p, p constantes) p 2(c—1) 4.D

I g+ ot h
1 A+ vI=2

que para o = 0 se reduce al sistema de Jekhowsky.

E) Finalmente, haciendo constantes n y o, para idénticos momentos, se obtiene el sis-
tema propuesto por Soudan

L G H
(n, o constantes) 1 (4.E)
p
— (&g =) g+ —fFf h
2 1+ 0

El mismo procedimiento seguido hasta ahora permite obtener nuevos sistemas cano-
nicos, seguin los momentos y parametros constantes elegidos. Ahora bien, dado que el
proceso ha sido suficientemente desarrollado en las paginas anteriores, nos limitaremos
a incluir un cuadro de los sistemas obtenidos, con arreglo a las notaciones que figuran
a continuacién y todas aquellas que han sido expuestas a lo largo de este articulo:

mn ?
Uu=g+7 e B R
1 + M 1 + P
2(g—1) t
G= s e g
1+ vi—e 1+ V=2
g, =t—1 g, =2¢—1 ;3:3;-—1
1 df G df
=f\l=—e f1=f e —— fz=—
0 1+q (1 ar 'n)z
U = momento angular F=,U = (1 + 9) U
Constantes elegidas Cuadro de sistemas canonicos
a) n W E U H t—T gn h
b) E, n m U H s 2 h
c) U, n E w H i—1 s h
d) U, u E M H t—T f n
e) U E 1w n H s f ho

f) E.p U 1 H u—f f2 h
a’ wr M L U H 1 gﬂ h
A) M. o L G H € g, n
B) E. p F G H f g h
C) a, o L G H &, g, n
D) Do L G H 1 2 n
E) 1, o I G H 3G, g h
F) M, e L G H = - n

i S )F s

T ) v e
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G) o € M G H at, - h
H) L, e M G H at, u h
1) 1w € E G H (I—f.)/n u h
J) a e E G H (I+f)/n u h
K) n, e M G H a(;a—Zf,) u h

Los seis primeros son validos para un movimiento eliptico, parabdlico o hiperbdlico y
los restantes sélo para un movimiento eliptico.

Aun podrian obtenerse otros sistemas, pero en realidad resultarian equivalentes a al-
guno de los anteriores.
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EL PROBLEMA DE RESONANCIA IDEAL*

PROER

MANUEL CALvVO

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza

Summary

The Ideal Resonance Problem in the sense of Garfinkel is considered giving an analy-
tical solution in the libration region. The problem is described by new dependent and
independent variables and then Hori’ theory of perturbations is applied to obtain a
solution expanded in powers of the squared root of the small parameter.

1. Introduccién

En algunos problemas de Mecanica Celeste, cuando se dan ciertas condiciones particu-
lares, aparece el fendmeno de resonacia. En estos casos no son validas las técnicas habi-
utales para resolver analiticamente las ecuaciones diferenciales del problema debido a la
aparicion de pequeiios divisores y es necesario hacer un estudio especial en las condicio-
nes de resonancia.

Garfinkel (1966) ha visto que buen nuiimero de estos problemas (inclinacién critica, sa-
télite de 24 h.) se pueden reducir a la resolucién de un sistema candnico de un grado de
libertad dado por las ecuaciones

dx @ K dy 0K
e —_— = (1)
dt oy dt 0 x
cuya funcién hamiltoniana K (x, y; €) es de la forma
K (x,9;€) =B (x) + 2€ A(x)sen’y (1)

donde € es un pequefio parametro positivo y A (x) es una funcién positiva. El problema
de resonancia aperece asociado con la anulacién de la derivada primera de la funcién B
para algiin valor particular de x. Entonces si tratamos de resolver el sistema (1) elimi-
nando la variable angular y del hamiltoniano (1) usando cualquier teoria habitual de per-
turbaciones (V. Zeipel, Deprit, Hori) los generadores y las ecuaciones de transformacion
tienen B’(x) como denominador, por lo tanto la solucién no resulta valida para x pro-
Ximo a %,.

* Este trabajo fue presentado a las Jornadas Matematicas Hispano-Lusas de 1973.
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Se han propuesto distintos procedimientos para obtener la solucién en las proximida-
des de resonacia, cuya caracteristica comun es el proporcionar la solucién en potencias
de la raiz cuadrada del pequefio parametro. Garfinkel (1966, 71) aplic6 el método de Von
Zeipel utilizando una funcién generatriz desarrollable en serie de potencias de la raiz
cuadrada del pequefio parametro. A. Jupp (1969, 70, 71) usando un sistema de variables
propuesto por Poincare para un problema semejante ha visto que el problema es regular
al formularlo en dichas variables pudiendo aplicar entonces cualquier teoria de pertur-
baciones para obtener la soluciéon del problema.

Nuestro trabajo pretende obtener una solucién analitica del problema de resonancia
en la regiéon de libracion. Con este objeto formulamos el problema en unas variables
no canénicas que eliminan la singularidad de resonancia y seguidamente empleando una
adecuada variable independiente se consigue la forma candnica de las ecuaciones. En
estas condiciones aplicamos el método de Hori y se obtiene asi una soluciéon del proble-
ma; los resultados se desarrollan explicitamente hasta primer orden mostrando la posi-
bilidad de extenderlos a 6rdenes superiores.

2 Problema normal

Consideremos el problema de resonancia normal (Garfinkel 1966) que esta caracteriza-
do por las siguientes condiciones:

i) Existe un valor constante x, tal que B’ (x,) = 0.

ii) B” (%) > 0.

iii) Los posibles ceros de B” (x) y A (x) estan suficientemente alejados de x, de modo
que puedan ser ignorados.

Las soluciones de equilibrio del sistema (1) son los valores de x,y que verifican

Ki— Kos—10 (2)

hay soluciones de:.dos tipos
y=Hnr , X=X (3)
y=(m+3)aw x=2x tal que B(x) +2€A(x) =0 4)

con n entero. Las soluciones del tipo (3) son centros de libracién, mientras que (4) son
puntos de ensilladura. En el espacio fasico (x,y) las trayectorias solucién alrededor del
centro de libracién son curvas cerradas cuya ecuacién es K (x,y) = const. Estas trayec-
torias cerradas tienen como limite la que pasa por el punto de ensilladura y separa las
regiones de circulacion y libracién. Por el momento nos limitaremos a érbitas de libracién
en la region que contiene al punto (x, 0). Haciendo los cambios de variable

~

X=%—v% ¥y=9 wt=1, y=4+¢E (5)

la ecuaciones diferenciales en las nuevas variables tienen forma ecanénica con la hamil-
toniana

K =+2K (% +ivX,y) = B (% + v2)— 2 A (% 4 vX)seny 6)

desarrollando en potencias del pardmetro ~ y prescindiendo del término constante de la
hamiltoniana, tendremos

= [ BU(H+2) 2 AD(H) 7
ez | ()3 (22 ) 2 :
= (n + 2)! n! ¢ 4

= 54 A=

Y M S

o ]

i s 0 A

e
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por tanto en las variables x,y el sistema tiene por ecuaciones

dx 9K dy oK
=—— = (8)
d T 0 y d T ox
con la funcién hamiltoniana X dada por (7)
3. Nuevas variables
Sean §, y nuevas variables definidas por las ecuaciones
seny = § sen v
§>0 )

= L dCOoSp

siendo } constante positiva cuyo valor se fijara mas adelante. Desde (9) se obtiene para §

& = (sen’y + x°/3)'?>0
Facilmente se aprecian las caracteristicas geométricas de la transformacién: en el plano

(;, sen ;) las curvas § = constante son elipses y las i = constantes rectas pasando por
el origen.

En primer lugar calcularemos las ecuaciones diferenciales en las nuevas variables §, -
Derivando las expresiones (9) y despejando

das dy 1 dx

— =!senq)CoS y — + COSp————

dt dx v drt

(10)

dy dy 1 dx

§—— = COS 1)) COS y —— — Sen ) —— ——

dx dt L odt

pero 5

dx 9K cosy oK 2K
T T L@senw——-i—cosqp——
dr 0y S 0§ R
dy oK 1 oK aK

S = La’cosap———— sen 1)
d o x ) 0 Q

La funcién K se supone expresada en funcién de §, 1y mediante (9). Sustituyendo estas
expresiones en (10) y simplificando se tiene

as cos; oK
dt Ad Cuy
(11)
dsj cosy 0K
ds A0 Ow
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A la vista de estas ecuaciones parece natural introducir una nueva variable indepen-
diente s mediante

ds cos y \V1— §%sen®y

RIS = (12)
dz A3 o)
con la condicién s = 0 para ¢ = 0. Entonces las ecuaciones (11) quedan
dy Bk d oK
e et —_——— (13)
ds O ds O

Para obtener la funcién hamiltoniana en las variables §, v basta sustituir (9) en (7)
y asi tendremos

K@ yp) = 2 v K, = 3 v'cos"y 8" (a, OS2y + S, sen? ) (14)
donde 4,, B. son constantes dadas por

Bo(n+2) )"11-{'-2 Ao(n) }bu
e I = e (15)
(n + 2)! n!

Elegiremos ) de modo que el término de orden cero del hamiltoniano dependa exclusi-
vamente de §

i B,®
Ky = § (a0 cos?y + By sen’y) = § [ 22 cos? y + A, sen? w]
luego deberemos tomar
2 A,
o= >0 (16)
B,®

con lo cual K, = A, 5. Al sistema (13) con el hamiltoniano (14) le aplicaremos el método
de Hori para eliminar la variable 1.

4. Aplicacién del método de Hori

En este método se emplean transformaciones de la forma

n

o Vv a2
d=39 + L §
n=>0 4l
(17)
= v* e
— + s(”)
v v w>0 41 3

donde la funcién generatriz S = S (§, 1; v) Se expresa como una serie de potencias en el
pequefio parametro

S=3vVSu6 vy (18)

n>0

i
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y Ls es el operador de Lie definido por

Sl of ©S of 0S8
Lsf (8, 9) = L f = (f; S) = s A

o) oy O

|

L9 f = Ls (L= f)

La transformada de una funcién escalar f(§, 1p) por (18) puede obtenerse mediante la
féormula

V"

FGW=FGP + D —LMF@, v)=FG, v) + v S) + (19)

=0l

AL S) RS )

Supuesto un sistema canénico cuya funcién hamiltoniana estd dada por

K = > vt K, (8, )
n>0

al efectuar la transformacién (17) se convierte en otro, cuya funcién correspondiente

RK* = K ser de la forma

R* = 3 v K. (3, 9)
n>0

las funciones IN{i, I?:*, S; en los primeros érdenes estan relacionados por las ecuaciones:
Orden 0: Ihi';, = ?(0
Orden 1: (K; S)) + K, = K.
Orden 2: (Ky; $,) + (Ki; S) + 3 (Ky; S); S) + K, = K%,

En nuestro problema las funciones fi de acuerdo con (14) y (16) estan dadas por

K = 4 0)
R, = §"*2cos" 1 (o, COS* 1 + B, €N’ vp)
_en orden cero se tiene
Kr =R () = 4% (21)

Para primer orden elegiremos K, de modo que agote los términos seculares de E,, por
tanto

Ri* = [8° cos (a1 cos? y + Bisen?p)licc = 0 (22)

y S; debe ser obtenida ‘como solucién de la ecuacién en derivadas parciales

Xy S) =—K, 23)
o bien
0 S;
243 = & [1,,COS ¢ + m, oS 3]
0
(24)
a1+ B ar — Bi
s e L v

e 57—
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luego

L & - N2 =
Sl @, '\jv) = l: N, sen | + sen 3 uy] (25)
2 A, 3

La ecuacion de segundo orden puede ser simplificada mediante (23) quedando

(ko; S)=—1I3 (EI(; S1) + Ez] ol k/z" : (26)

t\l* “
debiendo elegir K, de modo que anule los términos seculares del segundo miembro; con
este criterio hechas las oportunas operaciones

i x S, 2 +my2) oz + B =
K, =C g = + 5 (27)
8 A, 8
las ecuaciones en las nuevas variables tienen la hamiltoniana
B =K + vE* +0() (28)

con las funciones IZ",*, I?;* dadas por (21) (27). La resolucién del sistema canénico corres-
pondiente a la hamiltoniana (28) es inmediata, siendo

§ = constante
Y=3(—4A—V¥C)s +y,=dwS + 1y, (29)

Las dos constantes de integracién son §, ;0 Por las férmulas (17) la solucién en las
variables §, ¢ resulta

0 S, = &
= +o(y) =18 +iv
oA 2 A,

=08 +v [nlgcos\;+,)2cos3qy] + o (v)

(30)

= e S; = d = Ny =
Yy=p—v——+0() =y—y— nlsenw+—sen3w} + 0 (v)
aw 3 3

con §, @ dadas por (29). Las ecuacicnes (9), (29) y (30) nos dan de un modo explicito
la solucién del problema en funcién de la nueva variable independiente s. Nos falta por
ultimo establecer la relacién integral entre las variables s y ¢ (= +v1) o lo que es mas

conveniente entre E vy 1, ya que (30) aparece dada de un modo explicito en funcién de \T,
Desde (12)

drg Ad

ds vl—gzsenlﬁ

La funcién del segundo miembro puede ser expresada en las variables canonicas

AT ; d,
utilizando la férmula (19) de la transformacién de una funcién escalar, y asi tendremo‘g
dv ) 2 9 cos ;'—, 2 = Ny = .
— = + v a1 — (47, +8% o) sen? yp + — §2 sen* w] + o (v)
dr V1—§seny Ay (1 — § sen? )’/2 3

Por ctra parte

dt dw d-l_p = dr
= = diw

ds dy ds dy

5 Gl e
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de ambas se deduce

® dy it
d| — 7| =—— +vO(y, »dy + ov) €Y
A Vi—7§ senzﬁ
donde
bk 5 cos i Bug A= =
0y, 8) = — [m—(4 M, + 8 ai)ser® § + &* sen* w] 32)
A, (1 — § sen®pY/? 3

Las condiciones iniciales son para ¢ = 0, E = \_ﬁo. La ecuacién (31) puede ser integrada
completamente, pero en la practica resulta mas conveniente proceder iterativamente de
manera parecida al caso de la ecuacion de Kepler; para ello observemos que (31) puede
escribirse en forma integral

e ® v
P — o = am (——t—vf_ Q(lw,ﬁ] (33)
A Wo

Entonces partiendo del valor aproximado 'E‘, dado por

SR ® 15
Yy~ =am [ —1 3
A
y sustituyendo éste en el segundo miembro de (33) se llega rdpidamente a una solucién
suficientemente aproximada.

Para libraciones de pequefia amplitud, la constante s resulta pequeiia, entonces para
evitar el manejo de la funcién amplitud resulta conveniente desarrollar el segundo miem-

bro de (31) en potencias de S vy retener términos hasta el orden gque interese.

La aplicacién del método puede extenderse a 6rdenes superiores, daremos algunas ca-
racteristicas generales de los resultados de dérdenes superiores:

a) De acuerdo con (14) IA{J,,(nE 1) es una expresién en cos yy que tiene las potencias
n + 2 y n exclusivamente, por tanto para n impar su valor medio es nulo y para n par

es no nulo, ademés I?,, es siempre una funcién par K, () = K. (—1p). La funcién K, s6lo
depende de §.

b) S, es una funcién de grado 37 en seny O COSy) indistintamente. La demostracion
puede hacerse por induccién: es cierta para n = 1; supongamosla cierta para n—1, la
ecuacién que sirve para determinar S, es

(RS i R K (34)

en donde los puntos suspensivos indican combinaciones de paréntesis de Poisson cuya
suma de subindices es #n. Puede verse que si f; es una expresién como méximo de grado
p €en senip Cosy ¥ f» es de grado g el paréntesis de Poisson (f;; f,) lo es de grado p + g.
Mediante esta propiedad se evidencia que los paréntesis de Poisson omitidos en (34) son

de grado 3n y como K, es de grado n + 2 (3n) al integrar (34) y obtener S, resulta de
grado 3 n.

c) S, es una funcién impar de v, es decir S, () =—S. (—). La demostracién pue-
de hacerse también por induccién. La propiedad es satisfecha para n = 1, y supuesta cier-
ta hasta n—1, si cambiamos 1 por —+ en (34) se deduce

(Ks; S.) = (Ks; S.)|
>y Ip>—y

de donde resulta la propiedad.

— S
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De acuerdo con estos resultados podemos asegurar que las funciones S, tendran la
forma
Sy =a;senq + assen 3

S; = bysen 24 + bssen4qy + bgsen 6y
en general cualquier S, tendra las frecuencias 31, 3n—2,... Por ctra parte las funciones
K.,* que se obtienen al tomar los valores medios de los primeros miembros seran nulas
para »# impar y no nulas en el caso contrario, luego

B ®) =K (6) + vE*(B) + -

de esta manera puede asegurarse la forma de la solucién al extender el método a drdenes
superiores.
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TRANSFORMACIONES CANONICAS EN OPTIMIZACION
DE TRAYECTORIAS®

P OR
V. CAMARENA
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Abstract

On define some special canonical transformations increasing the number of variables,
giving explicit conditions to retain the hamiltonian form of a system of differential
equations. This conditions are applied to obtain the primer vector of Lawden in terms
of a special set of orbital elements.

Key-words: Canonical transformations-Optimal trajectories.

1. Transformaciones candnicas

Sean g y p wm-vectores del espacio euclideo #-dimensional E* asociados con ia funcién
hamiltoniana H = H (g, p, t), y sea ¢ el pardmetro tiempo. Supongamos que Q y P son
m-vectores del espacio E™ (m > n), tales que

{Q:Q(q,p,t)

P—P(a,p1) 0

define una transformacién de cordenadas y momentos de clase C* y que ademas verifica
las condiciones del teorema de las funciones implicitas, de forma que la transformacién
(1.1) sea inversible. Es decir,

{q=q(Q,P,t)

1.2
p=0(QP1) 2
y donde las Q y P verifican p relaciones de ligadura

0,(QP,) =0, j=1,.,p 1.3)

Lo cual equivale a suponer que la transformacioén (1.1) es inversible para los (P, Q)
pertenecientes a la variedad V., engendrada por las funciones @;(Q,P,t) =0, j =1, .., p.

Precisemos un poco mas estas hipdtesis.

* Este trabajo fue presentado a las II Jornadas Matematicas Hispano-Lusas. Madrid, abril de 1973.
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Sea x = (g, p) un elemento del conjunto X CE™, e y = (Q,P)EY C E™ (m>n) su
imagen por la aplicacién f: X —> Y definida por la relacion

y=y(x1)
Entonces, si suponemos que f es inyectiva existe una aplicacién g: Y —X tal que
(gof) = 1y  (identidad en X)

y reciprocamente. Si ademds suponemos que tanto f como g son funciones diferenciables,
podemos aplicar el teorema de derivacion de las funciones compuestas y obtenemos

I ] = L, (1.4)

donde I, es la matriz unidad en E*, ] =3y/0x =y. € J; = 0 x/0y = x, son las respecti-
vas matrices jacobianas de las transformaciones asociadas a f y g.

1.1. Definicién

Diremos que la transformacién (1.1) es canénica si conserva la forma hamiltoniana de
las ecuaciones del movimiento. Es decir, si para toda funcién hamiltoniana H (g, p, t)
existe una funcién escalar K (Q, P, t) tal que el sistema canénico

oH . oH
q = o) == (15)1
2p 2q
se transforme en este otro
; oK : oK
oP °oQ

Consideremos la' transformacién x = x (y, t) dada por (1.2), y supongamos que el jaco-
biano J; de dicha transformacién sea de rango maximo 2#. Si H = H (g, p, t) es el ha-
miltoniano del sistema en las variables x, las ecuaciones candnicas del citado sistema di-
namico son:

5 cH
qt = {H, q‘} =
op;
i=1,2,..,n (1.6)
0 H
pi={Hp}=—
04’

donde {H, q"} y {H, pi} son los paréntesis de Poisson de los argumentos que figuran en
su interior.

Recordemos que el paréntesis de Poisson {f, g} de un par de funciones f y g, depen-
dientes de x, viene dado por la expresién:

of ©Og

{f: g} = ;:ka (1.7)

0x; 0x

TRlcE=R1 ) 1
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TRANSFORMACIONES CANONICAS EN OPTIMIZACION DE TRAYECTORIAS

donde las G;, son los elementos de la matriz G, dada por la férmula

ok

0, 7 =
e [ ] 18)

siendo O, e I, las matrices nula y unidad en E".

Nuestro objetivo es encontrar las condiciones bajo las cuales la transformacién (1.2)
transforma el sistema hamiltoniano (1.6) en el

s 2K
QF =KIQIN = ———
0 P;
ji=1.,m (1.9)
5 oK
P ={K,P} = ———
e

1.2. Teorema

Si Q (t), P (¢) es una solucién del sistema candnico (1.9), que pertenece a la variedad
V.., engendrada por las p relaciones de ligadura ®;(Q,P,t) =0, j =1, ..., p, entonces su-
puesto que se verifican, sobre dicha variedad, las siguientes condiciones

{a,a*} @) = {p,p:} (1) =0
{ph qk}(t) =5y

las funciones g (¢) y p(f) obtenidas de (1.2), teniendo en cuenta las soluciones de (1.9),
verifican el sistema canédnico antiguo (1.6).

(1.10)

Dem.: Puede comprobarse facilmente que las condiciones (1.10) equivalen a que la
matriz jacobiana verifique la relacién:

1:G. It = G, (1.11)

donde (*) indica la traspuesta de una matriz.

A una matriz que verifique la (1.11) le llamaremos g-simplética.

Comprobemos, por otra parte, que los paréntesis de Poisson son invariantes; es decir,
que para dos funciones f y g diferenciables se verifica

{f:8}.0 ={f,8}.4q (1.12)
En efecto, se tiene
of ©0Og of @x; 0g 0Ox
{f:8}a= 3 Gr—— = 2 Gi
ik Qy; Oy ik 0x; ©y; 0yx Oy
of Og

= 2 (Jl)ii ij (T )xn
ik ox; 0x

y como por la (1.11) se verifica que
(]l)n‘ Gik (Jll)klx — Gih

of Og

resulta

{f}g}P.Q= > G

ivh Ox; ©x

={f,8}.q

De esta igualdad, y del hecho de que K (Q(g,p, %), P(qg,p,t)t) = H(q, p,t) para los
¥y = (Q, P) pertenecientes a la variedad V,, se deducen las conclusiones del teorema.
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1.2, Teorema-bis

Si g (%), p (t) es una solucién del sistema canénico (1.6); entonces, si se verifican las
condiciones

{Q,Q"} (@) = {P, P} (1) =0
(P Q:}.() = b/

las Q(z) y P (t) obtenidas de (1.1), que verifican las relaciones de ligadura (1.3), son solu-
ciones del sistema canoénico (1.9).

(1.13)

Dem.: En efecto, las condicones (1.13) son equivalentes a que la matriz jacobiana J
verifique la relacién
LG, =G, (1.14)

lo cual equivale a decir, segin la nomenclatura utilizada antes, que la matriz J es f-sim-
plética. Y procediendo de forma simi:ar a la del teorema anterior, se demuestra la inva-
riancia de los paréntesis de Poisson; en el sentido de que

{1, 8}n = {f 8}r.0
cualesquiera que sean las funciones diferenciables f y g.

Teniendo en cuenta este hecho, y la forma del sistema canénico (1.6) se deducen las
conclusiones de este teorema.

Resumiendo todo cuanto llevamos dicho en este parrafo, podemos afirmar: que la
transformacién y = y (x, 1) de E* en la variedad V,, es candnica, si la matriz jacobiana J
es f-simplética; mientras que la transformacion x = x(y,7) de V,, en E* es canodnica, si
la matriz J; es g-simplética. Vemos pues, que las condiciones clasicas de transformacién
canoénica se generaliza al caso de transformaciones y = y (x,#) de E* en E*" (m > n) con
relaciones de ligadura entre las y, exigiendo que las matrices jacobianas J y J, sean f y
g-simpléticas respectivamente.

1.3. Teorema

Una condicién suficiente para que la transformacion y = vy (x,¢) de’ X — E* en la va-
riedad V,, C E’ (engendrada por las funciones ¢;(y,?) =0, j =1,.., p) sea candnica,
es que

S pdg—Hdt = S P,dQ'—K dt + dS (1.15)
i'="1 ="
donde
3 S
K=H(q(Q P, t),p(Q P, 1), 1) + > X O + — (1.16)
e ot

es la nueva funcién hamiltoniana

=S(q,0,1)
es la denominada funcién generatriz de la transformacién, y los ); son multiplicadores
a determinar.

Dem.: Es bien conocido, que las trayectorias q‘ (t), p; (1); i = 1, ..., n solucién del sis-
tema canodnico

3 oH
g =
° p;
i=1,.,n (1.17)
. oH
pi=——
°q'

i
I
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son aquellas que verifican
r1
Bf [ ¥ p:a—H(pagn]dt=0 (1.18)
to i=1
I Supongamos ahora qtie se efecttia la correspondiente transformacion y = y (x, ¢), explici-

tada por las relaciones siguientes:

Pf =Pi(qlp11)
i=1,..m (1.19)
Q =0Qi(g,p 1)

0O=0.0Q,Pt) k=1,..,p

Entonces, si esta transformacién es tal que se verifica la (1.15), o bien el siguiente par
de relaciones equivalentes

88 = 2 p:dgi— 2 P; 5 Qi (1.20)
i=1 ji=1
0 oS

K:—--FH(:H si _ZOJ
ot ot

(resultantes de la (1.15), tomando ¢ como variable independiente), dicha transformacion
es candnica. Es decir, el problema variacional

af’ S P,dQ' —K (P,Q, )dt = 0 (1.21)
i=1

10

es equivalente al (1.18). Lo cual significa que las ecuaciones que verifican (1.21) son las
mismas que verifican (1.18).
En efecto,

D 5 G 5 5 oK oK
af (EPij—K)cltzf > (5}7ij+1’,be— 5Q — 5P, | at
o fni ; 'Pr‘

= =1

Ahora bien, si integramos por partes, el término

t
NNt m
1

2 Heie e

f ¢
1 1 n . :

e
0 T

= —f i 13,- §Q (por ser los extremos fijos)
=i

o

o

Luego nos queda

ERE = oK 1 3K
f Dl 08y (Q"— )—aof (P,-+ ]] dt =0 (1.22)
vzl 3 P; 3Qi

Y como esta condicion se debe verificar para variaciones § P; y § Q' arbitrarias, que
cumplan las relaciones de ligadura @, (Q,P,t) =0; k =1, ..., p; tendremos

m 0 By 0
SP; + 5Q | =0; k=1 ..,p=2r (1.23)
o P; 0Q

ji=1
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Asi pues, elegimos las variaciones (§ Q' ..., 8§ Q", § Py, ..., d P,) como independientes, las
8Q™, §P,.;; i =1,..p/2 quedan determinadas por las relaciones (1.23). Con todo ello
podemos escribir

4 om : oK » O LR oK > O ®
Dol RO i —aQ'(Pf+ — 4+ S e dt =0
tol = QB e LD 30 =1 Q3@

Si elegimos los 3 (k =1,..,p) de forma que los coeficientes de §P,.; ¥ § Qi
(i = 1,..,7) sean nulos, entonces también los coeficientes de las § P; y § Qf (GGj=1,..,n)
son nulos. Con lo cual resulta el siguiente sistema canénico, en las nuevas variables

i oK > 0 @y
QIEEE Sy
ap, =t @Pp =) (1.24)
y oK o 0 P m=mn4tr
g e
aQ,‘ k=1 ,an

2. Transformaciones candnicas e invariantes integrales

El propésito de este parrafo es dar otira demostracion de 1.3-Teorema tomando como
base el célculo exterior y la teoria de invariantes integrales de E. Cartan; si bien en
nuestro estudio nos hemos apoyado, mas bien, en el libro de H. Flanders (Differential
Forms, Academic Press, 1963).

Espacios de estados y de las fases

Supongamos un sistema dinamico holénomo con un numero finito de grados de liber-
tad. El espacio de posicion es una variedad n-dimensional M supuesto que n es el nume-
ro de grados de libertad del sistema.

Consideremos las cartas locales (U, g) de M, cuyas coordenadas son

qg=(d,..,q")

En un punto Ag U, un vector covariante p es una l-forma 4 en A, dado por sus com-
ponentes p = (py, ..., p,) de forma que

a= > p:dq’
=

Si (@ ..,Q"), m>n, es otro sistema de coordenadas vélido en A, donde suponemos
que entre las Q' existen r relaciones de ligadura de la forma

@, (Q) =0, k=17
(2.1)
Q=(Q,..,Qm

Entonces, las componentes del mismo vector covariante respecto del sistema coordenado

(Q’) son:
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El conjunto de todos esos vectores covariantes, en todo M, constituye el 2pi-dimensio-
nal espacio fasico P, de forma que a cada U M, con coordenadas locales (g‘), le corres-
ponde el entorno coordenado U x R" con coordenadas locales

(4, p2), 13— pe

”

Asi pues, la 1-forma ¢ = 3 p; dg’ sobre P es independiente de las coordenadas. Ademas
i=1

n

dy=> dp; \Ndq' (2.3)
g =21
donde d indica la diferencial exterior de la 1-forma g.

Llamaremos espacio de estados al conjunto E = Px E'. Es decir, un (2n + 1)-dimen-
sional espacio, cuyas coordenadas locales son:

(qi) Dbi, t)' = 1, we, N

2.1. Definicién

Una s-forma diferencial 4 sobre el espacio de estados E, se dice que es un invariante
integral; si para cada familia de trayectorias p-paramétricas dadas por una aplicacién
g’ =g (%, ..., %, t)
Yy
D = D (%, oo %y, 1)
y* (2) es una s-forma diferencial sobre el espacio de las x = (xj, ..., x,) tan sélo. Y donde
con +* (¢) denctamos la imagen de la s-forma diferencial ¢ por la aplicacion v, que se
denomina imagen traspuesta de ¢ por 1. Sea H = H (g, ..., @"%; D1, .-, Dy, t) una funcién de-

finida en el espacio de estados E, y que no es mas que la llamada hamiltoniana del mo-
vimiento. Las ecuaciones canénicas del movimiento de nuestro sistema holénomo son

o O H
g =——
o p:
i D2 o, (24)
L oOH
Pir= i =
0 q’

¥ que representan, como sabemos, las ecuaciones caracteristicas de la 2-forma diferencial
exterior dw, dada por la expresién

dw = S dp,dg' — dH dt 2.5)
it=t1;

En estas condiciones, puede verse, que dw representa un invariante integral asociado
al sistema canénico ‘en las coordenadas (g, p). Ademds, dicho invariante integral dw de-
termina completamente las ecuaciones del movimiento, en la forma siguiente:

Si

{&=f@nﬂ
i= 1, L z (26)

p: =g (q,p1)

e R0
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es un sistema de ecuaciones sobre una regién del espacio de estados E, y este sistema
posee el invariante integral dw, dade por la (2.5), entonces

( 0H
=
o p;
2.7)
o0H
8=
o4

Supongamos ahora que en lugar de utilizar el sistema coordenado (g, p) utilizamos el
sistema (Q, P), donde las Q y P vienen relacionadas con las (g, p) anteriores mediante

m

una transformacién del tipo (1.19). Y supongamos ademas que dW = ) dP; dQ' — dKdt,
=1

donde K= H en virtud de las ecuaciones de transformacion. Procediendo de forma si-

milar, al caso anterior, obtenemos como ecuaciones candnicas asociadas al invariante

integral dW las siguientes:

oK : © @ oK

+ > ke
0 P; =L B O AP;

G-

2 K c 0 Py
IR (2.8)
2Q =1 Qi

e
Il

= il 0 (m=mn+r1r)

Con todo esto, ya podemos dar el siguiente

22. Teorema

Una condicién suficiente para que la transformacién (1.19) sea candnica es, que dada
una funcién hamiltoniana H en las coordenadas (g, p), existan: una funcién escalar
K = K(Q,P,t) en las coordenadas (Q,P), y una funcién S = S(q, Q, ¢) tales que

=t

W g [ ip,d@f—Kdt)—[ip,dq-'_HdzJ =S 29)
j i=1

donde K viene dado por la misma expresion (1.16) de (1.3)-Teorema.

Dem.: Se basa en el hecho de que el invariante integral dw no depende del sistema
de coordenadas locales utilizado, con lo cual: de la relacién dW = dw y aplicando el in-
verso del Teorema de Poincaré, se concluye la existencia de la S tal que

3. Aplicacién al caso de Optimizacién de Trayectorias

En el caso particular de un problema de Optimizacién de Trayectorias (R —1) el ha-
miltoniano H, en las coordenadas (g, p), viene dado por la relacién:

H = Zn p: (g, u,t) . (3.1)

i=1

— 68 —
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donde u es el r-vector control y f (g, u, t) = 2]*', i =1,..,n; representa el sistema de ecua-
ciones diferenciales de estado de nuestro sistema controlado.

SiQ = (Q),j=1, .. m(m>n) es el nuevo vector de estado, definido por la transfor-
macién
Q' =Qi(q)
j=1,..m=n+ 2 (3.2)

con las relaciones de ligadura
P (Q) =0, k=12 (33)

el nuevo hamiltoniano K, en las coordenadas (Q, P), es

K= 'SP F(Qurt) G4)

donde Fi (Q,u, t) = Q' son las nuevas ecuaciones diferenciales de estado, y P; los nuevos
momentos conjugados, relacionados con los p; mediante las relaciones de transformacién:

S 010
pi= > Pj—— U= b oy 1 (3.5)
=] a qi
Si sustituimos (3.1) y (3.4) en la condicién suficiente de transformacién candnica (2.9),
obtenemos que la funcién S = 2 hr @, define la funcién generatriz de la transformaciéon
k =-1
de coordenadas y momentos dada por las relaciones (3.2) y (3.5) con las relaciones de li-
gadura (3.3).

Determinacion del vector primer de Lawden

Supongamos que nuestro sistema evolutivo controlado sea un cohete que se mueve en

— -
un campo gravitatorio central newtoniano g = —y 7/7°, y que dicho cohete esta dotado
de un sistema de propulsiéon de los denominados S;, es decir con velocidad de eyecciéon

e
constante. Dicho sistema le proporcicna una aceleracién de empuje v, en virtud del prin-
cipio de accién y reacciéon. Evidentemente, el estado del cohete puede caracterizarse en

I — — > >
cada instante g [#, t,] por el vector de estado g (C, r, V) donde r y V representan la
posicién y la velocidad del vehiculo, y C es la llamada velocidad caracteristica, dada por

la relacion
t
t

De acuerdo con todo esto, las ecuzciones de estado del cohete son:

=S
r="V
% —>
=% 7 -
=—u— +y (3.6)
5 7
C=y

=0
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y el sistema adjunto correspondiente

- =S
fi=e e (B Geiiss i o H
p,=———-|i————r——p‘,i| e
r r or
> - oH
D= == 3.7)
oV
i 0 H
Do ==
\ L€

donde el hamiltoniano variacional H esti dotado por la expresion:

- o> et > >

i
H = (p, - V)—T(p‘. 1)+ (Do e y) + Pey (3.8)

El vector de control, en este caso, es la aceleraciéon de propulsién, y el funcional a
minimizar C, (velocidad caracteristica en el instante t,).

Asi pues, las trayectorias 6ptimas seran aquellas, que partiendo en el instante 7, del
punto a(;: i_/: C,) de E’ pasan, en el instante #;,, por el punto 5; G:,{/:,Cl) € E’ y hacen
minima la C;.

Puede verse en la (R —1), que en este caso, las condiciones necesarias de optimalidad
son:

—
(i) Cuando el motor del cohete actia y | Dy

7&0, la aceleracién de propulsién tiene

3
la direccién y sentido del vector «primer» p, (nombre propuesto por Lawden).

(ii) Una trayectoria 6ptima s6lo puede estar formada por arcos de los tres tipos si-
guientes:

2 . o

NT — Arco balistico con vy =0y k= |p, | + p.<0.

MT — Arco propulsado con y =y ¥ K> 0.

IT — Arco singular con vy cualquiera y k = 0.

- o
(iii) En los puntos de unién de arcos distintos p, p, y p. son funciones continuas.
Asimismo es continuo el hamiltoniano H; y si y es discontinua se verifica que k = 0.

—>
Notemos, que la determinacién explicita del vector primer p, es de importancia capi-

tal, ya que dicho vector da la orientaciéon de la aceleracién de propulsién sobre una
trayectoria oOptima.

Nosotros vamos a tratar de determinar Z sin necesidad de integrar el sistema adjunto
(3.7). Para ello, formularemos el mismo problema de optimizacién de las trayectorias de
un cohete, pero con un numero superabundante de variables relacionadas entre si por
condiciones de ligadura. Realizaremos una transformacién canénica en la forma expresa-

—
da por las relaciones (3.2) y (3.5), y con ello determinaremos la expresién general de p,.

~ > >
Si en lugar del vector de estado g (7, V, C) consideramos el Q (E, %, e, I,, C) donde es

E = Vz/Z—H/r la energia de la Orbita osculatriz a la trayectoria en cada instante.

- - >

h=@xAV) el momento cinético.

= — - ;

e=((V Ah) /u—1/r el vector perigeo, de médulo la excentricidad e y direccién la del
periastro P.

ly=—nT =1—mnt anomalia media de la época

T
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n, a, | y T denotan las magnitudes movimiento medio, semieje mayor, anomalias media y
el instante de paso por el periastro, respectivamente.

Notemos que todos estos elementos orbitales se refieren a la érbita kepleriana oscula-
triz a la trayectoria en cada instante. Ademads, todos ellos son integrales del movimiento
kepleriano osculador, de ahi que en el caso de trayectorias que consten exclusivamente
de arcos balisticos unidos por puntos de impulsién (trayectorias impulsivas) el vector es-

tado Q es constante.
Entre las ocho componentes del vector de estado Q existen las relaciones de depen-

dencia
E W

L S P
®(Q)=h-e=0 . (Q)=e—1—-2 =0 (39)
pz
que reducen a 6 el numero de elementos orbitales independientes.
Las ecuaciones de estado en estas nuevas variables son:
{ . - >
E=(V.y)
- e R
h=1rA Y
= 1 > > > > —>
e [YAL+ VA @AY] (3.10)
w
; 1 s B b Dy
lh=—(—27r+3tV).y— (p-e)
L na’ ape

e i
donde p representa el vector periastro. dado por la relacion:

—> -
= (LA €) v
=D p=|p]|
he

v b es el semieje menor de la érbita osculatriz.

Si formamos el nuevo hamiltoniano, segtin lo que hemos visto en los parrafos anterio-
res, éste sera:

K=pcE + @y-n) + (p.:e) + p1,lo + P C + M D1 + 22 Do

y donde los momentos nuevos verifican el sistema de ecuaciones diferenciales

5 oK o oK
4 e Pn = — e
0 E oh
= oK g oK
Dii=imir s ply=—
oe ol,
s oK
De=—
oC

siendo constantes en el caso de trayectorias impulsivas.

g
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: —
Para determinar la expresién del primer p, aplicamos la (3.5), que en nuestro caso se
escribe en la siguiente forma matricial:

=50

e =SS 2Q 0Q
(p., p,) = (D&, DI Dy D1,) s
or X%

e
donde hemos puesto Q = (E, A, e, 1,), excluyendo la C ya que ésta no se modifica en el
cambio de coordenadas.

—
Efectuando los célculos correspondientes, obtenemos para el vector primer p, la ex-
presion:

— — - > > > — - = D1 — —
po=0eV + o A7 + BAL + AWV AL) + (—2r+3tV) (4.11)
na*
donde
— —

SE DD, D,

= e ==

w be

—>
Notemos, que el vector primer p, depende, en el caso de trayectorias impulsivas, de

—

ocho parametros (pg, ps, Z, p1,), y como sabemos tan sélo deberfan figurar 6, por ser ;7)‘
solucién de una ecuacién diferencial vectorial de segundo orden. No obstante, puede
verse (R—1) que entre los 8 parametros existen dos relaciones de ligadura, corres-
pondientes a las (3.9), que nos reducen a 6 el nimero de los parametros independientes.
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Abstract

We present a method of obtaining simple analytical expressions of the energies and
wave functions which intervene in the calculation of experimental signals of detection of
hyperfine magnetic sublevel-crossings. These analytical expressions are polynomials whose
variable is the applied magnetic field and they are obtained by applying the theory of
stationary perturbations. The number of perturbations necessary to make the calculations
with definite accuracy is obtained systematically and simply.

This method is applied to the level crossings of the state 6Py, of Cs', polynomials
of a very low degree for the energies and the wave functions of the sublevels which cross
being obtained and it is shown that the proposed method considerably reduces the
calculation time of level-crossing signals.

1. — Introduction

In atomic level-crossing spectroscepy the intensity of resonant fluorescence which the
atoms studied emit is detected, in function of the magnetic or electric field to which
these atoms are submitted. To obtain information from these experimental results it is
necessary to adjust them to the theoretical signals, which is usually done by means of
a least-squares method. In this way values of lifetimes of the levels which cross, structure
constants, Landé factors etc. are obtained.

To calculate the theoretical signals it is necessary to know the energies, wave func-
tions and transition probability amplitudes for the magnetic or electric sublevels which
intervene in the experiment, in function of the applied external field. This is generally
done by means of a diagonalization method and it is necessary to repeat the calculations
for all the values of the external field which intervene in the adjustment.

As the diagonalization is realised by means of iterative processes and adjustment by
a least-squares method should be realised in numerical and therefore iterative form, the
time necessary for the realisation of the adjustment could be excessive.

For this reason, we have thought of the possibility of obtaining simple analytical
expressions of the energies and wave functions which would shorten the necessary calcu-
lation time on being used in the adjustment.

The object of this paper is the presentation of a method of obtaining, systematically
and with established precision, simple analytical expressions of the energies and wave
functions of hyperfine magnetic sublevels, which would permit the reduction of the cal-
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culation time of theoretical signals of hyperfine magnetic sublevel-crossings. For this
we have used the stationary perturbation theory. At the end we present various examples
which show the improvements obtained with the proposed method.

2.— Summary of the stationary perturbation theory

Let H, be the hamiltonian of a system of which we know the energies and wave
functions and let us represent n as the set of quantum numbers which define a state.
If this system is subjected to a perturbation, so that the new hamiltonian is H = H, + V,
the energies and wave functions can be obtained by means of the stationary perturbation
theory. If we call the set of quantum numbers which define a state of the perturbed
system nl, we can write,

E0) = ' E), (1)
K=0
lint= =Sl = = SUlinilt = S < niliinl =t @)
K=0 n’1s K=0
E") — E,m, (3)
Em) = <nl|V|nl>, “)
n’ En K-2
Ex"0 = SV <l |V| nl'><nl |nl>x-y — D By <nl|nl> ;) ®)
nsls A=2
<nl |nl>, = §(nl, nl), (6)
k1 By <n’ll | nl > gy
<nl|In>x= > o
A=1 EO(H’) iy EO(")
<nl' |V |nl”" > < 0’1" | nl > x_y
+ > , (0 =£n), (€]
nris Eofn) 2 Eol-n’) i
Eei Ei{’i)l< nl’ ] nl> (K=))
<nl'|nl>g= >
A =1 El(nm Lk El(ul)
s <l | V|l < w1 >
S (£ (8)
norin El(nl) oy El("l')
1 x_4
<nllnl>y=——— > SU<nll|nul>, <nl|n= xs) 9)
2 A=1 ; :

3.— Method of obtaining analytical expresions. Precision equations

Let a set of atoms be under the influence of an external magnetic field B. We shall
consider only the case in which the couplings LS and JI are not broken for B = 0 and
these is appreciable interaction between the hyperfine magnetic sublevels of a term for
B —_£0. If we take the energy of this term as zero, the hamiltonian of the system will be
the sum of the fine and hyperfine structure hamiltonians, H’ and H", and of the hamil-
tonian of interaction of the atoms with the external magnetic field, H"s (B),

H = H' + H" + H"(B). (10
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Les us suppose that we have detected experimentally level-crossings for B = 0 (Hanle
effect) corresponding to an element of the periodical system. To evaluate the signal
theoretically, in function of the applied magnetic field, we can use the expressions given by
Franken?, in which the energies and wave functions of the magnetic sublevels of the
atom intervene. The calculation of the energies and wave functions can be made by
means of the stationary perturbation theory (expressions (1) to (9)). Taking

H, = H + H" (11)
as unperturbed hamiltonian and

V = H™ (B) (12)
as perturbation.

As observed in § 2, the K order perturbation for the energy is a polynomial in whose
terms intervene some products of K elements of the V matrix divided by K — 1 products
of the energy differences of the unperturbed states. Therefore, if we realise the calcula-
tions on the base of eigenstates of H, { |'Y JIFMy>1}, as on this base the matrix elements
of H, do not depend on B and the V matrix elements are directly proportional to B,
the expression (1) takes the form

E") = ay + > ag B, (13)
E=1

in which ax (K = 0, 1,...) are coefficients independent of B. Analagously, as the K order
perturbation of any component of a wave function is a polynomial in whose terms inter-
vene some products of K elements of the V matrix elements divided by K products of
the energy differences of the unperturbed states, we can write

|11l>=|la>o+ > ld.>xBK, (14)
K=t

in which |¢>K(K =0, 1, ...) do not depend on B. In this way the energies and the
components of the wave functions are expressed as polynomials whose variable is B.

If the level-crossings whose signals we wish to calculate take place for a value B(,;&o
of the external magnetic field, the previous method can also be used to obtain analytical
expressions of the energies and wave functions. However, it could happen that if B,
is strong, for the dominion of values of B necessary in the experiment, many terms in
(13) and (14) could be necessary, if we wish to make the calculation accurately or even
the sums could happen to be non-convergent.

In these cases the hamiltonian H can be obtained as the sum of an unperturbed
hamiltonian H, and a perturbation V, in the form

H, = H + H" 1+ H™ (B,), (15)
V = H"s (B — By). (16)

In order to realize the calculations on a base in which H, is diagonal it is necessary
to calculate its eigenvalues and eigenvectors by means of a diagonalization method. It
might appear a priori that we have the same inconvenience we are trying to avoid, which
is the use of a diagonalization method. This is not the case, since that which considerably
lengthens the calculation time is realizing a diagonalization process for each value of
B and in the case we are dealing with it is only necessary to diagonalize for B = B.
Reasoning as in the first case, we find that the energies and components of the wave
functions can be obtained, as polynomials whose variable is B — B, in the form

E("” Y bo +' 2 bK (B—Bo)x, (17)
K=1

Iln>=]ﬂ'>o+{_2 [B>K(B—B0)K (18)
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The expressions (13) and (17) are analogous, as are (14) and (18). Therefore we can
write them in a unified manner defining the variable X, as B for the expressions (13)
and (14) as B— B, for (17) and (18). In this way the energies and wave functions of H
can be written, adding to the corresponding energies and wave function of H, the per-
turbations E, and | > ), being

E, = 3 & X% (19)

=l

9> =t 3 > X (20)
K=1

The calculation of the values of & and ]1‘.> « can be realized by means of a com-
puter using the formulae (1) to (9) and the expressions of the matrix elements® of H,
and V, but the most important problem which arises is knowing how many terms are
necessary in (19) and (20), when B covers a difinite interval and the calculations are
to be made with an established accuracy. As there is no reason to believe that the
number # of per turbations necessary grows with X, in which case it would de enough
to calculate 2 for the highest value of X, we can choose from two solutions: calculate
which number of perturbations is necessary for each of the values of X which intervene
in the adjustment between the theoretical and the experimental signal, or realize a
theoretical study of the problem which would m to be obtained systematically. It is
obvious that the first solution contradicts the idea of saving calculation time, therefore
we shall use the second solution.

It would be ideal to be able to calculate systematically for what intervals of values
of X the perturbations of an order greater than m (with 2 variable) can be disregarded,
if the calculations of E,) and | > (, with error less than one given are to be realized.
In this way it would be enough to find a value of m for which these intervals contain
the variation interval of X in the experiment. The solution of this problem is in principle
complicated, so we shall use another much simpler method the usage of which will be
explained later. We are going to tackle the problem, in the case of the energies, by
calculating the interval of values of X for which, when he perturbation of order m + 1
is disregarded, relative error is made, e, (X), whose absolute value is less than or the
same as ! e l For this, bearing in mind that

Emsr X
en(X) =

m
ST E e Xl
RE=¥1

it is necessary to find the roots of the equation

Enpi XT— e N epX =10, (22)
K=1

with e = + | e |, the values of X which we are looking for being those which make the
first member of this equation (precision equation) negative or null.

The general study of the number of real roots which precision equations can have
is a very complex problem if it is realized analytically, but it can be easily solved using
a qualitative analysis. As all the perturbations of any order can be disregarded, for
X =0, it is evident that, by continuity, at least in the neighborhood of this point the
perturbation of the order m + 1 can be disregarded, committing a relative error less
than e. As the numerator of (21) is 2 monomial of m degrade and when X grows bigger
it grows in absolute value quicker than the absolute value of the denominator (which
is a polynomial of degree m — 1), these will always be at least two values of X different
from zero (one positive and the other negative) belonging to the interval (— oo, + o, for
which [em (x) ]: [e |, so that the equations (22) with e = + |e1 always give at least
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two real roots, one positive and the other negative. The real roots of (22) correspond
to the intersection points of the curves + P, (X) and E,, (X), being

P, (X) = | Enst Xmje | 23)
and

E,(X)= 3 eg X5+, @4
K=

so that as E, (0) =0 there is always a root for X = 0. The number of positive real
roots depends on whether of not E,, (X) cuts the X axis for X > 0. If it does not cut
it (fig. 1-a) there will always be one point of intersection between E,, (X) and P, (X) or
—P,, (X) as we have shown, and only one because P, (X) is growing and grows more
quickly than IE,,, (X) ] Let us now suppose that E,, (X) cuts the X axis for X =Xm
(Fig. 1-b, 1-c and 1-d). For positive values of X very close to zero | e, (X) | should be less
than |e| and therefore P, (X) < |E,,, (X) |, so that as P, (X) grows more quickly than
| Ei (X) |, there will be one point of intersection between E,, (X) and P,(X) or — P,(X)
for X < X., and only one for this reason.

For X > X, there may not be points of intersection (fig. 1-b), but if there are there
will be two of them (fig. 1-c), also owing to the fact that P, (X) grows more quickly
than | E,, (X) |, or one when the curves are tangents (fig. 1-d).

We then see that (22) can have a positive root for one sign of e and none, one or
two for the other sign. These conclusions are also valid for the negative roots. Therefore,
although the precision equations are of an elevated degree, it is very easy to obtain their
real roots.

If we call v a number of the order of magnitude of the matrix elements of V and A E
a number of the order of magnitude of the difference between the energies of two con-
tiguous states of the unperturbed hamiltonian from (5), (6), (7), (8) and (9)

vK vl\'
Efilm——— <wl! |0l >y ~ ———— (25)
(AE)<! (AE)*

is deduced, from which, bearing in mind (1) and (2), it follows that if in the developments
of the energies and wave functions we disregard the perturbations of the order m + 1,
the relative error committed is of the same order for both. However, precision equations
can also be obtained for the components of the wave functions, in the same way as for
the energies and with the same conclusions for the roots.

4. — Practical application of the method

As we have seen in the previous paragraph, once we know the number of perturbations
necessary for the sufficiently accurate calculation of the energies and wave function, it
is necessary to determine Ex and | > i, the calculation of which can be made by means
of a computer, simply and with no need to resort to iterative methods. The most
complicated problem is the obtaining of the roots of the precision equations. For m = 1
and m = 2 the solutions from (22) are inmediate. For m > 2 it is necessary to obtain the
roots by much lengthier methods, for which, despite the small number of real roots, the
calculation time of the number of 1ecessary perturbations could lengthen considerably.
However, thanks to the knowledge we have acquired in the previous section of precision
equation roots, we can avoid their calculation and the method of determination of the
number of necessary perturbation remains systematic.

For this let us bear in mind that if, in the experiment of level-crossings, X takes
values greated than X, (fig. 1-b, 1-c and 1-d) polynomial expressions for the energies
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and components of the wave functions cannot be obtained, so that a relative error less
than e in all the variation interval of X is commited. In fact, in the cases 1-b and 1-d
e, (X)> e for X > X, (we do not take the point X, of case 1-d into account as it is an
isolated point) and X, is always less than X,, no matter how big m is. In case 1-c e (X)>e
in the interval (X,, X,) and for X > X;. From all this it is evident that there is no point
in finding the roots X, and X;, so that the problem is made simpler.

s ! 1
PX) ¢
~

ENERGY

N

e S

It is not necessary to find the root X;, (also including case 1-a), as if ¢,(X)<<e for a
definite value of X < X it is also certain for all the values of X less than this as we
have previously seen. Then, if the greatest value that X takes in the experiment is
Xy (< X,, in the cases where E,, (X) cuts the axis), it is enough to demand that the
program of calculation of the analytical expressions, at the same time that it calculates
the values of E,, and | 1 >, in the process of adjustment between the theoretical and
experimental signals, calculate the relative error which would be made when the
perturbation of that order, for X = X, is disregarded. In principle one might think
of limiting the degree of the polynomial expression to the smallest value of # which
fulfils the condition e, (X,) < e, but this would not be correct as it is necessary to verify
also what happens on disregarding the perturbations of an order superior to m + 1. For
this, and owing to the general descending tendency of the values of the perturbations
as m increases, it is enough to calculate some perturbations of an order superior to
m + 1 and demand that the program fix the degree of the polynomial expression on one
value of K so that the sum of the perturbations inmediately superior to K divided by
the value of the polynomial for X = X, to be inferior to e. We shall illustrate this later
with some examples. To find out if X, <X, in the case of E,, (X) cutting the X axis,
it is enough to calculate the value of E, (X) for X very close to zero and see if it has
the same sign as E,, (X).

Finally we wish to re-state that, in a level-crossing experiment, it is necessary to
realize measurements of the crossing signal for different values of the density of atoms
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studied, later extrapolating the results for null density, and for each density it is necessary
to make the sufficient number of series of measurements in order to calculate the
probable error of the results. As, in the calculations, the values of the energies and wave
functions are considered to be independent of the density of atoms (for the values of the
density which are normally used in these experiments), it is only necessary to verify the
number of necessary perturbations on adjusting the first series of measurements, as the
results obtained can be used for the other series. As the number of series of measurements
necessary is considerable and the verification process ror the number of perturbations
necessary is very simple, the time spent on this process is unimportant compared with
the adjustment time.

In the event of not being able tc obtain polynomial expressions of a finite degree,
for the energies and components of the wave functions, in all the interval of variation
of X, or if they can be obtained but they are of an excessively high degree, this interval
can be divided into various subintervals and the method of perturbations with different
values for B, be applied in each of them.

To show the advantage of our method over a diagonalization method, we present the
results we have obtained applying it to the hyperfine magnetic sublevel-crossings of the
level 6Py, of Cs'. We have chosen this example as the crossings between the hyperfine
magnetic sublevels of this level are measured experimentally and because we consider
that the level 6°P;, of Cs' is one of those which could present most difficulties to the
application of a perturbation method, owing to the curvature of its sublevels in function
of the external magnetic field (fig. 2). We have used the values a=50.45 MHz, b=0.42 MHz
for hyperfine structure constants” and g; = 1.3341, g; = 0 for the Landé factors®.

E(MHz) ISS{S453I52> 151> 150> 151> [5-2>
500

PRSP, 21> P> 33> 144>
1530 60 90 120 150 180 2i0 240 H(Gauss)

Fig. 2

Using the experimental signals obtained by R. W. Schmieder et al® for the Hanle
effect and the crossings A, B and C (fig. 2) of the level 6°Py[, of Cs', it can easily be seen
that all the information that can be obtained from the crossings is found in the case of
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the Hanle effect, in the signal zone obtained when B varies between 0 and 25 Gauss.
It is also found that for the crossings A and for the set of crossings B and C (which are
seen together) all the information is obtained if one zone of the signal, corresponding
to a variation of the magnetic field of 18 Gauss, is taken. Taking this into account, we
have obtained analytical expressions of the energies and wave functions of all the
sublevels which intervene in the crossings stated earlier, so that the relative error made
in the calculation of E, is less than 0.1 %, when the magnetic field covers the intervals
stated earlier.

AEASBIS B

|41> |31> 313

513 0.069
25 54.1 0.19
0.36 16.5 0.046
0.0062 231! i 0.023
0.0059 2:5 0.016
0.0056 2.1 0.005
0.0011 1 0.003

Before presenting the results we want to show two examples of how the number of
necessary perturbations is determined. In table I the values of | e, (X) | are shown in %,
with X = 25 Gauss and B, = 0 Gauss (Hanle effect) for the sublevels ]F =4 M;=1>
and ]F =3, My = 1>, which indicate when the perturbation of order m -+ 1 can be
disregarded. For the sublevel |4,1 > it can be seen that | e, (25) | begins to be less that
0.1 % for m = 4 and that the sum of ]e,,, (25)[ for m =4, 5, 6, 7 and 8 is less than
0.1 %; it is not necessary to follow the sum owing to the rapid decrease of ] e (25)] when
m grows. In this case it happens that the first perturbation that can be disregarded,
that of order 5, is that of the least order for which | e, (25) | < 0.1 %. On the other hand,
for the sublevel |3,1> the first perturbation for which | e, (25) | <0.1 % is that of order
9, while analysing table I it is seen that the first perturbation that can be disregarded
is that of order 11.

T ACBIRE =Sl

Crossing 1 State

|4 +3>
|4 +2>
|4+ 1>
|4 0>
|4 —1>
i —
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In table II we present the number m of perturbations necessary to calculate E,,, with
an error less than 0.1 %, for the levels pereviously stated, which are obtained from repre-
sentations of the hamiltonian of dimension greater than 2 x 2. As can be seen, this
number is low and the analytical expressions of the energies are very easy. We have
not thought it necessary to present the results corresponding to |1|,> @ as having the
wave functions presented 3 or 4 components the table would be excessively complicated
and besides, these results show nothing new, since we hace already seen that m is of
the same order for energies and wave functions.

To show the advantages of the method of analytical expressions we have compared
the times necessary for calculation of the energies and wave functions of the sublevels
which cross, for Hanle effect and the crossings A, B and C, by means of a diagonalization
method of Jacobi and our method of analytical functions. For this we have required,
in both cases, the relative error made in the extremes of the variation interval of B to
the less than 0.1 % and we have made calculations for the cases where on detecting
the crossings signal measurements are made for 10 or 20 different values of the magnetic
field.

TABLE III

Crossings 10 points 20 points

Hanle 42 % 22.5 %
A 18.5 % 10 %
AyC 11.5 % 7 %

In table III we present, in %, the quotient between the calculation time with our
method and with the Jacobi diagonalization method. For the Hanle effect B, = 0 has
been used and for the other crossings the mean point of the variation intervals of B.
Using B, centred in the variation interval of B in the case of the Hanle effect
(B, = 12.5 Gauss) the calculation time by our method is reduced by 15 %. It can be seen
that the advantages of the proposed method are evident.
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FORMULACION Y ESTUDIO DE UN METODO
OPTIMIZACION PARA PROBLEMAS DE DISENO
DE COMBINACIONES OPTICAS
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Abstract

The characteristics of mathematical methods of minimization are studied as applied
to the problem of designing optical combinations. It is derived an analytical expression
which allows the calculation of the optimal step in numerical derivation and several
formulations are analysed for the calculation of partial crossed derivatives and their
errors. It is studied the most suitable way of using the methods of optimized gradient,
acceleration of convergence and minimization parameter by parameter in order to solve
the problem of optical combination. Criteria are given for the most effective combination
of these three methods. Finally the results are included of a typical example: the correc-
tion of a Taylor triplet.

Introduccion

Casi todos los problemas de disefio de sistemas Opticos acaban mdas pronto o mas
tarde en uno de minimizacién, para hacer optimo el comportamiento del sistema en con-
diciones especificas. Por ello analizamos este problema para poner a punto un método
de optimizacién especialmente construido para el disefio de sistemas Opticos.

Es conocido (1) que, si bien existe desde el punto de vista matematico una axiomaética
tnica para minimizar funciones, los procedimientos précticos varian enormemente, de
modo que cada problema concreto tiene su método mas adecuado, obtenido en la mayoria
de los casos por experiencia, llegando a darse el caso de que procedimientos de gran
eficacia y convergencia para un problema se muestran ineficaces para otros.

El método aqui propuesto, por estar especialmente construido para disefio de sistemas
Opticos, debe tener en cuenta las peculiaridades propias de este problema, asi como las
generales de los métodos de optimizacién. Entre ellas destacamos:

a) Como peculiaridad comiin a casi todos los métodos de optimizacién esta el pro-
blema del «estacamiento», en el que la convergencia hacia el minimo llega a ser de ex-
tremada lentitud, al cabo de cierto ntimero de iteraciones.

b) Otra peculiaridad bastante comun es la obtenciéon de minimos locales que imposi-
bilitan el encuentro del minimo absoluto.

* Este trabajo se ha realizado con la ayuda de una Beca de Iniciacién a la Investigacién y Forma-
cién del Profesorado concedida a S. Mar.
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c) En el caso concreto que nos ocupa, las funciones por estar basadas en la marcha
de varios rayos a través del sistema, requieren un tiempo de calculo relativamente alto.

d) Otro problema es que la dependencia, de la funcién a optimizar, con los parame-
tros libres no es en la mayoria de los casos explicita y ello obliga al cédlculo de las deri-
vadas por el procedimiento de incrementos finitos. En este caso un problema de gran
importancia es la determinacién de un incremento apropiado para la obtencién de las
derivadas con suficiente precisiéon numeérica.

Nuestro método tiene en cuenta cada una de estas peculiaridades.

Las funciones a optimizar en el problema del disefio de sistemas Opticos son las lla-
madas genéricamente funciones de mérito.

Prescindiendo del criterio que se siga para su definicion, llamaremos funcién de mé-
rito a una relacién que para cada conjunto de valores de los parametros libres del disefio
(radio, espesores, distancias, focales, pupila, etc.), asigna un valor tnico relacionado con
la calidad del sistema y que se pretende que sea minimo. Si n es el nimero de parame-
tros libres, la funcién de mérito f sera una aplicacién de un espacio de # dimensiones
(espacio de los parametros), a la recta real.

f: R* —— R

Como ya hemos indicado, la valoracion de estas funciones requiere un tiempo de
calculo relativamente largo, por ello se ha procurado emplear un procedimiento que ex-
traiga la maxima informacién con el menor numero de evaluaciones de la funcién, y por
lo tanto que seleccione los puntos que «a priori» pueden suminstrar dicha informacion.
El método sera tanto mas eficaz, en tiempo de calculo, cuantas menos veces evalie la
funcién, aunque luego realice un andlisis mds largo de los puntos calculados para obte-
ner la maxima informacién; por muy largo que sea este andlisis siempre seri preferible
a calcular la funcién un mayor numero de veces.

El método, que basado en estas premisas y que a continuacion se detalla, ha sido
programado en FORTRAN para un IBM 1130, se ha empleado en todos los problemas de
optimizacién que se nos han presentado, mostrandose siempre de gran eficacia. Su puesta
a punto la realizamos con un ejemplo tipico, para poder analizar cada uno de los puntos
del procedimiento. "

Este caso concreto fue la optimizacion de un Taylor (triplete Cooke) cuyos datos del
anteproyecto estan dados en la Tabla I, asimismo se dan los parametros del sistema
corregido.

Como funcién de mérito se utiliza una estudiada por nosotros (2) dada por:

1 (ESF>  (ASTy  (CPy (ESF) (AST)
FM = —n'2 ¢’} + + = +
4 45 40 60 36

(ESF) (CP) (AST) (CP) (CRLYy 1
el e ap :I Sp e n,kz G,kz
36 30 12

[ (COMAY Y/ (DISTY Y, (COMA)(DIST)  (CRTy
+ +
54 70000 1125 3 ]

donde las aberraciones se calculan a través de las Sumas de Seidel.

Para evitar valores excesivamente pequefios de esta funcién de meérito, se multiplicé
por 10*

f = FM x10*

Se toman como parametros libres 7y, 75, 73, 74, 75, dy, d), s,, manteniendo fijas las de-
mas y dando a 7, el valor adecuado para obtener focal 10.

g
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TABLA I
Focal =10
Campo = 0.3640 radianes
Abertura = f’/3.5
Radio pupila = 1.4286
Posicién objeto = —x
Sistema inicial Sistema final

Radios Espesores Indice (f) Indice(d) N.° Abbe Radios Espesores

3.787 3.8196
0.55 1.62384 1.61050 46.76 0.55
— 86.20 — 54.138
1.342 12 1.0808
—4.321 — 4.5765
0.2 1.64539 1.62250 28.19 0.2
3.924 3.4727
1.341 1% 1.0667
47.390 14.154
0.6 1.62384 1.61050 46.76 0.6
— 3457 — 3.8652
P. diafragma = 0.7555 del vértice 2.* sup 0.63539 de la 4.* sup
P. pupila = 1433 del vértice 1.2 sup 3.1560 de la 1.* sup
FM = 0.143.10> 0.316.10-7

V.2. Calculo de las derivadas

Volviendo al método de minimizacién nos enfrentamos en primer lugar con el calculo
de las derivadas. En dicho célculo, por el procedimiento de incrementos finitos con cal-
culadoras, se encuentra el siguiente compromiso.:

a) Para obtener un buen valor de la derivada, matematicamente interesa que el in-
cremento tienda a cero. Siempre que éste sea finito la derivada obtenida por cociente
de incrementos diferirda del valor real en una magnitud E;, que es conocida como error
de truncacién. Como se vera, este error tiene aproximadamente una dependencia cuadra-

—
tica con el valor del incremento de la variable (A x).

- -
b) Sin embargo, al tender a cero A x, los valores de la funcién en el punto X, y

3().0 + A ?llegan a ser muy similares, teniendo gran numero de cifras significativas igua-
les, por lo que la evaluacién numérica de su diferencia pierde significado y aumenta fuer-
temente el error en la derivada. Téngase en cuenta el limitado niimero de digitos que re-
serva una calculadora para el almacenamiento de una magnitud (de 8 a 9, y en algunos
casos 16). Este es el error de redondeo, E,, y en el valor de la derivada primera influye

— —
como 1/|A x| y como 1/|A x|? para las derivadas segundas.
En la grafica 1 se representan ambos errores en funcién de incremento de la varia-
ble, asi como su suma que da el error total de la derivada.
La expresiéon analitica del minimo error total se obtiene por derivacién de la suma de
redondeo y truncacién.

= e
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Fic. 1. — Variacion de los errores de trunca-
cion (E;), redondeo (E) y totales (E; + Ez)
con el incremento de derivacién, €, para deri-
vadas primeras (sub. 1) y segundas (sub. 2).

Expresion del error de truncacién

El error de truncacién viene dada por la diferencia entre el valor

derivada (DP) y el valor exacto.

numeérico de la

- —
Desarrollando en serie de Lagrange la funcién en el punto X, + & respecto al parame-

tro i, y operando se obtiene
1
E; = — &2 DTR;
3!

donde ¢; es el incremento para variable 7,

2
DTR, = — [(DP,),.— (DP;) ]
g2
f+ o f-
(DP), =———
2¢;

derivada primera numérica calculada con incremento &

(DP,-)2E lo mismo con 2¢;

De modo similar puede procederse con las derivadas segundas;

2
E;= 2 2DCR,
41

e
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donde

4
DCR; = — [(DS;),,— (DS)),]

e?

fs +1-—21

ef

(DS) =

derivada segunda numérica calculada con incremento &;.

Puede apreciarse la depedencia cuadratica con el incremento tanto para las derivadas
primeras como segundas.

Expresion del error de redondeo

Este error nace de la limitacién en los digitos almacenados por la calculadora. En
el calculo de la funcién se obtiene como resultado una cantidad con un numero de
cifras limitado. Sin embargo, ni siquiera todas estas cifras son correctas, ya que en
las sucesivas operaciones hasta la obtencién de la funcién se ha ido incrementando
poco a poco el error en las ultimas cifras; llegcando éstas, en la mayoria de los casos,
a ser totalmente aleatorias. La estimacién del numero de cifras correctas de un re-
sultado numérico de modo riguroso resulta un problema muy complejo, en el que
intervienen factores tales como: el numero de operaciones realizadas, la propia orga-
nizaciéon de la calculadora, su C. P. U. (Central Processing Unity), las subrutinas propias
del sistema, y de modo muy importante la programacién del problema, etc. Por todo
ello, la estimacién de este ntiumero de cifras correctas suele estar basado en la experien-
cia, dando como error relativo en tanto por uno r = 0.5 x 10-"*!, donde n es el nuimero
de cifras correctas en la evaluacion de la magnitud determinada. La calculadora con la
que hemos trabajado reservaba aproximadamente 9 cifras decimales para cada ntumero
y hemos estimado entre 5 6 6 el numero de cifras correctas, por ello tomamos r = 10->.

En general, el error de redondeo absoluto en el cédlculo de la derivada primera puede
estimarse como

f+—f— 1
E, = Error Abs. [-——-) — —— Error Abs. (f.—7f.) =
2¢ 2¢

1 fr
= e e
2¢ €

donde f es &l valor medio de f, y f_; y de modo similar, se obtiene que el error para la
derivada segunda esta expresado aproximadamnte por

g2

Donde aparece la dependencia con 1/e y 1/¢2 en el error de redondeo de las derivadas
primera y segunda respectivamente.

— 87 —
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Estimacion del incremento éptimo

El incremento éptimo se obtiene por derivaciéon de la suma de los errores de redon-
deo y truncacién, lo implica un error minimo en la valoracién numérica de la derivada.
Al derivar y despejar se obtiene, para derivadas primeras:

Eopt =

y para las segundas
Eopt =

como valores éptimos de los incrementos.
Ante estas expresiones de los &, hay que considerar las siguientes cuestiones:

1) Precision con la que deben calcularse estos valores, es decir, los intervalos de ¢,

en torno al valor optimo, en los que el error de las derivadas no excede a una magnitud
razonable.

2) Como se dispone de dos valores de &,,, uno para derivadas primeras y otro para
segundas, ésto obligaria a calcular la funcién en puntos distintos para la obtencién de
las derivadas primeras y para las segundas, con el consiguiente aumento de calculo.

Para analizar el primer punto se estudié el comportamiento de los errores de redon-
deo, truncacién y total, tanto para derivadas primeras como segundas, frente al incre-
mento de la variable.

En la grafica 1 se representan estos errores para el primer pardmetro libre del sis-
tema elegido.

Tomando como cotas maximas de error para la derivada primera 1 % y para la deri-
vada segunda 2:%, puede apreciarse que cualquier .valor de & comprendido entre 0.008
y 0.07 nos daria valores de las derivadas dentro de los errores exigidos. Puede observarse
que estos valores difieren en un orden de magnitud y, anidlogamente, sucede para los de-
mas parametros; lo que nos permite afirmar que el valor de £ no es muy critico y sola-
mente su orden de magnitud es significativo.

Normalmente dentro de este intervalo, en el que las derivadas tienen errores tolera-
bles, se encuentran ambos &,,, y esta circunstancia nos permite resolver el segundo pro-
blema definiendo un tunico &,,, combinacién de los anteriores. Por lo tanto sélo serd nece-
sario calcular la funcién en dos puntos y a partir de ellos pueden obtenerse las deriva-
das tanto primeras como segundas, por lo que se reduce a la mitad el niumero de puntos
donde hay que evaluar la funcién.

Nosotros hemos tomado como: combinacién el 75 % de €!,,, de derivadas primeras mas
el 25 % de segundas, basados en la idea de que las derivadas primeras juegan un papel
mas importante en la minimizacion que las segundas. Se han probado también
(50 % €100 + 50 % €2,) ¥ (25 % €y + 75 % €l,,,) asi como llevar por separado glopt ¥
€%,; las diferencias que se encuentran en cada caso para las derivadas primeras y se-
gundas no eran muy:- significativas, pero si en las derivadas cruzadas que, como veremos
mas adelante, mejoran con el primer criterio; por todo ello definimos:

3 1

1
supx = - € opt + Szup(

Como ya hemos indicado en la evaluacién de e, es necesario estimar DTR o DCR, ¥
para ello deben calcularse las derivadas primeras y segundas que a su vez necesitan de

oo
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un valor de €. Por esto se comienza el cilculo con un & arbitrario y se realizan las si-
guientes evaluaciones:

€ —> fu, o, fars o — (DP), (DS) —> (DTR), (DCR) —> &y

repitiéndose el célculo con el nuevo e,,, si las derivaciones no tienen la precisién sufi-
ciente. Normalmente dos pasadas suelen ser suficientes, como se muestra en la tabla II.

TABLA II

£ DP DS DTR DCR

Eopt

1.e= pasa 0.3787 — 0.07918 0.3807 — 1.093 — 3.049 0.02731
2.° paso 0.02731 — 0.06008 0.3532 — 0.748 — 2225 0.01842
3. paso 0.01842 — 0.06003 0.3531 — 0.749 — 2420 0.01814
4.° paso 0.01814 — 0.06003 0.3531 — 0.748 — 2457 0.01811
5.° paso 0.01811 — 0.06003 0.3531 — 0.747 — 2.286 0.01829

Con el valor de g, obtenido en el primer célculo, se pueden ya evaluar derivadas
con precisién superior a la deseada, sélo en algunos casos seran necesarias dos pasadas
para obtener la exactitud deseada en las derivadas.

Para iniciar el cdlculo debe tomarse un & cualquiera, preferentemente grande, ya que
el error de truncacién es menos perjudicial que el de redondeo, debido a la aleatoriedad
de este ultimo. Nosotros hemos tomado €; = x;/10. En los demdas pasos ya no es necesa-
ria esta eleccidn arbitraria, pues se tomé como & el evaluado anteriormente.

Dado que el célculo de los €., exige la evaluacién de la funcién en cuatro puntos por
parametro (con el consiguiente aumento en el tiempo le calculo) es conveniente reali-
zarlo el menor nimero de veces en el camino hacia el minimo.

La estimacién de &,, es de gran importancia en el caso de disefio de sisiemas épticos.
Cuando la funcién de meérito depende fuertemente de un parametro, el g,, asociado
sera pequeno (3).

La dificultad de las distintas dependencias de la funcién con las variables se salva
utilizando en la derivacién un €., para cada variable.

Algunos autores suelen utilizar un & comun para radios, otro para distancias, otro
para espesores, etc. En los calculos realizados por nosotros esta hipdtesis llevaria fuertes
errores en la evaluacién de las derivadas, pues como muestra la tabla IIT los &, para
distintos radios son de orden muy diferente. No obstante, las diferencias entre los g,
de una variable, en las distintas iteraciones, no se hacen muy significativas si el niimero
de éstas no es muy elevado. Esto unido a no ser muy critico el valor de &, y a lo
costoso de su obtencién, aconseja no recalcularlo sino de un modo muy esporadico. No-
sotros hemos tomado como criterio recalcular los &,, cuando la funcién de mérito se ha

TABLA III

Iteracion Funcion Eopt (T1) Eopt (72) : Eope (di) Eopt (Sp)

0.014277 0.0183 2.18 1 0.0291 0.0833
0.00740 0.0171 ; | 0.0209 0.0764
0.00699

0.00032
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reducido en un orden de magnitud; para tales variaciones (como puede apreciarse en
la tabla III, iteracién 6 y 15) la nueva posicién en el espacio de los parametros estd tan
alejada de la anterior que las modificciones en el valor de &, son significativas, y por
lo tanto deben recalcularse.

Todo lo anterior nos lleva a la conclusion siguiente: los valores de los & éptimos de-
penden fuertemente de la Relaciéon Implicita entre la Funcién y la Variable, pero dichos
valores para cada variable se mantienen significativos en un ampilo margen de varia-
cién de la funcién.

El empleo de ¢,, como aqui se ha descrito nos ha permitido obtener valores de las
derivadas primeras y segundas con errores siempre inferiores al 1 %, utilizando exclusiva-
mente dos puntos por parametro (f_ vy f.). Sélo en las iteraciones que se recalcularon el
€t SE Drecisan cuatro puntos (f,, f_, f2:, f».). Si se tiene en cuenta que estos mismos va-
lores de f. y f_ deben utilzarse para el calculo de ambas derivadas (primeras y segun-
das), y que el f, es comtn para todas las variables, se deduce que solamente son preci-
sos 2n + 1 valoraciones de la funcién para obtener las derivadas primeras y segundas.

Derivadas cruzadas

Para el cdlculo de las derivadas cruzadas es preciso conocer la funcién en algunos
puntos de un rectdngulo con centro el punto x, y de lados 2 ¢;, 2 ¢,. Los puntos, ademas
de los ya definidos, le llamaremos fi., ., fii, jo» fisjer Fioyjoe

La figura 2 representa la situacion relativa de estos puntos y la funcién asociada a
ellos.

Xi

F1G. 2

Conocidos estos valores de la funcion, son varias las expresiones que permiten el
calculo numérico de las derivadas cruzadas. Como mas significativas damos las siguien-
tesfi indicando los errores de truncacién para cada una de ellas:

1)

fi+. j+ '—'fH-. i— _'fi—, i+ _'f—I: j—

4 ¢ ¢

1 ot f ; ot f
e Lot

6 0x’0x; 9x,0x}

fir + fio + Fio + Fim —Foesjo—Fios

0 x; 0x; 2¢; €

1 o* f
(E:)Z = (El)l W= € &
4 ox2 0}
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3)
*f fir,jo —Fis—Fis + fo

0 x; Ox; €; g

+ (E.)s

1 & 1 o
(B=(E) e s Ce e
2 8x20x 2 9x0x

Como puede apreciarse los errores van aumentando desde la 1) hasta la 3); sin em-
bargo, recordando que las funciones f;,, f._, f;., ;- ya han sido evaluadas para el célculo
de las derivadas primeras y segundas, se puede observar que la primera férmula requie-
re el calculo de la funcién en cuatro nuevos puntos, la segunda en dos y la tercera en
uno. Este compromiso entre precisién y tiempo de calculo requiere una solucién distinta
seguin los problemas concretos.

En el caso de optimizaciéon de funciones de mérito para sistemas Opticos, la primera
féormula queda normalmente descartada por el elevado ntmero de célculos de la fun-

n(n—1)
cién; hay que tener en cuenta que existen ———— derivadas cruzadas distintas. La se-
2
gunda es la. mas indicada para casos en los que se requiere gran precisién; ya que sin
ser excesivo el numero de evaluaciones de la funcién, su error, al igual que en el primer
caso, es de orden dos en & y por lo tanto muy pequefio.

La tercera presenta errores de orden uno en & y por ello mas fuertes que en los casos
anteriores. En nuestro problema hemos probado estas dos tiltimas, obteniéndose dife-
rencias de 2 6 3 % en los valores de las derivadas cruzadas, y por ello elegimos la ter-
cera expresion a causa de la mayor rapidez en su evaluacion.

El &, para las derivadas cruzadas, como puede observarse de las expresiones del
error de truncacion, tiene una dependencia cruzada en los € lo que dificulta la obtencion
de un &, sin excesivas evaluaciones de la funcién. Como indicdbamos en el apartado
anterior, hemos probado con los ¢, de las derivadas primeras, con los de las segundas
y con los definidos por combinacién de ellos, dando los mejores resultados para la re-
lacién:

3 1

1
Eopt = Eopt + — Szopt

Esta utilizacién de un g,, comun para todas las derivadas ha permitido hacer uso
de los mismos valores de la funciéon para obtener todas las derivadas.

La tabla IV da el nimero de evaluaciones de la funcién para los distintos calculos.

TABLA IV

n: numero de pardmetros 2
; Niuwmero de eval 1 16
Cdlculo de e evaluaciones de la funcion

DERIVAGAS EDEIIICEAS =. s e b e Ee e 2n + 1

n(n—1)
Derivadas primeras, segundas y cruzadas. 20 1)
Derivadas primeras y & Optimos ... ... ... 4y 4+ 1

Derivadas primeras segundas, cruzadas j nn—1)
€ Optimos dn.+ 1 4
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Extrapolaciéon de Richardson

Hay casos en los que se precisan valores mas exactos de las derivadas y esto puede
conseguirse por el método de extrapolacion de RicHArDSON (4). Este procedimiento eleva
el numero de calculos de la funcidn, y sélo debera emplearse en zonas de convergencia
dificil, o también cuando se calculan los &, que obligan a cuatro evaluaciones de la fun-
cion y permite aprovechar estos valores para obtener mayor precision en las derivadas.

Cuando se dispone de 5 puntos (fo, f., f:., f_, f,_) necesarios para el célculo de los &,,,
puede obtenerse:

G = (D P),. i o bien G = (DS)
G’ = (D P) o bien L= (DP)

Eopt

2 Eopt
t
y con ello o
16 1
Gll b T Glu T T G”O
15 15

Los valores de G,' tienen normalmente errores inferiores al 0.1 %. En los pasos en los
que se calcula el ¢,,, aprovechando los 5 valores de la funcién, se pueden obtener unos
buenos valores de las derivadas.

En el célculo inicial de los g, el valor de G,' puede servir para calibrar la calidad
del e, obtenido; G,' puede tomarse aproximadamente como valor exacto de la derivada,
si G difiere en mas del 1 % de G,' debera recalcularse ¢,,, de este modo se tiene una
gran seguridad de disponer de un buen valor de &, inicial.

Método del gradiente optimizado
Resuelto el problema de célculo de las derivadas con precisién analizaremos el método

de optimizacion. :
Practicamente, todos los criterios de minimizacién estdn basados en incrementar las

—>
variables en la direccién contraria al gradiente G en cantidades definidas por un coe-
ficiente:

— -

=G

La obtencién de ) diferencia unos métodos de otros.

En el caso del gradiente optimizado se calcula un ) tal que la disminucién del valor

—>
de la funcién sea maximo, es decir que §f(§ x) sea maxima.

Existen varios procedimientos para el calculo de ), de modo que f sea un extremal.
Los mas usuales suelen ser:

1. — Desarrollando § f hasta orden 2.° se obtiene:
-7 > 1> —>
0f=G-5x 4+ —§x-D-.§x
2

— —>
donde D es la matriz de las derivadas segundas. Dado que § x = — G, puede sustituirse
—>

d x en la expresion anterior y derivando respecto a ), se obtiene
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Este procedimiento en el caso dptico tiene el inconveniente del célculo de D, obligando
a obtener la funcién un numero elevado de veces. Ademds, este procedimiento no tiene
en cuenta ordenes superiores que pueden ser de gran importancia.
—>T —
2. — También puede obtenerse sabiendo que j., es aquel que verifica G (Jopn) + G (0)=0,
este método es conocido por el nombre de gradientes conjugados.
Para el caso Optimo este sistema es madas perjudicial incluso que el anterior, pues en

Ll
los sucesivos pasos de aproximacién para el cdlculo de )., es preciso calcular G con el
consiguiente numero de calculos de la funcién.

3. — Hemos encontrado que el método menos costoso y mdas seguro es la obtencion
directa del minimo de la funcion f ()) respecto a ).

F(x) = (o + 82 = f (a—Go )

donde la tnica variable es ).
Este problema se reduce al calculo del minimo de una funcién de una variable cuya
solucién puede encontrarse rapidamente por el método del Steepens-Descendt.
En este algoritmo el paso hacia el minimo viene dado por
- f,!
S
”
h
En nuestro caso:

f (20— Go o+ d W) —f [xa— Go . — d W]
% 243, 5
e ot ia=2h
e e

d ) también debera ser el Optimo para la derivacién, por eso en cada paso se calculan
inicialmente 5 puntos con el d )., del paso anterior, y se evalia de nuevo d k., para €l
paso presente.

Dada la fuerte convergencia de este método en una variable y forma de dependencia
de f()) frente a ), sélo son precisos 2 6 3 pasos para encontrar el minimo deseado, lo
que exige un reducido numero de calculos de la funcién.

La tabla V muestra una de las obtenciones del minimo de f()) respecto a } para el
sistema que estudiamos.

’

h'=

TABLA V

(d ]uopt)inicial = 0.0405 (d -;~np1)auuml = 1.123

i £,/ T 42 2 frucn

0.007397 —0.541x10~* | 0435 x 105 | ~ 1242 12.42 0.007008
0.007008 —0.111 % 10-* | 0.293 x 10-° 3.78 16.20 0.00698684
0.00698684 | —0.0044 x 10~*| 0.270 x 10-° 0.16 16.36 0.00698680

Como puede apreciarse, la tercera iteracién da el valor de ). esto ha exigido 11
célculos de la funcién (5 para la primera iteracién y 3 para cada una de las siguientes)
muy inferior al exigido por el cdlculo de la matriz de las derivadas (28 para un caso
como el nuestro de 8 parametros). Para tener seguridad de haber calculado el minimo
se obtuvo una tabla de f()) frente a ), observindose un minimo en el punto solucién,

o Wit
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este resultado era previsible dado el valor de la derivada primera (dos 6rdenes de mag-
nitud inferior al inicial) lo que indicaba la existencia de un minimo.

El método del gradiente optimizado, asi formulado, es de una gran convergencia en
los primeros pasos; sin embargo, en seguida se entra en una zona de «estancamientos» (5)
donde es conveniente recurrir a procedimientos mas sofisticados para salvar este perju-
dicial fenémeno. La causa de los «estancamientos» es intrinseca al propio método del
gradiente, siendo inevitable desde el principio de su utilizacién. Efectivamente, en el es-
pacio de las variables los puntos de igual valor de la funcién suelen ser hiperelipsoides
con los semiejes muy diferentes, el método del gradiente conduce rapidamente a los ex-
tremos de los elipsoides correspondientes a los semiejes mayores, produciéndose en €sos
momentos el «estancamiento» al intentar ir hacia el minimo en la direccién de dichos
semiejes, cambiando constantemente su direccién como muestra la figura 3.

Aceleracion de convergencia

Para salvar el estancamiento definido en el apartado anterior, se utilizan métodos de
aceleracion:

1. — Algunos de ellos estan basados en la obtencion por extrapolacién de la direccion
hacia el minimo. Sin embargo, este procedimiento suele presentar grandes dificultades
por no coincidir los semiejes de los elipsoides con los ejes de coordenadas de nuestras
variables y las rotaciones oportunas para conseguir dicha coincidencia suponen una ex-
tremada complicacion.

2. — Por ello resultan mas eficaces los métodos que directamente tienen en cuenta
estas circunstancias.

El usado por nosotros se ha mostrado de gran eficacia y esta basado en: la deforma-
cién de la métrica en el espacio de las variables hasta convertir los hiper-elipsoides en
hiper-esferas, téngase en cuenta que si esto se consigue exactamente en un solo paso de
gradiente optimizado, se encontraria el minimo. Sin embargo para simplificar el método
se hacen aproximaciones no siempre exactas que si bien producen pasos de gran efica-
cia no dan exactamente el minimo.

Si hacemos la hipétesis que las derivadas no van a variar mucho del punto donde nos
encontramos al minimo podemos poner

D, =~ D
i —>
(35 faceierado =00 D G,
;\.Iopl = 1
Sin embargo, esta estimacién de )’ al igual que ocurria en el método del gradiente no

es muy precisa y resulta mas eficaz calcular directamente el minimo de f ()7), pero ahora
siguiendo la direccién acelerada.

— -
77(8 %) = f (%— 4" Dy~* Gy)

—= = —_>
donde G, y D, son las derivadas en el punto x, en el que nos encontramos, y f pasa a ser
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una funcién de un solo parametro donde aplicaremos el mismo procedimiento que el
expuesto para el gradiente.

El método de aceleracion requierc mas calculos que el del gradiente, pero evita el
estancamiento por su fuerte convergencia. Debido a que no se tienen en cuenta deriva-
das de orden superior al segundo no da directamente sobre el minimo, pero al descolocar
del extremo del hiperelipsoide vuelve a ser muy eficaz el método del gradiente; por ello
una combinacion adecuada de ambos métodos resulta de una fuerte convergencia y
rapidez.

En principio, los pasos acelerados deben emplearse el minimo numero de veces dado
que son mas laboriosos de realizar que los de gradiente, sin embargo, como su direccion
apunta mas directamente hacia el minimo, que la direcciéon del gradiente, permite en
algunos casos «saltar por encima» de algunos minimos locales no muy fuertes como
ocurre en el ejemplo aqui expuesto. Si se deja al método realizar 15 iteraciones de gra-
diente antes de una acelerada, como muestra la grafica 4, entra en un minimo local del
cual resulta imposible salir, aunque se utilicen pasos acelerados u otros métodos.

Normalmente, realizadas las cuatro primeras iteraciones de aproximaciéon al minimo,
se ha empleado un paso acelerado por cada paso de gradiente, obteniéndose el minimo
«absoluto» con un reducido numero de iteraciones.

En la grafica 4 puede observarse la eficacia de los pasos acelerados frente a los de
gradiente, cuando aquéllos dejan de ser eficaces es por haber alcanzado el minimo y
el método debe pararse. Es conveniente hacer notar que la diferencia de los valores de
la funcién alcanzada con el método del gradiente y el acelerado parece poco significativa,
en la iteracién 15. Sin embargo, en valores tan pequenios de la funcidén de mérito, redu-
cir 3 veces su valor representa una importante disminucién en sus aberraciones.

Funcién de meérito ><1O3

Gradiente

— Acelerado
F1G. 4. — Variacién de la funcién de mé-
rito con las sucesivas iteraciones para el
método del gradiente optimizado y una
conjuncién de gradiente y aceleracion.
o ‘*t‘-"—lno--— - ce- ace e

S lteraciones
10 20

i
En la tabla VI se muestran las aberraciones en ambos puntos de la iteracién 15.
En las graficas 5 pueden apreciarse las manchas aberrantes para el sistema antes de

corregir y después, respectivamente.

-— 95 —
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TABLA VI
Iteracion 15 Iteracion 15
GRADIENTE ACELERADO
f= 1.07848 x 103 = 0.31581 x 103 ‘
ESF = — 0.054 ESF =  0.050
COMA = 0.010 COMA =  0.00037
AST = —(0.269 AST = —0.144
C.S. = —0.201 CS. = —0.186
C.T.= 0.068 C.T. = —0.043
DIST % = 0.18 DIST % = 0.011
CR.L = —0.027 CR.L = 0.014
CRT = 0.0012 CRT =  0.000070
FOCAL = 10.00 FOCAL = 1C.00

FMT=0.143x10" FMT=0316x10"

\@u‘i‘ |

MEDIO CAMP

(O]
._‘___
F1G. 5. — Las curvas representan
los impactos, calculados en ter-
cer orden, en plano imagen de
N
005¢cm

los rayos que inciden en la pu-
Minimizacion parametro a parametro

pila a o =1; 075 05 y 025,
,l\ respectivamente.
i

El método consiste en obtener el minimo de la funcién para el primer pardmetro;
desde este minimo calcular el del segundo y asi sucesivamente.

Es siempre mas lento que los anteriores por el elevado ntumero de calculos de la
funcién que se ha de realizar; no obstante, puede ser empleado cuando se entra en zonas
de convergencia muy dificil, donde los métodos anteriores encuentran grandes problemas.
Es siempre mas seguro y permite salvar zonas con derivadas de érdenes superiores al
segundo muy fuertes. Como es légico, deben emplearse en casos muy extremos, procuran-
do volver rapidamente a los métodos anteriores.

En el célculo de este minimo parcial es conveniente utilizar el procedimiento de
Steepens Descent para cada pardametro por ser el mas rapido:

f/

X =i—

T
g6
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Para el calculo de f y f;” utilizaremos los &, definidos anteriormente.

Calculo de

Céleulo do

si proceds
Gl

Cdlculo de la fun-

nuevo

para ¢

v indicadores

cular €

y derivadas extrap

En la aplicacién de este método, légicamente, se asigna una tolerancia al encuentro del
minimo parcial. Conviene tomar el valor absoluto de la derivada segunda, pues si estuvié-
semos muy alejados ésta podria ser negativa y conducirnos en contra del minimo.

Debido a la rapidez en acercarse al minimo parcial, puede dar pasos demasiados lar-
gos y llegar a «saltarlo» por eso es conveniente comprobar que el nuevo punto es mejor
que el anterior; si no ocurre asi, partir el paso a la mitad y repetir la comprobacién.
Esto unicamente suele suceder en el primer paso de modo que una o dos particiones del
incremento son bastantes para encontrarse en un punto mejor; téngase en cuenta que a
medida que se acerca al minimo parcial, el algoritmo es mas eficaz y se reduce la posi-
bilidad de pasos demasiado largos. Como indicibamos antes, tres pasos suelen ser sufi-
cientes para localizar el minimo.

Normalmente una minimizacién para cada parametro suele ser suficiente para salvar
una zona dificil, siendo conveniente volver a los anteriores recalculando los &, y obte-
niendo las derivadas con mads precisiéon por extrapolacién.

El algoritmo se utiliza siempre en la primera iteracién; su finalidad es situar el sis-
tema en una zona de minimo, es decir, derivadas segundas positivas. El empleo de los
otros métodos en el punto inicial puede ser ineficaz por encontrarse en una zona dificil,
con posibles pendientes muy fuertes y derivadas segundas negativas.

Consideraciones finales y organigrama

Hemos expuesto un conjunto de algoritmos para conducir una funcién a sus valores
6ptimos, especialmente aplicados a sistemas O6pticos mostrando su ventajas e inconve-
nientes. Por ello hemos realizado un programa que utiliza dichos algoritmos en diferen-
tes etapas de la aproximacién al minimo, haciendo automatico el paso de un método a
otro segun las caracteristicas o dificultades en que se encuentra.

R
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Un ejemplo de ello aparece en la grafica 4. El organigrama general es el que a con-
tinuaciéon se detalla.

Nota. — Bajo peticion se puede suministrar el listado del programa en FORTRAN
para I. B. M. 1130 que hemos puesto a punto para la ejecucién de este método de opti-
mizacion.

Agradecemos al Lcdo. Miguel Angel Garcia Quintas su desinteresada colaboracién en
los problemas de andalisis numérico.
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ESTUDIO DE ALGUNOS «OXINATOSy COMPLE]JOS
DE IONES DE LOS METALES DE TRANSICION

III. — Espectroscopia infrarroja de algunos 8-hidroxiquinoleinatos

de Ni(Il) y Co(lI)

POR

F. Gomez BELTRAN, L. A. Oro, M. P. PuEBLA y R. DE VAL

Abstract

The main features of the infrared spectra of thirty-one nickel(II) and cobalt(II)
«oxinates» are reported.

These compounds display several characteristic bands, which allow us to order the
chelating agents in a series whic reflects the «z-bond» forming power of the atoms
directly bonded to the nickel and cobalt ions, supporting the chemical and magnetic
studies previously reported (1).

Introduccion

En trabajos anteriores hemos estudiado las propiedades magnetoquimicas en el rango
65-300K (1) y espectroscopicas en la zona del visible-ultravioleta (2) de los complejos de
Ni++ y Cot+ que forman la oxina y algunos de sus derivados sustituidos en posiciones
5 y 7, siendo todos los complejos obtenidos en el caso del ién Co*¥, octacdricos de este-
quiometria Co(oxina),(H;0),, mientras que con el ién Ni** pudimos establecer una clasi-
ficaciéon en tres categorias:

a) Complejos paramagnéticos octaédricos en los que las dos moléculas de agua no
se van facilmente ni por tratamiento en vacio ni por calefaccién.

b) Complejos paramagnéticos octaédricos en los que las dos moléculas de agua se
pierden espontdneamente o por medios suaves transformandose en diamagnéticos plano-
cuadrados. ;

y c) Complejos que al precipitar de la disolucién acuosa aparecen ya cCOmo diamag-
néticos y planocuadrados.

Estos resultados parecen indicar que los sustituyentes en la oxina son capaces de
modificar su tendencia hacia la formacién de un enlace » en anillo suficientemente ro-
busto para ser capaz de proporcionar complejos planocuadrados y, por tanto, creemos
que esta influencia debiera de manifestarse también en los espectros infrarrojos de los
complejos. Por este motivo hemos realizado este trabajo que ha estado precedido de un
estudio previo de todas las oxinas libres formadoras de los complejos aqui estudiados (3).

Resultados

Los resultados de nuestras asignaciones, ampliamente basadas en nuestro estudio de
las oxinas libres (3) y en otros trabajos (4) y (5) se recogen en las Tablas I, II y III. De
ellas se deducen para los comportamientos de las bandas mas significativas los siguien-

tes extremos:
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TABLA I. — Complejos octaédricos de cobalto (IT)

5ol 5 ; A = y (OH) o anillo ' 2 , W ; i
Férmula del complejo » (OH) 5 (OH) » (CN) y (CO) et »(Co—0)| »(Co— N)| v (Co— OH,)
: 3300
Co(5S0;Na7Ioxina), . 6H,O 3400 h 1630 m. 1370 £. 1040 £. 605 f. 435 m. 270 d. — =
. 3340 -
Co(5S0;Naoxina), . 4H,0 { 3230 h 1635 d. 1327 £. 1070 £. 650 m. 424 f. 270 f. — (209) f.
Co(5Cloxina), . 2H,0 3220 1640 d. 1320 £. 1080 f£. 670 d. 428 m. 278 m. 245 h.d. 209 f.
Co(5Broxina), . 2H,0 3200 1630 d. 1318 £. 1080 £. 649 d. 417 m. 290 d.d.| 244 m. 205 f.
Co(5CH;oxina), . 2H,0 3200 1640 m. 1325 f. 1090 f. 670 m. 422 m. 292 m. 278 m. 218 f.
Co(5NHCOCH;oxina), . 2H,0 3250 1650 m. 1323 f. 1100 m. 665 m. 440 m. 275 d. 235 h.m. (~ 200)
Co(5N = N.C;Hsoxina, . 2,0 | { 3220 1570 & | 1320 | 1097m.. | es0m (LA E | G m | amd 210 h.f.
3100 h. 415 m.

Co(oxina), . 2H,0 3230 1635 m. 1323 f. 1105 f. 673 m. 387 f. 290 f. 245 h.d. 204 f.
Co(5,7CLoxina), . 2H,0 3280 1687 d. 1362 h.f. 1112 m. 665 m. 445 m. 353 m. — —
Co(5Cl7Broxina), . 2H,0 3260 1670 d. 1360 £. 1103 m. 650 m. 440 d. 349 m. — -
Co(5Cl7Ioxina), . 2H,0 3300 1665 m. 1370 1107 £. 610 m. 432 d. 349 m. — —
Co(5,7Br,0xina), . 2H,O 3280 1680 m. 1355 £. 1105 £. 660 m. 440 d. 340 m. — —
Co(5,7T,0xina), . 2H,0 3295 1660 1349 f. 1103 m. 650 m. 429 d. 317 f£. — —

f: fuerte; m: media; d: débil; d.d.:

muy débil; h: hombro.
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TABLA II. — Complejos octaédricos de niquel (II)

2 : » (OH) A 1/2 o Anillo Gl for e e
Formula del complejo 4 1/2 J (OH) » (CN) » (CO) » (OH) Gl (Ni—O)| »(Ni— N)| » (Ni— OH,)

] ; 3400 _ :
Ni (5SO;Na 7Ioxina), . 6H,0O {3200 h 1625 d. 1370 £. 1040 £. 600 m. 445 d. 282 d. i T |

. : 3320 3 228 f.
Ni (5S0;Naoxina), . 4H,0 {3220 h. 1635 d. 1330 f. 1070 f£. 670 m. 425 f. 280 f. — { 223 m.
Ni (5Foxina), . 2H,0 3180 1610 d. 1320 m. | 1085 f. 630 m. 440 m. 298 m. 225 f.
Ni (5Cloxina), . 2H,0 3200 1630 d. 1320 f. 1080 f. 619 m. 422 m. 285 m. (285 m.) 2258 F
Ni (5Broxina), . 2H,0 3220 1635 d. 1321 £. 1084 f. 650 m. 420 d. 302 d.d. 248 d. 223 m.
Ni (5CH;oxina), . 2H,0 3170 1638 d. 1329 f. 1092 f. 680 m. 425 m. 301 d. 270 d. 225 f.
Ni (SNHCOCH;0xina, . 2H,0 | 3270 1645 f. 1325¢. | 1100 m. 2?8 M| #om | 280d [ #45m 225 f.

. 4 3380 : 1100 d. 470 . ,
Ni (5N =N-C¢H;oxina), . 2H,0 {3140 iy 1600 d. 1334 f. % 1090 d. 650 m. { 415 d. 308 m. 282 d. 223 f.

(s [ 1684 d. g :
Ni (oxina), . H,0 3220 < 1326 f. 1105 f. 675 m. 390 f. 299 f. 266 d. 2155 .

| 1636 m.

Ni (5,7Cl,oxina), . 2H,0 3340 1640 m. 1365 f. 1105 f. 630 m. 449 d. 360 m. — 239 m.
Ni (5C17Broxina), . 2H,0 3370 1645 m. 1362 £. 1109 f£. 540 m. 435 d. 350 d. e i o
Ni (5Cl7Ioxina), . 2H,0 3340 1675 m. 1367 f. { Hé; 600 m. 440 m. 355 d. — —
Ni (5,7Br,oxina) . 2H,0 3330 1650 d. 1360 f£. 1105 £. 540 d. 430 d. 350 m. — 229 m.
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TABLA III. — Complejos plano-cuadrados de niquel (IT)

Formula § Anillo : :

; ) » (Ni—O »(Ni—N

del complejo (O v (CO) quelato e ) A )
Ni (5,7Cl,oxina), 1368 f. 1110 £. 450 d. 395 m. —
Ni (5C17Broxina), 1370 f. 1119 m. 449 d. 371 d. —
Ni (5Cl7Ioxina), 1368 f. 1115 £. 450 d. 368 d. —
Ni (5,7Br;0xina), 1372 £. 1120 f. 432 m. 373 d. —
Ni (5,7I,0xina), 1365 f. 1115 423 m. 368 d.d. —
Ni (5Ioxina), 1370 £. ﬁig 400 m. 362 m. i

Frecuencia de tensién v (OH) del agua

Es de esperar que la frecuencia de tensién v (OH) del agua se vea ampliamente afec-
tada cuando esta molécula pasa a formar parte de un complejo y asi lo establecen por
ejemplo los célculos tedricos realizados por Sartori et al (6). De acuerdo con ello hemos
intentado obtener un criterio ordenador de la mayor o menor coordinacién de las dos
moléculas de agua unidas al ién central, criterio que hemos aplicado s6lo a los comple-
plejos mas sencillos pues en complejos con ligandos tales como el grupo sulfonato
coexisten aguas de coordinacién y aguas de hidratacién, siendo muy probable la existen-
cia de puentes de hidrégeno que deberan afectar a dichas vibraciones. Los complejos tra-
tados con este criterio se clasifican en la Tabla IV en los tres grupos a, b y c de acuer-
do con los tipos de complejos que pueden formar las «oxinas» con el ién Ni*+ expuestos
anteriormente.

De esta Tabla IV puede deducirse que los complejos con ligandos de la clase a) que

poseen las aguas fuertemente unidas, presentan una apreciable reduccién de la frecuencia
de la banda v (OH) frente a la que posee en el agua libre (y OH = 3520) (6), con valores
en todos los casos inferiores a 3250 cm.~!, mientras que los ligandos de las clases b) y
c), que en el caso de los complejos de niquel pierden facilmente las moléculas de agua
o aparecen directamente planocuadrados, forman complejos de Ni(II) en los que los va-
lores de v (OH) son superiores a 3310 cm.!, mientras que estos mismos ligandos unidos
al i6n Co(II) al que se encuentran siempre establemente unidas las moléculas de agua
forman complejos hidratados en los que la y(OH) de las aguas poseen valores interme-
dios entre 3250 y 3310 cm.-!. Este tltimo hecho nos pone de manifiesto que en estos com-
plejos octaédricos de cobalto se ha producido, frente a los complejos de la clase a), un
debilitamiento del enlace cobalto-agua coordinada y un incremento de la robustez de
los enlaces oxina-metal en el plano.

Consideremos conveniente comentar que las bandas correspondientes a v (OH) son
bandas usualmente anchas, existiendo por tanto un cierto error en su asignacién pero,
no obstante, existe un adecuado paralelismo en el aumento de la frecuencia de dichas
vibraciones de tensién y(OH) y la disminucién de los valores de momento magnético
en los complejos de cobalto que previamente (1) habiamos interpretado a través de un
progresivo «quenching» de la contribucién orbital originado por una creciente distorsién
tetragonal, conectada por tanto con el debilitamiento del enlace cobalto-agua coordinada.
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TABLA IV.—Vibracion de tension (OH) en algunos complejos de niquel(II) y cobalto(II)

Ligando Clase Complejo de niquel (II) | Complejos de cobalto (II)
SEAOxInai Bh e e s a 3.180 —
SEIHoxinA BN LIS a 3.200 3.220
DBIoxIna At it a 3.220 3.200
SGHSoxina i ani a 3.170 3.200
OXinat: mainan mel mahoat a 3.170 3.190
SiChoxina il ses ] b 3.350 3.280
5 7B T, 0Xina A, el T i St b 3.320 3.280
5CL5BY: oxina b et b b 3.370 3.280
5C1,7I oxina b 3.340 3.290
5,7L,0xina ... c u 3.290

* No forma compuestos octaédricos dihidratados, sino tunicamente planocuadrados.

Vibraciones de tensién vy (C—0) y v (C —N)

La vibracién de tensién y(C— OH) aparece (3) en las oxinas libres hacia 1280 cm.-!,
con algunas variaciones segtn los sustituyentes, mientras que la vibracién de tensién del
enlace C— N suele aparecer algo més alta, pero a veces incluso acopladas.

Sin embargo cuando el oxigeno fendlico de estas oxinas se une al metal, la vibracién
anterior se desplaza a la zona de 1100 cm.! (asignacion previamente realizada por Charles
y colab. (7)).

Observando los datos de v (C—0) y v(C—N) en las Tablas I, IT y III destaca inme-
diatamente el hecho de que al convertirse los complejos octaédricos de niquel con li-
gandos de la clase b) en anhidros y diamagnéticos (Tablas II y III), la banda de tensién
del sistema C— O se desplaza hacia frecuencias mayores respecto a la posicién que ocu-
paban en los correspondientes complejos hidratados, lo que significaria que un aumento
del enlace = en anillo (8), responsable de la formacion de compuestos plano-cuadrados,
lleva la banda de tensién indicada a la posicién que presenta en el bis (5,7-diiodo-oxinato)
de niquel (II), sustancia que aparece espontianeamente como compuesto plano-cuadrado
y diamagnético aun en presencia de agua.

Otro hecho interesante es que, dejando aparte la 8 hidroxiquinoleina, en los complejos
de 'Co(II) (Tabla I) formados por las oxinas» de las clases b) y c), las frecuencias v (C — O)
son mas altas por lo general que las de los complejos formados por oxinas del tipo a),
lo que revela que los dihalogen-derivados de la oxina forman compuestos, tanto con Ni(II)
como con Co(II) en los que los enlaces C— O son mas robustos que los que aparecen en
los complejos formados por oxinas de la clase a).

En cuanto a la vibracién C— N se produce un apreciable aumento en su frecuencia
de vibracién, respecto a la que tenia en los ligandos puros, al obtenerse el correspondien-
te complejo, pudiéndose concluir de las Tablas I, II y IIT que la frecuencia C— N apa-
rece, en general, algo mds alta en los complejos con ligandos de la clase b) y c) que en
los complejos de la clase a). Sin embargo, no es posible obtener una adecuada secuencia
de robusteces de enlace con esta banda ya que, en la mayor parte de los complejos obte-
nidos, aparece mezclada con las vibraciones (C = C) del anillo quinoleinico (3).
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Frecuencia de tensién metal-ligando

Hemos recogido en las Tablas I, II y III, las posibles frecuencias- de las-tres vibracio-
nes asimétricas metal-ligandos existentes, metal-oxigeno y metal-nitrégeno de la oxina,
asi como metal-agua en aquellos casos en los que nos ha sido posible realizar una
asignacion.

En el caso de la vibracién v (O — M) es posible cbservar que en compuestos octaé-
dricos de Ni(II) y Co(II) de la clase a) la vibracién y (OM) es en todos los casos inferior
a 310 cm.”!, mientras que en los de la clase b) y c) esta comprendida entre 317 y 360 es-
tando pues de acuerdo estos mayores valores del enlace oxigeno-metal con la facil ten-
dencia a la formacién de compuestos plano-cuadrados. Cuando se producen a partir de

éstos los compuestos diamagnéticos planocuadrados el incremento es tocdavia mayor osci-
lando entre 365 y 400 cm.™%.

Para las frecuencias de las vibraciones y (N — M) debemos sefalar en primer lugar
que aparecen con una intensidad mucho menor (4) y en algunos casos como hombros por

lo que, aquellos casos en los que hemos realizado la asignacién, deben ser mirados con
cautela.

Finalmente en los complejos octaédricos de la clase a) es posible observar la aparicién
de una banda asignable a y (H,O0 — M) en posicién algo superior a 200 cm.™!, pero que
en complejos de la clase b) y c¢) baja por debajo del limite de nuestro aparato (200 cm.™?)
por lo que no es detectable.

Discusién

Los datos de frecuencias infrarrojas aqui presentadas corroboran a grandes rasgos las
conclusiones ya obtenidas en (1) y (2), poniendo de manifiesto diferencias apreciables en
el comportamiento, de los «oxinatos» procedentes de los tres tipos de «oxinas» alli esta-
blecidos es decir, las a), b) y c). Ahora bien, las frecuencias infrarrojas, en especial las
correspondientes a los grupos directamente implicados en los enlaces ligando-metal, po-
nen de manifiesto en forma clara el robustecimiento del enlace «complejo» al formarse
los compuestos tetracoordinados y planocuadrados de Ni(II) por deshidratacién de los
exacoordinados y octaédricos correspondientes (comparar y (O — M) en Tablas IT y III).

Es una circunstancia desafortunada que no hayamos sido capaces de identificar las
frecuencias y (N— M) en los complejos plano-cuadrados estudiados pues, ellas, creemos
que hubiesen corroborado lo que indican las vy (O — M), sin embargo, el nimero de datos
presentados sobre los enlaces O — M, tanto en oxinatos complejos de Ni(II) como de
Co(II), creemos que permite asegurar que las dihalogen oxinas 5,7 forman quelatos con
Ni?* y Co?* en los que los enlaces en el plano son mas robustos que los que forman las
oxinas monosustituidas en posicién 5 en los correspondientes complejos con estos iones

vy que, dichos enlaces, todavia se rcbustecen méas al formarse los complejos planocuadra-
dos de Ni(II).

A la vez que se produce este hecho, los datos espectroscépicos infrarrojos ponen tam-
bién de manifiesto que la dihalogen sustitucién en 5,7 en la oxina, produce oxinatos com-
plejos con Ni** y Co’* en los que los enlaces C— 0O y C—N (correspondientes a los gru-
pos fenol y quincleina) implicados proximamente en las uniones quelante-metal también

aumentan su robustez respecto a la que tienen en los complejos formados por la oxina
y sus 5 monoderivados.

Por otra parte, los datos espectroscépicos infrarrojos ponen de manifiesto que este
robustecimiento de, practicamente, todas las uniones del anillo quelato va acompafado
de una simultdnea labilizacién de las uniones metal-OH,.
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De todas estas observaciones la més sorprendente tal vez es la que indica el simul-
tdneo fortalecimiento de los enlaces O —M y C— O y, presumiblemente también, de los
N—M y C—N al formarse el complejo planocuadrado, pues cualquier modelo meca-
nicista del enlace parece exigir que un robustecimiento de las uniones O —M y N —M
debiera de dar lugar, por reaccion, a enlaces O —C y N — C inmediatos mas débiles que
antes. Este fenomeno no parece que suceda asi en este caso.

Parece evidente, a primera vista, que una adecuada combinacién de efectos inductivos
y mesémeros debiera de dar cuenta de los efectos observados, sin embargo no resulta
facil de explicar el robustecimiento simultdneo de todos los enlaces del ciclo quelato que
los espectros infrarrojos antes presentados indican, toda vez que, como algunos datos de
constantes de disociacién acida (9) ponen de manifiesto, estos efectos se traducen en un
aumento de la acidez del grupo OH fendlico con la halogen sustitucién en la oxina en
el sentido Cl, Br I. Este hecho, a primera vista, no es facil de poner de acuerdo con el
paralelo robustecimiento de los enlaces O—Ni y O — Co que se observa en los com-
plejos de las 5 halogen oxinas correspondientes, en especial en la 5 iodo oxina.

De cualquier modo, y aunque por el momento no encontremos un modelo que resuel-
va todas las cuestiones que presenta el comportamiento fisicoquimico de los complejos
de Ni*+ y Co** de las «oxinas» estudiadas, lo cierto es que la formacién de complejos pla-
nocuadrados en las 5,7 dihalogen sustituidas va acompanada de la formacién de un ciclo
quelato en el que todos los enlaces presentes tienen mayor grado de enlace que el que
presentan en los correspondientes oxinatos octaédricos. El que la obtencién del diamag-
netismo se produzca a través de un mecanismo en el que estan implicados todos los en-
laces del ciclo quelato y no sélo los O —M y N —M, conduce a suponer que es la deslo-
calizacién del sistema de dobles enlaces de la quinoleina la causa principal de la estabi-
lizacién de la simetria D, planocuadrada, y no sélo la variaciéon que producen en la elec-
tronegatividad de los dtomos de oxigeno y nitrégeno los sustituyentes en 5 y 7 presentes
en la «oxina».

Algunos de los hechos observados en los espectros ultravioletas presentados en (2) pa-
rece que apuntan en la misma direccion por lo que creemos que la investigacién fisico-
quimica sobre los «oxinatos» metalicos de iones de transiciéon dista mucho de ser un
tema de trabajo cerrado.
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DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE DISOCIACION
DEL PIROGALOL Y DE LA CONSTANTE DE ESTABILIDAD
DEL. PIROGALATOCOBALTO(lI)

POR
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Departamento de Quimica Inorgdnica de la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Valencia

Abstract:

By the application of potenciometric methods have been determinated the stability
constant of pyrogallatecobalt(II), whose zone of existence, preparation and analysis were
the objetc of previous works and the dissociation constansts of pyrogallol. As they cons-
titute data for its calculation, before determining the stability constant of this complex
compound it was considered necessary to determine the dissociation constants of pyro-
gallol since the two values supplied by the bibliography for the second constant present
a considerable discrepancy.

1. Introduccion

Gracias a los estudios realizados en atmosfera inerte sobre la interaccién quimica del
pirogalol (1, 2, 3 trihidroxibenceno) y el Co(II) en diferentes condiciones de concentra-
ci6n, de relaciones molares y de pH, hemos podido conocer la zona de existencia del
complejo no iénico CoPg (Pg es la abreviatura del anién pirogalato C¢H,0:*") y, ademas,
conseguir su precipitacién en disoluciones concentradas (1).

El citado complejo se forma para cualquier relacién PgH,/Co(II) siempre que las di-
soluciones de pirogalol y Co(II) se neutralicen de tal forma que el cociente entre los
oxhidrilos afiadidos y el cobalto inicial sea inferior a 2.

La exigencia de tener que trabajar en atmdsfera inerte, en nuestro caso de nitrégeno,
para evitar la oxidacién del pirogalol, nos obligé a determinar la constante de estabilidad
de este complejo mediante la aplicacion del método potenciométrico. Desde los clasicos
trabajos de Schwarzenbach (2) y colaboradores en 1947, que aplicando el método poten-
ciométrico calculan las constantes de disociacién de un gran numero de acidos organicos,
hasta nuestros dias, son numerosisimas las aplicaciones de las potenciometrias para cal-
cular no solamente constantes de disociacién sino, como en nuestro caso, constantes de
estabilidad de complejos. Pero para poder utilizar este método era necesario conocer las
constantes de disociaciéon del pirogalol. La bibliografia nos proporciona dos trabajos so-
bre estas constantes: uno de J. Sunkel y H. Staude (3) en 1968 y otro de G. Habashy y
Z. Ahmed (4) en 1969. Los valores obtenidos por estos investigadores para la primera
constante de disociaciéon son muy concordantes pero no asi para la segunda en la que se
manifiesta una acusada diferencia. Por este motivo estimamos conveniente determinar es-
tas constantes para poder establecer una comparacién con los valores ya aportados por
la bibliografia.
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2. Determinacion de las constantes de disociacién del pirogalol

2.1. Fundamento tedrico

En la aplicacién del método potenciométrico para la evaluacién de las constantes de
disociacién aparentes del pirogalol es necesario relacionar K, y K, (primera y segunda
constante de disociacién respectivamente) en una sola ecuacién en la que el resto de las

magnnitudes se puedan conocer directa o indirectamente a través de los datos experi-
mentales.

Si llamamos C a la molaridad inicial del pirogalol, debe cumplirse:
C = (PgH,) + (PgH~) + (Pg*") (1)
La ecuacién anterior se convierte en la (2) si introducimos los valores de (PgH-) vy

(Pg*) en funcién de K, y de K,:

(PgH,) (PgH,)
C=CPeH,) +Ki—— + KK, ——— (2)

(H*) (H*)y
Por otra parte, la electroneutralidad de la disolucién exige que:
(HE) + (K#+) = (PgH=) + 2 (Pg%). + (OH-)
la (K*) es debida a la adicién de KOH para neutralizar el pirogalol.
Si en la ecuacién (3) sustituimos (PgH-) y (Pg*) en funcién de (PgH,) resulta:
[(H#) + (K*)— (OH ) [(H*)? + ... + K, (H*) + K, K,] = C[K, (H*) + 2K, K;]

y llamando

C

b = x:Kley:Kle
(H*) + (K*)— (OH")

tenemos que:
(b—1(H*) (Hz8)2

X + (5)
2b—1 2b—1

Para conocer K, y K, bastaria, pues, resolver el sistema de dos ecuaciones obtenido
para dos valores distintos del pH. Sin embargo, y con el fin de eliminar en lo posible
los errores experimentales, obtuvimos en nuestro caso el mayor numero posible de ex-

presiones de la ecuacién (5) y resolvimos el problema matematico como mads adelante
se detalla.

2.2. Parte experimental
.
La valoracién potenciométrica del pirogalol se realizé en un frasco de cuatro bocas
sumergido en el agua de un termostato que permitia mantener la temperatura de la diso-
lucién a 20’0 + 0’1°C. Las cuatro bocas del aparato se utilizaron para la entrada y salida
del nitrégeno —ya que todas las experiencias se realizaron en atmésfera inerte de nitro-
geno, que se purificé del oxigeno que pudiera contener haciendo burbujear la corriente
gaseosa a través de frascos lavadores con disoluciones de Cr(II)—, para la insercién de
una bureta y para los dos electrodos.

— 108 —




DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE DISOCIACION DEL PIROGALOL

El pH-metro utilizado fue un Radiometer-22 conectado a un aparato auxiliar que apre-
ciaba centésimas de unidad de pH. Después de considerar las ventajas y desventajas de
los electrodos de hidrégeno y de vidrio (5), nos decidimos por éste tltimo teniendo en
cuenta nuestras condiciones de trabajo, pero estudiamos previamente su campo de apli-
cabilidad en zona alcalina. Por este motivo proyectamos una experiencia consistente en
medir el pH de una serie de disoluciones de hidréxido de potasio de concentracién co-
nocida. Con los valores del pH, obtenidos —valores que reflejan la actividad de los H+—
y los calculados para el pOH,, podemos comprobar la constancia del producto iénico del
agua en el supuesto caso de que los electrodos del pH-metro arrojen valores correctos.

En efecto:

pHn + pOHn = pK“.
pH, + pOH. = pK,, —py,, = Cte.

Los subindices a indican actividad y ¢ concentracién. Yom €S €l coeficiente de activi-
dad de los iones oxhidrilo. El valor medio obtenido para la suma de pH, + pOH, es de
1407 y el aportado por la bibliografia para pK“,—pYoH de 1405, a la temperatura y fuer-
za ionica correspondientes a la experiencia realizada.

Esta concordancia entre los valores citados nos indica que podemos trabajar con nues-
tro electrodo de vidrio siempre que el pH no sea superior a 12, que es la zona donde
hemos comprobado el margen de confianza que nos permite el electrodo.

Comprobada la idoneidad del pH-metro, procedimos a seguir potenciométricamente
el curso de la neutralizacién de una disolucién de pirogalol con hidréxido de potasio.
En el frasco de cuatro bocas se vertié una disolucién que contenia 0°2500 g. de pirogalol
(Riedel de Hzen), 50'0 ml. de KCI 1M y agua destilada hasta un volumen de 500 ml. La
fuerza idnica de esta disolucién es 0’1 y su temperatura se mantuvo a 20’0 + 0’1°C. Durante
toda la valoracidon se burbujed nitrégeno para evitar la oxidacion del pirogalol.

Se tomaron 21 lecturas del pH-metro, para otras tantas adiciones de KOH, por lo que
se pudieron obtener 21 expresiones diferentes de la ecuacién (5). El sistema de ecuacio-
nes fue resuelto haciendo uso de un método iterativo con ayuda del ordenador IBM 7090
del Centro de Calculo de la Universidad Complutense de Madrid.

Los valores calculados para pK; y pK, son los que se incluyen en las Tablas I y II
respectivamente:

TABLA I

Desviaciones respecto
al valor medio total
de pK,

Valores medios Numero de wvalores
parciales de K, de cada serie

0,558 . 10~* -+ 0,05
0,568 » + 0,05
0,625 » 0,00
0,636 » 0,00
0,626 0,00
0,663 — 0,02
0,735 —0,03
0,836 —0,12
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TABLA II

Desviaciones respecto
al valor medio total
de pK,

Valores medios Numero de valores
parciales de K, K, de cada serie

0,613.10-% — 0,27
0,479 — 0,16
0,272 + 0,09
0,299 + 0,04
0,266 + 0,10
0,234 + 0,15
0,242 + 0,14
0,318 + 0,02

Vm ==

La desviacién tipica calculada (7) para pK, y pK, es de 0,05 y 0,15 respectivamente. En
el siguiente cuadro comparamos estos valores con los proporcionados por la bibliografia:

J. Sunkel G. Habashy
H. Staude Z. Ahmed
3) (4

Valores encontrados
por nosotros

9,28 + 0,10 9,30 9,20 + 0,05
11,34 + 0,15 11,86 11,28 + 0,15

3. Determinacion de la constante de estabilidad del pirogalatoco-
balto (II)

3.1. Fundamento tedrico

En las graficas correspondientes a las valoraciones potenciométricas realizadas duran-
te la neutralizacién con KOH de disoluciones de Co(II) y pirogalol (1) se pone de ma-
nifiesto que para cualquier relacién Pg,/Co(II)>. 1 se forma solamente el complejo CoPg
siempre que el valor de la relacién molar OH-/Co(II) sea inferior a dos. Esta circuns-
tancia simplifica el tratamiento matematico que pretende relacionar la constante de esta-
bilidad del pirogalatocobalto(II) con los datos experimentales.,

En efecto, si llamamos K; a la constante de estabilidad del CoPg, su valor vendra
dado por:

(CoPg)

Co** + Pg’> <> CoPg; K, (6)

 (Co) (Pg)

pero el CoPg se puede considerar formado a través de la reaccién:
Co** + PgH, <—> CoPg + 2H+
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equilibrio quimico que se desplaza hacia la derecha a medida que anadimos hidréxido
de potasio. La constante del equilibrio (7) vendra expresada por:

(CoPg) (H*)?

Kl

 (Co™) (PgH)

K/
ol ®)
K4

(K, es la constante de disociacion global del pirogalol para la que hemos encontrado ex-
perimentalmente el valor de 10-2°%),

Con el fin de conocer K’ vamos a establecer el siguiente sistema de ecuaciones en el
que C representa la concentracién total de Co(Il), a la fraccion n° de moles de OH-/n°
de moles de Co(II) y n la relacién entre las concentraciones totales de pirogalol y Co(II):

nC = (PgH,) + (PgH") + (Pg’-) + (CoPg) (%)
C = (Co**) + (CoPg) (%)
(H*), = 2nC = 2 (PgH,) + (PgH-) + (H*) + aC (%)

Las ecuaciones 9;, 9, y 9; son los balances del pirogalol, del Co(II) y de la acidez total
inicial respectivamente.

Si se opera en la zona de pH comprendida entre 6 y 8, que es donde se forma el com-
plejo CoPg segiin los estudios previos realizados (1), se pueden despreciar (H*) y (Pg”>)
frente a los restantes términos, de mayor significacién cuantitativa. La resolucién del
sistema de ecuaciones (9), con las exclusiones anteriores, y con el auxilio de las ecuacio-
nes de numeracion inferior, conduce a:

[C(a—n) + (PgH,)].(H*)

K — (10)
[C(1 + n—a)— (PgH,)] . (PgH.)

Todas las magnitudes del segundo miembro de la ecuacion (10) se pueden conocer ex-
perimentalmente, ya que el tinico dato no medible directamente, la concentracién de piro-
galol, se puede calcular a partir de la ecuacién correspondiente a la primera constante
de disociacién del pirogalol K, y la ecuacién (9;). El valor obtenido para (PgH,) es:

C(2n—a)
(PgH;) = —— (11)
K,
2+
(H*)
Conocida K’, calculamos K; —constante de estabilidad del pirogalatocobalto(Il)— por
aplicacién de la ecuacién (8).

3.2. Parte experimental

En el frasco de cuatro bocas ya descrito para el caso del pirogalol, se vierten disolu-
ciones de KCl y de CoSO,.7H,0 en concentraciones calculadas para que la fuerza idnica
final fuera de 0,1.

La temperatura de la disolucién fue de 200 + 0’1 °C y durante todas las experiencias se
burbujed nitrégeno para evitar la oxidacién del pirogalol. En la Tabla III se recogen
los resultados obtenidos experimentalmente y los calculados a partir de éstos. El valor
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de C, concentracion total de Co(II), disminuye muy lentamente debido a la dilucién que
se verifica por la adicion de KOH.

TABLA III

n pH, & a PgH, K,

1 7,57 3,849 .10-3 0,229 3,38.10-3 — 17,05
1 7,65 3834 » 0,345 314 » — 17,14
1 7,711 3819 » 0,459 291 » —17,21
2 7512 0,966  » 0,459 1,70 » — 17,36
2 8,02 0962 » 0,919 1,48 » — 17,36
2 8,18 0,958 » 1,378 1,22 » — 17,39
3 747 0,966 » 0,459 2,66 » — 17,70
3 7,81 0962 » 0,919 241 » — 17,50
3 8,03 0,958 » 1,378 2,165 — 7,48

Valor medio de pK; = —7,35

La desviacion tipica calculada (7) para esta distribucion de valores es de 0,19. Por
tanto:
pK; = —735 + 0,19

Los calculos realizados con este valor hallado para la constante de estabilidad del pi-
rogalatocobalto (II) y con el producio de solubilidad del Co(OH), demuestran que la di-
sociacion del complejo libera iones Co?** en menor concentracion que la exigida para la
preciptacion del Co(OH), a cualquier pH. Asi, pues, siempre que la relacién PgH,/Co(II)
sea igual o superior a la unidad, no precipitara el Co(OH),, en total acuerdo con los
hechos observados.
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Abstract

The chemical interaction of cobalt(II) and pyrogallol in acid and basic solutions have
been experimentally studied by means of potenciometric and conductimetric titrations,
with the purpose of obtaining information about the possible existence of new compounds.
The obtained data have permitted to know the existence zones of new substances. Among
these the pyrogallatecobalt(Il) and dipirogallatey-dihydroxycobaltate(II) of cobalt(II) have
been isolated and analysed.

A) Introduccién

Las investigaciones realizadas para la preparacién de complejos de pirogalol CHO;
—abreviadamente PgH,— con iones metélicos son relativamente recientes, practicamente
posteriores a 1950. La razén de tal demora en la investigacién sisteméatica de complejos
con el pirogalol quizd sea la necesidad de trabajar en atmoéfera rigurosamente inerte,
dada la extraordinaria inestabilidad cel pirogalol a causa de su fuerte caracter reductor,
especialmente en disoluciones basicas.

Desde lo primeros trabajos descritos por Takagi y Nagasa (1) en 1936 —sobre la pre-
paraciéon del BiC(H;0;.2H,0— hasta nuestros dias, se ha desplegado una intensa actividad
en este campo. Fundamentalmente tres equipos de trabajo, encabezados respectivamente
por S. Y. Schnaiderman (2), A. K. Babko (3) y Pierre Bevillard (4), han investigado am-
pliamente en este campo y han obteunido un gran numero de compuestos con distintos
iones metélicos cuya existencia fue estudiada por distintos métodos, preferentemente po-
tenciométricos y espectrofotométricos.

Pero, hasta la fecha, no se ha descrito ningtin trabajo sobre complejos de Co(II) y
pirogalol. El Unico intento realizado en este sentido, llevado a cabo por M. ' C. White
y A-J. Bard (5) en 1966, dio resultados negativos ya que se realizé en medio muy &cido
donde el Co(II) es incapaz de coordinar moléculas de pirogalol.

Por otra parte, a las citadas dificultades que presenta la obtencién de complejos
con el pirogalol, hay que anadir en nuestro caso las dificultades inherentes a la tenden-
cia del Co(II) a sufrir oxidacién en presencia de ligandos que formen complejos con el
Co(11II).

Asi, pues, ante la circunstancia d= no haber encontrado en la bibliografia referencia
alguna de-compuestos de Co(II) y p'rogalol, hemos procedido en una labor previa de
orientacién, a realizar un estudio detenido y sistematico del comportamiento quimico
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mutuo de ambas sustancias en distintas condiciones de concentracién, de relacién molar
y de pH con la finalidad de delimitar zonas de existencia de nuevas especies quimicas.

Consecuentemente con lo anterior, hemos realizado un estudio potenciométrico de so-
luciones que contenian Co(II) y pircgalol en concentraciones relativamente elevadas y
posteriormente un estudio potenciométrico y conductimétrico simultaneo de disoluciones
diluidas.

Una vez que fueron conocidas las zonas de existencia de compuestos de Co(II) y piro-
galol, procedimos, en los casos en que fue posible, a estudiar experimentalmente su ob-
tencién, aislamiento y analisis.

B) Parte experimental

1. Determinaciones potenciométricas y conductimétricas

Las potenciometrias de los procesos de neutralizacién de las mezclas de Co(II) y piro-
galol se realizaron con un pH-metro Radiometer Type PHM 22r en atmésfera inerte de
nitrégeno (la eliminacién de la pequefia fracciéon de oxigeno que puede contener el nitré-
geno utilizado se consiguié6 mediante burbujeo de la corriente gaseosa a través de tres
frascos lavadores en serie que contenian disoluciones de Cr(II), preparadas a partir de
disoluciones de Cr(III) mediante reduccién con granalla de cinc en medio acido. A este
respecto es interesante reseflar que la capacidad de absorcién de oxigeno de las sales
cromosomas es unas 44 veces superior a la del pirogalato de potasio.

Se estudiaron dos series de experiencias con las relaciones molares que se indican
en la tabla siguiente:

Experiencia e 2¢ | 3e 4s 5a 1 62 | 7s 8.a 9
1.¢ Serie : ‘
Relaciones molares 1 0 0,25 0,5 1 1,5 2 3
0 1 1 1 1 1 1 1
2.2 Serie
Relaciones molares| 1 0 0,25 0,5 1 2 3 4 5
0 1 1 1 1 1 1 1 1

GRAFICA N° 2
GRAFICA Nt

Potenciometrias Sarie 2*
Potenclometrias serie 1*
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(En todas las experiencias de la primera serie, excepto en la ndm. 1,-1a (Co**) = 0,20 M
y en las de la segunda serie, excepto en la num. 1, lIa ((Co**) = 7,46.10* M. Las relacio-

nes molares se refieren a PgH,/Co**).

Se siguié potenciométricamente la variacién de pH producida por la adiciéon de KOH,

exento de CO,, en atmoésfera inerte.

Los resultados obtenidos en las potenciometrias de la primera serie se reflejan en la
grafica ntm. 1 y los de la segunda en la gréfica num. 2.

Conductividades

GRAFICA N°3

on/co? ¢ oH-/ gty
4 5 6

Conductividades

GRAFICA N° 4

0 H7Co?*

Las conductimetrias se realizaron simulta-
neamente con las potenciometrias de la segun-
da serie con el auxilio de un conductimetro
Radiometer Type CDM 2d. Los datos obteni-
dos son los representados en las gréficas 3, 4 y
5, después de efectuar las debidas correccio-
nes de las lecturas a causa del efecto de di-
lucién. (Se ha prescindido de incluir todos
los datos conductimétricos en una sola gra-
fica general porque los puntos correspon-
dientes a los valores de las distintas conduc-
timetrias son en los primeros tramos tan
préximos, que su inclusién conjunta condu-
cirfa a una inevitable confusién. Esta es la
razén por la que también, en las gréficas
construidas, hemos desplazado el origen de
ordenadas para las distintas conductime-
trias. El estudio comparativo es asi mas fa-
cil ya que lo que interesa no son los valores
absolutos de las conductividades eléctricas
sino su variacién con respecto a la magni-
tud que se sittia en el eje de abscisas, en
este caso el cociente OH-/Co(II).
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2. Interpretacion de los resultados

a) En todas las experiencias potenciométricas realizadas, tanto en disoluciones con-
centradas como en diluidas, con un valor para el cociente PgH,/Co(II) igual o superior
a la unidad, se observa claramente (graficas niim. 1 y num. 2) una zona tamponada en el
intervalo de abscisas 0-2, con un pH inferior en mas de una unidad al correspondiente
a la precipitacién del hidréxido de Co(II), de color azul, y, por supuesto, muy inferior
al correspondiente a la neutralizacién del pirogalol.

Por otra parte, en las potenciometrias de la serie concentrada se observé que, en la
zona de abscisas 0-2, precipita una sustancia de color lila. Que dicha sustancia no sea
observada en la serie diluida es atribuible a que la concentracién en esta serie es 25 ve-
ces mas pequefia que en la concentrada y a que la sustancia en cuestion es relativamente
soluble.

Las consideraciones anteriores permiten suponer que la estequiometria de la sustan-
cia problema de color lila es la 1:1 (Pg?>/Co**). Corrobora esta suposicién el hecho de
que cuando se opera con una relaciéon PgH,/Co(II) inferior a la unidad precipita el exceso
de Co(II) en forma de hidroxido de color azul posteriormente a la precipitacion de la
sustancia en estudio. La marcada diferencia de colores entre la sustancia problema y el
hidréxido de Co(II), de color lila a color azul, permite seguir visualmente el curso de la
precipitacién de ambas sustancias. Es significativo a este respecto que en las graficas
num. 1 y nim. 2, y en la relacion PgH,/Co*" = 0,25/1, llegan a confundirse cierto tramo
de las curvas con las correspondientes a la precipitacion del Co(OH),, con la consiguiente
elevacion del pH.

Asi, pues, las potenciometrias realizadas indican que, en la zona de abscisas 0 —2, se
forma el pirogalatocobalto(II) solo, si la relacién PgH,/Co(II) es igual o superior a uno,
y acompanado de hidroxido de cobalto si dicha relacién es inferior a la unidad.

Estos resultados son confirmados por las experiencias conductimétricas: en todas las
conductimetrias con relaciones molares PgH,/Co(II) superiores a la unidad se observa
una nitida discontinuidad en la abscisa 2 como corresponde a la formacién del pirogala-
tocobalto(II).

Como prueba final, el compuesto de color lila se ha aislado y analizado en las condi-
ciones que se describen a continuacién y se ha obtenido una relaciéon Pg*/Co(II) de 1:1
tal como se habia previsto.

b) Por otra parte hay que resaltar la siguiente observacién respecto de la potencio-
metria de la serie concentrada con una relacion PgH,/Co(Il) = 1/1: la suspensién de color
lila debida al pirogalatocobalto(II) desaparece al anadir mas hidroxido de potasio para
originar una disolucién perfectamente transparente de color rojo-cereza. Tal cambio se
efecttia a partir de la abscisa 2 lo que hace suponer que se trata de la formacién de un
ién complejo de estequiometria Co’*: OH-: Pg’~ = 1:1:1 Ademas, en las graficas 152 y
2-5.* ambas con una relacion PgH,/Co(II) = 1/1 vemos un gasto de unos 3 equivalentes de
OH- por equivalente de Co(II) para fermar este complejo.

También las conductimetrias acusan sin lugar a dudas la existencia de este ién. Asi
en las gréficas 4-1.* y 4-2.* vemos discontinuidades en la abscisa 2 solamente, y, en cam-
bio, en la grafica 4-3:2 (relacién PgH,/Co** = 1/1) tenemos dos discontinuidades conducti-
métricas perfectamente delimitadas en las abscisas 2 y 3, cuyo intervalo corresponde a
la formacién del i6n complejo citado.

Una férmula estructural compatible con la estequiometria de este ién complejo seria:

2~

H
0)
CGH,OJ\CO/ \\Co/ O,H.,C
7 ol
H

que es semejante a la que aparece en la bibliografia para compuestos analogos,
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El ién complejo en estudio se ha podido aislar por precipitacién de su sal cobaltosa
para la que se ha hallado la composicién [Co,(OH),Pg,] Co.

3. Preparacién y andlisis del pirogalatocobalto(II)

Identificada la existencia del pirogalatocobalto(II) procedimos a estudiar su aisla-
miento y analisis. Este compuesto presenta la ventaja de que, en las condiciones en que
se opera, el pH es inferior a 7, lo que constituye una relativa facilidad en la prevencién
de la oxidacién del pirogalol.

Teniendo en cuenta la zona de existencia de este compuesto, partimos de una propor-
cién de reactivos que supusiese un exceso de pirogalol, con la finalidad de trabajar en
la zona tamponada (pH entre 6 y 7) donde precipita el pirogalatocobalto(II).

El aparato donde tuvo lugar la preparacién de este compuesto estaba especialmente
disefiado para mezclar los reactivos y filtrar, lavar y disolver el precipitado en atmésfera
inerte gracias a una corriente de nitrégeno exento de oxigeno segin el procedimiento ya
descrito. La necesaria sobrepresion —con respecto a la presiéon atmosférica— ejercida por
el nitrégeno en la camara de reaccién se hacia patente mediante un sencillo dispositivo
consistente en dos frascos lavadores unidos en serie con la cdmara de reaccion y espe-
cialmente conectados para que segun cudl fuese el frasco lavador donde tenia lugar el
burbujeo se conociera si era debido a la salida del nitrégeno de la camara de reaccién
o a la entrada de aire a la misma.

Las cantidades de reactivos que utilizamos en las distintas experiencias implicaban
una relacién inicial PgH,/Co(II) con valores de 1, 1,5 6 2. La cantidad de hidréxido de so-
dio fue calculada para que el pH en el que precipitaba el pirogalatocobalto(II) fuese
siempre inferior a 7.

El precipitado de color lila se lavo inicialmente con alcohol del 96 % y, después, con
una mezcla hidroalcohdlica al 50 % v/v. A continuacién se disolvié en 25,00 ml. de una
disolucién valorada de HCIl. En la disolucién &cida obtenida se realizaron las siguientes
determinaciones:

a) Determinacion del pirogalol

Se realizo separandolo de la disolucion acida por extraccién con éter y pesando el re-
siduo, después de la evaporaciéon de este disolvente. El método no estd descrito en la
bibliografia por lo que se estudiaron las condiciones experimentales en que se debia rea-
lizar la extraccién con éter y la posterior eliminacion del mismo realizando ensayos con
muestras cuyo contenido en pirogalol era conocido.

b) Determinacion del Co(II)

Se determiné gravimétricamente mediante precipitacion como antranilato de Co(II)
(6). En dicha gravimetria se introdujeron algunas modificaciones, destacando la que se
refiere al pH en el que se realiza la preciptacién, que vimos era conveniente elevarlo de

45 a 5,5.

c¢) Determinacion indirecta de los iones oxihidrilo

Los oxhidrilos que puede contener el precipitado se evalian mediante una determina-
cion indirecta consistente en determinar la cantidad de HCl no consumida en el ataque
del producto y admitiendo que el HCI consumido es el necesario para liberar el piroga-
lol y neutralizar los OH- puente si existieran.
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d) Comprobacion de la ausencia de sodio

Se llevé a cabo por fotometria de llama. Las cantidades detectadas fueron siempre
insignificantes.

Los resultados obtenidos en las distintas determinaciones conducen a los siguientes
porcentajes de Co(II), de CH,Oy~ y de OH- para la sustancia en estudio. Se incluyen
asimismo, para su debida comparacién, los porcentajes tedricos de los iones anteriores
en el CoCH,0;:

% de Co(II) % de CH,0# % de OH-
Valores medios experimentales ... 32,71 66,47 0,69
Valores teéricos del CoC.H,0O; ... 32,20 67,80 —

4. Preparacion y andlisis del dipirogalato —u— dihidroxodicobaltato(II)
de cobalto(II)

Para precipitar el ién complejo Co,(OH),Pg,*~ descartamos deliberadamente la precipi-
tacién con cationes inorganicos distintos del Co(II) para evitar la posible formacién de
complejos o precipitados con el pirogalol y, por otra parte, desistimos de utilizar catio-
nes organicos por la probable interferencia de éstos en la valoracion indirecta de los
oxhidrilos que contiene el precipitado o en la preciptacién del Co(II) como antranilato.

El aparato de obtencién es el mismo que el empleado para el pirogalatocobalto(II),
pero provisto de un recipiente adicional que permitia calentar los reactivos hasta la ebu-
licién. El precipitado obtenido es de color blanco-grisaceo. Se lavé con éter inicialmente
para eliminar rapidamente el pirogalol excedente y después con agua.

El precipitado se disolvié con un determinado volumen de una disolucién valorada
de HCL. En la disolucion acida se realizaron las determinaciones analiticas indicadas para
el caso del pirogalatocobalto(II). Los resultados obtenidos, y los tedricos correspondientes
al Co[Co,(OH),Pg,], son los siguientes:

% de CH,0# % de OH- % del Co(II)
Valores medios experimentales ... ... 54,03 8,15 37,81
Valores teéricos del Co[Co,(OH),Pg,] 54,07 7,41 38,52
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RENIO EN MINERALES DE MOLIBDENO DE ESPANA

PO R
A. MarTiN e I. GRracia

Cétedra de Quimica Inorgdnica y Andlisis Quimico
Escuela Superior de Irgenieros Industriales de Bilbao (Espaiia)

Abstract

It has been made an investigation about the enrichment in rhenium of our represen-
tatives in the main ore deposits of molybdenum in Spain. The concentrations of rhenium
that have been found in the samples of mclibdenites, are the same ordenated or kinds
of the ones of some other countries.

1. — Introduccién

El renio es uno de los elementos naturales menos abundante de la corteza terrestre.
A pesar de ello, y debido a una serie de propiedades caracteristicas, se utiliza cada vez
mas, en la tecnologia actual, para determinadas aplicaciones especiales.

A causa de la no existencia de especies minerales y yacimientos de renio propios,
se han analizado gran numero de minerales y rocas, con el objeto de encontrar el mayor
nuimero posible de fuentes de extiraccién y beneficio de dicho metal. |

En trabajos anteriores!” de los autores, se ha investigado el posible enr 1quccmnento
de renio en numerosos sedimentos de todo el pais. Fruto de tales estudios fue el descu-
brimiento de un notable enriquecimiento de renio en lignitos de Arenas del Rey (Grana-
da) y de la Depresién del Ebro. Investigaciones posteriores®¥? pusieron de manifiesto la
posibilidad de recuperar el renio a partir de los productos de combustién ‘de dichos ma-
teriales.

Sin embargo, en la actualidad, las molibdenitas y minerales de cobre- mohbdeno cons-
tituyen la principal fuente de obtencién de renio. Esta ha sido la razén de considerar
de interés la realizacién de una investigacidn sistematica, sobre el enriguecimiento en
renio de muestras representativas de los principales’ yacnmentos de minerales de molib-
deno de Espaia.

2. —Yacimientos de minerales de molibdeno de Espaia

Actualmente, las’ Unicas minas de molibdenita en explotacién’ se encuentran en la pro-
vincia de Orense, en el término municipal de Lovios. Se trata del grupo minero «Las
Sombras» formado por las concesiones «Mercedes» de 150 Has. y «Elisita« de 10 Has.
La mmelahzacmn estd formada por wolframita, casiterita, mispiquel, pirita, bismutina y
moiibdenita, -La distribucién formal de la mineralizacién es irregular y considerada de -
origen neumatolitico. Las zafras de los filones contienen por tonelada.y término medio
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5 Kg. de W, 2 Kg. de Mo y 0,3 Kg. de casiterita. También existen indicios de molibdeno
en otros puntos de la provincia de Orense.

Cerca de Campodrén (Gerona), se encuentra la antigua reserva de Moll6 y Setcasas
(hoy en inactividad). Es un yacimiento en masa que contiene varios minerales de wolfra-
mio, hierro y cinc, ademas de molibdenita y mispiquel. En Asturias, en el término muni-
cipal de Tapia de Casariego, se encuentran las concesiones «Figueras» de 212 Has., «Sa-
labe» de 68 Has. y «Dos Amigos» de 42 Has. La mineralizacién parece ser de molibdenita
y pirita.

También en diversos puntos de Castilla (Villacastin, Hoyo de Manzanares, Navacerra-
da, Lumbrales, etc.), se citan en la bibliografia indicios de molibdenita.

Los tnicos yacimientos de wulfenita existentes en Espafia se sitian en Granada. En
la antigua mina «Reconquista», sita en Vélez de Benaudalla, explotada por el COMEIN
desde junio de 1942 a 1945, se obtuvieron concentrados con una ley media de 18,20 %
de MoO,. Como quiera que en otros varios puntos de la provincia de Granada se han
encontrado abundantes indicios de wulfenita, hemos dedicado especial interés al estudio
de esta zona, sobre todo a los afloramientos préximos a Vélez de Benaudalla (Minas
«Fabiola y Balduino» y «Cerro del Toro»). El Departamento de Cristalografia y Minera-
logia de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada, nos ha facilitado también
muestras de algunos yacimientos en los que se habia detectado la presencia de wulfenita.
En general, el mineral aparece incrustado en fisuras y pequefias oquedades, en forma
de cristales prismaticos muy fragiles.

Se ha citado también la presencia de wulfenita en las provincias de Badajoz (antigua
mina «Santa Marta»), Leén (Losacio) y Almeria (Garrucha),

3.— Método de analisis

El pequefio contenido en renio de algunas de las muestras analizadas (en varios ca-
sos inferiores 1 ppm), exigia un método analitico suficientemente sensible. Se ha utilizado
por ello un método de analisis por zctivacidn neutrénicad.

Las muestras fueron irradiadas en el canal neumatico del reactor ARBI (ARgonaut,
Bilbao), durante sesenta minutos, con un flujo término de 4 x 10 n/cm’s

El método de separacién radioquimica se basa en la extraccién del renio con piridina
en solucién de hidréxido sédico.

La medida de la actividad gamma inducida del **Re se ha realizado, previa separacién
de 6 a 8 horas después de la irradiacion, a las 72 heras de la misma, empleandose un de-
tector de centelleo tipo «pozo» de 3” x 3”, acoplado a un analizador multicanal,

El error «standard» vale, si x es la concentracién de renio en ppm en la muestra, y
en las condiciones en las que se han realizado las medidas

1
o (%) = —
X

4. — Consideracién de los resultados

En Ia Tabla I se incluyen los valores de la concentracién de renio en partes por millén,
de muestras representativas de los principales yacimientos de Espafia de molibdenita y
wulfenita y también de algunos otros con indicios de estos minerales. En dicha Tabla se
especifica la naturaleza del mineral y el nombre y localizacién del yacimiento. Dada la
irregular distribucién del renio, se considerdé de interés el analisis de muestras tomadas
en distintos puntos de cada mina. También se recogen en la Tabla I los valores corres-
pondientes a dos muestras de Marruecos, una de molibdenita y otra de wulfentia, de
elevado contenido de molibdeno, esperando poder realizar un estudio completo, cuando
dispongamos de mayor nimero de muestras de dicho pais.
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TABLA 1. — Contenido en renio en minerales de molibdeno

Mina

Localizacion
de la muestra

Mineral de molibdeno

Concentracion
de Re (ppm)

Las Sombras Lovios (Orense) Molibdenita
Punto 1 » » 7,90
» 2 » » 1,10
» 3 » » 1,60
Skl » » 4,90
5 01 ) » » 0,90
Setcasas y Moll6| Campodrén (Gerona) Molibdenita
Punto 1 » » 5,10
» 2 » » 0,65
» 3 » » 3,40
» 4 » » 3,10
» 5 » » 0,55
Salave Tapia de Casariego
(Asturias) Molibdenita
Punto 1 » » 3,10
» 2 » » 3,45
3 » » 2,60
» 4 » » 0,80
» 5 » » 2,60
Fe Lovios (Orense) Molibdenita
Punto 1 » » 1,25
» 2 » » 0,80
Santa Marta Santa Marta (Badajoz) Waulfenita
Punto 1 » 0,45
» 2 » » 0,40
T BL) » » 0,15
» 4 » » 0,25
» 5 » » 0,10
Cerro del Toro Motril (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » 0,70
) » » 0,55
» 3 » » 0,40
Lapeza Lapeza (Granada) Waulfenita
Punto 1 » » 1,30
» 2 » » 0,15
» 3 » » 0,45
» 4 » » 0,25
Quentar Quentar (Granada) Waulfenita
Punto » » 0,45

1

» 2
» 3
4

5

»

»
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TABLA I. — (Continuacion)

Mina (lg'og‘l:glc;g;;_a Mineral de molibdeno C(‘ZOGHCRESZ‘;;I;;Z;Z
La Marca Padul (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » 0,20
» 2 | » » 0,10
» 3 l » » 0,15
» 4 » » 0,15
Sy » » 0,10
Balduino Albufiol (Granada) Waulfenita
y Fabiola
Punto 1 » » 0,50
» 2 3550, » 0,60
Cerrajén Monachil (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » - 0,45
» 2 » » 0,30
» 3 ; » » 0,10
» 4 : » » 0,10
» 5 » » < 0,05
Los Lastonares Giiejar - Sierra Wulfenita
(Granada)
Punto i » » 0,0S
» 2 » » < 0,05
» 3 » » < 0,05
» 4 » » < 0,05
Cerro de la Cruz | Albufniuelas (Granada) Waulfenita . :
Punto 1 » » 0,10
» 2 » » 0,40
» 3 » » < 0,05
» 4 » » { < 0,05
Marruecos Molibdenita i~ 5365
» Waulfenita 36,40

En la Tabla II se dan los contenidos de renio en partes por millén y del tanto por
ciento de molibdeno en muestras de molibdenitas, sin concentrar y en concentrados de
las mismas. La obtencién de los concentrados correspondientes a cada una de las mues-
tras seleccionadas, se obtuvo por medios puramente mecédnicos, sin otro objetivo que po-
ner de manifiesto la estrecha relacién existente entre el grado de enriquecimiento de
renio en el mineral y su concentraciéon en molibdeno.

El estudio de los resultados incluidos en las Tablas I y II, permite hacer las siguien-
tes consideraciones:

a) Las concentraciones de renio encontradas. en las muesiras de molibdenitas espafio-
las, que se estudian en este trabajo, son del mismo orden que las obtenidas en minerales
de otros paises’!l.

b) Los-concentrados de algunas de las molbidenitas estudiadas podrian utilizarse
como fuentes de recuperacién de.renio, siempre que fuese rentable su explotacién como
tales minerales de molibdeno.
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TABLA II. — Relacion entre el contenido de renio y molibdeno en muestras
de molibdenita y sus concentrados

Muestra Renio (ppm) Molibdeno (%)
1 0,75 0,15
Concentrado 2,65 1,10
2 1,20 0,65
Concentrado 7,55 10,12
3 2,55 1,72
Concentrado 6,35 9,83
4 4,95 6,16
Concentrado 28,35 51,30
5 51,05 15,13
Concentrado 105,40 51,06

<) Existe una indudable estrecha relacién entre el grado de enriquecimiento de renio
en el mineral y la concentracién de molibdeno en el mismo. Este hecho queda confirmado
por los valores que se incluyen en la Tabla II.

d) En general, se observa un mayor grado de enriquecimiento en las molibdenitas
que en las wulfenitas analizadas. Esto puede interpretarse en funcion del mayor conte-
nido de molibdeno de las molibdenitas, en relacién a las wulfenitas estudiadas.

e) Cabe sefialar, finalmente, la irregular distribucién de renio dentro de una misma
mina (Tabla I). A igual conclusién llegaron los autores’ al investigar la distribucién de
renio en minas de lignitos enriquecicos en dicho elemento.
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