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RESUMO

As linhas que descrevem os planetas ao serem atrazidos polo sol som
elipses, e um dos principais méritos de Newton, foi o de explicar este
comportamento a partir da Lei da Gravitagom Universal. Neste trabaho indi-
case um método de demonstragcom elementar que permite que os aunos dos
ultimos anos de secundéria, podam seguir o caminho 16gico que permite
alcancar aquel ressultado a partir de esta.

1. INTRODUCOM GEOMETRICA

Comeza-se por definir a elipse como o lugar geométrico dos pontos do
plano cujas distancias a dous pontos fixos (focos) dam como soma um valor
prefixado. Da definicom desprende-se que por qualquer ponto do plano passa
umha elipse de focos dados. Esta ideia pode-se expressar dizendo que o total
das €elipses confocais enche o plano inteiro.

Se um ponto é exterior a umha €lipse, pertencera a outra confocal com
eixo maior mais grande (eixo maior é a soma das disténcias aos focos desde
qualquer ponto da elipse). Com efeito, se Q é exterior, e F e F os focos, 0 eixo
maior da elipse que passa por Q ser&

2a'= QF+QF > (PF- QP)+ QF = (PF- QP)+ (QP+ PF)=2xa,

sendo P o ponto da elipse dada ainhado com Q e F. Do mesmo modo, se
um ponto € interior a umha €lipse, a confocal que passe por ele, terd mais
pequeno 0 eixo maior. Como estas duas situagcons repressentam
exaustivamente todas as posibilidades, se verificam tamém as respectivas
Proposi¢ons reciprocas.
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Umha recta t que passa polo ponto P da eipse, chama-se tangente se
todos os outros pontos de t, som exteriores. Esta recta tem a seguinte
importantissima propriedade: Os segmentos PF e PF formam éngulos iguais
com t. Esta propriedade a compartem todas as conicas e serve de fundamento
a numerosas aplicacons em Optica, Acustica e Electromagnetismo. Os alunos
poderdm entender o porqué da geometria das antenas parabdlicas. Na figura
1, onde G' é smétrico de F' respecto de t, os pontos G', P e F som colineares,
pois noutro caso, 0 ponto P onde se cortam FG' e a tangente, seria interior a
elipse:

P'F+P'F=P'G'+PF<PG“+PF=PF+PF=2>xa
Agora é evidente que a é igud ao smétrico de b.

O reciproco da anterior propriedade tamém é
certo: se P, F e F som tres pontos nom
alinhados, t umha recta que contém a P e 0s
angulosqueformam PF e PFcomt somiguais,
entom t € tangente a elipse tragada por P com
focosemF eF.

Olhemos a figura 1, onde inicidmente sO ve-
mos os pontos F', F e P, arectat e os dngulos
aeb.

Construimos o ponto G' simétrico de F me-
diante arectat. Por seremiguais, por hipoétese,
oséngulosa e b, e este Ultimo a0 seu SmMétri-
co, este debe ser oposto polo vértice de agquel,
guedando provado que ospontosG', PeF estam
alinhados. Se P é qualquer outro ponto de't:

- Fig. 1

2xa = PF+PF=PG+PF< P G'+P'F = P'F+P'F

polo que P sera exterior a eipse que passa por P e, segundo a definicom, t €
tangente aela.

2. A segundalei de Kepler

O efeito de umhaforca € cambiar a velocidade do objecto ao que se aplica;
este cambio € a aceleracom, cujamedida nos dd adaforca ao multiplica-la por um
factor de proporcionaidade. Consderemos a figura 2 onde o planeta, que inicia-
menteestaem A, nom esté sendo sometido neste momento anengumhaforga, polo
que a sua velocidade é uniforme: na unidade de tempo chega a B, de modo que o
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vector AB € o vector velocidade inicial. Se durante outra unidade de tempo o
planeta segui sse como antes, chegariaaté o ponto C', masno ponto B 0 sol exerceu
aatraccom gravitat6ria que podemosinterpretar como um cambio navelocidade, é

dizer, um vector Dv dirigido ao sol. Entom nesta unidade de tempo o planetaavangou

realmente ao ponto C, pois BC é asomavectoria davelocidade anterior e o cambio

na velocidade.

E fazil ver que os tridngu-
los SAB e SBC’, tenhem a
mesma area, pois ambos tenhem
igua base —0 vector velocidade
inicid- e igual dtura—adigancia
do sol arecta AB. Polo mesmo
motivo tenhemigua areaostrian-
gulos SBC' e SBC, que tenhem
comum a base SB e a dtura de
ambos é a distancia entre as rec-
tas paradelas SB e CC'. De modo que som iguais as areas dos triangulos SAB e
SBC que som as areas varridas polo planeta em diferentes unidades de tempo.
Esto € o que afirma Kepler na sua segundalei: avelocidade areolar do planetaé
constante.

Para chegar ao anterior ressultado nom foi necessario utilizar todo o que se
afirmanaLe de Gravitagom de Newton. Unicamente se necessitou 0 que se diz
nela sobre a direccom daforga atractiva: aforga que o sol exerce sobre um plane-
ta, tem a direccom da linha recta que 0s une, 0 que se chama umhaforca central.
Nafigura 2, por tanto, o vector Dv estanalinha SB e de agui ressultaque C estano
mesmo plano que A e B: a trajectéria do planeta € umha curva plana. Outra
conseguénciaé o paralelismo das rectas SB e CC’, que se necesitou paraprovar a
igual dade das areas e que nom teria sucedido se nom estivesse Dv sobre SB.

3. Atercerale deKepler

1R . - Edtale afirmaqueo quadrado do

' periodo de um planeta é propor-

O ciond a0 cubo do semieixo maior

da correspondente érhita. Estalel

€ inexacta pois a constante de

proporcionalidade depende da

‘ , massa do planeta, como pode

(Glgramaolah gy 5 (Gograma de velocl®)  ver-se em [1]. Jaque esta lei de
Kepler nom é rigorosamente
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exacta, tampouco seremos rigorosos na sua demonstragom e utilizaremos umha
orbitacircular aproveitando o feito de que as Orbitas reais dos planetas se gproximam
bastante a esta forma geométrica. Sendo assim, o planeta estaria em movimento
circular uniforme, pois sd haveria aceleracom normal por ser central a forca
gravitatoria.

Nafigura 3 consideramos duas posicons do planeta separadas por um tempo
N vezes mais pequefio que o periodo T. A distancia a0 sol é R, e DR a disgtancia
entre ambas as posicons. A distdnciaangular em radianos seraj = 2>p/n Noutro

circulo podemos repressentar os vectores vel ocidade que formardm o mesmo an-
gulo que os rédios (som perpendiculares a eles), e Dv serd a separagom entre 0s
extremos de ambos os vectores. Se n é grande, podemos identificar o arco com a

correspondente cordaeentém Dv =j xv =2xp xv/n . A velocidade e aforga (pro-
porcional a aceleragcom), respectivamente, som:

V:%:mewnzzme F:k&:kYZmW/n:kYmev:k>(2>p)2£2
Dt T/I’l T Dt T/n T T

A lei agravitagom afirma a dependénciainverso-quadréticaentre aforcae
a distancia: F=k'/R2 e comparando ambas expressons da forga,

. 1
obtemosR° = {l k'>k2 p)° "k] g"Tz
4. A primeirale deKepler

Newton comezou por estabel ecer os tres postulados nos que se fundamenta
amecanica, referentes ainércia, asforgas e ao movimento. A continuagom quixo
conhezer a indole de umha forga tal que desse lugar a descripcom de Kepler, e
deduziu que [2]:

1° Devia ser umhaforga central, e assim cumpririaale das areas
2° Devia ser inverso-gquadratica e assim cumpririaale dos periodos

E janom necessitou mais hipoteses. Unicamente tinha que provar que umha
forcatal daria necessariagmente lugar a trgjectorias dipticas.

O procedimento que segue para fazer tal demonstragom afasta-se do de
Newton e utiliza o caminho seguido por Feynman em [3]. Olhemos afigura4, onde
se dividiu a trgjectéria em n sectores de igua angulo central. Consideremos os
despracamentos desde B aC, e desde E aF. O primeiro rediza-se no tempo Dt, e
a velocidade experimenta umha variagom Dv,, e 0 segundo em DX, e a velocidade
cambia Dv,. As areas varridas —aproximadamente as dos triangul os- som, respec
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tivamente DA, e DA,. Polalei das &reas, 0s tempos som proporcionais as areas, e
se temos em conta que os tridngulos SBC e SEF som “aproximadamente’
semelhantes —0 serdm tanto mais quanto mais se aproxime azero o angulo f - a
racom das areas deverd ser igual ao quadrado da racom dos lados:

&:—ml :£ % Dll/ulxﬂ Fl ul ]/SFZ SF x— =1b Dv; =Dv,
D, DA, sC Dv, Dvn/Dt, O, F th 1/502 SC2

Onde se utilizou que as forgas som inverso-quadraticas. Chegou-se a
conclussom de que a angulos iguais cor r espondem 0s mesmos incrementos
de velocidade.

Fig. 4

Esto permite-nos congtruir o seguintre diagrama (fig 5), onde repressentaremaos
com letras mai Uscul as as posi cons sucessivas do planeta: J, K, L e M correspondentes
todas elas a multiplos enteiros do angulo central f =2xp/n; e com as mesmas
letras em minGscula: j,k | e m, os extremos dos vectores v, v, , v, eV,,, todos eles
com origem em um polo O ubicado em um lugar arbltrarlo como é costume no
diagrama das velocidades. Neste diagrama os segmentos jk, ki, Im etc, som iguais
pois acabamos de ver que a &ngulos iguais correspondem 0s mesmos incrementos
de velocidade.

, Teremos entom umha poligond congtituida por n

segmentos iguais que formam cada um o mesmo

” angulo com o seguinte (pois o incremento de

‘; velocidade jk, € o tirom gravitatdrio que o planeta

' experimenta em K, orientado a S; de modo que
‘\ KK KIJSL e Imflsu).
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Esto significa que jkim... € um poligono regular de n lados ainda que O nom
€ 0 seu centro (figura 6). A cadalado de este poligono regular de n lados, corres-
ponde-Ilhe um angulo central igua af = 2p/n. Em consequéncia, o angulo desde o
sol entre duas posicons, € igua ao angulo central que separa as correspondentes
velocidades no seu diagrama.

Nafigura 7 consideramos j& umha trgjectoriareal, curva, onde a atraccom
gravitatéria se exerce de modo continuo e nom por impulsos instantaneos, como
vinhemos suponhendo para entender o processo desde umha perspectiva
smplificadora, mas nom inexacta, se se acompanha de um adequado passo ao
[imite. Partimos agora de umha posicom do planeta no seu periélio -posicom mais
proxima ao sol- onde a velocidade € méxima. Entom no correspondente diagrama
de velocidades —que agora € um circulo-, Oj debe estar sobre um didmetro. A outra
posicom posterior do planeta, no ponto P, corresponde-Ihe avel ocidade Op no diagra-
madas velocidades. O angulo desde 0 sol entre as posicons Je P, éigud ao angulo
central correspondente ao arco jp no diagrama das velocidades: € o angulo g. O
ultimo circulo corresponde ao diagrama das velocidades rotado 90° no sentido re-
trégrado.

Por ultimo (figura 8),
trandademos o circulo das
velocidades rotado, até ubi-
car em S o seu centro. Utili-
zaremos umha escala para
as velocidades tal que J
estgja no ponto méo de O,
segmento que medird a

Fig. 7 velocidade do planeta em J
(mas nom a direccom, que
aqui é perpendicular). O segmento SJ medira a distancia do sol ao planeta, cada
tipo de magnitud com a sua correspondente escala
V gamos agora como congtruir atrgjectoria
do planeta: tomamaos um ponto p no circulo, aumha
distdncia angular q dej. Construimos a mediatriz t
do segmento Op. Chamo Painterseccom det e Sp
(R =radio do circulo).
1°JePestdm numhaedipse defocosOe S
PO+PS=pP+PS=R=jJ+JS=J0+JS
2°a = b por ser ambos iguais a simétrico
de b respecto de t, logo t é tangente a elipse
(Lembre-se aintroducgom). Neste diagrama

(diagrama orbital) (diagrama de velocidades)
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rotado, as velocidades devem ser perpendiculares as tangentes a trgjectoria real,
gue € o que sucede com a velocidade Op e arectat. Vemos que a elipse com
focosem O e Seeixoigual ao radio do diagrama de velocidades, é atrajectéria
real do planeta, pois é a Unica curvaque, partindo de J, é tangente em cada ponto
avelocidade do planeta.
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