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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Toméas Recio Muiiiz

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en cada
uno de los nimeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica en la que
los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel destacado. Para
cumplir este objetivo el editor de la columna (sin otros méritos que su
interés y sin otros recursos que su mejor voluntad) quisiera contar con la
colaboracion de los lectores, a los que anima a remitirle (a la direccién
que se indica al pie de pdginal) los trabajos y sugerencias que consideren
oportunos.

EN ESTE NUMERO. . .

En este nimero de La Gaceta presentamos un articulo de un grupo de investi-
gadores del equipo Psycotrip (Programacién y Célculo Simbélico) de la Universidad
de La Rioja, en el que se describe el programa fKenzo, para la realizaciéon de calculos
en Topologia Algebraica. Se trata de una traduccién al castellano de una versién
resumida de un articulo que los autores publicaran en breve en el Journal of Sym-
bolic Computation (doi:10.1016/j.jsc.2011.01.005, disponible en linea desde el
3 de febrero de 2011 en http://www.elsevier.com/locate/jsc), a cuyo editor
agradecemos las facilidades concedidas.

Hacia el afio 1985, Francis Sergeraert, investigador del Institut Fourier, en Greno-
ble (Francia), propuso un concepto tedrico, el de la Homologia Efectiva, que deberia
permitir resolver muchos problemas de calculabilidad en Topologia Algebraica vy,
ademaés, deberia dar lugar a programas reales para el calculo de invariantes en esa
disciplina. Sobre el afio 1989 se terminé una primera version de un conjunto de pro-
gramas que implementaban las ideas de la Homologia Efectiva, dando lugar a un
sistema denominado EAT (por «Effective Algebraic Topology»). Esos esfuerzos es-
tuvieron relacionados con la tesis doctoral de Julio Rubio (Zaragoza 1988, Grenoble
1991), dirigida por Sergeraert.

Conforme el desarrollo de estos avances fue consolidandose, se reconocié que, mas
alld del cardcter «efectivo» de las técnicas (es decir, de que se podian ejecutar en
un ordenador), se encontraba una revisién de la misma Topologia Algebraica desde
el punto de vista de las matematicas constructivas, por lo que Sergeraert renombré
esta linea de trabajo como CAT (por «Constructive Algebraic Topology»). Como
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A la izquierda, el profesor Francis Sergeraert. A la derecha, Jénathan Heras, Julio
Rubio y Vico Pascual.

una de las gatas de Sergeraert en ese momento se llamaba Kenzo, ese fue el nombre
elegido para la siguiente versiéon de EAT que, con mejoras y modificaciones, es la
que pervive hasta la fecha. En paralelo con la evolucion de Kenzo, que sigui6 siendo
dirigida por Sergeraert, en la Universidad de La Rioja se lanz6é un proyecto para
estudiar Kenzo formalmente, como sistema software.

El primer resultado destacable en esa nueva linea fue la tesis de Vico Pascual en el
ano 2002, codirigida por Laureano Lambéan y Julio Rubio. Conforme la comprension
de Kenzo avanzaba, desde el punto de vista de la Ingenieria del Software, se fue
haciendo posible el emprender la realizacion de una interfaz de usuario amigable
para el sistema.

El resultado de esa iniciativa es el sistema fKenzo que se presenta en este articulo,
que es una parte de la tesis doctoral de Jénathan Heras, codirigida por Vico Pascual
y Julio Rubio.

En la actualidad el profesor Francis Sergeraert es «Profesor Honoraire» del Ins-
titut Fourier, desde su retiro de las labores docentes en el ano 2005, y es también
miembro honorario e investigador oficial y realmente activo en los proyectos del gru-
po Psycotrip que dirige el profesor Julio Rubio, y en el que colaboran los otros dos
autores de este articulo.
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fKenzo: una interfaz de usuario para realizar calculos en
Topologia Algebraica'

por

Jonathan Heras, Vico Pascual, Julio Rubio y Francis Sergeraert

RESUMEN.  fKenzo (del inglés friendly Kenzo) es una interfaz grafica de usua-
rio que proporciona un acceso cémodo al sistema Kenzo, un programa Common
Lisp dedicado a la Topologia Algebraica. El sistema fKenzo estd compuesto por
la componente gréfica en si, por una capa intermedia basada en XML que co-
necta la interfaz con Kenzo, y por el propio sistema Kenzo. En este articulo
se describen las principales caracteristicas de fKenzo, asi como sus ventajas y
limitaciones con respecto a Kenzo.

INTRODUCCION

La Topologia Algebraica es una rama de las Matematicas que estudia los espacios
topologicos por medios algebraicos, en particular a través de invariantes algebraicos,
como los grupos de homologia y homotopia. Por ejemplo, dos espacios que tienen
grupos de homologfa diferentes (no isomorfos) tienen tipos de homotopia distintos.
La evolucién moderna de la Topologia Algebraica se centra en problemas estruc-
turales, dejando a un lado el interés computacional. Una posible razén para dicha
evolucién reside en que, en general, el calculo de grupos de homologia u homotopia
de espacios arbitrarios es una tarea compleja, fuera del alcance de un topdlogo que
«sOlox trabaje con lapiz y papel.

El fascinante ejemplo del Algebra Conmutativa, donde los especialistas utilizan,
desde hace ya tiempo, poderosas herramientas computacionales tales como Macau-
lay, Cocoa o Singular para ayudarse en su trabajo, produciendo nuevos problemas
matemdticos, no tiene su equivalente en Topologia Algebraica. jPor qué? Un tema
interesante para los investigadores en Historia de las Mateméaticas. Una posible ra-
z6n es la siguiente: los programas para Topologia Algebraica requieren un alto nivel
de programacion funcional, pero ese no es el tema de este trabajo.

Este articulo estd dedicado a presentar el sistema fKenzo (del inglés friendly
Kenzo), una interfaz grafica que permite a un topdlogo el uso del programa Kenzo
para aplicaciones simples, sin necesidad de preocuparse por las cuestiones técnicas
que son inevitables cuando queremos utilizar toda la potencia del sistema Kenzo.

fParcialmente financiado por el proyecto MTM2009-13842-C02-01.
1Desafortunadamente (o afortunadamente, dependiendo del punto de vista) el reciproco no es
cierto.
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Para ilustrar la capacidad computacional de fKenzo, vamos a considerar el esce-
nario hipotético de un curso de doctorado dedicado a fibraciones que, en particular,
introduce los funtores espacio de lazos €1 y espacio clasificante B. En el contexto
simplicial, el libro [7] es una buena referencia para estos temas. En este entorno, si X
es un espacio conexo, su espacio de lazos X es un grupo simplicial (X es el espacio
constituido por las funciones continuas de la circunferencia S en X que preservan el
punto base), el grupo estructural de una fibracién universal QX — PX — X. Reci-
procamente, si G es un grupo simplicial, el espacio clasificante BG es el espacio base
de una fibracién universal G — EG — BG. Esta simetria entre ambas situaciones
nos lleva de manera natural a la siguiente cuestion: en un contexto apropiado, json
los funtores 2 y B inversos el uno del otro? En el caso de la composicion Bf2, pode-
mos utilizar fKenzo para comparar los primeros grupos de homologia de la 2-esfera
52 con los de Q52 y los de BQS?, y dar cierta credibilidad a la relacién BQ = id
en la categoria homotépica. El grupo simplicial 252 puede a su vez ser usado para
comparar del mismo modo Q252% y QB€.S5?, llegando a la conclusién QB = id.

Un (buen) estudiante se puede preguntar por qué no hemos considerado en primer
lugar el caso mas simple de la circunferencia, la 1-esfera S*'. Si usidsemos de nuevo
fKenzo, esta vez no obtendriamos el resultado esperado, a pesar de que la afirmacién
BQS! ~ S! es cierta. Sin embargo, en este caso no se puede usar la sucesién espectral
de Eilenberg-Moore para calcular H,.S', debido a que S' no es simplemente conexo
y fKenzo comprueba este hecho. La comparacién simétrica entre S* y QBS! también
falla, pero por otra razén: la versién «estdndar» de S' como espacio topolégico es un
grupo, pero a la presentacién simplicial estdndar de S! no se le puede dotar de una
estructura de grupo simplicial. Esta es una buena oportunidad para introducir el
espacio de Eilenberg-MacLane K(Z, 1), que es el modelo de Kan «minimal» para la
circunferencia S! y a su vez un grupo simplicial. Ahora si, si comparamos en fKenzo
los primeros grupos de homologia de K(Z,1) con los de QBK(Z, 1) obtenemos el
resultado esperado. En general podemos decir que las equivalencias homotépicas
BQX ~ X y QBG ~ G son ciertas si X es un espacio conexo y G es un grupo
simplicial, ver [7].

Creemos que esto ilustra el modo en que se puede utilizar fKenzo como una
herramienta de ayuda para la Topologia Algebraica. Merece la pena resaltar que
todos los espacios de los ejemplos anteriores (exceptuando las esferas S* y S?) no
son conjuntos simpliciales de tipo finito. Por lo tanto, el calculo de sus grupos de
homologia, sin la herramienta apropiada, es una tarea que supone un desafio para las
capacidades de un principiante en Topologia Algebraica. Afortunadamente, Kenzo
es capaz de calcular de manera rapida estos grupos gracias a la teoria de la Homo-
logia Efectiva. Esto proporciona un aspecto experimental a la Topologia Algebraica,
aspecto que el Algebra Conmutativa hered6 ya hace bastantes afios de los sistemas
de célculo simbdlico.

Aunque este articulo no estd dedicado a introducir los conceptos y técnicas de la
Homologfa Efectiva (que pueden encontrarse detallados por ejemplo en [9]), vamos
a intentar dar una pequena motivacion en este parrafo, tomando como ejemplo la
homologia de los espacios de lazos. Hablando informalmente, las técnicas de Homo-
logia Efectiva proporcionan una conexién entre un objeto de tipo no finito X y un
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objeto finito Y que tiene los mismos grupos de homologia que X; por lo tanto, el
problema de calcular los grupos de homologia de X se reduce a calcular los grupos
de homologia de Y. En el ejemplo, partiriamos de un objeto con homologia efectiva
como la esfera de dimensién tres S® (tiene homologia efectiva porque su complejo
de cadenas simplicial es de tipo finito). A continuacién le aplicarfamos el functor
espacio de lazos ) (recuérdese, se trata del espacio de aplicaciones continuas de la
circunferencia S en S?). El modelo simplicial para ese espacio 5% es un conjunto
con un nimero infinito de simplices (se trata, esencialmente, de un grupo libre no
abeliano generado por simplices de S3; ver la construccién G de Kan en [7]). El
complejo de cadenas asociado a QS es por tanto el objeto X en nuestra explicacién
anterior, que no es de tipo finito. Las técnicas de la homologia efectiva permiten
construir algoritmicamente una equivalencia de homotopia con un objeto de tipo
finito Y (en el ejemplo de 252 se trata de una variante de la construccién Cobar de
Adams; ver [9]). De ese modo, 252 pasa a ser un objeto con homologia efectiva y,
desde el punto de vista de Kenzo o fKenzo, no hay ninguna diferencia estructural
entre él y el espacio més simple S2. La consecuencia de este hecho va més allé de que
podamos calcular los primeros grupos de homologia de 25%; ademés, podemos vol-
verle a aplicar todas las construcciones que tenemos a nuestra disposicién en Kenzo.
En particular, podemos volver a tomar su espacio de lazos Q(25%) (habitualmente
denotado 925%), lo que da una solucién elegante para el cdlculo de la homologia de
los espacios de lazos iterados.

El resto del articulo estd organizado del siguiente modo. En la primera seccién
mostramos cémo serian procesados en Kenzo los ejemplos sobre los espacios de lazos
y espacios clasificantes que hemos presentado en esta introduccién. En la secciéon 2,
se consideran los mismos ejemplos utilizando esta vez la interfaz fKenzo. Una des-
cripcion de las capacidades de fKenzo es el tema de la seccion 3. En la tltima seccién,
comparamos las ventajas y desventajas de Kenzo con respecto a fKenzo. El articu-
lo termina con una seccién de conclusiones y posibles lineas de trabajo futuro, y,
finalmente, incluimos la bibliografia.

1. Kenzo ANTES DE fKenzo

El programa Kenzo es una colecciéon de ficheros Common Lisp que debe ser usado
en un entorno Common Lisp. La pdgina web de Kenzo [3] proporciona la informa-
cién necesaria para que un topdlogo pueda instalar un entorno Common Lisp en su
ordenador,? y a continuacién trabajar con Kenzo. Este programa esta constituido
por una coleccién de clases (complejos de cadenas, conjuntos simpliciales, grupos
simpliciales, etcétera) y un buen ntmero de funciones que permiten a un usuario la
gestién de los objetos tradicionales de la Topologia Algebraica, y en particular el
calculo de algunos grupos de homologia y homotopia.

Una sesién de Kenzo en la cual intentamos comparar la 2-esfera S? y el espacio
clasificante BQS? podria comenzar del siguiente modo:

2 Algunos entornos Common Lisp son libres y gratuitos.



300 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

> (setf S2 (sphere 2)) *H
[K1 Simplicial-Set]

Esta interacciéon con Kenzo hay que interpretarla del siguiente modo. El simbolo
inicial ‘>’ es el caracter que se muestra en nuestro entorno Common Lisp para in-
dicar que el sistema esta a la espera de érdenes. El usuario escribe una instruccién
Lisp, en este caso (setf S2 (sphere 2)),y la cruz de malta "X (que no es visible en
la pantalla del usuario) indica en este texto el final de la instruccién Lisp. La tecla de
retorno pide a Lisp que evaliie la instruccién. La 2-esfera S? es construida por medio
de la funcién sphere de Kenzo, que toma el valor 2 como argumento, y es asignada al
simbolo S2 para ser usada en el futuro. Al evaluar una instruccion, Lisp devuelve un
objeto, que es el resultado de la evaluacién. En el ejemplo, es el objeto Kenzo niime-
ro #1, un Simplicial-Set, objeto Lisp que implementa a la 2-esfera, mostrado como
[K1 Simplicial-Set]. La estructura interna de dicho objeto estd compuesta de un
conjunto de ricas estructuras de datos, en concreto varias componentes funcionales,
pero no es mostrada al usuario.

Kenzo también puede construir el espacio de lazos Q52%, un grupo simplicial, y
después el espacio clasificante de este grupo, BQS?, que sélo es un conjunto simpli-
cial, dado que el grupo 9252 no es abeliano:

> (setf 0S2 (loop-space 52)) *H

[K6 Simplicial-Group]

> (setf BOS2 (classifying-space 0S2)) X
[K18 Simplicial-Set]

Es un resultado conocido que, para p > 0, se cumple H,Q5% = Z. Para valores
pequenos de p, Kenzo puede calcular dichos grupos sin ningiin problema, utilizando
la version efectiva de la sucesion espectral de Eilenberg-Moore aplicada al conjunto
simplicial S2. Por ejemplo:

> (homology 0S2 6) "M
Homology in dimension 6 :
Component Z

que se debe interpretar como HgQS? = Z. Asi es posible comparar algunos grupos
de homologia de S y BQS?:

> (homology S2 2) X
Homology in dimension 2 :
Component Z

> (homology B0S2 2) *H
Homology in dimension 2 :
Component Z

> (homology S2 6) "H
Homology in dimension 6 :

> (homology BOS2 6) "
Homology in dimension 6 :

Después de Homology in dimension 6 no se muestra ninguna componente, lo
que significa que el correspondiente grupo de homologia es nulo. Kenzo también
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informa al usuario de que Hp52 = HpB952 para p = 2 y p = 6. Se obtiene el
mismo resultado para otros valores de p, lo que implica que merece la pena estudiar

la cuestién de la equivalencia homotépica S? X BOS2.3

La cuestién simétrica G ~ QBG requiere un grupo G, por ejemplo G = QS5?. El
lector puede ahora entender el objetivo de la siguientes instrucciones Kenzo:

> (setf OBOS2 (loop-space B0S2)) MK
[K252 Simplicial-Group]

> (homology 0BOS2 6) M

Homology in dimension 6 :

Component Z

De nuevo el usuario puede comprobar que H,QS5? = H,QBQS? para valores pe-
quenios de p. Los mismos calculos se pueden repetir con otros espacios iniciales,

sugiriendo claramente la cuestién general de la equivalencia homotopica G < QBG.

Intentemos realizar el mismo trabajo con el grupo G = S'. Dado que la circun-
ferencia S' es un subgrupo del grupo multiplicativo C*, se puede definir el espacio
clasificante BS*:

> (setf S1 (sphere 1)) "M

[K395 Simplicial-Set]

> (setf BS1 (classifying-space S1)) M

Error: No methods applicable for generic function
#<STANDARD-GENERIC-FUNCTION CLASSIFYING-SPACE>
with args ([K395 Simplicial-Set]) of classes (SIMPLICIAL-SET)

Sin embargo la implementacién por defecto de Kenzo para la circunferencia S* es
un conjunto simplicial con un vértice y una arista. Como se muestra claramente, este
objeto tiene la estructura (clase en la jerga de computadores) de conjunto simplicial,
asi que la funcién genérica classifying-space no se puede aplicar a dicho objeto. La
Topologia Algebraica Computacional debe usar modelos combinatorios, y al modelo
simplicial méas sencillo de la circunferencia no se le puede dotar de una estructura
de grupo simplicial: un grupo simplicial es necesariamente un conjunto simplicial
de Kan, ver [7], y el modelo minimal de Kan para la circunferencia es el modelo
simplicial estdndar del espacio de Eilenberg-MacLane K (Z, 1); un conjunto simplicial
que no es de tipo finito pero que sin embargo se puede construir y usar en el sistema
Kenzo:

> (setf KZ1 (k-z 1)) "X

[K513 Abelian-Simplicial-Group]

> (setf BKZ1 (classifying-space kz1)) "
[K525 Abelian-Simplicial-Group]

> (setf 0BKZ1 (loop-space bkzl)) *XH
[K537 Simplicial-Group]

Los grupos de homologia H,QQBK (Z,1) pueden ahora ser calculados y compara-
dos con los conocidos grupos de homologia de la circunferencia:

3 Kenzo permite al usuario calcular, por ejemplo, cada grupo de homologia HpBQS2 con p < 8,
de un modo mas adecuado, pero en esta breve nota hemos preferido evitar la salida de resultados
excesivamente verbosa producida por Kenzo.
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Figura 1: Ventana inicial de fKenzo.

> (homology OBKZ1 1) M
Homology in dimension 1 :
Component Z

> (homology OBKZ1 6) M
Homology in dimension 6 :

2.  EL MISMO EJEMPLO CON fKenzo

Para repetir los mismos cédlculos con fKenzo, el primer paso consiste en descar-
garse el instalador desde la pdgina web indicada en [4]; por el momento fKenzo sélo
se encuentra disponible para Windows. Después del proceso de instalacién (no es ne-
cesario instalar ningin programa adicional), el usuario puede pulsar sobre el icono
de fKenzo, accediendo a la interfaz vacia mostrada en la figura 1.

Dado que estamos planeando trabajar con conjuntos simpliciales y grupos sim-
pliciales, podemos usar File — Add Module y ahi seleccionar el fichero Simplicial-
Groups.omdoc. En ese momento la interfaz cambia, incluyendo dos nuevos ments
llamados Simplicial-Sets y Simplicial-Groups. Al desplegar estos menis encontramos
distintas opciones que permiten construir, en particular, esferas, espacios de lazos o
espacios clasificantes. Al seleccionar la opcién Simplicial-Sets — sphere, fKenzo pide
un numero natural limitado, por defecto en Kenzo, a 14. El espacio denotado por
SS 1 aparece en el lado izquierdo de la pantalla; al seleccionarlo (ver figura 2), en
la parte inferior derecha de la pantalla aparece la notacién matematica estdndar del
espacio. En la parte superior derecha del panel se muestra el historial de los espacios
construidos.
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Figura 2: Ejemplo de sesién.

Al intentar construir un espacio clasificante desde el mend Simplicial-Groups,
fKenzo informa de la necesidad de construir un grupo simplicial (de este modo se
evita un posible error). Se puede entonces construir el espacio 252 y, dado que Q.52
es el tnico grupo simplicial en la sesion, al seleccionar la opcién classifying-space,
05? es el tinico espacio disponible en la lista mostrada por fKenzo. Para trabajar con
los espacios de Eilenberg-MacLane, se debe cargar el médulo de Abelian-Simplicial-
Groups. De este modo todos los espacios mencionados en la seccién anterior se pueden
construir en fKenzo; ver figura 2.

Al cargar el fichero Computing.omdoc, aparece el ment Computing, en el que
se puede seleccionar la opcion Homology. De este modo se reproducen los calculos
realizados en la seccién 1, como puede observarse en la figura 3.

Si el usuario intenta realizar algin cédlculo para el que la teoria de la homologia
efectiva no prevé ningtin algoritmo, como en el caso de Hy(BQ?S?), fKenzo le informa
de que no puede calcular Hy(BQ2S?) (ver figura 4) debido, en este caso concreto,
a un problema con el grado de conexién del espacio. Por lo tanto, fKenzo no sélo
permite una interaccién méas cémoda que Kenzo, sino que también guia al usuario,
evitando errores de ejecucién (ver la idea de capa intermedia en el articulo [5]).

3. fKenzo: DESCRIPCION DEL SISTEMA

fKenzo es una interfaz de usuario extensible. Basa su organizacién en el uso
de algunas herramientas OpenMath, como los diccionarios de contenido y los do-
cumentos OpenMath; ver [2]. Las estructuras de datos que utiliza el sistema y que
codifican estructuras mateméticas (esferas, espacios clasificantes, espacios de lazos,
etcétera) estan organizadas en diccionarios de contenido considerando las estructu-
ras matemadticas que representan. Esto define una estructura modular para fKenzo.
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Figura 3: Ejemplo de calculos.

Opps, you can't compute the homology of this object. ts connection degree is -1 and must

be higher than 0.

| Close ‘

Figura 4: Error del grado de reduccién.

Cuando en el ment File seleccionamos la opcion Add Module, se nos muestra una
lista de los documentos OpenMath disponibles. El efecto de anadir un nuevo médulo
es que la interfaz del usuario cambia, normalmente incluyendo un nuevo ment con
las funcionalidades correspondientes al documento OpenMath.

En su distribucién actual, fKenzo cuenta con cinco médulos: Chain-Complexes,
Simplicial-Sets, Simplicial-Groups, Abelian-Simplicial-Groups y Computing. Ade-
mas, se pueden descargar algunos modulos experimentales, a través del gestor de
plug-ins que se encuentra en el ment Help, dando la posibilidad de integrar fKenzo
con el sistema de calculo simbélico GAP o el demostrador de teoremas ACL2.*

El médulo Simplicial-Set contiene la mayor parte de la funcionalidad de Ken-
zo. Incluye opciones para construir espacios desde cero: esferas, espacios de Moore,
conjuntos simpliciales finitos (utilizando la sintaxis descrita en [3]), etcétera. La op-

4Estos aspectos experimentales son una de las razones para usar OpenMath como lenguaje de
especificacién, ya que permite comunicarnos con sistemas de cdlculo simbélico, como GAP, y tam-
bién incluir informacién axiomdtica que puede ser utilizada para probar propiedades de programas
con ACL2. La otra razén para usar OpenMath es que, combinado con una hoja de estilos, nos va
a permitir mostrar en nuestra aplicacién las expresiones matematicas con su notacién estdndar.
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ciéon de conjuntos simpliciales finitos permite definir complejos simpliciales finitos
(ademds, un moédulo especializado en complejos simpliciales estd disponible como
una extensién del sistema a través del mend Help). El médulo Simplicial-Set tam-
bién contiene operaciones para definir espacios a partir de otros previamente cons-
truidos: productos cartesianos, suspensiones, etcétera. El moédulo Simplicial-Groups
contiene los operadores para definir espacios de lazos y espacios clasificantes, y ade-
mas carga automaticamente el médulo Simplicial-Set —si no estaba previamente
en memoria—, pues dicho médulo es necesario para construir espacios de lazos. El
médulo Abelian-Simplicial-Groups contiene sélo una opcién (espacios de Eilenberg-
MacLane). El médulo Chain-Complezes incluye algunas operaciones definidas en el
nivel algebraico pero no en el simplicial, como el producto tensorial.

Ademas de estos mddulos estructurales, existe un médulo especial llamado Com-
puting, que permite al usuario calcular grupos de homologia y homotopia de los
espacios construidos. Es necesario entender que los algoritmos para el calculo de la
homologia y de la homotopia son muy diferentes. Los (primeros) grupos de homo-
logia de los espacios construidos con Kenzo/fKenzo pueden ser calculados gracias
a la teorfa de la homologia efectiva, ver [9]. Por el contrario, sélo algunos grupos
de homotopia pueden calcularse con fKenzo (recomendamos al lector interesado que
consulte la documentacién de Kenzo o de fKenzo para saber mds sobre este tema).

El aspecto visual del panel de fKenzo ha sido brevemente descrito en la seccién
previa. La pestana « Main» contiene, en su lado izquierdo, una lista de los espacios
construidos en la sesién actual, identificados por su tipo (CC = Chain Complez, SS
= Simplicial Set, SG = Simplicial Group, AG = Abelian Simplicial Group) y un
ntimero de identificacién (este identificador se utiliza internamente para mantener
una traza del origen de los espacios, lo que permite la reutilizacién de resultados
intermedios, obteniendo asi un rendimiento comparable al de Kenzo, que usa esta
técnica que ha sido ahora exportada a fKenzo). Al seleccionar uno de los espacios
de la lista, su notacién estandar aparece en la parte inferior derecha. En la parte
superior derecha hay dos pestanas: «Session» (que contiene una descripcién textual
de los espacios construidos, ver figura 2) y « Computing» (que contiene los grupos
de homologia y homotopia calculados en la sesién, ver figura 3).

4. Kenzo MAS ALLA DE fKenzo

La Topologia Algebraica es un rama compleja e inmensa de las Matemaéticas, en la
que se mezclan en particular Algebra y Topologia (combinatoria). Los disenadores de
programas para el cdlculo simbdlico siempre se encuentran ante el mismo problema
para organizar un sistema:

1. Proporcionar un paquete de funciones en el lenguaje de programacion L, permi-
tiendo al usuario de ese lenguaje cargar dicho paquete en el entorno estandar
de L, y usar sus funciones y procedimientos. Esta es la solucién seguida en
Kenzo con respecto al lenguaje Common Lisp. Ventaja: la libertad dada por
el lenguaje L se mantiene; desventaja: las dificultades técnicas del lenguaje L
también.
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2. Proporcionar una interfaz grafica de usuario con botones, menis y otros ele-
mentos usuales. Este es el estilo de fKenzo. Ventaja: se le da al usuario inex-
perto un acceso directo a los calculos mas sencillos sin necesidad de aprender
el lenguaje L; desventaja: algunas aplicaciones pueden ser dificiles de imple-
mentar en una interfaz grafica, mientras que pueden ser mucho méas accesibles
programando directamente en el lenguaje L.

Damos a continuacién dos ejemplos de resultados que se pueden obtener en el
entorno original de Kenzo, pero que desafortunadamente se encuentran fuera del
alcance de fKenzo y que parecen dificiles de integrar en cualquier interfaz grafica.

En el articulo [10] se presenta la siguiente interaccién con Kenzo que permite
obtener unos resultados inesperados. Sea X el espacio proyectivo complejo P™C.
Dicho espacio es un subconjunto del espacio proyectivo complejo infinito P*C, y la
clase fundamental de P"C es a su vez un generador de Hy, P*°C. Sucede que P*C
tiene el mismo tipo de homotopia que el espacio de Eilenberg-MacLane K(Z,2).
Este espacio de Eilenberg-MacLane tiene una versién candnica minimal como un
conjunto simplicial K5, un objeto importante en el calculo de grupos de homotopia
en Kenzo. El conjunto simplicial K5 puede ser construido tanto en Kenzo como en
fKenzo. Este conjunto simplicial es «minimal» pero no es de tipo finito; sin embargo,
los métodos de la homologia efectiva nos permiten calcular la ... homologia efec-
tiva de Ky. En particular, el programa Kenzo puede producir un representante c,
un ciclo, de un generador de Hy,(K>). El ciclo ¢ es una Z-combinacién finita de
2n-simplices de K5. Utilizando el ciclo ¢, Kenzo nos permite definir S, C Ks, el
subconjunto simplicial generado por las componentes de ¢; no es muy dificil pro-
bar entonces que la homologia relativa H, (K3, S.) es nula hasta dimensién 2n + 1,
por lo que el conjunto simplicial S, tiene el mismo tipo de homotopia que P"C. El
programa Kenzo puede calcular esta homologia relativa, que prueba que S, es una
triangulacién de un conjunto simplicial del tipo de homotopia de P™C. Asi es posible
obtener, en unos pocos segundos, una triangulacién del tipo de homotopia de P?C
con (1,0,5,40,271,1197,3381, 5985, 6405, 3780, 945) simplices, esto es, 1 vértice, 5
tridngulos, 40 tetraedros, ..., 945 10-simplices. En particular, Kenzo calcula una
triangulacién de P2C como conjunto simplicial con (1,0,2,3,3) simplices que, por
lo que sabemos, era desconocida hasta ahora.

El lector puede comprender que este conjunto de calculos requiere una compleja
interaccion por parte del usuario, en particular invocando explicitamente Z-ciclos,
y dicha funcionalidad no puede ser incorporada de un modo sencillo en el marco
diseniado para fKenzo.

Se puede encontrar otro ejemplo de este mismo estilo en el articulo [1]. Una
Aso-estructura de un complejo de cadenas C, es una multiplicacion o definida sobre
C, compatible con la diferencial, pero asociativa sélo salvo homotopia. Entonces se
requiere una homotopia explicita us : C, @ C, @ C, — C\, que a su vez debe verificar
la propiedad asociativa salvo homotopia explicita 4, etcétera. Para una descripciéon
precisa de esta estructura relativamente compleja, descubierta por Jim Stasheff en
los anos 60 (ver [11]), recomendamos la referencia [6].
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Una A-estructura es compleja, pero puede ser facilmente construida en algunos
contextos por el programa Kenzo, gracias a la potencia del Lema de Perturbacién
Baésico. El articulo [1] explica c6mo ciertas Aso-estructuras no triviales se pueden
construir en Kenzo cuando se aplican, de nuevo, métodos de la homologia efectiva
para el calculo de H,(Q3P>*R/P3R). A algunos complejos de cadenas intermedios
que son necesarios para el calculo de estos grupos de homologia se les puede dotar de
una As-estructura (p,)n>1, y un andlisis cuidadoso de dicha estructura muestra que
Ly, €s no trivial. Esto requiere un estudio de los términos que componen i, (¢®- - -®g),
y no se puede proporcionar un andlisis tan meticuloso a través de una interfaz grafica,
al menos de un modo facil y usable (es decir, sin dar acceso a las estructuras internas
de Common Lisp).

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

fKenzo es una interfaz de usuario para el sistema Kenzo, un programa Common
Lisp que permite realizar cdlculos en Topologia Algebraica. En su estado actual,
fKenzo satisface dos objetivos: por un lado proporciona una interfaz amigable para
Kenzo; y, por otro, guia al usuario para evitar errores de ejecuciéon, provenientes
tanto de decisiones de disefio de Kenzo como de cuestiones topoldgicas. Este segun-
do objetivo se consigue gracias a un programa mediador llamado capa intermedia.
Esperamos que estos sean unos pasos suficientemente firmes hacia nuestro objetivo
final, que no es otro que incrementar el interés de topodlogos algebraicos hacia Kenzo,
0, mas en general, hacia las aproximaciones constructivas y efectivas a la Topologia
Algebraica.

Tres grandes lineas de futuro permanecen abiertas.

» La primera estd relacionada con incluir més funcionalidades de Kenzo en fKen-
zo. Uno de los mayores retos consiste en encontrar un modo adecuado (libre
de la sintaxis Common Lisp) de editar y manejar los elementos de los espa-
cios construidos. De este modo podriamos aproximarnos a la dificil cuestién
de introducir en fKenzo célculos como los presentados en la seccion 4.

= La segunda linea de trabajo esta relacionada con la extensibilidad de fKenzo.
Dado que su ntcleo computacional, Kenzo, continta creciendo cubriendo cada
vez mds aspectos de la Topologfa Algebraica (ver por ejemplo el trabajo [8]
donde se presenta una extension de Kenzo para sucesiones espectrales), es ne-
cesario que fKenzo pueda evolucionar en consecuencia. La estructura modular
de fKenzo, basada en mecanismos OpenMath, sera fundamental en esta tarea.

= Finalmente, nos gustaria que fKenzo se convirtiera en un asistente integral
para la Topologia Algebraica, incluyendo célculo (el inico aspecto considerado
hasta ahora), comunicacién (con otros sistemas) y deduccién (por medio de
asistentes para la demostracién). Ya comentamos previamente en este articulo
que la distribucién actual de fKenzo dispone de unos desarrollos preliminares
para conectarlo con el sistema de cédlculo simbélico GAP y el demostrador de
teoremas ACL2.
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