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Resumen

En la simulaciéon dindmica de tethers se usan bead models que discretizan el
cable mediante cuentas distribuidas en toda su longitud y cuya evolucién tempo-
ral se aborda numéricamente. Dependiendo de la precision deseada, el nimero de
particulas oscila, tipicamente, entre 5 y 50. En ocasiones la simulacién se extiende
sobre tiempos largos (varios anos). La complejidad de las interacciones del cable con
el medio espacial exige optimizar, en tiempo y precision, los propagadores que con-
stituyen el ntcleo central del proceso. El método de perturbaciones especiales objeto
de este articulo conjuga sencillez de programacion, rapidez y precision, y permite
propagar la érbita de cualquier particula material. Describe la evolucién de ciertos
elementos orbitales, constantes del problema no perturbado que, en el perturbado,
evolucionan en la escala de tiempos impuesta por la perturbacién. Puede usarse
con cualquier tipo de drbita, esta libre de singularidades asociadas a inclinacién y/o

excentricidad pequenas, y el uso de parametros de Euler le confiere robustez.

1 Introduccién

Este articulo se ha desarrollado dentro del proyecto Estabilidad y Simulacién Dinamica
de Tethers, de tres anos de duracion, cuyo objetivo bésico es entender las inestabilidades
dindamicas que afectan, cuando operan en érbitas inclinadas, a los tethers electrodinamicos.
El control de estas inestabilidades resulta esencial para explotar sus excelentes carac-
teristicas en la propulsién fiable, econémica y segura de vehiculos espaciales (en particular
el tether desnudo).

En el proyecto se abordan estudios tedricos para aumentar el conocimiento de la com-
pleja dindmica que exhiben este tipo de tethers. Simultaneamente, se realizard un sim-
ulador dindmico de tethers de propdsito general, aunque enfocado al estudio de tethers

electrodinamicos. Como colofén, se abordara el predisenio de dos tethers electrodinamicos
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desnudos. En el primero, concebido para compensar la pérdida de altura de la Estacion
Espacial Internacional (ISS) debida a la resistencia aerodindmica, se estudian tres 6rbitas
a 300, 400 y 500 Km de altura. En el segundo, se provoca la reentrada de un satélite,
inicialmente a 1000 Km de altura, en tiempos razonables. En ambos casos se pondra
especial cuidado en mostrar la controlabilidad del tether.

Para la simulacién dinamica de tethers se dispone, fundamentalmente, de tres tipos de
modelos: 1) los basados en elementos finitos, 2) los modelos continuos, con funciones de
forma para los diferentes modos, y 3) los modelos de cuentas (bead models o lumped-mass
models en terminologia anglosajona). En estos tltimos, la masa del cable se discretiza
en una coleccién de particulas materiales cuya evolucion temporal se desea conocer. Los
modelos de los tipos 1) y 2) son preferidos por algunos autores que aducen en su favor
una mayor precision en la descripcion de la dindmica lateral del tether, aunque ésta es
una cuestion abierta sobre la que no hay consenso.

Los modelos de cuentas, sin embargo, mantienen una conexiéon muy directa con los
efectos fisicos involucrados en la simulacién, y son preferibles cuando la dindamica no es
bien conocida. Ademas, resultan ventajosos en fases de prediseno y en los preliminares
del Analisis de Misién, pues son sencillos de programar y, si el nimero de cuentas no es
muy elevado, rapidos. En caso necesario, puede incrementarse la precision del andlisis
aumentando el nimero de cuentas usadas en la discretizacion del tether.

Los tethers comienzan su andadura en el espacio en los anos 70 y, desde entonces, se
han realizado muchas simulaciones dinamicas. La mayor parte de ellas abarcan semanas,
quizas meses, pero, con tether flexibles, nunca se ha llegado a simulaciones que duren
anos. Paraddjicamente, los tethers electrodindmicos muestran sus mejores caracteristicas
en misiones largas, que involucren masas grandes. En ellas, la simulacion necesaria es
mucho més larga. La Estaciéon Espacial Internacional (ISS) serfa un buen ejemplo.

El costo computacional de las simulaciones de tethers se debe a factores muy variados.
En primer lugar, la interaccion del tether con el medio espacial: su complejidad impone la
utilizacion de modelos sofisticados. Por ejemplo, la descripcion de las fuerzas que actian
sobre tethers electrodindmicos, exige modelar: 1) la ionosfera, 2) el campo magnético
terrestre y, 3) la propia interaccién electromagnética entre el plasma ambiente y el cable
conductor. Este tltimo punto implica determinar la evolucion temporal de la temperatura
del cable, que afecta decisivamente a su resistencia eléctrica y, por ende, a la corriente
recogida en el sistema, dato esencial en la descripcién de las fuerzas.

Con mayores tiempos de simulacién, hay que incluir pequenas perturbaciones que en
simulaciones cortas apenas influyen. En simulaciones a largo plazo el efecto acumulativo
puede llegar a ser importante. Finalmente, la falta de resultados previos invita, también,
a aumentar la precision. El resultado es un incremento del niimero de cuentas usadas en la

discretizacion del sistema. En resumen, resulta importante optimizar los procedimientos
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y las rutinas usadas para propagar las orbitas de las diferentes particulas que componen
el tether discretizado. En lo que sigue se presenta el propagador que se usara como nticleo

central del simulador a desarrollar en el citado proyecto.

2 Ecuaciones para la particula

Sea Exiy,21 el sistema geocéntrico inercial con origen en el centro de masas E de la
Tierra. Determinar la evolucién temporal & = x(t) de una particula M, de masa m, en
dicha referencia es un problema de orden 6. Las ecuaciones que gobiernan su movimiento

son

m# = -tz + F, (1)

donde & = EM es el vector posicién de la particula, y F'), es la fuerza de perturbacion,
que se define como la resultante de todas las fuerzas que actian sobre M a excepcién del
término principal del potencial gravitatorio. Para la integracién numérica del sistema (1),
las variables naturales serian, en principio, x1, y1, 21, ©1, ¥1 V 21, esto es, las coordenadas
de M en la referencia geocéntrica y sus derivadas temporales. En conjunto definen el

estado dinamico de M. La solucién de este sistema de ecuaciones adopta la forma
x = x(t; xg, To)

Sin pérdida de generalidad, se toman la posicion xq, y la velocidad &g de M en t = 0
(instante inicial), como constantes de integracién.

Al movimiento de la particula se le puede asociar el triedro orbital R = {O;1,j, k},
cuyo origen O coincide con la propia particula M y cuyos vectores unitarios (2,7, k) se

definen como sigue:
e 7, con la direccion y sentido del vector posicion x

e k., contenido en el plano definido por F, @ y la velocidad v = & de la particula, y
de sentido tal que k-v > 0

e 7, se elige de forma que el triedro esté orientado a derechas

Asi, si se conoce la evolucion de la particula se conoce también la evoluciéon del triedro

orbital, dada por las relaciones:

T x vVXT h
) = — = — ) = =—— k=1x3 2
v J lv x x| h’ vxJ (2)

donde se ha llamado R(t) a la distancia R = ||, y h = & x v al momento cinético (por

unidad de masa) de la particula.
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Figura 1: Triedro orbital

A diferencia de la particula, la evolucién de un sélido libre S en el seno de una referencia
dada es, en general, un problema de orden 12, pues hay que determinar la evolucion
temporal de uno de sus puntos (6 incognitas), y ademds, la evolucién de su actitud
(6 incoégnitas més). Sin embargo, la evolucion temporal del triedro orbital R definido
anteriormente estd gobernada por un sistema de orden 0, equivalente al sistema (1) que
proporciona la evolucion temporal de la particula M. Este es un punto basico del método
de integraciéon numeérica que se propone en estas paginas.

En efecto, sea
w=pt+q)+rk

la velocidad angular del triedro orbital R, y (¢4, 61, p1), momentdneamente, los angulos
de Euler que fijan su actitud respecto de la referencia geocéntrica inercial Exiy;z,. De-
terminar la evolucién temporal de R implica determinar la evoluciéon temporal de R,
(p,q,7) v (¢1,01,p1). Aparentemente el problema es de orden siete pero en realidad es
de orden seis, pues debido a la definicién del triedro orbital la componente r de la ve-
locidad angular w se anula siempre. Esta propiedad fundamental se deduce acudiendo
a las derivadas temporales de los versores (2,7), que pueden expresarse de dos formas
distintas. La primera de ellas se obtiene de la derivacion temporal de las ecuaciones (2),

y la segunda de las propiedades elementales de la velocidad angular de un sélido.

di v 1 . di

= __R 2t D

% L I? x _ o wxt=rg—qk,
dji h 1dh - dj . .

A _p_ — =wxjJ=-ri+pk
a2 T hdr dt J P

Identificando los valores correspondientes de ambas expresiones se deducen las compo-
nentes de la velocidad angular del triedro R:

1 dh 1 1 .
P——E(k'a% Q——E(’U'k), T—E(’U'J)—O
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Por otra parte, teniendo en cuenta la ecuacién de momento cinético

dh 1
E:waFp

que se deduce trivialmente de (1), las componentes de w adoptan la forma

R h

:——F-' = —_—— fr—y
p=——7(Fpj), ¢=—53 1=0

Como se anticipd, la componente r es nula independientemente de la fuerza de perturbacion
que actue sobre la particula.

Nétese que si la perturbacién desaparece, (F, = 0), el movimiento de la particula
resulta kepleriano, h es un vector constante y se cumple la ley de areas R260 = h carac-
teristica de los movimientos centrales. Las componentes de la velocidad angular son en

€se Caso:

donde 6 simboliza la anomalia verdadera.
En lo que sigue, se plantearan las ecuaciones que gobiernan la evolucion del triedro
orbital y, por tanto, el movimiento de M. Para ello, se calcularén las derivadas temporales

del vector posicion € = Ri

dx

dx . o , : .
T =Ri+R{wXi+wX (wxi)}+2Rw x 1
La ecuacion (1) adopta entonces la forma
Ri+2Rw x i + R{w x i + w x (wxi)}:—ﬂJr&
R2 " m

y proyectando segun los tres ejes de R, se obtienen las ecuaciones:

R—Rq" + o :+—m(Fp-z)
7)
d, R
— =——(F, k
(BPq) = ——(F) - k)

que, por integracién, proporcionan R(t),p(t),q(t). A partir de ellas se puede obtener la

evolucion de (¢, 7, k), mediante las relaciones:

%:wxi:—qk (6)
gt
d_z:wxj:ﬂyk (7)
dk
E:ka:%—qi—pj (8)
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Antes de iniciar el desarrollo del método que se propone en estas lineas, se comenzara
por simplificar las ecuaciones de partida. Para ello, se introduciran variables adimension-
ales y se expresara el estado del sistema con coordenadas mas apropiadas. Por ultimo, se
introducirdn pardametros de Euler para simplificar las ecuaciones (6-8).

Para adimensionalizar las ecuaciones, se introduciran tres magnitudes caracteristicas
fundamentales: longitud, tiempo y masa; las restantes magnitudes son derivadas y se
obtienen trivialmente de las fundamentales acudiendo a su definicién. Se usaran, por

tanto, las siguientes magnitudes caracteristicas en la adimensionalizacion:

. . . '
distancias con Ry tlempos con Wy = i
0

velocidades con  Rowy | aceleraciones con Row?

masas con m fuerzas con mRyw?

siendo Ry la distancia inicial del satélite a F, centro de masas de la Tierra, y wy la
frecuencia orbital de la érbita circular a distancia Ry de E. Asi, el proceso conduce de

forma natural a las variables adimensionales 7,7, P y () definidas por medio de:
T=uwot, R=Royr, q=woQ, p=woP 9)

A partir de ahora r representara una distancia adimensional y no una componente de la

velocidad angular w. P y () son las dos componentes adimensionales no nulas de w.

2.1 Variables de estado

Las ecuaciones (3-5) se reescribiran usando como variables de estado (r,u,1); r se ha

definido en (9); u y ¢ estan definidas por:

dr

_ :_2
u_d7'7 ’QZ) TQ

Reescritas en estas variables de estado, las ecuaciones a integrar adoptan la forma:

dr

— =u (10)
dr
du ¢* 1 )
&=t ) (1)
dy ‘
Wit B (12)
donde
1
Iy = mRow?™ ¥

es el valor adimensional de la fuerza de perturbacién que actiia sobre la particula.
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Noétese que ¥ coincide con el valor adimensional de la constante de areas en el problema
no perturbado (F, = 0), esto es, resulta ser una magnitud conservada de dicho problema.
Las componentes adimensionales (P, () de la velocidad angular pueden expresarse en

funcién de las variables de estado por medio de las relaciones:

P==2(f,0) (13)
Q=-4 (14)

2.2 Parametros de Euler

Conocidas p y ¢, las ecuaciones (6-8) proporcionan la evolucién temporal de los versores
(¢,7,k) del triedro orbital R. En el problema planteado existen dos referencias funda-
mentales: 1) la referencia geocéntrica inercial Exiy;21, o triedro Ry cuyos versores se
denotan por (41,71, k1), y 2) el triedro orbital R cuyos versores se denotan por (4, 7, k).

La relacién entre los dos conjuntos de versores estd dada por la ecuacién®

[iajv k] = [i17j17 kl]Q(t>

donde () es una matriz cuadrada, ortogonal, de orden 3, que evoluciona con el tiempo
cuando la particula se mueve. De los nueve elementos de la matriz () sélo tres son
independientes. No es comoda la descripcion de la matriz mediante tres de sus elementos,
entre otras razones, por la necesidad de elegirlos de forma que haya uno de cada fila y uno
de cada columna. Habitualmente se expresan los nueve elementos de () en funcién de tres
coordenadas independientes, por ejemplo, los angulos de Euler. Desde el punto de vista
del calculo numérico, este artificio tiene un inconveniente: siempre existe una direccion
singular en la que la representacién de la matriz ) por medio de tres coordenadas
generalizadas deja de ser biyectiva. Si a lo largo del cdlculo se traspasa la singularidad, o se
visitan sus proximidades, la simulacion puede fracasar directamente o resultar inaceptable
por los errores acumulados.

El niimero minimo de pardmetros que permite eliminar el problema de la singularidad
en la representacién de la matriz () es cuatro. Por este motivo, en este articulo se
utilizaran los parametros de Euler (e = (€1, ¢€9,¢3),7n). En funcién de dichos pardmetros

la matriz () adopta la forma:
1—2(e3+62) 2e169 —2ne3  2e163 + 2ney

Q= 26180+ 2ne3 1—2(e2+¢€2) 2e9e3 — 2ney
2e163 — 2ney  2e3e0 +2ne; 1 —2(e? 4 £3)

!La notacién hace uso de matrices, por ejemplo [i1,7;, k1], que no son tales (los elementos de una
matriz son escalares y no vectores). En las operaciones algebraicas, estas pseudomatrices siguen las
mismas reglas, mutatis mutandi, que las verdaderas matrices. Esta notacién es facil de manejar, y no

induce a error si se esté advertido
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De acuerdo con el teorema de Euler, el paso de la base (1,7, k1) a la base (¢,7,k) que
tiene lugar a través de la matriz (), se consigue, geométricamente, mediante un giro de
valor ¢ alrededor de una direccién del espacio definida por un vector unitario a. En

este contexto, los parametros de Euler definen los elementos de dicho giro a través de las

relaciones s
€ = asin —, = cos —
in n 5
La evolucion temporal de los parametros de Euler esta dada por las ecuaciones:
ds—l(sxw+ w) i _ 1sw
it ~ 2 L T T

en donde todos los vectores que intervienen han de expresarse en el triedro orbital (¢, 7, k).

En términos de las variables adimensionales, las ecuaciones (6-8) adoptan la forma:

de 1 1 de 1 1
—— = +5Pn— 5Qes, — = —ZPey+ Q=
dey, 1 1 dyp 1 1
2 p - S _lpo 2
o~ taPest ol i L R

donde las componentes adimensionales (P, () de la velocidad angular w estan dadas por
las relaciones (13-14), y dependen, sélo, de la perturbacién f p que actua sobre la particula.
Como es bien sabido, entre los cuatro parametros de Euler siempre se verifica la

condicién adicional
et tei+nt=1 (16)

por tanto, de las cuatro ecuaciones (15) sdlo tres son independientes. No obstante, la
relaciéon (16) no se usard para disminuir el orden del sistema, sino para monitorizar la

calidad de la solucién numérica obtenida por integracién de las ecuaciones (15).

2.3 FEsquema de generacion del método

Las ecuaciones (10-14) y (15) constituyen el punto de partida del proceso que conduce al
método de integracion objeto de este articulo. El esquema seguido en la deduccion de las
ecuaciones del método se resume en tres puntos basicos:

e mediante un cambio de variable independiente, andlogo a la transformacién de Sund-
mann (ver [2]), primer paso en los procesos clasicos de regularizacién del problema de dos

cuerpos (ver [1]), se introduce un tiempo ficticio o definido por

do 7 do 7 r2do
%:—Q(U) = T = — UO%: o @Z} (17>

e se obtiene la solucién analitica del problema no perturbado

X = X(0; E) (18)
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Aqui X simboliza el estado del sistema, y E representa las seis constantes de integracién
(elementos de la 6rbita en sentido amplio) que aparecen en la solucién del problema no
perturbado

e se usa la técnica de variacion de las constantes para resolver el problema perturbado.

Para ello la solucién del problema perturbado se expresa en la forma (18), pero ahora,
los elementos de la érbita ya no son constantes, sino funciones de o, E = E(0), a
determinar. Equivale a concebir las relaciones (18) como un cambio de variables que
permite expresar el estado del sistema X en funcién de los elementos orbitales E. Dicho
cambio de variables permite reescribir las ecuaciones de evolucion del problema perturbado

en términos de E: B
e G(o,E, f,), G(o,E,0)=0
Se obtienen asi ecuaciones cuyos segundos miembros se anulan idénticamente con la per-
turbacion.
En lo que sigue, se desarrollard este esquema bdsico, primero con las ecuaciones (10-

14), y luego con las (15).

3 Primer conjunto de ecuaciones

Se comenzara por reescribir el primer conjunto de ecuaciones (10-14) tomando como vari-
able independiente o definida en (17). Simultdneamente, y por motivos que se comentaran

en breve, se tomard como variable de estado

1
z=-
,

en lugar de r. Se obtiene asi el siguiente conjunto de ecuaciones

dr r? dr 1
" - %= (19)
dr r? dz u
du ¢ 1 r? ) du 1 1 )
%—;—@WLE(T}'@) — %—Zi/f—EWL%(fp'%) (21)
dy rs dp 1
et i T ) (22)
al que han de anadirse las relaciones
1 .
P = —%(fp -J) (23)
Q= —12° (24)

que proporcionan las componentes de la velocidad angular w en funcién del estado del

sistema.
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3.1  Problema no perturbado

En el problema no perturbado, f, = 0, las ecuaciones (20-22) se simplifican, y la soluciéon
puede obtenerse analiticamente; resultado nada sorprendente, pues de antemano se sabe

que el problema es integrable. Se llega asi a las relaciones

zz%—i—Acosa—i—Bsina (25)
u=1(Asinoc — Bcoso) (26)
Y =1 (27)

en donde 9y, Ay B son constantes de integracién que dependen de las condiciones iniciales.

Notese que, en el problema no perturbado, o tiene un significado geométrico preciso:
coincide con la anomalia verdadera de la orbita kepleriana seguida por la particula. En
efecto, si se compara la expresion habitual de la ley de dreas con la ecuacién (19)

20,

d
T = 220 _ Yo ecuacién (19)

ley de areas rf—m=
dr
se deduce de inmediato el resultado mencionado: ¢ = 6. De aqui surge de manera natural

la condicién inicial a imponer a la variable o

siendo 6y la anomalia verdadera inicial de la particula. Condicién inicial idéntica en ambos
problemas, no perturbado y perturbado, pues no depende de la existencia o ausencia de
perturbacion.

La introduccién de la variable z = 1/r responde a un hecho bien conocido, esto es, no

es caprichosa. La segunda de las formulas de Binet de los movimientos centrales

_efe
7= r2 | d6? r r

muestra que, en el problema de dos cuerpos, la ecuaciéon que proporciona la trayectoria es
lineal en z. Esta linealizacién es uno objetivos basico de todo proceso de regularizacion
de ecuaciones.

La propia ecuacién (19) proporciona, mediante una integracién adicional, la relacién
existente entre el tiempo adimensional 7 y la anomalia verdadera o. No obstante, dicha
relacion no resulta de interés en este contexto. Ademds, dependiendo del tipo de orbita

kepleriana (eliptica, parabdlica o hiperbdlica), adoptaria formas diferentes.
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3.2 Problema perturbado

Guiados por la solucién (25-27) del problema no perturbado, se buscara la solucién del

problema perturbado en la forma

z = 70 + A(o) coso + B(o)sino
u=1(0)(A(c)sine — B(o)coso)
v =1(0)

donde, ahora, (o), A(c) y B(o) son funciones desconocidas de o a determinar como parte
de la solucién. Equivale a considerar las ecuaciones (25-27) como un cambio de variable
que permite expresar el estado dinamico del sistema en términos de las coordenadas
generalizadas ¥, Ay B.

Introduciendo estas relaciones en las ecuaciones (19-22) se obtienen las ecuaciones que

gobiernan la evolucion de ¢(c), A(o) vy B(o). Se llega asi al sistema

= Sgf,e) (29)
o =g o (fy i)+ 5 (cosa( 4 2) - 4) (29)
= e80T (f, i)+ 3 sl +2) — B) (30)
5= .

en cuyos segundos miembros aparece la fuerza de perturbacién f, que es funcién del
estado del sistema. Si f, se anula, se recobra el problema no perturbado en el que ¢, A
y B se mantienen constantes. Para el calculo del segundo miembro de estas ecuaciones,

deben tenerse en cuenta las relaciones

1 .
z= ) + A(o)coso + B(o)sino (32)
Z—j = —A(o)sino + B(o) coso (33)

que se satisfacen en todo instante.

4 Segundo conjunto de ecuaciones

Las ecuaciones (15), cuando se reescriben tomando o como variable independiente, adop-

tan la forma

dey 1 1 des 1 1

% = 2/\(0)77+ 253, do = +2>\(U)€2 251 (34)
@__1)\() 1 @_Jr})\() L1

do 2\ o do 20T ge
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donde la magnitud A(¢), definida por la relacién

P 1
Q¢

es el cociente entre las dos componentes no nulas de la velocidad angular w del triedro

o) (fp-9) (35)

R. Noétese que A(o) se hace singular si z = 0 6 ¢ = 0. El caso z = 0 surge cuando se
alcanza un punto del infinito (r = oo) de la trayectoria; el caso ¢ = 0 surge cuando el
momento cinético de la particula respecto del origen E se anula, es decir, la velocidad de
la particula esta contenida en la vertical local. Ninguna de estas situaciones se presenta en
dindmica de tethers, ni en la mayor parte de los problemas tipicos de Dinamica Orbital.
No obstante, el caso de érbita hiperbdlica conduciria, cuando la particula comienza a
acercarse a la asintota, a una situacion de posible singularidad, con A tomando valores
progresivamente crecientes; en ese caso podria obtenerse una solucion asintética, en el

limite A — oo, que, por brevedad, no se desarrolla en estas paginas.

4.1 Problema no perturbado

En el problema no perturbado A(o) = 0, al ser f, = 0. Las ecuaciones (34) se simplifican

y adoptan la forma

L de ]
do 27 do 277
d€3 1 d77 1
P S s

Este conjunto de ecuaciones admite solucion analitica, que puede expresarse, alterando

ligeramente el orden de los parametros de Euler, como

51 51
€3 &)

= M(o — 09) ) (36)
Ui 1’

donde la matriz M((), dada por

cos((/2) sin((/2) 0 0

M(C) = —sin(¢/2) cos(¢/2) 0 | 0
0 0 cos((/2) —sin((/2)
0 0 sin(¢/2)  cos((/2)

es cuadrada, de tamano 4 y ortogonal; nétese que M(0) = I, siendo I la matriz unidad
de tamano 4. En (36), oo simboliza el valor inicial de o, y coincide con el valor inicial de

la anomalia verdadera de la particula en la érbita kepleriana que seguiria si se eliminasen
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las perturbaciones desde el instante inicial. Los valores €?, €3, €5 y n° son constantes de

integracién que definen la actitud del triedro orbital R en el instante inicial.
Noétese que la posicién del triedro orbital R cambia con el tiempo a partir de una
posicién inicial. La solucién (36) relaciona la actitud de R en un instante genérico, con

la actitud de Ry, esto es, el triedro R en el instante inicial (¢ = 0).

4.2 Problema perturbado

Para abordar el problema perturbado conviene escribir las ecuaciones (34) de forma ma-

tricial
d€1/d0’ &1
des/d
eafdo L gipyd & (37)
des/do €2
dn/do n
donde la matriz S(o) es
0 1 0 —=Xo)
1 -1 0 A 0
S(O_) i (O')
21 0 =Xo) 0 -1
(o) 0 1 0
En el problema perturbado se busca una solucién de las ecuaciones (37) del tipo
€1 e%(o)
0
=L Mo — o) 53@ (38)
€2 £3(0)
U (o)

en la que £9(0), €3(0), €9(0) y n°(o) son funciones de o que hay que determinar como
parte de la solucién. Equivale a considerar las ecuaciones (36) como un cambio de variable
que permite expresar el estado dindamico del sistema en términos de las coordenadas
generalizadas €9, €3, €% y n°.

Introduciendo las expresiones (38) en las ecuaciones (37), éstas, tras un poco de

algebra, adoptan la forma

de¥ (o) /do e%(o)
ded(o) /do — Flo) ed(o)
ded(o) /do eS(a)
dn’(o)/do 1n°(0)

donde la matriz

F(o) = (MT(O' —00)S(e)M(o — 0¢) — MT (0 — 00)%(0 — 00)>
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introduciendo el valor 2 = o — ¢, como

0 0 —sin) —cosQ2
Py~ 2@ | 0 0 cos@ —sin®
2 sinQ) —cos () 0 0
cosf)  sin) 0 0
Una vez desarrolladas, las ecuaciones adoptan la forma:
del A
e _ (o) {sin(o — a¢)e5 + cos(a — a0)n°} (39)
do 2
d 0
% _ +)\(0) {sin(o — 00)5(1) — cos(o — Jo)ag} (40)
e A
ﬁ =+ (0) {COS(U — 0'0)88 — sin(a - 0'0)770} (41>
do 2
dn® A
% = +%{cos(a — 09)e) +sin(o — 09)ey} (42)

y deben integrarse a partir de las condiciones iniciales apropiadas.

Observese de nuevo, que si la perturbacién desaparece, A = 0, las coordenadas gen-
eralizadas €9, €9, €J y 7" se mantienen constantes, es decir, se recobra el resultado corre-
spondiente al problema no perturbado. El valor de A solo depende de la componente de
la perturbacién normal al plano orbital (ver (35)), y si ésta es pequenia el valor de A serd
pequeno, esto es, A << 1. En tal caso, la evolucién de €%, €9, €9 y n° se produce en una
escala de tiempos tanto mas larga cuanto menor sea la perturbacion.

Notese que ahora hay tres triedros en el problema: el geocéntrico inercial Ex,y,2; que
es fijo, el triedro orbital R, cuya actitud esta definida por las coordenadas generalizadas
e &9, &) y 0¥, v el triedro orbital R en la posicién real de la particula, cuya actitud estd
definida por los pardmetros de Euler €1, €3, €5 y 7.

En el problema no perturbado el triedro R, es fijo en la referencia Fx,y;2;, mientras
que en el problema perturbado su posicién cambia con el tiempo (tanto mas lentamente
cuanto menor sea la perturbacién que actia sobre la particula). En ambos casos la
actitud del triedro orbital R situado en la posicién real de la particula estd dada por
las ecuaciones (38). Ahora bien, en el problema no perturbado R evoluciona en una
unica escala de tiempos; si, por ejemplo, la érbita seguida por la particula M es eliptica,
esa escala de tiempos tnica esta definida por el periodo orbital. Por el contrario, en el
problema perturbado R evoluciona en dos escalas de tiempo, en principio, diferentes. Una,
definida por la érbita osculatriz (escala rapida), y otra definida por la perturbacién (escala
lenta); cuando ésta es pequena, la segunda escala es mucho mayor que la primera. La
relacion entre los dos triedros orbitales, Ry y R, es muy clara: si en un instante dado se
elimina la perturbacién, la particula seguiria, a partir de entonces, una érbita kepleriana:
la orbita osculatriz; en ella, Ry seria el triedro orbital en el instante inicial y R el triedro

orbital en un instante genérico.
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Es importante comprender esta estructura del propagador, pues para el calculo de la
perturbacion, que interviene en los segundos miembros de las ecuaciones, se necesita usar
el triedro orbital R situado en la posicién real de la particula, mientras que las ecuaciones
que se integran sélo proporcionan el triedro orbital Rq. El paso de uno a otro se consigue
a través de las relaciones (38).

En definitiva, el método que se propone integra las ecuaciones (28-31) y (39-42) a
partir de unas condiciones iniciales apropiadas. En el proceso de integracion, y para el
calculo de los segundos miembros de las ecuaciones deben tenerse en cuenta las relaciones
(32-33), (35) y (38) que se satisfacen en todo instante.

4.8  Cambio de variables

La formulacion dltima del método se alcanza tras efectuar un ultimo cambio de variables

definido por las relaciones

Gw=vA G =vB, = % (43)

El cambio estd dictado por la estructura de las ecuaciones, en las que aparece de forma
natural las derivadas de ¥ A y ¢ B. Ademas, la energia total del sistema en el movimiento

no perturbado adopta, como el lector puede comprobar, la siguiente forma simplificada:

1 muy M
= 577“’2 ~ R~ 230{% +45 — g3}

Este ultimo cambio de variable no es imprescindible. Su introduccion en el método estuvo
guiada, inicialmente, por un razonamiento que resulté ser erroneo.

El cambio de variables puede concebirse como una transformacion, en el espacio de
fases del problema no perturbado, de las variables originales R, pg, 0 v py, en las variables

q1, G2, q3 y 0 dado por las ecuaciones:

1
——Q3 Q3+qlcosé’+q251n@}— i Qe

1
pR—m,/ q1 sin @ — g9 cos 0} po = m~/ uRo—
qs

Inicialmente se sospechaba que ésta era una transformacién candnica que respetaria la
estructura hamiltoniana de las ecuaciones, y generaria un algoritmo mas ventajoso. Un
calculo detallado posterior mostro la falsedad de dicho supuesto. La transformacién ante-
rior no es candnica y no reporta ventaja alguna en la formulacién tedrica. Sin embargo,
en diferentes pruebas realizadas para chequear la bondad del método, se obtuvo una may-
or velocidad de calculo en las simulaciones desarrolladas con la formulaciéon que surge del
cambio de variable (43). Y aunque las diferencias no son importantes, se opté por incor-

porar dicho cambio a la formulaciéon pues tampoco existen razones que lo desaconsejen.
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4.4 Resumen de ecuaciones

En definitiva, el método que se propone en estas paginas estd basado en el conjunto de

ecuaciones

dr 1
=y 44
do +Q382 ( )
dg, sino . 5+ 43
%:juﬁ(fp-z)—i—cosa e (f, k) (45)
dqo cos o . . ST Qs
2 TP : k 46
do g Tr AT g Fy ) o
dq 1
@ = P "
de? A
dey o) {sin(o — 09)€Y + cos(o — 0o)1’} (48)
do 2
de) A
% _ (20) {sin(o — 00>5(1) — cos(o — Jo)gg} (49)
de A
X9 feon(or — o) s~ o} (50
dn® A
an’_ (o) {cos(o — 0¢)e? + sin(o — 0p)eg} (51)
do 2
que deben integrarse teniendo en cuenta las relaciones
1 .
Ao) = @(fp'ﬂ)

$=q3+ q1 €080 + g2SIn o

1
Z=—=gq3-5
r
dr _ —1&% = @1 sino — @y cos
dr — Vdg TSmO T RSO
€1 ef(0)
0
€3 _ M(O' _ O_O) 83(0-)
€2 e5(0)
y (o)

(2 (&) (&) + (1) = 1

que permiten calcular los segundos miembros de las ecuaciones.

5 Ventajas del método

El método expuesto presenta ventajas de diversa indole. En breve se mostraran los re-
sultados de chequeos realizados para comprobar la bondad del método. No obstante,

algunas de sus ventajas se deducen directamente de la formulacion tedrica desarrollada,
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y conviene subrayarlas antes de entrar en el apartado dedicado a chequear el método.

Dichas ventajas son:

Formulacién tnica para los tres géneros de orbitas: eliptica, parabdlica e hiperbdlica. Se
evita asi, la singularidad que aparece en las proximidades del movimiento parabdlico,

en modelos con formulaciones diferentes para orbitas elipticas e hiperbélicas.

Al igual que las ecuaciones planetarias de Lagrange, usa elementos orbitales como coor-
denadas generalizadas. Por ello, el error de truncacién se anula en el problema no

perturbado, y en el perturbado esta escalado por la propia perturbacion

La propagacion de errores no es exponencial, como en los métodos de Cowell o de Encke
(ver [2]).

A diferencia de las ecuaciones planetarias de Lagrange, el método no presenta singular-
idades para inclinacién y/o excentricidad pequenas. La actitud del plano orbital
esta determinada por parametros de Euler, y no por angulos de Euler que siempre

presentan una direccién singular para inclinacién nula.

La utilizacion de los parametros de Euler le confiere, ademas de robustez, facil auto-
correcién. En efecto, cuando la suma del primer miembro de (16) se separe de la
unidad mas alla de un cierto limite, se pueden normalizar los parametros de Euler

dividiendo por el médulo del cuaternio al que estan asociados

Fécil programacion, pues usa las componentes de la fuerza de perturbacion en el triedro

orbital. Esto facilita la utilizacién de los modelos usados en Dindmica Orbital

Integrando con una rutina de paso variable, tipo Runge-Kutta-Fehlberg o Dormand-
Prince, que permita un control efectivo del paso, se obtiene un simulador preciso y

rapido

No es necesario resolver la ecuacion de Kepler en el caso eliptico, ni la ecuacién equiva-
lente en los casos hiperbdlico y parabdlico, dado que el tiempo es una de las variables

de integracion determinadas por el propio método

Noétese finalmente que el método integra un sistema de ocho ecuaciones diferenciales
para resolver un problema de orden seis, y ésta es una caracteristica que comparte con los
métodos de regularizacién. Aunque aumentar el orden del sistema en dos unidades pudiera
parecer problematico, no hay ninguna desventaja en ello, como ponen de manifiesto los

mencionados métodos de regularizacion y los resultados de la siguiente seccién.
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6 Chequeo del método

El método se ha usado para reproducir los resultados obtenidos en el Ejemplo 2b del
libro de Stiefel & Scheifele (ver [1], pdg. 122). Se trata de un satélite en dérbita eliptica
inclinada, ¢ = 30°, de gran excentricidad e = 0.95 y sujeto tinicamente a dos fuerzas de
perturbacién: 1) la perturbacién gravitatoria asociada a la oblacidad terrestre, y 2) la
perturbacion lunar.

Los pardmetros asociados a la gravitacion terrestre, necesarios para desarrollar la

simulacién son:
Jo =1.08265-107%, Rp =6371.22 Km, = 398601.0 Km?s2

La perturbacion lunar se modela con una fuerza de valor:

R—
Fpp = —muL{% + H

= pr, = 4902.66 Km?s 2
[R—pP> p°

donde R y p son los vectores posicion del satélite y la Luna, respectivamente, en la
referencia geocéntrica inercial. La posicién de la Luna se supone dada por las siguientes
efemérides:

3 1
p = p{sinQpti; — g cos Qptg, — 5 cos Qptk,}

donde p y €27, son constantes que toman los valores:
p = 384400 Km, €, = 2.665315780887 - 107° 57!

y corresponden a una 6rbita circular inclinada.

A partir de las condiciones iniciales:

(21,41, 21) = (0.0, —5888.9727, —3400.0) Km
(&1,71, %) = (10.691338, 0.0, 0.0) Km/s

que corresponden al perigeo, situado a una distancia R = 6800 Km del centro de masas
de la Tierra, se determina numéricamente la posicion del satélite después de 288.12768941
dias solares medios, tiempo que tarda en describir 50 revoluciones. El calculo mas preciso

de la posicién final (217,917, y17) dado en la referencia [1] es:
(—24219.0503, 227962.1064, 129753.4424) Km (52)

usando un esquema de integracién numérica de 498 pasos por revo-lucién. El calculo mas

preciso de la posicion final (z1f,y17,y17) realizado en nuestro grupo conduce a:

(—24219.0501159, 227962.1063730, 129753.4424001) Km
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Este mismo problema se usa en la referencia [2] para comparar diferentes métodos de
integracién. Para ello, se toma la solucién (52) dada en [1] como la auténtica, y se define
el error de un método como la distancia, en Km, entre la posicién final proporcionada
por el método y la auténtica. En todos los casos se usan algoritmos de Runge-Kutta de
paso variable. En las cinco primeras columnas del Cuadro 1, tomadas de la referencia [2],
se muestran los resultados proporcionados por diferentes métodos de calculo. La tltima

columna corresponde a los resultados obtenidos usando el método que aqui se ha expuesto.

Stiefel Sperling Kustaanheimo
Método Scheifele [1]  Burdet [3] Stiefel [4]  Cowell [5] GDT
x(Km) -24219.050 -24218.818 -24219.002  -24182.152  -24219.279
y(Km) 227962.106  227961.915 227962.429  227943.989  227962.207
z(Km) 129753.442  129753.343 129753.822  129744.270 129753.492
Pasos/rev 500 62 62 240 62
Error 0.318 0.501 42.5 0.250

Tabla 1: Comparacién de métodos de integracion (tomado de [2])

Notese que el método de Cowell exige trabajar con un mayor ntimero de pasos por
revolucién (240) y, a pesar de ello, es el que proporciona la menor precisién, debido a
El método de Sperling & Burdet,

considerado el de mayor eficiencia en el libro de V. Bond [2], proporciona un error de

la propagacién exponencial de los errores (ver [2]).

318 m usando 62 pasos por revoluciéon. Como se ve en la ultima columna del Cuadro
1, el método desarrollado dentro de nuestro grupo compite claramente con el método de
Sperling & Burdet, en cuanto a precisién se refiere, pues proporciona un error menor, de
250 m, usando 62 pasos por revolucion.

Estos resultados se han obtenido integrando las ecuaciones del método con una rutina
Runge-Kutta-Felhber 4(5), de paso variable, tomada de la referencia [6]. Para el control
de paso usa un algoritmo que involucra cuatro parametros diferentes. Para mostrar mejor
las caracteristicas del método, se ha resuelto el problema usando diferentes valores de los
parametros de la rutina de control de paso. Los resultados se muestran en la figura 2 donde
se recoge el error cometido (en Km), en funcién del nimero medio de pasos por revolucién
empleados en cada intento. Entre 60 y 65 pasos por revolucién hay muchas combinaciones
de valores de los parametros de la rutina de control de paso, que proporcionan precision
mayor que la obtenida con el método de Sperling & Burdet.

Esta comparacion es incompleta, pues no contempla un punto esencial en simulaciones
dinamicas, como es el tiempo invertido en la misma. Carecemos de datos que permitan
comparar la velocidad de los diferentes métodos y esperamos subsanar esta dificultad
en un futuro inmediato. No obstante, en cuanto a rapidez se refiere, creemos que este

método es mejor por una razén esencial: en el método de Sperling & Burdet, y en otros
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50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
np

Figura 2: Error vs. nimero de pasos por revolucion

similares basados en técnicas de regularizacion como pueda ser el de Kustaanheimo &
Stiefel, obtener los segundos miembros de las ecuaciones que se integran, exige someter
a las fuerzas de perturbacion a tratamientos numéricos de cierta longitud. Sin embargo,
en el método expuesto en este articulo las fuerzas apenas sufren manipulacion, pues en
los segundos miembros de las ecuaciones aparecen sus componentes en el triedro orbital
R, vy éstas se obtienen con simples productos escalares. Ademas, la facilidad de progra-
macién, unida a la limpieza y sencillez de las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los

parametros de Euler, refuerza nuestra creencia en la superioridad del método.

6.1 Formulaciones similares

Un analisis de la literatura disponible sobre el tema revela la existencia de formulaciones
similares a la expuesta en este articulo, aunque en contextos diferentes. En particular,
en el Departamento de Astronomia de la Universidad de El Cairo se usan formulaciones
casi idénticas, recogidas en las referencias [7, 9]. Igualmente, en el Grupo de Mecanica
Espacial de la Universidad de Zaragoza se han formulado esquemas similares, siendo el
més cercano el desarrollado en la referencia [11].

En cualquier caso, es claro para nosotros que este método resulta ventajoso en multiples
aspectos cuando se compara con los métodos tradicionales. Las razones por las cuales esto
es asi no estan perfectamente claras y, desde luego, no son sencillas de esbozar. El lector
interesado en profundizar en el tema, puede encontrar en la referencia [10] un extenso
analisis sobre los aspectos mas profundos de la regularizacién y linealizacién, técnicas

avanzadas que han guiado la elaboracién de los nuevos métodos de perturbaciones en las
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ultimas décadas.

7 Conclusiones

Se han expuesto con detalle los desarrollos que conducen a la formulacién de un método
de perturbaciones especiales. Un andlisis de la estructura de las ecuaciones, pone de
manifiesto algunas de las ventajas inherentes al método, como son:

- formulacion tnica para los tres tipos de érbitas: elipticas, parabdlicas o hiperbodlicas

error de truncacién nulo en el problema no perturbado

error de truncacién escalado por la propia perturbacién en el problema perturbado

- 10 es singular para inclinacién y/o excentricidad pequenia

no hay propagacion exponencial de errores

robusto y de programacion sencilla

Se ha puesto de manifiesto que el método presenta ventajas indudables, en cuanto a
precision se refiere, cuando se compara con métodos clasicos, como pueden ser el método
de Cowell o el de Encke. Iguala o mejora la precisién de métodos mas sofisticados, como
pueden ser el método KS (Kustaanheimo & Stiefel) y el de Sperling & Burdet.

Aunque en la actualidad no se han desarrollado simulaciones que confirmen una mayor
rapidez del método frente a los anteriormente resenados, existen importantes razones que
anticipan ese resultado.

Todos estos motivos, hacen especialmente apropiado este método de perturbaciones
para ser usado en la simulacién dinamica de tethers, donde se precisa seguir la evoluciéon

temporal de un numero elevado de particulas.
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