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RESUMEN

Se presenta una aplicacién del método propuesto por Lawley y Maxwell para extraer
un componente de dificultad de una matriz de correlaciones obtenidas en reactivos dicot6-
micos. La comparaci6n entre el andlisis en componentes principales sobre la matriz original y
sobre la matriz residual ponen de manifiesto una notable semejanza en las soluciones. Sin
embargo, en el andlisis sobre la matriz original emerge un componente muy similar al com-
ponente de dificultad extraido inicialmente de acuerdo al método propuesto. Los resultados
sugieren la necesidad de proseguir en esta linea de investigacion.
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ABSTRACT

Extraction of a difficulty component from a set of dichotomous items. We present here
an application of de method proposed by Lawley and Maxwell for the extraction of a diffi-
culty component. This method was applied over a correlation matrix obtained from a set of
dichotomous items. Comparisons between principal component analysis obtained from the
original matrix and from the residual matrix seems closely similar, but in the first analisis a
component emerges roughly similar to a difficulty component. Further research seems ne-

cessary to be done.

Key words: Factorial analysis, difficulty componet, dichotomous items.

La investigacién acerca de los denomi-
nados “factores de dificultad” tuvo un nota-
ble interés en los afios 40 y se reavivé de
nuevo a finales de los 60 con el auge de la
denominada actualmente “Teoria de Res-
puesta a los Items”. La principal razén de
este renovado interés es la de que, para mu-
chos de los modelos basados en esta teoria, el
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supuesto de unidimensionalidad tiene una
importancia crucial (Hambleton y Swaminat-
han, 1985). Sin embargo, en realidad, ¢l su-
puesto de unidimensionalidad es basico en
cualquier modelo psicométrico que utilice
puntuaciones de escala basadas en combina-
ciones lineales de items.

El enfoque actual acerca de estos factores
difiere en general del enfoque que le dieron
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los factorialistas y psicémetras en décadas pa-
sadas. McDonald (1967,1981,1985), por ejem-
plo, considera zanjada ya la cuestidn afir-
mando que estos pseudo-factores son debidos
a la no linealidad en las relaciones variable
—factor. La solucién, en este caso es la utiliza-
cion de modelos no lineales de andlisis facto-
rial, modelos que ha venido desarrollando
desde hace tiempo el propio McDonald y que
actualmente son ya operativos y se utilizan
con buenos resultados en la investigacion psi-
cométrica (Fraser y McDonald, 1988). Por
otra parte, si se cumplen los supuestos de line-
alidad, entonces pueden utilizarse legitima-
mente las medidas usuales de correlacién para
datos binarios (el coeficiente phi).

En definitiva, podemos decir que el ni-
cleo del problema se desplaza desde la bus-
queda del mejor coeficiente de asociacién
para datos dicotdmicos (tema polémico en
los 40) hasta la verificacién del cumplimiento
del requisito de linealidad.

Si bien la postura de McDonald parece
tener actualmente una amplia aceptacidn, lo
cierto es que algunos investigadores (Berns-
tein, 1988) siguen defendiendo la postura cl4-
sica con respecto al problema de los factores
de dificultad. El trabajo que presentamos se
basa también en este enfoque, por lo que tra-
taremos de explicarlo con cierto detalle.

Los métodos de analisis factorial y el
método de componentes principales normali-
zados toman como punto de partida la matriz
de correlaciones entre variables. Como mo-
delo de andlisis todos estos métodos asumen
el supuesto de normalidad multivariante y, en
consecuencia, el de normalidad bivariante
para todos las correlaciones entre pares de
variables. En el caso de modelos lineales la
medida de asociacion requerida es el coefi-
ciente de correlacién de Pearson.

El coeficiente de correlacién pro-
ducto—momento aplicado a datos dicot6micos
(en psicometria items que se responden como
si-no, verdadero—falso, acierto—error...) recibe
el nombre de coeficiente phi. La expresién
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habitual para este coeficiente puede desarro-
llarse a partir de la férmula de la correlacién
de Pearson, teniendo en cuenta que, en el caso
de dicotomias las medias son proporciones (p)
y las varianzas son los productos p .

PXy — PXpy

(pxgx) + (pyqy)

rd =

Donde pxy es la proporcion de sujetos
que obtienen 1 en ambos items. Es evidente
que el valor maximo que puede alcanzar pxy
es el menor de los valores px o py.

Si las dos variables tienen la misma
media (px = py) entonces, ¢l valor mdximo
positivo que pueda alcanzar phi sera:

px - (X _
px (1-px)

En cualquier otro caso, ¢l valor mdximo
positivo serd menor que uno (Guilford, 1950;
Cureton, 1959). Una forma simple de ver
esto es considerar, como sefiala Maxwell
(1977) que en un rango comprendido entre
0.2 — 0.8, las varianzas no difieren dema-
siado, es decir, el denominador permanece
relativamente constante. Respecto al numera-
dor, el valor pxy sé6lo podra valer tanto como
la menor de las p, mientras que el producto
serd la mayor por la menor. El maximo valor
en la diferencia se obtendra cuando las dos
sean iguales. Esta idea es valida para cual-
quier modelo de correlacién; cuando el resto
de los factores se mantienen constantes, el
valor mdximo de correlacién se obtiene
cuando la forma de las distribuciones es idén-
tica (Bernstein, 1988).

Si se analiza la matriz R (phi) en com-
ponentes principales, se espera la emergen-
cia de los denominados “componentes de di-
ficultad”. Se denominan de este modo a los
componentes espurios cuyas saturaciones
son proporcionales a las medias (p) de las
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variables correspondientes. En el caso de que
las desigualdades entre las medias sean nota-
bles (es decir, en el caso de abundancia de
items muy faciles o muy dificiles), se supone
que la emergencia de estos componentes
puede distorsionar la solucién e imposibilitar
la interpretacion tedrica de la dimensionali-
dad, ya que apareceria un mayor nimero de
dimensiones (en términos de componentes)
de las que realmente existen y, ademds, algu-
nos componentes no guardarian relacién con
el contenido de los reactivos sino con su
media.

Llegados a este punto, puede ser necesa-
rio apuntar que en este articulo abordamos el
estudio de la dimensionalidad de una escala a
partir del andlisis en componentes principa-
les. No es este el tinico enfoque posible, Hat-
tie (1984, 1985) seiiala tres enfoques mas
(patrones de respuesta, fiabilidad, y modelos
de rasgo latente); ninguno de ellos resulta to-
talmente satisfactorio y, de acuerdo con las
revisiones del propio Hattie u otras relevan-
tes (Hambleton y Rovinelli, 1986), debemos
concluir que ain no se ha llegado a este in-
dice satisfactorio cuya necesidad apuntaba
Lord (1980).

Aunque no entra en los objetivos de este
estudio hacer un andlisis de estos métodos, si
puede apuntarse que las deficiencias de la uti-
lizacidn del andlisis en componentes princi-
pales (y de los métodos factoriales en gene-
ral) se centran en el hecho de que una escala
puede ser unidimensional en el sentido de un
unico rasgo latente subyacente a los datos y,
en cambio, ser multidimensional en términos
de varios componentes.

Quizas la mejor explicacion de esta dis-
crepancia se encuentra en Lord y Novick:

«..La dimensionalidad de un espacio la-
tente completo no depende de los su-
puestos respecto a las distribuciones, ni
de la eleccion del coeficiente de corre-
lacién interitem, ni de cualquier tipo de
transformacién de las variables laten-
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tes.....la dimensionalidad es un con-
cepto mds béasico que el nimero de fac-
tores comunes”. (Lord y Novick, 1968,
p- 382).

Para concluir podriamos decir que €l
andlisis en componentes principales nos dard
una orientacién acerca de la posible dimen-
sionalidad de los items, pero que, en ningtn
caso nos la determinar4.

Volviendo al tema de la limitacién del
valor maximo de phi y su repercusion en los
componentes extraidos, se han propuesto va-
rios métodos para abordar el problema, aun-
que ninguno totalmente satisfactorio. La so-
lucién més antigua consiste en estimar el
valor mdximo que puede alcanzar el coefi-
ciente phi dadas las proporciones de ambas
variables. Este valor se denomina phi—ma-
xima (Cureton, 1959). Una vez determinado,
como indicador de correlacion se utilizan los
cocientes phi/phi—max. Sin embargo como
sefiala Comrey (1985), cuando se trabaja con
valores de p extremos la utilizacién de este
indicador suele dar lugar a soluciones Hey-
wood (comunalidades estimadas mayores a
uno) por lo que suele resultar inapropiado uti-
lizarlo, al menos en anélisis factorial. En ¢l
caso del andlisis en componentes, la comuna-
lidad estimada no representa un problema ya
que lo que se analiza es la varianza total (que
se fija a uno en el andlisis normalizado). Sin
embargo, ain as{ puede suponerse que los va-
lores de fuera de la diagonal estardn bastante
distorsionados.

Maxwell (1977) basdndose en un tra-
bajo inicial de Lawley (1943,1944) propone
la estimacién de un primer componente gene-
ral de dificultad. Una vez determinado dicho
componente, se reproduce a partir de ¢l la
matriz de correlaciones. Se sustrae la matriz
inicial de la reproducida y se lleva a cabo el
analisis sobre la matriz residual. M4s especi-
ficamente el método es el siguiente:

Como punto de partida se asume que los
coeficientes phi de la matriz de correlaciones
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R se hallan sistematicamente afectados por
las desigualdades entre las proporciones de
las variables a correlacionar.

Se elabora un vector columna de valo-
res diferenciales restando la proporcién de
cada reactivo de la media de todas las pro-
porciones. Llamemos p a este vector, en el
que cada elemento es: p(i) — Media p.

Si ahora elaboramos una matriz a partir
del producto pp’, los elementos de esta ma-
triz estaran relacionados en forma aproxima-
damente proporcional con los elementos de
la matriz R, de tal forma que el producto
cpp’, donde ¢ es una constante de proporcio-
nalidad, reproducira, en forma mds o menos
aproximada la matriz R. Por supuesto, cuanto
mds determinados estén los valores de R por
las diferencias de proporciones, mis aproxi-
mada serd la matriz reproducida.

El problema del método radica en la es-
timacién de la constante c. Si denominamos
R* a la matriz reproducida y E a la matriz re-
sidual entonces:

E=R-R* R*=cpp’

El criterio propuesto por Maxwell es el
de minimizar la traza de E’E. Este criterio su-
pone minimizar las diferencias al cuadrado
entre las diagonales de R y R* y, por tanto,
maximizar la varianza de R explicada por
R*. Como es sabido, este es el criterio gene-
ral seguido por los métodos de condensacion.

Derivando la traza de E’E con respecto
ac, e igualando a 0 se obtiene:

. WRp)
(' p)?

Las saturaciones de las variables en el
componente de dificultad vendrén dadas por:
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ye*p

La matriz residual E, de rango p—1 puede

- utilizarse ahora como punto de partida para la

extraccién de los restantes componentes.

En el ejemplo que presentaremos a con-
tinuacidn, aplicamos el método de Lawley y
Maxwell a la matriz de coeficientes phi.
Hemos elegido como ejemplo un grupo de
reactivos pertenecientes a version castellana
de la escala de extraversién del EPQ-R (Ey-
senck, Eysenck y Barrett, 1985; Aguilar,
Tous y Andrés, 1990). Existe abundante evi-
dencia respecto a los cuestionarios anteriores,
EPI y EPQ-A de que la escala de extraver-
sién agrupa dos clusters de items claramente
definidos. Desde el modelo de Eysenck, estos
clusters corresponden a las subdimensiones
“Sociabilidad” e “Impulsividad” (Rocklin y
Revelle, 1981; Luengo, 1986).

En este trabajo hemos seleccionado a
priori los 10 items que, desde la teoria, pre-
tenden medir la dimensién de “Sociabilidad”.
Teéricamente el analisis de dichos items debe
dar lugar a una clara solucién unidimensio-
nal. Inicialmente, ademas, hemos verificado
en este grupo la existencia de algunos items
con medias bastante distanciadas de p=0.5
por lo que parece razonable esperar la apari-
cién de componentes de dificultad de acuerdo
al modelo expuesto.

Dado que, como hemos apuntado antes,
la solucién en términos de ndmero de compo-
nentes es tan sélo orientativa, nos hemos ba-
sado en el supuesto de que el andlisis de un
conjunto de reactivos aproximadamente uni-
dimensionales dard lugar a una solucién ca-
racterizada por una primera raiz latente muy
elevada siendo residuales las restantes, solu-
cién que puede ser evaluada graficamente en
el scree—plot (Cattell, 1966). No hemos con-
siderado necesario utilizar indices mas espe-
cificos.
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METODO
Sujetos:

Se utilizaron datos pertenecientes al estu-
dio psicométrico de la adaptacién al castellano
del cuestionario EPQ-R (Aguilar, Andrés y
Tous 1990). La muestra estaba formada por
866 estudiantes de primero y segundo curso de
la facultad de Psicologia de la Universidad de
Barcelona; 201 varones y 665 mujeres. La
edad media era de 18 afios.

Instrumentos:

Los paquetes estadisticos disponibles en
el laboratorio no resultaban apropiados para
el analisis, dado que todos ellos extraian si-
multdneamente las raices latentes y los auto-
vectores asociados. Para ello se elaboré un
programa en el lenguaje “MATRIX” del
SPSS—X release 4.0.

Procedimiento:

La extraccién del componente de difi-
cultad se llevé a cabo en la forma que se des-
cribe en la introduccion. La extraccién de los
sucesivos componentes a partir de la primera
matriz residual se realizé mediante el método
en iteraciones propuesto por Hotelling (1933)
extrayendo los componentes en forma suce-
siva. El criterio de convergencia se fijé en
una diferencia menor a .001.

La soluci6n obtenida utilizando este mé-
todo se comparé con la solucién directa apli-
cando el andlisis en componentes principales
a la matriz de correlaciones inter—item. Las
comparaciones entre componentes se lleva-
ron a cabo mediante el coeficiente de con-
gruencia propuesto por Tucker (1951).

3 ai aj
\/lambda(i) /lambda(j)

CCGj =
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RESULTADOS

Con extraccién del Componente de dificultad

C.Dif. C1 c2 C3

et -.396 360 -.010 .670
e2 516 560 -.090 .300
e3 .285 520 320 -.250
ed -123 .580 230 -.460
e5 -591 520 130  .090

€6 142 400 810 .120
e7 193 620 —-290 .040

e8 -.287 570 250 -.170
e9 -.086 .690 —-.100 .000
el10 .347 590 —-100 -.060
r1. 1111 3.010 1.000 .870

Sin extraccion del componente de dificultad

C1 C2 C3 Ca

et .340 560 430 .050
e2 580 -320 -110 .540
e3 530 -380 -.090 -.480
e4 .580 .080 370 -400
eb .500 410 -300 .090

€6 400 .260 .690  .330

e7 630 -340 -190 .170
e8 550 .400 130 -.130
e9 .680 .060 -120 -.130

el0 .600
r1.  3.010

-.360 .060  .040
1.210 .980  .860

Tabla 1: Matrices de saturaciones
(4 componentes)

En la inspeccién visual de las matrices
de saturaciones puede observarse que el pri-
mer componente es similar en ambas solucio-
nes; que el segundo componente de la matriz
reducida es similar al tercero de la matriz sin
reducir y que el tercero de la matriz reducida
es similar al cuarto de la matriz sin reducir.

Observése tambien que el componente
de dificultad guarda una notable semejanza
con el segundo componente de la matriz sin
reducir aunque con los signos invertidos.
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Figura 1: Scree-plots
CD1 C1 CDh2 C2 CD3 (3
Si bien en ambos casos las soluciones  ~p;
parecen indicar unidimensionalidad, la solu-
cién proporcionada por el analisis tras la ex- Cl | .09+
traccién del componente de dificultad se D2 .
ajusta mejor al critero propuesto. La caida —45 —45
desde la primera raiz es mayor y los valores ~ ¢2 | _51 _-g2 49
de las restantes raices son mas similares entre
si. CD3 | -85 -55 -.03 .33
Comparacién del componente de difi- 3 | —090 -05 83 .00 —48
cultad con el segundo componente de la ma-
triz original C4 | -22 -17 20 .00 .66 -01

CC=0.70

Obsérvese que los coeficientes de con-
gruencia apoyan con bastante claridad las ob-
servaciones realizadas a partir de la inspec-
cion de las matrices de saturaciones.
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CD(i) = Componente con extraccién del compo-
nente de dificultad.

C(i) = Componente sin extraccién del compo-
nente de dificultad.

* sig < .01 ** gig < .001

Tabla II: Comparacién de las soluciones: Ma-
triz de coeficientes de congruencia.
Psicothema, 1992
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DISCUSION

En general los resultados del andlisis
coinciden en sefialar que el método de Law-
ley y Maxwell parece resultar apropiado en
este caso. En primer lugar la solucién para
evaluar la dimensionalidad tiende a ser un
poco mds clara. Sin embargo, en nuestra opi-
nion, el resultado mds interesante es el de la
similitud entre uno de los componentes ex-
traido de la matriz original y el componente
de dificultad extraido segiin el método pro-
puesto. Esta similitud, unida a la semejanza
que presentan los restantes componentes, per-
mite suponer que el andlisis aplicado rutina-
riamente a la matriz original hubiese dado
lugar a un componente espurio, concreta-
mente el segundo componente, dificilmente
interpretable desde un modelo teérico.

A pesar de que los resultados obtenidos
en este caso parecen interesantes, no pode—
mos evaluar Ja utilidad general del método a
partir de este trabajo por una serie de razones.
En primer lugar, en este caso los datos se
ajustaban bien a los supuestos del modelo, es
decir, se disponia de un grupo reducido de
items que habfan sido ya seleccionados ante-
riormente como unidimensionales mediante

andlisis factorial y que, ademads presentaban
en algunos casos notables variaciones en los
valores p. Habria que ver si el método resulta
apropiado (o 1til) en caso de que los valores
medios estén mds igualados.

En segundo lugar, el método tiene, a
nuestro juicio, una debilidad importante y es
la de que, los valores de p dependen de las
caracteristicas de la muestra a la que se aplica
la escala. Esto quiere decir que el compo-
nente de dificultad no es estable sino que
fluctuara en anélisis llevados a cabo en dis-
tintas muestras en funcién de la proporcién
de sujetos que respondan al item en un deter-
minado sentido.

Por tltimo, deberia estudiarse la utilidad
del método en relacién a otras propuestas al-
ternativas. Concretamente, nos referimos al
andlisis en componentes principales de la ma-
triz de correlaciones tetracdricas inter—item.
Actualmente estamos trabajando también en
esta linea por lo que creemos que serfa inte-
resante comparar las soluciones obtenidas en
ambos casos. Por todo ello, consideramos
que los resultados Winicamente indican que el
método puede resultar interesante a pesar de
su antiguedad y que merece la pena seguir in-
vestigando en este sentido.
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