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Relatividad: un curso acelerado

paar

Joan Girbau

INTRODUCCION

En enero de 1998 (hace por tanto mds de un ano) el amigo Manuel de
Leon me pidid un articulo sobre relatividad para La Gaeeta, invocando mi
experiencia previa en la redaceion de un manual sobre Geometria Diferencial
v Relatividad aparecido en catalan en 1993: Geometria Diferencial 1 Relatin-
tat'. En un primer momento planeé escribir un survey sobre ciertos problemas
matematicos de la teoria de ondas gravitatorias, pero luego me persuadi de
que quizda una mayor parte de lectores de Le Goeeela preferivian un texto mds
bisico: un mini-curso de relatividad

Parece totalmente inexplicable que casi un
rm siglo después de su aparicion dicha teoria no
- ligure entre los conocimientos basicos de la
mayor parte de licenciados en matematicas
que salen de nuestras universidades, a pesar
de constituir uno de los mas bellos campos
de aplicacion de la geometria riemanniana.,
Ahora que estin tan de moda las asipnatu-
ras semestrales v los eréditos de libre eleceidn
jecuantos de nuestros licenciados han tenido
oportunidad de seguir algin eurso de relativi-
dad? De manera mas general uno puede pre-
guntarse incluso jcwintos de nuestros licencia-
dos han tenido oportunidad de seguir algin
curso sobre algpin tema de fisica actual? Para
E}'rll.ll#lr. :ll][l{i'lll' L IIH'I'Ill'."il.-'-l”lf'”!.f', esta caren-
cia, me he permitido redactar estas notas esencialmente dirigidas a un pibli-
co matematico. He presupuesto, por tanto, que el lector tiene unos ciertos
conocimientos de geometria ricmanniana.

&

A EINSTEIN

Para comprender profundamente el significado del tensor de impulsion-
energia que aparcce ¢n la ecuacion de Einstein de la relatividad general, es
imprescindible tener unos someros conocimientos de mecanica de Hoidos, Por
ello estas notas empiezan con una introduccion a la mecinica elisica de fluidos.
Siguen después unas nociones de relatividad especial (cinematica v dindmica)
para las cuales no es necesario haber leido antes la parte de dindmica de Huidos,
Las notas finalizan con una introduceidn a la relatividad general.

"Manuals de la Universitat Automoma de Barcelona n® 10, Servei de Publicacions de la
Universitat Autémoma de Barcelona, Bellaterra (Barcelona), 1993
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MECANICA CLASICA DE FLUIDOS
UN LEMA S0BRE DERIVACION DE INTEGRALES

Una familia uniparamétrica de difeomorlismos en un abierto U de R? es
una aplicacion diferenciable,

UxI % R3
(x,t) — p(x)

donde I es un intervalo abierto de B que con-
tiene el origen, de manera que se verifican

- g ftif:iﬁ‘ e las dos propiedades Luiguir.ntt‘ﬁ: (1) Para to-
——Tes - do t de I, ¢y es un difeomorfismo de [ sobre

v c=¥s ) @e(U). (2) g =id. Si @ es una tal familia,

J[ designaremos por #(z) = (dy(x) /dl),_,- T es

un campo vectorial sobre U que se denomina
el campo de velocidades de la familia @ en
el instante t = 0.

Lema 5i Flx,t) es una funcién diferenciable sobre U x I y V' es un abierto
cualguiera de U tal gue Vi (V) C UV, se verifica:

[if F(I.t:ld:ﬁ} =f (Ei-div{ﬁ'ifj) dr
dt Jou(v) , Jv &t t=0

INDICACION DE LA DEMOSTRACION: Por el teorema del cambio de variable
tenemos

f Fle,t)de = f Flypsln), O h(zldz ,
welV) v

donde J;(x) indica el jacobiano de ;. Teniendo presente que g es la identidad,
se ve ficilmente que (dJi(z)/dt),_, = divd. Derivando entonces la igualdad
anterior se obtiene:

o dF . JF
v Flx - — il st
[dt ./».;;W} {J‘,t}ldrj| j; ( a.'r'ﬂ + o + F(z,t)div u)t:nda’ z

t=0

Se ve entonces de manera inmediata que el segundo miembro de la igualdad
anterior equivale al segundo miembro de la igualdad que se quiere demostrar.

MASA DE UN FLUIDO. ECUACION DE CONTINUIDAD

Para describir el movimiento de un fluido vamos a introducir en primer
lugar el concepto de densidad de masa. Cuando hablamos de un sistema de n
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particulas, cada una tiene su masa, my, ... my, y la masa total del sistema es la
suma m = 3. m;. Ahora bien, en los medios continuos, para describir la masa
de cada region del medio supondremos que existe una funcién diferenciable
M, t) de manera gue para cada region V' la integral fv Ma t)de da la masa
del medio que estd contenido en la regién V' en el instante t. La funcién p se
denomina densidad de masa del medio (o, simplenmntc densidad).

Supondremos que el movimiento de un Auido viene deserito por una apll—
cacién diferenciable ¢ : U/ x [ x I —+ R*, donde U es un abierto de R*
¢ 1 es un intervalo abierto de K, de manera que @, fp. £1) indica la posi-
cion en el instante £ de la particula de fluido que en el instante ty ocu-
paba la posicion z. Se ha de verificar, pues, que @(z,¢,1) = z. Fijado un
instante inicial fy, se supone que ¢(r) = @(x,tp, g + t) es una familia uni-
paramétrica de difeomorfismos en el sentido del apartado anterior. Su campo
de velocidades (x, ty) = (dye(x)/dt),_,, dependerd, pues, del instante inicial
tp. Supondremos de ahora en adelante que hemos fjado un instante inicial
tg = 0. Si V es una region cualquiera contenida en U, la regidn (V') con-
tiene en el instante f todas las particulas del Huido que en el instante inicial
t = 0 oeupaban la regién V. La conservacion de masa dice, por tanto, que
mg (V) t) = m(V, 0). Derivando, dm(g (V) t)/dt = 0. Es decir,

[ f plz, E}d.‘r] =0,
(V) f

=[]

Aplicando el lema, y teniendo en cuenta que la igualdad anterior se ha de
cumplir para toda regién V, tendremos

[% + div[mﬂ] ={.

t=0
Y en general, para todo f,

dp
B + div (pt) = 0.

Esta ecuacion se conoce con el nombre de ecuacion de continuidad.

FUERZA TOTAL

Definimos la cantidad de movimiento (o impulsién) ‘ﬁ{‘.ﬂ’. t) que actia
sobre una region V de fluido en el instante ¢, como la integral [, p(x, )iz, t)d.

Y podriamos definir también (por analogia con el caso de n particulas) la

fuerza total que actia sobre una regién V en el instante t = 0 como F(V,0) =

(d'.ﬁl:tp,(lf’], t) ;’d!.) i Tendremos, pues, para la componente i-ésima de dicha
=

fuerza
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F{(V,0)

Il

f[ pla, o' (x, t)dx
di @i (V) =0

N (') A pv'v*) _
_j;( o +Z Ok _):zudr

Si disponemos de alguna ley fisica que nos diga cudl es la fuerza total en
cada instante, entonces a partir de la definicidén anterior podremos calcular
el movimiento del fluido (calculando el campo de velocidades v luego, por
integracidn, las trayectorias o¢(r) de las particulas del fluido). Ahora bien,
sl no conocemos a priori la uerza total, la definicidén anterior nos permite a
posteriori caleular la fuerza total que actiia sobre cada regién V oen un instante
dado { = 0 observando experimentalmente las trayectorias v obteniendo por
derivacion la fuerza total.

La experiencia demuestra que el movimien-
to de un fluido es fruto de las ferzas exteriores
[ por ejempla, la gravedad, si el fiuido se deja caer
libremente) y de unas fuerzas internas o de liga-
dura. Si tenemos un sistema de n particulas y
sobre cada una de ellas actiia una fuerza exte-
rior (sea f; la fuerza que actia sobre la i-ésima
particula) la fuerza exterior total que actiia sobre
el sistema serd la suma de dichas fuerzas {zl ﬁ}
Pero cuando hablamos de medios continuos, para
describir la fuerza exterior que actiia sobre cada
region, habremos de suponer que existe una fun-
cion (vectorial) diferenciable f {r,t) tal que para
cada region V' la integral I‘;' f{r.."}dr da la fuerza exterior total que actia
sobre el medio contenido en dicha regién en el instante £. La funcién fl:.n t) se
denomina densidad de fuerza exterior que actda sobre el medio,

J GirBav

Si suponemos conocida la funcion densidad de fuerza exterior, se define
la fuerza interna que actia sobre una region V' del fluido en el instante t,
f‘::[“._ﬂrf'.fj. como la diferencia entre la fuerza total v la fuerza exterior que
actiian sobre el medio. Es decir, 1;..1{1#', i) = F‘{V. - [ I (2, t)dz. De esta
manera, la ecuacion del movimiento dira fu‘ f{;if.t}d.r + ﬁ-..l{'ir',i‘] = F (V. ).
Para poder calcular a priori el movimiento del fluido se precisan leyes fisicas
que nos digan a priori edmo son las fuerzas exteriores v como son las fuerzas
internas. Ya tenemos leyes lisicas para las fuerzas exteriores en algunos casos
importantes (por ejemplo, cuando el fluido evoluciona bajo la aceidn del campo
gravitatorio o cuando el fluido evoluciona sin fuerzas exteriores ( f = 0)). Ahora

daremos una ley fisica (principio de Cauchy) que nos dice edmo son las fuerzas
internas.
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Prinoirio pE Cavcny

Cauchy postula que existe una aplicacion difercnciable

U x I x B L R®
(z , t , ) — T(z, 0.9

que para @ v 1 lijados es lineal en la variable @ v tal que para cada regidn V
contenida en U la fuerza interna Fi (V. t) viene dada por

f;i:u.t{l"rvﬂ} = f T:{_J.u o) )ids
Al

donde 7i(x) indica el vector unitario normal exterior al borde @V de V (se
supone que JV es variedad diferenciable) v ds el elemento de drea de V.

Para cada r v ¢ fijados, T es una apli-

___,‘i.’i--" TN A cacion lineal de B® en B?, es decir, un ten-
m:;ﬁL T Y g sor de tipo (1, 1). Asi pues, para ¢ lijado
o [ Tras il T es un campo tensorial de tipo (1, 1) so-
L e bre U que se denomina tensor de los es-

\, "‘“uj! fuerzos.
[rﬁ;l“\ ,’/ G El prineipio de Cauchy se fundamenta

en el hecho intuitivo siguiente: puesto que

la fuerza que el resto de fluido ejerce sobre
¢l flnido contenido en la region V' se transmite a V a través de su horde 9V,
es logico que dicha fuerza venga dada por una integral extendida a V. Ahora
bien, no es muy intuitiva la parte del principio de Cauchy que pide que /i
dependa linealmente del vector normal #i(x). De hecho Cauchy demostra esta
dependencia lineal a partir de hipdtesis mds intuitivas.

El tensor de los esfuerzos depende de la naturaleza del fluido. Hay
unos fluidos particulares para los que el tensor de los esfuerzos es de la forma
T(zx,t,v) = —p(z, ). Estos fluidos se denominan perfectos. En los fluidos
de esta naturaleza, la fuerza interna que actiia sobre una region V (fuerza que
¢l resto de fluido ejerce sobre V') viene dada por

-ﬁim{v-t} = _f plx, t)i(x)ds .
redV

Cuando el Aluido es perfecto, dentro de la integral sélo figura una fuerza normal
al borde de V (no hay componentes tangenciales al borde). La funcidn p(z, 1)
que interviene en la definicion de Huido perfecto se denomina presion. El signo
— se refiere al hecho de que la fuerza que el resto del fluido ejerce sobre la
region V' tiene sentido opuesto al sentido del vector normal exterior (por esto
la funcién p se denomina “presién” ).
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EXPRESION DIFERENCIAL DE LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

Sea T el tensor de los esfuerzos de nuestro fluido. El vector 'T_"{I t,v) ten-
dri tres componentes, (T, T2, T%), donde T7(x,t 1'] 3 T (e, )t (puesto
que T depende linealmente de #). Designemos por ¥ = {Tf,Tj,T"} Con esta

notacién T4(z,t,v) = ET‘"U = q{}’-" '), donde g designa el producto escalar
habitual de R,
Por el teorema de la divergencia tendremos

J - . wrd mﬂf
/ Tz, t,fi{x))ds = f div ¥ (z, t)dx = f -—F | dz .
redV v v \ G O

Designemos por divT el vector de componentes 3°, 8T} /0r*. Con esta no-
tacidn, teniendo presente la expresién de la fuerza total obtenida en el apartado
FUERZA TOTAL, las ecuaciones del movimiento se escriben

f(afﬂ"?} deill {mTﬂnf}) -ff{;r,!}dx+fdivi“d:r.
Vv Vv V

Puesto que esto debe verilicarse para toda region V, tendremos

d(pv)
ot

+divi{pt & ¢) = f+d1vT

CINEMATICA DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
SISTEMAS INERCIALES

Un sistema fisico de referencia consiste en

1. Tres ejes perpendiculares de coordenadas que viajan por el espacio or-
dinario,

2. En cada punto de coordenadas fijas (r,y, z) respecto a dichos ejes, un
observador dotado de un reloj, de manera que los diferentes relojes de los
diferentes observadores van “sincronizados”. Los infinitos observadores
del sistema fisico de referencia estdan, pues, inmdviles respecto a los ejes.
El significado de la palabra “sincronizados”se explicard a continuacién,

Vamos a explicar qué significa que los

relojes de los diferentes observadores estén .
sincronizados. Consideremos dos obser- 1 I S
vadores que estan en dos puntos A y B del '

sistema de referencia (A y B viajan con P
el sistema y, por tanto, estin inmdviles ,‘h,

uno respecto al otro). Supongamos que el
observador situado en A emite un rayo de
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luz en la direccién de I en el instante ty de su reloj. Supongamos que este
rayo llega a B en el instante £f del reloj de B y que, reflejado por un espejo,
vuelve hacia A y llega de nuevo alli en el instante £) del reloj de A. Si cada
vez que se realiza esta experiencia se cumple t;, — ty = t; — #;, diremos que
los relojes de A y de B estdn sincronizados. Un sistema inercial es un sistema
fisico de referencia en el cual no actia ninguna fuerza sobre cada uno de los
obsevadores del sistema. Ello significa que si uno de estos observadores deja en
libertad un objecto cualquiera sin comunicarle velocidad inicial, dicho objecto
permaneccerda siempre en el lugar donde el observador lo ha dejado, inmovil
respecto a dicho observador,

LOS POSTULADDS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
La relatividad especial se fundamenta en los siguientes postulados:

1. Existen sistemas inerciales,

2. 8i § v 9 son sistemas fisicos de referencia que se mueven uno respec-
to al otro con movimiento rectilineo uniforme, entonces si uno de el-
los es inercial, el otro también. Reciprocamente, dos sistemas inerciales
cualesquiera se mueven uno respecto al otro con movimiento reetilineo
uniforme (que puede ser de velocidad nula).

3. Todos los sistemas inerciales juegan el mismo papel en la teoria (“tanto
monta, monta tanto....” ).

4. Dos sucesos ocurridos en un punto inmdvil respecto a un sistema inercial
S en tiempos diferentes £y v {2 son vistos desde cualguier otro sistema
inercial §' en el mismo orden temporal en que los ha visto un observador

de 5.

5. Invarianeia de la veloeidad de la oz en el vacio: Si un observador de un
sistema inercial S contempla la propagacion en el vacio de un rayo de Toz
emitido por cualguier foco luminoso (el foco huminoso puede viajar o es-
tar inmdvil respecto al observador) observard que el rayo se propaga con
movimiento rectilineo v uniforme. Ademas, el modulo del vector veloci-
dlad de dicho rayo de luz respecto al sistema inercial S es una constante
que no depende del sistema inercial 5. Es decir, que un observador de
otro sistema inercial §' que desde §" midiera el maodulo de la velocidad
de este rayo de luz, encontraria el mismo valor.

Hagamos ahora algiin comentario sobre estos postulados. En la realidad no
existen sistemas inerciales como los que agqui se describen, ya que por clecto
de los campos gravitatorios es imposible hallar un sistema (infinito en todas
direcciones) en ¢l cual no actie ninguna fuerzsa sobre los observadores del sis-
tema. Ahora bien, la relatividad especial pretende modelizar los fenémenos
fisicos en ausencia de campos gravitatorios v por ello se postula la existencia
de sistemas inerciales. Sobre el segundo postulado, digamos que mas adelante
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veremos que ningiin sistema inercial se puede mover respecto a otro con ve-
locidad superior a la de la luz. Por tanto la redaccion del postulado segundo la
admitimos de momento como provisional yva que luego habria de ser retocada
ligeramente a fin de que la teoria fuera coherente,

El postulade tercero, tal como estd formulado, resulta muy ambiguo,
Aunqgue podriamos dar de é] una redaceidn mis concisa, no lo hacemaos para no
alargar innecesariamente este articulo, aunque ya se veri qué sentido damos
al mismo cuando lo apliguemos a casos concretos.

La mecinica clisica cumple todos los postulados agui deseritos, excepto
el de invariancia de la velocidad de la luz. Este postulado quedd demostrado
por un ingenioso experimento de Michelson y Morley. En cambio el electro-
magnetismo clisico (leyves de Maxwell-Lorentz) no cumple el tercer postulado
(necesita de una referencia privilegiada, inmdvil: el éter).

TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Sean S v 5 dos sistemas inerciales. Un suceso ::'uﬂlt]ult-m vu-;Lu por un ob-
servador de S quedara determinado por las coordenadas (x!, 22, %) del punto
del m-.[m{rm donde se ha producido {repecto a los tres ejes de S'_i y por ¢l tiem-
po t (de los relojes sincronizados de S) en que ha tenido lugar. A cada suceso
contemplado desde S le corresponde, pues, un punto (@', @*, 2%, 1) de R*. Al
mismo suceso contemplado desde S' le corresponde otro punto ( _.,,f:l‘ 22, 2% 1)
de B, Por tanto, dados dos sistemas inerciales S v §'. tenemos una aplieacién
f:RY — B! que asigna a las coordenadas (!, 22,03, t) de un suceso contems-
plado desde S las coordenadas (2!, 22, 2™, 1') del mismo suceso contemplado
deside §'. Esta aplicacion [ se denomina transformacion de Lorentz asociada
al cambio de sistema inercial de 5 a 8" (el orden en que se escriben § v 87
es importante). [ tiene inversa y dicha inversa es precisamente la asociada al
cambio de §" a S.

El segundo postulade implica que toda transformacion de Lorentz es una
afinidad. En efecto, sea f una transformacion de Lorentz asociada al cambio
de dos sistemas inerciales § v 5. Sea r una recta no horizontal de B! (no
contenida en un hiperplano de la forma # =constante). r se puede parametri-
Zar por

() =vii+ b i=1,23.
t=1.
Esta recta de R? representa para un observador de 8 el movimiento de una
particula P(t) de coordenadas (z'(t), z3(t),z*(t)) que se mueve respecto a
S con movimiento rectilineo uniforme de velocidad # = (v', v?, v}). Existird,
pues, un sistema inercial S que tendrd por origen dicho ]:lllllu. 5" viaja
respecto a 8" con movimiento rectilineo uniforme (segundo postulado). Por
tanto los observadores de §' describiran el movimiento del origen de 5" por
una recta del su RY. Dicha recta ha de ser f(r) en virtud de la definicién de f.
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Por tanto f es una biyeceidon que transforma rectas en rectas, y por tanto s
una afinidad. Sea ¢ la velocidad de la luz en el vacio (constante independiente
de los sistemas inerciales). Dotemos a R de la métrica de Minkowski g =
(dz!)? + (dz?)? + (dz)? - Adt®.

Vamos a ver que las transformaciones de
Lorentz han de ser isometrias respecto a dicha
métrica. Para ver esto, consideremos una trans-
formacidn de Lorentz f asociada al cambio entre
dos sistemas inerciales S y 5. Supondremos, sin
perdida de generalidad, que hemos tomado unos
origenes de espacio y de tiempo en S y en 5 de
tal manera que en el instante de los dos sistemas
t =t =0, los origenes de espacio de S v §' n-::-im*i-

fEYT frllelpi= g den. Hupmlgmum que cn el instante £ = () de 8 se

emite un rayo liminoso desde el origen de 5 en to-
das direcciones. Este rayo luminoso, para un observador de 5" también habra sa-
lido de su origen en el instante ' = (). Consideremos ahora un personaje
cualquiera, de nombre Juan, que viaja por el espacio (y que no es preciso
que esté en ninguno de los dos sistemas inerciales). Consideremos el suceso
siguiente: “Juan empieza a ver el ra'ru Iununubu Para 111| ohservador de S
este suceso tendra coordenadas (o', r? 23, 1) tales que (x')? + [.r"‘h,l2 + (x4)2 -
c*t? = 0. Para un observador de §' el mismo suceso tendré coordenadas
(", 22, 53,t) tales quﬂ (M) + (") + (2)? — 217 = [] Asi pues, [ ha de
aplicar los puntos (z!, z2, #%, 1) del cono de R? (1 D2 (22 + ()2 =212 =0
en puntos (2!, 22, .r-"1'1 t') del cono (z™)2 + (z2)2 + (2)? - t'zf"' = (). Para que
una aplicacion lineal ([ ahora es lineal por ser una afinidad que transforma el
origen en el origen) transforme el cono (@ .']"! o [::.'"}}E “ {.‘1?3}'2 —e*t* =0 en el
cono ()2 + (272)* + (2™)? = 217 = 0 se ha de verificar que (2)* 4+ (2")* +
()2 — 2% = k{(z")? + (2%)® + (z)* — ¢*1*}, donde («",t') indica el punto
transformado f{=' ().

El postulado 3 (“tanto monta...") per-
— mite demostrar que la constante k& anterior

& 7 vale 1, Por tanto, f es una isometria de la

g N\ Aot métrica de Minkowski. Un vector X de RY

e =i W T diremos que es temporal si gl X, X) < 0,

= ;:_ donde g indica la métriea de Minkowski, Fl
. ae ¢ E

2 ['.l“'l_]'lilll.ll C lli" R rm':rn:ulu il‘l'.'l‘ IUH vieelores

temporales constituye el cono definido por
w132 22 312 _ o242 ; 5 o
(z')2 + (22) (x) t= < 1, el cual tiene dos componentes conexas, €

y O~ I)r-s-ugnvuum por O ” la -:*ump-:mrntt:- conexa contenida en el semiespacio
t = 0. Un vector X que pertenezea a % (que es temporal por pertenecer a (')
se dice que apunta hacia el futuro, Las transformaciones de Lorentz, por ser
isometrias, transforman vectores temporales en vectores temporales. Ademis,
en virtud del postulado 4, transforman vectores de C'* en vectores de CF.
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LS SISTEMAS INERCIALES SE INTERPRETAN COMOU HEFERENCIAS
ORTONORMALES DEL ESPACIO DE MINKOWSKI

Una base {e,e2,e3,¢4} de R* diremos que es ortonormal por la métrica
g de Minkowski si cumple g(e;,e;) = &;; para i,j = 1,2,3 (donde &; son los
simbolos de Kronecker que valen 0 sié # § v 1 sid = §), gleg. e;) = 0 para
i=1,2,3, v gleg, e4) = —¢%. Diremos que es ortonormal positiva si ademss de
cumplir las condiciones anteriores también cumple ey € O,

Hasta ahora, siempre que tenfamos un sis
tema inercial S, representdabamos los sucesos
como puntos de BY, Si teniamos otro sistema
inercial 5 representibamos los sucesos como
puntos de otro B?. La aplicacién f que asigna-
ba al punto P del primer R correspondiente a
un suceso, ¢l punto P del segundo B corres-
pondiente al mismo suceso, era la aplicacion
de Lorentz asociada al cambio de § a 5. f era
una afinidad, de la forma f{F) = F(F) +d, con
F lineal. Sea {e),eq,e3.eq} la base candnica
de B, Designemos por £, = F~'(e,), donde
i = 1,2,3,4. Consideremos la referencia del
primer B4 formada por el origen f~1(0) v por
los vectores {4 fa=1...4. El punto P del segun-

do B tiene las mismas coordenadas (respecto
a la base candnica) que el punto P = f~ (')

H. MINKOWSKI

del primer B! en la referencia {f H0); e, ). Esta observacion elemental pone
de manifiesto que los dos puntos de vista signientes son completamente equi
valentes:

I. Cada sistema inercial utiliza un B diferente para representar los sucesos.
Dados dos sistemas inerciales S v 5', se pasa del punto P que representa
un suceso en el R correspondiente a los sefores de S, al punto P’ que
representa el mismo suceso en el B! que wtilizan los senores de 87, a
traves de una transformacion de Lorentz f.

2. Todas las personas, estén en el sistema inercial que estén, atilizan el mis-
mo R para representar los sucesos. Es decir, un suceso siempre es un
punto de B! (el mismo punto, independientemente del sistema inercial
del observador). Pero los observadores de un sistema inercial determina-
do, para medir las coordenadas de un punto P oulilizan una referencia
determinada, {61, 82, 63,24}, con la base {&,} ortonormal positiva. De
esta manera los diferentes sistemas inerciales atribuyven al mismo punto
F coordenadas diferentes.

(Recuérdese que un sistema inercial estd formado por tres ejes del espacio
ordinario ¢ infinitos senores dotados de relojes (un senor en cada punto) y
que cumplen unas determinadas propiedades, mientras que una referencia del
espacio de Minkowski esta formada por una base y un origen de dicho espacio.)
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REPRESENTACION DEL MOVIMIENTO DE CUALQUIER PARTICULA:
TIEMPO PROPIO

Supongamos que yo estoy en el origen de coordenadas de los tres ejes de
un sistema “fisico” inercial 5. Supongamos que cn el instante ty de mi reloj
diga “ya” vy en el instante #; vuelvo a decir “va” (suponemos #; > #3). A mi
sistema inercial 5 corresponde una referencia ortonormal positiva del espacio
de Minkowski {0; 1, 22,235,264}, ¥ a los dos sucesos anteriores (yo digo “ya" las
dos veces) corresponden sendos puntos A y B del espacio de Minkowski que
en la referencia anterior tienen coordenadas A = (0,0,0,45) v B = (0,b0,0,1,).
A serd, pues, el punto A = O+ tyeg v B = O + 1154, El intervalo de tiem-
po transcurrido en mi reloj entre estos sucesos es ) — fy. Caleolemos ahora
en el espacio de Minkowski la distancia entre A y B, Tendremos d(A, 7)) =
ValB— A, B — A) = \/g((t) — to)eq, (8 — to)eq) = /() — t9)2c? = ie(ty —
ty), donde 1 = v/—1. Por tanto, el intervalo de ticmpo entre los dos sucesos me-
dido con mi reloj es d{ A, B)/ic. Como la distancia es un concepto intrinseco,
cualgquier observador de cualquier sistema inercial, caleulando d{A, B)/ic en
sus coordenadas, podrd conocer euidl es el intervalo de tiempo 8 — g de mi
reloj. Por otro lado, el segmento rectilines del espacio de Minkowski que une
A y B representa mi vida durante el intervalo de tiempo [tg, t;]. El vector
director B — A de este segmento es obviamente un vector temporal, Ademas
pertenece a O (apunta hacia el futuro).

Imaginemos ahora una situacion un poco mds complicada. Supongamos
que tenemos un sistema inercial § v que uno de sus relojes empieza a viajar
con movimiento rectilineo uniforme respecto a S, describiendo un segmento
rectilineo PQ del espacio ordinario. Supongamos, sin embargo, que cuando
llega a € cambia bruscamente de direceion v pasa a deseribir un segmento
R, también con movimiento uniforme. Los puntos P, ¢ v K se suponen
inmaviles respecto al sistema inercial S. Sean tp, tg, tg los tiempos que mar-
ca el reloj enando pasa por P, @ v K repectivamente. Consideremos los tres
sucesos Vel reloj pasa por P7, el reloj pasa por @7, %l reloj pasa por R7. A
dichos tres sucesos corresponden puntos P, @, R del espacio de Minkowski.
Cuando el reloj viaja de P a @ podemos considerar que viaja en un sistema
inercial. Cuando viaja de @ a R podemos considerar que viaja en otro sistema
inercial. Postulemos que el tiempo del reloj, coando cambia bruscamente de
direccién en el punto @, no sufre ningin salto. El tiempo total transcurrido
en el viaje segin el reloj viajero serd tg —tp = (Lg —tg) + (L — tp). Podemaos
caleular los dos intervalos de tiempo g — tp y tg — Ig por el procedimiento
anterior, de manera que el tiempo transcurrido en el viaje segiin el propio
reloj serd (1/ic)(d(P, Q) + d(Q, R)). Por otro lado, la poligonal del espacio
de Minkowski que une P, @ y R representa la vida del reloj viajero durante
el intervalo de su tiempao [tp, tg]. Observemos que cada uno de estos dos sep-
mentos tiene vector director temporal. Ademads, los vectores @ - P vy R - @
son de C'F.
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Supongamos ahora una situacién todavia mas compli-
cada. Supongamos que tenemos un sistema inercial § v que

P : : cS° o :
1 0 ey [i(‘.‘ S5 I'I.".IUJﬁﬂ.. T, COMIENnsa a \'HI.JH.T Con movimniento I:II-
5 ferenciable arbitrario (no uniforme) respecto a S, hasta que
R al cabo de un rato se para. Queremos medir el tiempo trans-

currido en el viaje segiin el propio reloj (diferencia entre ¢l
tiempo que marca cuando termina el viaje y el que marcaba cuando empezo).
El viaje vendrd representado por un arco de curva diferenciable + del espacio
de Minkowski. Dicho arco de curva se puede aproximar por una poligonal de
segmentos PaPy, ..., Pu_1Pu. Esta poligonal correspondera a la representacion
en el espacio de Minkowski del viaje de una particula que viaja en una trayec-
toria prixima a la del reloj r. Si el reloj viajara segin esta poligonal (situacién
anterior), marcarfa un tiempo de viaje de(1/ie)(d(Poy, P1) + ...+ d(Py-1.Pa)).
Por medio de un paso al limite (que es la misma definicion de integral) con-
cluimos que el tiempo transearrido en el viaje segin ¢l propio reloj r es

(1/ic) longitud de v entre Py y P, .

Por otro lado, cada uno de los segmentos PPy tiene vector director
ternporal apuntando hacia el futuro. Por paso al limite habremos de suponer
que 7 tiene en cada punto vector tangente temporal apuntando hacia el futuro,
Resumiendo: el movimiente de cualquier particula viene representado por una
curva del espacio de Minkowski de vector tangente temporal en lodo punto.
La lomgilud del arco de eurva enbre dos puntos multiplicada por el factor 1/ie,
representa el tietnpo propio de la particula entre los instantes correspondientes
i los dos extremaos del arco. El tiempo propio v de una particela en cada
momento es, pues, el pardmeiro arco de la curva dividido por ic.

LA PARADOJA DE LOS GEMELOS

Vamos a explicar ahora una de las muchas aparentes paradojas de la
relatividad especial. Se trata de la paradoja de los gemelos.

Supongamos dos hermanos gemelos, A vy B, que nacieron exactamente en
el mismo instante vy que habitan en un determinado sistema inercial 5. Un dia
B se va de viaje, mientras que A se queda en su sistema inercial S sin moverse.
Cuando B vuelve y se encuentra de nuevo con A, han dejado de ser gemelos
puesto que B es mas joven que A, Ello es rigurosamente cierto como veremaos
dentro de poco.

JDonde estd pues la contradiccion o la paradoja? Un mal estudiante de
relatividad podria argumentar que B puede pensar que él ha permanecido
quieto siempre, v que el que se ha movido (en movimiento relativo respecto a él)
ha sido A. Entonces por el principio del “tanto monta” (tercer postulado de la
relatividad especial) I llegaria a la conclusion de que el que se ha rejuvenceido
con ¢l viaje ha sido A, y por tanto que A es mas joven que él. Resumiendo,
ambos llegan a la comelusion de que después del viaje es el otro hermano quien
es mas joven. El fallo de este razonamiento es que aqui el principio del “tanto
monta” no puede aplicarse puesto que mientras A ha estado siempre quicto en
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un sistema inercial, B no ha estado siempre en el mismo sistema inercial (B
habrd notado que en algiin momento del viaje sobre é] actuaba alguna fuerza,
mientras que A, no). En realidad B es rigurosamente mas joven que A, Vamos
a caleular ahora cudnto mas joven es B que A en un ejemplo concreto.

Supongamos que los hermanos gemelos A v B se hallan en un sistema
inercial S en el punto de coordenadas r = 6385 Km., y = 0, z = 0 (el mimero
6385 es aproximadamente el radio ecuatorial de la Tierra en Kkm. mis 7).
Supongamos que B parte de viaje en un cierto instante £ = 0 del tiempo de
S, y describe una circunferencia del sistema inercial S de centro el origen y
radio B = 6385 Km. a una velocidad (medida en el sistema inercial 5) de
1000 Km. por hora (si la Tierra fuera un sistema inercial, podriamos imaginar
que B coge un avidn comercial v da una vuelta a la Tierra volando a 7000
metros de altura, a una velocidad de 1000 Km/h). Dicha circunferencia tiene
una longitud de 40118,138186 Km. El tiempo T que tardara en recorrer esta
distancia sera T = 144425, 29747083 segundos. Las ecuaciones paramétricas
de la circunferencia descrita por B son

x(t) = Reos(2r/T)t, y(t) = Rsin(2r /T, z(t) =0; 0< L < T,

Los observadores de § representan todos los sucesos en R, La vida de B
mientras da una vuelta a la circunferencia vendra representada por el arco de
hélice de R? definido por

x(t) = Reos(2r/T)t, y(t) = Rsin(2n /T, z(t) =0, t =t; 0<t <T.
El vector tangente a esta hélice en un punto de parimetro ¢ seri

(= R(27/T)sin(27/T)t, R(27/T) cos(2n /T)t,0,1) .
La norma de dicho vector por la métriea de Minkowski es ﬂ?i_{iﬁ_r?f_}j_r*
La longitud en el espacio de Minkowski del arco de hélice es

o
f VIE(2xT)? — 2dt = T/ R2(27[T)? — 2.
L]

Esta longitud dividida por ée es T\/1 — (2n/T)*(R/c)?. Este serd el tiempo de
duracién del viaje segin un reloj muy preciso que llevara B consigo (tiempo
propio de B). En cambio el tiempo que segiin un reloj de A ha durado el
viaje es 1. El valor numérico de la diferencia de tiempos (dando a ¢ el valor
300000) es 0,062 millonésimas de segundo. Por tanto, después del viaje B
serd 6,2 = 107% segundos mds joven que A.

DINAMICA DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL
MASA E IMPULSION

Por un procedimiento fisico basado en el choque elistico (procedimiento
que ahora no podemos deseribir por falta de espacio), a cada particula material
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se¢ le asigna un mimero real positivo m, que denominamos masa de la particula
(si habéis oido decir que en relatividad la masa de un cuerpo varia con la
velocidad, apresurémonos a precisar que la masa m de la que aqui hablamos
¢s la masa en reposo).

Recordemos que el movimiento de cualquier particula da lugar a una curva
v del espacio de Minkowski de vector tangente temporal en todo punto y
que apunta hacia el futuro. Dicha curva puede parametrizarse por el tiempo
propio 7, que es un parametro intrinseco (que no depende de ningin sistema
de referencia). Si m es la masa de una tal particula, denominaremos cantidad
de movimiento de Minkowski o impulsién de Minkowski de esta particula en
un instante 7y al vector P = (mdy(1) faT)

Elijamos ahora un sistema inercial §. A este sistema inercial corresponde
una referencia {0, ey, 22,23, ¢4} del espacio de Minkowski. En las coordenades
(a', 2%, 2%, 1) correspondientes a dicha referencia la eurva + {!)arametrizada por
t) se puede escribir: ! = 4(t), 2% = 43(t), 2 = ¥*(1).2? = t. Si ponemos
ahara t en funcidn del tiempo propio 7, tendremos la paramet rizacion siguiente
respecto a 7: ' = 4 (1), 2% = 4%(7), 2% = 43(7) , ' = #(7). Tendremos:

1

O dy dv?  dy  dt -
= mdr — (m ir TN i 'I“FJHE =

il ( dy'  dy?t dy? ) di 1 o 4
= ymuve, me”,mj ,

E ru_d'l;.'_‘"h;ff1 I'H.FJH- E{mﬂ

donde i = (v',v*, 1) es la velocidad usual de la particula respecto al sistema

inercial 5. Por la definicién de tiempo propio tendremos

t - -
rlt) = (i) | /ala/de, d )
de donde
dr/dt = {Ifir:}V’g[rf'?frﬂ,rﬁ"frﬂ.} = (1/ic) V"’ﬂf[!__-l.-‘_-!‘ v* 1), (! v? 03 1)

= (/A= [P = 1= (7] [c)?,

donde || 7 [|= +/(v!)? + (v2)2 + (v*)2. Por tanto, el vector impulsion de Minkows-
ki, en las coordenadas correspondientes a un sistema inercial se expresa asi:

= P ;
P = —---——-—r._l[m:r].nu!".mﬂ“.m} ;

1
Vi-[v]? /e

(Obsérvese que de la férmula anterior implicitamente se desprende que el
médulo || ¢ || del vector velocidad @ de la particula respecto a un sistema
inercial debe ser menor que ¢.) Teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor
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(1/v1 - x?) = 1+22/2+ ..., tendremos: P = (mv', me*, me*, m4m || v |?
/2¢2) + ... , donde hemos explicitado sélo los términos hasta el orden 2 en la
velocidad. Vemos, pues, que para velocidades pequenas respecto a un sistema
inercial, las tres primeras componentes de P corresponden aproximadamente
a la impulsidn cldsica, mientras que la cuarta componente corresponde apro-
ximadamente a la masa incrementada en la energia cinética dividida por ¢,
Se deline la energia total de la particula en relacion con un sistema inercial
como la cuarta componente de P multiplicada por ¢?. La energia es pues un
concepto que no es intrinseco, que depende del sistema inercial.

LEYES DEL CHOQUE. EQUIVALENCIA DE MASA Y EN ERGIA

En mecidnica clisica una de las leyes del choque de dos particulas es la
conservacién de la impulsién: la impulsién del sistema formado por las
dos particulas permanece constante antes y después del choque. Esta ley rige
cualquier tipo de choque, tanto los elisticos como los ineldsticos. En mecinica
clisica se define choque eldstico de dos particulas como el choque en que se
conserva la energia cinética. Es decir, aquél en que la energia cinética del sis-
tema antes del choque coincide con la energia cinética del sistema después del
choque. En mecinica clisica se definen los choques completamente inelasticos
como aquéllos en que las dos particulas permanecen juntas después del chogue.
Entre los choques eldsticos y los completamente ineldsticos hay muchas clases
intermedias de choques. En los chogques que no son elisticos se pierde, por
definicion, energia cinética, la cual se transforma en calor.

;,Como formularemos en relatividad las leyes del choque? En virtud del
postulado 3 de la relatividad especial, la ley que demos ha de ser intrinseca. ()
sea, independiente de cualquier sistema inercial. Puesto que en relatividad el
linico concepto intrinseco que se asemeja a la impulsidn clisica es la impulsién
de Minkowski, parece razonable admitir como ley del choque relativista de dos
particulas, la conservacién de la impulsidn de Minkowski del sistema (formado
por las dos particulas) antes y después del choque. Las leyes fisicas no se de-
muestran. El iinico eriterio que usaremos para admitir esta ley es que sea una
ley intrinseca (que lo es) y que para velocidades pequenas coincida con la ley
clasica que regula el chogue de dos particulas. Ahora bien, para velocidades
pequenas la conservacién de la impulsion de Minkowski comporta la conser-
vacion de la impulsion clasica (tres primeras componentes) y la conservacion
de la energia (coarta componente). Por tanto, para velocidades pequenas ha-
llamos las leyes clasicas del choqgue eldstico. | Y los choques inelasticos, que no
existen en relatividad?

Para contestar la pregunta anterior estudiemos primero el choque de dos
particulas de la misma masa m que se mueven respecto a un sistema iner-
cial con velocidades opuestas de igual madulo. Elijamoes los ejes de este sis-
tema de manera que el movimiento de las dos particulas tenga lugar so-
bre el eje de las z. Supongamos que las velocidades de las particulas son
i = (v,0,0) y =7 = (—v,0,0). La impulsion de Minkowski del sistema antes
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del choque serda (muv/y/1 —v2 /e, 0, 0, m//1 — o2/} + (—mu/ /1 —v? 2,
0,0, m/ /T —v2[eZ) = (0, 0,0, 2m//1 = v%]c2). Si se consiguiera que las dos
particulas permanecieran juntas después del choque con velocidad nula respec-
to al sistema inercial S (tal como pasa en un choque completamente ineldstico
en mecanica clasica), la impulsion de Minkoswski después del choque serfa
(0,0,0,m"), con m' la suma de las masas de las dos particulas. lgualando este
vector a la impulsion antes del choque, vemos que si estas dos impulsiones
han de ser iguales, se ha de cumplir que m' = 2m/\/1 — v¢/c*. Por tanto,
tendriamos que suponer que la masa del sistema después del choque es su-
perior a la masa 2m del sistema antes del chogue. La diferencia m' — 2m de
masas después v antes del chogue seria 2m((1/+/1 —v2/c2) = 1) 2 mo* /2,
Tendriamaos que admitir, pues, que la energia cinética se invierte en aumentar
la masa. Asi pues, si las particulas permanecen juntas después del choque, o
bien se aumenta la masa del sistema en una camtidad aproximadamente igual
a la energia cinética eldsica dividida por ¢, o bien dicha energia se transforma
en calor (otra forma de energia). En cualquier caso hemos de admitir que toda
forma de energia (cinética, calorifica, etc. ) equivale a masa multiplicada por .

FUERZA DE MINKOWSKI

Consideremos una particula de masa m que se mueve, Sea P = mdy /dr la
impulsion de Minkowski de dicha particula. Definimos la fuerza de Minkowski

de la particula como F = dP/dr. Evidentemente la fuerza de Minkowski es un
concepto intrinseco asociado a la particula que se mueve. Ahora bien, dado un

sistema inercial S, el vector & tendrd cuatro componentes en la referencia del
espacio de Minkowski asociada a §. F = {FI, Fa FE’,F"}. Las tres primeras
componentes vienen dadas por

o e’ il

A\ I=TeIP/E ) dr

donde (v',v* v?) representa el vector velocidad (ordinaria) de la particula
respecto al sistema inercial. Entonces, un ciclulo inmediato prueba que si

designamos por a = /1— [[ v [|Z /¢2, se tiene

(d/dt)(mv' Ja) = (1/a)(mdv' /dt) + a3 (mv' /)(d || v || /dt) .

Si en un instante 75 del tiempo propio de la particula elegimos un sistema
inercial respecto al cual la particula no se mueve en aquel instante, entonces
en dicho sistema y en dicho instante las tres primeras componentes de F
respecto a la referencia {f.-';Ej.Eg,E_-;,E.i} asociada al sistema inercial serdin
F' = madv' [dt (la fuerza de Newton clisica). La cuarta componente F4 en
esta referencia es nula como veremos a continuacion. En efecto, en general se
tiene
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ik

_4d (E) adt _d (m) 1 matu| d|uv]
T dt \Na/dr  dt a 2 P
que se anula cuando & = (.

Resumiendo, si en un instante 7y del tiempo propio de la particula tomamos
un sistema inercial respecto al cual la particula no se mueve en aquel instante,
la fuerza de Minkowski tiene componentes {m.r!ulfrﬂ, '.'I!.l'f'l'}l‘!f'fﬂ.+ ﬂ'll‘f‘l'}sf‘l'ﬂ,. 0nj.
Ello nos lleva a introducir la definicién de sistema inercial propio de la particu-
la (en cada instante de su tiempo propio) como un sistema inercial respecto al
cual la particula no se mueve en aquel instante. Las tres primeras componentes
de la fuerza de Minkowski respecto a la referencia del espacio de Minkowski
asociada a un tal sistema, coinciden con la fuerza de Newton en aquel sistema
inercial, v la cuarta, es nula.

IMMNAMICA RELATIVISTA DE FLUIDOS

En las ecuaciones clisicas de la mecdnica de Huidos intervienen las varia-
bles siguientes: la densidad de masa p, el tensor de los esfuerzos T, el vector
densidad de fuerza exterior J'_'-, el campo de velocidades del Huido ¢ Es ob-
vio que todas estas variables dependen del sistema inercial elegido. Haciendo
los minimos cambios posibles a las ecuaciones clisicas, tendriamos que encon-
trar otras ecuaciones intrinsecas de tal manera que estas nuevas ecuaciones
se parezean bastante a las clisicas en cualquier sistema inercial concreto res-
pecto al enal el Huido se mueva con velocidades pequenas. Para escribir unas
ecuaciones intrinsecas tendriamos que partir de conceptos intrinsecos que subs-
tituveran a los conceptos clisicos de densidad de masa, tensor de los esfuereos,
vector densidad de fuerza exterior, ete. Ello es lo que vamos a hacer a conti-
nuacion.

Podemos pensar el Huido como un conjunto de particulas que se mueven.
La vida de cada una de las particulas de este Huido vendra representada en
el espacio-tiempo de Minkowski por una curva de vector tangente tempo-
ral. Supondremos, como haciamos en mecdnica clisica, que dos particulas del
fluido no coinciden nunca en un mismo lugar. Ello comporta que las curvas
que representan la vida de las particulas del fuido no se corten nunca entre
ellas. Cada una de dichas curvas va parametrizada por el tiempo propio de
la particula. El vector tangente en cada punto de estas curvas serd un campo
vectorial temporal, de norma ie, que apunta hacia el futuro. Asi pues, la vida
del Anido viene representada por la familia de curvas tangentes a un campo
vectorial temporal 7, de norma ie, que apunta hacia el futuro, definido en un
cierto abierto V del espacio de Minkowski (R?, g). # se denomina campo de
velocidades (de Minkowski) del fluido.

Sea P un punto de V. Hay una tinica particula del fluido cuya vida es
una curva (1) que pasa por P. Sea 1y el tiempo propio de esta particula para
el cual v(my) = P. Consideremos una referencia ortonormal del espacio de
Minkowski de origen P v con el cnarto vector igual a . O sea, una referencia
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de la forma { P; €}, £, €5, ip}. Dicha referencia corresponde a un sistema iner-
cial Sp que es propio de la particula del fluido cuya vida viene representada
por 7 en el instante 7y de su tiempo propio (el instante 7 del tiempo propio
de la particula corresponde al instante inicial £ = () del sistema inercial Sp).
Se define la densidad propia de masa-energia del fluido como la funcién p
sobre V que en cada punto P representa la densidad de masa cldsica del fluido
medida desde el sistema inercial Sp en su origen y en su instante inicial. Se
define el vector densidad de fuerza exterior de Minkowski (que actia sobre el

fluido) como el campo vectorial f sobre V gue en cada P de Voes el veetor gue
en la referencia { P; €1, €3, €3, ip} tiene por componentes (1, f2, f2,0), donde
Y f%, 3 son las tres componentes del vector densidad de fuerza exterior de
la mecanica clisica, medida desde el sistema inercial Sp en su origen, en el
instante t = 0. Se define el tensor de los esfuerzos T' del Huido como el campo
tensorial de tipo (1, 1) sobre V' definido en cada P de V como el tensor T
cuyas componentes en la rcfcrcncn | P; £, 62, 85, 1ip )} quedan determinadas por
las siguientes condiciones: .F' = T =) parai=1,23, f"' =10y J“ {cuando

i,j = 1,2,3) son las componentes del tensor de los esfuerzos dvl flunido de
la mechinica clisica, medido desde el sistema inercial Sp oen su origen, en el
instante ¢ = 0. Todos estos conceptos son intrinsecos,

Consideremos en el espacio de Minkowski la cenacion div(pi@a -T) = _Ir;'
donde  es el campo de velocidades de Minkowski del fluido, p es la densidad
propia, T es el tensor de los esfuerzos en el espacio de Minkowski y f el vee-
tor densidad de fuerza exterior de Minkowski. Puesto que todas las variables
que intervienen en la ecuacion anterior estan definidas intrinsecamente, dicha
ecuacion es intrinseca. Pero jqué relacidn tiene con las ecuaciones clasicas del
movimiento de un Auide? Supongamos que nosotros nos hallamos en un sis-
tema inercial &, v que el Huido se mueve respecto a S con velocidades pequenas,
En cada punto del fluido v en cada instante de tiempo habra un sistema iner-
cial 5’ propio (tal que la particula de fluido estd en agquel instante en el origen
de §' v se mueve con velocidad nula respecto a §' en aquel instante). Estos
sistemas S son los que hemos utilizado para definir los conceptos de densidad
propia, vector densidad de fuerza exterior de Minkowski, ete. 5i todas las medi-
ciones (de densidad propia, vector densidad de fuerza exterior de Minkowski,
ete.) que debemos realizar en cada uno de los 5’ las realizisemos todas en
§ jqué sucederia? Pues que casi obtendriamos los mismos valores que si las
hubiéramos realizado en cada uno de los 8’ (ya que cada S’ se mueve respecto
a 5 con velocidad muy pequena). Puesto que obtendriamos practicamente los
mismos valores, realicémoslas en S. De este modo supondremos que la den-
sidad propia coincide con la densidad medida en S, ete. El sistema inercial
S dara lugar, como siempre, a una referencia del espacio de Minkowski. Es-
cribamos la ecuacidn divipi @ 4 — T') = f en componentes respecto a dicha
referencia. La ecuacidn se escribira

il . . ()
Z Eh‘m"u" - T™) + :E{;m“ud = T“'l} = f*
J
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donde los indices latinos varian de 1 a 3 v los griegos de 1 a 4. Puesto que
suponemos que todos los sistemas propios §' coinciden con 8, 79 = 0. Por
otro lado, ?zu'a velocidades pequenas el vector o es aproximadamente igual
a I[i.l'],?.i'ﬂ,’{.l' .1}, donde & = {v’,uz,va]l cs el campo de velocidades ordinarias
del fluido respecto al sistema inercial §. Vemos pues que las tres primeras
ecuaciones anteriores (correspondientes a o = 1,2,3) se pueden aproximar
por div(pi @ v =T) + a(pv) /it = f_F[:l.'.t‘ua{‘il‘Jlll vectorial en R?), v que la iltima
(correspondiente a a = 4) se puede aproximar por div(pt) + dp/dt = 0.
Ambas ecuaciones son las ecuaciones clasicas del movimiento del Huido. Estas
consideraciones nos llevan a aceptar la ecuacion divipg @ 4 — T) = [ como
la ecuacion que gobierna el movimiento del Huido en relatividad (puesto que
£8 una ecuacion intrinseca que para velocidades pequenas se aproxima por las
ccuaciones clisicas).

EL TENSOR DE IMPULSION-ENERGIA DE FLUIDO

Se define el tensor de impulsion-energia de un Haido como el campo tenso-
rial (en un abierto del espacio de Minkowski) dos veces contravariante que con
las notaciones del apartado anterior se expresa por T = (1/¢)(pi @ d - T).
A través de la métrica de Minkowski, cuando nos convenga podemos pensar
también que T es una vez contravariante y una vez covariante, o bien que es
dos veces covariante. Si pensamos T como aplicacion lineal, es facil ver que
T solo tiene un vector propio temporal, de norma ie, ¥y que apunta hacia el
futuro, que es i, y que —p es el valor propio correspondiente a este vector
propio. Ello nos dice que el conocimiento de T implica el conocimiento de p,
de # v del tensor de los esfuerzos. Puesto gque pid es el veetor densidad de
impulsion-energia (o densidad de cantidad de movimiento) en el espacio de
Minkowski v puesto que dicha informacion esta contenida en T, es logico que
hayamos denominado tensor de impulsidn-energia al tensor T. Veremos ahora
que si el Huido es perfecto el tensor de impulsidn-cnergia es

T= Pl! (p+p/c?) it @i + %y ;

donde g es la métrica de Minkowski considerada como tensor contravariante.
Para ver esto, designemos por T el tensor de impulsidn-encrgia tal como lo
hemos definido antes, y por 7 el segundo miembro de la expresion anterior.
Queremos ver que 7 = 7. En un punto cualquiera P del espacio de Minkowski
tomemos una referencia ortonormal, {P; ey, 60,853,864}, con g4 = tip. Segin la
definicién de T que hemos dado antes, tendremos: TV = =T [¢? = pg" [¢?
(donde i,j varfan de 1 a 3), T = -TH/e* = 0, T = p/c*. Es obvio
ahora que las componentes de T en esta referencia coinciden con las de T que
acabamos de caleular. Por tanto T = T. P

La ecuacién del movimiento del fluido es ¢*div T = f. En el caso de
un fHuido perfecto hay 6 variables escalares desconocidas (incognitas) que nos

interesa determinar a partir del conocimiento de _f', Estas 6 incognitas son
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2 p v las cnatro componentes de . Ahora bien, p v p acostumbran a estar
relacionadas por una ecuacion de estado, de manera que p es una cierta funcién
conocida de p. Por otro lado, i tiene norma ic. Estas dos consideraciones
reducen a 4 el mimero de inecdgnitas. Si se conocen las fuerzas exteriores f de
la ecuacién vectorial e2div T = f (en derivadas parciales de primer orden) se
pueden oblener las cuatro incognitas independientes, en el supuesto de conocer
las mismas sobre una hipersuperficie espacial {(condiciones iniciales). Asi pues,
si se conocen todas las variables del fluido en un instante t = 0 respecto a un
sistema inercial, se conoce cdmo evoluciona dicho Huido con el tiempo.

RELATIVIDAD GENERAL
FUNDAMENTOS

La relatividad especial que hemos desarrollado hasta ahora tenia por ob-
jeto modelizar los fendmenaos fisicos que se presentan en ansencia de gravedad,
La relatividad general pretende introducir los campos gravitatorios en la teoria
relativista. Einstein tardd mucho tiempo hasta que consiguio vislumbrar que
las fuerzas gravitatorias en realidad no existen, sino que silo son fruto del
particular sistema de referencia de eada observador. De hecho un observador
sometido al campo gravitatorio terrestre no notara los efectos de dicho campo
sl se halla en caida libre. Por el contrario, un observador que se halle en el
interior de una eaja cerrada v en ansencia de campos gravitatorios, tendra la
sensacion de estar sometido a un campo gravitatorio si la caja en la que se
encuentra se mueve con movimiento uniformements acelerado respecto a otro
observador inercial. En tal caso si deja en libertad una particula de masa m
verd que ésta sulre una aceleracion relativa (respecto a ¢l) constante, indepen-
diente del valor de m, v podra atribuir dicha aceleracion a un campo gravi-
tatorio (en los campos gravitatorios la aceleracion que adquiere una particula
también es independiente de su masa). Estas consideraciones llevaron a Ein-
stein a intuir que las fuerzas gravitatorias no existen, sino que son fruto de
una particular eleceion del sistema de referencia. 5i en ansencia de gravedad el
marco adecuado para presentar la teorfa relativista era el espacio de Minkows-
ki y cualquier fendmeno fisico tenfa una descripeion geométrica adecuada en
dicho espacio, en presencia de gravedad el mareo adecuado pasaria a ser un
espacio-tiempo con otra métrica (mas adelante definiremos con precision el
concepto de espacio-tiempo). Es decir, los campos gravitatorios lo dnico que
harian seria deformar la métrica del espacio-tiempo que dejaria de ser la de
Minkowski v pasaria a ser otra mas general.

Como hemos dicho la relatividad especial modeliza los fendmenos fisicos
en ausencia de gravedad. Repasemos brevemente como los modeliza.

Cuoalguier suceso viene representado por un punto del espacio de Min-
kowski. La vida de cualquier particula material es una curva de dicho espacio
de vector tangente temporal en todo punto que apunta hacia el futuro. El
parametro “arco” de dicha curva (que es imaginario) dividido por e representa
el tiempo propio de la particula, Si la particula material no estd sometida a
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ninguna fuerza (estad en libertad) la curva que representa su vida es una recta (o
sea, una geodésica del espacio de Minkowski) de vector tangente temporal que
apunta hacia el futuro. La vida de un ravo de luz también es siempre una recta
del espacio de Minkowski cuyo vector director @ enmple las dos condiciones: 1)
¥ pertenece a la adherencia del cono C*. 2) g(v,¢) = 0, donde g es la métrica
de Minkowski. Un sistema de referencia inercial (tres ejes perpendiculares del
espacio ordinario gque viajan por el espacio junto con observadores dotados de
relojes, ete...) viene representado en el espacio de Minkowski por una referen-
cia {;e1,9,53,54} con base {=,} ortonormal ¥ con =4 € C'*. A cualquier
particula material cuya vida se representa en el espacio de Minkowski por la
curva (7] se le asigna en cada instante 7 de su tiempo propio un sistema
inercial propio (que no es tinico) respecto al coal la particula no se mueve
en aquel instante. Este sistema inercial viene representado por una referencia
{79(7); eal7)} del espacio de Minkowski que constituye una referencia mévil a lo
largo de la eurva (7). Un observador no es mas que una particula material que
se mueve, dotada en cada momento de su vida de sa sistema inereial propio.
Un tal observador puede, pues, pensarse como una curva +(7) del espacio
de Minkowski dotada de una referencia movil {+(7);e,(7)} ortonormal para
todo valor de 7 con la condicion que £4(7) es tangente a (7)) para todo 7
y 54(7) € CF. A cada particula material se le asigna una masa m (su masa
en reposo, o bien, su masa medida en un sistema inercial propio), masa que
en principio puede cambiar mediante choques u otros fendmenos fisicos. Si
la vida de la particula viene representada por la curva v(r) del espacio de

Minkoswsi, en cada instante 7 los vectores P = m4 v F = mV:4 se deno-
minan respectivamente impulsion v fuerza de Minkowski en el instante 7. Si
la particula de vida 5(7) v masa m se encuentra en un cierto instante de su
vida con un ohservador representado por una referencia mavil {5/(7'); =, (7)1}
con y(1y) = ¥'(7), entonces la cuarta componente de la impulsion '.ﬁ['r”} de la
particula en la referencia {+'(7); £o (7)) } multiplicada por ¢ es la masa-energia
de la particula medida por el observador, La energia es pues un concepto que
depende del observador.

Einstein pensd que la descripeidn geométrica del parrafo anterior, vilida
en ausencia de campos gravitatorios, deberia continuar siendo vilida en pre-
sencia de campos gravitatorios sin mis que substituir la métrica de Minkowski
por otra métrica similar a una métrica de Riemann (pero no definida positi-
va) que cumpla la propiedad que en cada espacio tangente exista una base
{e1,e2.e9,e4} tal que los productos escalares de sus elementos puedan repre-
sentarse por la matriz

{.‘}n..fj = I
=

Una tal métrica se denomina métrica de Lorentz.
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Einstein trabajaba localmente en abiertos de R*. Si se quiere trabajar
globalmente, deben considerarse variedades de Lorentz (V, g), donde V' es una
variedad de dimension 4 y g una métrica de Lorentz sobre V. En una variedad
de Lorentz (V,g), para cada punto r de V' un vector v del espacio tangente
T:(V') se denomina temporal si g(v,v) < 0, espacial si g{v,v) > 0 y se llama
nulo si g{v, v) = (. Para cada punto & de V sea ;. el cono abierto del espacio
tangente T,.(V') formado por los vectores temporales en dicho punto. C; tiene
dos componentes conexas. Una variedad de Lorentz (V, g) se dice que admite
una orientacién temporal si es posible elegir una componente conexa O} de
C; para cada r € V' de manera que se cumpla la siguiente condicion de co-
herencia: en cada carta local U de V' existe un campo vectorial diferenciable
X tal que X, € €}, La eleccion efectiva de € para cada x se denomina
una orientacion temporal de V. (Mediante la utilizacién de una particidn de
la unidad puede demostrarse facilmente que una variedad de Lorentz (V, g) es
orientable temporalmente si y sélo si existe una campo vectorial diferenciable
X tal que g(X, X) < 0 en todo punto.) Una variedad de Lorentz (orientable
respecto al tiempo) con una orientacion temporal se denomina espacio-tiempo.

Resumiendo pues, la idea fundamental de Einstein para introducir la re-
latividad general fue intuir que la descripeion geométrica en el espacio de
Minkowski que se hace de los fendmenos fisicos en ansencia de campos gravi-
tatorios, debia continuar siendo valida en presencia de campos gravitatorios sin
mas que substituir el espacio de Minkowski por un espacio-tiempo apropiado.

ECUACION DE EINSTEIN

La métrica g de la variedad de Lorentz (V,g) que hay que considerar
debe venir determinada de ﬂ.lgn[m Mancra por la materia ue cres el CHRITIO
gravitatorio. Pero jeomo?

En primer logar, aungue las fuerzas gravitatorias no existan en realidad
v se deban a una mala eleccidn de las coordenadas, deberiamos explicar como
s nos presentan a nosotros dichas fuerzas aparentes. Si dejamos en libertad
una particula, la vida de la misma se representard por una geodésica (1)
de la variedad de Lorentz (V, g). La condicidén de que 5 sea geodésica se es-
cribe V44 = 0, que en un sistema de coordenadas (™) se escribe d®4* /dr? =
-y T i:;,{d'}--“,.l" dr)(dy" /d7). Las derivadas segundas d*+* /dr? serin las respon-
sables de la aceleracion aparente de la particula. Observemos que dicha acele-
racion aparente depende de los simbolos de Christoffel rf‘w ¥ que dstos, a su
vez, dependen de los coelicientes g, 3 de la métrica y de sus derivadas. Ello nos
conduce a la siguiente pregunta: jEn la mecinica clisica, existe algin objeto
matematico cuyas derivadas de primer orden intervengan en la expresion de
la aceleracion de una particula dejada en libertad bajo la accién de un campo
gravitatorio? La respuesta es afirmativa y el objeto matematico al que se re-
fiere la pregunta es la funcién potencial del campo gravitatorio (cuyo gradiente
con ¢l signo cambiado da precisamente dicha aceleracion). Por tanto, los coe-
ficientes g,5 de la métrica g juegan en relatividad general el mismo papel que
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en mecanica clisica jugaba la funcidn potencial del campo gravitatorio. Por
ello a dichos coeficientes g, se les denomina a veces polenciales gravitatorios.

;. De que manera se determina en mecinica clisica la funcidn potencial de
un campo gravitatorio a partir de la materia que lo origina? Si la materia que
origina el campo gravitatorio es un medio continuo de funcidn densidad p, el
potencial gravitatorio V' originado por dicha materia verifica la ecuacion de
Poisson

AV =dnKp |

donde K es la constante de gravitacidon universal y A es el operador de Laplace
;'J'ﬂ."r').r"f +8° fﬂ,r:‘j L7 /822, La ecuacidn de Poisson es una ecuacion en derivadas
parciales de segundo orden que, conocida p, permite determinar Voa partic de
unas condiciones de contorno.

Einstein pensdé que en relatividad ge-
neral debia existir una ley parecida que
permitiera determinar los coclicientes g, 4 de
la métrica g conociendo de alguna manera
la materia causante del campo gravitatorio,
Las leyves fundamentales de la Fisica (leyes
de  Maxwell del electromagnetismo, ley
de Newton de la gravitacion, etc.) no se
demuestran., Simplemente, algpin fisico las
propone (a modo de axioma) para explicar
a partir de ellas el comportamiento  de
fenomenos mas complejos. Einstein  quiso
intuir cimo debiera ser una ley que permi-
tiera determinar la métrica g a partir del
conocimiento de la materia responsable del
campo  gravitatorio. Para ello tomd como
punto de partida la ley clisica de Pois-
son v trabajo simplemente por analogia con
la teoria clisica. En dicha teoria hay s6lo una
funcién a determinar (el potencial V'), mientras que en relatividad las compo-
nentes de g (tensor simétrico de orden 2 en una variedad de dimension 4) son
10. Penso pues que debia substituir la ecuacion de Poisson por 10 ecuaciones
escalares o bien por una ecuacion tensorial entre tensores simétricos de orden
2. Asi que se se imaging que la ecuacion clisica de Poisson debia substituirse
por una ecuacién tensorial de la forma

J. O MAXWELL

=T,

donde & fuera un tensor simétrico cuyas componentes en cualquier carta local
fueran funciones de g,3 v de sus derivadas hasta el orden 2 (puesto que en la
ecuacion de Poisson figuran solo derivadas hasta el orden 2), y fuera una con-
stante ¥y T un tensor simétrico de orden 2 que contuviera toda la informaciin
sobre la materia, En mecidnica relativista de fluidos (en relatividad especial),
aparece el tensor de impulsion-energia que es un tensor simétrico de orden 2
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que deseribe de manera total la materia del medio. Einstein pensd pues que el
candidato natural como tensor T de su ecuacion era el tensor de impulsion-
energia. Segiin su filosofia el paso de la relatividad especial a la general debia
hacerse tinicamente cambiando la métrica g que en el caso de la relatividad
especial era la de Minkowski por otra métrica de Lorentz conveniente (la que
salicse como solucion de su ecuacion). De manera que si antes hemos visto en
el caso particular de Huidos perfectos que Torma tenia en relatividad especial
el tensor T de impusidn-energia, ahora en relatividad general (y en el mismo
caso particular de Auidos perfectos) tendrd la misma expresion, cambiando
simplemente la métrica.

Recordemos que en relatividad especial la ecuacidn que rige la vida de un
fluido (el estado del fluido en cada momento) es 2divT = f, donde f indica
la densidad de fuerza exterior de Minkoswski que actia sobre ¢l Huido. Aqui,
en relatividad general, suponemos que el medio continuo (no necesariamente
Auida) es el que origina el campo gravitatorio, y también hemos supuesto que
no existen fuerzas gravitatorias. Por tanto, en nuestro caso (no existen fuerzas
exteriores) deberd verificarse div T = (.

Antes de continuar repasemos brevemente qué significa la divergencia de
un tensor de orden 2 en nuestro caso actual. En la seccién DINAMICA RELA-
TIVISTA DE FLUIDOS hemos utilizado el concepto de divergencia de un tensor
contravariante de orden 2 en el espacio de Minkoswski. Si T era un tensor de
este tipo, la divergencia de T significaba el campo vectorial dado por

aresd
(divT)® =
g axl'i

En una variedad de Lorentz (V, g) la divergencia de un tensor T contravariante
de orden 2 significa el campo vectorial definido por la contraceién (1, 1) de la
diferencial covariante V7T, Expliquemos qué significa esto en una carta local
de coordenadas (z,). 5i designamos por VAT las componentes de V5, T
dadas por

a )

: v i
Vajoe, T = VAT 5 S5

entonces la divergencia de T es el campo vectorial que tiene por componentes
(divT)¥ = Z# V,.TH*. La divergencia de un tensor de orden 2 cualquiera
(no necesariamente contravariante) se define de la siguiente manera: primero
se pasa el tensor a contravariante (utilizando la métrica), lnego se caleula su
divergencia (definida anteriormente) vy, finalmente, se vuelve al tipo de partida
(utilizando la métrica).

Continuemos con la ecuacion que estamos buscando (que relacione la ma-
teria con la métrica g). Habiamos dicho que por analogia con la mecinica
clasica buscibamos una ecuacion de la forma G = T, donde T seria el tensor
de impulsién-energia de la materia (cumpliendo, por tanto, divT = 0), y seria
una constante y (7 seria un tensor simétrico de orden 2 cuyas componentes
en cualquier carta local fueran funciones de g,g y de sus derivadas hasta el
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orden 2. En una variedad de Lorentz (o, también, en cualquier variedad de Rie-
mann) jqué tensores simétricos de orden 2 conocemos cuyas componentes en
cualquier carta local sean funciones de g, 5 v de sus derivadas hasta el orden 27
El primer tensor que se nos ocurre con estas caracteristicas es la curvatura de
Ricei R, tensor definido a partir del tensor de curvatura por Rag = 3, B},
En principio parece pues que dicho tensor de Riceil podria ser candidato a ser
el tensor 7 del primer miembro de la ecuacion ¢ = yT. Pero comao el segun-
do miembro de dicha ecuacion es el tensor T de divergencia nula, el primer
miembro también debe tener divergencia nula. [ Cuoal es la divergencia del ten-
sor de Rieei? Un cdlenlo que atiliza las identidades de Bianchi del tensor de
curvatura muestra que la divergencia del tensor de Ricei es (1/2)d R, donde
dlt indica la diferencial exterior de la curvatura escalar It (R se define como
el escalar obtenido por contraccion del tensor de Ricei R, En componentes
T Zyu.ﬂ'Rm-;}. A partir de este cileulo es inmediato observar que el tensor
de Ricel tiene la misma divergencia que el tensor (1/2) Ry, donde g indica el
tensor métrico. Por tanto, si se quiere un tensor con divergencia nula, ¢l tensor
de Ricel no nos sirve, pero el tensor - (1/2) Ry si. Ademas este tensor cumple
los otros requerimientos exigidos al primer miembro de la ecnacion & = T,
a saber: ser simétrico v depender de los coeficientes de la métrica g vy de sus
derivadas hasta el orden 2. Einstein tomd pues como primer micmbro ¢ de su
ecuacion el tensor B — (1/2) Ry (que se denomina tensor de Einstein).

Si al tensor R —(1/2) Ry se le anade un término de la forma Ag, donde A es
cualquier constante, el tensor R—(1/2)Rg+ Ag que se obtiene cumple también
t{Hll’lH I[IH r[‘.[:llll.'l‘iI]liﬂlll.{lH t!xigit'im I"II I]ri]lli!‘r Illii"rnhll'ﬂ {Il" ]H {!['IIH.['.III.‘.III (:' = XT.
Por tanto, en pringipio, también podria tomarse como primer miembro de
dicha ecuacion, Poincaré demostrd que los dnicos tensores de orden 2 que
cumplian todos los requerimicntos anteriores (simétricos, de divergencia nula,
cuyas componentes dependieran solo de los coeficientes g, s de la métrica y
de sus derivadas hasta el orden 2) eran los de la forma R — (1/2) g + Ag.
Asi pues la ecuacidn que Einstein buscaba (ecuaciom de Einstein) debia ser de
la forma

R—-(1/2)Rg + Ag = xT .

La ecuacidn de Poisson AV = 4xKp que describe el potencial gravitatorio
clasico V' creado por una materia de densidad p deberia ser una aproximacion
de la ecuacion de Einstein, Es fcil ver que para que dicha aproximacion sea
posible, las constantes A y x de la ecuacion R — (1/2)Rg + Af = xT deben
ser aproximadamente A = 0 y x = 8BKw/c?, donde K es la constante de
gravitacion de Newton. La condicién A = 0 no debe interpretarse de manera
exacta, pues se obtiene al imponer que la ecuacion de Poisson se obtenga de
la de Einstein de manera aproximada. Lo tinico que afirma dicha condicion es
que el valor de A debe ser pequeno en valor absoluto, o nulo. Generalmente se
toma el valor cero para la constante A de manera que se toma como ecuacion
de Einstein la ecuacion B —(1/2)Rg = xT. En las regiones del espacio-tiempo
donde no hay materia, el tensor de impulsion-energia T es nulo y la ecuacion
de Einstein se ecribe G = 0, donde G es R — (1/2)[tg. Puede verse de manera
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inmediata que ello equivale a la anulacion del tensor de Ricci. Por tanto, fuera
de la materia que origina el campo gravitatorio, la métrica g debe ser de tensor
de Ricei nulo.
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El libro de Einstein, aunque divulgativo, explica a la perfeccién el origen
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