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En este articulo se documenta
el clasico Arquimedes
problema bovinum,
presentando una
implementacién en
Mathematica de su solucién,
asi como, en general, de la
solucién en minimos enteros
positivos x e y de la ecuacién
de Pell x* ~ny? = 1, con n
entero positivo dado.

1 ©pwakw en el epigrama [y en
Homero, ver mas adelante),
también Tpwvoyxpia, es el anti-
guo nombre de Sicilia, por
razén de los tres grandes cabos
o promontorios {tptataxpot) que
forma esta isla al NE. (Pelorum},
al O. (Lilybaeum) y al SE.
{Pachynus).

MIGO, si has heredado la sabiduria, calcula cuidadosamente a
qué nimero ascendia la multitud de las reses del Sol que en ofro
tiempo pacian en las llanuras de la isla Trinacria,’ divididos en
cuatro manadas de distinto pelaje: una, de color blanco como la
leche, otra de negro lustroso, una tercera oscura, la cuarta man-
chada. los toros, que superaban en nimero a las vacas, se
repartian_en-cada manada: de la siguiente manera: imagina,
amigo mio, que los toros blancos eran en igual nimero que la
mitad y un fercio de los negros ademds de todos los oscuros,
mientras que los negros eran en igual nimero que la cuarta méas
la quinta parte de los manchados, més todos los oscuros. Con-
sidera ademds que los manchados eran en igual nimero que la
sexta mds la séptima parte de los blancos, més todos los oscu-
ros. Las vacas estaban asi repartidas, por su parte: las blancas
eran en igual nimero que la tercera més la cuarta parte de toda
la manada negra, mientras que las negras eran en igual nimero
que la cuarta- més la quinta parte de foda la manada mancha-
da; a su vez las manchadas eran en igual nimero que la quinta
mds la sexta parte de toda lamanada oscura, mientras que las
oscuras eran en igual ndmero que la mitad de la tercera parte
mds la séptima parte de toda la manada blanca.

Amigo, si me dices cudntas eran exactamente las reses del Sol, y,
en particular, cudl era el nimero de toros y vacas de cada pela-
je, no se te podrd cdlificar de ignorante ni de inhdbil en el mane-
jo de los nGmeros, pero atin no podrds contarte entre los sabios.
Pues atiende ain a dos distintas maneras en que las reses del Sol
solian disponerse: cuando los toros blancos unian-su multitud a la
de los toros negros, formaban un grupo compacto de igual medi-
da en profundidad que en anchura que llenaba enteramente las
inmensas llanuras de Trinacria. Por ofra parte; reunidos solamen-
te los oscuros y los manchados, se agrupaban por filas de tal
manera que, estando constituida la primera por uno solo de ellos,
formaban gradualmente una figura triangular, sin faltar ni sobrar
ninguno. Amigo, si encuentras la relacién oportuna ‘enre todas
estas cosas y, en una palabra; si conicentrando tu espiritu expre-
sas todas las cantidades  correspondientes a* esas manadas,
podrés vanagloriarte de haber conquistado la victoria y estar con-
vencido de ser juzgado consumado conocedor de esta ciencia.



Este es el «problema que Arquimedes [encontrd entre
(algunos) epigramas/ided, en forma de epigramal y envi6,
para que fuera resuelto por quienes en Alejandria se ocu-
paban de estas materias, en una carta a Eratdstenes de
Cirene.» (Recogemos basicamente las traducciones caste-
llanas que dan Babini (1948, 123-125), seguramente del
texto en francés de ver Eecke (1960, 11, 545-547) y Vera
(1970, 11, 218-219); en el corchete anterior la primera posi-
bilidad parece la traduccion literal.)

El manuscrito griego que contiene este texto (un epigrama
de 22 disticos jonios con la anterior cabecera) fue publica-
do por primera vez en 1773 por el escritor alemin Teéfilo
Efraim Lessing,? junto con otros tesoros de la Biblioteca
Wolfenbtittel de Brunswick de la que fue director al final
de su vida. Si no el epigrama, el problema en su forma
completa es atribuible a Arquimedes (287-212) para la cri-
tica moderna mds autorizada (Krumbiegel, Tannery,
Heiberg, Heath), y seria el que originé en la antigiiedad
referencias a un cierto @wpdfAnua foetirjv» de Arquimedes
(en un escoliasta de Platén, en Herdén) como ejemplo de
problema de Aoyiotikas, 0 a un @pSPANpo ApxLurdsioys
para glosar algo de gran dificultad (en Cicerén)?. La for-
mulacién bovina del problema le pudo ser sugerida a
Arquimedes? por conocidos pasajes del Canto XII de la
Odisea de Homero, el primero de los cuales es:

Y parece que el destinatario de tan, como se veri, enve-
nenado desafio pudo haber sido Apolonio, con quien
Arquimedes mantenia ciertas desavenencias.’

Traslademos la formulacién del problema a simbolismo
algebraico, en la misma forma que Elena Martin Ortega
(1990); Sean B, N, M, Oy b, n, m, o, respectivamente, los
ntimeros de los toros blancos, negros, manchados y oscu-
ros y de las vacas blancas, negras, manchadas y oscuras.
La primera parte del enunciado conduce a un sistema
homogéneo de 7 ecuaciones lineales en esas 8 incégnitas:

B=(l+l)N+O=2N+O

2 3 6
N=(%+~;—)M+O=E95M+O
M=(%+%)B+O=%B+O
<b=(%+—i—)(N+n)=%(N+n)

L L 22
n—(4+5)(M+m) 20(M+m)

1 1 11
m = (§+g)(0+o)~36(0+0)
1 1 13
0—(*6~+;)(B+b)—5(3+b)

2 Manusgrito «77 Gud.
Graec.».  Publicado  en
Beilrdge zur Geschichte und
Literatur, Braunschweig, 1773,
421. Hay ofra copia del epi-
grama en la Bibliothéque
Nationale de Paris, cod. Paris
Gr. 2448, saec. XIV, fol. 57.

3 Cicerén en Cartas a Afico:
«Sed de Catone, mpSphnua’
Apxwridetov  est..»  Xlkv;
«Abiit illud god tum me stimula-
bat cum tibi dabam mpopAnua
Apxuuridetov...»  Xillxxviii.
Platén (citado por Heiberg), en
Scholia al Charmides, 165e,
(traduccién de Heath): «Logis-
tica es la ciencia que trabaja
con cosas contadas, no con los
ndmeros que las cuentan...,
que considera 3 como una
terna y 10 como una dece-
na..., es, pues, logfstica lo que
investiga de un lado el que
Arquimedes llamé problema
de los bueyes...» También en
Herén: Definitiones, Opera
omnia, IV, 98. [Heiberg,
leipzig, 1899-1914).

4 Sefialado por J. Struve en Alfes
griechisches Epigramm mat-
hematisches Inhalts, Altona,
1821. También se lee antes, en
el Canto XI: «...en cuanfo hayas
tu arménica nave atracado en
la isla/ de Trinacia, escapando
del ponto violéceo, y encuen-
tres/ pastoreando a las Vacas
del Sol y a las grandes ovejas/
del que nada se escapa a sus
ojos y todo lo oye...». la fra-
duccién de este pasaje y-del
citado en el texto son de
Fernando Gutiérrez, en verso,
en la edicién de la Odisea de
Homero con infro. y notas de
José Alsina, Planeta 1980,
Barcelona, paginas 172y 194,
resp. Més pasajes a continua-
cién en el mismo Canto XIl.

5 Ver Dijksterhuis (1987) p. 399,
que cita la opinén de Heath.

De las tres primeras resulta el sistema

6B-5N=6-0
20N-9M = 20-O
42M -13B = 42-O

de donde, con fracciones irreducibles,

Ya que se buscan niimeros enteros, debe-
ra ser O = 891X con X entero, y asi tam-
bién B = 2226-X, N = 1602-X, M = 1580-X.
Sustituyendo estos valores en las otras
cuatro ecuaciones se obtiene ahora el
sistema

12b-7n =11214+X

30m-11o = 9801-X
20n - 9m = 14220-X
420 -13b = 28938-X

de donde, con fracciones irreducibles,

_ 7206360
4657
_ 4893246
4657
3515820
4657
5439213
o = 2439213
4657

X

Deberi ser entonces X = 4657-x, con x
entero positivo, y entonces los valores
de las ocho incognitas expresados
como miultiplos enteros de la variable
auxiliar x son los siguientes: (los meno-
res nimeros resultan para x = 1)

B = 10366482 x
N = 7460514 x
M = 7358060 - x
O = 4149387 - x
b = 7206360 x
n = 4893246 x
m = 3515820 x
0 = 5439213 x

y el namero total de reses en la mana-
da, A = 50389082x.

El manuscrito griego va seguido por la
solucién de un escoliasta, que es la
misma anterior para x = 80. Pero esos
numeros no verifican las otras dos con-
diciones del problema.




Estas dos condiciones de la segunda
 parte del enunciado son:

B+N = cuadrado, M+O = triangular

B+N = 22:3:11-29:4657-x es un cuadra-
do perfecto si y solo si x =
1311:29-4657-u? con u entero. Queda la
altima condicion,

M+O = 7:353-4657'x =
= 3.7:11-29-353-46572-u? = q-(q+1)/2

Poniendo 2q + 1 = v, ésta se convierte en

vi-1l=4q(q+ 1) =
= 2%37:11:29-353-4657%u? =
= 41028642327842412 |

luego todo se «educe» a calcular el
menor valor entero positivo de u que
satisface la ecuacién (con v también
entero)

v*—410286423278424u? = 1 (1]

para obtener los niimeros de vacas y
. toros del rebafio mids pequefio que
_ cumple todas las condiciones de
Arquimedes. Por ejemplo, el nimero
total de reses en el rebafio serfa, con
dicho valor de u,

A =50380082:x =
= 50389082-3-11-29-4657-u? [2]

La ecuacidn [1] es una ecuacion de
Pell, asi denominadas las ecuaciones
diofanticas del tipo x>My? = 1, (en
~ general igual a n), reinventadas por
Fermat en el siglo xvi y estudiadas de
- modo completo por Euler y Lagrange
en el xvi. Para todo M que no sea un
cuadrado perfecto tienen infinitas solu-
ciones en enteros positivos. Bien pudo
Arquimedes haber tratado con ecuacio-
nes de este tipo, para nimeros M
pequefios sin duda, por ejemplo cuan-
do buscaba aproximaciones racionales
para la raiz cuadrada de 3 en la «medi-
da del circulos, aunque no ha llegado
ninguna otra evidencia de ello. El pro-
blema con la ecuacién [1] es concreta-
mente el tamafio de su minima solu-
Cion u: sus 103266 cifras seguramente
desbordaban la capacidad de cilculo
alejandrina del siglo 11 a.C.

6 K. B. Mollweide, que nacié en

Wolfenbiittel, se cita como
avtoridad para la afirmacién
de que su amigo personal K.
F. Gauss resolvi6 completa-
mente el problema del reba-
fio. Para E. T. Bell {1990) «eso
es muy improbable, por decir-
lo suavemente».

A. Amthor, «Das Problema
bovinum des Archimedess,
Zeitschr.fir Math.und Phys.,
Hist.literar.Abt. Leipzig, 1880,
vol. 25, 153-171. Este articulo
estd precedido, en 121-136
por una traduccién alemana
del manuscrito y una discusién
filolégica de B.Krumbiegel.

De hecho es
A = 7760<206541>,

como corrigié a Amthor el
Club de Matemdtica de
Hillsboro. Ver las referencias
de estos trabajos en el arficu-
lo de Archibald citado en la
bibliografia del final, 414.

Dice Bell: «Ya sefialé un cinico
que mientras haya un problema
sin resolver, algln mentecato
intentard resolverlo, sobre fodo
si es irresoluble, y al Hillsboro
Mathematics Club de Hillsboro
le falté poco para encajar en la
observacién cinican.

Lo mejor que humanamente puede hacerse® para acercarse
a la solucién de [1] lo hizo A. Amthor en 1880.7 Podemos
recrear un resumen:

En primer lugar, como
410286423278424 = 4729494-2%46572,

el problema se reduce a encontrar la minima solucién ente-
ra positiva # de la ecuacion de Pell

v2-47294941? = 1 (3]
que sea divisible por 2 y por 4657.

La solucién minima de [3] es la siguiente:
v, = 109931986732829734979866232821433543901088049
u, = 50549485234315033074477819735540408986340

Y la solucién general de [3] viene dada por

Vo +up VM = (vq +uyA/M?
donde M = 4729494, lo que da en particular la siguiente

0 . N
ley de recurrencia para calcular las sucesivas u_:

w2 = 2Viln —

u, =2uv, u u, (n>1)
Como u; es par, u_ es siempre par; el primer u . que es
divisible por 4657 es u,,,; este es el valor de u que inte-

resa, la menor solucién de la ecuacién [1].

Amthor pudo llegar entonces, tras arduo trabajo, a la con-
clusion de que B = 1598<206541>, donde <206541> indi-
ca que siguen otras 206541 cifras, y que, con la misma
notacion, A = 7766<206541>. Aflade Amthor:

Después de Amthor, en 1895, tras cuatro afios de duro y
no remunerado trabajo de cilculo, A.H.Bell y los otros
dos tnicos miembros del denominado «Hillshoro
Mathematics Club» de Hillsboro, Illinois, publicaron 30 o
31 de las primeras cifras y 12 de las ultimas de cada uno
de los ocho nimeros incognita de toros y vacas y del
namero total del rebafio. Este nGmero en concreto
comenzaba 7760271..., en desacuerdo con el mucho mis
modesto cdlculo de Amthor.? «Eso abrias, ironiza® E.T.Bell
(sin relacion de parentesco, como él mismo sefiala, con
AH.BelD en (1990), pp. 152-153, «un campo de compro-
baciones y mejoras mds ancho atn que las llanuras de
Trinacria» del que ya no tenemos mis noticias.

Tras la aparicién de ordenadores cada vez mas capaces,
el cilculo efectivo de la solucion del problema pasaba a
ser una trivialidad. En 1965 se hizo por primera vez el



7760271406486818269530232833213886664
2323224059233761031506192269032159306
1406953194348955323833033238580023195
0890047033440942119828335089534461575
5887436491896796665512546477258454651
t 0461602748276908192273273239624708376
| ' 7521718123833193071062059470897781028
| 4615137192998986811186884169272785696
5734742675969833374086301327572518139
9039295240867535897511016330381995952
2862248989774767949347775886227372374
6255675090116296340679382452054261676
9323712193802126066318528132663283452
3325818221612627982067522627938255320
4835331774536078819419510012902535378
9079430770802223904770027123239826800
5475107063331240640184249410626455913
5633570932873950709846825186508464899
7734103578487702314212070231873054292
1959831095003754661935911649226657552
0991844006671059444489935414661474017
8809647842125684176862138118817367066
4948693934942747838804473398437179965
6338216395615067290682140459765856258
9543801065495963894323168124620435108
3550687417880221537048762073557878731
7123762036035001543668020475611971279
5879795153546119920216229966968169313
8757515962720759360360577327122115282
9620797794193624267440392635935320573
979912232151674560564545791492924456...

Figura 1. Primeras cifras del nomero de 206.545 digitos
que es solucién del problema para M = 31.

célculo completo de las 206545 cifras de la respuesta total
pero no se imprimié. Harry Nelson (1980-1981) recalculd
y publicé la solucién impresa (con cifras de pequefio for-
mato). Nelson queria usar este cilculo como prueba para
un nuevo ordenador, pero encontré que la miquina
acababa las cuentas demasiado rapidamente como para
disponer con esto de un buen test. Entonces hizo que su
maquina calculase sucesivas soluciones del problema.
Con las del orden de 1 millén de cifras el trabajo parece
que era mas a la medida de las posibilidades.

Hoy dia el reto arquimediano lo
puede afrontar con éxito un ordena-
dor personal. Nosotros hemos realiza-
do el calculo de la solucién minima u,
de la ecuacién «grande» (la ecuacién
[1D del problema del rebafio de reses
en un «Pentium 166». Solamente
hemos hecho que se calculara e
imprimiese el nimero total de las
reses, no u, ni los otros ocho nime-
ros del rebafio.

Hemos utilizado el algoritmo usual de
Lagrange (versién Rey Pastor (1981))
para el cilculo de la solucién minima
(v,,up de v>-M-u? = 1 como la fraccion
reducida convergente

Pn
(Pn,qn) =
n n q

n

de la fraccién continua del nimero
VM = [ao,al,az,...,am],

(a,=2ay),conn=m-1si mesparon=
= 2m-1 si m es impar. Cilculos previos
mas rapidos nos aseguraban que para
nuestro M la longitud del periodo de la
fraccion continua de VM es par (de
hecho, 203254) y que por consiguiente
habia que parar el programa en la redu-
cida de orden m-1 (cuando a_ = 2a, por
primera vez) y asf,u; = q_ .

Hemos desarrollado el algoritmo ade-
mis con las siguientes férmulas de
recurrencia (a, son los cocientes incom-
pletos, p, v q; el numerador y el deno-
minador de la reducida de orden 4, los
corchetes indican parte entera):

Go =1
By=a,1"Dy1-Bng
D, =M-B2)/D,_,
a, = [(ao +Bn)/Dn]
p1=2;'ag+1

Pn =2p 'Pn-1*tPn-2
q1 =21

dn =2p"9p-1+tdn-2




Asi por ejemplo, para M = 31:

~ Se tiene:

. ﬁ=[5’1’1)3’5’3’1,1’10]=5+LLLL.__1._LL 1
1414+ 3+54+3+1+1+10+...

_ El periodo de los cocientes incompletos
es de longitud 8 (par), alcanzado cuan-
doa, =24a,=25=10.

La séptima reducida,

111 1 1 1 1 1520
St 143151341414 273
y se tiene 1520%-31:273% = 1. De
hecho, (1520, 273) es la solucidn
minima en enteros positivos de
vA3l-u? =1,

(Se tiene

222 [31 = 0,0000012,

.y no hay una fraccién con menor
denominador que dé mejor aproxima-
ci6n que ésta a la V31. Si la longitud
del periodo es impar, la «primera vez»
se llega a una solucion (p, @ de la
~ecuacién v=-Mu? = -1, y la solucién
; minima (P, Q) de v2-M-u? = 1 se obtie-
. ne a partir de

(P>-M'q? )* = P2-M-Q* = 1.

Nuestra implementacién, al objeto de
que la salida del programa sea ya direc-
_ tamente el ndmero total de reses del
. rebafio en un fichero recuperable luego
desde un procesador de textos, ha sido
 la funcién keytel para Mathematica que
se puede examinar en el Apéndice,
donde recogemos también una funcién
solucionPell que da la solucion minima
de una ecuacién de Pell; esta funcién
se puede aligerar para dar solamente la
 longitud del periodo de la fraccién con-
tinua de la VM. Escribiendo las funcio-
nes cattle y keytel como In[1] e In[2],

1la se lee:

¢

...9609583666197257779148498129837280
76813420717092864850110832038027695
08892080619047365346640166033665713
54957498618546305966264566434434133
70576736741796162068746587816251381
9068650290455092647049589367 19606399
41784645640029927367860809417910917
74287931170123369601874070857769922
44787836231541880275807433007001270
27460322767270524056001245771481341
21289815481942572853969039302280155
44927432077964133952391787622639882
49740977373188153440673325018542305
57590615418068647327661594587408623
80424902449274447501046932922489527
09916982033631671932713388117289351
93059808866128626705017161220339911
02832889509474495599283178351133874
69470777738533466752569357352799830
43872817995021779644625917412057100
67837492280129466557319149912947044
25345255843200604565060174992051799
24220271972472512501269010986437364
56215434422571452101831188776880686
30298971337856633004406809998551939
17424466337493894703903752457792566
99660303265435652072678728835138492
56166954389604815500599463014429250
0354883118973723406626719455081800

Figura 2. Ultimas cifras del nimero de 206.545 digitos

que es solucién del problema para M = 31,

con la entrada In[3]:=keytel, a los 32 minutos en la panta-

y el nlimero, recuperado luego del fichero también deno-
minado keytel, empieza, de acuerdo con el Club de
Hillsboro, 7760271... y acaba 55081800. Nuestro ordena-



:
|
|

dor ha conquistado la victoria. Y el trabajo, realizado con
energia eléctrica industrial, empieza en realidad en el
apéndice posterior a la bibliografia.
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