
En los últimos años se ha producido una aproximación entre la
Psicometría y la investigación cognitiva. La construcción de tests
y el diseño de ítems se han visto influenciados por los nuevos plan-
teamientos cognitivos, dando lugar a lo que se ha dado en llamar
«nueva generación de tests» (Frederiksen, Mislevy, y Béjar, 1993).
El mismo concepto de validez se ha visto modificado y enriqueci-
do. La noción tradicional de la validez basada en las relaciones del
test con otras medidas se complementará con el concepto de vali-
dez como propiedad fundamentada en la determinación de los pro-
cesos, estrategias y estructuras de conocimiento implicados en las
respuestas a los ítems o «representación del constructo» (Embret-
son, 1983).

Desde esta perspectiva de integración de las dos disciplinas se
han venido desarrollando una gran cantidad de modelos derivados
de la Teoría de Respuesta al Ítem, que incorporan variables de con-
tenido cognitivo en su formulación, permitiendo así la cuantifica-
ción del impacto de las mismas en las propiedades psicométricas
de los tests.  Todos ellos permiten transcender el mero escalamien-
to de sujetos e ítems ahondando algo más en la nat u raleza del cons-
t ructo medido. Pa ra emplear el término acuñado por Prieto (Pri e t o
y Delgado, 2000) son modelos c e n t rados en la rep re s e n t a c i ó n. 

Sin ánimo de exhaustividad, con el propósito de ilustrar la gran
profusión de modelos formulados, distinguiremos cuatro clases de
modelos derivados de la Teoría de Respuesta al Item, relevantes

para la validez, sobre la base de la naturaleza de las aplicaciones a
las que principalmente se han asociado a saber, complejidad de los
factores y diseño de los ítems, medición de procesos, identifica-
ción de clases latentes y medición del cambio. 

Una pri m e ra cat egoría estaría integrada por aquellos modelos
básicamente orientados a determinar las fuentes de dificultad de los
ítems re c ogiendo el impacto de las características de los mismos
s o b re el procesamiento y sobre las respuestas. El modelo log í s t i c o
lineal de ra s go latente LLTM (Fi s h e r, 1973; 1977) y el modelo lo-
gístico lineal de ra s go latente con dos parámetros LLTM 2PL (Em-
b retson, 1999) pertenecen a este grupo. Un segundo grupo lo cons-
t i t u yen los modelos encaminados a estudiar la descomposición de
p rocesos cog n i t ivos, bien sea utilizando subtareas para medir los
componentes como es el caso del modelo multicomponencial de
ra s go lat e n t e, MLTM (Wh i t e ly, 1980), el modelo ge n e ral de ra s go
l at e n t e,  GLTM (Embretson, 1984), el modelo MIRID (Butter y De
B o e ck, 1998), bien sea incl u yendo procedimientos de estimación
( M a ris,  1995) que permiten prescindir de subtareas, como el mo-
delo ge n e ral de ra s go latente para procesos encubiertos GLT M - C P
( E m b retson, 1995b). El tercer grupo incl u ye los modelos que per-
miten la identificación de clases o grupos de sujetos que difi e re n ,
bien en las estrat egias de respuesta, bien en los estados de conoci-
miento; el modelo MIRA (Rost, 1990), el «Rule Space» (Tat s u o k a ,
1983), Hybrid (Yamamoto y Gitomer, 1993) y el fo rmulado por
M i s l evy y Verhelst (1990) se encuentran en esta cat egoría. Por úl-
timo se han desarrollado una serie de modelos adecuados para
ab o rdar el tratamiento del cambio. En este grupo se encuadran dos
ge n e ralizaciones del LLTM, el modelo logístico lineal con supues-
tos relajados, LLRA (Fi s h e r, 1977; Fi s h e r, 1983) y el LLRA Híbri-
do (Fi s h e r, 1977), el modelo multidimensional para ap rendizaje y
cambio, MRMLC (Embretson, 1991) y la extensión de este último,
el MRMLC+ (Embretson, 1995a).
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Ciñéndonos a los modelos que permiten establecer un vínculo
entre las características del diseño de los ítems, sus características
psicométricas y los atributos cognitivos objeto de la medición, uno
de los primeros en formularse y que ha sido utilizado en un gran
número de aplicaciones (Spada y May, 1982; Embretson, 1985;
Spada y McGaw, 1985; Hornke y Habon, 1986; Embretson y Wet-
zel; 1987; Smith, Kramer y Kubiak, 1992; Medina Díaz, 1993;
Real, Olea Ponsoda, Revuelta y Abad, 1999) es el modelo logísti-
co lineal de rasgo latente, LLTM (Fisher; 1973, 1977). El LLTM
posibilitará el análisis del tipo de conocimientos o procesos re-
queridos para resolver los ítems de un test. 

En este trabajo se analizarán los componentes cognitivos im-
plicados en la realización de una tarea de adición y sustracción de
fracciones y números mixtos mediante el LLTM. La importante
cuestión acerca de la validez de la estructura cognitiva propuesta,
reflejada en la matriz de pesos de los componentes, que en este
modelo se formula apriorísticamente, se abordará mediante el aná-
lisis de asignación cuadrática (QA) (Hubert y Schultz, 1976; Hu-
bert, Golledge, Costanzo, Gale y Halperin, 1984). 

LLTM

Desde el punto de vista formal el LLTM es una extensión del
modelo de Rasch (1960) o modelo logístico de un parámetro
(RM), en el que se imponen ciertas restricciones lineales a los pa-
rámetros de los ítems. Estas restricciones permitirán la especifi-
cación de las contribuciones de cada operación a la dificultad del
ítem. El modelo LLTM asume que los parámetros de dificultad βi

del modelo de Rasch pueden descomponerse en sumas ponderadas
de los parámetros básicos ak, formalmente: 

(1)

Donde,

βi es el parámetro de dificultad del i-ésimo ítem en el modelo
de Rasch

αk, k=1,…, p, son los parámetros básicos del LLTM y corres-
ponden a las dificultades de cada componente k

wik son los pesos dados de los parámetros básicos αk, y repre-
sentan la complejidad correspondiente al ítem i en el componente
k-ésimo

c es una constante de normalización 

Para cada ítem i el investigador define a priori un vector de pe-
sos wi = (wi1, wi2 ,…, wIk…. wim) donde el elemento k se refiere a la
ocurrencia de la operación k en la respuesta. La matriz formada
por todos los vectores de los ítems componen la matriz W habi-
tualmente compuesta de unos y ceros, en función de la presencia
o ausencia de una operación determinada en la resolución de un
ítem. A partir de W y de las respuestas de los sujetos, se estima-
rán los valores de αk que servirán para calcular las dificultades β
mediante la fórmula (1). 

La aplicación del LLTM requerirá de un modelo cognitivo en el
marco del cual se haga posible explicar los requerimientos de pro-
cesamiento de los ítems responsables de la variabilidad de la difi-
cultad entre los mismos. La adecuación del LLTM se fundamenta
en la plausibilidad del modelo cognitivo, representado formalmen-

te en la matriz W de pesos, indicadores de la carga de dificultad de
cada componente en el ítem. La validación de W es un requeri-
miento previo sin el cual la estimación de los parámetros no tiene
valor ya que las estimaciones contendrán información válida sólo
en el caso de que W refleje fielmente el modo en que los sujetos
resuelven los ítems (Fisher, 1995). En definitiva, la adecuación del
LLTM depende estrechamente de la adecuación de W (ítems x
componentes).

Sin embargo, un aspecto problemático señalado por Fisher
(1995) es la escasez de procedimientos de que disponemos para
evaluar la matriz de pesos W. La utilización de la mera compro-
bación del ajuste global del modelo mediante el test estadístico ha-
bitualmente utilizado para tal fin, el test de la razón de verosimili-
tud constituye un enfoque limitado en la evaluación de su validez.
Es preciso la utilización de otros procedimientos complementarios
encaminados a validar la matriz estructural de los componentes.

En nu e s t ro trabajo este pro blema se ab o rdará mediante la ap l i c a-
ción de las técnicas de asignación cuadrática (QA) (Hubert y
S chultz, 1976; Hubert, Golledge, Costanzo, Gale y Halperin, 1984). 

Asignación cuadrática (QA)

El análisis QA consiste en un conjunto de estrategias inicial-
mente aplicadas al ámbito del análisis espacial aunque posterior-
mente se han extendido a campos tales como la educación y la so-
ciología. Medina Díaz (1993) mostró su utilidad en el campo de la
validación de pruebas, aunque no se han realizado ulteriores apli-
caciones en esta dirección, a pesar de haber mostrado a nuestro
juicio su utilidad. Mediante el análisis QA se evalúa la asociación
entre dos matrices que contienen algún tipo de medida empír ica de
proximidad (correlaciones, distancias, coeficientes de empareja-
miento, etc.) referidas a los mismos pares de elementos. Por una
lado la matriz «estructural» (C)  basada en la hipótesis de investi-
gador acerca de la organización subyacente a los datos, y por otro
la matriz empírica (Q) que refleja los patrones de respuesta efecti-
vamente observados en la muestra.  

La similitud estructural entre los mismos se operativiza me-
diante el cómputo del número de componentes que comparten
(Medina Díaz, 1993).

Siendo n el número de ítems del test, la matriz teórica Cnxn es-
tará formada por elementos cij que representarán la «proximidad»
entre los ítems i y j y se calcularán en base a a la matriz de pesos
W mediante la expresión,

(2)

Donde,

wki y wkj: pesos de los k-ésimos componentes para los ítems i y
j

m: número de componentes

A su vez la matriz Qnxn contiene información empírica basada
en las respuestas de los examinados a cada par de ítems. Su crea-
ción exige el análisis minucioso de cada una de las respuestas
dadas por los sujetos para determinar los componentes o reglas de
producción efectivamente empleadas por cada sujeto y para cada
ítem. Cada elemento de Q, q ij, se calculará mediante,

cij = wki wkj( )
k=1

m

∑

βi = wik

k=1

p

∑ ak + c
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(3)

Donde,

dki y dkj son los valores de las variables dicotómicas (1,0) aso-
ciadas a cada componente

m: número de componentes 
N: número de sujetos 

Como índice de asociación entre las dos matrices se utilizará el
índice «gamma» de Hubert (Hubert, 1985) que se establece a par-
tir de los productos cruzados de los elementos de Q y C

(4)

Método

En primer lugar trataremos de delimitar los componentes o pro-
cesos elementales definitorios de la competencia en el dominio de
las operaciones con fracciones. Una vez propuesto el modelo cog-
nitivo, será posible su integración con el modelo de medida con la
consecuente posibilidad de vincular tanto el logro como las dife-
rencias en la dificultad de los ítems a explicaciones sustantivas. Es
decir, se tratará de vincular el contenido del ítem a los atributos
psicológicos que pretende medir. En función de los componentes
se abordará la construcción de una prueba que mida las habilida-
des requeridas. En este sentido seguimos las pautas establecidas
por Embretson (1994) en relación con el procedimiento requerido
para el desarrollo de los tests.

El proceso de resolución de la tarea de adición y sustracción de
fracciones y números mixtos puede representarse como el resulta-
do de la aplicación de una determinada serie de reglas condiciona-
les, siendo cada una de ellas un componente de la habilidad total.
Esta conceptualización que postulamos para la definición y espe-
cificación de los componentes procede de la investigación cogniti-
va en resolución de problemas, derivada de los modelos computa-
cionales de procesamiento y aprendizaje (Anderson, 1976; Newell
y Simon, 1972; Simon, 1978). En base a un análisis previo de la
tarea se propondrán una serie de reglas u operaciones asumiéndo-
se que cada una de ellas modelará una parte del conocimiento ne-
cesario para la resolución de los ítems.

Con el fin de construir los ítems del test y teniendo en cuenta
que para la construcción de una prueba de rendimiento no sólo es
relevante la habilidad a evaluar, sino la población potencialmente
destinataria de la misma y su nivel instruccional, recurrimos al
análisis sistemático del proceso de resolución de la adición y sus-
tracción de fracciones y números mixtos (Tatsuoka, Birenbaum,
Yamamoto, y Dowd, 1984), así como a la información procedente
de las entrevistas a profesores de matemáticas de E.S.O. y a la re-
visión de diferentes materiales curriculares (Vicens Vives, 1997;
Erein, 1995). 

A partir de este análisis se establecieron siete reglas de produc-
ción, cada una de las cuales contendrá parte del conocimiento ne-
cesario para resolver este tipo de problemas. La especificación de
cada una de ellas aparece en la tabla 1. 

En razón de las reglas de producción establecidas se construyó
un test compuesto por 21 ítems de respuesta dicotómica. Los ítems
incluidos en la prueba demandan diferentes combinaciones de los
componentes cognitivos modelizados por las siete reglas de pro-
ducción establecidas. En la tabla siguiente se presenta el número
de ítem, su enunciado y una secuencia de unos y ceros, que repre-
sentan el requerimiento (1) o no requerimiento (0) de cada una de
las reglas de producción. 

Muestra

S egún la actua l programación de contenidos didácticos a lo
l a rgo de l ciclo educat ivo la  instrucción en las operac iones con
f racciones y números mixtos tiene lugar entre los cursos de
p ri m e ro, segundo y terc e ro de Educación Secundaria  Obl i ga-
t o ria (E.S. O.) por lo que  la mu e s t ra fue  seleccionada  entre
alumnos de  dichos cursos. La  componen 771 sujetos con eda-
des comprendidas entre los 10 y 12 años pertenecientes a cin-
co centros educat ivos de la Comunidad Autónoma Vasca que
a c c e d i e ron a  colab o rar con el estudio. El 55,5% son niños y el
44,5% niñas. 

Además de pedir  a los suje tos que cumplimentaran las hojas
de respuesta estandarizadas se les solicitó que desar ro l l a ran su
p rocedimiento de solución comple to en hojas ap a rt e. La elec-
ción de  esta estrat egia se debió al inte rés en obtener info rm a c i ó n
c u a l i t at iva porm e n o rizada acerca de la resolución de las tare a s
p ropuestas. 

Resultados

Descriptivos y fiabilidad

La tabla 3 muestra las medias aritméticas y varianzas por cur-
sos y la media y varianza total. 

Γ QC = qij

j
∑

i
∑ cij

qij = dki dkj( )
k=1

m

∑
j=1

N

∑

ALICIA LÓPEZ JÁUREGUI Y PAULA ELOSUA OLIDEN804

Tabla 1
Reglas de producción

1. SI las dos fracciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen denominadores diferentes y pri-
mos entre sí, ENTONCES se multiplican los denominadores para obtener el denomi-
nador del resultado y se multiplica cada numerador por el denominador de la otra frac-
ción bf / cf ± ce / cf

2. SI las dos fr acciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen los denominadores diferentes y
uno de ellos (c) es múltiplo del otro (f) ENTONCES “c” se establece como común de-
nominador, se divide c entre f y el resultado se multiplica por el numerador del segun-
do dejando invariable el numerador del primero. 

3. SI las dos fracciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen los denominadores diferentes no
pr imos entre sí y con mínimo común múltiplo no coincidente con ninguno de ellos,
ENTONCES se establece el común denominador a partir del mínimo común múltiplo
(m), se efectúa m/c×b y m/f×e.

4. SI uno de los componentes de la suma (resta) es un números mixto a (b/c), ENTON-
CES se convierte en fracción impropia multiplicando la parte entera por el denomina-
dor de la parte fraccionar ia y sumando el resultado al numerador (a×c)+b . El deno-
minador no varía. 

5. SI la fracción resultado de la suma/resta es simplificable ENTONCES se reduce divi-
diendo numerador y denominador por el máximo común divisor (d);(r/d)/(s/d) 

6. SI la fracción resultado de la suma/resta es impropia, ENTONCES se convierte en nú-
mero mixto dividiendo el numerador entre el denominador, dejando el cociente como
parte entera y el resto entre el denominador como parte fraccionaria.

7. SI las dos fracciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen el mismo denominador (c=f) EN-
TONCES se suman/restan los numeradores para obtener el numerador del resultado.
El denominador del resultado es igual al denominador de cualquiera de los dos su-
mandos. (b±e)/c(f)



La fiabilidad de la prueba estimada mediante el coeficiente alp-
ha de Cronbach arrojó un valor de 0,884. La media del índice de

dificultad de los ítems (p–) fue de 0,64 y la media de las correla-
ciones biseriales-puntuales (r–bp) resultó ser igual a 0,54.

Unidimensionalidad

El análisis paramétrico de la unidimensionalidad se lleva a ca-
bo mediante un análisis de componentes pr incipales a partir de la
matriz de correlaciones tetracóricas. Se obtiene como resultado un
valor propio de 9,79 que explica el 46,60% de la varianza. 

Se aplica asimismo el procedimiento DIMTEST para la eva-
luación de la unidimensionalidad esencial (Nandakumar y Stout,
1993; Stout, 1987). Los resultados se recogen en la tabla 4. La
prueba supera el criterio propuesto por Stout aceptándose en con-
secuencia la hipótesis de unidimensionalidad.

Validación

En la tabla 5 se mu e s t ran las mat rices C (va l o res por debajo de
la diagonal) y Q (va l o res por encima de la diagonal). Sus elementos
son los va l o res resultantes de la aplicación de las fórmulas 2 y 3. 

Para llevar a cabo el análisis QA, se utilizó la rutina QAP im-
plementada en el software de análisis de redes UCINET IV (Bor-
gatti, Everett y Freeman, 1992). 

Los estadísticos descriptivos de las matrices Q y C se muestran
en la tabla siguiente.

Los elementos de Q varían entre 0 y 189. La media fue de 43,34
con una desviación estándar de 43,21. Los valores de los elemen-
tos de C varían entre 0 y 4 e indican el número de reglas de pro-
ducción requeridas para resolver cada par de ítems. 

El índice gamma de Hubert arrojó un valor de 31,992. 
La significación de ΓQC puede establecerse asumiendo bajo la

hipótesis nula que las filas y las columnas de las matrices  están
emparejadas entre sí al azar (Baker y Hubert, 1977). Si se obtu-
vieran todas las permutaciones posibles entre elementos de filas y
columnas, un nivel de significación para el índice observado ΓQC

sería simplemente la proporción de índices tanto o más extremos
que ΓQC. En la práctica, sin embargo, la significación se establece
mediante procedimientos Montecarlo debido a la impractibilidad
de una prueba exacta a partir de todas las permutaciones posibles
(Cliff y Ord, 1981).

La significación de este índice se comprueba mediante 10.000
simulaciones en las que se permutan aleatoriamente las filas y co-
lumnas de la matriz C. Entre las 10.000 simulaciones no se obtu-
vo ningún índice igual o mayor que el observado, por lo que la
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Tabla 2
Reglas de producción requeridas para la resolución de los ítems del test de

fracciones

Reglas de Producción
Item 1 2 3 4 5 6 7

1. 1 1 0 0 1 0 1

2. 0 0 0 1 0 1 1

3. 1 0 0 0 0 0 1

4. 1 0 0 0 0 1 1

5. 0 1 0 0 0 0 1

6. 1 0 1 0 1 0 1

7. 1 0 0 0 1 1 1

8. 1 0 1 0 1 1 1

9. 1 0 1 0 1 0 1

10. 0 0 1 0 0 0 1

11. 1 0 0 0 1 0 1

12. 1 0 1 0 1 1 1

13. 0 0 0 1 0 1 1

14. 1 0 1 0 0 0 1

15. 0 0 1 0 0 1 1

16. 0 0 1 0 0 1 1

17. 0 0 0 0 0 1 1

18. 0 1 0 0 0 0 1

19. 1 1 0 0 1 0 1

20. 0 0 0 0 0 0 1

21. 1 0 0 0 1 1 1
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Tabla 3
Medias aritméticas y varianzas por cursos

1º E.S.O. 2º E.S .O. 3º E.S.O. TOTAL
X
–

S
2

X
X
–

S
2

X
X
–

S
2

X
X
–

S
2

X

13,8 26,1 14,1 32,1 13,0 25,4 13,5 27,2

Tabla 4
Evaluación de la unidimensionalidad esencial

T CONSERVADOR T POTENTE
T1 T2 T p T1 T2 T p

1,87104 3,12166 -0,8843 0,81174 2,34268 3,67934 -0,9452 0,82771



asociación entre las dos matrices es altamente significativa
(p<0,0001). 

Evaluación del cumplimiento de los supuestos del modelo  

La adecuación de un modelo logístico lineal exige en primer lu-
gar la aplicabilidad del modelo de Rasch a los datos. Con el fin de
garantizarlo se realizan una serie de comprobaciones previas que,
siguiendo las pautas de (Hambleton, Swaminathan, y Rogers,
1991), examinarán la validez de los supuestos así como el cumpli-
miento de las propiedades esperadas.

La comparación de la distri bución observada del número de
a c i e rtos en los 4 ítems más difíciles tomando el grupo de sujetos por
d ebajo del percentil 20, con la distri bución de frecuencias espera d a s

en base a la distri bución binomial (n= 4, π= 0,33) arroja un valor del
estadístico Ji cuadrado de 116,83 (p<0,000) por lo que se re chaza la
hipótesis de elección aleat o ria de las altern at ivas de respuesta. 

El grado de asociación lineal entre las estimaciones obtenidas
en los dos subgrupos de sujetos (habilidad alta/habilidad baja) uti-
lizando la mediana como punto de corte se traduce en un coefi-
ciente de correlación de 0,91 resultado que en principio parece
apoyar el cumplimiento de invarianza de los parámetros de difi-
cultad (Gráfico 1). 

Por último, el rango de la distribución de los índices de corre-
lación biserial puntual  es de 0,35 siendo su coeficiente de varia-
ción de 0,19.

Una vez ajustado el modelo de Rasch y estimados los paráme-
tros de dificultad se obtuvieron valores de Ji cuadrado significati-
vos para 7 ítems (α= 0,01). 
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Tabla 5
Datos de proximidad, matriz empír ica y matriz estructural

Item
Item 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

0 1 0 20 53 53 68 96 93 098 097 10 97 097 17 39 000 003 0 2 68 156
0 2 0 0 0 03 03 18 04 45 035 003 02 02 038 98 03 043 0 46 41 18 020
0 3 1 0 0 00 53 03 42 38 043 044 03 49 049 02 41 000 000 0 0 03 042
0 4 1 0 1 01 00 01 39 88 077 041 01 44 078 46 37 045 0 47 45 02 038
0 5 1 0 0 00 00 00 04 01 005 004 11 02 005 13 07 002 003 0 0 71 071
0 6 2 0 0 01 01 00 00 94 158 154 64 90 154 10 92 067 0 71 0 4 06 087
0 7 2 0 1 01 02 00 02 00 133 093 02 95 126 49 32 050 0 53 49 03 091
0 8 2 0 1 01 02 00 03 03 000 163 63 98 189 45 97 104 110 40 07 095
0 9 2 0 0 01 01 00 03 02 003 000 65 98 158 08 99 064 0 68 0 1 04 095
10 0 0 0 00 00 00 01 00 001 001 00 02 062 06 64 059 0 62 0 0 08 010
11 2 0 0 01 01 00 02 02 002 002 00 00 101 03 38 001 001 0 1 04 095
12 2 0 1 01 02 00 03 03 004 003 01 02 000 43 97 099 104 37 07 092
13 0 0 2 00 01 00 00 01 001 000 00 00 001 00 08 052 0 54 47 11 017
14 1 0 0 01 01 00 02 01 002 002 01 01 002 00 00 060 0 63 0 0 06 039
15 1 0 0 00 01 00 02 01 002 002 01 01 002 00 02 000 119 47 02 002
16 0 0 1 00 01 00 01 01 002 001 01 00 002 01 01 001 000 51 03 003
17 0 0 1 00 01 00 00 01 001 000 00 00 001 01 00 000 001 0 0 00 001
18 1 0 0 01 00 01 00 00 000 000 00 00 000 00 00 000 000 0 0 00 071
19 3 0 0 00 01 01 02 02 002 002 00 02 002 00 01 001 000 0 0 01 000
20 0 0 0 01 00 00 00 00 000 000 00 00 000 00 00 000 000 0 0 00 000
21 2 0 1 01 02 00 02 03 003 002 00 02 003 01 01 001 001 0 1 00 002

21

090
036
041
076
001
087
130
127
091
001
095
122
042
034
040
042
043
003
093
000
0v0

20

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Tabla 6
Estadísticos descriptivos de las matr ices Q y C

MATRIZ Q MATRIZ C

X
–
= 43,34 X

–
=  0,88

S = 43,21 S = 0,93
Min=  0,00 Mín=  0,00

Máx= 189,00 Máx=  4,00

Tabla 7
Estimación de los parámetros básicos del LLTM

Componente α̂ Error estándar Valor z

1. 0,1173 0,0719 0 1,6322
2. 0,7299 0,0484 15,0713
3. 1,2292 0,0808 15,2123
4. 1,0990 0,0647 16,9952
5. 0,7028 0,0488 14,3982
6. 0,7591 0,0705 10,7699
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G r á fico 1. Relación l ineal entre las estimaciones de di ficultad en el modelo
de Rasch basados en dos grupos de sujetos en función de su re n d i m i e n t o



Aplicación del modelo LLTM

El modelo logístico lineal es desde el punto de vista formal más
general que el modelo de Rasch, reduciéndose éste a un caso par-
ticular de aquél en el que la matriz de pesos es una matriz identi-
dad. Sin embargo desde el punto de vista de su aplicabilidad es un
modelo más «exigente» estableciendo ciertas restricciones lineales
a los parámetros de los ítems, siendo éstas las que permiten la es-
pecificación de las contribuciones de cada operación a la dificul-
tad del ítem. 

Las estimaciones de los parámetros básicos para cada compo-
nente (α̂), sus respectivos errores estándares y valores z obtenidos
mediante el programa LPCM-Win 1.0 (Fisher y Ponocny-Seliger,
1998) aparecen en la tabla 7. Es preciso señalar en este punto que
el componente de dificultad asociado con la regla de producción
referida a la suma/resta de fracciones con el mismo denominador
(regla 7) está presente en todos los ítems de la prueba por lo que
en la práctica son seis las columnas de la matriz de pesos.

Los componentes son todos significativos, excepto el primero
que refleja la dificultad más baja. Los errores estándares son de es-
casa mag n i t u d. La media de las estimaciones de  los parámetro s
básicos es de 0,77 con una desviación típica de 0,39. Los valores
oscilan entre 0,1173 y 1,2292 . Este último valor que refleja el
componente más difícil, corresponde a la regla de producción im-
plicada en la adición/sustracción de fracciones en el caso de deno-
minadores distintos, no primos entre sí y con mínimo común múl-
tiplo diferente a ambos. La complejidad de la regla, que exige la
descomposición en factores primos, puede ser la razón de esta di-
ficultad.

El cuarto componente, relativo a la transformación de un nú-
mero mixto en una fracción impropia, muestra también una difi-
cultad relativamente alta (α̂= 1,0990) que curiosamente difiere no-
tablemente del grado de dificultad correspondiente a la regla sex-
ta (α̂ = 0,7591) la cual requiere también del (re)conocimiento de
los números mixtos pero implicando la conversión inversa. Una
posible explicación sería la presencia de un fenómeno de interfe-
rencia o confusión en algunos sujetos, entre un número mixto y la
operación de multiplicación entre un número entero y una frac-
ción. La ambigüedad de la notación favorecería la probabilidad de
aparición de este error (Tatsuoka et al., 1984). 

Una vez obtenidas las estimaciones, el ajuste del modelo logís-
tico lineal se pone a prueba en primer lugar por el grado de rela-
ción lineal entre los parámetros estimados sobre la base del mode-
lo de Rasch y los parámetros estimados sobre la base del modelo
LLTM. El coeficiente de correlación entre ambas series es de
0,9028. En segundo lugar, el test estadístico de Andersen (Ander-
sen, 1973) permitirá el contraste entre la hipótesis nula de ajuste al
modelo logístico lineal, frente a la hipótesis alterna de ajuste al
modelo de Rasch. El valor χ2 del estadístico obtenido por la fór-
mula para nuestros datos es de 541,6 siendo por lo tanto significa-
tivo (χ14

2= 23,6735, p<0,05) y en consecuencia se rechazará Ho
concluyendo en aceptar el modelo de Rasch sin que se proporcio-
ne justificación estadística para utilizar el LLTM en lugar de aquél.

Discusión

Los resultados de este trabajo muestran una doble vertiente;
Por un lado, el estudio de validación realizado a través del análisis
de asignación cuadrática ofrece resultados altamente satisfacto-
rios; La correspondencia entre las dos matrices, empírica y teóri-

ca, sugieren que los sujetos emplean las operaciones definidas en
el marco del LLTM. 

Sin embargo los resultados referidos al estricto ajuste estadísti-
co del modelo distan de ser concluyentes. Aun existiendo un alto
grado de correlación entre las dificultades pronosticadas por el
modelo de Rasch y las obtenidas por el LLTM sin embargo el es-
tadístico Ji cuadrado de la razón de verosimilitud no avala un buen
ajuste. Hagamos notar no obstante que tal y como reconoce el mis-
mo Fisher (1995) en la gran parte de las aplicaciones se obtienen
resultados signif icativos de Ji cuadrado conducentes al rechazo del
modelo (Medina Díaz, 1993; Real, Olea, Ponsoda, Revuelta, y
Abad, 1999). Basar la adecuación del modelo únicamente en dicho
índice puede resultar arriesgado, de ahí el valor de procedimientos
complementarios como el desarrollado en este trabajo, encamina-
dos a validar la matriz estructural de componentes.

Por otro lado el a juste de los datos al modelo de Rasch no ha
resultado óptimo. Aunque los resultados de las pru ebas estadís-
ticas encaminadas a comprobar el supuesto de ausencia de azar y
la propiedad de inva rianza han dado resultados positivos, no se
puede obviar  el re l at ivamente alto porcentaje de ítems desajus-
tados, aunque habr ía que  considerar en este punto la inestab i l i-
dad del índice Ji cuadrado seña lada por dive rsos autores (Em-
b re tson y Reise, 2000; Mislevy y Bock, 1990; Suárez y Mart í n e z ,
2 0 0 0 ) .

Un aspecto que consideramos interesante para tratar en futuros
trabajos es el de la comparación de diferentes modos de cuantifi-
cación de los pesos; En este trabajo se ha tenido en cuenta la pre-
sencia/ausencia de una regla u operación en la resolución de un
ítem. Un procedimiento alternativo consistiría en la consideración
de la frecuencia con que la aplicación de dicha regla tiene lugar.
Por otro lado se podrían considerar también operativizaciones di-
ferentes de la similitud estructural entre los ítems a la utilizada
aquí (número de reglas comunes). 

Por último aventuramos la hipótesis de que un modelo menos
restrictivo que el de Rasch, que aúne la inclusión de parámetros
adicionales con la posibilidad de descomposición de la dificultad
en términos de las operaciones cognitivas podría adecuarse mejor
a los datos (Embretson, 1999). Recordemos en este punto que la
variabilidad de los parámetros de discriminación apuntan a un mo-
delo que incorpore el parámetro de discriminación como alternati-
va adecuada. 

En cualquier caso los resultados del estudio muestran que el
proceso por el cual los sujetos resuelven la tarea de adición/sus-
tracción de fracciones y números mixtos puede representarse váli-
damente. Ahora bien, el modo de resolución no es independiente
de los algoritmos y métodos enseñados efectivamente en el aula,
por lo tanto, somos cautos ante la generalización de resultados sin
un análisis previo de los procedimientos instruccionales.   

Desde el punto de vista didáctico, teniendo en cuenta que cada
regla representa un fragmento significativo del proceso de solu-
ción total del problema, la información acerca de las dificultades
relativas de las reglas permitirá identificar las áreas que requieren
una mayor atención y refuerzo. Si bien es cierto que la competen-
cia en el dominio de las fracciones es de carácter multidimensio-
nal, conceptual, factual y algorítmico o procedimental (English y
Halford, 1995), es indudable que a esta última dimensión se le
concede gran atención en el desarrollo curricular.

Pa ra finalizar señalemos que, además de la cuantificación de
las dificultades re l at ivas de cada regla obtenidas mediante el mo-
delo podrían utilizarse para desarrollar ítems con difi c u l t a d e s
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p re d e t e rminadas y en último término, desarrollando el algo ri t m o
ge n e rat ivo adecuado, podrían incorp o ra rse a un sistema de Ge-
n e ración Automática de Items (GAI) (ver Revuelta y Po n s o d a ,
1 9 9 9 ) .
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