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Formulacion y validacion de un modelo logistico lineal paralatareade
adicion y sustraccion de fracciones y nimer 0os mixtos

Alicia L6pez Jauregui y Paula Elosua Oliden
Universidad del Pais Vasco

En este trabajo se analizan los componentes cognitivos implicados en la realizacion de una tarea ma-
temética de rendimiento, concretamente la adicion y sustraccion de fracciones y nimeros mixtos, me-
diante el modelo logistico lineal de Fisher (LLTM, 1973). La validacién de la estructura cognitiva pro-
puesta, reflejada en la matriz de pesos de los componentes, se lleva a cabo mediante el andlisis QA
(asignacion cuadrdtica). L os resultados confirman que dicha matriz describe adecuadamente los com-
ponentes cognitivos requeridos para resolver los items del test.

Formulation and validation of a linear logistic model for a task of fraction and mixed numbers addi -
tion and subtraction. The aim of this study is to analyze the cognitive components involved in a mat-
hematical performance task, namely the addition and substraction of fractional and mixed numbers,
using Fisher’s linear logistic trait model (LLTM). The validation of the cognitive structure proposed,
reflected in the component weight métrix, is performed with the quadratic assignment analysis (QA).
The results confirm tha the weight matrix describes adequatel y the cognitive components required to

solve the test items.

En los Ultimos afios se ha producido una goroximacion entre la
Psicometriay lainvestigacion cognitiva. La construccion de tests
y €l disefio de items se han visto influenciados por |os nuevos plan-
teamientos cognitivos, dando lugar a lo que se ha dado en llamar
«nueva generacion de tests» (Frederiksen, Mislevy, y Béar, 1993).
El mismo concepto de validez se ha visto modificado y enriqueci-
do. Lanocion tradicional de lavalidez basada en las relaciones del
test con otras medidas se complementara con e concepto de vali-
dez como propiedad fundamentada en la determinacién de los pro-
cesos, estrategias y estructuras de conocimiento implicados en las
respuestas a los items o «representacion del constructo» (Embret-
son, 1983).

Desde esta perspectiva de integracion de las dos disciplinas se
han venido desarrollando una gran cantidad de model os derivados
delaTeoriade Respuesta al item, queincor poran variables de con-
tenido cognitivo en su formulacion, permitiendo asi la cuantifica-
cion del impacto de las mismas en las propiedades psicométricas
de los tests Todos €llos permiten transcender €l mero escalamien-
to de sujetos e itemsahondando al go mésen la natural eza del cons-
tructo medido. Para emplear el término acufiado por Prieto (Rieto
y Delgado, 2000) son model os centrados en | a representacion.

Sin animo de exhaustividad, con el propésito deilustrar lagran
profusion de model os formul ados, distinguiremos cuétro clases de
modelos derivados de la Teoria de Respuesta a Item, relevantes
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paralavalidez, sobre la base de la naturaleza de las aplicaciones a
las que principa mente se han asociado a saber, complejidad delos
factores y disefio de los items, medicién de procesos, identifica-
cion de clases latentes y medicidn del cambio.

Una primera categoria estaria integrada por aquel los model os
basicamente orientadas a determi nar | asfuentes de dificulted delos
ftermms recogiendo el impacto de las caracterigticas de |0s mismos
sobre el procesamiento y sobre las regpuestas. EI modelo | ogistico
lineal de rasgo latente LLTM (Fisher, 1973; 1977) y el modelo lo-
gigtico lineal derasgol atente condas parametros LLTM 2PL (Em-
bretson, 1999) pertenecen aeste grupo. Un segundo grupolo cons-
tituyen | os modelos encami nados a estudiar la descompasicion de
procesos cogniti vos, bien sea utilizando subtareas para medir 10s
componentes como es e caso ded modelo multicomponencid de
rasgo latente, MLTM (Whitely, 1980), e model o general derasgo
laente, GLTM (Embretson, 1984), el modelo MIRID (Butter y De
Boeck, 1998), hien sea incluyendo procedimientos de estimaci on
(Maris, 1995) que permiten prescindir de subtareas, como el mo-
del o general de rasgo latente para procesos encubi ertos GLTM-CP
(Embretson, 1995b). El tercer grupo incluye los modelos que per-
miten la identificacion de clases o grupos de sujetos que difieren,
bien en | as edtrategias de repuesta, bien en | os estados de conoci -
miento; el modelo MIRA (Rost, 1990), el «Rul e Space» (Tatsuoka,
1983), Hybrid (Yamamoto y Gitomer, 1993) y el formulado por
Midlevy y Verhel (1990) se encuentran en esta categoria. Por Ul -
timo se han desarrollado una serie de modelos adecuados para
abordar el tratamiento del cambio. En este grupo se encuadrandos
generaizaciones del LLTM, el modelologistico lineal con supues-
tosrel gjados LL RA (Fisher, 1977; Fisher, 1983) y el LLRA Hibri-
do (Fisher, 1977), el model o multidimensional paraaprendizaje y
cambio, MRML C (Embretson, 1991) y laextens 6n de este tiltimo,
el MRML C+ (Embretson, 19954).
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Cifiéndonos a los model os que permiten establecer un vinculo
entre las caracteristicas del disefio de los items, sus caracteristicas
psicométricasy los atributos cogniti vos objeto de lamedicion, uno
de los primeros en formularse y que ha sido utilizado en un gran
nimero de aplicaciones (Spada y May, 1982; Embretson, 1985;
Spaday McGaw, 1985; Hornke y Habon, 1986; Embretson y Wet-
zel; 1987; Smith, Kramer y Kubiak, 1992; Medina Diaz, 1993;
Real, Olea Ponsoda, Revueltay Abad, 1999) es e modelo logisti-
co lineal de rasgo latente, LLTM (Fisher; 1973, 1977). El LLTM
posibilitard el andlisis del tipo de conocimientos o procesos re-
queridos para resolver los items de un test.

En este trabajo se analizaran los componentes cognitivos im-
plicados en la realizacion de una tarea de adicion y sustraccion de
fracciones y nimeros mixtos mediante e LLTM. La importante
cuestién acerca de la validez de la estructura cognitiva propuesta,
reflgjada en la matriz de pesos de los componentes, que en este
model o se formula aprioristicamente, se abordara mediante el ana-
lisis de asignacién cuadrética (QA) (Hubert y Schultz, 1976; Hu-
bert, Golledge Costanzo, Gale y Halperin, 1984).

LLTM

Desde el punto de vistaformal el LLTM es una extension del
modelo de Rasch (1960) o modelo logistico de un parametro
(RM), en e que se imponen ciertas restricciones lineales alos pa-
rametros de los items. Estas restricciones permitiran la especifi-
cacién de las contribuciones de cada operacién a la dificultad del
item. El modelo LLTM asume que los parametros de dificultad [3;
del model o de Rasch pueden descomponerse en sumas ponderadas
de los parametros bésicos &, formamente:

p
Bi= ) wa+c
; )

Donde,

B; es el pardmetro de dificultad del i-ésimo item en el modelo
de Rasch

oy k=1,..., p, son los parametros basicos del LLTM y corres-
ponden alas dificultades de cada componente k

W, son los pesos dados de los parémetros bésicos o, y repre-
sentan la complejidad correspondiente al item i en el componente
k-ésimo

¢ es una constante de normalizacion

Para cada itemi €l investigador define a priori un vector de pe-
SOS W, = (Wi, Wiz Wy Wi,) donde el elemento k serefiereala
ocurrencia de la operacion k en la respuesta. La matriz formada
por todos los vectores de los items componen la matriz W habi-
tualmente compuesta de unos y ceros, en funcion de la presencia
0 ausencia de una operacién determinada en la resolucién de un
item. A partir de W y de las respuestas de los sujetos, se estima-
rén los vaores de o, que serviran para calcular las dificultades 3
mediante la férmula (1).

Laaplicacion del LLTM requerira de un modelo cognitivo en el
marco del cual se haga posible explicar los requerimientos de pro-
cesamiento de los items responsables de la variabilidad de la difi-
cultad entre los mismos. La adecuacion del LLTM se fundamenta
en laplausibilidad del model o cognitivo, representado formalmen-

teenlamarizW de pesos, indicadores de la carga de dificultad de
cada componente en €l item. La validacion de W es un requeri-
miento previo sin el cua la estimacion de |os parametros no tiene
valor ya que las estimaciones contendran informacién valida sélo
en e caso de que W reflgje fiekmente el modo en que los sujetos
resuelven los items (Fisher, 1995). En definitiva, la adecuacion del
LLTM depende estrechamente de la adecuacion de W (items x
componentes).

Sin embargo, un aspecto problemético sefidlado por Fisher
(1995) es la escasez de procedimientos de que disponemos para
evaluar la matriz de pesos W. La utilizacion de la mera compro-
bacion del gjuste global del modelo mediante el test estadistico ha-
bitualmente utilizado paratal fin, €l test de larazon de verosimili-
tud constituye un enfoque limitado en la evaluacion de su validez.
Es preciso la utilizacién de otros procedi mientos complementarios
encaminados a validar la matriz estructural de los componentes.

En nuestro trabajo este prol ema se abordard medi ante | a aplica-
cion de las técnicas de asgnadon auadrdtica (QA) (Hubert y
Schultz, 1976; Hubert, Gal edge, Costanzo, Gal ey Hal perin, 1984).

Asignacion cuadrética (QA)

El andlisis QA consiste en un conjunto de estrategias inicial -
mente aplicadas al ambito del andlisis espacial aunque posterior-
mente se han extendido a campos tales como la educacién y la so-
ciologia. Medina Diaz (1993) mostr6 su utilidad en el campo dela
validacién de pruebas, aunque no se han realizado ulteriores apli-
caciones en esta direccion, a pesar de haber mostrado a nuestro
juicio su utilidad. Mediante €l andlisis QA se evalliala asociacion
entre dos matrices que contienen algun tipo de medida empiricade
proximidad (correlaciones, distancias, coeficientes de empareja-
miento, etc.) referidas a los mismos pares de elementos. FPor una
lado la matriz «estructural» (C) basada en la hip6tesis de investi-
gador acerca de la organizacion subyacente a los datos, y por otro
lamatriz empirica (Q) que reflejalos parones de respuesta ef ecti-
vamente observados en la muestra.

La similitud estructural entre los mismos se operativiza me-
diante e computo del nimero de componentes que comparten
(Medina Diaz, 1993).

Siendo n & nimero de items del test, la matriz tedrica C,,,es-
taré formada por elementos ¢; que representaran la «proximidad»
entre los itemsi y j y se calcularan en base a ala matriz de pesos
W mediante la expresion,

Gj = Z_ (Wki Wki) (2)

Donde,

Wi Y Wy pesos de |os k-esimos componentes paralos itemsi y
i

m: nimero de componentes

A su vez lamatriz Q,,, contiene informacién empirica basada
en las respuestas de los examinados a cada par de items. Su crea-
cion exige el andlisis minucioso de cada una de las respuestas
dadas por |0s sujetos para determinar |os componentes o reglas de
produccion efectivamente empleadas por cada sujeto y para cada
item. Cada elemento de Q, g, se calculara mediante,
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N m
Qi = dg dg
=2 ;( i) o

Donde,

dy Y dg son los valores de las variables dicotomicas (1,0) aso-
ciadas a cada componente

m: nimero de componentes

N: nimero de sujetos

Como indice de asociacion entre las dos matrices se utilizara el
indice «gamma» de Hubert (Hubert, 1985) que se establece a par-
tir de los productos cruzados de los elementosde Qy C

rQCZZZqJ‘Cﬁ
T

4

Método

En primer lugar trataremos de delimitar |os componentes o pro-
cesos elemental es definitorios de la competencia en el dominio de
las operaciones con fracciones. Una vez propuesto €l modelo cog-
nitivo, sera posible su integracion con el modelo de medida con la
consecuente posibilidad de vincular tanto el logro como las dife-
rencias en la dificultad de | os items a explicaciones sustantivas. Es
decir, se tratard de vincular € contenido del item a los aributos
psicol 6gicos que pretende medir. En funcién de los componentes
se abordara la construccién de una prueba que mida las habilida-
des requeridas. En este sentido seguimos las pautas establecidas
por Embretson (1994) en relacion con el procedimiento requerido
para el desarrollo de los tests.

El proceso de resolucion de latarea de adicion y sustraccion de
fracciones y nimeros mixtos puede representar se como € resulta-
do de la gplicacion de una determinada serie de reglas condiciona
les, siendo cada una de ellas un componente de la habilidad total.
Esta conceptualizacion que postulamos para la definicion y espe-
cificacién de los componentes procede de lainvestigacion cogniti-
va en resolucion de problemas, derivada de los model os computa-
cionales de procesamiento y gorendizaje (Anderson, 1976; Newell
y Simon, 1972; Simon, 1978). En base a un andlisis previo de la
tarea se propondran una serie de reglas u operaciones asumiéndo-
se que cada una de ellas modelara una parte del conocimiento ne-
cesario paralaresolucion de los items.

Con € fin de construir los items del test y teniendo en cuenta
gue para la construccion de una prueba de rendimiento no sélo es
relevante la habilidad a evaluar, sino la poblacién potencialmente
destinataria de la misma y su nivel instruccional, recurrimos al
andlisis sistematico del proceso de resolucion de la adicion y sus-
traccién de fracciones y ndmeros mixtos (Tatsuoka, Birenbaum,
Yamamoto, y Dowd, 1984), asi como alainf ormacion procedente
de |as entrevistas a profesores de mateméticas de E.S.O. y alare-
vision de diferentes maeriales curriculares (Vicens Vives, 1997;
Erein, 1995).

A partir de este andlisis se establecieron siete reglas de produc-
cién, cada una de las cuales contendra parte del conocimiento ne-
cesario pararesolver este tipo de problemas. La especificacion de
cada unade ellas gparece en latebla 1.

En razén de las reglas de produccién establecidas se construy6
un test compuesto por 21 items de respuesta dicotémica. Los items
incluidos en la prueba demandan dif erentes combinaciones de los
componentes cognitivos modelizados por las siete reglas de pro-
duccidn establecidas. En la tebla siguiente se presenta el nimero
de item, su enunciado y una secuencia de unosy ceros, que repre-
sentan el requerimiento (1) o no requerimiento (O) de cada una de
las reglas de produccion.

Muestra

Segun la actual programaci 6n de contenidos didacticos a lo
largo del ciclo educativo laingruccion en las operaciones con
fracciones y nimeros mixtos tiene lugar entre los cursos de
primero, segundo y tercero de Educacién Secundaria Obliga
toria (E.S.O.) por lo que la muestra fue seleccionada entre
aumnos de dichos cursos La componen 771 sujetos con eda
des comprendidas entre los 10 y 12 afios pertenecientesa cin-
co centros educativos de la Comunidad Auténoma Vasca que
accedieron a colaborar con e egudio. El 55,5% son nifiosy el
44,5% nifias.

Ademés de pedir alos sujetos que cumplimentaran las hojas
de regpuedta estandarizadas = les licit6é que desarrollaran su
procedi miento de soucidon completo en hojas aparte. La elec-
cion de edaestrategiase dehi6 a interés en obtener informacién
cualitativa pormenori zada acerca de la resolucién de las tareas
propuestas

Resultados
Descriptivos y fiabilidad

La tabla 3 muestra las medias aritméticas y varianzas por cur-
sosy lamediay varianza total.

Tabla 1
Reglas de produccién

1. Sl las dos fracciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen denominadores diferentes y pri-
mos entre si, ENTONCES se nulltiplican los denominadores para obtener el denomi-
nador del resultado y se multiplica cada numerador por el denominador delaotrafrac
cion bf / cf £ ce/ cf

2. Sl las dos fracciones bic, e/f a sumar (restar) tienen los denominadores diferentes y
uno deellos (c) esmltiplo del otro (f) ENTONCES“c” se establece como comin de
nominador, se divide c entref y el resultado se multiplica por e numerador del segun-
do dejando invarigble el numerador del primero.

3. Sl las dos fracciones b/c, e/f a sumar (restar) tienen los denominadores diferentes no
primos entre si y con minimo comdn mdiltiplo no coincidente con ninguno de ellos,
ENTONCES se establece el comin denominador a partir del minimo comdn mdltiplo
(m), se ef ectliam/cxb y m/fxe

4. Sl uno de los componentes de la suma (resta) es un niimeros mixto a (b/c), ENTON-
CES se convierte en fraccion impropia multiplicando la parte entera por e denomina
dor de la parte fraccionaria'y sumando el resultado a numerador (axc)+b . El deno-
minador no varia

5. Sl lafraccion resultado de la sumalresta es simplificable ENTONCES se reduce divi-
diendo numerador y denominador por el méximo comin divisor (d);(r/d)/(s/d)

6. Sl lafraccion resultado dela sumalresta esimpropia, ENTONCES se convierte en ni
mero mixto dividiendo el numerador entre el denominador, dejando el cociente como
parte enteray el resto entre el denominador como parte fraccionaria.

7. Sl las dos fracciones bic, e/f asumar (restar) tienen el mismo denominador (c=f) EN-
TONCES se suman/restan los numeradores para obtener € numerador del resultado.
El denominador del resultado es igual a denominador de cualquiera de los dos su-

mandos. (b+e)/c(f)
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Lafiabilidad de la prueba estimada mediante el coeficiente alp-
ha de Cronbach arroj6 un valor de 0,884. La media del indice de

Tabla 2
Reglas de produccion requeridas para la resolucion de los items del test de
fracciones
Reglas de Produccion
Item 1 2 3 4 5 6 7
21,31 1 1 1 0 0 1 0 1
2 '3
2_2 2 0 0 0 1 0 1 1
6 10
1,2 3 1 0 0 0 0 0 1
3 3
5.4 4, 1 0 0 0 0 1 1
8 8
3.2 5 0 1 0 0 o0 0 1
5 7
3351 6 1 o 1 0o 1 0o 1
2 %8
36,4 7 1 0 0 0 1 1 1
8
33_4 8 1 0 1 0o 1 1 1
6 12
21,45 9. 1 0 1 0 1 0 1
3 76
3.1 0. 0 0 1 0 0 0 1
7 8
33,1 11 0 0 0 1 0 1
5 “5
4 2
2,42 2 1 0 1 0 1 1 1
ST
2.2 B0 0 0 1 0 1 1
6 8
1,5 41 0 1 0 0 0 1
3 6
3_4 .0 0 1 0 0 1 1
6 12
4,2 6. 0 0 1 0 0 1 1
6 12
6 4 17. 0 0 0 0 0 1 1
8 8
1.2 18. 0 1 0 0 0 0 1
3 7
1.2 19 1 1 0 0 1 0 1
1.,2 .
33717
3_1 20. 0 0 0 0 0 0 1
5 5
28,54 2. 1 0 0 0 1 1 1
8 “8

dificultad de los items (p) fue de 0,64 y la media de las correla-
ciones biseriales-puntuales (T,,) resultd ser igual a0,54.

Unidimensionalidad

El andlisis paramétrico de la unidimensionalidad se lleva a ca-
bo mediante un andlisis de componentes principales a partir de la
matriz de correlaciones tetracdricas. Se obtiene como resultado un
valor propio de 9,79 que explica e 46,60% de la varianza.

Se gplica asimismo el procedimiento DIMTEST para la eva
luacion de la unidimensionalidad esencial (Nandakumar y Stout,
1993; Stout, 1987). Los resultados se recogen en la tabla 4. La
prueba supera el criterio propuesto por Stout aceptandose en con-
secuencia la hipétesis de unidimensionalidad.

\alidacion

En la tabla5 se muestran | as matri aes C (valores por debajo de
ladiagonal) y Q (valores por encima de ladiagonal ). Sus elementos
nlos valores reaultantes de la glicacion delas formulas 2y 3.

Parallevar a cabo el andlisis QA, se utilizo larutina QAP im-
plementada en el software de andlisis de redes UCINET IV (Bor-
getti, Everett y Freeman, 1992).

L os estadisticos descriptivos de las matrices Q y C se muestran
en latablasiguiente

Los elementosde Q varian entre Oy 189. Lamediafue de 43,34
con una desviacion estandar de 43,21. Los valores de los elemen-
tos de C varian entre 0 y 4 e indican el nimero de reglas de pro-
duccion requeridas para resolver cada par de items.

El indice gamma de Hubert arroj6 un valor de 31,992.

La significacion de o puede establecerse asumiendo bajo la
hipotesis nula que las filas y las columnas de las matrices estan
emparejadas entre si a azar (Baker y Hubert, 1977). Si se obtu-
vieran todas las permutaciones posibles entre elementos de filas y
columnas, un nivel de significacion para el indice observado I oc
seria simplemente la proporcién de indices tanto 0 mas extremos
quel oc. Enlapréctica, sin embargo, la significacion se establece
mediante procedimientos Montecarlo debido a la impractibilidad
de una prueba exacta a partir de todas |las permutaciones posibles
(Cliff y Ord, 1981).

Lasignificacion de este indice se comprueba mediante 10.000
simulaciones en las que se permutan aleatoriamente lasfilasy co-
lumnas de lamatriz C. Entre las 10.000 simulaciones no se obtu-
vo ningun indice igual o mayor que e observado, por lo que la

Tabla 3
Medias aritméticas y varianzas por cursos

1°E.SO. ) 2ES.O. ) FESO. , TOTAL ,
x g x s x £ x4

138 26,1 141 321 130 254 135 21,2

Tabla 4
Evaluacion de la unidimensionaidad esencial

T CONSERVADOR T POTENTE
T1 T2 T p Tl T2 T p

187104 312166 -0,8843 081174 234268 367934 -09452 082771
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Tabla5
Datos de proximidad, matriz empiricay matriz estructura
Item

Item 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

1 0 20 53 53 68 96 93 98 97 10 97 97 17 39 0 3 2 68 156 0 90

2 0 0 3 3 18 4 35 3 2 2 38 98 3 43 6 4 18 20 0 36

3 1 0 0 53 3 42 38 43 44 3 49 49 2 41 0 0 0 3 42 0 41

4 1 1 1 0 1 39 88 T 41 1 4 78 46 37 45 47 45 2 38 0 76

5 1 0 0 0 0 4 1 5 4 1 2 5 13 7 2 3 0 71 71 0 1

6 2 0 1 1 0 0 94 158 154 64 90 154 10 92 67 71 4 6 87 0 87

7 2 1 1 2 0 2 0 133 93 2 95 126 49 32 50 53 49 3 91 0 130

8 2 1 1 2 0 3 3 0 163 63 98 189 45 97 104 110 40 7 95 0 127

9 2 0 1 1 0 3 2 3 0 65 98 158 8 99 64 68 1 4 95 0 91
10 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2 62 6 64 59 62 0 8 10 0 1
1 2 0 1 1 0 2 2 2 2 0 0 101 3 38 1 1 1 4 95 0 95
12 2 1 1 2 0 3 3 4 3 1 2 0 43 97 99 104 37 7 92 0 122
13 0 2 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 8 52 54 47 1 17 0 42
14 1 0 1 1 0 2 1 2 2 1 1 2 0 0 60 63 0 6 39 0 34
15 1 0 0 1 0 2 1 2 2 1 1 2 0 2 0 119 47 2 2 0 40
16 0 1 0 1 0 1 1 2 1 1 0 2 1 1 1 0 51 3 3 0 42
17 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 43
18 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 71 0 3
19 3 0 0 1 1 2 2 2 2 0 2 2 0 1 1 0 0 1 0 0 93
20 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 2 1 1 2 0 2 3 3 2 0 2 3 1 1 1 1 1 0 2 0 0

asociacion entre las dos matrices es atamente significativa
(p<0,0001).

Evaluacion del cumplimiento de los supuestos del modelo

Laadecuacién de un modelo logistico lineal exige en primer lu-
gar laaplicabilidad del modelo de Rasch alos daos. Con el fin de
garantizarlo se realizan una serie de compr obaciones previas que,
siguiendo las pautas de (Hambleton, Swaminathan, y Rogers,
1991), examinaran la validez de los supuestos asi como el cumpli-
miento de las propiedades esperadas.

La comparacion de la distribucion observada del nimero de
aciertosen|os 4 itemsmasdificilestomando el grupo de sj etos por
debaj o del percentil 20, con ladigribucion de frecuencias esperadas

Tabla 6
Estadisticos descriptivos de las marices Qy C

MATRIZ Q MATRIZ C
X= 43,34 X= 088
S=4321 S=093
Min= 0,00 Min= 0,00

Méx= 189,00 Méx= 4,00

Tabla 7
Estimacion de los pardmetros béasicos del LLTM

Componente a Error estandar Valor z
1 01173 0,0719 1,6322
2. 0,7299 0,0484 15,0713
3. 1,2292 0,0808 15,2123
4. 1,0990 0,0647 16,9952
5. 0,7028 0,0488 14,3982
6. 0,7591 0,0705 10,7699

en base aladi gribuci 6n binomid (n=4, = 0,33) arrgjaunval or del
edadistico J cuadrado de 116,83 (p<0,000) por lo que s rechazala
hipétess de eleccion deatoriade las atematives de repuesta.

El grado de asociacion linea entre las estimaciones obtenidas
en los dos subgrupos de sujetos (habilidad alta/habilidad baja) uti-
lizando la mediana como punto de corte se traduce en un coefi-
ciente de comelacion de 0,91 resultado que en principio parece
apoyar €l cumplimiento de invarianza de los parametros de difi-
cultad (Gréfico 1).

Por ultimo, el rango de la distribucion de los indices de corre-
lacién biserial puntual es de 0,35 siendo su coeficiente de varia-
cién de 0,19.

Una vez gjustado el modelo de Rasch y estimados los parame-
tros de dificultad se obtuvieron valores de Ji cuadrado significati-
vos para 7 items (a= 0,01).

o
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Gréfico 1 Reladon lineal entrelas estimadones dedi ficultad en d nodelo
de Rasch basados en dos grupos de sujetos en funcion de su rendimiento
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Aplicacion del modelo LLTM

El modelo logistico lineal es desde el punto de vistaformal mas
genera que el modelo de Rasch, reduciéndose éste a un caso par-
ticular de aquél en el que la matriz de pesos es una matriz identi-
dad. Sin embargo desde el punto de vista de su aplicabilidad esun
model o mas «exigentex» estableciendo ciertas restricciones lineales
alos parametros de los items, siendo éstas las que per miten la es-
pecificacion de las contribuciones de cada operacién a la dificul -
tad del item.

Las estimaciones de los pardmetros bésicos para cada compo-
nente (G)), sus respectivos errores estandares y valores z obtenidos
mediante el programa LPCM-Win 1.0 (Fisher y Ponocny-Seliger,
1998) gparecen en latabla 7. Es preciso sefidlar en este punto que
el componente de dificultad asociado con la regla de produccion
referida a la sumalresta de fracciones con el mismo denominador
(regla 7) esta presente en todos los items de la prueba por lo que
en la préctica son seis las columnas de la matriz de pesos.

Los componentes son todos significativos, excepto €l primero
quereflejaladificultad més bagja. Los errores estdndares son de es-
casa magnitud. La media de las esimaciones de los parametros
basicos es de 0,77 con una desviacion tipica de 0,39. Los valores
oscilan entre 0,1173 y 1,2292 . Este Ultimo valor que reflgja €
componente mas dificil, corresponde a la regla de produccion im-
plicada en la adicion/sustraccion de fracciones en el caso de deno-
minadores distintos, no primos entre si y con minimo comdn mal-
tiplo diferente a ambos. La complejidad de la regla, que exige la
descomposicion en factores primos, puede ser larazon de esta di-
ficultad.

El cuarto componente, relativo a la transformacién de un nua-
mero mixto en una fraccién impropia, muestra también una difi-
cultad relaivamente alta (6= 1,0990) que curiosamente difiere no-
tablemente del grado de dificultad correspondiente a la regla sex-
ta (&= 0,7591) la cual requiere también del (re)conocimiento de
los nimeros mixtos pero implicando la conversion inversa. Una
posible explicacién seria la presencia de un fenébmeno de interfe-
rencia o confusién en algunos sujetos, entre un nimero mixto y la
operacion de multiplicacion entre un nimero entero y una frac-
cién. Laambigiiedad de la notacion favoreceriala probabilidad de
aparicion de este error (Tatsuoka et al., 1984).

Unavez obtenidas las estimaciones, € gjuste del modelo logis-
tico lineal se pone a prueba en primer lugar por € grado de rela-
cion lineal entre los parametros estimados sobre la base del mode-
lo de Rasch y los parédmetros estimados sobre la base del modelo
LLTM. El coeficiente de correlacion entre ambas series es de
0,9028. En segundo lugar, €l test estadistico de Andersen (Ander-
sen, 1973) permitira el contraste entre la hipotesis nulade gjuste a
modelo logistico lineal, frente a la hipétesis alterna de gjuste al
modelo de Rasch. El valor X2 del estadistico obtenido por la fér-
mula para nuestros datos es de 541,6 siendo por o tanto significa-
tivo (X142= 23,6735, p<0,05) y en consecuencia se rechazarq Ho
concluyendo en aceptar el modelo de Rasch sin que se proporcio-
nejustificacion estadisticapara utilizar el LLTM en lugar de aquél.

Discusion

Los resultados de este trabajo muestran una doble vertiente;
Por un lado, €l estudio de validacion readlizado através del andlisis
de asignacion cuadrética ofrece resultados altamente satisfacto-
rios; La correspondencia entre las dos marices, empiricay teori-

ca, sugieren que los sujetos emplean las operaciones definidas en
el marco del LLTM.

Sin embargo los resultados referidos al estricto gjuste estadisti -
co del modelo distan de ser concluyentes. Aun existiendo un alto
grado de correlacion entre las dificultades pronosticadas por €l
modelo de Rasch y las obtenidas por € LLTM sin embargo el es-
tadistico Ji cuadrado de larazon de verosimilitud no avala un buen
ajuste. Hegamos notar no obstante que tal y como reconoce el mis-
mo Fisher (1995) en la gran parte de las aplicaciones se obtienen
resultados signif icativos de Ji cuadrado conducentes a rechazo del
modelo (Medina Diaz, 1993; Real, Olea, Ponsoda, Revuelta, y
Abad, 1999). Basar laadecuacion del model o tnicamente en dicho
indice puede resultar arriesgado, de ahi el valor de procedimientos
complementarios como el desarrollado en este trabajo, encamina-
dos avalidar la matriz estructural de componentes.

Por otro lado €l ajuge de los datos al modelo de Rasch no ha
resultado 6ptimo. Aunque los resultados de | as pruebas estadis-
ti cas encaminadas acomprobar el supuesto de ausenciade azary
la propiedad de invarianza han dado resultados postivos, no se
puede odbviar € relativamente alto por centaje de items desaj us-
tados, aunque habria que consderar en ese punto la inestabili-
dad del indice Ji cuadrado sefialada por diversos autores (Em-
bretson y Reise, 2000; Mislevy y Bock, 1990; Sudrez y Martinez,
2000).

Un aspecto que consideramos interesante paratratar en futuros
trabajos es €l de la comparacién de diferentes modos de cuantifi-
cacion de los pesos; En este trabajo se ha tenido en cuentala pre-
sencia/ausencia de una regla u operacion en la resolucion de un
item. Un procedimiento alternativo consistiria en la consideracion
de la frecuencia con que la aplicacién de dicha regla tiene lugar.
Por otro lado se podrian considerar también operativizaciones di-
ferentes de la similitud estructural entre los items a la utilizada
aqui (nimero de reglas comunes).

Por dltimo aventuramos la hipdtesis de que un modelo menos
restrictivo que € de Rasch, que aline la inclusién de pardmetros
adicionales con la posibilidad de descomposicion de la dificultad
en términos de las oper aciones cognitivas podria adecuarse mejor
a los datos (Embretson, 1999). Recordemos en este punto que la
variabilidad de los parametros de discriminaci6n apuntan a un mo-
delo queincorpore el parametro de discriminacion como alternati-
va adecuada.

En cualquier caso los resultados del estudio muestran que e
proceso por €l cua los sujetos resuelven la tarea de adicion/sus-
traccién de fracciones y ndmeros mixtos puede representar se vali-
damente. Ahora bien, el modo de resolucién no es independiente
de los algoritmos y métodos ensefiados ef ectivamente en el aula,
por lo tanto, somos cautos ante la generalizacion de resultados sin
un andlisis previo de los procedimientos instruccionales.

Desde el punto de vista didéctico, teniendo en cuenta que cada
regla representa un fragmento significaivo del proceso de solu-
cién total del problema, la informacion acerca de las dificultades
relaivas de las reglas permitira identificar las areas que requieren
unamayor atencion y refuerzo. Si bien es cierto que la competen-
ciaen e dominio de las fracciones es de carcter multidimensio-
nal, conceptual, factual y algoritmico o procedimental (English'y
Halford, 1995), es indudable que a esta Ultima dimension se le
concede gran atencion en el desarrollo curricular.

Para finalizar sefialemos que, ademés de lacuantificacion de
las difi cultadesrel ativasde cadaregl a obtenidas mediante el mo-
delo podrian utilizarse para desarrdllar items con dificultades
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predeterminadas y en Ultimo término, desarrollando €l al goritmo
generativo adecuado, podrian incorporarse a un ssema de Ge-
neraciéon Automética de Items (GAI) (ver Revueltay Ponsoda,
1999).
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