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Introducción

En esta memoria nos referiremos a C(X) como el conjunto de todas las fun-
ciones valoradas en R que son continuas en cada punto de un espacio topológico
completamente regular X (que supondremos Hausdorff a lo largo de toda la
introducción). En ella se dan soluciones parciales al clásico problema de la
caracterización algebraico-topológica de C(X). Las herramientas básicas uti-
lizadas son: diversos tópicos de la teoŕıa de las estructuras algebraicas or-
denadas, en concreto de los espacios de Riesz y las f -álgebras; la teoŕıa de
la dualidad en espacios localmente convexos; la teoŕıa de las álgebras local-
mente m-convexas, en particular, la extensión a las mismas de los resultados
de Gelfand sobre álgebras de Banach.

Las operaciones usuales de suma y producto de funciones, definidas punto
a punto, dotan a C(X) de estructura de R-álgebra. Asimismo el orden usual
de R induce en C(X) un orden arquimediano compatible con las operaciones
anteriores, a saber: f ≤ g si y sólo si f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X. Es obvio
que respecto a este orden C(X) es un ret́ıculo.

En esta memoria llamaremos ret́ıculo vectorial (ó espacio de Riesz), l-
grupo, l-anillo, l-álgebra, . . . , a un espacio vectorial real, grupo, anillo, R-
álgebra, . . . , dotado de un orden respecto al cual tiene estructura de ret́ıculo,
y que además es compatible con las operaciones. Un morfismo de ret́ıculos
vectoriales, l-grupo, etc., será una aplicación lineal, morfismo de grupos, etc.,
que conserve los supremos e ı́nfimos finitos.

Con el fin de hacer un análisis sistemático sobre la caracterización de C(X)
quizás convenga distinguir el problema algebraico del problema algebraico-
topológico.

Caracterización algebraica de C(X)

Abreviadamente el problema algebraico puede plantearse como sigue: en
primer lugar nos interesamos en una parte de la rica estructura algebraica
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ii Introducción

de C(X), para fijar ideas, por ejemplo en la de anillo, y a continuación nos
preguntamos por las propiedades internas (que se expresen en términos de la
estructura de anillo) que deberá tener un anillo para ser isomorfo a un anillo
de la forma C(X) para algún espacio topológico X que sea compacto, Lindelöf,
. . . , ó, con toda generalidad, completamente regular. De los diversos proble-
mas que encierra el enunciado anterior, los que pueden considerarse resueltos,
ó con una solución más satisfactoria desde el punto de vista matemático, son
los que corresponden a X compacto. En este caso, nosotros destacaremos la
caracterización dada por Yosida en 1942 [72] de C(X) como ret́ıculo vector-
ial (espacio de Riesz) arquimediano: un ret́ıculo vectorial arquimediano E es
l-isomorfo a C(X) para algún espacio compacto X si y sólo si es E uniforme-
mente cerrado y existe 0 ≤ e ∈ E tal que E = {x : |x| ≤ ne para algún n ∈ N}
(se dice entonces que e es una unidad fuerte de orden) (véase Teorema 1.2.10
en esta memoria ó [43, Section 45]). Sin pretender ser exhaustivos, podemos
citar también la de Ky Fan en 1949 [17] como grupo ordenado, la de Kohls en
1957 [41] como anillo, la de Henriksen-Johnson en 1961 [31] como Φ-álgebra,
etc.

Para X no compacto, la más celebrada de las caracterizaciones ha sido,
sin duda, la de Henriksen-Johnson de 1961 [31] para X un espacio de Lindelöf.
La estructura con la que ellos trabajan es la de Φ-álgebra, un tipo especial de
l-álgebras arquimedianas de las que C(X) es el mejor ejemplo. El enunciado
preciso de su resultado, en la versión muy mejorada de Plank [57], es el sigu-
iente: una Φ-álgebra A uniformemente cerrada y cerrada por inversión es
l-isomorfa a C(X) para algún espacio topológico Lindelöf X, si y sólo si, todo
ideal propio uniformemente cerrado de A es intersección de ideales maximales
reales (véase Teorema 2.3.16).

Las soluciones dadas al problema algebráico en el caso general, es decir
la caracterización de C(X) para X un espacio completamente regular, son
más escasas. La primera, como anillo y como anillo ordenado, fue obtenida
por Anderson y Blair en 1959 [2]. Pero esta caracterización ha sido tildada
como de naturaleza externa, en el sentido de necesitar examinar, en cada
caso, un gran número de extensiones del anillo para saber si éste es ó no un
C(X). Caracterizaciones externas de C(X) como l-grupo, también en el caso
general, han sido dadas en 1982 por Anderson (M) y Conrad [3]. En cuanto a
caracterizaciones internas nosotros sólo conocemos dos, la de Anderson (F.W)
de 1962 [1] y la de Jensen de 1969 [35], que refina la anterior. La cŕıtica
matemática sobre ellas no ha sido demasiado buena, pues éstas se expresan
en términos poco manejables; de hecho Hager en 1976 [28] sigue buscando
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(sin conseguirlo) una solución más agradable al problema, y aún en 1997
Henriksen considera un problema abierto la caracterización de C(X) para X
completamente regular, dentro de la clase de las Φ-álgebras [30].

El método de trabajo en las diversas caracterizaciones no vaŕıa esencial-
mente. Puede dividirse en tres partes diferenciadas: dado A (anillo, ret́ıculo
vectorial, Φ-álgebra, . . . ) se trataŕıa de:

1. Investigar condiciones que permitan considerar A como un subconjunto
(subanillo, subret́ıculo, Φ-álgebra, . . . ) de C(S), donde S es un conjunto
de morfismos de A en R, dotado de la topoloǵıa de subespacio de RA.
Con otras palabras que el morfismo natural A → C(S) que lleva cada
punto a ∈ A a la función a ∈ C(S) definida como a(ω) = ω(a) sea
inyectivo.

2. Considerar una topoloǵıa asociada de manera natural a la estructura
con la que se está trabajando (anillo, ret́ıculo vectorial, Φ-álgebra, . . . ),
que haga continuas las operaciones de esa estructura y un teorema de
densidad en C(X) relativo a esa topoloǵıa.

3. Establecer condiciones internas sobre A tales que: i) A sea completo
respecto a la uniformidad dada por la topoloǵıa anterior; ii) la topoloǵıa
de A coincida con la de subespacio inducida por C(S); iii) A sea denso
en C(S).

Obviamente de esto resultará que A es un anillo, ret́ıculo vectorial, Φ-
álgebra, . . . isomorfo a C(S).

En la caracterización de Yosida de C(X) para X compacto, si E es un
ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad fuerte e, S es la familia de todos
los morfismos de ret́ıculos vectoriales de E en R que aplican e en 1. Se tiene
entonces, sin necesidad de hipótesis adicionales, que S es un espacio compacto
no vaćıo (Proposición 1.2.4) y la representación E → C(S) es inyectiva. La
topoloǵıa que se usa es la de la convergencia uniforme, que viene dada por
la norma ‖x‖e = inf{λ ∈ R+ : |x| ≤ λe}, y el teorema de densidad el de
Stone-Weierstrass. Para que E sea isomorfo a C(S) es condición necesaria y
suficiente que E sea completo, es decir uniformemente cerrado.

En la caracterización de Anderson de C(X) para X completamente regular,
se parte de un anillo A al que se supone semisimple, es decir que existe un
conjunto S de morfismo de anillos de A en R que aplican 1 en 1 tal que la
representación A → C(S) es inyectiva. Anderson considera en A la topoloǵıa
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inicial de la m-topoloǵıa del anillo Â que representa a A en C(S) y establece
un teorema de m-densidad en C(X). Entonces impone a A tres condiciones
de enunciado bastante antipático: i) que sea normal; ii) que sea σ∗-regular;
iii) que sea completa. A partir de ellas consigue probar que Â es m-denso
en C(S) y que la m-topoloǵıa en Â es justamente la topoloǵıa de subespacio
de C(S). La completitud de A da ya la igualdad A = C(S). Observemos
que, respecto a la m-topoloǵıa, C(X) tiene estructura de anillo topológico
completo, cualquiera que sea el espacio completamente regular X, por eso la
condición A completo no impone ninguna restricción a la topoloǵıa de X.

Jensen caracteriza C(X) como Φ-álgebra. Para una Φ-álgebra A, considera
el conjunto S de todos los morfismos de l-álgebra de A en R que aplican 1 en 1
y entonces: i) supone que A → C(S) es inyectiva; ii) considera sobre A y C(S)
la topoloǵıa de la convergencia uniforme (es obvio que si A y B son Φ-álgebras
y A ⊆ B entonces la topoloǵıa de la convergencia uniforme de B induce en
A la topoloǵıa de la convergencia uniforme de A); iii) supone también que A
es completa (uniformemente cerrada) y cerrada por inversión e impone una
condición, que se expresa en términos de los ideales de A, que implica que
A S1-separa ceros disjuntos de S . De esto último se deduce, aplicando el
teorema de densidad uniforme de Hewitt [32], que Â es uniformemente denso
en C∗(S). De las demás condiciones se obtiene entonces la igualdad A = C(S).

Aunque el objetivo fundamental de esta memoria es la caracterización de
C(X) como álgebra topológica ordenada en ciertos casos particulares, que más
adelante comentaremos, nosotros hemos obtenido también dos nuevas solu-
ciones al problema de la caracterización algebraica de C(X) como Φ-álgebra.
Son soluciones parciales, puesto que no resuelven el caso general en que X es
un espacio completamente regular arbitrario, pero que se expresan en términos
muy simples.

En la primera de ellas caracterizaremos C(X) para X un kr-espacio real-
compacto. Supuesto que A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, S será
el conjunto todos los morfismos de l-álgebra de A en R que aplican 1 en 1.
Siguiendo el esquema habitual, consideraremos en A la topoloǵıa del orden
τo, es decir la topoloǵıa localmente convexa más fina que hace acotados a
los intervalos cerrados, y el teorema de densidad que utilizaremos en nuestra
argumentación será el de Stone-Weierstrass. Observemos que si X es real-
compacto la topoloǵıa del orden sobre C(X) coincide con la topoloǵıa de la
convergencia compacta (Corolario 4.3.14). Utilizaremos la notación Ck(X)
para referirnos a C(X) dotado de la topoloǵıa de la convergencia compacta.
Nosotros probaremos que si (A, τo) es un álgebra localmente m-convexa y
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completa (equivalentemente, cerrada por inversion y completa) entonces S es
un kr-espacio realcompacto y A es l-isomorfa a C(S). El rećıproco es conocido
(Teorema 3.3.16).

También caracterizaremos algebraicamente C(X) para X un espacio nor-
mal y realcompacto. Dada una Φ-álgebra uniformemente cerrada A, se pro-
cede como antes, sólo que ahora para probar que (A, τo) = Ck(S) se aprovecha
el resultado, ya citado antes, que dice: Si B ⊆ C(X) es un álgebra unitaria,
uniformemente cerrada y cerrada por inversión (en C(X)) que S1-separa cer-
rados disjuntos, entonces B = C(X). Nosotros probamos que si i) (A, τo) es
localmente m-convexo y Hausdorff, ii) en (A, τo) no existen ideales principales
propios y densos, y iii) en (A, τo) no existen dos ideales cerrados cuya suma
sea propia y densa, entonces S es un espacio normal y realcompacto, y A es
l-isomorfa a C(S). Rećıprocamente si X es un espacio normal y realcompacto
entonces Ck(X) = (C(X), τo) satisface las tres condiciones anteriores. Además
las condiciones i) y ii) pueden sustituirse por la condición A es cerrada por
inversión en C(S).

Se pueden poner ejemplos de espacios realcompactos que son normales,
que no son kr-espacios (ni de Lindelöf): por ejemplo sea Y un conjunto de
cardinal 2c y X = Y ∪{ω} (ω 6∈ Y ) con la topoloǵıa que tiene por abiertos a los
subconjuntos de Y y a los conjuntos que contienen a ω cuyo complementario
es de cardinal a lo sumo c.

También existen espacios realcompactos que son kr-espacios no normales
(ni de Lindelöf) (véase [25, Ejemplo 3K]).

Caracterización algebraico-topológica de C(X)

Las dos caracterizaciones algebraicas que acabamos de comentar no son
más que casos particulares de la solución que nosotros hemos encontrado al
problema de la caracterización algebraica-topológica de C(X).

Sobre C(X) pueden definirse muchas topoloǵıas compatibles, según los
casos, con algunas de las operaciones ah́ı definidas. Nos hemos referido ya a la
m-topoloǵıa, que dota a C(X) de estructura de anillo topológico; a la topoloǵıa
de la convergencia uniforme, para la que C(X) es un l-grupo topológico y
también a la topoloǵıa de la convergencia compacta para la que es un álgebra
topológica.

El problema de la caracterización algebraico-topológica de C(X) puede
enunciarse de forma análoga a como hicimos para el algebraico: ¿cuáles son
los anillos topológicos, álgebras topológicas, l-álgebras topológicas, . . . que
son isomorfos y homeomorfos a algún C(X) dotado de una topoloǵıa conc-
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reta? Como antes, el caso general del problema será para X un espacio com-
pletamente regular y aspecto parciales del mismo se corresponderán con las
diversas topoloǵıas que se consideren en X.

La primera caracterización de este tipo fue la obtenida por Gelfand en
1941 para álgebras de Banach complejas (véase [23]). La versión de ésta para
álgebras de Banach reales es la siguiente:

Un álgebra de Banach real A es linealmente isométrica a algún álgebra del
tipo C(X) para X compacto, respecto a la norma ‖f‖∞ = max{|f(t)| : t ∈ X},
si y sólo si

(i) A es estrictamente real, i.e., 1 + a2 es invertible para todo a ∈ A.

(ii) ‖a2‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A.

Arens en 1952 [6] generaliza el resultado de Gelfand, caracterizando las
álgebras topológicas que son isomorfas y homeomorfas a Ck(X) para X lo-
calmente compacto y paracompacto. También Michael en 1952 en su famosa
memoria sobre las álgebras localmente m-convexas (introducidas por Arens
en 1946 [4]), da una condición para que un álgebra localmente m-convexa sea
isomorfa y homeomorfa a algún C(X), respecto a una topoloǵıa τM más débil,
en general, que la de la convergencia compacta. Dicho resultado fue mejorado
posteriormente por Morris y Wubert en 1965 [50]. Ellos caracterizan C(X),
respecto a la topoloǵıa τM de Michael, como un álgebra localmente m-convexa
estrictamente real y completa cuya topoloǵıa está determinada por una familia
de m-seminormas {qi} con la propiedad qi(a2) = qi(a)2 para todo a. Dada
un álgebra A en estas condiciones, ellos obtienen su resultado por aplicación
del teorema de Gelfand a la complección del álgebra normada Aqi = A/Nqi ,
donde Nqi = {a ∈ A : qi(a) = 0}.

De nuevo en este problema, nuestro punto de partida serán las álgebras or-
denadas, en concreto las Φ-álgebras uniformemente cerradas, marcando pues
una diferencia con respecto a las caracterizaciones anteriores. Nosotros car-
acterizaremos, en dos casos particulares, Ck(X) como Φ-álgebra localmente
m-convexa. El esquema de trabajo es idéntico al ya señalado en el caso
algebraico. Ahora, dada una Φ-álgebra localmente m-convexa A tomamos
S = Spect A, donde Spect A es el conjunto de todos los morfismos contin-
uos de álgebras de A en R dotado de la topoloǵıa débil evidente; el espacio
topológico Spect A se denomina espectro topológico de A.

En la primera de ellas supondremos que X es un kr-espacio realcompacto.
El motivo de elegir una topoloǵıa con estas propiedades es que en este primer
caso caracterizaremos Ck(X) cuando este álgebra topológica es completa y
además su topoloǵıa coincide con la del orden, y esto sucede justamente
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cuando X es de ese tipo (véanse [15, p. 117] y [18]). Precisamente por esto, en
este caso, una parte del problema consiste en caracterizar la topoloǵıa del or-
den, es decir en establecer condiciones para determinar τo entre las topoloǵıas
τ que dotan a A de espacio localmente convexo y completo. A este respecto, se
tiene que τ = τo si y sólo si (A, τ) es bornológico y completo y cada intervalo
cerrado respecto al orden es τ -acotado (véase Schaefer [64]).

Supuesto ya que τ = τo, lo que que queda del problema ya ha sido consid-
erado, se trata de la primera de las dos caracterización algebraica, que antes
comentábamos.

Para la segunda caracterización de Ck(X) que presentamos en esta memo-
ria supondremos que X es un espacio normal. Dada una Φ-álgebra uniforme-
mente cerrada A y una topoloǵıa τ sobre A localmente m-convexa, la con-
strucción del isomorfismo y el homeomorfismo entre A y Ck(X), v́ıa la repre-
sentación (A, τ) → Ck(X), se basa esencialmente en un resultado de Requejo
[61]. En ese trabajo se caracteriza la topoloǵıa τk de la convergencia com-
pacta de C(X) para X normal. Es bien conocido que, si X es un espacio
completamente regular, existe una biyección entre los cerrados de X y los
ideales cerrados de Ck(X) (Morris y Wulbert [50]); Requejo demuestra que si
X es un espacio normal y τ es una topoloǵıa localmente m-convexa y Haus-
dorff sobre C(X), para la que se da tal biyección, entonces τ ≤ τk; él prueba
también que la desigualdad contraria τk ≤ τ es cierta si y sólo si el conjunto
{f ∈ C(K) : 0 6∈ f(K)} es τ -abierto para todo compacto K de X.

Nosotros hemos probado que, más generalmente, si (A, τ) es un álgebra
localmente m-convexa y Hausdorff que separa cerrados de X = Spect A (en
particular, X es normal) y satisface esas dos condiciones últimas y A es
cerrada por inversión, entonces (A, τ) es l-isomorfo y homeomorfo a Ck(X).
Por otra parte, la referencia al Spect A en todo lo anterior puede evitarse,
pudiéndose sustituir las condiciones correspondientes por otras que se expre-
san en términos de los ideales cerrados de A.

Nosotros consideramos separadamente el caso X normal y realcompacto.
Puesto que entonces Ck(X) = (C(X), τo), para que la representación (A, τ) →
Ck(Spect A) sea un l-isomorfismo y homeomorfismo, bastará obtener primero
condiciones para que τ coincida con la topoloǵıa del orden τo, y conseguir
después el l-isomorfismo algebraico. Acorde con esto, hemos probado que
τ = τo si y sólo si i) τ es compatible con el orden, i.e., cada intervalo cerrado es
τ -acotado; ii) cada ideal maximal real es τ -cerrado y iii) para I ideal τ -cerrado
se tiene que A/I es una Q-álgebra (los elementos inversibles constituyen un
abierto) si y sólo si 1 es unidad fuerte de A/I.
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En cuanto a las condiciones para el isomorfismo algebraico, éstas han sido
ya comentadas.

La memoria está dividida en cinco caṕıtulos en los se interelacionan tópicos
concretos correspondiente a extensas areas matemáticas. Para facilitar la lec-
tura y poner de manifiesto cuáles son los métodos utilizados, hemos incorpo-
rado prácticamente todas las demostraciones de los resultados que se exponen.
En algunos de ellos las demostraciones son originales ó no son las mismas que
hicieron sus autores. Puesto que muchos de esos resultados conocidos apare-
cen en contextos más generales, a fin de hacer una presentación unificada y
coherente, hemos tenido necesidad de realizar una tarea de filtrado que, en
ocasiones, nos ha resultado francamente ardua.

Caṕıtulo 1

Se tratan en este primer caṕıtulo aspectos puramente algebraicos acerca
de las estructuras de orden dentro del marco de los espacios vectoriales reales.
Nos interesan especialmente los ret́ıculos vectoriales arquimedianos con unidad
débil de orden. La referencia clásica sobre ret́ıculos vectoriales, que, por un
lado recoge y unifica las diversas aportaciones realizadas anteriormente, y por
otro establece la metodoloǵıa habitual en esta materia, es la obra de Luxem-
burg y Zaanen [43], Riesz Spaces I. Es preciso destacar que paralelamente a
esta teoŕıa, del gusto de los analistas, se ha desarrollado otra de un parecido
evidente con la anterior, que es la teoŕıa de los grupos y anillos ret́ıculo-
ordenados (también denominados l-grupos y l-anillos), con métodos más del
gusto de los algebristas. La obra más conocida y precursora de posteriores
investigaciones en este campo es el libro de Birkhoff [11], Lattice Theory.
A ella hay que añadir la excelente recopilación hecha por Bigard, Kiemel y
Wolfenstein [10]. Ambas tendencias, aunque se mantienen actualmente, han
conflúıdo con frecuencia a la hora de abordar problemas concretos, algunos de
los cuales se abordan en esta memoria.

En la sección 1 se consideran las propiedades fundamentales de un ret́ıculo
vectorial, estudiando con especial interés sus l-subespacios maximales.

En la sección 2 se introduce el espectro de un ret́ıculo vectorial con unidad
débil de orden. Dado un ret́ıculo vectorial E con unidad débil de orden e,
definimos respectivamente el espectro y el espectro acotado de E como

SpecE = {ω : E → R morfismo de ret́ıculos vectoriales tal que ω(e) = 1},

SpecE∗ = {ω : E∗ → R morfismo de ret́ıculos vectoriales tal que ω(e) = 1},
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donde E∗ = {x ∈ E : |x| ≤ ne para algún n ∈ N} es el ret́ıculo de los
elementos acotados de E. Se prueba que si E es arquimediano entonces
SpecE∗ (SpecE) dotado de la topoloǵıa débil definida por E∗ (E) es un
espacio topológico compacto (realcompacto) (véanse 1.2.4 y 1.2.13), y que la
representación

E∗ → C(SpecE∗)

es un morfismo de ret́ıculos inyectivo. Además, si dotamos a E∗ de la norma

‖x‖e = inf{λ ∈ R+ : |x| ≤ λe},

entonces dicha representación es una isometŕıa (considerando C(SpecE∗) dotado
de la norma del supremo) (véase 1.2.6). No sucede lo mismo con la repre-
sentación

E → C(Spec E) .

Concretamente: no necesariamente SpecE 6= ∅ (véase [43, p. 159]), ni la
representación de Riesz es inyectiva, y aunque tal representación sea inyectiva
y E sea e-uniformemente cerrado, E puede ser distinto de C(SpecE).

A pesar de los aspectos negativos que hemos señalado en el párrafo an-
terior, cada ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil de orden E es
l-isomorfo a un ret́ıculo vectorial de funciones continuas sobre SpecE∗ que
toman sus valores en R = R∪ {±∞}. Este resultado consiste básicamente en
el teorema de representación espectral de Yosida, cuyos detalles pueden verse
en [43]. Sin embargo, la exposición que nosotros hacemos de este teorema di-
fiere de la de [43] en que alĺı se representa a E como funciones extendidas sobre
el espacio de los l-subespacios que son maximales respecto a la propiedad de
no contener a la unidad débil, en lugar de hacerlo sobre SpecE∗.

En la sección 3 se trabaja con ret́ıculos vectoriales cuyos elementos son ya
funciones reales sobre un conjunto X. Como caso particular se estudia la real-
compactación de Hewitt-Nachbin υX de un espacio topológico completamente
regular X.

La sección 4 la dedicamos al estudio de la 2-universal completitud, una
propiedad estrechamente relacionada con ciertas propiedades de inversión
ligadas a la representación espectral.

Caṕıtulo 2

Este caṕıtulo está dedicado al estudio de las Φ-álgebras, el concepto más
importante de la memoria. El término Φ-álgebra fue utilizado por Henrik-
sen y Johnson [31] para referirse a una f -álgebra arquimediana. En [12, §9,
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Cor. 3], Birkhoff y Pierce hab́ıan probado que éstas álgebras coincid́ıan con las
álgebras ret́ıculo-ordenadas y arquimedianas en las que la unidad es unidad
débil de orden. La demostración que ellos hacen de este hecho se basa en
la representación de una f -álgebra como producto subdirecto de f -álgebras
totalmente ordenadas. En la sección 1 de este caṕıtulo se da una prueba alter-
nativa en la se utiliza un resultado de Huijsmans y de Pagter [33], que permite
esquivar dicha representación.

Henriksen y Johnson consideran en [31] un teorema de representación para
Φ-álgebras análogo al de Yosida para espacios de Riesz [72]: toda Φ-álgebra
puede considerarse como un álgebra de funciones continuas sobre un espacio
topológico compacto con valores en R. De hecho, en la sección 2 se probará
este teorema (véase 2.2.10) como una extensión a las Φ-álgebras de la versión
del teorema de Yosida que se obtuvo en 1.2.19.

Por último, en la sección 3 se estudian las Φ-álgebras uniformemente cer-
radas.

Caṕıtulo 3

Este caṕıtulo está dedicado a las álgebras localmente m-convexas reales y
comienza con una sección preliminar en la que se dan algunas definiciones y
resultados previos bien conocidos de la teoŕıa general de espacios localmente
convexos y la dualidad.

En la sección 2 se estudian las álgebras localmente m-convexas y se con-
sidera, en particular, el problema de la complejificación de un algebra real,
mostrándose el paralelismo entre las propiedades de un álgebra real A y las
de su complejización AC.

Prestaremos un interés especial a las álgebras reales conocidas como racionales
(C(X) y, más generalmente, toda Φ-álgebra uniformemente cerrada es siem-
pre racional). Un álgebra real A es racional si y sólo si su complejificación
AC es simétrica. Utilizando este hecho, extendemos a las álgebras topológicas
racionales propiedades bien conocidas de las álgebras de Banach complejas
que resultaran esenciales en el desarrollo posterior de la memoria; por ejem-
plo, si A es un álgebra localmente m-convexa Hausdorff y racional, entonces
Spect A es no vaćıo, todo ideal no denso de A está contenido en algún ideal
maximal cerrado, todo ideal maximal cerrado de A es un hiperplano (3.2.38),
etc.

La sección 3 está dedicada al estudio particular de Ck(X). Probamos aqúı:
el resultado de Morris y Wulbert sobre la biyección entre los ideales cerrados
de Ck(X) y los subconjuntos cerrados de X, v́ıa la aplicación C 7→ {f ∈ C(X) :
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f(C) = 0}, para un espacio X completamente regular (3.3.8); el teorema que
establece que Ck(X) es completo si y sólo si X es un kr-espacio (3.3.16); y
el resultado de Arens que afirma que Ck(X) es metrizable si y sólo si X es
hemicompacto (3.3.15). Como consecuencia de los dos anteriores tenemos
el siguiente teorema de Warner [69]: Ck(X) es Fréchet si y sólo si X es un
k-espacio hemicompacto (3.3.17).

Caṕıtulo 4

En los caṕıtulos precedentes, sobre un espacio vectorial ó un álgebra se han
considerado separadamente cuestiones relativas a una estructura de orden y a
una estructura topológica. En este caṕıtulo, y en el siguiente, contaremos con
la presencia de ambas estructuras, la de orden y la topológica, y como conse-
cuencia de las relaciones entre ellas obtendremos los principales resultados de
esta memoria.

Comenzamos este caṕıtulo estableciendo diversas formas de entender la
compatibilidad de una topoloǵıa con la estructura de ret́ıculo vectorial. En
particular definimos, siguiendo básicamente el libro de Schaefer [64], el con-
cepto de espacio localmente sólido y estudiamos sus propiedades.

En la sección 2 introducimos la topoloǵıa del orden sobre un ret́ıculo vecto-
rial, topoloǵıa localmente convexa asociada de modo natural a la estructura de
espacio vectorial ordenado, y se la compara con la inducida por la topoloǵıa de
la convergencia compacta del espacio de funciones continuas sobre su espectro.

La sección 3 se desarrolla en el marco de las l-álgebras. Probamos que,
en general, la topoloǵıa del orden sobre una l-álgebra no es localmente m-
convexa. Proponemos algunas posibles definiciones para una “topoloǵıa del
orden localmente m-convexa” sobre l-álgebras, y probamos que para las Φ-
álgebras uniformemente cerradas todas ellas coinciden entre śı, y para las que
además son cerradas por inversión coinciden también con la clásica topoloǵıa
del orden y con la inducida por la topoloǵıa de la convergencia compacta del
espacio de funciones continuas sobre el espectro. Esto último se obtiene a
partir de un interesante resultado de Buskes [13], en el que se se caracterizan
las seminormas reticulares sobre un ret́ıculo vectorial asociadas en un cierto
sentido a los conjuntos compactos del espectro (4.2.13). Después de esto, del
estudio de las Φ-álgebras uniformemente cerradas realizado en los caṕıtulos
anteriores, y de la extensión de la teoŕıa de Gelfand a las álgebras localmente
m-convexas, podemos establecer al final del caṕıtulo el teorema de caracteri-
zación de Ck(X) como Φ-álgebra localmente m-convexa para X un kr-espacio
realcompacto.
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Caṕıtulo 5

En la caracterización de C(X) obtenida en el caṕıtulo anterior se puede ob-
servar que las álgebras consideradas son completas y a fortiori están provistas
de la topoloǵıa del orden, por lo tanto X debe ser un espacio realcompacto.
Si sólo hubiéramos pretendido caracterizar C(X) algebraicamente, podŕıamos
haber supuesto, sin pérdida de generalidad, que X es realcompacto ya que,
como Φ-álgebras, C(X) y C(υX) son isomorfas. Sin embargo, como álgebras
topológicas, no son en general homeomorfos, por ejemplo Ck(X) es bornológico
sólo cuando X sea realcompacto (véase [9]). En este caṕıtulo caracterizamos
las Φ-álgebras localmente m-convexas que son homeomorfas e isomorfas a
algún Ck(X) para X normal. Ya sabemos que tales álgebras pudieran no ser
completas. Por otra parte no es dif́ıcil encontrar espacios normales que no sean
realcompactos, por lo que la topoloǵıa de las mismas no es necesariamente la
topoloǵıa del orden.

Como es habitual nuestro objetivo es encontrar condiciones internas so-
bre una Φ-álgebra A que nos permita identificar A con C(Spect A). Estas
condiciones se expresan en términos que involucran a los conjuntos cerrados
de Spect A. Una condición sobre A será tanto más interna cuanto menor ref-
erencia haya que hacer, en su formulación, al espacio topológico Spect A ó al
morfismo A → C(Spect A). Con esto en mente, en la sección 1 analizamos la
relación entre los conjuntos cerrados de Spect A y los ideales cerrado de A.
De este modo conseguiremos expresar propiedades del espectro topológico de
A ó de la representación espectral en términos de los ideales cerrados de A.
Por ejemplo, nosotros expresamos de esta manera la continuidad del morfismo
A → C(Spect A) ó la condición de que A separa cada par de cerrados disjuntos
de Spect A.

En la sección 2 se prueba el resultado principal (5.2.8), i.e., la caracter-
ización de Ck(X) para X un espacio normal. Todas las hipótesis de este
teorema son expresadas en términos de ideales cerrados, y una parte esencial
de su demostración radica en que la representación espectral de un álgebra lo-
calmente m-convexa es un morfismo inyectivo de ret́ıculos cuando este álgebra
es también una Φ-álgebra uniformemente cerrada.

En la sección 3 damos la versión del resultado principal en el caso normal y
realcompacto. Por último en la sección 4 se caracteriza la completa separación
de conjuntos en el espectro topológico de un álgebra topológica y se propone
una caracterización algebraica interna de C(X) para el caso general.



Caṕıtulo 1

Ret́ıculos Vectoriales

Se tratan en este primer caṕıtulo aspectos puramente algebraicos acerca de las
estructuras de orden dentro del marco de los espacios vectoriales reales. Nos
interesan especialmente los ret́ıculos vectoriales arquimedianos con unidad
débil de orden, cuyas propiedades son estudiadas a lo largo de la primera
sección. En la segunda sección se define el espectro de un ret́ıculo vectorial
arquimediano con unidad débil de orden, y se establecen condiciones para
poder ser representado como un ret́ıculo de funciones reales y continuas sobre
su espectro. En la sección 1.3 se describe la estructura topológica del espectro
del ret́ıculo vectorial C(X) de todas las funciones continuas reales sobre un
espacio topológico completamente regular X. Finaliza el caṕıtulo con una
cuarta sección donde se estudia la 2-universal completitud, una propiedad
estrechamente ligada al concepto de ser cerrado por inversión.

1.1 La estructura de ret́ıculo vectorial

Puede considerarse que el estudio de los ret́ıculos vectoriales (espacios de
Riesz) tiene su inicio sobre 1935 con los trabajos de Riesz [63], Freudenthal
[20] y Kantorovitch [38]. A ellos hay que añadir las importantes contribu-
ciones realizadas entre los años 1940 y 1945 por Nakano [54] y Yosida [72].
Sin embargo la referencia clásica sobre ret́ıculos vectoriales, que, por un lado,
recoge y unifica las diversas aportaciones realizadas hasta entonces, y por otro
establece la metodoloǵıa habitual en esta materia, es la obra de Luxemburg
y Zaanen, Riesz Spaces I [43]. Es preciso destacar que paralelamente a esta
teoŕıa, del gusto de los analistas, se ha desarrollado otra de un parecido evi-
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dente con la anterior, que es la teoŕıa de los grupos y anillos ret́ıculo-ordenados
(también denominados l-grupos y l-anillos), con métodos más del gusto de los
algebristas. La obra más conocida y precursora de posteriores investigaciones
en este campo es el libro de Birkhoff [11], Lattice Theory. A ella hay que
añadir la excelente recopilación hecha por Bigard, Kiemel y Wolfenstein [10].
Ambas tendencias, aunque se mantienen actualmente, han conflúıdo con fre-
cuencia a la hora de abordar problemas concretos, algunos de los cuales se
presentan en esta memoria.

En lo que sigue todos los espacios vectoriales que consideremos se supondrán
sobre el cuerpo R de los números reales.

Definición 1.1.1. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial E
dotado de una relación de orden “≤” compatible con la estructura vectorial,
esto es, satisfaciendo

x, y ∈ E, x ≤ y ⇒
{

x + z ≤ y + z para todo z ∈ E ,

λx ≤ λy para todo λ ∈ R , λ ≥ 0 .

Si E es un espacio vectorial ordenado, entonces el conjunto E+ = {x ∈ E :
x ≥ 0} se denomina cono positivo de E. Es fácil comprobar que E+ + E+ ⊆
E+, E+ ∩ −E+ = {0} y λE+ ⊆ E+ para todo λ ∈ R, λ ≥ 0; además, dados
x, y ∈ E se satisface x ≤ y si y sólo si y − x ∈ E+.

Rećıprocamente, si C es un cono positivo sobre un espacio vectorial E
(esto es, C es un subconjunto de E tal que C + C ⊆ C, C ∩ −C = {0} y
λC ⊆ C para todo λ ∈ R, λ ≥ 0), entonces sobre E tenemos definida la
siguiente relación: x, y ∈ E,

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ C ;

dicha relación es una relación de orden y dota a E de estructura de espacio
vectorial ordenado cuyo cono positivo es C.

Definición 1.1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado. Dados x, y ∈ E,
llamaremos intervalo cerrado de extremos x e y al subconjunto [x, y] de E
definido por la igualdad

[x, y] = {z ∈ E : x ≤ z ≤ y} = (x + E+) ∩ (y −E+) .
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Definición 1.1.3. Un ret́ıculo vectorial (ó espacio de Riesz) es un espacio
vectorial ordenado que posee estructura de ret́ıculo (todo subconjunto finito
no vaćıo tiene supremo e ı́nfimo).

Un subespacio vectorial F de un ret́ıculo vectorial E se dice que es un
subret́ıculo vectorial de E, si F es un ret́ıculo vectorial con el orden inducido
por E, esto es, si el supremo y el ı́nfimo de todo subconjunto finito no vaćıo
de F están en F .

Definiciones 1.1.4. Sea E un ret́ıculo vectorial. Como es usual, el supremo
y el ı́nfimo de un subconjunto finito {x1, . . . , xn} de E se denotarán respecti-
vamente por x1 ∨ · · · ∨ xn y x1 ∧ · · · ∧ xn. Dado un elemento x ∈ E, su parte
positiva, su parte negativa y su valor absoluto son elementos de E+ que se
denotan respectivamente x+, x−, |x| y se definen por las igualdades

x+ = x ∨ 0, x− = (−x) ∨ 0, |x| = x+ ∨ x−.

Es claro que |x| = 0 si y sólo si x = 0. Dado otro elemento y ∈ E es inmediata
la equivalencia

x ≤ y ⇐⇒ −y ≤ −x ,

y si x ≥ 0 tenemos
|y| ≤ x ⇐⇒ y ∈ [−x, x] .

Ejemplo 1.1.5. El cuerpo R de los números reales con su orden usual es un
ret́ıculo vectorial para el cual R+ = {λ ∈ R : λ ≥ 0}. Dado λ ∈ R, |λ| ∈ R+

denotará el valor absoluto del número real λ, esto es, |λ| = λ si λ ≥ 0 y
|λ| = −λ si λ < 0.

Si X es un conjunto y RX denota el espacio vectorial de todas las funciones
reales definidas sobre X, entonces sobre RX tenemos la siguiente relación de
orden: dadas f, g ∈ RX ,

f ≤ g ⇐⇒ f(ω) ≤ g(ω) ∀ω ∈ X ;

dicha relación, que es conocida como orden puntual, dota a RX de estructura
de ret́ıculo vectorial.

Supongamos que X es un espacio topológico, en cuyo caso es bien conocido
que el conjunto C(X) de todas las funciones reales y continuas definidas sobre
X es un subespacio vectorial de RX . Es fácil comprobar que si f ∈ C(X),
entonces para el orden puntual se satisface |f | ∈ C(X). Como dadas f, g ∈
C(X) tenemos

f ∨ g = 1/2(f + g + |f − g|) ∈ C(X) ,
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(véase (xi) del lema 1.1.6 siguiente), concluimos que C(X) es un subret́ıculo
vectorial de RX y en consecuencia un ret́ıculo vectorial.

En el lema que presentamos a continuación, aparecen ciertas propiedades
de interés que satisfacen los ret́ıculos vectoriales y que serán utilizadas a lo
largo de la memoria.

Lema 1.1.6. En todo ret́ıculo vectorial E y para cualesquiera elementos
x, y, z ∈ E, se satisfacen:
(i) −(x ∧ y) = (−x) ∨ (−y), −(x ∨ y) = (−x) ∧ (−y);
(ii) x + (y ∧ z) = (x + y) ∧ (x + z), x + (y ∨ z) = (x + y) ∨ (x + z);
(iii) x + y = x ∨ y + x ∧ y
(iv) (x− y)+ = x− x ∧ y, (x− y)− = y − x ∧ y;
(v) x = x+ − x−, x+ ∧ x− = 0, |x| = x+ + x−, |x| = | − x|;
(vi) |x| = x ∨ (−x), |x + y| ≤ |x|+ |y|, ∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x− y|;
(vii) si x, y ≥ 0 entonces [0, x + y] = [0, x] + [0, y];
(viii) si x, y, z ≥ 0 entonces x ∧ (y + z) ≤ x ∧ y + x ∧ z;
(ix) si nx ≥ 0 para algún n ∈ N, entonces x ≥ 0;
(x) n(x ∨ y) = nx ∨ ny, n(x ∧ y) = nx ∧ ny, para todo n ∈ N;
(xi) 2(x ∨ y) = x + y + |x− y|;
(xii) |λx| = |λ||x| para todo λ ∈ R;
(xiii) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Demostración. Las propiedades (i) y (ii) son inmediatas.
(iii) Como x∧ y ≤ x, y debe ser x−x∧ y ≥ 0, y−x∧ y ≥ 0 y por lo tanto

x+ y−x∧ y ≥ x, y, es decir x+ y−x∧ y ≥ x∨ y. Si en la última desigualdad
cambiamos x, y por −x,−y y aplicamos (i) obtenemos x + y − x ∧ y ≤ x ∨ y.

(iv) Probemos la primera igualdad: (x − y)+ = (x − y) ∨ 0 = (x − y) ∨
(x− x) = x + (−y) ∨ (−x) = x− y ∧ x.

(v) x+ = x− x ∧ 0 = x + (−x) ∨ 0 = x + x−, luego x = x+ − x−;
x+ ∧ x− − x− = (x+ − x−) ∧ (x− − x−) = x ∧ 0 = −(−x) ∨ 0 = −x−;
|x| = x+ ∨ x− = x+ ∨ x− + x+ ∧ x− = x+ + x−;
(−x)+ = x−, (−x)− = x+, luego |x| = | − x|.

(vi) Probemos que |x + y| ≤ |x| + |y|: x ≤ x+ y y ≤ y+, luego x + y ≤
x+ + y+, y como 0 ≤ x+ + y+ obtenemos (x + y)+ ≤ x+ + y+; del mismo
modo (x + y)− ≤ x− + y− y se concluye por (v).

(vii) La inclusión [0, x] + [0, y] ⊆ [0, x + y] es inmediata. Sea ahora z ∈
[0, x + y] y definamos k1 := z ∧ x, k2 := z − k1, es claro que k1 ∈ [0, x] y que
z = k1 + k2, de modo que concluimos si vemos que k2 ∈ [0, y]:
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k2 = z − z ∧ x = z + (−z) ∨ (−x) = (z − z) ∨ (z − x) = (z − x)+ ≥ 0; como
además z − x ≤ y y 0 ≤ y, tenemos k2 = (z − x)+ ≤ y.

(viii) Sean x, y, z ≥ 0 y denotemos k = x ∧ (y + z); como k ∈ [0, y + z]
existen k1 ∈ [0, y], k2 ∈ [0, z] tales que k = k1 + k2; es claro que k1 ≤ x ∧ y y
k2 ≤ x ∧ z, con lo que se concluye.

(ix) De (ii) se sigue por inducción la igualdad

n(x ∧ 0) = nx ∧ (n− 1)x ∧ · · · ∧ x ∧ 0 ,

de modo que: nx ≥ 0 ⇒ n(x ∧ 0) = (n− 1)(x ∧ 0) ⇒ x ∧ 0 = 0.
(x) De (viii) se sigue que si z ∧ k = 0 entonces

0 = z ∧ (2k) = · · · = z ∧ (nk) = . . . ;

por tanto: 0 = (x−y)+∧(x−y)− = (x−x∧y)∧(y−x∧y) ⇒ (x−x∧y)∧(ny−
n(x∧y)) = 0 ⇒ (nx−n(x∧y))∧(ny−n(x∧y)) = 0 ⇒ nx∧ny−n(x∧y) = 0.

(xi) Es corolario de (x).
(xii) Basta probar que |λx| = λ|x| cuando λ > 0: como λx ≤ λ|x| y

−λx = λ(−x) ≤ λ|x| tenemos |λx| ≤ λ|x|; en particular |x| = | 1λλx| ≤ 1
λ |λx|,

es decir λ|x| ≤ |λx|.
(xiii) Veamos la primera igualdad. Si denotamos k = x ∧ (y ∨ z), es claro

que k es cota superior del conjunto {x∧y, x∧ z}. Sea h otra cota superior del
conjunto {x∧y, x∧ z} y veamos que k ≤ h: tenemos h ≥ x∧ y = x+y−x∨y
y h ≥ x∧ z = x + z− x∨ z es decir h− x + x∨ y ≥ y y h− x + x∨ z ≥ z; por
lo tanto debe ser h− x + x ∨ (y ∨ z) ≥ y ∨ z y obtenemos

h ≥ x + y ∨ z − x ∨ (y ∨ z) = x ∧ (y ∨ z) = k ,

lo que concluye la demostración.

Nota. Hagamos algunos comentarios al lema 1.1.6 que serán muy útiles para
el desarrollo de la memoria. Todas las propiedades recogidas en él, salvo la
(xii), que hace referencia expĺıcita a la multiplicación por escalares, son válidos
en l-grupos. Las demostraciones dadas lo ponen claramente de manifiesto. La
propiedad (i) dice que para que un espacio vectorial ordenado sea un ret́ıculo
vectorial es suficiente con que existan supremos de familias finitas no vaćıas
(ó que existan ı́nfimos). Además, de (ii) se sigue que para que un espacio
vectorial ordenado E sea un ret́ıculo vectorial es suficiente con que exista
x ∨ 0 para todo x ∈ E.
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Las propiedades (i), (ii) y (xiii) son válidas para familias arbitrarias de
elementos de un ret́ıculo vectorial E, siempre que tengan sentido. Por ejemplo,
dado un subconjunto no vaćıo X de E, existe el ı́nfimo

∧
x∈X

x si y sólo si existe

el supremo
∨

x∈X

−x, en cuyo caso −( ∧
x∈X

x
)

=
∨

x∈X

−x, y para cada y ∈ E se

satisface
( ∧

x∈X

x
) ∨ y =

∧
x∈X

(x ∨ y).

Definición 1.1.7. Sean E y F ret́ıculos vectoriales. Diremos que una apli-
cación T : E → F es un morfismo de ret́ıculos, si T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y) y
T (x ∧ y) = T (x) ∧ T (y) para cualesquiera x, y ∈ E. Diremos que una apli-
cación T : E → F es un morfismo de ret́ıculos vectoriales, si T es un morfismo
de ret́ıculos y es una aplicación lineal.

Un morfismo de ret́ıculos vectoriales se dice que es un isomorfismo de
ret́ıculos vectoriales, si es biyectivo y su aplicación inversa es también un
morfismo de ret́ıculos vectoriales. Diremos que E y F son l-isomorfos si existe
entre ellos algún isomorfismo de ret́ıculos vectoriales.

Si T : E → F es un morfismo de ret́ıculos vectoriales, es fácil comprobar
que para que T sea un isomorfismo de ret́ıculos vectoriales es suficiente con
que T sea biyectiva.

1.1.8. Sea T : E → F una aplicación lineal entre ret́ıculos vectoriales. Puesto
que dados x, y ∈ E se satisface −(x ∧ y) = (−x) ∨ (−y), es claro que para
que T sea morfismo de ret́ıculos es suficiente con que T transforme supremos
en supremos (ó ı́nfimos en ı́nfimos); como además x ∨ y = x + 0 ∨ (y − x), T
manda supremos a supremos si y sólo si T (x∨ 0) = T (x)∨ 0 para todo x ∈ E;
por último, como 2(x ∨ 0) = x + |x|, concluimos que T es un morfismo de
ret́ıculos vectoriales si y sólo si T (|x|) = |T (x)| para todo x ∈ E.

Definición 1.1.9. Sea E un ret́ıculo vectorial. Un subconjunto S de E se
dice que es sólido si se satisface

{x ∈ E : |x| ≤ |s|} ⊆ S para todo s ∈ S.

Llamaremos l-subespacio de E a todo subespacio vectorial suyo que sea sólido.
Llamaremos l-subespacio maximal de E a todo l-subespacio de E que no esté
contenido estrictamente en ningún l-subespacio propio de E.

1.1.10. Sea E un ret́ıculo vectorial. Dado un subespacio vectorial F de E,
aparece de modo natural la siguiente cuestión: ¿cuándo podemos dotar al
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espacio vectorial cociente E/F de estructura de ret́ıculo vectorial, de modo
que el morfismo de paso al cociente π : E → E/F sea morfismo de ret́ıculos
vectoriales? Tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.1.11. Sea F un subespacio vectorial de un ret́ıculo vectorial E. Son
equivalentes:
(i) F es un l-subespacio de E;
(ii) π(E+) es el cono positivo para una estructura de ret́ıculo vectorial sobre

E/F para la cual π es un morfismo de ret́ıculos vectoriales.

Demostración. Es claro que la imagen inversa de un l-subespacio por un mor-
fismo de ret́ıculos vectoriales es un l-subespacio, por lo que la demostración
de la implicación (ii)⇒(i) es inmediata.

Supongamos ahora que F es sólido. Es claro que π(E+)+π(E+) ⊆ π(E+)
y que λπ(E+) ⊆ π(E+) para todo λ ∈ R+. Además, dado π(x) ∈ π(E+) ∩
−π(E+) existen x1, x2 ∈ E+ tales que π(x) = π(x1) = π(−x2), de modo que
0 ≤ x1 ≤ x1 + x2 ∈ F y por tanto π(x) = π(x1) = 0; es decir, π(E+) ∩
−π(E+) = {0}. Para terminar veamos que π es un morfismo de ret́ıculos
vectoriales para la estructura de ret́ıculos que π(E+) define sobre E/F , para
lo cual será suficiente probar que π(x∨ 0) = π(x)∨ π(0) para todo x ∈ E. Es
evidente que π conserva el orden, de modo que π(x ∨ 0) ≥ π(x) y π(x ∨ 0) ≥
π(0). Dado x′ ∈ E tal que π(x′) ≥ π(x) y π(x′) ≥ π(0), concluimos si vemos
que π(x′) ≥ π(x∨ 0). Nótese que la relación de orden en E/F es la siguiente:
dado y ∈ E, π(y) ≥ 0 si y sólo si existe z ∈ F tal que y + z ≥ 0. Por lo tanto
existen z1, z2 ∈ F tales que x′ − x + z1 ≥ 0 y x′ + z2 ≥ 0; como F es sólido
podemos suponer que z1, z2 ≥ 0, de modo que si z = z1 + z2 y x′′ = x′ + z
entonces x′′−x ≥ 0, x′′ ≥ 0 y π(x′) = π(x′′), por lo tanto π(x′) ≥ π(x∨0).

Nota. Siempre que F sea un l-subespacio de un ret́ıculo vectorial E, sobre
E/F se considerará la estructura de ret́ıculo vectorial definida por el cono
positivo π(E+).

Lema 1.1.12. Dado un l-subespacio F de un ret́ıculo vectorial E, existe una
biyección natural entre el conjunto de los l-subespacios de E que contienen a
F y el conjunto de los l-subespacios de E/F .

Demostración. Es conocido que las aplicaciones “imagen directa” e “imagen
inversa” del morfismo de paso al cociente π : E → E/F establecen una corre-
spondencia biuńıvoca entre los subespacios vectoriales de E que contienen a F
y los subespacios vectoriales de E/F . Para concluir basta tener en cuenta que,
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por ser π morfismo de ret́ıculos vectoriales, dichas aplicaciones transforman
l-subespacios en l-subespacios.

Definiciones 1.1.13. Sea E un ret́ıculo vectorial. Fijado un elemento e ∈ E+

definimos el conjunto

E∗(e) = {x ∈ E : |x| ≤ ne para algún n ∈ N};
es claro que E∗(e) 6= ∅ (ne ∈ E∗(e) para todo n ∈ Z), y es fácil comprobar
que E∗(e) es un subret́ıculo vectorial de E, el cual llamaremos ret́ıculo de los
elementos acotados de E respecto a e.

Diremos que e es una unidad débil de orden si para cada x ∈ E+ se
satisface

x =
∨
{y ∈ E∗(e) : 0 ≤ y ≤ x}.

Nótese que {y ∈ E∗(e) : 0 ≤ y ≤ x} 6= ∅ para todo x ∈ E+ porque 0 ≤ x ∧ e
≤ x. Diremos que e es una unidad fuerte de orden si E∗(e) = E.

Definición 1.1.14. Un ret́ıculo vectorial E se dice arquimediano, si dados
x, y ∈ E+, nx ≤ y para todo n ∈ N implica x = 0; ó equivalentemente, si
dados x ∈ E e y ∈ E+, nx ≤ y para todo n ∈ N implica x ≤ 0.

Ejemplo 1.1.15. Si X es un espacio topológico, entonces C(X) es un ret́ıculo
vectorial arquimediano en el que la función constante 1 es una unidad débil de
orden. Si C∗(X) denota las funciones de C(X) que son acotadas en el sentido
usual, entonces C∗(X) = C(X)∗(1).

Proposición 1.1.16. Sean E un ret́ıculo vectorial arquimediano y e ∈ E+.
Son equivalentes:
(i) e es una unidad débil de orden;
(ii) x =

∨
n(x ∧ ne) para todo x ∈ E+;

(iii) si x ∧ e = 0 entonces x = 0.

Demostración. Para toda la demostración fijamos x ∈ E+.
(i)⇒(ii) Es claro que x ∧ ne ≤ x para todo n ∈ N, y tenemos que probar

que si z ∈ E es tal que x ∧ ne ≤ z para todo n ∈ N entonces x ≤ z. Por
hipótesis x =

∨{y ∈ E∗(e) : 0 ≤ y ≤ x}; pero si consideremos y ∈ E∗(e) tal
que 0 ≤ y ≤ x, entonces existe n ∈ N tal que y = y ∧ ne ≤ x ∧ ne ≤ z, y
concluimos que x ≤ z.

(ii)⇒(i) Sea z ∈ E+ tal que 0 ≤ y ≤ z para todo y ∈ E∗(e) satisfaciendo
0 ≤ y ≤ x. Entonces, la condición x ∧ ne ∈ E∗(e) implica que 0 ≤ x ∧ ne ≤ z
para todo n ∈ N, luego x ≤ z, es decir e es unidad débil.
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(ii)⇒(iii) Supongamos que x ∧ e = 0, en cuyo caso x ∈ E+. Por hipótesis
x =

∨
n(x ∧ ne). Como x ∧ ne ≤ n(x ∧ e) = 0 (véase el lema 1.1.6 (viii)),

concluimos que x = 0.
(iii)⇒(i) Sea z ∈ E+ tal que 0 ≤ y ≤ z para todo y ∈ E∗(e), 0 ≤ y ≤ x, y

veamos que x ≤ z, es decir, que x ∧ z = x. Sea t = (x − x ∧ z) ∧ e, entonces
para todo y ∈ E∗(e), 0 ≤ y ≤ x, se satisface

t + y ≤ t + x ∧ z ≤ x− x ∧ z + x ∧ z = x ;

como t ∈ E∗(e), 0 ≤ t ≤ x, obtenemos 2t ≤ x, y es fácil probar por inducción
que nt ≤ x. Por ser E arquimediano concluimos que x− x ∧ z = t = 0.

Nota. Si e es una unidad débil de orden de un ret́ıculo vectorial E, entonces
es fácil comprobar que e = 0 si y sólo si E = {0}.

En lo que resta de caṕıtulo, los ret́ıculos vectoriales que consideremos serán
no nulos, y si e es una unidad débil de orden de un ret́ıculo vectorial E (en
cuyo caso e > 0), entonces el ret́ıculo E∗(e) lo denotaremos E∗ siempre que no
haya motivo de confusión. Para abreviar, los elementos de E∗ los llamaremos
“acotados”, y diremos “unidad débil” y “unidad fuerte” en lugar de “unidad
débil de orden” y “unidad fuerte de orden”.

Lema 1.1.17. Sea E un ret́ıculo vectorial con unidad débil e. Todo l-subespa-
cio propio de E∗ está contenido en un l-subespacio maximal.

Demostración. Veamos en primer lugar que la unidad débil e no puede pertenecer
a ningún l-subespacio propio de E∗. Si F es un l-subespacio de E∗ tal que
e ∈ F , entonces para todo x ∈ E∗ existe n ∈ N tal que |x| ≤ ne ∈ F y por
tanto x ∈ F , de modo que F no es propio.

Sea ahora S un l-subespacio propio de E∗ y sea S la colección de todos los
l-subespacios propios de E∗ que contienen a S. Si {Fi}i∈I es un subconjunto
de S que está totalmente ordenado por inclusión, entonces F =

⋃
i Fi es un

l-subespacio de E∗ que contienen a S, y F es propio porque e /∈ F , es decir
F ∈ S. Para concluir basta aplicar el lema de Zörn.

Corolario 1.1.18. Si E es un ret́ıculo vectorial con unidad débil e, entonces
en E∗ existen l-subespacios maximales.

Lema 1.1.19. Sea E un ret́ıculo vectorial. Si los únicos l-subespacios que
admite E son los triviales, entonces E es l-isomorfo a R.
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Demostración. Veamos en primer lugar que E es arquimediano y totalmente
ordenado. Sean x, y ∈ E+ tal que ny ≤ x para todo n ∈ N, y consideremos el
l-subespacio Sy generado por y:

Sy = {z ∈ E : |z| ≤ λy para algún λ ∈ R+}.
Si x ∈ Sy entonces existe m ∈ N tal que ny ≤ my para todo n ∈ N; en
particular y ≤ 0 y por tanto y = 0. Si por el contrario x /∈ Sy, entonces por
hipótesis Sy = {0}, es decir, y = 0. Esto prueba que E es arquimediano.
Para ver que E es totalmente ordenado tenemos que ver que dado x ∈ E,
x ≤ 0 ó x ≥ 0, es decir, x+ = 0 ó x− = 0. Supongamos que x− > 0, en cuyo
caso Sx− = E y por lo tanto existe n ∈ N tal que x+ ≤ nx−, de modo que
x+ = x+ ∧ nx− ≤ n(x+ ∧ x−) = 0 .

Fijemos ahora x > 0, y veamos que la aplicación lineal e inyectiva φ : R→
E, φ(λ) = λx, es epiyectiva. Sea y > 0. El conjunto {λ ∈ R : λy ≤ x} es no
vaćıo porque Sx = E, y está acotado superiormente porque E es arquimediano;
el conjunto {λ ∈ R : x ≤ λy} es no vaćıo porque Sy = E, y está acotado
inferiormente por 0. Denotemos α = sup{λ ∈ R : λy ≤ x} y β = inf{λ ∈
R : x ≤ λy}, y probemos que α y β son máximo y mı́nimo respectivamente:
tenemos (α − 1/n)y ≤ x para todo n ∈ N, es decir, n(αy − x) ≤ y para todo
n ∈ N, y por tanto αy ≤ x, es decir, α ∈ {λ ∈ R : λy ≤ x}; del mismo modo
se prueba que β ∈ {λ ∈ R : x ≤ λy}. Es claro que α ≤ β, y si existiera λ ∈ R
tal que α < λ < β, entonces λy � x y x � λy, lo cual no es posible porque E
está totalmente ordenado. Por tanto α = β e y = α−1x = φ(α−1).

Para terminar, es inmediato comprobar que φ y φ−1 son morfismos de
ret́ıculos vectoriales.

Corolario 1.1.20. Todo l-subespacio maximal de un ret́ıculo vectorial es un
hiperplano.

1.2 Representación de ret́ıculos vectoriales

Definición 1.2.1. Sea E un ret́ıculo vectorial con unidad débil e. Definimos
respectivamente el espectro de E respecto de e y el espectro acotado de E
respecto de e como los siguientes conjuntos:

SpecE = {ω : E → R morfismo de ret́ıculos vectoriales tal que ω(e) = 1},
SpecE∗ = {ω : E∗ → R morfismo de ret́ıculos vectoriales tal que ω(e) = 1}.
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1.2.2. Según 1.1.20, si M es un l-subespacio maximal de E∗ entonces E∗/M
es un R-espacio vectorial de dimensión 1; además en este caso e /∈ M , es decir,
π(e) > 0, por lo tanto la composición

E∗ π−→ E∗/M → R
λπ(e) 7→ λ

es un morfismo de ret́ıculos vectoriales ω : E∗ → R tal que ω(e) = 1. En otras
palabras, hay una correspondencia biuńıvoca entre SpecE∗ y el conjunto de
todos los l-subespacios maximales de E∗.

1.2.3. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e. Podemos
definir de forma natural la siguiente norma sobre E∗: dado x ∈ E∗,

‖x‖e = inf{λ ∈ R+ : |x| ≤ λe}.

Es fácil comprobar que ‖ ‖e es una norma y que ‖e‖e = 1. Veamos que el
ı́nfimo de la definición es un mı́nimo, estos es, que para todo x ∈ E∗ se satisface
|x| ≤ ‖x‖ee. Dado n ∈ N, por definición de ı́nfimo tenemos |x| ≤ (‖x‖e+1/n)e,
es decir, n(|x| − ‖x‖ee) ≤ e, y por la propiedad arquimediana concluimos que
|x| ≤ ‖x‖ee.

Sobre SpecE∗ consideramos la topoloǵıa débil definida por E∗, teniendo
en cuenta que cada elemento x ∈ E∗ define una función sobre SpecE∗:

x : SpecE∗ → R
ω 7→ x(ω) := ω(x) .

Hay una aplicación natural E∗ → C(SpecE∗), conocida como representación
de Riesz de E∗, que es un morfismo de ret́ıculos vectoriales y cuyo núcleo
es la intersección de todos los l-subespacios maximales de E∗ (véase 1.2.2).
Las funciones de E∗ separan puntos de SpecE∗, por lo que SpecE∗ es un
subespacio topológico de RE∗ : ω ∈ SpecE∗ 7→ (ω(x))x∈E∗ ∈ RE∗ .

Proposición 1.2.4. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad
débil e. Entonces SpecE∗ dotado de la topoloǵıa débil definida por E∗ es un
espacio topológico compacto y no vaćıo.

Demostración. Notemos en primer lugar que SpecE∗ 6= ∅ en virtud del
corolario 1.1.18. Veamos que SpecE∗ es un cerrado de RE∗ , esto es, sea
ω0 ∈ SpecE∗ y probemos que ω0 : E∗ → R es lineal, morfismo de ret́ıculos, y
tal que ω0(e) = 1.
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Sean x, y ∈ E∗ y λ, µ ∈ R. Es claro que hay aplicaciones de E∗ en R que
en x + y valen ω0(x + y), en x valen ω0(x) y en y valen ω0(y), de modo que,
dado ε > 0, tenemos el abierto no vaćıo Ω de RE∗ definido como

Ω = {ω ∈ RE∗ : |ω(λx + µy)− ω0(λx + µy)| < ε}
∩ {ω ∈ RE∗ : |ω(x)− ω0(x)| < ε}
∩ {ω ∈ RE∗ : |ω(y)− ω0(y)| < ε}.

Si ω1 ∈ Ω ∩ SpecE∗ 6= ∅, entonces

|ω0(λx + µy)− λω0(x)− µω0(y)| ≤ |ω0(λx + µy)− ω1(λx + µy)|
+ |λω0(x)− λω1(x)|+ |µω0(y)− µω1(x)|

≤ (1 + |λ|+ |µ|)ε ,

y como ε > 0 es arbitrario concluimos que ω0(λx + µy) = λω0(x) + µω0(y), lo
que prueba la linealidad.

Consideremos ahora el abierto no vaćıo Π definido como

Π = {ω ∈ RE∗ : |ω(x)− ω0(x)| < ε/2}
∩ {ω ∈ RE∗ : |ω(|x|)− ω0(|x|)| < ε/2};

si ω ∈ Π ∩ SpecE∗, entonces

∣∣ω0(|x|)− |ω0(x)|∣∣ ≤ ∣∣ω0(|x|)− ω(|x|)∣∣ +
∣∣|ω0(x)| − ω(|x|)∣∣

≤ ε/2 +
∣∣|ω0(x)| − |ω(x)|∣∣ < ε ,

y concluimos que ω0 es morfismo de ret́ıculos.
Por último, puesto que la proyección πe : RE∗ → R, ω 7→ πe(ω) := ω(e) es

continua obtenemos

πe(SpecE∗) ⊆ πe(SpecE∗) = {ω(e) : ω ∈ Spec E∗} = {1}.

Una vez que hemos probado que SpecE∗ es cerrado, si vemos que las
imágenes de los elementos de SpecE∗ por todas las proyecciones son acotadas,
tendremos que SpecE∗ es un espacio topológico compacto: dado x ∈ E∗,
existe n ∈ N tal que |x| ≤ ne, con lo que para todo ω ∈ SpecE∗ se satisface
|ω(x)| ≤ ω(|x|) ≤ n.
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1.2.5. Según la proposición 1.2.4, sobre C(SpecE∗) tenemos definida la norma
del supremo ‖ ‖∞: dada f ∈ C(SpecE∗),

‖f‖∞ = sup{|f(ω)| : ω ∈ SpecE∗}.
Teorema 1.2.6. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil
e. Entonces E∗ es isométrico a su imagen por la representación de Riesz
E∗ → C(SpecE∗). Como consecuencia, dicha aplicación es inyectiva, es decir,
la intersección de todos los l-subespacios maximales de E∗ es nula.

Demostración. Sea x ∈ E∗, x 6= 0. Tenemos |x| ≤ ‖x‖ee (véase 1.2.3), luego
|ω(x)| = ω(|x|) ≤ ‖x‖e para todo ω ∈ SpecE∗ y por lo tanto ‖x‖∞ ≤ ‖x‖e.

Sea ahora γ = sup{β ∈ R : βe ≤ |x|} 6= ∅. Como en ocasiones anteriores
(véase la demostración del lema 1.1.19), la propiedad arquimediana prueba que
dicho supremo es un máximo, es decir, se satisface γe ≤ |x|. Como |x| ≤ ‖x‖e,
si fuera γ = ‖x‖e tendŕıamos |x| = ‖x‖ee, con lo que ω(|x|) = ‖x‖e para todo
ω ∈ SpecE∗ y por tanto ‖x‖e = ‖x‖∞. Supongamos que existe λ tal que
γ < λ < ‖x‖e, en cuyo caso λe � |x| y |x| � λe, es decir, (λe − |x|)+ > 0 y
(λe−|x|)− > 0. Argumentando como en la demostración de 1.1.19 obtenemos
(λe − |x|)− /∈ S(λe−|x|)+ , es decir, S(λe−|x|)+ es un l-subespacio propio de E∗

(aqúı, dado z ∈ E∗, Sz denota el l-subespacio de E∗ -no de E- generado por z).
Según el lema 1.1.17, existe un l-subespacio maximal M en E∗ que contiene
a S(λe−|x|)+ . Si kerω = M , ω ∈ SpecE∗, entonces

ω(λe− |x|) = ω((λe− |x|)+ − (λe− |x|)−) = −ω((λe− |x|)−) ≤ 0 ,

es decir, ω(|x|) ≥ λ. Por lo tanto ‖x‖∞ ≥ λ, y como esto era válido para todo
λ arbitrario satisfaciendo γ < λ < ‖x‖e concluimos que ‖x‖∞ ≥ ‖x‖e.

Definiciones 1.2.7. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano y sea e ∈ E+

(e no necesariamente unidad débil). Una sucesión {xn}n en E se dice que es e-
uniformemente de Cauchy, si para cada ε > 0 (ε ∈ R) existe un entero positivo
ν tal que si n,m ≥ ν entonces |xn − xm| ≤ εe. Una sucesión {xn}n en E se
dice que es e-uniformemente convergente si existe x ∈ E satisfaciendo: para
todo ε > 0 existe un entero positivo ν tal que si n ≥ ν entonces |xn−x| ≤ εe.
Es fácil comprobar que si {xn}n es e-uniformemente convergente entonces el
elemento x es único y se denomina ĺımite e-uniforme de la sucesión {xn}n.
Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente cerrado, si cada
sucesión e-uniformemente de Cauchy de D es e-uniformemente convergente a
un elemento de D. Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente
denso, si cada elemento de E es ĺımite e-uniforme de una sucesión de D.
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Nota. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano y sea e ∈ E+ tal que E es
e-uniformemente cerrado. En adelante utilizaremos la siguiente propiedad de
comprobación inmediata: si e es una unidad débil, en cuyo caso tenemos el
ret́ıculo vectorial E∗, entonces E∗ es también e-uniformemente cerrado.

Ejemplo 1.2.8. Sea X un espacio topológico. Si dado λ ∈ R, λ > 0, con-
sideramos la función constante λ, que es continua, es fácil comprobar que
en C(X) las nociones “sucesión λ-uniformemente de Cauchy”, “sucesión λ-
uniformemente convergente”, “conjunto λ-uniformemente cerrado” y “con-
junto λ-uniformemente denso”, coinciden con las nociones clásicas de “sucesión
uniformemente de Cauchy”, “sucesión uniformemente convergente”, “conjunto
uniformemente cerrado” y “conjunto uniformemente denso”.

Cuando X es compacto Hausdorff, sobre C(X) tenemos la topoloǵıa definida
por la norma del supremo, y es claro que las nociones anteriores coinciden con
las de “sucesión de Cauchy”, “sucesión convergente”, “conjunto cerrado” y
“conjunto denso” para dicha topoloǵıa. Sea F un subconjunto de C(X) que
separa puntos de X y contiene las funciones constantes; el célebre teorema de
Stone-Weierstrass afirma si F es subálgebra de C(X) entonces F es uniforme-
mente denso en C(X), y el no menos conocido teorema de Kakutani-Stone
dice que si F es subret́ıculo vectorial de C(X) entonces F es uniformemente
denso en C(X).

1.2.9. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e. El teo-
rema 1.2.6 permite que en adelante consideremos a E∗ como un subret́ıculo
vectorial de C(SpecE∗). Dicho subret́ıculo separa puntos de SpecE∗ y con-
tienen las funciones constantes: dado λ ∈ R, el elemento λe ∈ E∗ representado
como función sobre SpecE∗ es la función constante λ. Por lo tanto E∗ es uni-
formemente denso en C(SpecE∗).

Teorema de Caracterización 1.2.10. Un ret́ıculo vectorial arquimediano
E es l-isomorfo a C(K) para algún espacio topológico compacto Hausdorff K,
si y sólo si, en E existe una unidad fuerte e para la cual E es e-uniformemente
cerrado.

Demostración. Si K es un espacio topológico compacto Hausdorff, entonces
la función constante 1 es una unidad fuerte en C(K), y ya hemos dicho en el
ejemplo 1.2.8 que C(K) es 1-uniformemente cerrado.

Rećıprocamente, sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano en el que ex-
iste una unidad fuerte e tal que E es e-uniformemente cerrado, de modo
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que E = E∗ visto como subret́ıculo de C(SpecE∗) es 1-uniformemente cer-
rado. Basta tener en cuenta que E∗ es 1-uniformemente denso en C(SpecE∗)
para concluir que E∗ = C(Spec E∗), esto es, que la representación de Riesz
E = E∗ → C(SpecE∗) es un l-isomorfismo.

Ya hemos mencionado que E∗ es un subret́ıculo vectorial de C(SpecE∗)
que separa puntos. Vamos a ver que como consecuencia de ser además uni-
formemente denso en C(SpecE∗), se satisface un tipo de separación más fuerte.

Definición 1.2.11. Sea X un espacio topológico y sea E un subconjunto
de C(X). Diremos que E S1-separa cerrados, si para cada par de cerrados
disjuntos no vaćıos F y G de X existe h ∈ E, 0 ≤ h ≤ 1, tal que h(F ) = 0 y
h(G) = 1.

Corolario 1.2.12. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil
e. Entonces E∗ S1-separa cerrados de SpecE∗.

Demostración. Si F, G son cerrados disjuntos de SpecE∗, entonces por el lema
de Uryshon existe f ∈ C(SpecE∗) tal que f(ω) = −1 si ω ∈ F y f(ω) = 2 si
ω ∈ G. Puesto que E∗ es uniformemente denso en C(SpecE∗), existirá x ∈ E∗

tal que ‖x− f‖∞ ≤ 1, es decir −1 ≤ ω(x)− f(ω) ≤ 1 para todo ω ∈ SpecE∗.
Si ω ∈ F , entonces −2 ≤ ω(x) ≤ 0 y si ω ∈ G, entonces 1 ≤ ω(x) ≤ 3. Sea
y = 0 ∨ (x ∧ e), entonces ω(y) = 0 si ω ∈ F y ω(y) = 1 si ω ∈ G.

1.2.13. Sea como ya es habitual, E un ret́ıculo vectorial arquimediano con
unidad débil e. Procediendo como en 1.2.3 dotamos a SpecE de la topoloǵıa
débil definida por E: dado x ∈ E tenemos la función

x : SpecE → R
ω 7→ x(ω) = ω(x) .

La aplicación ω ∈ SpecE 7→ (ω(x))x∈E ∈ RE es inyectiva porque E sep-
ara puntos de SpecE, siendo la topoloǵıa de SpecE justamente la inducida
por la topoloǵıa producto de RE . Con una demostración idéntica a la de
la proposición 1.2.4 se comprueba que SpecE es cerrado en RE . Podemos
definir también una aplicación natural E → C(SpecE), conocida como rep-
resentación de Riesz, que es un morfismo de ret́ıculos vectoriales. Sin em-
bargo existen diferencias notables respecto a la situación que se teńıa para
E∗. Concretamente, puede ocurrir que SpecE = ∅ (véase [43, p. 159]) ó
que la representación de Riesz no sea inyectiva; además, aunque tal repre-
sentación sea inyectiva y E sea e-uniformemente cerrado, E puede ser distinto
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de C(SpecE). De hecho una parte importante de esta memoria consistirá en
investigar algunos casos particulares en los que E = C(SpecE).

A pesar de los aspectos negativos que hemos señalado en el párrafo ante-
rior, vamos a ver a continuación que cada ret́ıculo vectorial arquimediano E
con unidad débil es l-isomorfo a un ret́ıculo vectorial de funciones continuas
sobre SpecE∗ que toman sus valores en R = R ∪ {−∞,+∞}. Este resultado
consiste básicamente en el teorema de representación espectral de Yosida,
cuyos detalles pueden verse en [43]. La diferencia radica en que este último
representa E como funciones extendidas sobre el espacio de los l-subespacios
que son maximales respecto a la propiedad de no contener a la unidad débil,
en lugar de hacerlo sobre SpecE∗.

1.2.14. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e, y sea
R la compactificación de R por dos puntos. Se define el conjunto D(SpecE∗)
como las aplicaciones continuas f : Spec E∗ → R para las cuales el abierto
R(f) = {ω ∈ SpecE∗ : f(ω) ∈ R} es denso en SpecE∗. Los elementos
de D(SpecE∗) se conocen como funciones extendidas. Es claro que E∗ ⊆
C(SpecE∗) ⊆ D(Spec E∗).

Dadas f, g ∈ D(SpecE∗), es fácil ver que para el orden puntual se satisface
que las aplicaciones f ∧ g y f ∨ g son continuas y tales que R(f) ∩ R(g) ⊆
R(f ∧ g) ∩R(f ∨ g); es decir, D(SpecE∗) es un ret́ıculo.

Sin embargo D(SpecE∗) no es un espacio vectorial, ya que la suma de dos
elementos de D(SpecE∗) no siempre está definida: dadas f, g ∈ D(SpecE∗),
si para cada ω0 ∈ SpecE∗ existe el ĺımite

lim
ω→ω0

ω∈R(f)∩R(g)

(f(ω) + g(ω)) ,

entonces estará bien definida la aplicación f + g, y para cada ω ∈ SpecE∗

será (f + g)(ω) = f(ω) + g(ω). Cuando f, g ≥ 0 siempre está definida f + g.
Dado λ ∈ R y f ∈ D(SpecE∗), definimos λf teniendo en cuenta que si

λ = 0 y f(ω0) = ±∞, entonces (λf)(ω0) = 0 puesto que debe satisfacerse

(λf)(ω0) = lim
ω→ω0

ω∈R(f)

(λf(ω)) .

Nota. Dados elementos x, y, z de un ret́ıculo vectorial, en general no es cierta
la igualdad (x ∨ y) ∧ z = x ∨ (y ∧ z); sin embargo, ésta śı que se satisface
cuando x ≤ z. En ese caso tiene sentido la expresión x∨y∧z que utilizaremos
en adelante.
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Para probar, como ya hemos dicho, que E es isomorfo a un subret́ıculo de
D(SpecE∗) necesitamos algunos resultados previos:

Lema 1.2.15. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e.
Dados x ∈ E, ω ∈ SpecE∗, se satisfacen:
(i) ω(−e ∨ x ∧ e) ≥ 0 ⇔ supn ω(x− ∧ ne) = 0;
(ii) ω(−e ∨ x ∧ e) ≤ 0 ⇔ supn ω(x+ ∧ ne) = 0.

Demostración. Veamos, por ejemplo, (i): ω(−e ∨ x ∧ e) ≥ 0 ⇔ ω(−e ∨ x ∧
e) ∧ 0 = 0 ⇔ ω(−e ∨ x ∧ 0) = 0 ⇔ ω(−e ∨ (−x−)) = 0 ⇔ ω(−(e ∧ x−)) =
0 ⇔ ω(x− ∧ e) = 0. Puesto que dado n ∈ N se satisface x− ∧ ne ≤ n(x− ∧ e),
tenemos ω(x− ∧ e) = 0 ⇔ ω(x− ∧ ne) = 0 para todo n ∈ N.

Definición 1.2.16. Dada una función real f : X → R definida sobre un
conjunto X, llamaremos cocero de f al subconjunto coz(f) de X definido por
la igualdad coz(f) = {ω ∈ X : f(ω) 6= 0}.

Lema 1.2.17. Sea X un conjunto y sea E un subret́ıculo vectorial de RX que
contiene a las funciones constantes. Una base de abiertos para la topoloǵıa
débil definida por E sobre X es {coz(x) : x ∈ E}.

Demostración. Dado que {x−1(α, β) : x ∈ E, α, β ∈ R} es una subbase para
la topoloǵıa débil definida por E sobre X, y puesto que

x−1(α, β) ={ω ∈ X : α < x(ω) < β}
={ω ∈ X : (x− α)(ω) > 0} ∩ {ω ∈ X : (β − x)(ω) > 0}
={ω ∈ X : (x− α)+(ω) 6= 0} ∩ {ω ∈ X : (β − x)+(ω) 6= 0}
={ω ∈ X : [(x− α)+ ∨ (β − x)+](ω) 6= 0}
= coz((x− α)+ ∨ (β − x)+) ,

obtenemos que {coz(x) : x ∈ E} es subbase de dicha topoloǵıa; teniendo en
cuenta que dados x1, . . . , xn ∈ E se satisface

coz(x1) ∩ · · · ∩ coz(xn) = coz(|x1| ∨ · · · ∨ |xn|) ,

concluimos la demostración.

1.2.18. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e. Para
cada x ∈ E vamos a definir una aplicación x̂ : Spec E∗ → R. Supuesto en
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primer lugar que x ∈ E+, en cuyo caso tenemos x =
∨

n(x∧ne) (véase 1.1.16),
dada ω ∈ SpecE∗ definimos

x̂(ω) = sup
n

ω(x ∧ ne) ∈ [0,+∞] .

Nótese que si x ∈ E∗
+ entonces x̂ = x, puesto que en ese caso existe n0 tal que

x ≤ n0e y por tanto x = x ∧ ne para todo n ≥ n0. En general, dado x ∈ E
definimos x̂ por la igualdad

x̂ = x̂+ − x̂−.

La anterior suma está bien definida porque, dada ω ∈ SpecE∗, el lema 1.2.15
asegura que x̂+(ω) = 0 ó x̂−(ω) = 0. Denotemos Ê = {x̂ : x ∈ E}.
Teorema 1.2.19. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil
e. El conjunto Ê es un subret́ıculo de D(SpecE∗) y un espacio vectorial, y la
aplicación E → Ê, x 7→ x̂, es un l-isomorfismo.

Demostración. Veamos en primer lugar que Ê ⊆ D(SpecE∗). Teniendo en
cuenta la igualdad x̂ = x̂+ − x̂−, será suficiente ver que si x ∈ E+ entonces la
aplicación x̂ : SpecE∗ → [0,+∞] es continua y R(x̂) es denso en SpecE∗.

Para ver que x̂ es continua hay que probar que, cualesquiera que sean
α, β ∈ R, los conjuntos {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) > α} y {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) < β}
son abiertos. Para cada n ∈ N tenemos que {ω ∈ SpecE∗ : ω(x ∧ ne) > α} es
abierto porque x ∧ ne ∈ E∗

+, de modo que de la igualdad

{ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) > α} =
⋃
n

{ω ∈ SpecE∗ : ω(x ∧ ne) > α}

se sigue que {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) > α} es abierto. Por otro lado, si x̂(ω) < β y
n0 ≥ β, entonces β > ω(x∧n0e) = ω(x∧n0e)∧β = ω(x∧n0e∧βe) = ω(x∧βe).
Rećıprocamente, si ω(x ∧ βe) < β, considerando ω(x ∧ βe) < λ < β tenemos
ω(x∧λe) ≤ ω(x∧βe) < λ, y si n ≥ λ entonces ω(x∧ne)∧λ = ω(x∧ne∧λe) =
ω(x ∧ λe) < λ, de modo que x̂(ω) ≤ λ < β. Hemos probado la igualdad

{ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) < β} = {ω ∈ SpecE∗ : ω(x ∧ βe) < β},
y por lo tanto que {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) < β} es abierto.

Veamos ahora que el abierto

R(x̂) = {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) < ∞} =
⋃
n

{ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) < n}
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es denso, es decir, sea y ∈ E∗
+ tal quecoz(y) ∩R(x̂) = ∅ y probemos entonces

que coz(y) = ∅ (Lema 1.2.17). Nótese que la igualdad coz(y) ∩ R(x̂) = ∅
significa que se satisface: si ω ∈ SpecE∗ es tal que x̂(ω) ∈ R, entonces ω(y) =
0. Fijemos n0 ≥ ‖y‖∞. Como K = {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) = ∞} es compacto y
la colección {ω ∈ SpecE∗ : ω(x ∧ ne) > n2

0}n∈N es un recubrimiento abierto
creciente de K, existe n ∈ N tal que K ⊆ {ω ∈ SpecE∗ : ω(x ∧ ne) > n2

0}.
Dada ω ∈ SpecE∗ tenemos: si x̂(ω) < ∞ entonces ω(y) = 0 y por tanto
ω(n0y) ≤ ω(x ∧ ne), y si x̂(ω) = ∞ entonces ω(n0y) = n0ω(y) ≤ n0‖y‖∞ ≤
n2

0 < ω(x ∧ ne). De lo anterior se sigue que n0y ≤ x ∧ ne (porque E∗ es
un subret́ıculo de C(SpecE∗)), y como x ∧ ne ≤ x obtenemos n0y ≤ x. La
anterior desigualdad la hemos probado para todo n0 ≥ ‖y‖∞, de modo que es
cierta para todo n ∈ N y por tanto debe ser y = 0, es decir, coz(y) = ∅.

Para probar que Ê es un espacio vectorial veamos que cualesquiera que
sean x, y ∈ E y λ ∈ R se satisfacen x̂ + y = x̂ + ŷ y λ̂x = λx̂, de modo
que también quedará probado que la aplicación E → Ê, x 7→ x̂, es lineal.
Demostrémoslo para la suma (para el producto por escalares se procede de
modo análogo). Si x, y ∈ E+, dado ω ∈ SpecE∗ tenemos

ω(x ∧ ne) + ω(y ∧ ne) ≤ ω((x + y) ∧ 2ne)
≤ ω(x ∧ 2ne) + ω(y ∧ 2ne)
≤ x̂(ω) + ŷ(ω) ,

luego x̂ + y(ω) = x̂(ω) + ŷ(ω). Antes de probar el caso general nótese que se
satisface x̂+ = x̂+. En efecto, si ω ∈ SpecE∗ entonces

x̂+(ω) = (x̂ ∨ 0)(ω) := x̂(ω) ∨ 0 = (sup
n

ω(x ∧ ne)) ∨ 0 = sup
n

(0 ∨ ω(x ∧ ne))

= sup
n

ω(0 ∨ x ∧ ne) = sup
n

ω(x+ ∧ ne) = x̂+(ω) .

Del mismo modo se prueba que x̂− = x̂−, y como consecuencia se obtiene la
igualdad |x̂| = |̂x|. De lo anterior se seguirá que Ê es un ret́ıculo y que la
aplicación E → Ê es un morfismo de ret́ıculos, cuando probemos que dados
x, y ∈ E se satisface x̂ + y = x̂ + ŷ. Nótese también que si x, y ∈ E son tales
que x ≤ y, entonces se satisface x̂ ≤ ŷ, como se comprueba fácilmente.

Dados x, y ∈ E tenemos x+y = (x+y)+− (x+y)− = x+−x−+y+−y−,
es decir, (x + y)+ + x− + y− = (x + y)− + x+ + y+, y aplicando lo probado
para los elementos de E+ obtenemos

(x̂ + y)+ + x̂− + ŷ− = (x̂ + y)− + x̂+ + ŷ+.
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Como (x + y)+ ≤ |x + y| ≤ |x|+ |y|, si ω ∈ R(x̂) ∩R(ŷ) será

̂(x + y)
+
(ω) = ̂(x + y)+(ω) ≤ ̂(|x|+ |y|)(ω) ≤ |̂x|(ω) + |̂x|(ω) < +∞ .

Lo mismo ocurre para las otras partes positivas y negativas, por tanto, de la
igualdad

(x̂ + y)+(ω)+x̂−(ω)+ŷ−(ω) = (x̂ + y)−(ω)+x̂+(ω)+ŷ+(ω), ω ∈ R(x̂)∩R(ŷ)

se deduce

(x̂ + y)(ω) = (x̂ + y)+(ω)− (x̂ + y)−(ω)
= x̂+(ω)− x̂−(ω) + ŷ+(ω)− ŷ−(ω) = x̂(ω) + ŷ(ω) .

Basta tener en cuenta que R(x̂) ∩R(ŷ) es un abierto denso para concluir que
x̂ + y = x̂ + ŷ.

Veamos para terminar que la aplicación E → Ê es inyectiva. Sea x ∈ E
tal que x̂ = 0. Según el lema 1.2.15, si ω ∈ SpecE∗ entonces x̂+(ω) = 0 ó
x̂−(ω) = 0, de modo que debe ser x̂+(ω) = x̂−(ω) = 0 para todo ω ∈ SpecE∗.
Lo anterior significa que ω(x+∧ne) = ω(x−∧ne) = 0 para todo ω ∈ SpecE∗,
y de esto se deduce que x+∧e = x−∧e = 0, ya que la representación de Riesz
E∗ → C(SpecE∗) es inyectiva; basta tener en cuenta que e es unidad débil
para obtener x+ = x− = 0 (véase la proposición 1.1.16).

Observación 1.2.20. (i) En la demostración anterior hemos podido aplicar
el lema 1.2.17 porque, como ya se dijo en 1.2.9, el subret́ıculo E∗ de C(SpecE∗)
contiene las funciones constantes.
(ii) También hemos señalado que, dado x ∈ E∗, se da la igualdad x̂(ω) = ω(x)
para cada ω ∈ SpecE∗. En lo que sigue se probará que SpecE se puede
considerar como un subespacio topológico de SpecE∗, y que también es cierta
la igualdad x̂(ω) = ω(x) cuando x ∈ E y ω ∈ SpecE.

Teorema 1.2.21. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil
e. El morfismo de restricción ω ∈ Spec E 7→ ω|E∗ ∈ SpecE∗ es un homeo-
morfismo entre SpecE y su imagen.

Demostración. El morfismo de restricción SpecE → SpecE∗ es inyectivo:
sean ω1, ω2 ∈ SpecE tales que ω1|E∗ = ω2|E∗ ; dado x ∈ E+, existe n ∈ N
tal que ω1(x) ≤ n y ω2(x) ≤ n, de modo que ω1(x) = ω1(x ∧ ne) y ω2(x) =
ω2(x∧ne); como x∧ne ∈ E∗, tenemos que ω1(x) = ω2(x) y por tanto ω1 = ω2.
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Veamos ahora que SpecE es homeomorfo a su imagen en SpecE∗. La
topoloǵıa inducida por SpecE∗ en Spec E es la inducida por las composiciones

{SpecE → SpecE∗ y−→ R : y ∈ E∗};
pero dados y ∈ E∗, ω ∈ SpecE tenemos que y(ω|E∗) = ω(y) = y(ω), viendo
y en E; por tanto, la topoloǵıa inducida por SpecE∗ en SpecE es la débil
inducida por las funciones de E∗ ⊆ E. Teniendo en cuenta que para cada
x ∈ E se satisfacen coz(x) = coz(|x|) = coz(|x| ∧ e) y |x| ∧ e ∈ E∗, basta
aplicar el lema 1.2.17 para concluir con que ambas topoloǵıas coinciden (véase
la observación 1.2.20 (i)).

En adelante identificaremos SpecE con su imagen en SpecE∗. El siguiente
lema nos dice cómo podemos ver SpecE dentro de SpecE∗:

Lema 1.2.22. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e.
Se satisface

SpecE = {ω ∈ SpecE∗ : x̂(ω) ∈ R ∀x ∈ E+}.
Demostración. Si ω ∈ SpecE y x ∈ E+, entonces existe n0 ∈ N tal que
ω(x) ≤ n0 y por tanto ω(x) = ω(x) ∧ n = ω(x ∧ ne) para todo n ≥ n0, de
modo que x̂(ω) = supn ω(x ∧ ne) = ω(x) ∈ R.

Sea ahora ω ∈ SpecE∗ tal que x̂(ω) ∈ R para todo x ∈ E+. Definimos
ω̄ : E → R del siguiente modo: dado x ∈ E, w̄(x) = x̂(ω) ∈ R. Veamos que
ω̄ ∈ SpecE: dados x, y ∈ E y λ ∈ R tenemos

ω̄(x + y) = x̂ + y(ω) = x̂(ω) + ŷ(ω) = ω̄(x) + ω̄(y) ,

ω̄(λx) = λ̂x(ω) = λx̂(ω) = λω̄(x) , ω̄(e) = e(ω) = 1 ,

ω̄(|x|) = |̂x|(ω) = |x̂|(ω) = |x̂(ω)| = |ω̄(x)| .
Obviamente ω = ω̄|E? .

Veamos una propiedad importante de SpecE como subespacio topológico
de SpecE∗.

Definiciones 1.2.23. Sea Y un subconjunto de un espacio topológico X. Se
dice que Y es un conjunto Gδ, si Y es igual a la intersección de una familia
numerable de abiertos. Dada f ∈ C(X), es fácil ver que coz(f) es un conjunto
Gδ. Se define la Q-clausura de Y como el conjunto de puntos ω ∈ X que
satisfacen: cada conjunto Gδ que contiene a ω tiene intersección no vaćıa con
Y . Se dice que Y es Q-cerrado cuando coincida con su Q-clausura.
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Lema 1.2.24. Si E es un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e,
entonces SpecE es un subespacio Q-cerrado de SpecE∗. Más concretamente,
dada ω0 ∈ SpecE∗ \ SpecE, existe h ∈ C(Spec E∗), h ≥ 0, tal que h(ω0) = 0
y h(ω) > 0 para todo ω ∈ SpecE.

Demostración. Sea ω0 ∈ SpecE∗ \ SpecE. Por 1.2.22 sabemos que existe
x ∈ E+ tal que x̂(ω0) = +∞. Definimos h : SpecE∗ → R del siguiente modo:

h(ω) =

{
1

1+x̂(ω) si ω ∈ R(x̂) ,

0 si ω /∈ R(x̂) ;

h es continua porque R(x̂) es un abierto denso de SpecE∗, h(ω0) = 0 porque
ω0 /∈ R(x̂), y h(ω) > 0 para todo ω ∈ SpecE porque SpecE ⊆ R(x̂).

Definición 1.2.25. Sea E un ret́ıculo vectorial con unidad débil e. Se dice
que E es e-semisimple si su representación de Riesz es inyectiva.

Según vimos en el teorema 1.2.6, E∗ es e-semisimple.

1.2.26. Si E es un ret́ıculo vectorial con unidad débil e, y si E es e-semisimple,
entonces debe ser SpecE 6= ∅. En efecto, si fuera SpecE = ∅ entonces
C(SpecE) tiene como único elemento la inclusión ∅ ↪→ R, luego la repre-
sentación E → C(Spec E) no puede ser inyectiva porque en E hay más de un
elemento (recuérdese que es E 6= 0).

Proposición 1.2.27. Un ret́ıculo vectorial arquimediano E con unidad débil
e es e-semisimple, si y sólo si SpecE es denso en SpecE∗.

Demostración. Que E sea e-semisimple significa que si x ∈ E es tal que x(ω) =
0 para todo ω ∈ SpecE entonces x = 0. Dado que coz(x) = coz(|x| ∧ e), el
que E sea e-semisimple es equivalente a que si x ∈ E∗ es tal que x(ω) = 0
para todo ω ∈ SpecE entonces x = 0.

Por otra parte, el que SpecE sea denso en SpecE∗ significa que si x ∈ E∗

es tal que x(ω) = 0 para todo ω ∈ SpecE, entonces x(ω) = 0 para todo
ω ∈ SpecE∗; pero teniendo en cuenta que E∗ es e-semisimple, lo anterior
es equivalente a que si x ∈ E∗ es tal que x(ω) = 0 para todo ω ∈ SpecE
entonces x = 0.
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1.3 La realcompactificación de Hewitt-Nachbin

En esta sección trabajaremos con ret́ıculos vectoriales cuyos elementos son ya
funciones reales sobre un conjunto. Si X es un conjunto y E es un subret́ıculo
vectorial de RX que contiene a las funciones constantes, entonces E es arqui-
mediano y la función constantemente igual a 1 es unidad débil de orden. En
tal caso SpecE 6= ∅ puesto que para cada ω ∈ X el morfismo de evaluación
en ω,

δω : E → R
x 7→ δω(x) = x(ω) ,

pertenece a SpecE. Además E es 1-semisimple: si x ∈ E es tal que ω(x) = 0
para todo ω ∈ SpecE, en particular debe ser δω(x) = x(ω) = 0 para todo
ω ∈ X, y entonces x = 0.

Cuando E separe puntos de X, la aplicación ω 7→ δω es inyectiva y por
tanto X dotado de la topoloǵıa débil definida por E puede considerarse como
un subespacio topológico de SpecE. Para precisar las propiedades de X como
subespacio topológico de SpecE necesitaremos las siguientes cuestiones pre-
vias:

Definiciones 1.3.1. Sea X un espacio topológico completamente regular. Se
dice que X es realcompacto si es homeomorfo a un subespacio cerrado de un
producto de copias de R. Es claro que todo espacio topológico realcompacto
es Hausdorff. Dado Y ⊆ X, se dice que Y está C-sumergido en X si cada
función continua f : Y → R se extiende a una función continua f̃ : X → R,
y se dice que Y está C∗-sumergido en X si cada función continua y acotada
f : Y → R se extiende a una función continua f̃ : X → R.

1.3.2. Si E es un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil, entonces
SpecE es un espacio topológico realcompacto (véase 1.2.13).

Proposición 1.3.3. Sea X un espacio topológico completamente regular. Son
equivalentes:
(i) X es realcompacto;
(ii) si X es un subespacio denso y C-sumergido de un espacio completamente

regular T , entonces X = T .

Demostración. (i)⇒(ii) Supongamos que X es realcompacto, es decir, X es
homeomorfo a un subespacio cerrado de RI , y supongamos que X es denso y
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C-sumergido en T . Denotemos por i, j las respectivas inmersiones de X en T
y de X en RI . Podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo

X
j−−→ RI

i ↓ ↗ j̃

T

donde j̃ es una extensión continua a T de la aplicación j. Como

j̃(T ) = j̃(i(X)) ⊆ j(X) = j(X) ,

tenemos que la aplicación continua

i ◦ j−1 ◦ j̃ : T → T

coincide en i(X) con la aplicación identidad. Pero i(X) es denso en T , de
modo que coinciden en todo punto de T .

(ii)⇒(i) Puesto que X es completamente regular, X tiene la topoloǵıa débil
dada por C(X) (Lema 1.2.17). Denotemos por i la inmersión topológica de X
en RC(X) y sea f ∈ C(X). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

X
f−−→ R

i ↓ ↗ πf

RC(X)

donde πf denota la proyección sobre la coordenada f . Aśı pues, πf es una
extensión continua de f a RC(X), y en particular a i(X). De acuerdo con (ii)
concluimos que X = i(X) = i(X), y por lo tanto X es realcompacto.

Definiciones 1.3.4. Sea X un espacio topológico completamente regular.
Llamaremos realcompactificación de X a todo espacio topológico realcom-
pacto Y dotado de una aplicación continua i : X → Y tal que i(X) es denso
en Y e i : X → i(X) es un homeomorfismo. Llamaremos compactificación
de X a todo espacio topológico compacto Hausdorff Y dotado de una apli-
cación continua i : X → Y tal que i(X) es denso en Y e i : X → i(X) es un
homeomorfismo.

Proposición 1.3.5. Sean X un conjunto y E un subret́ıculo vectorial de
RX que contiene a las funciones constantes y separa puntos de X. Si se
considera X dotado de la topoloǵıa débil definida por E, entonces SpecE es
una realcompactificación de X y SpecE∗ es una compactificación de X.
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Demostración. Consideremos X como subespacio topológico de SpecE (y por
lo tanto de SpecE∗) v́ıa la inclusión natural ω ∈ X 7→ δω ∈ SpecE (véase la
introducción a esta sección 1.3). Según la proposición 1.2.27, SpecE es denso
en SpecE∗, aśı que sólo tenemos que probar que X es denso en SpecE.

Sean ϕ0 ∈ SpecE, x1, . . . , xn ∈ E y ε > 0, y veamos que existe ω0 ∈
X tal que δω0 ∈ ⋂

i{ϕ ∈ SpecE : |ϕ(xi) − ϕ0(xi)| < ε}. Consideremos
x =

∨
i |xi − ϕ0(xi)| ∈ E; es obvio que ϕ0(x) = 0 y en consecuencia existe

ω0 ∈ X tal que x(ω0) < ε, pues si fuera x(ω) ≥ ε para todo ω ∈ X, entonces
tendŕıamos ε ≤ x y por tanto ϕ0(x) ≥ ε > 0. Por último, de la desigualdad
x(ω0) < ε se sigue que |xi(ω0)− ϕ0(xi)| < ε, i = 1, . . . , n.

Definiciones 1.3.6. Sea X un espacio topológico completamente regular. El
espacio topológico realcompacto Spec C(X) se denota por υX y es conocido
como la realcompactificación de Hewitt-Nachbin de X, y el espacio topológico
compacto Spec C∗(X) se denota por βX y es conocido como la compactifi-
cación de Stone-Cěch de X.

Proposición 1.3.7. Para cada espacio topológico completamente regular X
se satisfacen:
(i) X está C-sumergido en υX y está C ∗-sumergido en βX;
(ii) X es realcompacto si y sólo si X = υX;
(iii) υX es la Q-clausura de X en βX; como consecuencia, X es realcompacto

si y sólo si X es Q-cerrado en βX.

Demostración. El apartado (i) es una tautoloǵıa, y el (ii) se sigue de (i) y de
la proposición 1.3.3.

Veamos (iii). La Q-clausura de X en βX está contenida en υX porque
υX es Q-cerrado en βX (véase el lema 1.2.24). Supongamos ahora que
ω0 ∈ υX y sea G un conjunto Gδ de βX que contiene a ω0. Considere-
mos en βX una sucesión de abiertos {Un}n tal que G =

⋂
n Un, y para cada

n sea hn ∈ C(βX) tal que 0 ≤ hn ≤ 1, hn(ω0) = 0 y hn(βX \ Un) = 1.
Es claro que h =

∑
n(hn ∧ 1

2n ) es una función continua sobre βX que satis-
face ω0 ∈ {ω ∈ υX : h(ω) = 0} ⊆ G, por lo que para probar que G corta
a X bastará ver que h se anula en algún punto de X. Si fuera h(x) 6= 0
para todo x ∈ X, entonces 1/h seŕıa una función continua sobre X, por lo
que debeŕıa extenderse continuamente a ω0 ∈ υX; pero esto es absurdo
porque h(ω0) = 0.
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1.4 Ret́ıculos vectoriales 2-universalmente
completos

En esta sección caracterizamos los ret́ıculos vectoriales e-uniformemente cer-
rados (e unidad débil) que son 2-universalmente e-completos (este último
concepto introducido por Feldman y Porter [19]), en términos de ciertas
propiedades de inversión ligadas a la representación espectral (véanse [13]
y [71]).

Definición 1.4.1. Una sucesión {xn}n de un ret́ıculo vectorial E se dice que
es 2-disjunta, si para cada n ∈ N existen a lo sumo dos ı́ndices m tales que
xn ∧ xm 6= 0. Es claro que si {xn}n es 2-disjunta entonces {xn}n ⊆ E+.

Definiciones 1.4.2. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad
débil e. Diremos que E es 2-universalmente e-completo, si para cada sucesión
2-disjunta {xn}n de E tal que {coz(xn)}n es un recubrimiento de SpecE se
satisface que el supremo

∨
n xn existe.

Diremos que E es e-cerrado por inversión cuando SpecE 6= ∅ y se sat-
isfaga: si x ∈ E es tal que ω(x) 6= 0 para todo ω ∈ SpecE, entonces existe
y ∈ E tal que ω(y)ω(x) = 1 para todo ω ∈ SpecE.

Definiciones 1.4.3. Sea X un conjunto. Un recubrimiento numerable {Un}n

de X se dice 2-finito, si Un ∩Um = ∅ cuando |n−m| > 1. Sea f ∈ RX . Para
cada λ ∈ R, definimos los conjuntos de Lebesgue de f como

Lλ(f) = {ω ∈ X : f(ω) ≤ λ} , Lλ(f) = {ω ∈ X : f(ω) ≥ λ} .

Diremos que un subconjunto E de RX S1-separa los conjuntos de Lebesgue
de f , si para cualesquiera α, β ∈ R, α < β, existe g ∈ E tal que 0 ≤ g ≤ 1,
g(Lα(f)) = 0 y g(Lβ(f)) = 1.

1.4.4. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e y sea
{xn}n ⊆ E+. Sobre SpecE∗ tenemos la sucesión de funciones extendidas
{x̂n}n. Es claro que el supremo puntual f = supn x̂n siempre existe, pudiendo
ser f(ω) = +∞ para algún ω ∈ SpecE∗. Dado un subespacio Y de SpecE∗,
cuando f(ω) ∈ R para todo ω ∈ Y diremos que “el supremo puntual f =
supn x̂n es una función real sobre Y ”. Puede ocurrir que f no sea una función
real sobre Y , pero que, como función extendida, f sea continua sobre Y .

Lema 1.4.5. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad débil e,
y sea {xn}n una sucesión de E+ para la que existe x =

∨
n xn. Supongamos
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que el supremo puntual f = supn x̂n es una función real y continua sobre un
abierto U de SpecE∗. Entonces f = x̂ sobre U .

Demostración. Supongamos en primer lugar que x ∈ E∗, en cuyo caso es clara
la inclusión {xn}n ⊆ E∗. Como xn ≤ x se deduce que x̂n(ω) ≤ x̂(ω) para todo
ω ∈ SpecE∗, luego f(ω) ≤ x̂(ω) para todo ω ∈ U . Supongamos que existe
ω1 ∈ U tal que f(ω1) < x̂(ω1). Como f y x̂ son continuas en U , el conjunto
W = {ω ∈ U : f(ω) < x̂(ω)} es un entorno abierto de ω1; consideremos un
entorno compacto K de ω1 contenido en W (existe por ser SpecE∗ compacto),
y sea α = inf{x̂(ω)− f(ω) : ω ∈ K} > 0. Sea 0 < c < 1 tal que f(ω) < c

1−c α,
para todo ω ∈ K (dicho c existe pues la función λ 7→ λ

1−λ α es continua en (0, 1)
y toma todos los valores del intervalo (0,+∞). Consideremos g ∈ C(SpecE∗),

c ≤ g ≤ 1, tal que g(ω1) = c y g(ω) = 1 si ω ∈ SpecE∗ \
◦
K. Es claro que

gx̂ < x̂ sobre SpecE∗ porque g(ω1) = c < 1 y x̂(ω1) > f(ω1) ≥ 0.
Veamos que x̂n ≤ gx̂ < x̂ para todo n: si ω /∈ K, entonces x̂n(ω) ≤ x̂(ω) =

(gx̂)(ω); si ω ∈ K entonces

(gx̂)(ω)− f(ω) ≥ cx̂(ω)− f(ω) = c(x̂(ω)− f(ω))− (1− c)f(ω)

≥ cα− (1− c)
c

1− c
α = 0 ,

y por tanto x̂n(ω) ≤ f(ω) ≤ (gx̂)(ω).
Si probamos que existe z ∈ E∗ tal que gx̂ ≤ ẑ < x̂ sobre SpecE∗, entonces

tendŕıamos xn ≤ z < x para todo n, lo cual contradice la igualdad x =∨
n xn. Puesto que E∗ es uniformemente denso en C(SpecE∗) (1.2.9), dado

ε = x̂(ω1)−g(ω1)x̂(ω1) = (1−c)x̂(ω1) > 0, existe y ∈ E∗ tal que ‖gx̂− ŷ‖∞ ≤
ε/3; tenemos

gx̂ ≤ ŷ + ε/3 ≤ gx̂ + 2ε/3 .

Si z = x ∧ (y + ε
3e), entonces gx̂ ≤ ẑ < x̂. En efecto, de la definición se

sigue trivialmente que gx̂ ≤ ẑ ≤ x̂; además ẑ(ω1) = x̂(ω1) ∧ (ŷ(ω1) + ε/3) ≤
g(ω1)x̂(ω1) + 2ε/3 = cx̂(ω1) + 2

3(1− c)x̂(ω1) < x̂(ω1).
Veamos el caso general. Para cada k ∈ N sea Uk = {ω ∈ U : f(ω) < k}.

Fijado k ∈ N, {xn ∧ ke}n es una sucesión en E∗
+ que tiene supremo en E,∨

n(xn ∧ ke) = (
∨

n xn) ∧ ke = x ∧ ke, y tal que fk = supn(x̂n ∧ ke) es una
función real y continua sobre Uk: dado ω ∈ Uk tenemos

fk(ω) = sup
n

(x̂n ∧ ke)(ω) = (sup
n

x̂n(ω)) ∧ k = f(ω) ∧ k = f(ω).
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Como x∧ke ∈ E∗, del caso anterior obtenemos fk(ω) = (x̂ ∧ ke)(ω) = x̂(ω)∧k
para todo ω ∈ Uk, y al ser fk = f < k sobre Uk, concluimos que f(ω) = x̂(ω)
cuando ω ∈ Uk. Para terminar basta tener en cuenta que U =

⋃
k Uk.

Observación 1.4.6. En C(X), el supremo puntual, si existe como función
real, no siempre coincide con el supremo en C(X); puede incluso ocurrir que
el último no exista aunque exista el primero. Cuando el supremo puntual es
una función real y continua, entonces śı es igual al supremo en C(X).

Por ejemplo: X = [0, 1], fn(ω) = 1− ωn, n ∈ N; el supremo puntual de la
sucesión {fn}n es la función

f(ω) =

{
1 si 0 ≤ ω < 1 ,

0 si ω = 1 ;

es claro que f no es continua y que
∨

n fn = 1 6= f .

El lema 1.4.7 se debe a Garrido y Montalvo [22], y el lema 1.4.8 es un caso
particular de un resultado del mismo trabajo [22].

Lema 1.4.7. Sean X un conjunto, E un subret́ıculo vectorial de RX que
contiene a las funciones constantes, y una función x ∈ E. Se satisfacen:
(i) E S1-separa los conjuntos de Lebesgue de x;
(ii) para cada sucesión estrictamente decreciente {αn}n≥0 en R, existe una

sucesión {xn}n≥0 de funciones de E, 0 ≤ xn ≤ 1, satisfaciendo:

coz(x0) ⊆ C0 = {ω ∈ X : x(ω) > α1},
coz(xn) ⊆ Cn = {ω ∈ X : αn−1 > x(ω) > αn+1} (n ≥ 1),

sup
n

xn(ω) = 1 ∀ω ∈
⋃

n≥0

Cn.

Demostración. (i) Dados α, β ∈ R, α < β, es claro que Lα(x) = Lα(α∨x∧β),
Lβ(x) = Lβ(α ∨ x ∧ β) y α ∨ x ∧ β ∈ E∗ ⊆ C(SpecE∗) (véase lo dicho al
comienzo de la sección 1.3). Si denotamos

Kα = {ω ∈ SpecE∗ : α ∨ x̂(ω) ∧ β ≤ α}
Kβ = {ω ∈ SpecE∗ : α ∨ x̂(ω) ∧ β ≥ β}

entonces Kα y Kβ son compactos disjuntos de SpecE∗, luego, por 1.2.12,
existe y ∈ E∗ ⊆ E, 0 ≤ y ≤ 1, tal que y(Kα) = 0 e y(Kβ) = 1. En
consecuencia, y(Lα(x)) = 0 e y(Lβ(x)) = 1.
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(ii) Sea α0 > α1 > . . . una sucesión de números reales, y para cada n
consideremos un número real βn tal que αn−1 > βn > αn. Según (i), existen
en E sucesiones {yn}n≥1, {zn}n≥0, 0 ≤ yn ≤ 1, 0 ≤ zn ≤ 1, tales que

yn(Lαn−1(x)) = 1 , yn(Lβn(x)) = 0 , (n ≥ 1)

zn(Lαn+1(x)) = 0 , zn(Lβn+1(x)) = 1 . (n ≥ 0)

Si definimos x0 = z0 y xn = zn − yn para n ≥ 1, entonces x0(ω) = 1 si
x(ω) ≥ β1 y x0(ω) = 0 si x(ω) ≤ α1, y para n ≥ 1 tenemos

xn(ω) =

{
0 si x(ω) ≤ αn+1 ó x(ω) ≥ αn−1 ,

1 si βn+1 ≤ x(ω) ≤ βn ;

por lo tanto coz(x0) ⊆ C0 = {ω ∈ X : x(ω) > α1}, y coz(xn) ⊆ Cn = {ω ∈ X :
αn−1 > x(ω) > αn+1} cuando n ≥ 1. Por último, se comprueba fácilmente
que para todo ω ∈ ⋃

n≥0 Cn se satisface supn xn(ω) = 1.

Lema 1.4.8. Sea X un conjunto y sea E un subret́ıculo vectorial de RX

uniformemente cerrado y conteniendo a las funciones constantes. Si para
cada sucesión {xn}n ⊆ E∗

+ tal que {coz(xn)}n es un recubrimiento 2-finito
de X se satisface que la función supremo puntual f = supn xn pertenece a
E, entonces E tiene la siguiente propiedad: si x ∈ E y x(ω) 6= 0 para todo
ω ∈ X, entonces la función ω ∈ X 7→ 1

x(ω) ∈ R pertenece a E.

Demostración. Sea x ∈ E tal que x(ω) 6= 0 para todo ω ∈ X y denotemos

y0 =
1
2
∨ x , yn =

1
n + 2

∨ x ∧ 1
n

(n ≥ 1) .

Para n ≥ 1 tenemos yn ∈ E∗ = C(SpecE∗) e yn ≥ 1
n+2 , y por lo tanto

1
yn
∈ E∗. Ahora, si consideramos la representación E → D(SpecE∗), entonces

ŷ0(ω) = 1
2 ∨ x̂(ω) ≥ 1/2 para todo ω ∈ SpecE∗. Definamos

y−1
0 (ω) =

{
1

ŷ0(ω) si ω ∈ R(ŷ0) ,

0 si x̂(ω) = ∞ ,

de modo que la función y−1
0 es continua y acotada en SpecE∗. En particu-

lar, si ω ∈ X se tiene que y−1
0 (ω) = 1

ŷ0(ω) = 1
y0(ω) , de modo que 1

y0
∈ E∗.

Análogamente, si consideramos las funciones

y0 =
1
2
∨ (−x) , yn =

1
n + 2

∨ (−x) ∧ 1
n

(n ≥ 1) ,
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concluimos de igual modo que 1
y′n
∈ E∗ para todo n ≥ 0.

Consideremos en X los conjuntos

C0 =
{

ω ∈ X : x(ω) >
1
2

}
,

Cn =
{

ω ∈ X :
1
n

> x(ω) >
1

n + 2

}
(n ≥ 1) .

Aplicando el lema 1.4.7 (ii), existe {xn}n≥0 ⊆ E, 0 ≤ xn ≤ 1, tal que coz(xn) ⊆
Cn para todo n y supn xn(ω) = 1 para todo ω ∈ ⋃

n≥0 Cn. De igual modo, si

C ′
0 =

{
ω ∈ X : −x(ω) >

1
2

}
,

C ′
n =

{
ω ∈ X :

1
n

> −x(ω) >
1

n + 2

}
(n ≥ 1) ,

entonces existe {x′n}n≥0 ⊆ E, 0 ≤ x′n ≤ 1, tal que coz(x′n) ⊆ Cn para todo n
y supn x′n(ω) = 1 para todo ω ∈ ⋃

n≥0 C ′
n.

Puesto que x(ω) 6= 0 para todo ω ∈ X tenemos X = (
⋃

n Cn) ∪ (
⋃

n C ′
n),

y por lo tanto

1
x(ω)

= sup
n

(
1

x(ω)
xn(ω)

)
− sup

n

( −1
x(ω)

x′n(ω)
)

(ω ∈ X) .

Observemos que sobre coz(xn) la función x coincide con yn, y que sobre coz(x′n)
coincide con −y′n, por lo que tenemos

1
x(ω)

= sup
n

(
xn(ω)
yn(ω)

)
− sup

n

(
x′n(ω)
y′n(ω)

)
(ω ∈ X) .

En virtud de que E∗ = C(SpecE∗) es un anillo se tiene que xn
yn
∈ E∗. Es claro

que coz(xn
yn

) = coz(xn), lo cual implica que
⋃

n coz(xn
yn

) = {ω ∈ X : x(ω) >
0}. De aqúı se sigue que aunque la colección {coz(xn

yn
)}n es 2-finita, ésta no

necesariamente es un recubrimiento de X (luego no es posible aún aplicar la
hipótesis para deducir que supn

xn
yn
∈ E). Sea y = −1 ∨ x ∧ 1 ∈ E∗, entonces

coz(y+) = coz(x+) y coz(y−) = coz(x−), con lo que ahora ya se sigue que
y−∨(supn

xn
yn

) ∈ E (pues coz(y−)∩coz(xn
yn

) = ∅ y X = coz(y−)∪(
⋃

n coz(xn
yn

)),

y del mismo modo y+ ∨ (supn
x′n
y′n

) ∈ E. Para concluir tenemos

y−(ω) ∨
(

sup
n

xn(ω)
yn(ω)

)
− y+(ω) ∨

(
sup

n

x′n(ω)
y′n(ω)

)
=

1
x(ω)

− y(ω) (ω ∈ X) ,

de modo que 1
x − y ∈ E y por lo tanto 1

x ∈ E.
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Nota. El rećıproco del lema anterior también es cierto; éste no es más que
un caso particular de (iii) ⇒ (ii) en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.9 (M-P-R [49]). Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con
unidad débil e. Si E es e-semisimple y e-uniformemente cerrado, entonces
son equivalentes:
(i) E es 2-universalmente e-completo;
(ii) para cada {xn}n ⊆ E∗

+ tal que {coz(xn)}n es un recubrimiento 2-finito
de SpecE se satisface que

∨
n xn existe;

(iii) E es e-cerrado por inversión.

Demostración. (i)⇒(ii) Es inmediato.
(ii)⇒(iii) Sea {xn}n ⊆ E∗

+ una sucesión para la que {coz(xn)}n es un
recubrimiento 2-finito de SpecE, y sea f = supn xn el supremo puntual de la
sucesión {xn}n sobre SpecE. Para probar que E es e-cerrado por inversión
bastaŕıa, según el lema 1.4.8, probar que f ∈ E ⊆ C(SpecE). Según (ii)
existe x =

∨
n xn ∈ E. Si probamos que f es una función real y continua

en un entorno abierto de SpecE en SpecE∗, entonces aplicando el lema 1.4.5
concluiŕıamos que f = x. Si para cada n, coz∗(xn) denota el cocero de xn

calculado en SpecE∗ (puesto que xn ∈ E∗ = C(SpecE∗)), entonces U =⋃
n coz∗(xn) es un abierto de SpecE∗; además SpecE ⊆ U , pues {coz(xn)}

es un recubrimiento de SpecE y coz(xn) = coz∗(xn) ∩ SpecE para cada n.
Fijado k ∈ N, todas las funciones de la sucesión {xn}n, salvo a lo sumo xk−1,
xk y xk+1, se anulan sobre coz∗(xk) porque coz(xk) es denso en coz∗(xk); por
lo tanto

f| coz∗(xk) = (xk−1 ∨ xk ∨ xk+1)| coz∗(xk) .

De todo lo anterior se sigue que f es una función real y continua sobre U .
(iii)⇒(i) Sea {xn}n una sucesión 2-disjunta de E tal que {coz(xn)}n es un

recubrimiento de SpecE. Para cada n se satisfacen coz∗(x̂n) = coz∗(x̂n∧1) =
coz∗(xn ∧ e) y coz(xn) = coz(xn ∧ e) = coz∗(xn ∧ e) ∩ SpecE, de modo que
coz(xn) = coz∗(x̂n) ∩ Spec E; por tanto, al igual que antes se prueba que
U = ∪n coz∗(x̂n) es un entorno abierto de SpecE en SpecE∗ y que el supremo
puntual f = supn x̂n existe y es continuo sobre U (pudiera ser que f(ω) /∈ R
para algún ω ∈ U). Sea g ∈ E∗ = C(SpecE∗) tal que coz∗(g) = U y definamos
h : SpecE∗ → R como

h(ω) =

{
g(ω)

1+f(ω) si ω ∈ coz∗(g) ,

0 si ω /∈ coz∗(g) ;
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h es continua porque dado ω0 ∈ SpecE∗ tal que ω0 /∈ coz∗(g) se satisface

lim
ω→ω0

ω∈coz∗(g)

h(ω) = 0 ;

tenemos h ∈ C(SpecE∗) = E∗ ⊆ E. Como se satisface que h(ω) > 0 para todo
ω ∈ SpecE y E es e-cerrado por inversión, existe y ∈ E tal que h(ω)ω(y) = 1
para todo ω ∈ SpecE, es decir, f = gy − e con h, y ∈ E. Por lo tanto f ∈ E,
y como f = supn xn debe ser f =

∨
n xn.

Proposición 1.4.10. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad
débil e satisfaciendo:
(i) E es e-uniformemente cerrado;
(ii) E es e-semisimple;
(iii) E es e-cerrado por inversión.
Entonces E = D(Spec E∗).

Demostración. Sabemos que la representación E → D(SpecE∗), x 7→ x̂ es
inyectiva (Teorema 1.2.19), por lo que debemos probar que es epiyectiva, es
decir, que dada f ∈ D(Spec E∗) existe x ∈ E tal que x̂ = f . Como f = f+−f−

podemos suponer f ≥ 0. Por definición, el conjunto R(f) = {ω ∈ SpecE∗ :
f(ω) ∈ R} es un abierto denso de SpecE∗, con lo que la función

g(ω) =

{
1

1+f(ω) si ω ∈ R(f) ,

0 si ω /∈ R(f) ,

es continua, acotada y positiva sobre SpecE∗, es decir, g ∈ C(SpecE∗) =
E∗ ⊆ E. Como ω(g) 6= 0 para todo ω ∈ SpecE, existe z ∈ E tal que
ω(z) = 1

ω(g) = 1 + f(ω) para todo ω ∈ SpecE. Finalmente, si x = z − e ∈ E,
entonces x̂ = f porque SpecE es denso en SpecE∗.

Observación 1.4.11. La proposición anterior dice que si E es un ret́ıculo vec-
torial arquimediano con unidad débil e, que es e-semisimple, e-uniformemente
cerrado y e-cerrado por inversión, entonces E consiste en las funciones con-
tinuas sobre SpecE que tienen ĺımite (finito ó no) en todo punto de SpecE∗.



Caṕıtulo 2

Φ-Álgebras

En este caṕıtulo se consideran ret́ıculos vectoriales que tienen además estruc-
tura de álgebra conmutativa con elemento unidad. Entre éstos tendrán es-
pecial interés en esta memoria las Φ-álgebras, cuyas primeras propiedades
se establecerán en la primera sección. La segunda sección está dedicada
básicamente a describir la representación de una Φ-álgebra como álgebra
de funciones extendidas. Por último, en la sección 2.3 se estudian las Φ-
álgebras uniformemente cerradas. Se extenderán a este marco algunas de las
propiedades de C(X) y se probará el conocido teorema de caracterización de
C(X) para X Lindelöf.

En todo lo que resta de memoria supondremos conocidas las nociones de
anillo, cuerpo, ideal, anillo cociente, ideal maximal, . . . . Todo anillo será
conmutativo y con unidad, y todo morfismo de anillos mandará la unidad a
la unidad.

2.1 La estructura de Φ-álgebra

El término Φ-álgebra fue utilizado por Henriksen y Johnson [31] para referirse
a una f -álgebras unitaria y arquimediana. En [12, §9, Cor. 3], Birkhoff y Pierce
probaron que éstas álgebras coinciden con las álgebras ret́ıculo-ordenadas y
arquimedianas en las que la unidad es unidad débil de orden. La demostración
que ellos hacen de este hecho se basa en la representación de una f -álgebra
como producto subdirecto de f -álgebras totalmente ordenadas. Al final de
esta sección damos una prueba alternativa que permite esquivar dicha repre-
sentación. En dicha prueba se utiliza una propiedad de las f -álgebras debida
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a Huijsmans y de Pagter [33].

Definiciones 2.1.1. Sea k un cuerpo. Llamaremos k-álgebra a todo anillo
A dotado de un morfismo de anillos k → A, el cual se denomina morfismo es-
tructural de la k-álgebra A. Como el morfismo estructural debe ser inyectivo,
identificaremos k con su imagen en A y consideraremos que k es un subanillo
de A, como es usual.

Si A y B son k-álgebras, una aplicación A → B se dice que es un morfismo
de k-álgebras si es un morfismo de anillos que deja invariante a k, es decir, si
es un morfismo de anillos que hace conmutativo el diagrama

k
↙ ↘

A −→ B .

Si A es una k-álgebra e I es un ideal propio de A, entonces la composición
del morfismo estructural de k → A con el morfismo de paso al cociente A →
A/I dota a A/I de estructura de k-álgebra, que será la que consideraremos
en adelante; es claro que dicha estructura es la única para la cual A → A/I
es un morfismo de k-álgebras.

Definiciones 2.1.2. Llamaremos l-álgebra a toda R-álgebra A dotada de una
relación de orden “≤”, compatible con su producto (si a, b ∈ A son tales que
a ≤ b y c ≥ 0, entonces ac ≤ bc) y que la dota de estructura de ret́ıculo
vectorial.

Sean A y B l-álgebras. Diremos que una aplicación T : A → B es un
morfismo de l-álgebras si es morfismo de R-álgebras y morfismo de ret́ıculos.
Llamaremos isomorfismo de l-álgebras a todo morfismo de l-álgebras biyectivo
cuya aplicación inversa sea también morfismo de l-álgebras. Diremos que A y
B son l-isomorfas si existe entre A y B algún isomorfismo de l-álgebras.

2.1.3. Sean A y B l-álgebras y sea T : A → B un morfismo de álgebras. Como
A y B son ret́ıculos vectoriales, para T son válidos los comentarios hechos en
1.1.7 y 1.1.8: T es morfismo de l-álgebras si y sólo si |T (a)| = T (|a|) para
todo a ∈ A, y si T es morfismo de l-álgebras, entonces para que T sea un
isomorfismo de l-álgebras es suficiente con que T sea biyectiva.

Definición 2.1.4. Sea A una l-álgebra. Un ideal I de A diremos que es
un l-ideal si I es un subconjunto sólido de A. Un l-ideal maximal es un l-
ideal propio que no está contenido estrictamente en ningún otro l-ideal propio.
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Haciendo uso del lema de Zörn (como en la demostración del lema 1.1.17) se
deduce que cada l-ideal propio está contenido en algún l-ideal maximal.

2.1.5. Sea I un ideal propio de una l-álgebra A y sea π : A → A/I el morfismo
de paso al cociente. Igual que se haćıa para un l-subespacio de un ret́ıculo
vectorial, se demuestra que π(A+) es el cono positivo para una estructura
de l-álgebra sobre A/I tal que π es morfismo de l-álgebras, si y sólo si I es
un l-ideal, en cuyo caso existe una biyección natural entre el conjunto de los
l-ideales de A que contienen a I y el conjunto de los l-ideales de A/I; además,
los l-ideales maximales se corresponden por dicha biyección (véanse 1.1.11 y
1.1.12)

Ejemplo 2.1.6. Dado un espacio topológico X, C(X) es una l-álgebra en la
que tenemos: si Y es un subconjunto de X e IY = {f ∈ C(X) : f(Y ) = 0},
entonces IY es un l-ideal de C(X).

Lema 2.1.7. Sea A una l-álgebra. Para cualesquiera a, b ∈ A se satisfacen:
(i) c(a ∧ b) ≤ ca ∧ cb y c(a ∨ b) ≥ ca ∨ cb para todo c ∈ A+;
(ii) |ab| ≤ |a||b|.
Demostración. Las desigualdades de (i) son inmediatas. Veamos (ii):

−|a||b| = −(a+ + a−)(b+ + b−) = −a+b+ − a+b− − a−b+ − a−b−

≤ a+b+ − a+b− − a−b+ + a−b− = (a+ − a−)(b+ − b−)
= ab ≤ a+b+ + a+b− + a−b+ + a−b− = |a||b| ,

y por tanto |ab| ≤ |a||b|.
Definición 2.1.8. Una subálgebra B de una l-álgebra A se dice que es una
l-subálgebra, si B es una l-álgebra con el orden inducido por A.

Ejemplo 2.1.9. Sea A una l-álgebra. Fijado e ∈ A+ sea A∗(e) el subret́ıculo
vectorial de A formado por los elementos que son acotados respecto de e (véase
1.1.13). El lema 2.1.7 (ii) nos dice que si e · e ∈ A∗(e) y 1 ∈ A∗(e), entonces
A∗(e) es una l-subálgebra de A. En particular, si 1 ≥ 0 entonces A∗(1) es una
l-subálgebra de A.

Lema 2.1.10. Si J e I son l-ideales de una l-álgebra A, entonces I + J =
{a + b : a ∈ I, b ∈ J} también es un l-ideal. Si además 1 ∈ A+, entonces se
satisface la igualdad (I + J) ∩A∗(1) = I ∩A∗(1) + J ∩A∗(1).
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Demostración. Veamos que I + J = {a + b : a ∈ I, b ∈ J} es un l-ideal.
Sea c ∈ A tal que |c| ≤ |a + b|, con a ∈ I, b ∈ J ; como c+ ≤ |a| + |b|
y c− ≤ |a| + |b|, existirán a1, a2 ∈ I, b1, b2 ∈ J tales que 0 ≤ a1 ≤ |a|,
0 ≤ a2 ≤ |a|, 0 ≤ b1 ≤ |b|, 0 ≤ b2 ≤ |b| satisfaciendo c+ = a1 + b1 y
c− = a2 + b2. En consecuencia c = c+ − c− = (a1 − a2) + (b1 − b2) ∈ I + J .

Trivialmente I ∩ A∗(1) + J ∩ A∗(1) ⊆ (I + J) ∩ A∗(1). Veamos la otra
inclusión. Si c ∈ (I +J)∩A∗(1) entonces c = a+ b ∈ A∗(1) con a ∈ I y b ∈ J .
Como c+ ≤ |a|+|b| y c− ≤ |a|+|b|, existen a1, a2 ∈ I∩A∗(1), b1, b2 ∈ J∩A∗(1)
tales que 0 ≤ a1 ≤ |a|, 0 ≤ a2 ≤ |a|, 0 ≤ b1 ≤ |b|, 0 ≤ b2 ≤ |b| satisfaciendo
c+ = a1 + b1 y c− = a2 + b2. Aśı pues, c = c+ − c− = (a1 − a2) + (b1 − b2) ∈
I ∩A∗(1) + J ∩A∗(1).

Definiciones 2.1.11. Diremos que una l-álgebra A es una f -álgebra si tiene
la siguiente propiedad: si a, b ∈ A son tales que a ∧ b = 0, entonces para todo
c ∈ A+ se satisface a ∧ bc = 0. Llamaremos Φ-álgebra a toda f -álgebra que
sea arquimediana.

A continuación probaremos las propiedades más elementales de las f -
álgebras. Excepto las dos últimas, debidas a Huijsmans y de Pagter [33],
el resto son bien conocidas. Hay, que sepamos, dos demostraciones de que
una Φ-álgebra carece de elementos nilpotentes, la que dan Birkhoff y Pierce
en [12], que hace uso de la representación de una f -álgebra como “producto
subdirecto” de f -álgebras totalmente ordenadas, y la que aparece en el libro
de Bigard, Keimel y Wolfenstein [10], en la cual se utiliza la “teoŕıa de orto-
morfismos” en f -anillos. La propiedad (v) del siguiente teorema nos permitirá
dar en el lema 2.1.14 una prueba alternativa del hecho mencionado.

Teorema 2.1.12. Sea A una f-álgebra. Dados a, b ∈ A se satisfacen:
(i) c(a ∧ b) = ca ∧ cb y c(a ∨ b) = ca ∨ cb para todo c ∈ A+;
(ii) |ab| = |a||b|;
(iii) si a ∧ b = 0 entonces ab = 0; en particular tenemos a+a− = 0;
(iv) a2 = |a|2 ≥ 0; en particular tenemos 1 = 1 · 1 ≥ 0;
(v) si a, b ≥ 0 entonces 0 ≤ ab− (ab ∧ nb) ≤ 1

n a2b para todo n ∈ N;
(vi) ab = (a ∧ b)(a ∨ b); como consecuencia, si I es un l-ideal de A y a ≥ 0,

entonces a ∈ I si y sólo si a ∧ 1 ∈ I.

Demostración. La demostración de (i) es análoga a la de (x) del lema 1.1.6.
(ii) Si a ∈ A+ es consecuencia de (i):

|ab| = (ab) ∨ (−ab) = a[b ∨ (−b)] = a|b| = |a||b| ;
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en general tenemos

a|b| = a+|b| − a−|b| = |a+b| − |a−b|| ≤ ∣∣|a+b| − |a−b|∣∣
≤ |a+b− a−b| = |ab| ,

y del mismo modo −a|b| ≤ | − ab| = |ab|; por lo tanto se satisface |a||b| ≤ |ab|
y concluimos por (ii) del lema 2.1.7.

(iii) Si a ∧ b = 0 entonces a, b ≥ 0, y al ser A una f -álgebra obtenemos
ab ∧ ab = 0, es decir, ab = 0; en particular, como a+ ∧ a− = 0 obtenemos
a+a− = 0.

(iv) Teniendo en cuenta que a+a− = 0, es inmediato comprobar que a2 =
(a+)2 + (a−)2 = |a|2.

(v) Sean a, b ≥ 0. De las propiedades elementales de las l-álgebras obten-
emos (ab− nb)+ = ab− (ab ∧ nb) y (ab− nb)− = nb− (ab ∧ nb), por lo que
se satisface

(ab− (ab ∧ nb)) ∧ (nb− (ab ∧ nb)) = (ab− nb)+ ∧ (ab− nb)− = 0 .

De aqúı, y puesto que A es una f -álgebra, obtenemos la siguiente cadena de
implicaciones:

(ab− (ab ∧ nb)) ∧ (
a

n
nb− a

n
(ab ∧ nb)) = 0 ⇒

(ab− (ab ∧ nb)) ∧ (ab− a(
a

n
b ∧ b)) = 0 ⇒

ab + (−(ab ∧ nb) ∧ −a(
a

n
b ∧ b)) = 0 ⇒

ab− ((ab ∧ nb) ∨ a(
a

n
b ∧ b)) = 0 ⇒

ab = (ab ∧ nb) ∨ (a(
a

n
b ∧ b)) ≤ (ab ∧ nb) + a(

a

n
b ∧ b) .

En consecuencia, ab− (ab ∧ nb) ≤ a( a
nb ∧ b) ≤ 1

na2b.
(vi) Como a + b = a ∧ b + a ∨ b tenemos

ab− (a ∧ b)(a ∨ b) = ab− (a ∧ b)(a + b− a ∧ b)
= (a− a ∧ b)(b− a ∧ b) = (a− b)+(a− b)−,

y basta aplicar (iii) para concluir la demostración.
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Nota. Sea A una l-álgebra. Dados a ∈ A y α ∈ R, cuando escribimos “a ≤ α ”
estamos entendiendo α ∈ A v́ıa la inclusión natural R ↪→ A. Si 1 ∈ A+ (lo
que, según el teorema 2.1.12 (iv), ocurre con seguridad cuando A es una f -
álgebra), entonces es claro que el orden que A induce en R es el orden usual
de R, es decir, dados α, β ∈ R se satisface “α ≤ β en R si y sólo si es α ≤ β
en A ”, motivo por el cual no haremos distinción.

Lema 2.1.13. Si la unidad de una l-álgebra A es una unidad fuerte, entonces
A es una f -álgebra. En particular, si 1 ≥ 0 en A, entonces A∗(1) es una f-
álgebra.

Demostración. Supongamos que 1 es una unidad fuerte en A, es decir, 1 ≥ 0
y A∗(1) = A. Dados a, b, c ∈ A+ con a∧b = 0, existe n ∈ N tal que a, b, c ≤ n,
luego

0 ≤ a ∧ bc ≤ a ∧ nb ≤ na ∧ nb = n(a ∧ b) = 0

y por tanto a ∧ bc = 0. Para probar la segunda parte del lema basta tener en
cuenta que, dado e ∈ A+, e es una unidad fuerte de A∗(e).

Lema 2.1.14. En una Φ-álgebra A no existen elementos nilpotentes.

Demostración. Sea c ∈ A tal que cp = 0 para algún p; podemos suponer que
p es el menor natural par que lo satisface, en cuyo caso cp = |c|p, por lo que
podemos suponer c ≥ 0. Si k ∈ N tal que p = 2k y denotamos d = ck, entonces
(md)2 = m2d2 = m2cp = 0 para todo m ∈ N. Según el teorema 2.1.12 (v),
se satisface 0 ≤ md − (md ∧ 1) ≤ (md)2 = 0 (considerando a = md, b = 1
y n = 1), con lo que md = md ∧ 1, es decir, md ≤ 1 para todo m ∈ N. Por
ser A arquimediana debe ser d = 0. Si p = 2 entonces c = d = 0 y hemos
terminado, y si p > 2 entonces k ó k + 1 es par y menor estrictamente que p,
lo cual es una contradicción.

Corolario 2.1.15. Sea A una Φ-álgebra. Para cualesquiera a, b ∈ A+ se
satisface

a ≤ b ⇐⇒ a2 ≤ b2 .

Demostración. Es obvio que a2 ≤ b2 cuando a ≤ b. Supongamos ahora que
a2 ≤ b2; sea c = a − a ∧ b ≥ 0 y probemos la igualdad c = 0. En virtud
del teorema 2.1.12 tenemos ab = (a ∧ b)(a ∨ b) = [a(a ∨ b)] ∧ [b(a ∨ b)] =
(a2 ∨ ab) ∧ (ab ∨ b2) = (a2 ∧ b2) ∨ (ab), aśı que a2 ∧ b2 ≤ ab y por lo tanto
a2 = a2 ∧ b2 = a2 ∧ b2 ∧ (ab) = (a ∧ b)2 ≤ a2 − c2, es decir, c2 = 0. Como,
según 2.1.14, en A no hay elementos nilpotentes debe ser c = 0.
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El siguiente resultado se debe a Birkhoff y Pierce [12, §9, Cor. 3]. La
prueba que daremos de él está inspirada en la dada en [10, Prop. 12.3.20].

Teorema 2.1.16. Sea A una l-álgebra arquimediana. Son equivalentes:
(i) A es una Φ-álgebra;
(ii) 1 es una unidad débil.

Demostración. (i)⇒(ii) Es consecuencia de la proposición 1.1.16 y de la propiedad
(iii) del teorema 2.1.12.

(ii)⇒(i) Veamos que A es una f -álgebra. Sean a, b, c ∈ A+ tales que
a ∧ b = 0. La condición a ∧ bc = 0 se satisfará si y sólo si a ∧ bc ∧ 1 = 0 (1 es
unidad débil), de modo que a∧ bc = 0 si y sólo si (a∧ bc∧1)2 = 0 (de acuerdo
con 2.1.14, A∗(1) no tiene elementos nilpotentes por ser, según 2.1.13, una Φ-
álgebra). Como (a∧bc∧1)2 ≤ a(a∧bc∧1)∧bc(a∧bc∧1)∧(a∧bc∧1), y además
a(a∧bc∧1)∧bc(a∧bc∧1)∧(a∧bc∧1) = 0 si (a∧bc∧1)b = 0, es suficiente probar
la igualdad (a∧bc∧1)b = 0, ó lo que es lo mismo [(a∧bc∧1)b∧1]2 = 0. Ahora
bien, 0 ≤ [(a∧ bc∧1)b∧1]2 ≤ [(a∧ bc∧1)b∧1][(a∧ bc∧1)b] ≤ (b∧1)(a∧1)b ≤
(a ∧ b)b = 0, pues (a ∧ 1)(b ∧ 1) ≤ a y (a ∧ 1)(b ∧ 1) ≤ b.

2.2 Representación de Φ-álgebras

Henriksen y Johnson consideran en [31] un teorema de representación para
Φ-álgebras análogo al de Yosida para espacios de Riesz [72]: toda Φ-álgebra
puede considerarse como un álgebra de funciones continuas sobre un espacio
topológico compacto con valores en R. En esta sección se probará este teorema
(ver 2.2.10) como una extensión a las Φ-álgebras de la versión del teorema de
Yosida que se obtuvo en 1.2.19.

Definiciones 2.2.1. Sea A una l-álgebra. Cuando hablemos en A de una
sucesión uniformemente de Cauchy (uniformemente convergente), ó cuando
digamos que un subconjunto de A es uniformemente cerrado (uniformemente
denso), estaremos suponiendo que es 1 ≥ 0 en A y que dichas nociones sig-
nifican 1-uniformemente de Cauchy (1-uniformemente convergente) para las
sucesiones, y 1-uniformemente cerrado (1-uniformemente denso) para los sub-
conjuntos (véanse las definiciones 1.2.7).

Recordemos que cuando A es una f -álgebra siempre se satisface 1 ≥ 0.

2.2.2. Sea A una Φ-álgebra. Entonces A es un ret́ıculo vectorial arquimediano
en el que 1 > 0 es una unidad débil, y por lo tanto en A tenemos las nociones
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dadas en 1.1.13: A∗ = A∗(1) = {a ∈ A : |a| ≤ n para algún n ∈ N} será la
subálgebra de los elementos acotados de A (A∗ también será una Φ-álgebra),
SpecA∗ = {ω : A∗ → R morfismo de ret́ıculos vectoriales tal que ω(1) = 1} es
un espacio topológico compacto Hausdorff, SpecA = {ω : A → Rmorfismo de
ret́ıculos vectoriales tal que ω(1) = 1} es un espacio topológico realcompacto,
y tenemos las representaciones A → C(SpecA), A∗ ↪→ C(SpecA∗) y A ↪→
D(SpecA∗), de las que conocemos ciertas propiedades (como, por ejemplo, las
enunciadas en 1.2.10, 1.2.19, 1.2.27 y 1.4.10).

Ejemplo 2.2.3. Si X es un espacio topológico, entonces es claro que C(X)
es una Φ-álgebra. Como ya se hizo notar en el ejemplo 1.2.8, las definiciones
dadas anteriormente coinciden en C(X) con las nociones clásicas de “sucesión
uniformemente de Cauchy”, “sucesión uniformemente convergente”, “conjunto
uniformemente cerrado” y “conjunto uniformemente denso”. Es bien conocido
(y fácil de probar) que C(X) es una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Además
C(X)∗ son las funciones de C(X) que están acotadas en el sentido usual, esto es,
C(X)∗ = C∗(X); es claro que C∗(X) también es una Φ-álgebra uniformemente
cerrada.

Teorema 2.2.4. Sea A una f-álgebra y sea ω : A → R un morfismo de
ret́ıculos vectoriales. Si ω 6= 0, entonces existe un único α ∈ R tal que para
cualesquiera a, b ∈ A se satisface

ω(ab) = αω(a)ω(b) .

Es claro que ω(1) 6= 0 y α = 1
ω(1) .

Demostración. Fijado a ∈ A, consideremos la forma lineal ωa : A → R,
b 7→ ωa(b) := ω(ab). Veamos que kerω ⊆ kerωa: sea b ∈ kerω, en cuyo caso
|b| ∈ kerω. Según 2.1.12 (v), para todo n ∈ N tenemos

|ab| − |ab| ∧ n|b| ≤ 1
n
|b|a2 ⇒ |ab| ≤ |ab| ∧ n|b|+ 1

n
|b|a2 ≤ n|b|+ 1

n
|b|a2,

de modo que |ω(ab)| = ω(|ab|) ≤ ω(n|b| + 1
n |b|a2) = 1

n ω(|b|a2) para todo
n ∈ N, y por lo tanto ω(ab) = 0. Se deduce pues que ω(ab) = λaω(b) para
todo b ∈ A, para algún λa ∈ R. Análogamente se prueba que ω(ab) = λbω(a)
para todo a ∈ A para algún λb ∈ R.

Si ω(a) 6= 0 y ω(b) 6= 0, entonces ω(ab) = λaω(b) = λbω(a), y por tanto
α = λa

ω(a) = λb
ω(b) es constante y satisface ω(ab) = αω(a)ω(b).

Si ω(a) = 0 ú ω(b) = 0, entonces ω(ab) = 0 porque kerω ⊆ kerωa ∩ kerωb,
y por lo tanto la igualdad ω(ab) = αω(a)ω(b) es trivial.



2.2 Representación de Φ-álgebras 41

Definiciones 2.2.5. Sea A un álgebra y denotemos por SpecRA el conjunto
de todos los morfismos de álgebras de A en R. Llamaremos espectro real de
A al conjunto SpecRA dotado de la topoloǵıa inicial que definen las funciones
{a : SpecRA → R, ω 7→ a(ω) := ω(a)}a∈A; es claro que SpecA es un espacio
topológico completamente regular Hausdorff (que puede ser vaćıo). Diremos
que A es real-semisimple cuando el morfismo natural A → C(SpecRA) sea
inyectivo. Es claro que si A es real-semisimple entonces debe ser SpecRA 6= ∅
(véase 1.2.26).

Un ideal maximal M de A se dice que es real si su cuerpo residual A/M es
R, en cuyo caso el morfismo de paso al cociente A → A/M = R es obviamente
un morfismo de álgebras. Además, si ω : A → R es un morfismo de álgebras,
entonces su núcleo kerω es un ideal maximal real de A. Se sigue de lo anterior
que existe una correspondencia biuńıvoca entre los puntos de SpecRA y el
conjunto de todos los ideales maximales reales de A; en particular, cuando
SpecRA 6= ∅, el núcleo de la representación A → C(SpecRA) es la intersección
de todos los ideales maximales reales de A.

El corolario siguiente puede verse en [19, Lem. 2], [71, Th. 2] ó [14,
Cor. 2.5 (a)].

Corolario 2.2.6. Sea A una f-álgebra. Si ω : A → R es un morfismo de
ret́ıculos vectoriales tal que ω(1) = 1, entonces ω es morfismo de álgebras (y
por tanto de l-álgebras). Como consecuencia, si A es una Φ-álgebra entonces
SpecA ⊆ SpecRA.

Corolario 2.2.7. Si M es un subconjunto de una f-álgebra A, entonces M
es un l-ideal maximal real si y sólo si M es un l-hiperplano.

Demostración. Si M es un l-ideal maximal real entonces es evidente que M
es un l-hiperplano. Rećıprocamente, supongamos que M es un l-hiperplano
y consideremos el morfismo de paso al cociente π : A → A/M = R, que debe
ser un morfismo de ret́ıculos. Como π(1) 6= 0, si definimos ω = π

π(1) , entonces
ω es un morfismo de l-álgebras tal que kerω = kerπ = M , de modo que M es
un l-ideal maximal real.

Corolario 2.2.8. Si A es una Φ-álgebra, entonces todo l-ideal maximal de A∗

es real. Como consecuencia, la intersección de todos los l-ideales maximales
de A∗ es nula.

Demostración. Sea M∗ un l-ideal maximal de A∗. De 1.1.17 y 1.1.20 se sigue
que existe un l-hiperplano H∗ en A∗ tal que M∗ ⊆ H∗, y del corolario 2.2.7 se
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sigue que H∗ es un l-ideal maximal real; por lo tanto M∗ = H∗ y concluimos
que M∗ es un l-ideal maximal real. La consecuencia se obtiene del teorema
1.2.6.

2.2.9. Sea A una Φ-álgebra y consideremos la representación A → D(SpecA∗),
a 7→ â. En el teorema 1.2.19 se probó que Â = {â : a ∈ A} es un subret́ıculo
de D(SpecA∗) y es un espacio vectorial, y que A → Â es un isomorfismo de
ret́ıculos vectoriales. Ahora tenemos además:

Lema 2.2.10. Dada una Φ-álgebra A, Â es una l-álgebra y A → Â es un
isomorfismo de l-álgebras.

Demostración. Dadas f, g ∈ D(SpecA∗), el producto fg está definido cuando
para cada ω0 ∈ SpecA∗ esté definido el ĺımite

lim
ω→ω0

ω∈R(f)∩R(g)

(f(ω)g(ω)) .

El lema quedará demostrado si probamos que, para cualesquiera a, b ∈ A,
el producto âb̂ está definido y satisface la igualdad âb = âb̂. Supongamos
primero que a, b ≥ 0, en cuyo caso es claro que el producto âb̂ está definido.
Tenemos

ab =
( ∨

n

(a ∧ n)
)

b =
∨
n

(
(a ∧ n)b

)

=
∨
n

[
(a ∧ n)

(∨

k

(b ∧ k)
)]

=
∨

n,k

[
(a ∧ n)(b ∧ k)

]
,

de modo que si vemos que sobre el abierto U = R(â)∩R(b̂) el supremo puntual
f = supn,k[ ̂(a ∧ n)(b ∧ k)] es una función real y continua, entonces será f = âb
sobre U en virtud del lema 1.4.5: dada ω ∈ U tenemos

f(ω) = sup
n,k

ω
(
(a ∧ n)(b ∧ k)

) (∗)
= sup

n,k

[
ω(a ∧ n)ω(b ∧ k)

]
= â(ω)b̂(ω) ,

donde en la igualdad (∗) hemos usado que, según el corolario 2.2.6, ω : A∗ → R
es morfismo de álgebras. De lo anterior se sigue además que âb = âb̂ sobre
U , y como U es denso concluimos que âb = âb̂. El caso general se prueba
argumentando como en la demostración de 1.2.19.
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Definición 2.2.11. Sea A una l-álgebra. Dado un elemento a ∈ A, es fácil
comprobar que el conjunto S(a) = {c ∈ A : |c| ≤ |ab| para algún b ∈ A} es
un l-ideal de A, y que es el más pequeño de todos los l-ideales de A a los que
pertenece a. Diremos que S(a) es el l-ideal generado por a.

Lema 2.2.12. Sea A una Φ-álgebra. Si M∗ es un l-ideal maximal de A∗,
entonces M := {a ∈ A : S(a) ∩A∗ ⊆ M∗} es un l-ideal maximal de A.

Demostración. Dados a, b ∈ M , se satisface S(a + b) ⊆ S(a) + S(b) porque
S(a)+S(b) es sólido en virtud del lema 2.1.10; además tenemos S(a+b)∩A∗ ⊆
(S(a)+S(b))∩A∗ = S(a)∩A∗+S(b)∩A∗ ⊆ M∗, y por lo tanto a+b ∈ M . Del
mismo modo, dados m ∈ M y a ∈ A tenemos S(am)∩A∗ ⊆ S(m)∩A∗ ⊆ M∗,
y por lo tanto am ∈ M . Ahora, si m ∈ M y a ∈ A son tales que |a| ≤ |m|,
entonces S(a) ⊆ S(m) y por lo tanto a ∈ M . Todo lo anterior prueba que M
es un l-ideal.

Como 1 /∈ M porque S(1) = A, tenemos M 6= A. Por lo tanto para probar
que el l-ideal M es maximal debemos ver que si a ∈ A\M entonces S(a)+M =
A. Si a /∈ M se tiene S(a) ∩ A∗ * M∗, con lo que S(a) ∩ A∗ + M∗ = A∗, es
decir, 1 = m + b con m ∈ M∗, b ∈ S(a) ∩ A∗, lo cual implica que |b| ≤ |ac|
para algún c ∈ A. Según el corolario 2.2.7, existe un morfismo de l-álgebras
ω∗ : A∗ → R tal que M∗ = kerω∗; como ω∗(1) = 1, debe ser ω∗(b) = 1 ya que
m ∈ M∗. Como A∗ es un subret́ıculo vectorial de C(SpecA∗) (Teorema 1.2.6)
la situación que tenemos es b ∈ C(SpecA∗) y ω∗ ∈ coz(b), y por tanto existe
un entorno cerrado F de ω∗ en SpecA∗ tal que F ⊆ coz(b). Según el corolario
1.2.12, existe d ∈ A∗, 0 ≤ d ≤ 1 tal que d(F ) = 0 y d(ω) = 1 si ω /∈ coz(b).
Veamos que d ∈ M , esto es, que S(d) ∩A∗ ⊆ M∗. Si u ∈ S(d) ∩A∗, entonces
existe v ∈ A tal que |u| ≤ |vd|, y como ω∗ ∈ R(v̂) ∩ F porque R(v̂) es un
abierto denso y ω∗ ∈ F , obtenemos

|ω∗(u)| ≤ |v̂d|(ω∗) = lim
ω→ω∗

ω∈R(v̂)

(|v̂|(ω)d(ω)
)

= lim
ω→ω∗

ω∈R(v̂)∩F

(|v̂|(ω)d(ω)
)

= 0 ,

pues d(F ) = 0; por lo tanto u ∈ kerω∗ = M∗. Ahora, como d + |b| > 0 y
SpecA∗ es compacto, existe λ ∈ R tal que 0 < λ ≤ d + |b|, de modo que
1 ≤ 1

λ d + 1
λ |b| ∈ M + S(a) y por lo tanto 1 ∈ M + S(a).

Lema 2.2.13. Sea A una f -álgebra. Todo l-ideal primo de A está contenido
en un único l-ideal maximal de A.

Demostración. Sea P un l-ideal primo de A y sea π : A → A/P el morfismo de
paso al cociente. Veamos en primer lugar que A/P es una l-álgebra totalmente
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ordenada. En efecto, para todo a ∈ A tenemos a+a− = 0 ∈ P , luego a+ ∈ P
ó a− ∈ P y por lo tanto π(a) = π(a+) ≥ 0 ó π(a) = π(−a−) ≤ 0.

Ahora, si probamos que los l-ideales de A/P constituyen una cadena para
el orden definido por la inclusión, entonces tendremos que en A/P hay un
único l-ideal maximal (véase 2.1.4), y por lo tanto en A hay un único l-ideal
maximal que contiene a P . Consideremos en A/P l-ideales I y J , y supong-
amos que existe π(a) ∈ I \ J , donde podemos suponer π(a) ≥ 0. Entonces
para todo b ∈ J debe ser |b| ≤ π(a), pues de lo contrario π(a) estaŕıa en J
por ser J sólido, y por lo tanto J ⊆ I.

Teorema 2.2.14. Sea A una Φ-álgebra. Existe una correspondencia biuńı-
voca entre los l-ideales maximales de A y los l-ideales maximales de A∗.

Demostración. Según los corolarios 2.2.7 y 2.2.8, el conjunto de los l-ideales
maximales de A∗ es el conjunto de puntos de SpecA∗. DenotemosM(A) = {l-
ideales maximales de A}; tenemos SpecA ⊆ M(A), pero en general no se
satisface la igualdad. Sea M un l-ideal maximal de A y veamos que M es
primo, de modo que M ∩A∗ será un l-ideal primo de A∗: si a, b ∈ A son tales
que ab ∈ M y a /∈ M , entonces S(a) + M = A y por lo tanto existen c ∈ A y
m ∈ M satisfaciendo 1 ≤ m + ac; debe ser b ∈ M porque b ≤ mb + cab ∈ M .

Ahora, de acuerdo con 2.2.12 y 2.2.13 tenemos las aplicaciones

SpecA∗ →M(A)
M∗ 7→ {a ∈ A : S(a) ∩A∗ ⊆ M∗} ,

M(A) → SpecA∗

M 7→ {único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M ∩A∗} ,

que son inversa una de la otra. En efecto, consideremos M ∈ M(A) y sea
M∗ el único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M ∩ A∗; si M1 = {a ∈ A :
S(a) ∩ A∗ ⊆ M∗} 6= M , entonces M1 + M = A y del lema 2.1.10 obtenemos
A∗ = (M1 + M) ∩ A∗ = M1 ∩ A∗ + M ∩ A∗ ⊆ M∗, lo cual es absurdo. Sean
ahora M∗ ∈ SpecA∗ y M = {a ∈ A : S(a) ∩A∗ ⊆ M∗}; como M ∩A∗ ⊆ M∗,
es obvio que M∗ es el único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M ∩A∗.

El siguiente corolario se debe a Johnson [36, Th. 2.11]. Para probarlo él uti-
liza la representación de una f -álgebra como producto subdirecto de álgebras
totalmente ordenadas. Aqúı proponemos una prueba directa apoyándonos en
el teorema 2.2.14:
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Corolario 2.2.15. Sea A una Φ-álgebra. La intersección de todos los l-ideales
maximales de A es nula.

Demostración. Ya sabemos que la intersección de todos los l-ideales maxi-
males de A∗ es nula (Corolario 2.2.8). Si a ∈ M para todo M ∈ M(A)
entonces

|a| ∧ 1 ∈
⋂

M∈M(A)

(M ∩A∗) ⊆
⋂

M∗∈Spec A∗
M∗ = {0} ,

y debe ser a = 0 porque 1 es una unidad débil en A.

2.3 Φ-álgebras uniformemente cerradas

Definiciones 2.3.1. Sea A una R-álgebra. El conjunto de los elementos
invertibles de A lo denotaremos por A−1. Diremos que A es estrictamente
real si para cada a ∈ A se satisface 1 + a2 ∈ A−1. Llamaremos radical de
Jacobson de A, y lo denotaremos radJ A, a la intersección de todos los ideales
maximales de A.

Definiciones 2.3.2. Sea A una l-álgebra. Diremos que A es cerrada por
inversión acotada si para cada a ∈ A tal que a ≥ 1 se satisface a ∈ A−1.
Diremos que en A existen ráıces cuadradas si para cada a ∈ A+ existe un único
b ∈ A+ tal que a = b2. Diremos que en A existe descomposición multiplicativa
si para cualesquiera a, b ∈ A+ se satisface [0, ab] = [0, a] · [0, b] := {cd :
c ∈ [0, a], d ∈ [0, b]}.
Nota. Sea A una Φ-álgebra. Se satisfacen las siguientes propiedades que
utilizaremos en lo que sigue: (i) si a ∈ A−1 es tal que a ≥ 0, entonces
a−1 ≥ 0; (ii) si a, b ∈ A−1 son tales que 0 ≤ a ≤ b, entonces b−1 ≤ a−1.

La propiedad (ii) es consecuencia inmediata de (i), aśı que veamos esta
última. Como aa−1 = 1 y la aplicación A → Â, a 7→ â, es un isomorfismo de
l-álgebras, se satisfacen ââ−1 = 1 y â ≥ 0; entonces debe ser â−1 ≥ 0 y por lo
tanto a−1 ≥ 0.

Demostraciones alternativas de los distintos apartados del teorema que
presentamos a continuación pueden encontrarse en [31], [33] y [57]:

Teorema 2.3.3. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Se satisfacen:
(i) A es cerrada por inversión acotada.
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(ii) A es estrictamente real.
(iii) En A existen ráıces cuadradas.
(iv) En A existe descomposición multiplicativa.
(v) Todo ideal primo de A es un l-ideal. Como consecuencia, “ l-ideal

maximal ” e “ ideal maximal ” son nociones equivalentes en A.
(vi) El radical de Jacobson de A es nulo.
(vii) Todo ideal uniformemente cerrado de A es un l-ideal.

Demostración. (i) Sea a ∈ A, a ≥ 1, y consideremos â ∈ Â. Es claro que la
función ω ∈ R(â) 7→ 1

â(ω) es continua y acotada, y puede prolongarse por 0 a

una función b̂ de C(SpecA∗) = A∗. Puesto que la representación A → Â es
un isomorfismo de l-álgebras y âb̂ = 1, debe ser ab = 1, es decir a ∈ A−1.

(ii) Es una consecuencia inmediata de (i).
(iii) Sea a ∈ A+ y veamos que existe b ∈ A+ tal que b2 = a; la unicidad

se sigue del corolario 2.1.15. Supongamos en primer lugar que existe λ ∈ R,
λ > 0, tal que a ≥ λ. Si d = (1/λ)a ≥ 1, entonces por (i) existe d−1 ∈ A∗

tal que dd−1 = 1. Según el corolario 2.2.6 tenemos SpecA ⊆ SpecRA, de
modo que el isomorfismo de ret́ıculos vectoriales A∗ = C(Spec A∗) dado por el
teorema 1.2.10 es también isomorfismo de R-álgebras. Por tanto, en A∗, como
en C(SpecA∗), existen ráıces cuadradas de elementos positivos. Sea c ∈ A∗+
tal que c2 = d−1; es claro que c es invertible: 1 = dd−1 = (dc)c. Entonces
1 = dd−1 = dc2, luego d = (1/c)2 y por lo tanto a = λd = (

√
λ/c)2.

En general, sea a ≥ 0. Si para cada n ∈ N definimos an = a + 1/n ≥
1/n > 0, entonces existe bn ∈ A+ tal que b2

n = an; {bn}n es uniformemente de
Cauchy: dados n, m se satisface bn + bm ≥ 1/

√
n + 1/

√
m, por lo que bn + bm

es invertible porque 1/
√

n + 1/
√

m lo es; si n ≤ m tenemos

0 ≤ bn − bm =
an − am

bn + bm
≤ 1/n− 1/m

1/
√

n + 1/
√

m
= 1/

√
n− 1/

√
m.

Sea b ∈ A+ tal que bn → b y veamos que b2 = a, esto es, que (−1/n) → a−b2:
dado 0 < ε < 1 existe n0 tal que |bn − b| < ε si n ≥ n0, por lo tanto

|a− b2 + 1/n| = |b2
n − b2| = |bn − b||bn + b|

= |bn − b||bn − b + 2b| ≤ ε(ε + 2b) ≤ ε(1 + 2b) .

(iv) Sean a, b ∈ A+ y c ∈ [0, ab], y veamos que existen p ∈ [0, a] y q ∈ [0, b]
tales que c = pq. Según (iii), existe un único d ∈ A+ tal que c+ 1

4 (a−b)2 = d2.
Definamos

p =
1
2

(a− b) + d , q =
1
2

(b− a) + d .
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En virtud del corolario 2.1.15 tenemos d ≥ 1
2 |a − b|, de modo que p, q ≥ 0.

Además

p =
1
2

(a− b) +

√
c +

1
4

(a− b)2 ≤ 1
2

(a− b) +

√
ab +

1
4

(a− b)2

=
1
2

(a− b) +

√
ab +

1
4

a2 +
1
4

b2 − 1
2

ab =
1
2

(a− b) +

√
1
4

a2 +
1
4

b2 +
1
2

ab

=
1
2

(a− b) +

√
1
4

(a + b)2 = a ;

del mismo se prueba que q ≤ b. Tenemos

pq =
(

d +
1
2

(a− b)
)(

d− 1
2

(a− b)
)

= d2 − 1
4

(a− b)2 = c .

(v) Sean P un ideal primo de A y a ∈ A tales que |a| ≤ b para algún b ∈ P ,
y veamos que a ∈ P . Como a2 = |a|2, se satisface a ∈ P si y sólo si |a| ∈ P ,
de modo que podemos suponer a ≥ 0. Veamos que la sucesión {a2/(b + 1

n)}
es uniformemente de Cauchy (b + 1

n es invertible): si n ≥ k entonces

0 ≤ a2

b + 1
n

− a2

b + 1
k

=
(n− k)a2

(nb + 1)(kb + 1)
=

n− k

nk
· na · ka

(nb + 1)(kb + 1)
≤ 1

k
− 1

n
.

Para obtener la última desigualdad basta tener en cuenta que por ser 0 ≤ a ≤ b
se satisface pa

pb+1 ≤ 1 para todo p ∈ N.
Sea c ∈ A el ĺımite uniforme de la sucsión {cn = a2/(b + 1

n)}. Fijado n,
sea m ≥ n tal que |cm − c| ≤ 1

n y denotemos bm = b + 1
m ; tenemos

|a2−bc| = |bmcm−bc| ≤ bm|cm−c|+ |c||bm−b| ≤ 1
n

bm+
1
m
|c| ≤ 1

n
(b+ |c|+1) ,

lo que implica, por ser A arquimediana, que a2 = bc.
(vi) Es consecuencia de (v) y del corolario 2.2.15.
(vii) Sea I un ideal uniformemente cerrado de A. Como A∗ es una Φ-

álgebra uniformemente cerrada tenemos A∗ = C(SpecA∗) (véase 1.2.10), y por
lo tanto los ideales uniformemente cerrados de A∗ son justamente los ideales
de C(SpecA∗) que son cerrados para la topoloǵıa del supremo. Probaremos
más adelante en el lema 3.3.7 que todo ideal de C(SpecA∗) que sea cerrado
para la topoloǵıa del supremo es de la forma {f ∈ C(SpecA∗) : f(F ) = 0}
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para algún cerrado F de SpecA∗, y por lo tanto es un l-ideal (véase 2.1.6).
Como I ∩ A∗ es un ideal uniformemente cerrado de A∗, de lo dicho se sigue
que I ∩ A∗ es un l-ideal de A∗. Sean a ∈ A y b ∈ I tales que |a| ≤ |b| y sea
c = 1

(1+|b|) ∈ A∗. Es claro que |ac| ≤ |bc| y que bc ∈ I ∩ A∗, de modo que
ac ∈ I ∩A∗; por lo tanto a = ac(1 + |b|) ∈ I.

Lema 2.3.4. Sean A y B Φ-álgebras uniformemente cerradas. Todo mor-
fismo de álgebras T : A → B es un morfismo de l-álgebras.

Demostración. Se sigue de 2.3.3 (iii). Sea a ∈ A. Por una parte, existe b ∈ A
tal que |a| = b2 y por lo tanto T (|a|) = T (b2) = T (b)2 ≥ 0; por otra parte
|T (a)|2 = T (a)2 = T (a2) = T (|a|2) = T (|a|)2. De todo se sigue T (|a|) =
|T (a)|, lo que concluye la demostración.

Corolario 2.3.5. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, entonces
SpecA = SpecRA.

Demostración. Es consecuencia del corolario 2.2.6 y del lema 2.3.4.

Corolario 2.3.6. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, entonces la
representación A → C(SpecA) = C(SpecRA) es un morfismo de l-álgebras.

2.3.7. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Una consecuencia del
corolario 2.3.5 es que en A coinciden las nociones “1-semisimple” y “real-
semisimple” (véanse 1.2.25 y 2.2.5). Otra consecuencia de dicho corolario es
que el concepto de “1-cerrada por inversión” dada en 1.4.2 coincide para A
con la noción clásica de “R-álgebra cerrada por inversión”, la cual aparece
usualmente en la literatura del siguiente modo:

Definición 2.3.8. Una R-álgebra A se dice que es cerrada por inversión, si
sus elementos invertible son justamente aquellos elementos no nulos que no
pertenecen a ningún ideal maximal real de A.

Observación 2.3.9. Si A es una Φ-álgebra cerrada por inversión, entonces
debe satisfacerse SpecRA 6= ∅. En efecto, si el espectro real de A es vaćıo,
entonces todo elemento no nulo de A es invertible y por lo tanto A es un
cuerpo. Es inmediato comprobar que dicho cuerpo es totalmente ordenado
(véase [12, p. 57]), y como es arquimediano debe ser un subcuerpo de R
(véase [25, 0.21]). Entonces A = R y SpecRA es un punto, lo cual es absurdo.

Corolario 2.3.10. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Si A es
cerrada por inversión, entonces A es real-semisimple.
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Demostración. Según 2.3.9 es SpecRA 6= ∅. Sea a ∈ A, a 6= 0, y veamos
que existe ω ∈ SpecRA tal que ω(a) 6= 0. En virtud de 2.3.3 (vi) tenemos
radJ A = 0, aśı que existe un ideal maximal M en A tal que a 6∈ M , es decir,
existen b ∈ A y c ∈ M tales que 1 = ab+ c ; como c 6∈ A−1 y A es cerrada por
inversión, existe ω ∈ SpecRA tal que ω(c) = 0, esto es, ω(a)ω(b) = 1.

Ejemplo 2.3.11. Puede suceder que una Φ-álgebra uniformemente cerrada
sea real-semisimple y que no sea cerrada por inversión. Sea A = {f ∈ C(R) :
|f | ≤ P para alguna función polinómica P}. Es claro que A es una subálgebra
y es un subret́ıculo de C(R), esto es, con el orden inducido por el de C(R), A
es una Φ-álgebra. Si {fn}n es una sucesión uniformemente de Cauchy en A,
entonces también lo es en C(R) y por lo tanto existe g ∈ C(R) tal que fn → g
uniformemente; en particular existe n0 ∈ N satisfaciendo |g − fn0 | ≤ 1, y si
P es una función polinómica de C(R) tal que |fn0 | ≤ P , entonces |g| ≤ |g −
fn0 |+ |fn0 | ≤ 1+P y concluimos que g ∈ A. Por lo tanto A es uniformemente
cerrada. Además, A es real-semisimple porque SpecA = SpecRA y A es 1-
semisimple (véanse 2.3.5 y lo dicho al comienzo de la sección 1.3). Sin embargo
A no es cerrada por inversión: supuesto probada la igualdad SpecRA = R,
es claro que ex ∧ e−x ∈ A no está en ningún ideal maximal real de A y que
(ex ∧ e−x)−1 6∈ A.

Veamos la igualdad SpecRA = R. La topoloǵıa de R es la topoloǵıa
débil definida por las funciones de A (nótese que A contiene a la función
identidad de R), aśı que R es un subespacio topológico de SpecRA, que es
denso en SpecA∗ (véase 1.3.5). Sea ω ∈ SpecA∗ tal que ω 6∈ R y veamos
que ω 6∈ SpecRA, esto es, que existe a0 ∈ A+ tal que â0(ω) = +∞ (véase el
lema 1.2.22). Consideremos en A la función a0(x) = |x| (x ∈ R); dado n ∈ N,
como {x ∈ R : |x| ≤ n} es un compacto de SpecA∗ que está contenido en R
tenemos â0(ω) = lim

x→ω

{x∈R:|x|>n}
a0(x) ≥ n; por lo tanto â0(ω) = +∞.

Definiciones 2.3.12. Sea A un anillo. Llamaremos espectro maximal de A al
conjunto Specm A de todos los ideales maximales de A. Si para cada ideal I de
A escribimos [I]0 := {M ∈ Specm A : I ⊆ M}, entonces la colección {[I]0 : I
ideal de A} son los conjuntos cerrados para una topoloǵıa sobre Specm A,
conocida como topoloǵıa de Zariski: dada una familia {Iλ}λ∈Λ de ideales de
A es fácil ver la igualdad

⋂
λ[Iλ]0 =

[∑
λ Iλ

]
0
, y dados I1, . . . , In ideales de A

tenemos [I1]0 ∪ · · · ∪ [In]0 = [I1 ∩ · · · ∩ In]0, pues si M es un ideal maximal de
A tal que M /∈ [Ii]0 para todo i, entonces existen a1 ∈ I1, . . . , an ∈ In tales
que ai /∈ M para todo i y por tanto a1 · · · an /∈ M y a1 · · · an ∈

⋂
i Ii, lo cual
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prueba la inclusión
[
I1 ∩ · · · ∩ In

]
0
⊆ [I1]0 ∪ · · · ∪ [In]0 (la otra inclusión es

trivial); además tenemos [A]0 = ∅ y [0]0 = Specm A.
Consideraremos siempre el espectro maximal de un anillo dotado de su

topoloǵıa de Zariski. Se satisface que Specm A es un espacio topológico com-
pacto (no necesariamente Hausdorff): si {Iλ}λ∈Λ es una familia de ideales
de A tal que

⋂
λ[Iλ]0 =

[ ∑
λ Iλ

]
0

= ∅, entonces debe ser
∑

λ Iλ = A y
por lo tanto existen λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que 1 ∈ Iλ1 + · · · + Iλn , es decir,
[Iλ1 ]0 ∩ · · · ∩ [Iλn ]0 = ∅.

Si para cada a ∈ A denotamos [a]0 := {M ∈ Specm A : a ∈ M}, entonces
{[a]0 : a ∈ A} es una base de cerrados para la topoloǵıa de Specm A, pues
para todo ideal I de A se satisface [I]0 =

⋂
a∈I [a]0.

2.3.13. Supongamos que A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, en cuyo
caso tenemos SpecA ⊆ Specm A porque SpecA = SpecRA (véase 2.3.5).
Entonces sobre SpecA podemos considerar dos topoloǵıas: la débil (que es la
que hemos venido utilizando hasta ahora) y la de Zariski (esto es, la inducida
por la topoloǵıa de Specm A). Es fácil ver que ambas topoloǵıas coinciden: una
base de abiertos para la primera es la colección {coz(a) : a ∈ A} (véase 1.2.17),
una base de abiertos para la segunda es {SpecA \ (SpecA ∩ [a]0) : a ∈ A}, y
es claro que dado a ∈ A se satisface coz(a) = SpecA \ (SpecA ∩ [a]0).

Definición 2.3.14. Fijemos un anillo A. Sea S un sistema multiplicativo de
A, esto es, un subconjunto de A que satisface: 1 ∈ S, y si a, b ∈ S entonces
ab ∈ S. Se define una relación de equivalencia “∼” sobre A× S como sigue:

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ r(at− bs) = 0 para algún r ∈ S .

Denotemos por S−1A el conjunto cociente (A × S)/∼ y por a
s la clase de

equivalencia de un elemento (a, s) de A × S. Ahora, dotamos de estructura
de anillo a S−1A definiendo la suma y la multiplicación de “fracciones” del
modo usual:

a

s
+

b

t
:=

at + bs

st
,

a

s
· b

t
:=

ab

st
.

El “cero” y el “uno” de S−1A son 0
1 y 1

1 , respectivamente, y es claro que se
satisface la igualdad 0

1 = 1
1 si y sólo si 0 ∈ S, es decir, S−1A = 0 si y sólo si

0 ∈ S. El anillo S−1A se denomina localización de A por S.
Si en un anillo es 0 6= 1, entonces haciendo uso del lema de Zörn se obtiene

que en dicho anillo hay ideales maximales y por lo tanto hay ideales primos;
como consecuencia, si en S−1A no hay ideales primos, de lo dicho en el párrafo
anterior se sigue que 0 ∈ S.
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Definición 2.3.15. Un anillo se dice que es de Gelfand si cada ideal primo
suyo está contenido en un único ideal maximal.

Teorema 2.3.16. Si A es un anillo de Gelfand entonces Specm A es Haus-
dorff. Cuando radJ A = 0 se satisface: A es de Gelfand si y sólo si Specm A
es Hausdorff.

Demostración. Supongamos que A es de Gelfand y sean M1,M2 ∈ Specm A,
M1 6= M2. Consideremos el siguiente sistema multiplicativo de A:

S = {ss′ : s ∈ A \M1, s′ ∈ A \M2}.

Si probamos que en el anillo S−1A no hay ideales primos, entonces 0 ∈ S, es
decir, existirán s1 ∈ A \M1 y s2 ∈ A \M2 tales que s1s2 = 0, y por lo tanto
U1 = Specm A \ [s1]0 y U2 = Specm A \ [s2]0 son entornos abiertos de M1 y
M2, respectivamente, tales que U1 ∩ U2 = ∅. Supongamos entonces que hay
un ideal primo I en S−1A, en cuyo caso J = {a ∈ A : a

1 ∈ I} es un ideal primo
de A. Si existiera s ∈ J ∩ S, entonces s

1 es un elemento invertible de S−1A
que pertenece a I, lo cual es absurdo; si fuera J ∩S = ∅ entonces tendŕıamos
J ⊆ M1 ∩M2, lo cual contradice el que A es de Gelfand.

Supongamos ahora que radJ A = 0 y que Specm A es Hausdorff. Sean P, M
y M ′ ideales de A tales que P es primo, M y M ′ son maximales distintos, y
P ⊆ M ; debemos probar que P * M ′. Por hipótesis, existen a, a′ ∈ A tales
que, si U = Specm A \ [a]0 y U ′ = Specm A \ [a′]0, entonces M ∈ U , M ′ ∈ U ′

y ∅ = U ∩U ′ = Specm A\ [aa′]0. La condición [aa′]0 = Specm A es equivalente
a que se satisfaga aa′ ∈ radJ A = 0, de modo que debe ser aa′ = 0. Como
a /∈ P (porque a /∈ M) tenemos a′ ∈ P ; pero a′ /∈ M ′, aśı que P * M ′.

Teorema 2.3.17. Toda Φ-álgebra uniformemente cerrada es de Gelfand.

Demostración. Basta aplicar el lema 2.2.13 porque, según 2.3.3 (v), en una Φ-
álgebra uniformemente cerrada coinciden los términos “ideal primo” y “l-ideal
primo”, y coinciden los términos “ideal maximal” y “l-ideal maximal”.

Teorema 2.3.18. Sea A una Φ-algebra uniformemente cerrada. Son equiva-
lentes:
(i) SpecRA = Specm A;
(ii) 1 es una unidad fuerte.
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Demostración. (i)⇒(ii) La igualdad SpecRA = Specm A es topológica (véase
2.3.13), aśı que la representación A → C(Specm A) = C(Spec A) es inyectiva
porque radJ A = 0 (véase 2.3.3 (vi)); como, según el corolario 2.3.6, dicha
representación es un morfismo de l-álgebras, podemos identificar A con una
l-álgebra de funciones continuas sobre un espacio topológico compacto y por
lo tanto A∗ = A.

(ii)⇒(i) Tenemos A∗ = A, y como A∗ = C(SpecA∗), concluimos que A es la
Φ-álgebra de todas las funciones reales continuas sobre un espacio topológico
compacto, en cuyo caso es conocido que todo ideal maximal de A es real
(véanse, por ejemplo, 3.3.9 y 3.3.11 más adelante).

Teorema 2.3.19. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, entonces
SpecA∗ = Specm A (igualdad topológica).

Demostración. Puesto que M(A) = Specm A, según 2.2.14 tenemos que las
aplicaciones

SpecA∗ → Specm A

M∗ 7→ {a ∈ A : S(a) ∩A∗ ⊆ M∗} ,

Specm A → SpecA∗

M 7→ {único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M ∩A∗}

son inversa una de la otra. Como ambos espacios topológicos son compactos
Haussdorff, bastará ver que una de las dos anteriores aplicaciones es continua
para probar que son homeomorfismos. Veamos que Specm A → SpecA∗ es
continua. Sean M0 ∈ Specm A y ω0 ∈ Spec A∗ tales que M∗

0 = kerω0 es el
único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M0 ∩A∗. La familia {coz(a) : a ∈
A∗+, a 6∈ M∗

0 } constituye una base de entornos de M∗
0 . Sea entonces a ∈ A∗+

tal que a 6∈ M∗
0 y denotemos r = ω0(a) > 0. Consideremos en Specm A el

abierto U = {M ∈ Specm A : (a − r/2)+ 6∈ M}. En primer lugar tenemos
que M0 ∈ U , pues si (a− r/2)+ ∈ M0, entonces (a− r/2)+ ∈ M0 ∩ A∗ ⊆ M∗

0

y por lo tanto 0 = ω0(a − r/2)+ = r/2 ∨ 0 > 0, lo cual es absurdo. Dado
M ∈ U , si M∗ es el único l-ideal maximal de A∗ que contiene a M , entonces
debemos ver que M∗ ∈ coz(a): puesto que 0 = (a− r/2)+(a− r/2)− tenemos
(a− r/2)− ∈ M , de lo que se deduce, al ser a acotado, que (a− r/2)− ∈ M∗;
entonces r/2− a ∈ M∗ por ser M∗ sólido y por lo tanto a 6∈ M∗.

En el siguiente teorema se presenta la caracterización que dio Plank [57]
de la Φ-álgebra C(X) cuando X es un espacio topológico Lindelöf. Aunque
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la primera de estas caracterizaciones fue obtenida por Henriksen y Johnson
[31, Th. 5.4], ésta fue mejorada posteriormente por Mrówka [51], Plank [57]
y, más recientemente, por Stokke [67]. Una parte de la prueba que se da aqúı
de este teorema está tomada de Garrido y Montalvo [21].

Recordemos que un espacio topológico X se dice que es Lindelöf, si de cada
recubrimiento abierto de X puede extraerse un recubrimiento numerable.

Teorema de Caracterización 2.3.20. Una Φ-álgebra A uniformemente
cerrada y cerrada por inversión es l-isomorfa a C(X) para algún espacio
topológico Lindelöf X, si y sólo si, todo ideal propio uniformemente cerrado
de A es intersección de ideales maximales reales.

Demostración. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada por
inversión, en la que todo ideal propio uniformemente cerrado es intersección
de ideales maximales reales. Empecemos probando que SpecA es Lindelöf,
para lo cual consideremos un recubrimiento abierto U de SpecA. Sea I el
conjunto de los elementos a ∈ A para los que existe una subfamilia numerable
Ua de U tal que Ua es un recubrimiento de coz(a). Es claro que I es un ideal:
I 6= ∅ porque 0 ∈ I; si a, b ∈ I entonces Ua ∪ Ub es un recubrimiento de
coz(a − b); si a ∈ I y b ∈ A entonces Ua es un recubrimiento de coz(ab).
Veamos que I es uniformemente cerrado. Sea {an}n una sucesión de I que
converge uniformemente a un elemento a ∈ A, y denotemos V = ∪nUan . Si
probamos que V es un recubrimiento de coz(a) entonces será a ∈ I : sea
{εn}n una sucesión decreciente de escalares positivos que converge a 0 tal que
|an − a| ≤ εn para todo n ∈ N; dada ω ∈ coz(a) = coz(|a|) tenemos

ω(|a|)− ω(|an|) ≤ ω(|an − a|) ≤ εn ,

luego ω(|am|) > 0 para algún m, esto es, ω ∈ coz(am).
Si I 6= A, entonces por hipótesis existe M0 ∈ SpecA tal que I ⊆ M0, de

modo que si tomamos U ∈ U con la condición M0 ∈ U , entonces existe a ∈ A
tal que M0 ∈ {M ∈ SpecA : a /∈ M} = coz(a) ⊆ U , es decir, existe a ∈ I tal
que a 6∈ M0, lo cual es una contradicción. Aśı que debe ser 1 ∈ I = A, y por
lo tanto existe una subfamilia numerable U1 de U que es un recubrimiento de
coz(1) = SpecA.

Veamos que cada cocero de SpecA es un cocero de A, es decir, sea f ∈
C(SpecA) y veamos que existe a ∈ A tal que C = {ω ∈ SpecA : f(ω) 6= 0} es
igual a coz(a). Por una parte, como SpecA tiene la topoloǵıa débil dada por
A, se satisface C =

⋃
i Ci donde cada Ci es un cocero en A; por otra parte, C
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es una unión numerable de cerrados, C =
⋃

n{ω ∈ SpecA : |f |(ω) ≥ 1/n}, y
por lo tanto es un subespacio de Lindelöf de SpecA; de todo se sigue que existe
una sucesión {an}n en A tal que C =

⋃
n coz(an). Por ser A uniformemente

cerrada la serie
∑

n
1
2n

a2
n

1+a2
n

define un elemento a de A, y es claro que se
satisface C = coz(a).

Probemos ahora la inclusión C∗(SpecA) ⊆ A. Fijemos f ∈ C∗(Spec A) y
sea ε > 0. Para cada n ∈ Z, consideremos el cocero Cn de A definido como

Cn = {ω ∈ SpecA : |f(ω)− nε| < ε}
= {ω ∈ SpecA : (n− 1)ε < f(ω) < (n + 1)ε}
= coz

((
f − (n− 1)ε

)+ ∨ (
(n + 1)ε− f

)+
)

,

y sea an ∈ A+ tal que Cn = coz(an); como f es acotada tenemos an = 0 (esto
es, Cn = ∅) salvo a lo sumo para un número finito de enteros n. Sea a =∑

n an ∈ A (es una suma finita); es claro que ω(a) > 0 para todo ω ∈ SpecA,
de modo que como A es cerrada por inversión tenemos a ∈ A−1. Si definimos
bn = ana−1, n ∈ Z, entonces

∑
n bn = 1. Dado ω ∈ Ck tenemos

∑
n

nω(bn) = (k − 1)ω(bk−1) + kω(bk) + (k + 1)ω(bk+1)

= −ω(bk−1) + ω(bk+1) + k
(∑

n

nω(bn)
)

= k + ω(bk+1)− ω(bk−1) ,

luego
∣∣∑

n nω(bn)− k
∣∣ ≤ 2, es decir,

∣∣ε ∑
n nω(bn)− εk

∣∣ ≤ 2ε; por lo tanto
∣∣∣∣ε

∑
n

nω(bn)− f(ω)
∣∣∣∣ ≤ 3ε .

Hemos probado que existe c = ε
∑

n nbn ∈ A tal que |c−f | < 3ε, luego f ∈ A.
Veamos ya la igualdad A = C(SpecA). Dada f ∈ C(SpecA) denotemos

f1 = (f+ + 1) y f2 = (f− + 1). Como 0 < 1/f1 ≤ 1 y 0 < 1/f2 ≤ 1
tenemos 1/f1, 1/f2 ∈ C∗(SpecA) ⊆ A; por lo tanto f1, f2 ∈ A y concluimos
que f = f1 − f2 ∈ A.

Rećıprocamente, sea X un espacio topológico Lindelöf, y supongamos que
I es un ideal uniformemente cerrado de C(X) que no está contenido en ningún
ideal maximal real. Entonces {coz(f)}f∈I es un recubrimiento abierto de X,
pues de lo contrario existiŕıa ω ∈ X tal que el ideal maximal real {f ∈ C(X) :
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f(ω) = 0} contiene a I. Como X es Lindelöf existe una sucesión {fn}n en I tal
que X =

⋃
n coz(fn); podemos suponer 0 ≤ fn ≤ 1 para todo n porque, según

2.3.3 (vii), I es sólido. Por ser I uniformemente cerrado la serie f =
∑

n
fn

2n

define un elemento de I; es claro que f(ω) 6= 0 para todo ω ∈ X, de modo
que f es invertible y por lo tanto I = A, esto es, I no es propio.

2.3.21. Terminaremos esta sección analizando el comportamiento de las Φ-
álgebras uniformemente cerradas al pasar al cociente por un l-ideal. La mayor
parte de los resultados están tomados del trabajo de Plank [57]. (Recuérdense
las definiciones 2.2.1.)

Lema 2.3.22. Para una l-álgebra A son equivalentes:
(i) A es una f -álgebra;
(ii) a+ ∧ ca− = 0 para cualesquiera a ∈ A, c ∈ A+.

Demostración. (i)⇒(ii) Es trivial porque a+ ∧ a− = 0 para todo a ∈ A.
(ii)⇒(i) Dados a, b, c ∈ A+ tales que a ∧ b = 0 se satisface a ∧ cb =

(a− a ∧ b) ∧ c(b− a ∧ b) = (a− b)+ ∧ c(a− b)− = 0.

Proposición 2.3.23. Sea T : A → B un morfismo epiyectivo de l-álgebras.
Se satisfacen:
(i) Si A es f-álgebra, entonces B es f -álgebra.
(ii) Si A es uniformemente cerrada, entonces B es uniformemente cerrada.

Demostración. (i) Sean b, d ∈ B con d ≥ 0, y veamos que se satisface b+ ∧
db− = 0, con lo cual terminaŕıamos si aplicamos el lema 2.3.22: consideremos
a, c ∈ A tales que T (a) = b y T (c) = d ; puesto que T (|c|) = |T (c)| = |d| = d,
podemos suponer c ≥ 0 y por lo tanto

b+ ∧ db− = T (a)+ ∧ T (c)T (a)− = T (a+ ∧ ca−) = T (0) = 0 .

(ii) Observemos en primer lugar que si a ∈ A y ε > 0 son tales que
|T (a)| ≤ ε, entonces T (−ε ∨ a ∧ ε) = −ε ∨ T (a) ∧ ε = T (a). Sea {an}n una
sucesión de A tal que {T (an)}n es uniformemente de Cauchy en B. Tomando
(si fuese preciso) una subsucesión, podemos suponer que para todo n ∈ N se
satisface

|T (an+1)− T (an)| = |T (an+1 − an)| ≤ 1
2n

.

Para cada n ∈ N definimos bn = −1
2n ∨ (an+1− an)∧ 1

2n , de modo que tenemos
|bn| ≤ 1

2n y T (bn) = T (an+1)− T (an). Si tomamos cn = b0 + · · ·+ bn (donde
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b0 = a1), entonces {cn}n es uniformemente de Cauchy en A porque |cp− cq| =
|bp+1 + · · ·+ bq| ≤ 1

2p cuando q ≥ p, de modo que existe a ∈ A tal que cn → a.
Tenemos T (cn) = T (an+1) → T (a).

Definición 2.3.24. Sea a un elemento de una l-álgebra A. Se dice que a es
infinitesimal si |a| ≤ 1/n para todo n ∈ N.

Es obvio que cuando A es arquimediana se satisface: a es infinitesimal si
y sólo si a = 0.

Lema 2.3.25. Sea I un l-ideal propio de una Φ-álgebra A y sea π : A → A/I
el morfismo de paso al cociente. Dado a ∈ A, son equivalentes:
(i) a está en la clausura uniforme de I;
(ii) π(a) es infinitesimal en A/I.

Demostración. (i)⇒(ii) Para cada n ∈ N sea an ∈ I tal que |an − a| ≤ 1/n.
Entonces

|π(a)| ≤ |π(a− an)|+ |π(an)| = π(|a− an|) ≤ 1/n .

(ii)⇒(i) Supongamos que |π(a)| ≤ 1/n para todo n. Si definimos bn =
−1
n ∨ a ∧ 1

n tenemos |bn| ≤ 1/n y π(bn) = π(a); por lo tanto, si an = a − bn,
entonces {an}n es una sucesión de I que converge uniformemente a a.

Proposición 2.3.26. Sea I un l-ideal propio de una Φ-álgebra uniformemente
cerrada A. Son equivalentes:
(i) I es uniformemente cerrado;
(ii) A/I es una Φ-álgebra.

Demostración. Sea π : A → A/I el morfismo de paso al cociente. De acuerdo
con (i) de la proposición 2.3.23 debemos probar: A/I es arquimediana si y
sólo si I es uniformemente cerrado.

Supongamos que I es uniformemente cerrado y sean a, b ∈ A tales que
π(a) ≥ 0 y π(na) ≤ π(b) para todo n ∈ N; como 1 + |b| es invertible tenemos

∣∣∣∣π
(

a

1 + |b|
)∣∣∣∣ ≤

1
n

para todo n ∈ N ,

es decir, π(a/(1+|b|)) es infinitesimal; del lema 2.3.25 se sigue que a/(1+|b|) ∈
I y por lo tanto π(a) = 0.

Rećıprocamente, si A/I es arquimediana, entonces dado a ∈ A tenemos:
a está en la clausura uniforme de I ⇔ π(a) es infinitesimal ⇔ π(a) = 0 ⇔
a ∈ I.



Caṕıtulo 3

Álgebras Topológicas

Comienza el caṕıtulo con una sección preliminar en la que se presentan al-
gunas definiciones y resultados previos bien conocidos de la teoŕıa de Espa-
cios Localmente Convexos. En la segunda sección se introduce el “espectro
topológico” de un álgebra topológica y se estudian las álgebras localmente m-
convexas, generalizándose para las R-álgebras topológicas racionales algunas
propiedades bien conocidas de las C-álgebras topológicas simétricas. Final-
iza el caṕıtulo con una tercera sección donde se estudia el caso particular de
Ck(X), el álgebra de todas las funciones reales y continuas sobre un espacio
topológico completamente regular X, dotada de la topoloǵıa de la convergen-
cia compacta.

3.1 Preliminares

En esta sección daremos las nociones básicas de la teoŕıa de espacios vectori-
ales topológicos localmente convexos, y recordaremos algunos resultados bien
conocidos que no demostraremos y que necesitaremos para el desarrollo pos-
terior de la Memoria. Dichos resultados pueden consultarse, por ejemplo, en
el libro de Köthe [42] ó en el de Schaefer [64].

En adelante K denotará R ó C, y diremos “espacio vectorial” en lugar
de “K-espacio vectorial” cuando K sea indistintamente R ó C, ó cuando el
cuerpo K esté claro en el contexto. Siempre que se considere una topoloǵıa
sobre K ésta será su topoloǵıa usual. Por último, dado λ ∈ C, |λ| será el
módulo del número complejo λ y λ denotará el complejo conjugado de λ; en
particular, si λ ∈ R entonces |λ| será, como en caṕıtulos anteriores, el valor

57
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absoluto de λ.

Definiciones 3.1.1. Sea E un espacio vectorial. Dados subconjuntos A y B
de E, diremos que A absorbe a B si existe λ0 ∈ K tal que B ⊆ λA siempre
que |λ| ≥ |λ0|, y diremos que A es absorbente si absorbe a todo subconjunto
finito de E. Un subconjunto Q de E se dice que es equilibrado si λQ ⊆ Q
para todo λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1. Si Q es un subconjunto equilibrado de E,
entonces es inmediato comprobar que Q es absorbente si y sólo si para todo
x ∈ E existe λ ∈ R, λ > 0, tal que λx ∈ Q. Diremos que un subconjunto C de
E es convexo si x, y ∈ C implica que λx + (1− λ)y ∈ C para todo λ ∈ [0, 1],
y diremos que C es absolutamente convexo si es convexo y equilibrado.

La familia de todos los subconjuntos absorbentes de E es cerrada por inter-
secciones finitas, y la familia de todos los subconjuntos convexos (equilibrados)
de E es cerrada por intersecciones cualesquiera.

Definición 3.1.2. Un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial E
dotado de una topoloǵıa para la cual son continuas las aplicaciones E×E → E,
(x, y) 7→ x + y, y K× E → E, (λ, x) 7→ λx.

Sea E un espacio vectorial topológico. Un subconjunto de E se dice que
es acotado si es absorbido por todo 0-entorno. Es fácil comprobar que todo
subconjunto finito de E es acotado, es decir, que todo 0-entorno es un conjunto
absorbente.

3.1.3. Sea E un espacio vectorial topológico y sea U una base de 0-entornos
en E. Dado x ∈ E, la traslación E → E, y 7→ x + y, es un homeomorfismo,
por lo que una base de entornos de x es x + U = {x + U : U ∈ U}. Como
consecuencia de lo anterior se sigue que la clausura de un subconjunto A de E
es

⋂
U∈U (A + U). Otra consecuencia es que para que E sea Hausdorff basta

con que para todo x ∈ E, x 6= 0, exista U ∈ U tal que x /∈ U , esto es, que⋂
U∈U U = 0. Lo anterior se expresa diciendo que E es Hausdorff si y sólo si

el subespacio trivial 0 es cerrado.

Definiciones 3.1.4. Sea E un espacio vectorial topológico. Una red {xα}α∈I

en E se dice que es de Cauchy si para todo 0-entorno U existe α0 ∈ I tal que
xα − xβ ∈ U si α, β ≥ α0. Se dice que E es completo si es Hausdorff y toda
red de Cauchy de E es convergente.

Sea F un subespacio vectorial de E; en particular F con la topoloǵıa de
subespacio es también un espacio vectorial topológico. Si E es completo,
entonces se satisface: F es completo si y sólo si F es cerrado en E.
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3.1.5. Si E es un espacio vectorial topológico Hausdorff, entonces existe un
espacio vectorial topológico completo E, conocido como compleción de E, que
está dotado de una aplicación lineal e inyectiva E ↪→ E tal que (la imagen de)
E es denso en E y la topoloǵıa de E es la inducida por la de E.

Definiciones 3.1.6. Llamaremos espacio localmente convexo, a todo espa-
cio vectorial topológico en el que exista una base de 0-entornos formada por
conjuntos convexos. Se satisface que la compleción de un espacio localmente
convexo Hausdorff es también localmente convexo. En un espacio vectorial
topológico, se denomina tonel a todo subconjunto que sea absorbente, abso-
lutamente convexo y cerrado.

Sea E un espacio localmente convexo. Es fácil comprobar que en E existe
una base de 0-entornos formada por toneles, aunque en general no es cierto
que todo tonel sea un 0-entorno. Llamaremos espacio tonelado a todo espacio
localmente convexo Hausdorff en el que todo tonel es un 0-entorno. Tampoco
es cierto, en general, que todo subconjunto absolutamente convexo de E que
absorbe a los acotados sea un 0-entorno. Llamaremos espacio bornológico a
todo espacio localmente convexo Hausdorff en el que todo subconjunto abso-
lutamente convexo que absorbe a los acotados es un 0-entorno.

3.1.7. Es claro que toda aplicación lineal y continua definida entre espacios
vectoriales topológicos transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.
Si E es un espacio localmente convexo Hausdorff, entonces E es bornológico
si y sólo si toda forma lineal E → K que transforme acotados en acotados es
continua. Otro resultado importante que no probaremos es el siguiente: todo
espacio bornológico y completo es un espacio tonelado.

Definiciones 3.1.8. Sea E un espacio vectorial. Llamaremos seminorma
sobre E a toda función q : E → R que, para cualesquiera x, y ∈ E y λ ∈ K,
satisfaga

q(x + y) ≤ q(x) + q(y) , q(λx) = |λ|q(x) ;

en particular debe ser q(x) ≥ 0 para todo x ∈ E y q(0) = 0. Si además
q(x) = 0 implica x = 0, entonces diremos que q es una norma.

Sea ahora B un subconjunto absorbente de E. Para cada x ∈ E está
definido el numero real no negativo qB(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λB}, de
modo que tenemos una aplicación qB : E → R que se denomina funcional
de Minkowsky de B; es claro que si B es además absolutamente convexo
entonces qB es una seminorma.
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3.1.9. Sea E un espacio vectorial y sea Γ una familia de seminormas sobre
E. Dado x0 ∈ E, los conjuntos de la forma

{x ∈ E : q1(x− x0) ≤ ε, . . . , qn(x− x0) ≤ ε} (q1, . . . , qn ∈ Γ, ε > 0)

constituyen una base de entornos de x0 para una topoloǵıa sobre E que se
dice que está definida por la familia Γ. De las propiedades de las seminormas
se sigue inmediatamente que E dotado de dicha topoloǵıa es un espacio local-
mente convexo; además, dada q ∈ Γ, si B = {x ∈ E : q(x) ≤ 1} es la bola
unidad cerrada de q entonces B es un tonel tal que q = qB.

Rećıprocamente, supongamos que E es un espacio localmente convexo y
sea U una base de 0-entornos en E formada por toneles. Entonces la topoloǵıa
de E coincide con la definida por la familia de seminormas Γ = {qU : U ∈ U},
y para cada U ∈ U se satisface que U es la bola unidad cerrada de qU .

De todo lo anterior se sigue que una topoloǵıa sobre un espacio vectorial lo
dota de estructura de espacio localmente convexo, si y sólo si, dicha topoloǵıa
puede definirse por una familia de seminormas.

3.1.10. Sea E un espacio localmente convexo y sea Γ una familia de semi-
normas sobre E que definen su topoloǵıa. Es inmediato comprobar que E es
Hausdorff si y sólo si para todo x ∈ E, x 6= 0, existe q ∈ Γ tal que q(x) 6= 0.

3.1.11. Sea V un subconjunto absorbente y absolutamente convexo de un
espacio vectorial E y consideremos la seminorma qV . Se satisfacen las inclu-
siones

{x ∈ E : qV (x) < 1} ⊆ V ⊆ {x ∈ E : qV (x) ≤ 1} .

Como consecuencia, si E es un espacio vectorial topológico tenemos: V es un
0-entorno si y sólo si qV : E → R es continua.

Por otra parte, dado un subconjunto C de E, es claro que C es absorbido
por V si y sólo si qV (C) es un acotado de R. Como consecuencia, si E es un
espacio localmente convexo y Γ es una familia de seminormas que definen su
topoloǵıa, entonces C es un acotado de E si y sólo si q(C) es acotado para
toda q ∈ Γ.

Definiciones 3.1.12. Diremos que un espacio vectorial topológico E es metriz-
able, si existe una distancia sobre E que define su topoloǵıa. Se denomina
espacio de Fréchet a todo espacio localmente convexo que sea metrizable y
completo.
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La compleción de un espacio vectorial topológico metrizable es también
metrizable, de modo que la compleción de un espacio localmente convexo
metrizable es un espacio de Fréchet.

3.1.13. Sea E un espacio vectorial topológico. Si E es completo entonces
es secuencialmente completo, esto es, cada sucesión de Cauchy de E es con-
vergente. En general no es cierto el rećıproco. Si E es metrizable, tenemos
entonces que E es completo si y sólo si E es secuencialmente completo.

3.1.14. Sea E un espacio vectorial topológico. Si E es metrizable, entonces
es Hausdorff y cada punto suyo tiene una base numerable de entornos, como
ocurre en todo espacio topológico metrizable. El “teorema fundamental de
metrizabilidad” afirma que esas dos propiedades caracterizan a los espacios
vectoriales topológicos que son metrizables, esto es, “E es metrizable si y sólo
si E es Hausdorff y tiene una base numerable de 0-entornos”.

Como consecuencia, si E es Hausdorff tenemos (véase 3.1.9): E es local-
mente convexo y metrizable si y sólo si la topoloǵıa de E puede ser definida
por una familia numerable de seminormas.

3.1.15. Sean E un espacio vectorial topológico, F un subespacio vectorial de
E y π : E → E/F el morfismo de paso al cociente. La topoloǵıa cociente
sobre E/F (esto es, la topoloǵıa final de la aplicación π), dota a E/F de
estructura de espacio vectorial topológico para la cual el morfismo π es con-
tinuo y abierto. Como además E/F es Hausdorff si y sólo si F es cerrado, del
teorema fundameneal de metrizabilidad se sigue que si E es metrizable y F
es un subespacio cerrado de E, entonces E/F es también metrizable.

Además, si E es metrizable y completo, entonces E/F es completo para
todo subespacio cerrado F de E.

Definición 3.1.16. Se denomina par dual a toda terna (E, F, B) formada
por dos K-espacios vectoriales E, F y una forma bilineal B : E × F → K con
las siguientes propiedades:
(a) dado x ∈ E \ {0} existe y ∈ F tal que B(x, y) 6= 0;
(b) dado y ∈ F \ {0} existe x ∈ E tal que B(x, y) 6= 0.
Las propiedad (a) se resume diciendo que F “separa” puntos de E; análoga-
mente para (b).

3.1.17. El par dual asociado de modo natural a un espacio vectorial E es
la terna (E, Ed, 〈−,−〉), donde Ed denota el dual algebraico de E (el espacio
vectorial de las formas lineales sobre E), y donde dados x ∈ E, u ∈ Ed es
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〈x, u〉 := u(x). Si (E,F, B) es un par dual, entonces tenemos definida la
aplicación lineal F → Ed, y 7→ B(−, y), que es inyectiva porque E separa
puntos de F ; de este modo se identifica F con un subespacio vectorial de Ed

y B con la restricción de 〈−,−〉 al subespacio E × F de E ×Ed. Lo anterior
justifica el nombre de “par dual”.

Si F es un subespacio vectorial de Ed tal que (E, F, 〈−,−〉) es un par dual,
entonces diremos abreviadamente que “〈E, F 〉 es un par dual”.

3.1.18. Un problema que se plantea de modo natural es el siguiente: dados
un espacio vectorial E y un subespacio vectorial F de Ed, ¿es 〈E,F 〉 un par
dual?, es decir, ¿F separa puntos de E? (E siempre separa puntos de F ).
Veamos un caso particular muy importante. Sea E un espacio localmente
convexo y sea E′ = {u ∈ Ed : u continua} su dual topológico, que es un
subespacio vectorial de Ed. Si E′ separa puntos de E entonces es claro que
E es Hausdorff, y del conocido teorema de Hahn-Banach se sigue que si E es
Hausdorff entonces E′ separa puntos de E. Resumiendo, 〈E,E′〉 es un par
dual si y sólo si E es Hausdorff.

Definición 3.1.19. Dado un par dual 〈E, F 〉, se define la topoloǵıa débil
sobre E asociada al par 〈E,F 〉 como la topoloǵıa inicial en E definida por
las formas lineales de F ; dicha topoloǵıa se denota por σ(E, F ). Del mismo
modo se define la topoloǵıa débil σ(F, E) sobre F asociada al par 〈E, F 〉.
3.1.20. Sea 〈E,F 〉 un par dual. Si para cada u ∈ F consideramos la semi-
norma qu : E → R, x 7→ |u(x)|, entonces σ(E, F ) es la topoloǵıa definida por
la familia {qu : u ∈ F} y por lo tanto (E, σ(E, F )) es un espacio localmente
convexo Hausdorff. Además, dado B ⊆ E tenemos: B es σ(E,F )-acotado si
y sólo si u(B) es un acotado de K para todo u ∈ F (véase 3.1.11).

Definiciones 3.1.21. Sea 〈E, F 〉 un par dual. Una topoloǵıa τ sobre E se dice
que es compatible con el par dual 〈E,F 〉, si (E, τ) es un espacio localmente
convexo tal que (E, τ)′ = F , en cuyo caso τ debe ser Hausdorff en virtud de lo
dicho en 3.1.18. La topoloǵıa débil σ(E,F ) es la menos fina topoloǵıa sobre E
que es compatible con el par dual 〈E,F 〉. Se satisface que existe la más fina
topoloǵıa sobre E que es compatible con el par dual 〈E, F 〉; dicha topoloǵıa
se denota por µ(E, F ) y se denomina topoloǵıa de Mackey sobre E asociada
al par dual 〈E, F 〉.
Definición 3.1.22. Sea 〈E, F 〉 un par dual. Dado un subconjunto B de E
se define su polar como el subconjunto B◦ de F dado por la igualdad

B◦ = {u ∈ F : |u(x)| ≤ 1 ∀x ∈ B} .
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Del mismo modo, si C es un subconjunto de F entonces su polar es C◦ =
{x ∈ E : |u(x)| ≤ 1 ∀u ∈ C} ⊆ E.

3.1.23. Sean 〈E, F 〉 un par dual y B ⊆ E. Es claro que B◦ es un subconjunto
absolutamente convexo de F que es σ(F, E)-cerrado, de modo que a B◦ sólo le
falta ser absorbente para ser un σ(F,E)-tonel; además, de lo dicho en 3.1.11
se sigue que B es σ(E, F )-acotado si y sólo si B◦ es absorbente; como con-
secuencia tenemos que B◦ es σ(F, E)-tonel si y sólo si B es σ(E, F )-acotado.
Por otra parte, el “teorema de la bipolar” afirma que B◦◦ es el conjunto más
pequeño absolutamente convexo y σ(E, F )-cerrado de E que contiene a B.

3.1.24. Sea 〈E,F 〉 un par dual. Terminaremos esta sección dando dos impor-
tantes propiedades que se satisfacen para todo par dual, y enunciando algunas
consecuencias suyas.
(a) Los conjuntos acotados son los mismos para todas las topoloǵıas sobre
E compatibles con el par 〈E,F 〉. En particular, si E es un espacio localmente
convexo Hausdorff y E′ es su dual topológico, entonces un subconjunto B de
E es acotado si y sólo si u(B) es acotado para todo u ∈ E′ (véase 3.1.20).
(b) Los conjuntos convexos cerrados son los mismos para todas las topoloǵıas
sobre E compatibles con el par 〈E, F 〉, y como consecuencia lo mismo ocurre
con los toneles. En particular, si E es un espacio localmente convexo Haus-
dorff y consideramos el par dual 〈E, E′〉, entonces un subconjunto B de E es
absolutamente convexo y cerrado si y sólo si B = B◦◦ (véase 3.1.23).
(c) Todo espacio bornológico está dotado de su topoloǵıa de Mackey. En
efecto, si E es un espacio bornológico, entonces es Hausdorff y tenemos el par
dual 〈E, E′〉 con el cual es compatible la topoloǵıa de E; además, de lo dicho
en (a) se sigue que todo 0-entorno absolutamente convexo para µ(E, E′) es un
0-entorno en E.

3.2 Álgebras localmente m-convexas

Esta sección está dedicada a establecer algunas propiedades de las R-álgebras
localmente m-convexas que necesitaremos más adelante. Para ello seguiremos
la presentación dada en [60, Cap. II], la cual se divide en los siguientes eta-
pas: en primer lugar se dan las definiciones básicas de la teoŕıa de álgebras
topológicas; seguidamente se comprueba que el estudio de las R-álgebras
topológicas que nos interesan aqúı, las racionales, es equivalente al estudio de
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cierta clase bien conocida de C-álgebras topológicas, las simétricas; a contin-
uación se dan algunas propiedades fundamentales de las C-álgebras de Banach
y se trasladan, mediante la equivalencia mencionada, a las R-álgebras de Ba-
nach racionales; para terminar extendemos, en lo posible, dichas propiedades
a las R-álgebras localmente m-convexas racionales.

Se debe a Gelfand, con la publicación de su importante trabajo [23], el
impulso que tuvo en los años cuarenta el estudio de las álgebras de Banach.
Arens [4, 5, 6] introdujo las álgebras localmente m-convexas como una general-
ización de las álgebras normadas, aunque fue Michael en su memoria [45] quien
más aportó en la generalización para las C-álgebras localmente m-convexas de
los resultados fundamentales de las C-álgebras de Banach.

A los tres autores mencionados se deben, esencialmente, los resultados que
probaremos en esta sección.

Definición 3.2.1. Llamaremos anillo topológico a todo anillo A dotado de
una topoloǵıa que haga continuas sus operaciones:

A×A
+−→ A (suma) , A×A

·−→ A (producto) , A−1 inv−−−→ A (paso al inverso) .

Lema 3.2.2. Si B es un anillo topológico y {τi}i∈I es una familia no vaćıa
de topoloǵıas sobre B tal que (B, τi) es un anillo topológico para todo i ∈
I, entonces la topoloǵıa unión τ = ∪i∈Iτi satisface que (B, τ) es un anillo
topológico.

Demostración. Si para cada i ∈ I denotamos Bi = (B, τi) e Ii : B → Bi es el
morfismo identidad correspondiente, entonces τ = ∪i∈Iτi es, por definición, la
topoloǵıa inicial definida por las aplicaciones {Ii : B → Bi}i∈I . Por lo tanto,
la demostración se sigue del hecho de que para cada i ∈ I los cuadrados

B ×B
Ii×Ii−−−−→ Bi ×Bi

+

y
y+

B
Ii−−−−→ Bi ,

B ×B
Ii×Ii−−−−→ Bi ×Bi

·
y

y·

B
Ii−−−−→ Bi ,

B−1 Ii−−−−→ B−1
i

inv

y
yinv

B
Ii−−−−→ Bi

son conmutativos.

Corolario 3.2.3. Si T : A → B es un morfismo de anillos y A es un
anillo topológico, entonces existe sobre el anillo B la más fina topoloǵıa que lo
dota de estructura de anillo topológico para la cual T es continuo. Dicha
topoloǵıa tiene la siguiente propiedad universal: “cualesquiera que sean el
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anillo topológico C y el morfismo de anillos ϕ : B → C, ϕ es continuo si
y sólo si ϕ◦T es continuo”.

Demostración. Basta aplicar el lema 3.2.2, teniendo en cuenta que la colección
de todas las topoloǵıas sobre B que hacen de B un anillo topológico tal que
T : A → B es continuo es no vaćıa (la topoloǵıa trivial está en ella).

Observación 3.2.4. Sea A un anillo topológico y sea I un ideal de A. Si
π : A → A/I es el morfismo de paso al cociente, no sabemos si la topoloǵıa
final que define π sobre A/I (la topoloǵıa cociente) dota a A/I de estructura de
anillo topológico, pues no sabemos si para dicha topoloǵıa es continuo el “paso
al inverso” (con la suma y el producto no hay problemas). Por dicho motivo,
cuando hablemos del “anillo topológico A/I ”, debe quedar claro que no nos
referimos al anillo A/I dotado de su topoloǵıa cociente, sino a la topoloǵıa
definida por π según el corolario 3.2.3.

Veremos en el teorema 3.2.14 que ambas topoloǵıas coinciden cuando A es
un álgebra localmente m-convexa.

Definición 3.2.5. Una K-álgebra topológica es una K-álgebra A dotada de
una topoloǵıa con la cual es un anillo topológico y el morfismo estructuralK ↪→
A es continuo. Es claro que toda K-álgebra topológica es de modo natural un
K-espacio vectorial topológico. Un morfismo de K-álgebras topológicas es un
morfismo de K-álgebras entre K-álgebras topológicas que es continuo. Dadas
K-álgebras topológicas A y B, con HomK(A,B) denotaremos el conjunto de
todos los morfismos de K-álgebras topológicas de A en B.

En adelante diremos “álgebra” en lugar de “K-álgebra” cuando el cuerpo
K esté claro por el contexto, ó cuando sea indistintamente R ó C.

Definiciones 3.2.6. Sea A un álgebra. Un subconjunto U de A se dice que
es idempotente si UU ⊆ U . Diremos que un subconjunto de A es (absoluta-
mente) m-convexo si es (absolutamente) convexo e idempotente. Llamaremos
m-seminorma (m-norma) sobre A a toda seminorma (norma) q : A → R que
satisfaga q(ab) ≤ q(a)q(b) para cualesquiera a, b ∈ A.

Definición 3.2.7. Llamaremos álgebra localmente m-convexa a toda álgebra
dotada de una topoloǵıa con la que es un espacio localmente convexo en el
que existe una base de 0-entornos formada por conjuntos absolutamente m-
convexos.

3.2.8. Sea A un álgebra. Si q : A → R es una seminorma y U es la bola unidad
cerrada de q, entonces es fácil comprobar que q es m-seminorma si y sólo si
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U es idempotente. Por lo tanto, una topoloǵıa sobre A la dota de estructura
de álgebra localmente m-convexa, si y sólo si, dicha topoloǵıa puede definirse
por una familia de m-seminormas (véase 3.1.9).

Teorema 3.2.9. Toda álgebra localmente m-convexa es un álgebra topológica.

Demostración. Sea A un álgebra localmente m-convexa, y sea Γ una familia
de m-seminormas que definen su topoloǵıa. De las propiedades de las m-
seminormas se sigue inmediatamente que la suma, el producto y el morfismo
estructural son continuos. Para ver que la aplicación A−1 → A de paso al
inverso es continua, basta comprobar que es continua para la topoloǵıa que
define cada q ∈ Γ, comprobación que basaremos en la demostración dada en
[62, Th. 1.4.8] cuando q es una m-norma.

Sea entonces q ∈ Γ y sea u ∈ A−1; dado a ∈ A tal que u + a ∈ A−1, existe
b ∈ A satisfaciendo que (u + a)−1 = u−1 + b. Veamos que dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que si q(a) < δ entonces q(b) < ε. Si q(u−1) = 0, entonces q(1) = 0
y por tanto q = 0. Supongamos que q(u−1) > 0. Tenemos

1 = (u−1 + b)(u + a) = 1 + u−1a + bu + ab ,

por lo tanto u−1a + ub + ab = 0, de donde obtenemos

q(b) ≤ (q(u−1))2q(a) + q(a)q(b)q(u−1) ,

es decir,
q(b){1− q(a)q(u−1)} ≤ (q(u−1))2q(a) . (∗)

Sea 0 < ε < q(u−1) y tomemos δ = ε
2(q(u−1))2

; si q(a) < δ entonces

q(a)q(u−1) < δq(u−1) =
ε

2q(u−1)
< 1/2 ,

por lo tanto 1/2 < {1− q(a)q(u−1)} y de la desigualdad (∗) obtenemos q(b) <
2(q(u−1))2q(a) < 2(q(u−1))δ = ε.

Definiciones 3.2.10. Llamaremos álgebra normable a toda álgebra local-
mente m-convexa Hausdorff cuya topoloǵıa pueda definirse con sólo una m-
seminorma (que debe ser m-norma según lo dicho en 3.1.10).

Diremos que un álgebra topológica es metrizable (completa), si como es-
pacio vectorial topológico es metrizable (completo).

Llamaremos álgebra de Fréchet a toda álgebra localmente m-convexa que
sea metrizable y completa, y llamaremos álgebra de Banach a toda álgebra
normable que sea completa.
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Observaciones 3.2.11. (a) En la literatura sobre álgebras topológicas, es
usual que un álgebra localmente m-convexa sea Hausdorff por definición.

(b) Normalmente, un “álgebra de Banach” se define como un par (A, ‖ ‖)
donde A es un álgebra topológica completa y ‖ ‖ es una m-norma sobre A que
define su topoloǵıa, de modo que la m-norma ‖ ‖ forma parte de la estructura
del álgebra de Banach. El motivo de nuestra definición es que de las álgebras
de Banach sólo nos van a interesar sus propiedades topológicas.

3.2.12. Dada un álgebra localmente m-convexa Hausdorff A, su compleción A
(construida considerando A como un espacio vectorial topológico) resulta ser
también un álgebra localmente m-convexa tal que la inyección natural A → A
es un morfismo de álgebras; además, si A es un álgebra normable (metrizable)
entonces, A es un álgebra de Banach (Fréchet) (véase [44, p. 22]).

3.2.13. Sea A un álgebra localmente m-convexa y sea Γ una familia de
m-seminormas que definen su topoloǵıa. En Γ tenemos el siguiente orden:
dadas q1, q2 ∈ Γ, q1 ≤ q2 cuando q1(a) ≤ q2(a) para todo a ∈ A. Además,
si q1, . . . , qn ∈ Γ entonces la función max{q1, . . . , qn} es también una m-
seminorma, y es claro que la familia

{
max{q1, . . . , qn} : q1, . . . , qn ∈ Γ, n ∈ N}

define sobre A la misma topoloǵıa que Γ. Por lo tanto podemos suponer siem-
pre que la familia Γ es dirigida superiormente, esto es, que satisface: dados
q1, q2 ∈ Γ existe q0 ∈ Γ tal que max{q1, q2} ≤ q0. Cuando Γ es dirigida su-
periormente, una base de entornos de a0 ∈ A la forman los conjuntos de la
forma {a ∈ A : q(a0 − a) ≤ ε} con q ∈ Γ y ε > 0.

Si el álgebra localmente m-convexa A es metrizable, entonces podemos
suponer que su topoloǵıa está definida por una “sucesión creciente” de m-
seminormas q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qn ≤ · · · .

Teorema 3.2.14. Si I es un ideal propio de un álgebra localmente m-convexa
A, entonces el álgebra A/I dotada de su topoloǵıa cociente es un álgebra local-
mente m-convexa (y en particular es un anillo topológico). Es claro que A/I
es Hausdorff si y sólo si I es cerrado.

Demostración. Sea π : A → A/I el morfismo de paso al cociente, y denotemos
por τ la topoloǵıa cociente de A/I. Veamos en primer lugar que la aplicación
π : A → (A/I, τ) es abierta: si U es un abierto de A, π(U) es abierto de
(A/I, τ) si y sólo si π−1(π(U)) es un abierto de A (por definición de topoloǵıa
cociente); pero π−1(π(U)) =

⋃
a∈I(a + U), por lo que terminamos si tenemos

en cuenta que para cada a ∈ A la traslación b ∈ A 7→ a + b ∈ A es un
homeomorfismo.
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Consideremos ahora una familia dirigida superiormente de m-seminormas
Γ sobre A que definen su topoloǵıa, y para cada q ∈ Γ definamos q : A/I → R
por la igualdad

q(π(a)) = inf{q(a + c) : c ∈ I} (a ∈ A) .

Dada q ∈ Γ, la función q está bien definida y satisface q(π(a)) ≥ 0, q(λπ(a))
= |λ|q(π(a)) para cualesquiera a ∈ A y λ ∈ K. Sean ahora a, b ∈ A y
ε > 0. Por definición de q, existen c, d ∈ I tales que q(a + c) ≤ q(π(a)) + ε,
q(b + d) ≤ q(π(b)) + ε, y por lo tanto

q(π(a) + π(b)) ≤ q(a + b + c + d) ≤ q(π(a)) + q(π(b)) + 2ε ,

q(π(a)π(b)) ≤ q(π(a))q(π(b)) +
[
q(π(a)) + q(π(b))

]
ε + ε2 ;

con esto se prueba que q es una m-seminorma sobre A/I.
Denotemos por τ̄ la topoloǵıa definida por la familia Γ := {q : q ∈ Γ} en

A/I. Puesto que π es una aplicación abierta para τ y Γ es dirigida superior-
mente, los entornos básicos de cero para τ son de la forma π({a ∈ A : q(a) <
ε}) con q ∈ Γ y ε > 0. Si consideramos un 0-entorno básico para τ̄ ,

V = {π(a) ∈ A/I : max{q1(π(a)), . . . , qn(π(a))} < ε}
con q1, . . . , qn ∈ Γ y ε > 0, basta tomar en Γ una m-seminorma q que domine
a la familia {q1, . . . , qn} y obtenemos

π({a ∈ A : q(a) < ε}) ⊆ V ,

lo que prueba τ̄ ≤ τ . Para la otra desigualdad veamos que dados ε > 0 y
q ∈ Γ se satisface

{π(a) ∈ A/I : q(π(a)) < ε} ⊆ π({a ∈ A : q(a) < ε}) ;

en efecto, si π(a) es tal que q(π(a)) < ε, entonces existe c ∈ I tal que q(a+c) <
ε, de modo que para a = a + c tenemos π(a) = π(a) y q(a) < ε.

Corolario 3.2.15. Sea I un ideal cerrado propio de un álgebra localmente
m-convexa A. Si A es metrizable (normable, Fréchet, Banach), entonces A/I
también es metrizable (normable, Fréchet, Banach).

Demostración. Con la notación de la última demostración, si A es metrizable
(normable) entonces A/I es metrizable (normable) porque las familias Γ y Γ
tienen el mismo cardinal; para concluir la demostración basta tener en cuenta
que, según 3.1.15, si A es metrizable y completa entonces A/I es completa.
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Definiciones 3.2.16. Sea A un álgebra topológica. Cada elemento a ∈ A
define una función a : HomK(A,K) → K, ω 7→ a(ω) := ω(a). Llamare-
mos espectro topológico de A al conjunto HomK(A,K) dotado de la topoloǵıa
inicial definida por dichas funciones, la cual se conoce como topoloǵıa de
Gelfand. De la definición se sigue que dicho espacio topológico, que denotare-
mos por Spect A, es completamente regular Hausdorff; nótese que puede ser
Spect A = ∅ (pónganse K = R y A = C). El morfismo natural de K-álgebras
A → C(Spect A) se conoce como representación espectral de A. Diremos que A
es semisimple cuando su representación espectral sea inyectiva, en cuyo caso,
razonando como en 1.2.26 tenemos que debe ser Spect A 6= ∅. Dado a ∈ A,
llamaremos ceros de a al conjunto (a)0 := {ω ∈ Spect A : a(ω) = 0}, que es
un cerrado de Spect A, y dado un ideal I de A, los ceros de I es el conjunto
(I)0 := ∩a∈I(a)0 = {ω ∈ Spect A : a(ω) = 0 para todo a ∈ I}.

Veamos que Spect A se identifica de modo natural con los ideales maxi-
males cerrados de A cuyo cuerpo residual es K. Por una parte, cada ω ∈
Spect A es el morfismo de paso al cociente por el ideal maximal kerω, que es
cerrado por ser ω continua. Por otra parte, si M es un ideal maximal cerrado
de A tal que A/M = K, entonces A/M es Hausdorff y por tanto A/M = K
topológicamente (un conocido teorema de Riesz afirma que la única topoloǵıa
que dota a K de estructura de espacio vectorial topológico Hausdorff es la
usual); por lo tanto el morfismo de paso al cociente A → A/M es continuo.

Supongamos que Spect A 6= ∅. Según el párrafo anterior, podemos definir
el radical de A como la intersección de todos los ideales maximales cerrados de
A de cuerpo residual K, resultando que el núcleo de la representación espectral
es justamente radA, es decir, A es semisimple si y sólo si radA = 0.

Puesto que Spect A es una parte del espectro maximal de A, sobre Spect A
podemos considerar la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa de Zariski de
Specm A (véase 2.3.12). Dicha topoloǵıa será siempre menos fina que la
topoloǵıa de Gelfand porque sus cerrados son los conjuntos de la forma Spect A∩
[I]0 = (I)0 con I un ideal de A. Diremos que A es regular si sobre Spect A
coinciden las topoloǵıas de Gelfand y de Zariski. Trivialmente, si Spect A = ∅
entonces A es regular.

Definición 3.2.17. Sea A una R-álgebra y consideremos el R-espacio vecto-
rial AC := A × A. Podemos dotar de modo natural a AC de estructura de
C-álgebra, con el morfismo estructural C → AC, α + β i 7→ (α, β), y con el
siguiente producto: dados (a1, a2), (b1, b2) ∈ A×A,

(a1, a2) · (b1, b2) := (a1b1 − a2b2 , a1b2 + a2b1) .
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Es claro que AC es una R-álgebra que está dotada de un morfismo natural
de R-álgebras A → AC, a 7→ (a, 0), que es inyectivo. Llamaremos a AC la
complejificación de A.

Teorema 3.2.18. (Propiedad universal de la complejificación)
Dadas una R-álgebra A y una C-álgebra B, todo morfismo de R-álgebras
T : A → B factoriza de modo único a través de A → AC por un morfismo de
C-álgebras T̂ : AC → B.

Demostración. La aplicación T̂ : AC → B, T̂ (a1, a2) = T (a1) + i T (a2) es el
único morfismo de C-álgebras buscado.

Definición 3.2.19. Llamaremos ∗-álgebra (estrella álgebra) a toda C-álgebra
B dotada de un morfismo involutivo de anillos B

∗→ B, b 7→ b∗, que satisface
λ∗ = λ para todo λ ∈ C.

La complejificación AC de una R-álgebra A es de modo natural una ∗-
álgebra con la involución (a1, a2)∗ = (a1,−a2).

Definiciones 3.2.20. Llamaremos álgebra racional a toda R-álgebra A que
carezca de puntos complejos no reales en Specm A, esto es, que satisfaga: si
ω : A → C es un morfismo de R-álgebras entonces Imω = R.

Llamaremos álgebra simétrica a toda ∗-álgebra B tal que ϕ(b∗) = ϕ(b)
para todo morfismo de C-álgebras ϕ : B → C y todo b ∈ B.

Proposición 3.2.21. Una R-álgebra A es racional si y sólo si la C-álgebra
AC es simétrica.

Demostración. Supongamos en primer lugar que A es racional y sea ϕ : AC →
C un morfismo de C-álgebras. De acuerdo con el teorema 3.2.18, si ω : A → C
es la composición A → AC

ϕ−→ C, entonces ϕ = ω̂, esto es, ϕ(a1, a2) = ω(a1) +
i ω(a2); por hipótesis debe ser Imω = R, de modo que ω(a1) − iω(a2) =
ω(a1) + iω(a2), es decir, ϕ((a1, a2)∗) = ϕ(a1, a2).

Rećıprocamente, supongamos que AC es simétrica y sea ω : A → C un
morfismo de R-álgebras. Dado a ∈ A tenemos (a, 0)∗ = (a, 0), de modo que
ω(a) = ω̂(a, 0) = ω̂((a, 0)∗) = ω(a) y por tanto ω(a) ∈ R.

Ejemplo 3.2.22. Toda R-álgebra estrictamente real es racional (véase 2.3.1).
En efecto, supongamos que A es una R-álgebra estrictamente real y sea ω :
A → C un morfismo de R-álgebras. Como Imω es un subespacio vectorial de
C que contiene a R, debe ser Imω = R ó Im ω = C. Si ocurriera lo segundo
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existiŕıa a ∈ A tal que ω(a) = i, esto es, ω(1 + a2) = 0, lo cual contradice el
que 1 + a2 sea un elemento invertible de A; por lo tanto debe ser Imω = R.

Como consecuencia de lo anterior se sigue que las álgebras usuales de fun-
ciones reales (continuas, continuas y acotadas, diferenciables) son racionales.

Definiciones 3.2.23. Llamaremos álgebra topológica racional a toda R-álge-
bra topológica que sea un álgebra racional. Llamaremos álgebra topológica
simétrica a toda C-álgebra topológica que sea un álgebra simétrica cuya in-
volución es continua.

Teorema 3.2.24. Para cada R-álgebra topológica A tenemos que AC = A×A
dotada de su topoloǵıa producto es una C-álgebra topológica cuya involución
es continua. Es claro que el morfismo canónico de R-álgebras A → AC es
continuo e induce en A su topoloǵıa. Además tenemos:
(i) A es un álgebra topológica racional si y sólo si AC es un álgebra topológica

simétrica;
(ii) A es Hausdorff si y sólo si AC es Hausdorff;
(iii) A es completa si y sólo si AC es completa.

Demostración. Es fácil ver que la suma y el producto de AC y el morfismo
estructural C→ AC son continuos. Como la involución de AC es un morfismo
de anillos, es claro que un elemento (a1, a2) ∈ AC es invertible si y sólo si
a2

1 + a2
2 es invertible en A, en cuyo caso (a1, a2)−1 = (a2

1 + a2
2)
−1(a1, a2)∗; por

lo tanto el paso al inverso en AC es continuo porque la involución AC
∗→ AC

es, trivialmente, continua. La afirmación (i) se sigue de la proposición 3.2.21.
Por último, dados espacios vectoriales topológicos E y F , es conocido que
el espacio producto E × F es Hausdorff (completo) si y sólo si E y F son
Hausdorff (completos), de modo que se satisfacen (ii) y (iii).

Teorema 3.2.25. Si A es un álgebra topológica racional, entonces el espectro
topológico de A es canónicamente homeomorfo al espectro topológico de AC.
Como consecuencia tenemos:
(i) A es regular si y sólo si AC es regular;
(ii) A es semisimple si y sólo si AC es semisimple.

Demostración. Por una parte, cada morfismo de C-álgebras ϕ : AC → C
compuesto con el morfismo canónico A

i→ AC nos da un morfismo de R-
álgebras A

ϕ ◦ i−−→ C que valora en R por ser A racional; por otra parte, cada
morfismo de R-álgebras ω : A → R define el morfismo de C-álgebras ω̂ :
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AC → C, (a1, a2) 7→ ω(a1) + iω(a2). Del teorema 3.2.18 se sigue que dicha
correspondencia es biuńıvoca. Como además es claro que ω es continua si
y sólo si ω̂ es continua, concluimos que la aplicación Spect A → Spect AC,
ω 7→ ω̂, es biyectiva. Para concluir que esta biyección es un homeomorfismo
basta tener en cuenta que las funciones complejas {a + i b : a, b ∈ A} definen
sobre Spect A la misma topoloǵıa inicial que la funciones de A.

El que A sea regular significa que una base de cerrados en Spect A es la
colección {(a)0 : a ∈ A}, por lo que (i) se sigue de la igualdad ((a1, a2))0 =
(a1)0 ∩ (a2)0. Para ver (ii) basta tener en cuenta que el que A sea semisimple
significa que para cada a ∈ A, a 6= 0, existe ω ∈ Spect A tal que ω(a) 6= 0.

Lema 3.2.26. Sea B una C-álgebra y sea q : B → R una m-seminorma real,
es decir, tal que dados b ∈ B y λ ∈ R se satisface q(λb) = |λ|q(b). La función

p(b) = sup{q(λb) : λ ∈ C, |λ| = 1} (b ∈ B)

es una m-seminorma compleja que define sobre B la misma topoloǵıa que q.

Demostración. Veamos que qp está bien definida. Si para algún λ ∈ C, λ 6= 0,
se satisface q(λ) = 0, entonces q = 0 (por ser λ invertible) y no hay nada que
probar. Supongamos entonces que q 6= 0, con lo que q define una m-norma real
sobre C que la dota de estructura de R-espacio vectorial topológico Hausdorff,
y por tanto q define sobre C su topoloǵıa usual. Ahora, fijado b ∈ B, la
aplicación λ ∈ C 7→ q(λb) ∈ R, es continua porque q(λb) ≤ q(λ)q(b), y por lo
tanto está acotada sobre el compacto {λ ∈ C : |λ| = 1}.

Es claro que cualesquiera que sean b, b′ ∈ B se satisfacen p(b + b′) ≤
p(b) + p(b′) y p(bb′) ≤ p(b)p(b′); además, si b ∈ B y α ∈ C, y tomamos λ0 ∈ C
con |λ0| = 1 y α = |α|λ0, entonces

p(αb) = sup{q(λαb) : |λ| = 1} = sup{|α|q(λ0λb) : |λ| = 1} = |α|p(b) ,

con lo que queda probado que p es una m-seminorma compleja. Ahora, por
una parte p ≥ q, y por otra parte tenemos p ≤ p(1)q. Por lo tanto p y q
definen la misma topoloǵıa .

Teorema 3.2.27. Una R-álgebra topológica A es localmente m-convexa si y
sólo si la C-álgebra topológica AC es localmente m-convexa.

Demostración. Si AC es localmente m-convexa, entonces es claro que A con la
topoloǵıa inducida por la de AC es también localmente m-convexa. Supong-
amos ahora que Γ es una familia de m-seminormas sobre A que definen su
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topoloǵıa. Para cada q ∈ Γ definimos la función q+ : AC → R por la igualdad

q+(a1, a2) = q(a1) + q(a2)
(
(a1, a2) ∈ AC

)
.

Es fácil ver que la familia {q+ : q ∈ Γ} está formada por m-seminormas reales
que definen la topoloǵıa producto de AC = A × A, por lo que aplicando el
lema 3.2.26 obtenemos que AC es localmente m-convexa.

Del anterior teorema (y su demostración) y de los apartados (ii) y (iii) del
teorema 3.2.24 obtenemos:

Corolario 3.2.28. Una R-álgebra localmente m-convexa A es metrizable
(Fréchet, normable, Banach) si y sólo si la C-álgebra localmente m-convexa
AC es metrizable (Fréchet, normable, Banach).

De los siguientes resultados relativos a las álgebras de Banach no pro-
baremos el conocido teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 3.2.31), ya que su
demostración (que puede verse en [24]) hace uso de herramientas que se salen
del ámbito de esta memoria.

Lema 3.2.29. Los elementos invertibles de un álgebra de Banach forman un
abierto. Como consecuencia, todos los ideales maximales de un álgebra de
Banach son cerrados.

Demostración. Sea A un álgebra de Banach y sea ‖ ‖ una m-norma sobre A
que define su topoloǵıa. Si definimos U = {a ∈ A : ‖1 − a‖ < 1}, entonces
es claro que U es un entorno de 1 contenido en A−1, ya que para cada a ∈ U
la serie 1 + (1 − a) + (1 − a)2 + · · · converge a a−1. Ahora, dado b ∈ A−1

tenemos bb−1 = 1, y de la continuidad del producto se sigue que existe un
entorno V de b tal que b−1V ⊆ U . Bastará probar que V ⊆ A−1. Si c ∈ V ,
entonces cb−1 ∈ U y por lo tanto cb−1 es invertible, de lo que se sigue que c
es invertible.

Para obtener la consecuencia basta observar que la clausura de un ideal
de un álgebra topológica es también un ideal.

Corolario 3.2.30. Sea A un álgebra normable y sea ‖ ‖ una m-norma sobre
A que define su topoloǵıa. Para cualesquiera a ∈ A y ω ∈ Spect A tenemos
|ω(a)| ≤ ‖a‖. Como consecuencia se siguen:
(i) el espectro topológico de A es canónicamente homeomorfo al de su com-

pleción;
(ii) si A es regular entonces también lo es su compleción.
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Demostración. Puesto que la norma de la compleción de A extiende a la norma
de A, y dado que todo morfismo continuo de K-álgebras ω : A → K se extiende
de modo único a la compleción, es claro que para probar la primera parte del
enunciado podemos suponer que A es un álgebra de Banach. Sean a ∈ A y
ω ∈ Spect A; si fuera |ω(a)| > ‖a‖ ≥ 0 entonces

∥∥∥∥1−
(

1− a

ω(a)

)∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

a

ω(a)

∥∥∥∥ < 1 ,

y según se probó en el lema anterior tendŕıamos que 1− a
ω(a) es invertible; en

particular será

0 6= ω

(
1− a

ω(a)

)
= 1− ω(a)

ω(a)
= 0 ,

lo cual es absurdo; por lo tanto debe ser |ω(a)| ≤ ‖a‖.
Denotemos ahora por A la compleción de A. La inclusión i : A ↪→ A

induce una aplicación continua Spect A → Spect A, ω 7→ ω◦i = ω|A, que es
biyectiva. Veamos que es abierta, esto es, dado a ∈ A y el abierto U = {ω ∈
Spect A : a(ω) > 0} de Spect A, veamos que U = i(U) también es abierto de
Spect A. Sean ω0 ∈ U y α = ω0(a); consideremos a′ ∈ A tal que ‖a− a′‖ < α

4
y veamos que el entorno abierto V =

{
ω ∈ Spect A : |a′(ω) − α| < α

4

}
de ω0

en Spect A satisface V ⊆ U : si ω ∈ V entonces

|ω(a)− α| ≤ |ω(a− a′)|+ |ω(a′)− α| ≤ ‖a− a′‖+
α

4
≤ α

2
,

por lo que debe ser ω(a) > 0, esto es, ω ∈ U .
Por último, si A es regular una base de la topoloǵıa de Spect A es {ω ∈

Spect A : a(ω) 6= 0}a∈A, de modo que una base de la topoloǵıa de Spect A es
{ω ∈ Spect A : a(ω) 6= 0}a∈A y por lo tanto A también es regular.

Teorema 3.2.31 (Gelfand-Mazur). Si A es una C-álgebra de Banach que
es cuerpo, entonces A es isomorfa (y por tanto homeomorfa) a C.

Corolario 3.2.32. Todo ideal maximal de una C-álgebra de Banach tiene
a C por cuerpo residual. Como consecuencia, el espectro topológico de toda
C-álgebra de Banach es no vaćıo.

Demostración. Sea A una C-álgebra de Banach y sea M un ideal maximal de
A. Como M es cerrado en virtud de 3.2.29, del corolario 3.2.15 se sigue que
A/M es una C-álgebra de Banach que es cuerpo, y aplicando el teorema de
Gelfand-Mazur obtenemos A/M = C.



3.2 Álgebras localmente m-convexas 75

Ahora, utilizando el argumento clásico que hace uso del lema de Zörn
obtenemos que en AC hay ideales maximales, de modo que de la primera
parte se sigue que el espacio topológico Spect A es no vaćıo.

Teorema 3.2.33 (Gelfand-Mazur versión real). Sea A una R-álgebra de
Banach que es cuerpo. Tenemos:
(i) si A es racional entonces es isomorfa (y homeomorfa) a R ;
(ii) si A no es racional entonces es isomorfa (y homeomorfa) a C .

Demostración. Supongamos en primer lugar que A es racional, en cuyo caso
Spect A = Spect AC (véase el teorema 3.2.25). Como, según 3.2.28, AC es
una C-álgebra de Banach, del corolario 3.2.32 se sigue que Spect A es no
vaćıo. Para concluir la demostración basta tener en cuenta que el único ideal
maximal de A es el ideal trivial 0.

Supongamos ahora que A no es racional. La demostración de este caso es
algebraica. Por hipótesis existe un morfismo de R-álgebras ω : A → C tal que
Imω = C, de modo que basta tener en cuenta que ω es inyectivo porque A es
cuerpo, para concluir que ω es un isomorfismo.

Corolario 3.2.34. Todo ideal maximal de un álgebra de Banach racional es
real. Como consecuencia, el espectro topológico de toda álgebra de Banach
racional es no vaćıo.

Demostración. Análoga a la de 3.2.32, utilizando ahora la versión real del
teorema de Gelfand-Mazur.

A continuación extendemos a las álgebras localmente m-convexas racionales
los resultados que acabamos de ver para las álgebras de Banach racionales.
Dichas extensiones (en el caso complejo) se deben a Arens [6] y a Michael
[45], quienes las dieren en un contexto más general. Nosotros sólo consid-
eramos el caso conmutativo y unitario, y daremos las demostraciones que
aparecen en [52]. En el teorema 3.2.36 enunciamos el conocido como “prin-
cipio de invertibilidad” de Arens (véase [6, Th. 7.1]), el cual no probaremos;
una demostración de este resultado puede verse en [9, p. 199] ó en [52].

3.2.35. Sean A un álgebra localmente m-convexa y Γ una familia de m-
seminormas que definen su topoloǵıa. Dada q ∈ Γ, si Nq = {a ∈ A : q(a) = 0}
es el ideal de nulidades de q, entonces sobre A/Nq está definida la m-norma
‖πq(a)‖q := q(a), donde πq : A → A/Nq es el morfismo de paso al cociente
(podemos suponer q 6= 0 para que el ideal Nq sea propio y A/Nq sea un
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álgebra). Si denotamos Aq = (A/Nq, ‖ ‖q), la topoloǵıa de A es justamente la
topoloǵıa inicial definida por la familia de morfismos de álgebras {πq : A →
Aq}q∈Γ. Dado un ideal I de A, para cada q ∈ Γ tenemos que Iq = πq(I) es
un ideal en Aq porque πq epiyectiva, y si J es otro ideal en A, de lo dicho se
sigue que I es denso en J si y sólo si Iq es denso en Jq para todo q ∈ Γ; en
particular, I es cerrado en A si y sólo si Iq es cerrado en Aq para todo q ∈ Γ.

Teorema 3.2.36. Sea A un álgebra localmente m-convexa Hausdorff y com-
pleta, y sea Γ una familia dirigida superiormente de m-seminormas que de-
finen la topoloǵıa de A. Con la notación de 3.2.35, si para cada q ∈ Γ deno-
tamos por Aq la compleción de Aq, entonces un elemento a ∈ A es invertible,
si y sólo si, para cada q ∈ Γ es invertible el elemento aq := πq(a) ∈ Aq.

Corolario 3.2.37. Si A es un álgebra localmente m-convexa Hausdorff y com-
pleta, entonces en A no hay ideales principales que sean propios y densos.

Demostración. Supongamos que existe a ∈ A tal que el ideal principal a · A
es denso, y veamos que entonces a · A = A. Sea Γ una familia dirigida
superiormente de m-seminormas que definen la topoloǵıa de A y utilicemos
la notación del teorema 3.2.36. Para toda q ∈ Γ tenemos que aq · Aq es un
ideal denso en Aq porque aq ·Aq es denso en Aq ; como según el lema 3.2.29 en
Aq no hay ideales propios y densos, concluimos que debe ser aq · Aq = Aq, es
decir, aq es invertible en Aq. Aplicando el pricipio de invertibilidad de Arens
obtenemos que a es invertible en A.

Teorema 3.2.38. Sea A un álgebra localmente m-convexa Hausdorff racional.
Se satisfacen:
(i) todo ideal no denso de A está contenido en algún ideal maximal cerrado;
(ii) todo ideal maximal cerrado de A tiene a R por cuerpo residual;
(iii) el espacio topológico Spect A es no vaćıo.

Demostración. Cuando A es de Banach la demostración es consecuencia del
lema 3.2.29 y del corolario 3.2.34.

Supongamos ahora que A es normable y sea A su compleción, que también
es racional. En efecto, dado un morfismo de R-álgebras ω : A → C, ω es
continuo porque su núcleo es cerrado en virtud del lema 3.2.29, y como ω(A) =
R y A es denso en A, concluimos que ω(A) = R. Sea ahora I un ideal no
denso de A (como por ejemplo un ideal maximal cerrado), y denotemos por I
la clausura de I en A. Dado a ∈ A, por la continuidad del producto tenemos
a·I ⊆ I; como consecuencia, si b ∈ I entonces b·A ⊆ I, y por lo tanto b·A ⊆ I.
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Lo anterior prueba que I es un ideal de A. Además tenemos que la clausura de
I en A es I ∩A, de modo que I es un ideal propio de A. Aplicando el teorema
a A tenemos que existe un ideal maximal en A (que debe ser cerrado) de
cuerpo residual R y que contiene a I, esto es, existe un morfismo de álgebras
topológicas ω : A → R que se anula sobre I. Es claro que ker(ω|A) es un ideal
maximal cerrado de A de cuerpo residual R que contiene a I. Esto demuestra
las partes (i) y (ii) del teorema en el caso normable.

Veamos el caso general. Sea Γ una familia de m-seminormas que de-
finen la topoloǵıa de A y sea I un ideal no denso de A. Con la notación
de 3.2.35, existe una m-seminorma q ∈ Γ tal que Iq es un ideal no denso del
álgebra normable Aq. Es inmediato comprobar que el cociente por un ideal
de un álgebra racional es también racional, por lo que podemos aplicar el
caso anterior a Aq y obtenemos que existe un ideal maximal cerrado en Aq de
cuerpo residual R que contiene a Iq, esto es, existe un morfismo de álgebras
topológicas ω : Aq → R que se anula sobre Iq. Es claro que ker(ω◦πq) es
un ideal maximal cerrado de A de cuerpo residual R que contiene a I. Esto
demuestra completamente las partes (i) y (ii) del teorema.

Para probar (iii) basta tener en cuenta que en A hay ideales no densos (el
ideal 0 es cerrado por ser A Hausdorff), de modo que de (i) y (ii) se sigue que
en A existen ideales maximales cerrados de cuerpo residual R.

Corolario 3.2.39. Sea A un álgebra localmente m-convexa Hausdorff racional.
Si A es completa se dan las siguientes propiedades:
(i) un elemento a ∈ A es invertible si y sólo si ω(a) 6= 0 para todo

ω ∈ Spect A;
(ii) el núcleo de la representación espectral de A es su radical de Jacobson,

esto es, radA = radJ A.

Demostración. (i) Sea a ∈ A. Si a es invertible entonces es obvio que ω(a) 6= 0
para todo ω ∈ Spect A. Rećıprocamente, si ω(a) 6= 0 para todo ω ∈ Spect A,
esto es, si a no está contenido en ningún ideal maximal cerrado, entonces a ·A
es denso en virtud de 3.2.38 (i), y del corolario 3.2.37 se sigue que a · A = A,
es decir a es invertible.

(ii) Es claro que radJ A ⊆ radA. Supongamos que existe un ideal maximal
M0 en A tal que radA no está contenido en M0; entonces existen a ∈ radA
y b ∈ M0 tales que 1 = a + b. De acuerdo con (i), existe un ideal maximal
cerrado M en A tal que b ∈ M , y como a ∈ M se sigue que 1 ∈ M , lo cual es
una contradicción.
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Corolario 3.2.40. Sea A una R-álgebra localmente m-convexa Hausdorff y
completa. Son equivalentes:
(i) A es estrictamente real;
(ii) A es racional.

Demostración. Siempre es cierto que (i) implica (ii) (véase el ejemplo 3.2.22).
Rećıprocamente, si A es racional y a ∈ A, entonces basta aplicar de (i) del
corolario anterior para obtener que 1 + a2 es invertible.

Vamos a terminar esta sección viendo que para toda álgebra normable
racional A, el espacio topológico Spect A es compacto y la representación
espectral A → C(Spect A) es continua si se considera C(Spect A) dotada de su
topoloǵıa de la convergencia compacta. Por simplificar lo probamos en el caso
regular, que es el que necesitaremos más adelante. Una demostración del caso
general (en su versión compleja) puede verse en [24, §4 y §5].

Teorema 3.2.41. Si A es un álgebra normable racional y regular, entonces
el espacio topológico Spect A es compacto y la representación espectral A →
Ck(Spect A) es continua.

Demostración. Según hemos visto en la demostración del teorema 3.2.38, la
compleción de A también es racional, por lo tanto, de (i) y (ii) del corolario
3.2.30 se sigue que es suficiente demostrar el teorema cuando A es un álgebra
de Banach.

Supongamos entonces que A es un álgebra de Banach. En virtud de 3.2.29
y 3.2.38 (ii) tenemos que todo ideal maximal de A es real y cerrado, de modo
que por ser A regular tenemos la igualdad topológica Spect A = Specm A, y
por lo tanto el espectro topológico de A es compacto. La continuidad de la
representación espectral de A es una consecuencia inmediata de la desigualdad
probada en el corolario 3.2.30.

3.3 El álgebra localmente m-convexa Ck(X)

La última sección de este caṕıtulo la dedicaremos al estudio del álgebra topológica
Ck(X), que será nuestro ejemplo de referencia a lo largo de toda la memo-
ria. Nos centraremos aqúı en las relaciones que hay entre las propiedades
topológicas de X y las de Ck(X).
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3.3.1. Sea X un espacio topológico y consideremos el álgebra C(X) de todas
las funciones reales y continuas definidas sobre X. Para cada subconjunto
compacto K de X denotaremos por qK la m-seminorma definida por la igual-
dad qK(f) = max{|f(x)| : x ∈ K} (f ∈ C(X)); la familia {qK : K compacto
en X} define sobre C(X) la denominada topoloǵıa de la convergencia uni-
forme sobre los conjuntos compactos de X (abreviadamente, topoloǵıa de la
convergencia compacta); dicha topoloǵıa la denotaremos por τk y escribiremos
Ck(X) = (C(X), τk).

Cuando X es compacto Hausdorff, qX es la norma del supremo en C(X),
que generalmente denotaremos ‖ ‖∞; es claro que en este caso la topoloǵıa de
Ck(X) está definida por esa norma, y es bien conocido que dicha topoloǵıa es
completa; por lo tanto Ck(X) es un álgebra de Banach.

Es inmediato comprobar que la topoloǵıa de la convergencia compacta es
funtorial en el siguiente sentido: si X

h→ Y es una aplicación continua entre
espacios topológicos, entonces el morfismo de álgebras Ck(Y ) ◦h−→ Ck(X) es
continuo.

3.3.2. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Para cada subconjunto Y de
X tenemos el morfismo de restricción C(X) → C(Y ), f 7→ f|Y , que es un
morfismo de álgebras cuyo núcleo es el ideal IY = {f ∈ C(X) : f(Y ) = 0}. El
bien conocido teorema de extensión de Tietze afirma que si X es normal e Y es
cerrado entonces dicho morfismo es epiyectivo, en cuyo caso C(Y ) = C(X)/IY ,
siendo el morfismo de restricción justamente el morfismo de paso al cociente
C(X) → C(X)/IY .

Una generalización del teorema de extensión de Tietze afirma que si X es
completamente regular e Y es compacto, entonces C(Y ) = C(X)/IY ; además,
dada g ∈ C(Y ), su extensión f ∈ C(X) puede tomarse de modo que se satisfaga
sup{|f(x)| : x ∈ X} = sup{|g(y)| : y ∈ Y }. En efecto, como todo compacto
de un espacio topológico Hausdorff es cerrado, tenemos que Y es un cerrado
de βX y por lo tanto existe h ∈ C(βX) tal que h|Y = g; si α = max{|g(y)| :
y ∈ Y } y h̄ = −α ∨ h ∧ α, entonces f = h̄|X ∈ C(X).

3.3.3. Sea K un subconjunto compacto de un espacio topológico completa-
mente regular Hausdorff X. Sobre C(K) = C(X)/IK tenemos tres topoloǵıas:
la de la convergencia compacta τk, la cociente (considerando sobre C(X)
la topoloǵıa de la convergencia compacta) que denotaremos por τc, y la de
álgebra normada descrita en 3.2.35: IK = NqK , (C(X)/IK , ‖ ‖qK ); denotemos
esta última por τqK . Veamos que τk = τc = τqK . La topoloǵıa τk viene definida
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por la norma del supremo ‖ ‖∞ en C(K). La topoloǵıa τc está definida por la
familia de m-seminormas {qK′ : K ′ compacto en X}, donde dada g ∈ C(K) es

qK′(g) = inf{qK′(f) : f ∈ C(X), f|K = g}

y qK′(f) = sup{|f(x)| : x ∈ K ′} (véase la demostración del teorema 3.2.14).
Es inmediato que ‖ ‖qK = qK = ‖ ‖∞, de modo que se satisface τk = τqK .

De la funtorialidad de la topoloǵıa de la convergencia compacta se sigue que
el morfismo de restricción Ck(X) → Ck(K) es continuo, por lo que aplicando
el corolario 3.2.3 obtenemos que el morfismo identidad (C(K), τc) → Ck(K) es
continuo, esto es, τk ≤ τc. Para ver la desigualdad τc ≤ τk, comprobemos que
para todo compacto K ′ de X se satisface qK′ ≤ ‖ ‖∞: dada g ∈ C(K) existe
una extensión h ∈ C(K ′ ∪K) de g tal que

sup{|h(x)| : x ∈ K ′ ∪K} = sup{|g(x)| : x ∈ K} ;

sea ahora f ∈ C(X) tal que f|K′∪K = h, y por tanto f|K = g; tenemos

qK′(g) ≤ qK′(f) ≤ qK′∪K(f) = sup{|f(x)| : x ∈ K ′ ∪K}
= sup{|h(x)| : x ∈ K ′ ∪K} = sup{|g(x)| : x ∈ K} = ‖g‖∞ .

Lema 3.3.4. Sea X un espacio topológico normal Hausdorff, y sea C un
subconjunto cerrado de X. Sobre C(C) = C(X)/IC coinciden la topoloǵıa
cociente y la topoloǵıa de la convergencia compacta.

Demostración. Denotemos por τ la topoloǵıa cociente. Es claro que la iden-
tidad

(C(C), τ) → Ck(C)

es continua (puesto que el morfismo de restricción Ck(X) → Ck(C) es con-
tinuo). Para probar que la identidad en el otro sentido es continua tenemos
que ver: dado un compacto K de X, existen λ > 0 y un compacto K ′ de C
tales que q̄K ≤ λpK′ , donde pK′ es la m-seminorma sobre C(C) definida por
el compacto K ′ y

q̄K(g) = inf{qK(f) : f ∈ C(X), f|C = g} (g ∈ C(C)) ,

siendo qK la m-seminorma sobre C(X) definida por el compacto K.
Si K ∩ C = ∅, entonces q̄K = 0 y no hay nada que probar. Supongamos

que K ′ = K ∩ C es un compacto no vaćıo. Dada g ∈ C(C), sea f ∈ C(X) tal
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que f|C = g y denotemos α = qK(f), β = pK′(g), de modo que β ≤ α. Si
β = α no hay nada que probar. Supongamos que β < α y sea ε > 0 tal que
β + ε < α; C ′ = f−1([β + ε, α]) ∩K es un cerrado de K disjunto de K ′, de
modo que C ′∩C = ∅. Sea h ∈ C(X) tal que h(C ′) = 0, h(C) = 1 y 0 ≤ h ≤ 1;
entonces g′ = hf es tal que g′|C = f|C = g y qK(g′) ≤ β + ε = pK′(g) + ε.
Hemos probado que para todo ε > 0 se satisface q̄K(g) ≤ pK′(g) + ε, y por lo
tanto q̄K ≤ pK′ .

3.3.5. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Dado un punto x ∈ X, la
aplicación Ck(X) → R, f 7→ f(x), es un morfismo de R-álgebras continuo
y epiyectivo cuyo núcleo es Mx = {f ∈ C(X) : f(x) = 0}, de modo que
Mx es un ideal maximal cerrado de cuerpo residual R. Como consecuencia,
si Y es un subconjunto de X e IY = {f ∈ C(X) : f(Y ) = 0}, entonces
IY =

⋂
x∈Y Mx es un ideal cerrado de Ck(X). Por otra parte, para cada

subconjunto A de C(X) tenemos en X el cerrado (A)0 := {x ∈ X : f(x) = 0
para todo f ∈ A} =

⋂
f∈A(f)0.

Los dos siguientes resultados nos servirán para demostrar que X es com-
pletamente regular si y sólo si hay una correspondencia biuńıvoca, v́ıa la
aplicación C 7→ IC , entre los subconjuntos cerrados de X y los ideales cer-
rados de Ck(X). Entre los ideales cerrados de Ck(X) se encuentra Ck(X) (el
ideal no propio), para el que se satisface (Ck(X))0 = ∅ ; dicho ideal se corre-
sponderá con el cerrado ∅ de X, motivo por el cual supondremos la igualdad
I∅ = Ck(X).

Nota. Dado un espacio topológico Hausdorff X, para cada f ∈ Ck(X) ten-
emos dos conjuntos distintos que hemos denotado del mismo modo: por una
parte el cerrado (f)0 = {ω ∈ Spect Ck(X) : f(ω) = 0} de Spect Ck(X) (véase
3.2.16), y por otra parte el cerrado (f)0 = {x ∈ X : f(x) = 0} de X. Vere-
mos en la proposición 3.3.10 que cuando X es completamente regular existe
un homeomorfismo natural entre los espacio topológicos X y Spect Ck(X),
mediante el cual ambos conjuntos cerrados coinciden.

Lema 3.3.6. Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Todo ideal
cerrado I de Ck(K) es un z-ideal, es decir, si f ∈ I, g ∈ C(K) y (f)0 = (g)0,
entonces g ∈ I.

Demostración. Veamos que si g, f ∈ C(K) son tales que g /∈ I y (f)0 = (g)0,
entonces f /∈ I. Como g /∈ I e I es cerrado, existe ε > 0 tal que {h ∈ C(K) :
‖g−h‖∞ < ε}∩ I = ∅. Sea f ∈ C(K) tal que (f)0 = (g)0, y consideremos los
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cerrados disjuntos

F1 = {x ∈ K : |g(x)| ≤ ε/3} , F2 = {x ∈ K : |g(x)| ≥ ε/2} ;

sea ϕ ∈ C(K) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(F1) = 0 y ϕ(F2) = 1. Sobre el abierto
K \ (g)0 está definida la función continua h = g+ε/2

f , y como (g)0 está en el
interior de F1, la función ϕh que está definida en K \ (g)0 podemos extenderla
continuamente a todo K definiéndola como cero en (g)0. Para terminar, es
decir, para probar que f 6∈ I, bastará ver que ϕhf /∈ I. En efecto, si x ∈ F1

entonces |g(x) − (ϕhf)(x)| = |g(x)| ≤ ε/3 ; si ε/3 < |g(x)| < ε/2 entonces
g − ϕhf = g − ϕ(g + ε/2) = g(1− ϕ)− ϕε/2 y por lo tanto

|g(x)− (ϕhf)(x)| = |g(x)(1− ϕ(x))− ϕ(x)ε/2|
≤ |g(x)||1− ϕ(x)|+ |ϕ(x)|ε/2 ≤ |g(x)|+ ε/2 < ε ;

finalmente, si x ∈ F2 entonces |g(x)− (ϕhf)(x)| = |g(x)− (hf)(x)| = ε/2.

Lema 3.3.7. Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Si I es un
ideal cerrado de Ck(K), entonces I = IC , donde C = (I)0.

Demostración. Es claro que I ⊆ IC por la definición de C. Sea ahora g ∈ C(K)
tal que C ⊆ (g)0 y veamos que existe ϕ ∈ I tal que (g)0 = (ϕ)0, de modo que
aplicando el lema 3.3.6 concluiŕıamos que g ∈ I.

Para cada n ∈ N sea Cn = {x ∈ K : |g(x)| ≥ 1/n}. Dado n, como⋂
f∈I(f)0 = C ⊆ (g)0 debe ser Cn ⊆ ⋃

f∈I coz(f), y por compacidad con-
cluimos que existen f1, . . . , fm ∈ I tales que

Cn ⊆ coz(f1) ∪ · · · ∪ coz(fm) = coz(f2
1 + · · ·+ f2

m) ;

es decir, existe gn ∈ I tal que (gn)0 ⊆ K \ Cn. Por lo tanto
⋂

n(gn)0 ⊆⋂
n(K \Cn) = (g)0. Además, la serie

∑
n

1
2n

g2
n

1+g2
n

es de Cauchy en Ck(K) y por
lo tanto converge a una función h ∈ C(K) tal que (h)0 =

⋂
n(gn)0 ⊆ (g)0; como

h ∈ I por ser I cerrado, hemos terminado porque (hg)0 = (g)0 y hg ∈ I.

Teorema 3.3.8 (Morris-Wulbert [50]). Sea X un espacio topológico
Hausdorff. Los ideales cerrados de Ck(X) están en correspondencia biuńıvoca
con los subconjuntos cerrados de X, v́ıa la aplicación C 7→ IC , si y sólo si X
es completamente regular.
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Demostración. Es claro que X es completamente regular si y sólo si la apli-
cación C 7→ IC es inyectiva. Por lo tanto, debemos probar que dicha aplicación
es epiyectiva cuando X es completamente regular.

Supongamos que X es completamente regular y sea I un ideal cerrado de
Ck(X); denotemos C = (I)0 y veamos la igualdad IC = I. Como la inclusión
I ⊆ IC es evidente bastará probar que I es denso en IC . Sea K un subconjunto
compacto de X, de modo que en virtud de la generalización del teorema de
extensión de Tietze se satisface la igualdad C(K) = C(X)/IK (véase 3.3.2).
De la anterior igualdad se sigue que si denotamos I ′ = {restricción a K de
las funciones de I} e I ′C = {restricción a K de las funciones de IC}, entonces
I ′ e I ′C son ideales de C(K), y según lo dicho en 3.2.35 y 3.3.3 concluimos la
demostración si probamos que I ′ es denso en I ′C . Es fácil ver que C∩K = (I ′)0,
de modo que si denotamos J = {g ∈ C(K) : g(C ∩K) = 0}, entonces del lema
3.3.7 se sigue que la clausura de I ′ en Ck(K) es J , y por lo tanto I ′ es denso
en I ′C porque I ′ ⊆ I ′C ⊆ J .

Corolario 3.3.9. Si X es un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff, entonces hay una correspondencia biuńıvoca entre los puntos de X y los
ideales maximales cerrados de Ck(X), que serán todos de cuerpo residual real.
Como consecuencia, todo ideal cerrado de Ck(X) es intersección de ideales
maximales cerrados.

Proposición 3.3.10. Sea X un espacio topológico completamente regular
Hausdorff. El álgebra topológica Ck(X) es regular y semisimple, y su espectro
topológico es canónicamente homeomorfo a X.

Demostración. Como ya dijimos en 3.3.5, para cada x ∈ X la aplicación
δx : Ck(X) → R, f 7→ f(x), es un morfismo de álgebras topológicas, y por lo
tanto tenemos la aplicación natural i : X → Spect Ck(X), i(x) = δx, que es
una biyección en virtud del corolario 3.3.9. Por una parte, que X sea comple-
tamente regular significa que la topoloǵıa de X es (a través de i) la topoloǵıa
de Zariski de Spect Ck(X); por otra parte, X es completamente regular si y
sólo si su topoloǵıa es la débil definida por las funciones de Ck(X), es decir,
la topoloǵıa de Gelfand de Spect Ck(X); por lo tanto i es un homeomorfismo
y el álgebra topológica Ck(X) es regular. Por último, es claro que la repre-
sentación espectral Ck(X) → C(Spect Ck(X)) = C(X) es la identidad, y como
consecuencia tenemos que Ck(X) es semisimple.

Teorema 3.3.11. Sea X un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff. Son equivalentes:
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(i) X es compacto;
(ii) el conjunto de los elementos invertibles es un abierto de Ck(X);
(iii) todo ideal maximal de Ck(X) es cerrado.

Demostración. Si X es compacto entonces Ck(X) es un álgebra de Banach y
del lema 3.2.29 se sigue que (i) implica (ii). Es inmediato que (ii) implica (iii)
porque la clausura de un ideal es un ideal. Veamos que (iii) implica (i): si todo
ideal maximal de Ck(X) es cerrado, y por lo tanto real en virtud del corolario
3.3.9, entonces, como Ck(X) es regular según la proposición 3.3.10, tenemos
la igualdad topológica Spect Ck(X) = Specm Ck(X), de modo que aplicando
de nuevo la mencionada proposición concluimos que X es compacto.

Corolario 3.3.12. Sea X un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff. Para cada compacto K de X se satisface que el conjunto {f ∈ C(X) :
0 /∈ f(K)} es abierto de Ck(X).

Demostración. Basta tener en cuenta que el morfismo de restricción Ck(X) →
Ck(K) es continuo y aplicar el teorema anterior.

Definiciones 3.3.13. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Diremos que
X es hemicompacto, si existe una sucesión {Kn}n de subconjuntos compactos
de X tal que para todo compacto K de X se tiene K ⊆ Kn para algún n ∈ N.
Es claro que de existir dicha sucesión de compactos se puede suponer que
satisface Kn ⊆ Kn+1 para todo n ∈ N.

Diremos que X es un kr-espacio, si es continua toda función real f : X → R
cuya restricción a todo subconjunto compacto de X es continua.

Diremos que X es un k-espacio, si es cerrado todo subconjunto C de X
cuya intersección con todo subconjunto compacto de X es cerrado.

Es fácil comprobar que si X es un k-espacio entonces X es un kr-espacio.
Tenemos:

Lema 3.3.14. Sea X un kr-espacio. Si X es hemicompacto y completamente
regular, entonces X es un k-espacio.

Demostración. Sea {Kn}n una sucesión de compactos de X tal que Kn ⊆
Kn+1 para todo n, y tal que cada subconjunto compacto de X está contenido
en alguno de los compactos de la sucesión. Consideremos un subconjunto Y
de X tal que Y ∩Kn es cerrado para todo n ∈ N, y sea x0 ∈ X \ Y ; podemos
suponer sin pérdida de generalidad que x0 ∈ K1. Consideremos una sucesión
{αn}n del intervalo abierto (1

2 , 1) tal que αn > αn+1 para todo n. Puesto
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que K1 es un espacio normal, podemos elegir f1 ∈ C(K1) tal que 0 ≤ f1 ≤ 1,
f1(x0) = 0 y f1|Y ∩K1

= 1. Supongamos que tenemos construidas funciones
f1, . . . , fn−1 tales que para cada i ∈ {1, . . . , n − 1} se satisfacen: fi ≥ 0,
fi|Y ∩Ki

≥ αi y fi|Ki−1
= fi−1. Veamos que existe fn ∈ C(Kn) tal que fn ≥ 0,

fn|Y ∩Kn
≥ αn y fn|Kn−1

= fn−1. En virtud del teorema de extensión de Tietze,
existe f ∈ C(Kn), f ≥ 0, tal que f|Kn−1

= fn−1. Si f|Y ∩Kn
≥ αn entonces

ponemos fn = f . En otro caso, Kn−1 e Y ∩{x ∈ Kn : f(x) ≤ αn} son cerrados
no vaćıos y disjuntos (porque αn−1 > αn), por lo que existe g ∈ C(Kn),
0 ≤ g ≤ 1, tal que g|Kn−1

= 0 y g = 1 sobre Y ∩ {x ∈ Kn : f(x) ≤ αn},
y ponemos fn = f + g. Ahora, la aplicación h : X → R, h(x) = fn(x)
si x ∈ Kn, está bien definida, y es continua porque X es un kr-espacio y
h|Kn

= fn ∈ C(Kn) para todo n ∈ N. Como h(x0) = 0 y h(y) ≥ 1/2 para
todo y ∈ Y , se sigue que {x ∈ X : h(x) < 1/4} es un entorno abierto
de x0 que no corta a Y , y concluimos que Y es cerrado porque x0 se tomó
arbitrariamente.

Teorema 3.3.15 (Arens [4]). Si X es un espacio topológico completamente
regular Hausdorff, entonces Ck(X) es metrizable si y sólo si X es hemicom-
pacto.

Demostración. Supuesto que X es hemicompacto, sea {Kn}n una sucesión de
compactos de X tal que cada compacto de X está contenido en algún compacto
de la familia. Entonces es claro que la topoloǵıa de Ck(X) está definida por
la familia de m-seminormas {qKn}n, de modo que Ck(X) es metrizable.

Supongamos ahora que Ck(X) es metrizable. Entonces existen una sucesión
{Kn}n de subconjuntos compactos de X y una sucesión {εn}n de números
reales positivos tales que

{
Vn = {f ∈ C(X) : qKn(f) < εn}

}
n

es una base de 0-entornos en Ck(X). Sea K un subconjunto compacto de X
y denotemos U = {f ∈ C(X) : qK(f) < 1}. Existe n ∈ N tal que Vn ⊆ U . Si
existiera x ∈ K tal que x /∈ Kn, entonces tendŕıamos una función g ∈ C(X)
tal que g(x) = 1 y g|Kn

= 0, de modo que g ∈ Vn y g /∈ U , lo cual es una
contradicción. Por lo tanto debe ser K ⊆ Kn.

Teorema 3.3.16. Si X es un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff, entonces Ck(X) es completo si y sólo si X es un kr-espacio.
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Demostración. Supongamos que X es un kr-espacio y sea {fi}i∈I una red
de Cauchy en Ck(X). Fijado un subconjunto compacto K en X es fácil ver
que {fi|K}i∈I es una red de Cauchy en el álgebra de Banach Ck(K), por lo
que existe fK ∈ Ck(K) tal que fi|K → fK . Obtenemos aśı una familia {fK ∈
Ck(K) : K compacto de X} tal que si K1,K2 son compactos de X con K1 ⊆ K2

entonces fK2 |K1
= fK1 , pues el morfismo de restricción Ck(K2) → Ck(K1) es

continuo y transforma la red {fi|K2
}i∈I en la red {fi|K1

}i∈I . La aplicación
f : X → R, f(x) = fK(x) si x ∈ K compacto de X, está bien definida, y f es
continua porque f|K = fK ∈ C(K) para todo subconjunto compacto K de X;
es fácil comprobar que la red {fi}i∈I converge a f .

Supongamos ahora que Ck(X) es completo y sea f : X → R una aplicación
tal que f|K ∈ C(K) para todo subconjunto compacto K de X. Denotemos
K = {compactos de X}, y para cada K ∈ K sea fK ∈ C(X) tal que fK |K =
f|K . Es sencillo comprobar que {fK}K∈K es una red de Cauchy en Ck(X),
por lo que existe g ∈ C(X) tal que fK → g; es claro que g = f y por lo tanto
f ∈ C(X).

Como consecuencia de los resultados anteriores tenemos:

Teorema 3.3.17 (Warner [69]). Si X es un espacio topológico completamente
regular Hausdorff, entonces son equivalentes:
(i) X es un k-espacio hemicompacto;
(ii) X es un kr-espacio hemicompacto;
(iii) Ck(X) es un álgebra de Fréchet.



Caṕıtulo 4

Topoloǵıas Compatibles con
el Orden

En los caṕıtulos precedentes, sobre un espacio vectorial o un álgebra se han
considerado separadamente cuestiones relativas a una estructura de orden y a
una estructura topológica. En este caṕıtulo, y en el siguiente, contaremos con
la presencia de ambas estructuras, la de orden y la topológica, y como conse-
cuencia de las relaciones entre ellas obtendremos los principales resultados de
esta memoria.

Comenzamos este caṕıtulo estableciendo diversas formas de entender la
compatibilidad de una topoloǵıa con la estructura de ret́ıculo vectorial. En
particular definimos, siguiendo básicamente el libro de Schaefer [64], el con-
cepto de “espacio localmente sólido” y estudiamos sus propiedades. En la
segunda sección introducimos la “topoloǵıa del orden” sobre un ret́ıculo vec-
torial, topoloǵıa localmente convexa asociada de modo natural a la estructura
de espacio vectorial ordenado, y se la compara con la inducida por la topoloǵıa
de la convergencia compacta del espacio de funciones continuas sobre su espec-
tro. La tercera sección se desarrolla en el marco de las lálgebras. Probamos
que, en general, la topoloǵıa del orden sobre una l-álgebra no es localmente
m-convexa. Proponemos algunas posibles definiciones para una “topoloǵıa del
orden localmente m-convexa” sobre l-álgebras, y probamos que para las Φ-
álgebras uniformemente cerradas todas ellas coinciden entre śı, y para las que
además son cerradas por inversión coinciden también con la clásica topoloǵıa
del orden y con la inducida por la topoloǵıa de la convergencia compacta del
espacio de funciones continuas sobre el espectro. Este último resultado nos

87
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permitirá obtener al final del caṕıtulo un teorema de caracterización de Ck(X)
como Φ-álgebra localmente m-convexa.

4.1 Ret́ıculos localmente sólidos

Definiciones 4.1.1. Sea E un espacio vectorial ordenado y sea Ed el dual
algebraico de E (formas lineales sobre E). Se llama dual acotado de E al
subespacio vectorial Eb de Ed definido por la igualdad:

Eb := {u ∈ Ed : u es acotado sobre los intervalos cerrados de E} .

Diremos que una forma lineal sobre E es una forma positiva si manda el
cono positivo de E al cono positivo de R; es decir, las formas positivas son
las formas lineales que conservan el orden. El conjunto de todas las formas
positivas de Ed lo denotaremos por Ed

+. Llamaremos dual de E según el orden
al subespacio vectorial E+ de Ed generado por el conjunto Ed

+ de todas las
formas positivas.

4.1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado. Sobre el dual algebráico Ed hay
un orden definido de modo natural por el orden de E, el “orden puntual” sobre
E+: dadas u, v ∈ Ed, u ≤ v si y sólo si u(x) ≤ v(x) para todo x ∈ E+. Es
fácil comprobar que Ed con dicho orden tiene estructura de espacio vectorial
ordenado, y que su cono positivo es Ed

+ (recuérdense en 1.1.1 las definiciones
anteriores). En particular, si u ∈ Ed

+ y λ ∈ R+, entonces λu ∈ Ed
+, y como

consecuencia obtenemos la igualdad E+ = Ed
+ − Ed

+.

4.1.3. Dado un ret́ıculo vectorial E, en adelante consideraremos Eb con el
orden inducido por el de Ed. Si u ∈ Ed

+, entonces u([x, y]) ⊆ [u(x), u(y)] para
cualesquiera x, y ∈ E, lo que prueba la inclusión Ed

+ ⊆ Eb. De lo anterior se
sigue que el cono positivo de Eb es Eb

+ = Eb ∩ Ed
+ = Ed

+, esto es, el espacio
vectorial ordenado Ed y su subespacio Eb tienen el mismo cono positivo; como
consecuencia obtenemos E+ ⊆ Eb.

Proposición 4.1.4. Si E es un ret́ıculo vectorial, entonces Eb es un ret́ıculo
vectorial y Eb = E+.

Demostración. Sea u ∈ Eb. Para ver que Eb es ret́ıculo es suficiente compro-
bar que u ∨ 0 existe en Eb. Para cada x ∈ E+ definimos

r(x) = sup{u(z) : 0 ≤ z ≤ x} ≥ 0 ;
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el anterior supremo existe porque u es acotada. Si x, y ∈ E+ y λ ∈ R+

se satisfacen r(λx) = λr(x) y r(x + y) = r(x) + r(y); en efecto, la primera
igualdad es trivial, y para ver la segunda basta tener en cuenta que [0, x+y] =
[0, x] + [0, y] y que

sup
{
u(z1) + u(z2) : z1 ∈ [0, x], z2 ∈ [0, y]

}

= sup
{
u(z1) : z1 ∈ [0, x]}+ sup{u(z2) : z2 ∈ [0, y]

}
.

En general, dado x ∈ E definimos r(x) = r(x+) − r(x−); es fácil comprobar
que cualquiera que sea la expresión x = z1 − z2 con z1, z2 ∈ E+ se satis-
face r(z1) − r(z2) = r(x+) − r(x−). Ahora, dados x, y ∈ E, como x + y =
(x+ + y+)− (x− + y−) tenemos

r(x + y) = r(x+ + y+)− r(x− + y−)

= r(x+) + r(y+)− r(x−)− r(y−) = r(x) + r(y) ,

y si λ ∈ R es fácil ver (distinguiendo los casos λ ≥ 0 y λ < 0) que r(λx) =
λr(x). Por lo tanto r ∈ Ed con r ≥ 0 y r ≥ u; en particular r ∈ E+ ⊆ Eb.
Sea ahora v ∈ Ed tal que v ≥ 0 y v ≥ u; dado x ∈ E+, por ser v ≥ 0
tenemos sup{v(z) : z ∈ [0, x]} = v(x), y de la desigualdad v ≥ u se sigue que
r(x) ≤ sup{v(z) : z ∈ [0, x]}. De todo concluimos que r = u ∨ 0 en Eb.

Para terminar la demostración nos falta ver la inclusión Eb ⊆ E+: dada
u ∈ Eb, por ser Eb un ret́ıculo tenemos u = u+ − u− con u+, u− ∈ Eb

+ ⊆ E+,
y por lo tanto u ∈ E+.

Cuando E es un ret́ıculo vectorial (ó más generalmente un espacio vectorial
ordenado) y también un espacio vectorial topológico, se pueden considerar
algunas relaciones ó formas de compatibilidad entre el orden y la topoloǵıa.

Definición 4.1.5. Un subconjunto U de un ret́ıculo vectorial E se dice que es
saturado si [x, y] ⊆ U cualesquiera que sean x, y ∈ U . Para cada subconjunto
U de E denotaremos satU =

⋃
x,y∈U

[x, y]. Es claro satU es el más pequeño

conjunto saturado de E que contiene a U ; en particular tenemos que U es
saturado si y sólo si U = sat U .

Lema 4.1.6. Sea E un ret́ıculo vectorial y un espacio vectorial topológico
(espacio localmente convexo). Si E admite una base de 0-entornos saturados
(convexos y saturados), entonces E admite una base de 0-entornos equilibra-
dos y saturados (absolutamente convexos y saturados).
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Demostración. Supongamos en primer lugar que E es un espacio vectorial
topológico en el que hay una base de 0-entornos saturados. Como en todo es-
pacio vectorial topológico, en E podemos considerar una base B de 0-entornos
equilibrados. Entonces, por hipótesis, la familia {sat U : U ∈ B} es base de
0-entornos. Bastará ver que cada satU es equilibrado. Sean z ∈ satU y
λ ∈ R, |λ| ≤ 1. Existen x, y ∈ U tales que z ∈ [x, y], y como U es equilibrado
tenemos λx, λy ∈ U ; si λ ≥ 0 entonces

z ∈ [x, y] ⇒
{

z − x ∈ E+

y − z ∈ E+

⇒
{

λz − λx ∈ E+

λy − λz ∈ E+

⇒ λz ∈ [λx, λy] ,

y si λ < 0 se prueba del mismo modo que λz ∈ [λy, λx]; en cualquier caso
obtenemos λz ∈ satU .

Supuesto ahora que E es un espacio localmente convexo en el que hay una
base de 0-entornos convexos y saturados, podemos considerar en E una base B
de 0-entornos absolutamente convexos, en cuyo caso la familia {sat U : U ∈ B}
es base de 0-entornos por hipótesis. Dado U ∈ B, ya se ha probado en el caso
anterior que satU es equilibrado porque U es equilibrado, de modo que nos
falta ver que por ser U convexo es también satU convexo, lo cual se demuestra
fácilmente.

Definiciones 4.1.7. Llamaremos ret́ıculo localmente sólido, a todo ret́ıculo
vectorial dotado de una topoloǵıa que lo dote de estructura de espacio vectorial
topológico en el que exista una base de 0-entornos formada por conjuntos
sólidos. Un ret́ıculo localmente convexo-sólido es un ret́ıculo localmente sólido
que es también un espacio localmente convexo.

Nota. Sea E un ret́ıculo vectorial. Es fácil ver, y lo utilizaremos en lo que
sigue, que todo subconjunto sólido S de E es también equilibrado. En efecto,
si s ∈ S y λ ∈ R con |λ| ≤ 1, entonces |λs| = |λ||s| ≤ |s| y por lo tanto λs ∈ S.

Como consecuencia, en E, los conjuntos convexos y sólidos son justamente
los conjuntos absolutamente convexos y sólidos.

Proposición 4.1.8. Si E es un ret́ıculo localmente convexo-sólido, entonces
en E existe una base de 0-entornos formada por conjuntos convexos y sólidos.

Demostración. Claramente, es suficiente demostrar que la envolvente convexa
de un conjunto sólido es un conjunto sólido. Sea S un subconjunto sólido de
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E y sea c(S) la envolvente convexa de S. Consideremos y ∈ c(S) y z ∈ E
tales que |z| ≤ |y| y veamos que z ∈ c(S):

y =
n∑

i=1

λixi , x1, . . . , xn ∈ S , 0 < λi ≤ 1 ,
n∑

i=1

λi = 1 ;

z+, z− ≤
n∑

i=1

λi|xi| ⇒
{

z+ = u′1 + · · ·+ u′n , 0 ≤ u′i ≤ λi|xi| ,
z− = v′1 + · · ·+ v′n , 0 ≤ v′i ≤ λi|xi| ;

si para cada i ∈ {1, . . . , n} definimos ui = 1
λi

u′i, vi = 1
λi

v′i, entonces tenemos

z = z+ − z− =
n∑

i=1

(u′i − v′i) =
n∑

i=1

λi(ui − vi) ;

como |ui − vi| ≤ |xi| porque ui, vi ∈ [0, |xi|], debe ser ui − vi ∈ S para todo
i ∈ {1, . . . , n} y por lo tanto z ∈ c(S).

Proposición 4.1.9. Sea E un ret́ıculo vectorial y un espacio vectorial topológico.
Cada una de las condiciones expresadas a continuación implica la siguiente:
(i) E es localmente sólido;
(ii) E admite una base de 0-entornos saturados;
(iii) cada intervalo cerrado de E es acotado;
(iv) E′ ⊆ E+.

Demostración. (i)⇒(ii) Sea U un 0-entorno; por hipótesis existe un 0-entorno
sólido S tal que S+S ⊆ U . Consideremos un 0-entorno equilibrado W tal que
W +W ⊂ S y veamos que satW , que es un 0-entorno saturado, está contenido
en U . Sea z ∈ sat W y sean x, y ∈ W tales que z ∈ [x, y], es decir, 0 ≤ z−x ≤
y−x; como y−x ∈ W + W ⊆ S (−x ∈ W porque W es equilibrado), por ser
S sólido tenemos z − x ∈ S y por lo tanto z ∈ x + S ⊆ S + S ⊆ U .

(ii)⇒(iii) Consideremos un intervalo cerrado [x, y] en E y sea U un 0-
entorno saturado de E, que podemos suponer equilibrado (Lema 4.1.6); en-
tonces existe λ > 0 satisfaciendo x, y ∈ λU , y como λU también es saturado
obtenemos [x, y] ∈ λU , es decir, [x, y] es acotado.

(iii)⇒(iv) Sea u ∈ E′ y consideremos un intervalo cerrado [x, y]. Puesto
que u−1([−1, 1]) es un 0-entorno, según (iii) existe λ > 0 tal que [x, y] ⊆
λu−1([−1, 1]). Si x ≤ z ≤ y, entonces 1

λ z ∈ u−1([−1, 1]) y por lo tanto
1
λ u(z) ∈ [−1, 1], es decir, u([x, y]) ⊆ [−λ, λ]. Lo anterior prueba que u ∈
Eb = E+ (véase 4.1.4).



92 Caṕıtulo 4 Topoloǵıas Compatibles con el Orden

En todo lo que resta de sección veremos que, con ciertas hipótesis adi-
cionales, algunas de las propiedades enumeradas en la proposición 4.1.9 son
equivalentes.

Proposición 4.1.10. Sea E un ret́ıculo vectorial y un espacio localmente
convexo Hausdorff. Son equivalentes:
(i) cada intervalo cerrado de E es acotado;
(ii) E′ ⊆ E+.

Demostración. Puesto que la topoloǵıa de E es localmente convexa Hausdorff,
del teorema de Hahn-Banach se sigue que 〈E, E′〉 es un par dual, en cuyo caso
tenemos que un subconjunto B de E es acotado si y sólo si B es σ(E,E′)-
acotado, si y sólo si u(B) es acotado para todo u ∈ E′ (véanse 3.1.18 y 3.1.20).
Por lo tanto, la demostración de la proposición se obtiene inmediatamente de
la igualdad E+ = Eb.

Proposición 4.1.11. Sea E un ret́ıculo vectorial y un espacio vectorial topológico.
Son equivalentes:
(i) E es localmente sólido;
(ii) E admite una base de 0-entornos saturados y las operaciones de ret́ıculo

“∨” y “∧” son continuas.

Demostración. (i)⇒(ii) En virtud de la proposición 4.1.9, sólo tenemos que
probar que las operaciones de ret́ıculo son continuas, para lo cual es suficiente
ver que lo es una de ellas. Teniendo en cuenta además la igualdad x ∨ y =
x + 0 ∨ (y − x), la continuidad de “∨” es equivalente a la continuidad de
la aplicación x ∈ E 7→ x+ ∈ E. Dado x0 ∈ E, sea S un 0-entorno sólido
y probemos que si x ∈ x0 + S, entonces x+ ∈ x+

0 + S. Puesto que x+ =
[x0+(x−x0)]+ ≤ x+

0 +(x−x0)+ tenemos x+−x+
0 ≤ |x−x0|; del mismo modo

se prueba la desigualdad x+
0 − x+ ≤ |x− x0| y por tanto |x+− x+

0 | ≤ |x− x0|;
por ser S sólido concluimos que x+ ∈ x+

0 + S.
(ii)⇒(i) Del lema 4.1.6 se sigue que en E hay una base B de 0-entornos

formada por conjuntos equilibrados y saturados. Como la aplicación x ∈ E 7→
|x| ∈ E es continua, dado U ∈ B existe un 0-entorno W tal que si x ∈ W
entonces |x| ∈ U . Si definimos V = {y ∈ E : |y| ≤ |x| para algún x ∈ W}, es
claro que V es un 0-entorno (pues W ⊆ V ) y que V es sólido. Además V ⊆ U ,
pues si x ∈ W e y ∈ E son tales que |y| ≤ |x|, entonces y ∈ [−|x|, |x|] ⊆ U .

Corolario 4.1.12. Si E es un ret́ıculo localmente sólido Hausdorff, entonces
el cono positivo E+ es cerrado. Como consecuencia E es arquimediano.
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Demostración. Puesto que el subespacio trivial 0 es cerrado y, según la proposición
anterior, la aplicación x 7→ x ∧ 0 es continua, concluimos que E+ = {x ∈ E :
x ∧ 0 = 0} es cerrado. Sean ahora x, y ∈ E+ tales que nx ≤ y para todo
n ∈ N; entonces { 1

n y − x}n es una sucesión de E+ que converge a −x, luego
−x ≥ 0 y por lo tanto x = 0.

Lema 4.1.13. En todo ret́ıculo vectorial E se satisfacen:
(i) |u|(x) = sup

{
u(y) : y ∈ [−x, x]

}
para cualesquiera u ∈ E+, x ∈ E+;

(ii) u(|x|) = sup
{
v(x) : v ∈ [−u, u]

}
para cualesquiera u ∈ Eb

+, x ∈ E .

Demostración. (i) Sean u ∈ E+ y x ∈ E+. Como |u| = u+ + u− = u ∨ 0 +
(−u ∨ 0) tenemos (véase la demostración de la proposición 4.1.4)

|u|(x) = u+(x) + u−(x) = sup
{
u(y) : y ∈ [0, x]

}
+ sup

{− u(y) : y ∈ [0, x]
}

= sup
{
u(y) : y ∈ [0, x]

}
+ sup

{
u(y) : y ∈ [−x, 0]

}
,

y para concluir la demostración de esta parte basta tener en cuenta la igualdad
[−x, 0] + [0, x] = [−x, x].

(ii) Sean u ∈ Eb
+ y x ∈ E. Veamos en primer lugar que u(x+) = sup{v(x) :

0 ≤ v ≤ u}. Puesto que x ≤ x+ tenemos v(x) ≤ v(x+) ≤ u(x+) cuando
0 ≤ v ≤ u; luego sup{v(x) : 0 ≤ v ≤ u} ≤ u(x+). Para ver la otra desigualdad
consideremos el conjunto P =

⋃
λ∈R+

[0, λx+] y definamos u1 : E+ → R por
la igualdad u1(y) = sup

{
u(z) : z ∈ [0, y] ∩ P

}
. Es fácil probar que dados

y, z ∈ E+ y λ ≥ 0 se satisfacen

u1(y + z) = u1(y) + u1(z) , u1(λy) = λu1(y) .

Si para cada y ∈ E definimos u1(y) = u1(y+)− u1(y−), entonces u1 : E → R
es una forma lineal tal que u1 ∈ [0, u] (véase de nuevo la demostración de
la proposición 4.1.4); además es claro que u1(x+) = u(x+). Veamos que
u1(x) = u1(x+), es decir, que u1(x−) = 0: sea z ∈ [0, x−] tal que existe λ ≥ 0
con z ∈ [0, λx+]; si λ ≤ 1 entonces z ∈ [0, x+] y por tanto 0 ≤ z ≤ x+ ∧ x−

= 0, y si λ > 1 entonces z ∈ [0, λx−] y por tanto 0 ≤ z ≤ λx+ ∧ λx− = 0. De
todo lo anterior obtenemos u(x+) = u1(x) ≤ sup

{
v(x) : v ∈ [0, u]

}
.

Probemos ya el apartado (ii):

u(|x|) = u(x+) + u(x−) = sup
{
v(x) : v ∈ [0, u]

}
+ sup

{
v(x) : v ∈ [−u, 0]

}

= sup
{
v(x) : v ∈ [−u, u]

}
,

ya que u(x−) = u((−x)+) = sup
{− v(x) : v ∈ [0, u]

}
.
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Teorema 4.1.14. Sea E un ret́ıculo vectorial y un espacio tonelado. Son
equivalentes:
(i) E es localmente sólido;
(ii) E admite una base de 0-entornos saturados;
(iii) cada intervalo cerrado de E es acotado;
(iv) E′ ⊆ E+.

Demostración. De acuerdo con la proposición 4.1.9 sólo hay que probar la
implicación (iv)⇒(i). Sea U = U◦◦ un tonel en E y consideremos

B =
{
u ∈ E′ : |u| ≤ |v| para algún v ∈ U◦} ;

es obvio que B es sólido y U◦ ⊆ B. Veamos que B es σ(E′, E)-acotado. Puesto
que E = E+ −E+, la topoloǵıa débil definida por E sobre E′ coincide con la
topoloǵıa débil definida por E+, por lo que fijado x ∈ E+ bastará probar que
el conjunto {u(x) : u ∈ B} es acotado. Según la proposición 4.1.10, E′ ⊆ E+

implica que el intervalo [−x, x] es acotado, luego existe α > 0 tal que [−x, x] ⊆
αU ; si u ∈ B, entonces |u| ≤ |v| para algún v ∈ U◦ y aplicando el lema anterior
obtenemos |u(x)| ≤ |u|(x) ≤ |v|(x) = sup

{
v(y) : y ∈ [−x, x]

} ≤ α.
Como B es acotado, B◦ es un tonel y por tanto un 0-entorno; además

B◦ ⊆ U◦◦ = U . Sólo falta probar que B◦ es sólido. Sean x, y ∈ E tales que
|y| ≤ |x| con x ∈ B◦, y dado u ∈ B veamos que |u(y)| ≤ 1: según el lema
anterior tenemos |u(y)| ≤ |u|(|y|) ≤ |u|(|x|) = sup

{
v(x) : v ∈ [−|u|, |u|]}, por

lo que debe ser |u(y)| ≤ 1, ya que si |v| ≤ |u| entonces v ∈ B porque B es
sólido, y por lo tanto v(x) ≤ 1 por ser x ∈ B◦.

Definición 4.1.15. Sea q una seminorma sobre un ret́ıculo vectorial E.
Diremos que q es reticular si satisface:

x, y ∈ E, |x| ≤ |y| ⇒ q(x) ≤ q(y) .

Proposición 4.1.16. Una seminorma q sobre un ret́ıculo vectorial E es
reticular si y sólo si su bola unidad cerrada B = {x ∈ E : q(x) ≤ 1} es
un conjunto sólido.

Demostración. Supongamos que q es una seminorma reticular y sean x, y ∈ E
tales que |x| ≤ |y|, en cuyo caso tenemos q(x) ≤ q(y). Si q(y) ≤ 1 entonces
q(x) ≤ 1 y por tanto B es sólido.

Rećıprocamente, supongamos que B es sólido y sean de nuevo x, y ∈ E
tales que |x| ≤ |y|. Si q(y) = 0 entonces q(ny) = 0 ≤ 1 para todo n; como
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|nx| ≤ |ny| obtenemos q(nx) ≤ 1 para todo n y por tanto q(x) = 0. Si q(y) 6=
0, entonces

∣∣ x
q(y)

∣∣ ≤ ∣∣ y
q(y)

∣∣ con q
( y

q(y)

)
= 1 y por lo tanto q(x) ≤ q(y).

Corolario 4.1.17. Un ret́ıculo vectorial que sea además un espacio vectorial
topológico es un ret́ıculo localmente convexo-sólido, si y sólo si su topoloǵıa
está determinada por una familia de seminormas reticulares.

Demostración. Se sigue de las proposiciones 4.1.8 y 4.1.16.

4.2 La topoloǵıa del orden

En todo ret́ıculo vectorial la estructura de orden da lugar a diversas topoloǵıas
(no todas compatibles con la estructura vectorial, como puede verse en [11]).
De entre todas ellas estamos interesados en una que es localmente convexa,
compatible con la estructura vectorial, y que, como veremos más adelante, es
la topoloǵıa con la que están dotados muchos ret́ıculos vectoriales que se pre-
sentan en análisis. La presente sección se ocupa del estudio de las principales
propiedades de esta topoloǵıa (como referencias generales pueden verse [15],
[26], [34], [55], [56] y [64]).

Definición 4.2.1. Sea E un espacio vectorial ordenado. Definimos la topoloǵıa
del orden en E, y la denotamos por τo, como la topoloǵıa localmente convexa
(no necesariamente Hausdorff) más fina para la cual todos los intervalos cer-
rados de E son acotados.

4.2.2. La topoloǵıa del orden τo sobre un espacio vectorial ordenado E existe.
En efecto, la familia Γ = {seminormas sobre E que son acotadas sobre los
intervalos cerrados} es no vaćıa (la seminorma nula está en Γ), y τo es la
topoloǵıa definida por Γ. Por lo tanto una base de 0-entornos para τo es

B =
{

subconjuntos de E absolutamente convexos
que absorben a todos los intervalos cerrados

}
.

Como consecuencia, de la definición de espacio bornológico se sigue que a τo

sólo le falta ser Hausdorff para que (E, τo) sea un espacio bornológico.

Ejemplo 4.2.3. Es obvio que en R la topoloǵıa del orden coincide con la
topoloǵıa usual.

La topoloǵıa del orden es funtorial, esto es, se satisface:
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Proposición 4.2.4. Si T : E → F es un morfismo de espacios vectoriales
ordenados (esto es, una aplicación lineal entre espacios vectoriales ordenados
que conserva el orden), entonces T es continua si E y F se consideran dotados
de sus respectivas topoloǵıas de orden.

Demostración. Basta tener en cuenta que si V es un subconjunto absoluta-
mente convexo de F que absorbe a los intervalos cerrados, entonces T−1(V )
es absolutamente convexo y absorbe a los intervalos cerrados de E.

Proposición 4.2.5. Si E es un ret́ıculo vectorial entonces (E, τo)′ = E+.
Como consecuencia, τo es Hausdorff si y sólo si 〈E, E+〉 es un par dual, en
cuyo caso τo = µ(E, E+).

Demostración. De la funtorialidad de la topoloǵıa del orden se sigue que toda
forma lineal de Ed

+ es continua para τo, de modo que E+ = Ed
+−Ed

+ ⊆ (E, τo)′.
Sea ahora u ∈ (E, τo)′ y consideremos x, y ∈ E. Existe un 0-entorno V para
τo tal que u(V ) ⊆ [−1, 1], y existe λ > 0 tal que [x, y] ⊆ λV , de modo que
u([x, y]) ⊆ [−λ, λ] y por lo tanto u ∈ Eb = E+.

Del teorema de Hahn-Banach se sigue que τo es Hausdorff si y sólo si
〈E, E+〉 es un par dual. Por último, si τo es Hausdorff, entonces, como ya
hemos dicho en 4.2.2, (E, τo) es un espacio bornológico, por lo que basta tener
en cuenta que todo espacio bornológico está dotado de su topoloǵıa de Mackey
para obtener la igualdad τo = µ(E,E+).

Proposición 4.2.6. Para cada ret́ıculo vectorial E, la topoloǵıa τo es local-
mente convexo-sólida. Concretamente: la colección de todos los conjuntos
convexos y sólidos de E que absorben a los intervalos cerrados forman una
base de 0-entornos para τo.

Demostración. Sea U un conjunto absolutamente convexo de E que absorbe
a los intervalos cerrados y sea

V =
{
x ∈ E : [0, |x|] ∈ U

}
.

Para demostrar la proposición bastará ver que V es sólido, convexo y 0-entorno
para τo, y que existe α > 0 tal que αV ⊆ U .

Que V es sólido es trivial. Veamos que V es convexo: dados x, y ∈ V y
α, β ∈ R+ tales que α + β = 1, queremos ver que αx + βy ∈ V , es decir, que
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z ∈ U cuando z ∈ E con 0 ≤ z ≤ |αx + βy|; si 0 ≤ z ≤ α|x|+ β|y|, entonces
existen z′, z′′ ∈ E+ tales que z′ ≤ α|x|, z′′ ≤ β|y| y z = z′ + z′′, de modo que

1
α

z′ ∈ [0, |x|] ⊂ U ,
1
β

z′′ ∈ [0, |y|] ⊂ U ,

y por lo tanto

z = α
( 1

α
z′

)
+ β

( 1
β

z′′
)
∈ αU + βU ;

concluimos porque al ser U convexo se satisface αU + βU = (α + β)U = U .
Veamos ahora que V es un 0-entorno para τo. Como todo intervalo de E

está contenido en uno de la forma [−x, x] con x ∈ E+, y como V es equilibrado
(por ser sólido), bastará probar que, dado x ∈ E+, existe λ > 0 tal que
[−x, x] ⊆ λV : como U absorbe a los intervalos existe λ > 0 tal que [0, x] ⊂ λU ,
de modo que 1

λ x ∈ V y por lo tanto [−1
λ x, 1

λ x] ⊆ V porque V es sólido, es
decir, [−x, x] ⊆ λV .

Para terminar probemos que 1
2 V ⊆ U : si x ∈ V entonces [0, |x|] ⊆ U ; en

particular x+, x− ∈ U y obtenemos x = x+ − x− ∈ U + U = 2U .

Corolario 4.2.7. En todo ret́ıculo vectorial, las operaciones de ret́ıculo son
continuas para su topoloǵıa del orden.

Demostración. Se sigue de las proposiciones 4.1.11 y 4.2.6.

Proposición 4.2.8. En todo ret́ıculo vectorial E se satisfacen:
(i) La topoloǵıa del orden τo es la más fina topoloǵıa localmente convexo-

sólida sobre E.
(ii) La topoloǵıa del orden τo es la más fina topoloǵıa localmente convexa

sobre E que admite una base de 0-entornos saturados.
(iii) La topoloǵıa del orden τo está definida por la familia de todas las semi-

normas reticulares que pueden definirse sobre E.

Demostración. (i) Se sigue de las proposiciones 4.1.8 y 4.2.6.
(ii) Es consecuencia de la proposición 4.1.9: τo admite una base de

0-entornos saturados porque es localmente sólida, y si τ es otra topoloǵıa
localmente convexa sobre E que admite una base de 0-entornos saturados,
entonces todos los intervalos cerrados de E son acotados para τ y por tanto
debe ser τ ≤ τo.

(iii) Basta aplicar el corolario 4.1.17 y tener en cuenta el apartado (i).
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El siguiente teorema (tomado de [64]) junto con el teorema 4.2.14 debido
a Buskes [13] nos permitirán obtener en la próxima sección algunos de los
principales resultados de esta memoria:

Teorema 4.2.9. Sea E un ret́ıculo vectorial. Si τ es una topoloǵıa sobre E
tal que (E, τ) es un espacio bornológico y completo en el que todo intervalo
cerrado de E es acotado, entonces τ = τo.

Demostración. Por una parte, τ = µ(E, E′) porque todo espacio bornológico
está dotado de su topoloǵıa de Mackey; por otra parte, como τo es Hausdorff
porque τo ≥ τ , de la proposición 4.2.5 obtenemos τo = µ(E, E+). Por lo tanto
bastará probar la igualdad E′ = E+ para garantizar que τ = τo.

La inclusión (E, τ)′ ⊆ E+ se probó en la proposición 4.1.9. Supongamos
que existe ω ∈ E+ tal que ω no es continua y llegaremos a una contradicción.
Como E+ es un ret́ıculo tenemos ω = ω+ − ω−, por lo que podemos suponer
que ω es una forma positiva. Sea B un subconjunto de E que es τ -acotado y
tal que ω(B) no es acotado. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
B es sólido, pues si no tomaŕıamos el conjunto B1 = {x ∈ E : |x| ≤ |y| para
algún y ∈ B} que, obviamente, es sólido, contiene a B (luego ω(B1) es no
acotado) y también es τ -acotado; esto último se deduce de que todo espacio
bornológico y completo es tonelado, y por lo tanto τ es localmente sólida en
virtud del teorema 4.1.14. Sea {xn}n ⊆ B tal que |ω(xn)| > n, para todo
n ∈ N; como B es sólido y ω es una forma positiva, podemos suponer xn ≥ 0
y ω(xn) > n para todo n. Veamos que la serie

∑
n

1
n2 xn es sumable. Sea U

un 0-entorno convexo para τ y sea α > 0 tal que {xn}n ⊆ αU ; existe ν ∈ N
tal que

∑
n≥ν

1
n2 ≤ 1

α , de modo que si p, q ≥ ν entonces

q∑
n=p

1
n2

xn ∈
q∑

n=p

α

n2
U =

(
q∑

n=p

α

n2

)
U ⊆ U ,

donde la última igualdad y la última inclusión se satisfacen porque
∑q

n=p
α
n2 ≤

1 y U es convexo. Sea x =
∑

n
1
n2 xn. Fijado k ∈ N, la sucesión de elementos

positivos {
p∑

n=1

1
n2

xn −
k∑

n=1

1
n2

xn

}

p≥k

τ -converge al elemento x−∑k
n=1

1
n2 xn, que es positivo porque E+ es τ -cerrado

(Corolario 4.1.12). Entonces tenemos ω(x) ≥ ∑k
n=1

1
n2 ω(xn) >

∑k
n=1

1
n para

todo k, lo cual es absurdo.
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Definiciones 4.2.10. Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con unidad
débil e y consideremos su representación de Riesz E → C(SpecE). Diremos
que una seminorma q sobre E está centralizada en un compacto K de SpecE,
si dado x ∈ E tenemos q(x) = 0 si y sólo si ω(x) = 0 para todo ω ∈ K.

Dado un compacto K de SpecE, el ejemplo claro de seminorma sobre
E centralizada en K es la seminorma qK : E → R definida por la igualdad
qK(x) = sup{|ω(x)| : ω ∈ K} (x ∈ E); denotaremos por τk

o la topoloǵıa
sobre E que define la familia de seminormas {qK : K compacto de SpecE}.
Es claro que τk

o es la topoloǵıa inicial definida en E por la representación
E → Ck(Spec E). También es claro que para cada compacto K de SpecE la
seminorma qK es reticular, por lo que tenemos τk

o ≤ τo (véase el apartado (iii)
de la proposición 4.2.8).

La topoloǵıa τk
o definida sobre ret́ıculos vectoriales arquimedianos con

unidad débil es funtorial:

Proposición 4.2.11. Sean E y F ret́ıculos vectoriales arquimedianos con
unidad débil. Si T : E → F es un morfismo de ret́ıculos vectoriales que
manda la unidad débil de E en la unidad débil de F , entonces T es continua
si E y F se consideran dotados de sus respectivas topoloǵıas τk

o .

Demostración. Por una parte, la topoloǵıa de la convergencia compacta es
funtorial, es decir, si h : X → Y es una aplicación continua entre espacios
topológicos, entonces Ck(Y ) → Ck(X), f 7→ f◦h, es un morfismo de álgebras
topológicas. Por otra parte, el espectro de un ret́ıculo vectorial arquimediano
con unidad débil también es funtorial, esto es, la aplicación T ∗ : SpecF →
SpecE, ω 7→ ω◦T , es continua. Como además el cuadrado

E
T−−−−→ Fy

y

Ck(SpecE)
◦T ∗−−−−→ Ck(SpecF )

es conmutativo, concluimos que T es continua para las topoloǵıas en E y F
inducidas por sus respectivas representaciones de Riesz.

4.2.12. Dado un ret́ıculo vectorial arquimediano E con unidad débil e, en
el último teorema de esta sección se dan condiciones necesarias y suficientes
para que en E se satisfaga τk

o = τo. Para probar dicho teorema es necesario
caracterizar las seminormas reticulares sobre E que están centralizadas en
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un compacto de SpecE, lo cual se hará en el siguiente lema. En adelante
utilizaremos la siguiente propiedad: si q es una seminorma reticular sobre E
y x ∈ E+ es tal que existe n ∈ N satisfaciendo q((x − ne)+) = 0, entonces
q(x) = supm q(x∧me). En efecto, si m ≥ n entonces 0 ≤ (x−me)+ ≤ (x−ne)+

y por lo tanto q((x−me)+) = 0, de modo que teniendo en cuenta la igualdad
(x−me)+ = x− x ∧me concluimos que q(x) = q(x ∧me) para todo m ≥ n.

Lema 4.2.13 (Buskes [13]). Sea q una seminorma reticular no nula sobre un
ret́ıculo vectorial arquimediano E con unidad débil e. Son equivalentes:
(i) para todo x ∈ E+ existe n ∈ N tal que q((x− ne)+) = 0;
(ii) q está centralizada en un compacto Kq de SpecE.

Demostración. (ii)⇒(i) Es trivial, puesto que si x ∈ E+ y n ∈ N es tal que
ω(x) ≤ n, para todo ω ∈ Kq, entonces ω((x− ne)+) = 0 para todo ω ∈ Kq y
por lo tanto q((x− ne)+) = 0.

(i)⇒(ii) Sea Q la familia de todos los subconjuntos compactos no vaćıos
K de SpecE∗ tales que para cada x ∈ E∗

+ se satisface:

ω(x) = 0 ∀ω ∈ K ⇒ q(x) = 0 .

La familia Q es no vaćıa porque SpecE∗ ∈ Q: si ω(x) = 0 para todo ω ∈
SpecE∗, entonces x = 0 y por lo tanto q(x) = 0. Veamos que si K1,K2 ∈ Q
entonces K1 ∩K2 6= ∅. Si K1 ∩K2 = ∅ entonces existe x ∈ E∗, 0 ≤ x ≤ e,
tal que ω(x) = 1 para todo ω ∈ K1 y ω(x) = 0 para todo ω ∈ K2; entonces
q(e) ≤ q(e − x) + q(x) = 0. Dado y ∈ E+, por hipótesis existe n ∈ N tal
que q((y − ne)+) = 0 y por lo tanto q(y) ≤ q(y − (ne ∧ y)) + q(ne ∧ y) =
q((y − ne)+) + q(ne ∧ y) ≤ q(ne) = nq(e) = 0; de lo anterior se sigue que
q = 0, lo cual contradice nuestras hipótesis.

Veamos que la familia Q es cerrada por intersecciones finitas. Sean K1,
K2 ∈ Q y consideremos x ∈ E∗

+ tal que ω(x) = 0 para todo ω ∈ K1∩K2. Dado
ε > 0, el conjunto {ω ∈ SpecE∗ : ω(x) ≤ ε} = {ω ∈ SpecE∗ : ω((x− εe)+) =
0} contiene un 0-entorno abierto U que contiene a K1∩K2. Dado que K1∩U c

y K2 son compactos disjuntos en SpecE∗, existe y ∈ E∗
+, 0 ≤ y ≤ e, tal que

ω(y) = 0 para todo ω ∈ K1 ∩ U c y ω(y) ≥ sup{ϕ((x − εe)+) : ϕ ∈ K2} para
todo ω ∈ K2. Si z = y ∧ (x − εe)+ entonces ω(z) = 0 para todo ω ∈ K1,
pues ω(z) ≤ ω(y) = 0 para todo ω ∈ K1 ∩ U c y ω(z) ≤ ω((x − εe)+) = 0
para todo ω ∈ K1 ∩ U . Dado que K1 ∈ Q tenemos q(z) = 0. Además, si
ω ∈ K2 entonces ω(z) = ω((x− εe)+), luego ω((x− εe)+ − z) = 0 para todo
ω ∈ K2. De la definición de K2 obtenemos q((x − εe)+ − z) = 0, con lo que
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q(x− (x ∧ εe)) = q((x− εe)+) ≤ q((x− εe)+ − z) + q(z) = q(z) = 0 y por lo
tanto q(x) = q(x∧εe) ≤ εq(e). Como ε es arbitrario concluimos que q(x) = 0.

Consideremos el compacto Kq =
⋂

K∈QK, que es no vaćıo, pues si fuera
Kq = ∅ existiŕıan K1, . . . , Kr en Q tales que ∅ = K1 ∩ · · · ∩Kr ∈ Q, lo cual
no puede ocurrir. Además Kq ∈ Q: sea x ∈ E∗

+ tal que ω(x) = 0 para todo
ω ∈ Kq; dado ε > 0 el abierto U = {ω ∈ SpecE∗ : ω(x) < ε} contiene a Kq

y por lo tanto existen K1, . . . , Kr en Q tales que K1 ∩ · · · ∩ Kr ⊆ U ; como
además ω((x− εe)+) = 0 para todo ω ∈ U , concluimos que q((x− εe)+) = 0;
procediendo como en el párrafo anterior obtenemos q(x) = 0.

Veamos que si x ∈ E∗
+ es tal que q(x) = 0, entonces ω(x) = 0 para todo

ω ∈ Kq. Supongamos que existe ω0 ∈ Kq tal que ω0(x) = λ > 0 y sea
W = {ω ∈ SpecE∗ : ω(x) > λ

2}. Consideremos y ∈ E∗
+ tal que ω(y) = 0 para

todo ω ∈ SpecE∗ \W (W 6= SpecE∗, pues si ω(x) > λ
2 para todo ω, entonces

x ≥ λ
2 e y por lo tanto q(x) > 0). Si ω ∈ W entonces ω(x)ω(y) ≥ λ

2 ω(y); si
ω ∈ SpecE∗ \W entonces 0 = ω(x)ω(y) = λ

2 ω(y). En cualquier caso tenemos

ω(y) ≤ 2
λ
‖y‖eω(x)

y por lo tanto y ≤ 2
λ ‖y‖ex, es decir, q(y) ≤ 2

λ ‖y‖eq(x) = 0. Aśı pues W c ∈ Q
y en consecuencia ω0 ∈ Kq ⊆ W c, lo cual es una contradicción porque ω0 ∈ W .

Probemos ahora la inclusión Kq ⊆ SpecE, para lo cual debemos ver que
dado x ∈ E+ se satisface x̂(ω) ∈ R para todo ω ∈ Kq (véanse 1.2.18 y el lema
1.2.22). Dado x ∈ E+ sea n ∈ N tal que q((x− ne)+) = 0; si m ≥ n entonces

(x− ne)+ = x− x ∧ ne ≥ x ∧me− (x ∧ ne) ≥ ((x ∧me)− ne) ∨ 0

= ((x ∧me)− ne)+ ∈ E∗

y por lo tanto q(((x∧me)− ne)+) = 0; lo anterior implica que ω(((x∧me)−
ne)+) = 0 para todo ω ∈ Kq, es decir, ω((x∧me)−ne) ≤ 0 para todo ω ∈ Kq,
de lo que se sigue x̂(ω) = supm ω(x ∧me) ≤ ω(ne) = n para todo ω ∈ Kq.

Veamos finalmente que dado x ∈ E se satisface q(x) = 0 si y sólo si ω(x) =
0 para todo ω ∈ Kq. Es claro que q(x) = 0 si y sólo si q(x+) = q(x−) = 0 y
que, dada ω ∈ SpecE, ω(x) = 0 si y sólo si ω(x+) = ω(x−) = 0 (lo primero
porque la seminorma q es reticular y lo segundo porque lo forma lineal ω
es morfismo de ret́ıculos); por lo tanto podemos suponer x ∈ E+, en cuyo
caso tenemos q(x) = supm q(x ∧me) (véase 4.2.12); aplicando lo ya probado



102 Caṕıtulo 4 Topoloǵıas Compatibles con el Orden

obtenemos

q(x) = 0 ⇐⇒ q(x ∧ ne) = 0 ∀n ∈ N
⇐⇒ ω(x ∧ ne) = 0 ∀ω ∈ Kq, ∀n ∈ N
⇐⇒ ω(x) = 0 ∀ω ∈ Kq ,

con lo que concluye la demostración.

Teorema 4.2.14 (Buskes [13]). Sea E un ret́ıculo vectorial arquimediano con
unidad débil e. Son equivalentes:
(i) para toda seminorma reticular no nula q sobre E y para cada x ∈ E+

existe n ∈ N tal que q((x− ne)+) = 0;
(ii) τo = τk

o .

Demostración. (i)⇒(ii) Tenemos que probar la desigualdad τo ≤ τk
o , esto es,

que si q es una seminorma reticular no nula sobre E, entonces existen un
subconjunto compacto K de SpecE y λ ≥ 0 tales que q ≤ λqK . Por hipótesis,
del lema 4.2.13 se sigue que existe un compacto K en SpecE tal que q está
centralizada en K; veamos que q ≤ q(e)qK . Sea x ∈ E; dada ω ∈ K es
claro que ω(|x|) = |ω(x)| ≤ qK(x), es decir, ω((|x| − qK(x)e)+) = 0; luego
q((|x|−qK(x)e)+) = 0; como |x| = (|x|−qK(x)e)+qK(x)e ≤ (|x|−qK(x)e)++
qK(x)e, concluimos que q(x) = q(|x|) ≤ qK(x)q(e).

(ii)⇒(i) Sea q es una seminorma reticular no nula sobre E y sea x ∈
E+. Por hipótesis, existen un compacto K en SpecE y λ ≥ 0 tales que
q ≤ λqK . Si tomamos n ∈ N tal que sup{ω(x) : ω ∈ K} = qK(x) ≤ n,
entonces qK((x − ne)+) = sup{ω((x − ne)+) : ω ∈ K} = 0 y por lo tanto
q((x− ne)+) = 0.

4.3 Topoloǵıas sobre Φ-álgebras compatibles con
el orden

En la sección anterior se ha probado que para la topoloǵıa del orden τo sobre
un ret́ıculo vectorial E existen varias definiciones posibles, todas ellas equiv-
alentes: de entre todas las topoloǵıas localmente convexas sobre E, τo es la
más fina de las que son localmente sólidas, τo es la más fina de las que hacen
acotados a todos los intervalos cerrados, y τo es la más fina de las que pueden
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definirse por una familia de seminormas reticulares. Esta sección, que es es-
encialmente el trabajo [46], la comenzamos adaptando las tres definiciones
anteriores para topoloǵıas localmente m-convexas sobre una l-álgebra.

Definición 4.3.1. Dada una l-álgebra A, denotaremos por τ b
o a la más fina

topoloǵıa localmente m-convexa sobre A para la que son acotados todos los
intervalos cerrados de A. La familia Γ = {m-seminormas sobre A que son
acotadas sobre los intervalos cerrados} es no vaćıa y τ b

o es la topoloǵıa definida
por Γ. Una base de 0-entornos para τ b

o es
{

subconjuntos de A absolutamente m-convexos
que absorben a todos los intervalos cerrados

}
.

Definición 4.3.2. Dada una l-álgebra A, denotaremos por τm
o a la más fina

topoloǵıa sobre A que es localmente m-convexa y localmente sólida. Dado
que la intersección de conjuntos m-convexos (sólidos) de A es un conjunto
m-convexo (sólido) de A, se sigue que el supremo de una familia de topoloǵıas
localmente m-convexas (localmente sólidas) sobre A es una topoloǵıa local-
mente m-convexa (localmente sólida). Como consecuencia, τm

o existe porque
es el supremo de la familia de todas las topoloǵıas sobre A que son localmente
m-convexas y localmente sólidas (dicha familia es no vaćıa porque la topoloǵıa
trivial está en ella).

Definición 4.3.3. Dada una l-álgebra A, denotaremos por τ s
o la topoloǵıa lo-

calmente m-convexa sobre A definida por la familia de todas las m-seminormas
reticulares que existen sobre A. Es claro que una base de 0-entornos para τ s

o

es la colección de todos los subconjuntos de A que son m-convexos, sólidos y
absorbentes.

Las topoloǵıas que hemos definido sobre una l-álgebra son funtoriales:

Proposición 4.3.4. Si T : A → B es un morfismo de l-álgebras, entonces
las aplicaciones T : (A, τα

o ) → (B, τα
o ) (α = s,m, b) son continuas.

Demostración. Análoga a la de la proposición 4.2.4.

4.3.5. Sea A una l-álgebra. Además de las topoloǵıas τ b
o , τm

o y τ s
o definidas

sobre A, como A es un ret́ıculo vectorial podemos considerar también su
topoloǵıa del orden τo. En general tenemos τ s

o ≤ τm
o ≤ τ b

o ≤ τo. En efecto,
τ s
o ≤ τm

o porque τ s
o es localmente m-convexa y localmente sólida, τm

o ≤ τ b
o

porque toda topoloǵıa localmente sólida hace acotados a los intervalos
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cerrados (véase 4.1.9), y τ b
o ≤ τo trivialmente. Seŕıa interesante conocer condi-

ciones necesarias ó suficientes para que alguna de las desigualdades anteriores
sea una igualdad. En particular, nos preguntamos cuándo la topoloǵıa del
orden τo es localmente m-convexa (⇔ τm

o = τo ), y en ese caso cuándo la
topoloǵıa del orden se puede definir por una familia de m-seminormas reticu-
lares (⇔ τ s

o = τo ).
El resultado fundamental utilizado en la proposición 4.2.8 para obtener

la equivalencia de las tres definiciones de τo es la proposición 4.2.6, cuyo
enunciado análogo para la l-álgebra A seŕıa: la colección de todos los conjuntos
m-convexos, sólidos y absorbentes de A es una base de 0-entornos para τ b

o . En
la proposición 4.3.10 probaremos que dicho enunciado es válido cuando A es
una Φ-álgebra uniformemente cerrada, y como consecuencia obtendremos que
en ese caso se dan las igualdades τ s

o = τm
o = τ b

o .

Lema 4.3.6. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Si A es real-
semisimple (en particular, según 2.3.10, si A es cerrada por inversión), en-
tonces τo es Hausdorff (y por tanto (A, τo) es un espacio bornológico).

Demostración. El que A sea real-semisimple significa que SpecRA (visto den-
tro del dual algebraico Ad ) separa puntos de A. Según el lema 2.3.4 tenemos
SpecRA ⊆ Ed

+, de modo que SpecRA ⊆ (A, τo)′ en virtud de la proposición
4.2.4 y por lo tanto (A, τo)′ separa puntos de A. Basta aplicar el teorema de
Hahn-Banach para concluir que τo es Hausdorff.

4.3.7. Fijada una l-álgebra A, es claro que la igualdad τm
o = τ b

o equivale a
que τ b

o sea localmente sólida. Como consecuencia se sigue que para que se
satisfagan las igualdades τm

o = τ b
o = τo es suficiente con que sea τ b

o = τo.
En el siguiente ejemplo mostramos que las topoloǵıas τ s

o , τm
o y τ b

o pueden ser
iguales entre śı y distintas de τo.

Ejemplo 4.3.8. Sea A = R[x] el álgebra de los polinomios en una indeter-
minada con coeficientes reales. Definimos sobre A la relación de orden “≤ ”
siguiente: dados P (x) = a0 + a1x + . . . y Q(x) = b0 + b1x + . . . ,

P (x) ≤ Q(x) ⇐⇒ a0 ≤ b0 , a1 ≤ b1 , . . . .

Es inmediato comprobar que la anterior es una relación de orden que dota a
A de estructura de l-álgebra, satisfaciéndose

(a0 + a1x + . . . ) ∨ (b0 + b1x + . . . ) = (a0 ∨ b0) + (a1 ∨ b1)x + . . . ,

(a0 + a1x + . . . ) ∧ (b0 + b1x + . . . ) = (a0 ∧ b0) + (a1 ∧ b1)x + . . . ,
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donde ai ∨ bi (ai ∧ bi) es el supremo (́ınfimo) de los números reales ai y bi.
En particular el valor absoluto de a0 + a1x + . . . es |a0|+ |a1|x + . . . .

Como espacio vectorial A es la suma directa de R consigo mismo una
cantidad numerable de veces, A = R(N) = R⊕ xR⊕ x2R⊕ · · · , y es conocido
que la topoloǵıa suma directa τ sobre A es la más fina topoloǵıa sobre R(N)

que lo dota de estructura de espacio vectorial topológico. Una base de entornos
de cero para ella son los conjuntos de la forma

[−ε0, ε0]⊕ [−ε1, ε1]⊕ · · · := ([−ε0, ε0]× [−ε1, ε1]× · · · ) ∩ R(N)

con (ε0, ε1, . . . ) sucesión de números reales estrictamente positivos. Es claro
que para τ no existe una base numerable de 0-entornos y que τ es una
topoloǵıa localmente convexa para la que los intervalos cerrados de A son
acotados: dados polinomios P (x) = a0 + a1x + . . . , Q(x) = b0 + b1x + . . .
tenemos [P (x), Q(x)] = [a0, b0] ⊕ [a1, b1] ⊕ · · · ⊕ [an, bn] ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ · · · , donde
n es el máximo entre los grados de P (x) y Q(x). Por lo tanto τo = τ .

Sea ahora q : A → R una m-seminorma y sean α = q(x), β = q(1); dado
P (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn tenemos

q(P (x)) ≤ |a0|β + |a1|α + |a2|α2 + · · ·+ |an|αn

≤ max{1, β}(|a0|+ |a1|α + |a2|α2 + · · ·+ |an|αn) .
(∗)

Para cada α ≥ 0 la aplicación qα : A → R, definida por la igualdad

qα(a0 + a1x + · · ·+ anxn) = |a0|+ |a1|α + |a2|α2 + · · ·+ |an|αn ,

es una m-seminorma reticular, y las desigualdades (∗) prueban que para toda
m-seminorma q sobre A existen constantes no negativas C, α tales que q ≤
Cqα. Hemos probado que la topoloǵıa localmente m-convexa más fina que
existe sobre A está definida por una familia de m-seminormas reticulares, de
modo que se satisfacen las igualdades τ s

o = τm
o = τ b

o . Como qα1 ≤ qα2 cuando
α1 ≤ α2, la familia {qn}n define la topoloǵıa τm

o y como consecuencia tenemos
que dicha topoloǵıa tiene una base numerable de 0-entornos. Por lo tanto debe
ser τm

o < τo.

4.3.9. Si A es una Φ-álgebra, entonces A es un ret́ıculo vectorial arquimediano
en el que 1 es unidad débil de orden y podemos considerar sobre A la topoloǵıa
τk
o , esto es, la topoloǵıa inicial definida en A por la representación de Riesz

A → Ck(SpecA) (véase 4.2.10). La representación anterior es un morfismo de
l-álgebras en virtud del corolario 2.2.6, de modo que las seminormas reticulares
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que definen la topoloǵıa τk
o son m-seminormas y por lo tanto tenemos τk

o ≤
τ s
o ≤ τm

o ≤ τ b
o ≤ τo, es decir, A → Ck(Spec A) es continua para todas las

topoloǵıas que estamos considerando sobre A.

Proposición 4.3.10. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada. La colección
de todos los conjuntos m-convexos, sólidos y absorbentes de A es una base de
0-entornos para τ b

o . Es decir, tenemos τ s
o = τm

o = τ b
o .

Demostración. Sea U un conjunto absolutamente m-convexo que es 0-entorno
para τ b

o , esto es, que absorbe a los intervalos cerrados, y consideremos

V = {a ∈ A : [0, |a|] ⊆ U}.

Que V es un conjunto convexo y sólido que absorbe a los intervalos cerrados
y satisface V ⊆ 2U se prueba como en la demostración de la proposición
4.2.6. Para terminar veamos la inclusión V V ⊆ V , esto es, que si a, b ∈ V
entonces [0, |ab|] ⊆ U : dado c ∈ [0, |ab|], como |ab| = |a||b|, de 2.3.3 (iv) se
sigue que existen p ∈ [0, |a|] y q ∈ [0, |b|] tales que c = pq; en particular
tenemos p, q ∈ U , y como U es m-convexo concluimos que c = pq ∈ U .

Ejemplos 4.3.11. (a) La l-álgebra del ejemplo 4.3.8 es uniformemente cer-
rada pero no es una Φ-álgebra (es arquimediana pero no es f -álgebra), lo
cual prueba que las hipótesis de la proposición anterior no son condiciones
necesarias para que se den las igualdades τ s

o = τm
o = τ b

o .
(b) (Buskes [13, Exa. 4.5]) Veamos un ejemplo de Φ-álgebra uniforme-

mente cerrada en la que se satisface τk
o 6= τo. Sea A = {f ∈ C(R) : |f | ≤ P

para alguna función polinómica P}, que como se vio en 2.3.11 es una Φ-
álgebra uniformemente cerrada. Dada f ∈ A tenemos las integrales definidas∫ 0
−∞ |f(x)|exdx ,

∫∞
0 |f(x)|e−xdx, y por lo tanto tenemos el número real no

negativo

q(f) :=
∫ 0

−∞
|f(x)|exdx +

∫ ∞

0
|f(x)|e−xdx =

∫ ∞

−∞
|f(x)|(ex ∧ e−x)dx ;

de las propiedades de la integral definida se sigue que la función q : A → R,
f 7→ q(f), es una seminorma reticular. Es fácil comprobar que para todo
n ∈ N se satisface q((x− n)+) = e−n > 0, de modo que aplicando el teorema
4.2.14 obtenemos la desigualdad estricta τk

o < τo.
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Lema 4.3.12. Sea X un conjunto y sea E un subespacio vectorial de RX . Si
E es uniformemente cerrado y contiene a las funciones constantes, entonces
son equivalentes:
(i) E es un ret́ıculo satisfaciendo: si x ∈ E es tal que x(ω) 6= 0 para todo

ω ∈ X, entonces la función y(ω) = 1
x(ω) pertenece a E;

(ii) E es un anillo satisfaciendo: si x ∈ E es tal que x(ω) 6= 0 para todo
ω ∈ X, entonces la función y(ω) = 1

x(ω) pertenece a E;
(iii) E es cerrado respecto a la composición con funciones reales y continuas

definidas sobre intervalos abiertos de R.

Demostración. (i)⇒(ii) Hemos de ver que si x ∈ E entonces x2 ∈ E:

x2 = |x|2 = (1 + |x|)2 − 2|x| − 1 .

Como 1
1+|x| ∈ E∗ = C(Spec E∗), entonces 1

(1+|x|)2 ∈ E∗ por ser C(Spec E∗) un
anillo, de modo que (1 + |x|)2 ∈ E.

(ii)⇒(iii) Veamos en primer lugar que E es cerrado por composición con
funciones de C(R). Consideremos

L = {f ∈ C(R) : f◦x ∈ E ∀x ∈ E} .

Es fácil ver que L hereda de E la propiedad de ser un anillo uniformemente
cerrado que contiene a las funciones constantes y que satisface (ii). Tenemos
que E es un ret́ıculo (luego L también), pues si x ∈ E entonces

x

1 + x2
∈ E∗ ⇒ |x|

1 + x2
∈ E∗ ⇒ |x| = |x|

1 + x2
(1 + x2) ∈ E .

Además C(R) ⊆ L (viendo C(R) como las funciones f ∈ C(R) para las que
los ĺımites limx→+∞ f(x) y limx→−∞ f(x) existen y son finitos). En efecto,
las poligonales acotadas constituyen un ret́ıculo vectorial que contiene a las
funciones constantes y separa puntos de R, luego según el teorema clásico
de Kakutani-Stone son uniformemente densas en C(R), y es claro que dichas
poligonales están en L. Veamos ahora que cada f ∈ C∗(R) está en L. Como
limt→∞

f(t)
1+t2

= 0 tenemos que g(t) = f(t)
1+t2

es una función de L, luego f(t) =
g(t)(1 + t2) también pertenece a L. Por último C(R) ⊆ L, pues si f ∈ C(R)
entonces

g =
1

1/(f+ + 1)
− 1

1/(f− + 1)
∈ L .
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Sea ahora f ∈ C∗(I), donde I es un intervalo abierto que contiene a x(X)
(x ∈ E). Definamos f1(t) = inf{|t − λ| : λ ∈ Ic} y f2(t) = f(t)f1(t), donde
Ic denota el complementario de I en R; podemos suponer Ic 6= ∅ porque
el caso I = R ya lo hemos tratado. Es fácil ver que f1 y f2 se extienden
continuamente a R, luego f1◦x, f2◦x ∈ E. Como x(ω) ∈ I para cada ω ∈ X,
tenemos

f1(x(ω)) = inf{|x(ω)− λ| : λ ∈ Ic} > 0 ⇒ f◦x =
f2◦x
f1◦x

∈ E .

Finalmente {f ∈ C(I) : f◦x ∈ E} coincide con C(I), pues dicho conjunto,
como antes L, hereda las propiedades de E, luego es un anillo uniformemente
cerrado y cerrado por inversión que contiene a C∗(I).

(iii)⇒(i) Componiendo con la función “valor absoluto”, que está definida
en todo intervalo abierto de R, obtenemos que E es un ret́ıculo y como conse-
cuencia que es un anillo. Ahora, si x ∈ E es tal que x(ω) 6= 0 para todo ω ∈ X,
entonces componiendo con la función ϕ(t) = 1

t de C((0,∞)) obtenemos que
1
x2 ∈ E, y por lo tanto 1

x = x 1
x2 ∈ E

Teorema 4.3.13. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada
por inversión, entonces τk

o = τ s
o = τm

o = τ b
o = τo.

Demostración. Supongamos que τk
o 6= τo, en cuyo caso, según el teorema

4.2.14, deben existir una seminorma reticular q sobre A y algún a ∈ A+ tales
que q((a− n)+) > 0 para todo n ∈ N. Entonces la función

t ∈ R 7−→ f(t) = sup
n

n

q((a− n)+)
(t− n)+ ∈ R

es continua, pues dado t0 ∈ R existe n ∈ N tal que t0 < n, y por tanto
f(t) = sup{ k

q((a−k)+)
(t−k)+ : 1 ≤ k ≤ n} para cada t del entorno (−∞, n) de

t0. Puesto que A es uniformemente cerrada y cerrada por inversión, podemos
aplicar el lema anterior a A vista como subálgebra de C(SpecA) (nótese que
A es real-semisimple en virtud del corolario 2.3.10), y obtenemos

b = f◦a =
∨
n

n

q((a− n)+)
(a− n)+ ∈ A .

Finalmente, q(b) ≥ n
q((a−n)+)

q((a − n)+) = n para todo n ∈ N, lo cual es
absurdo.
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Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente importante resultado
debido a Feldman y Porter [19]:

Corolario 4.3.14. Si X es un espacio topológico completamente regular, en-
tonces (C(X), τo) = Ck(υX). Como consecuencia, X es realcompacto si y sólo
si en C(X) coinciden la topoloǵıa del orden y la topoloǵıa de la convergencia
compacta.

Demostración. Sea C(X) → C(υX), f 7→ fυ, la representación de Riesz de
la Φ-álgebra C(X), que es un morfismo de l-álgebras; como X es denso en
υX y cada fυ extiende a f , concluimos que dicha representación es un l-
isomorfismo (consúltese la sección 1.3 para verificar las afirmaciones hechas).
Para obtener la igualdad topológica (C(X), τo) = Ck(υX), basta aplicar el
teorema 4.3.13 teniendo en cuenta que C(X) es una Φ-álgebra uniformemente
cerrada y cerrada por inversión.

Ahora, si X es realcompacto entonces X = υX y por lo tanto τk
o = τo

es la topoloǵıa de la convergencia compacta de C(X). Rećıprocamente, si
(C(X), τo) = Ck(X) entonces

X = Spect Ck(X) = Spect(C(X), τo) = SpecR C(X) = υX

y por lo tanto X es realcompacto (para ver la penúltima de las anteriores
igualdades, téngase en cuenta que todo morfismo de álgebras de C(X) en R
conserva el orden (2.3.4) y por lo tanto es continuo para τo (4.2.4)).

El siguiente resultado fue probado independientemente por Nachbin [53]
y Shirota [66], y caracteriza los espacios realcompactos en términos de la
topoloǵıa de la convergencia compacta.

Teorema 4.3.15. Si X es un espacio completamente regular Hausdorff, en-
tonces Ck(X) es bornológico si y sólo si X es realcompacto.

Demostración. Si X es realcompacto, entonces Ck(X) = (C(X), τo) y basta
aplicar el lema 4.3.6 para concluir que Ck(X) es bornológico.

Supongamos ahora que Ck(X) es bornológico. Si existe x0 ∈ υX \ X,
entonces la forma lineal Ck(X) → R, f 7→ fυ(x0), no es continua, y por lo
tanto existe un conjunto acotado B en Ck(X) y existe una sucesión {fn}n ⊆ B
tal que fυ

n (x0) → ∞. Si para cada n ∈ N definimos Vn = {x ∈ υX : fυ
n (x) >

fυ
n (x0)− 1}, entonces

⋂
n Vn es un conjunto Gδ de υX que es no vaćıo porque

x0 está en él, y por lo tanto (
⋂

n Vn) ∩X 6= ∅ (véase la proposición 1.3.7 (i)).
Dado x ∈ (

⋂
n Vn) ∩ X tenemos fn(x) → ∞, lo cual es una contradicción

porque la forma lineal Ck(X) → R, f 7→ f(x) es continua.
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La última parte de este caṕıtulo la dedicaremos a dar una caracterización
del álgebra topológica Ck(X) con X un kr-espacio realcompacto (véase en
3.2.16 la definición de “álgebra topológica regular”). Comenzaremos dando
unas importantes propiedades de las Φ-álgebras uniformemente cerradas.

Lema 4.3.16. Si A es un álgebra topológica y es una Φ-álgebra uniforme-
mente cerrada, entonces A es regular.

Demostración. Dados a ∈ A y ω ∈ Spect A debe ser ω(a+) = 0 ú ω(a−) = 0
porque a+a− = 0, es decir, ω(a) = ω(a+) ú ω(a) = −ω(a−); como en virtud
del lema 2.3.4 tenemos que ω es un morfismo de l-álgebras concluimos que se
satisface: ω(a) > 0 si y sólo si ω(a+) 6= 0.

Ahora, si para cada a ∈ A denotamos por coz(a) el complementario de
(a)0 = {ω ∈ Spect A : ω(a) = 0} en Spect A, entonces debemos probar que una
base de abiertos en Spect A es la colección {coz(a) : a ∈ A}. Por definición de
la topoloǵıa de Gelfand, una base de abiertos en Spect A está formada por las
intersecciones finitas de conjuntos de la forma {ω ∈ Spect A : ω(a) ∈ (α, β)}
con a ∈ A y α, β ∈ R; tenemos

α < ω(a) < β ⇐⇒ ω(a− α) > 0 y ω(β − a) > 0
⇐⇒ ω((a− α)+) 6= 0 y ω((β − a)+) 6= 0 ,

es decir {ω ∈ Spect A : ω(a) ∈ (α, β)} = coz((a− α)+) ∩ coz((β − a)+). Para
concluir la demostración es suficiente tener en cuenta que, dados a1, . . . , an ∈
A, se satisface coz(a1) ∩ · · · ∩ coz(an) = coz(a1 · . . . · an).

Lema 4.3.17. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada por
inversión, entonces (A, τo) es un álgebra localmente m-convexa Hausdorff que
satisface:
(i) Spect(A, τo) = SpecRA = SpecA;
(ii) (A, τo) es regular y semisimple.

Demostración. Según el teorema 4.3.13, la topoloǵıa τk
o es localmente m-

convexa y τk
o = τo; además, τo es Hausdorff en virtud del lema 4.3.6. La

igualdad Spect(A, τo) = SpecRA se prueba razonando como en la última
parte de la demostración del corolario 4.3.14, y de ella se sigue inmediata-
mente que A es semisimple porque A es real-semisimple (2.3.10). La igualdad
SpecRA = SpecA es el corolario 2.3.5. Por último, en el lema 4.3.16 se ha
probado que (A, τo) es regular.
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Lema 4.3.18. Sea A una f-álgebra. Si el espacio localmente convexo (A, τo)
es completo, entonces A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada.

Demostración. Como τo es Hausdorff (por definición de topoloǵıa completa),
del corolario 4.1.12 se sigue que A+ es cerrado y que A es arquimediana.
Nos falta probar que A es uniformemente cerrada. Sea {an}n una sucesión
uniformemente de Cauchy en A. Sea U un 0-entorno para τo y sea λ > 0 tal
que [−1, 1] ⊆ λU ; si n0 ∈ N satisface |an−am| ≤ 1

λ cuando n, m ≥ n0, entonces
an − am ∈ [−1

λ , 1
λ ] ⊆ U si n,m ≥ n0. Esto prueba que {an}n es una sucesión

de Cauchy para τo y que por lo tanto existe a ∈ A tal que an → a en (A, τo).
Dado ε > 0, sea ν ∈ N tal que |an−am| ≤ ε si n,m ≥ ν; como las operaciones
de ret́ıculo son continuas para τo (Corolario 4.2.7), fijado n tenemos que la
sucesión

{|an − am|
}

m
converge a |an − a|, y como A+ es cerrado obtenemos

que |an−a| ≤ ε si n ≥ ν, lo cual prueba que A es uniformemente cerrada.

Teorema 4.3.19. Sea A una f-álgebra tal que el espacio localmente convexo
(A, τo) es completo. Son equivalentes:
(i) A es cerrada por inversión;
(ii) τo es localmente m-convexa.

Demostración. En virtud del lema 4.3.18 tenemos que A es una Φ-álgebra
uniformemente cerrada. Si A es cerrada por inversión entonces del lema 4.3.17
se sigue que τo es localmente m-convexa.

Supongamos ahora que τo es localmente m-convexa. Entonces (A, τo) es
un álgebra localmente m-convexa, estrictamente real y completa (2.3.3 (ii)),
e igual que en la demostración del lema 4.3.17 se prueba que Spect(A, τo) =
SpecRA. Aplicando 3.2.39 (i) concluimos que A es cerrada por inversión (véase
el ejemplo 3.2.22).

Observación 4.3.20. Dada una f -álgebra A, en el lema 4.3.17 se probó que si
A es arquimediana, uniformemente cerrada y cerrada por inversión entonces
τo es localmente m-convexa, y el teorema 4.3.19 afirma que el rećıproco es
cierto cuando τo es completa.

Teorema de Caracterización 4.3.21 (M-P-R [46]). Si A es una f-álgebra
dotada de una topoloǵıa localmente m-convexa, entonces A es l-isomorfa y
homeomorfa a Ck(X), con X un kr-espacio realcompacto, si y sólo si:
(i) A es bornológica y completa;
(ii) cada intervalo cerrado de A es acotado.
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Demostración. Si X es un kr-espacio realcompacto, entonces ya hemos visto
en los teoremas 3.3.16 y 4.3.15 que el álgebra localmente m-convexa Ck(X) es
bornológica y completa; además, es inmediato comprobar que en Ck(X) todo
intervalo cerrado es acotado.

Supongamos ahora que A es una f -álgebra dotada de una topoloǵıa lo-
calmente m-convexa, que es bornológica y completa, y para la que todo in-
tervalo cerrado es acotado. Del teorema 4.2.9 se sigue que la topoloǵıa de A
es la topoloǵıa del orden τo, por lo que del lema 4.3.18 y del teorema 4.3.19
obtenemos que A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada por in-
versión. Del lema 4.3.17 se sigue entonces que la representación espectral
A → C(SpecRA) es inyectiva y por lo tanto, identificando A con su imagen,
podemos suponer que A es una subálgebra de C(SpecRA) tal que, según el
teorema 4.3.13, la topoloǵıa de A es la inducida por la de Ck(SpecRA). Como
A separa puntos de SpecRA, el conocido teorema de Kakutani-Stone ase-
gura que A es densa en Ck(SpecRA), y como A es completa concluimos que
A = Ck(SpecRA). Para terminar, SpecRA es un espacio realcompacto, y debe
ser kr-espacio porque Ck(SpecRA) es completo (Teorema 3.3.16).

Teniendo en cuenta que todo espacio metrizable es bornológico, del teo-
rema 3.3.17 se sigue el siguiente caso particular del teorema anterior:

Teorema de Caracterización 4.3.22 (Pulgaŕın [58]). Si A es una f-
álgebra que está dotada de una topoloǵıa localmente m-convexa, entonces A
es l-isomorfa y homeomorfa a Ck(X) con X un k-espacio hemicompacto,
si y sólo si:
(i) A es de Fréchet;
(ii) cada intervalo cerrado de A es acotado.

Nota. En los dos últimos teoremas, la condición (i) implica que A es tonelada
y por lo tanto la condición (ii) “cada intervalo cerrado de A es acotado” puede
cambiarse por: “A es localmente sólida” (véase 4.1.14).



Caṕıtulo 5

Φ-Álgebras Topológicas

El resultado principal de este último caṕıtulo es una caracterización de la
Φ-álgebra localmente m-convexa Ck(X) con X un espacio topológico normal
Hausdorff. Para llegar a ese resultado, en la primera sección estudiamos dis-
tintas propiedades que pueden satisfacer los ideales cerrados de un álgebra
topológica, traduciéndolas a propiedades del espectro topológico y de la rep-
resentación espectral, y en la segunda sección, donde se establece el teorema
de caracterización mencionado, investigamos cuándo una topoloǵıa localmente
convexa sobre el álgebra C(X) es su topoloǵıa de la convergencia compacta.
En la tercera sección damos una versión del resultado principal en el caso nor-
mal y realcompacto. Puesto que X es realcompacto si y sólo si la topoloǵıa
de Ck(X) coincide con su topoloǵıa del orden, parece natural en este caso ex-
presar algunas de las hipótesis del teorema de caracterización en términos del
orden.

5.1 Ideales cerrados en un álgebra topológica

Véanse en 3.2.16 las nociones y notaciones que utilizaremos en lo que sigue.

5.1.1. Sea A un álgebra topológica y sea Spect A su espectro topológico. Para
cada subconjunto S de A tenemos en Spect A el conjunto cerrado (S)0 :=
{ω ∈ Spect A : a(ω) = 0 para todo a ∈ S} (donde a(ω) := ω(a)), y para
todo subconjunto Y de Spect A tenemos en A el ideal cerrado IY := {a ∈
A : a(ω) = 0 para todo ω ∈ Y }. De este modo, si denotamos I = {ideales
cerrados de A} y C = {subconjuntos cerrados de Spect A}, entonces tenemos

113
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las aplicaciones

I
h−→ C

I 7−→ (I)0
, C

k−→ I

F 7−→ IF

,

donde (A)0 = ∅ e I∅ = A; dados I ∈ I y F ∈ C, diremos que (I)0 son los
ceros del ideal I y que IF es el ideal asociado al cerrado F . Es fácil ver que
se satisfacen:
(a) I ⊆ I(I)0 y F ⊆ (IF )0 para cualesquiera I ∈ I y F ∈ C;
(b) si I1, I2 ∈ I tales que I1 ⊆ I2, entonces (I2)0 ⊆ (I1)0; como consecuencia,
de (a) se sigue que para todo F ∈ C se satisface IF = I(IF )0 ;
(c) si F1, F2 ∈ C tales que F1 ⊆ F2, entonces IF2 ⊆ IF1 ; como consecuencia,
de (a) se sigue la igualdad (I)0 = (I(I)0)0 para todo I ∈ I.

5.1.2. Sea A un álgebra topológica. Que A sea regular significa que los
conjuntos cerrados de Spect A son todos de la forma (I)0 con I ideal de A, es
decir, que la colección {(a)0 : a ∈ A} sea una base de cerrados de la topoloǵıa
de Spect A. Es claro entonces que el que A sea regular es equivalente a que A
separe puntos y cerrados en el siguiente sentido: dados en Spect A un cerrado
F y punto ω0 tales que ω0 /∈ F , existe a ∈ A tal que a(ω0) = 1 y a(ω) = 0
para todo ω ∈ F .

Lema 5.1.3. Un álgebra topológica A es regular si y sólo si se satisface alguna
de las siguientes afirmaciones equivalentes:
(i) k es inyectiva;
(ii) h es epiyectiva;
(iii) h◦k es la aplicación identidad de C.

Demostración. La condición (ii) es equivalente a que A sea regular: para cada
ideal I de A se satisface (I)0 = (Ī)0, donde Ī denota la clausura de I en A,
por lo tanto A es regular si y sólo si h es epiyectiva. La condición (iii) es
equivalente a que A separe puntos y cerrados: dado un cerrado F de Spect A,
como siempre se satisface F ⊆ (IF )0, será F = (IF )0 si y sólo si para cada
ω ∈ Spect A, ω /∈ F , existe a ∈ IF tal que a(ω) = 1. Como es inmediato
que (iii) implica (i), terminamos la demostración si vemos que (i) implica
(iii): para cada F ∈ C tenemos IF = I(IF )0 , de modo que si k es inyectiva se
satisface F = (IF )0.

5.1.4. Dado que será habitual que hagamos cociente de un álgebra topológica
por un ideal, es importante que en adelante se tenga en cuenta lo que digamos
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a continuación. Si A es un álgebra topológica e I es un ideal propio de A,
hemos dotado el álgebra cociente A/I con la más fina topoloǵıa para la cual
A/I es un álgebra topológica y el morfismo de paso al cociente π : A → A/I
es continuo (véase 3.2.4). Cuando A es un álgebra localmente m-convexa esta
topoloǵıa coincide con la topoloǵıa cociente (véase 3.2.14), en cuyo caso, de las
propiedades de la topoloǵıa cociente y de la conocida correspondencia entre
los ideales de A que contienen a I y los ideales de A/I, se sigue que existe una
biyección entre los ideales cerrados de A que contienen a I y los ideales cerrados
de A/I. Si A no es localmente m-convexa esta biyección puede no existir.
En cualquier caso, śı existe una correspondencia biuńıvoca entre los ideales
maximales reales cerrados de A que contienen a I y los ideales maximales
reales cerrados de A/I, esto es, un morfismo de álgebras ω : A/I → R es
continuo si y sólo si es continua la composición ω◦π : A → R.

Proposición 5.1.5. Sea A un álgebra topológica. Tenemos:
(i) dado un ideal propio I de A, Spect(A/I) = (I)0 (igualdad topológica)

y A/I es regular si lo es A;
(ii) A/IF es semisimple para todo cerrado no vaćıo F de Spect A.

Demostración. El apartado (i) se sigue de la funtorialidad del espectro topológico.
Si f : A → B es un morfismo de álgebras topológicas, entonces la aplicación
f∗ : Spect B → Spect A, ω 7→ ω◦f , es continua, y el morfismo natural “com-
poner con f∗ ” hace que el cuadrado

A −−−−→ C(Spect A)

f
y

y◦f∗

B −−−−→ C(Spect B)

sea conmutativo, porque para cada a ∈ A se satisface a◦f∗ = f(a) (esto es, el
elemento a representado como función sobre Spect A y compuesto con f∗ es
igual a la representación de f(a) como función sobre Spect B). Como conse-
cuencia, si el morfismo f es epiyectivo, entonces la aplicación f∗ es inyectiva
y la topoloǵıa de Spect B es la topoloǵıa inicial de f∗ (es decir, f∗ hace de
Spect B un subespacio topológico de Spect A). Como caso particular de lo
anterior, es claro que la igualdad conjuntista Spect(A/I) π∗= (I)0 mencionada
en 5.1.4 es también igualdad topológica; además, es fácil ver que la topoloǵıa
de Zariski de Spect A induce sobre Spect(A/I) su topoloǵıa de Zariski, por lo
que concluimos que A/I es regular cuando lo es A.
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Veamos (ii). El ideal IF es propio porque F es no vaćıo, y como F ⊆
(IF )0, por (i) tenemos Spect(A/IF ) 6= ∅. Ahora, los ideales maximales reales
cerrados de A/IF se corresponden con los ideales maximales reales cerrados
de A que contienen a IF , y como la intersección de estos últimos es I(IF )0 = IF

concluimos que A/IF es semisimple.

Corolario 5.1.6. Si A es un álgebra topológica regular, entonces para cada
cerrado no vaćıo F de Spect A se satisface que A/IF es un álgebra topológica
regular y semisimple cuyo espectro topológico es F .

Definición 5.1.7. Diremos que un álgebra topológica A tiene la propiedad I1
si todo ideal cerrado propio de A es intersección de ideales maximales reales
cerrados, es decir, si la aplicación k : C → I es epiyectiva.

Lema 5.1.8. Un álgebra topológica A tiene la propiedad I1 si y sólo si se
satisface alguna de las siguientes afirmaciones equivalentes:
(i) k es epiyectiva;
(ii) h es inyectiva;
(iii) k◦h es la aplicación identidad de I.

Demostración. (i)⇒(iii) Dado I ∈ I existe F ∈ C tal que I = IF , de modo
que F ⊆ (IF )0 = (I)0 y por lo tanto I(I)0 ⊆ IF = I; como según lo dicho en
5.1.1 siempre se satisface la otra inclusión, concluimos que I(I)0 = I.

(iii)⇒(ii) Es trivial.
(ii)⇒(i) Dado I ∈ I tenemos (I)0 = (I(I)0)0 (véase 5.1.1 (c)), de modo que

si h es inyectiva debe ser I = I(I)0 , es decir, I es la imagen por k del cerrado
(I)0.

Corolario 5.1.9. Un álgebra topológica A es regular y tiene la propiedad I1,
si y sólo si, las aplicaciones h y k establecen una biyección entre los ideales
cerrados de A y los subconjuntos cerrados de Spect A.

Ejemplo 5.1.10. Sea X un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff, en cuyo caso sabemos que Spect Ck(X) = X (Proposición 3.3.10). Del
teorema 3.3.8 se sigue que Ck(X) es regular y tiene la propiedad I1.

Observación 5.1.11. Sea A un álgebra topológica. Si A es semisimple (lo
cual implica que el espacio topológico Spect A es no vaćıo), entonces el ideal
0 de A es cerrado y por tanto A es Hausdorff. El rećıproco es válido cuando
A tiene la propiedad I1: si A es Hausdorff y tiene la propiedad I1, entonces
el ideal 0 debe ser intersección de ideales maximales reales cerrados, en cuyo
caso Spect A 6= ∅ y A es semisimple.
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Aunque en los enunciados de los resultados se especificarán claramente las
hipótesis de los espacios topológicos que aparecerán en ellos, en los comentarios
que siguen supondremos, para simplificar, que X es un espacio topológico
completamente regular Hausdorff.

Como ya dijimos al comienzo de este caṕıtulo, estamos interesados en la
caracterización del álgebra topológica Ck(X) cuando X es normal; por este
motivo, seguidamente expresaremos la normalidad de X en términos de los
ideales cerrados de Ck(X).

Definiciones 5.1.12. Sea A un álgebra topológica. Diremos que A tiene la
propiedad I3 si en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea densa y
propia. Diremos que A es normal si separa cerrados de Spect A en el siguiente
sentido: si F, G son cerrados no vaćıos y disjuntos de Spect A, entonces existe
a ∈ A tal que a(ω) = 0 para todo ω ∈ F y a(ω) = 1 para todo ω ∈ G.

Es claro que si A es normal entonces A es regular, y el lema de Urysonh
afirma que X es normal si y sólo si Ck(X) es normal.

Lema 5.1.13. Si X es un espacio topológico completamente regular Haus-
dorff, entonces Ck(X) es normal si y sólo si tiene la propiedad I3.

Demostración. Supongamos que Ck(X) es normal y sean I y J ideales cerrados
de A tales que I + J es denso, en cuyo caso tenemos (I + J)0 = ∅. Si F y G
son cerrados de X tales que I = IF y J = IG, entonces F ∩G = (I)0 ∩ (J)0 =
(I + J)0 = ∅ y por lo tanto existe f ∈ Ck(X) tal que f(F ) = 0 y f(G) = 1;
como f ∈ I, g = 1− f ∈ J y f + g = 1, debe ser I + J = Ck(X).

Rećıprocamente, supongamos que Ck(X) satisface la propiedad I3 y sean
F y G cerrados no vaćıos y disjuntos de X. Tenemos (IF +IG)0 = F ∩G = ∅,
por lo que IF + IG no está contenido en ningún ideal maximal real cerrado de
Ck(X); como, según 3.2.38 (i), todo ideal no denso de Ck(X) está contenido en
algún ideal maximal real cerrado, obtenemos que IF + IG es denso y por lo
tanto IF + IG = C(X), es decir, existen f ∈ IF y g ∈ IG tales que f + g = 1;
es claro que f(F ) = 0 y f(G) = 1.

Observación 5.1.14. Para un álgebra topológica A no es cierta, en general, la
equivalencia del anterior lema. Nótese que en su demostración se ha utilizado
que Ck(X) tiene la propiedad I1, que es regular, y que cada ideal no denso
suyo está contenido en algún ideal maximal real cerrado.

Lo dicho en el anterior párrafo justifica la siguiente definición, y un análisis
de la demostración del último lema hace que sea inmediata la demostración
del teorema posterior, que generaliza al mencionado lema.
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Definición 5.1.15. Sea A un álgebra topológica. Diremos que A tiene la
propiedad I2 si todo ideal no denso suyo está contenido en algún ideal maximal
real cerrado.

Es claro que si A tiene la propiedad I1 entonces A tiene la propiedad
I2. Según el teorema 3.2.38 (i), toda álgebra localmente m-convexa Hausdorff
racional (en particular Ck(X)) tiene la propiedad I2.

Teorema 5.1.16. Para toda álgebra topológica A tenemos:
(i) si A es normal y tiene la propiedad I1, entonces A tiene la propiedad I3;
(ii) si A es regular y tiene las propiedades I2 e I3, entonces A es normal.
Como consecuencia, si A es regular y tiene la propiedad I1 (esto es, si hay una
biyección entre los subconjuntos cerrados de Spect A y los ideales cerrados de
A), entonces A es normal si y sólo si A tiene la propiedad I3.

Observación 5.1.17. Si A es un álgebra topológica con la propiedad I2,
entonces es claro que todo ideal maximal cerrado de A es real (como ocurre
en Ck(X)), es decir, las nociones “ideal maximal real cerrado” e “ideal maximal
cerrado” son equivalentes en A.

En el siguiente lema queda reflejado el buen comportamiento al pasar al
cociente de todas las propiedades que hemos definido (recuérdese lo dicho en
5.1.4):

Lema 5.1.18. Sea I un ideal propio de un álgebra topológica A. Tenemos:
(i) si A es regular, entonces A/I es regular;
(ii) si A es normal, entonces A/I es normal;
(iii) si A tiene la propiedad I1, entonces A/I tiene la propiedad I1;
(iv) si A tiene la propiedad I2, entonces A/I tiene la propiedad I2;
(v) si A es localmente m-convexa y tiene la propiedad I3, entonces A/I tiene

la propiedad I3.

Demostración. Denotemos por π : A → A/I el morfismo de paso al cociente.
El apartado (i) se probó en la proposición 5.1.5 (i), donde también se vió que
el espectro topológico de A/I es el subespacio topológico (I)0 de Spect A,
y que la función que π(a) ∈ A/I (a ∈ A) define sobre Spect(A/I) es la
restricción a (I)0 de la función que a define sobre Spect A. En particular,
dado un cerrado C de Spect A contenido en (I)0, si IC = {a ∈ A : a(C) = 0}
y JC = {π(a) ∈ A/I : π(a)(C) = 0}, entonces tenemos JC = π(IC).

Supongamos que A es normal, esto es, que para cada par de cerrados
disjuntos F, G de Spect A se satisface IF +IG = A. Si ahora F, G son cerrados
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disjuntos de (I)0 tenemos JF + JG = π(IF ) + π(IG) = π(IF + IG) = π(A) =
A/I. Por lo tanto A/I es normal.

Supongamos que A tiene la propiedad I1. Si J es un ideal cerrado propio
de A/I, entonces π−1(J) es un ideal cerrado propio de A y por lo tanto existe
un cerrado C en Spect A tal que IC = π−1(J); nótese que C ⊆ (I)0 porque
I ⊆ IC . Tenemos JC = π(IC) = π(π−1(J)) = J , de modo que A/I tiene la
propiedad I1.

Supongamos que A tiene la propiedad I2. Sea J un ideal no denso de A/I
y denotemos I0 = π−1(J). Por la continuidad de π tenemos π(Ī0) ⊆ π(I0) =
J̄ 6= A/I, y por tanto I0 no es denso en A. Entonces existe un ideal maximal
real cerrado M en A tal que I0 ⊆ M , y como I ⊆ I0 concluimos que π(M)
es un ideal maximal real cerrado de A/I que contiene a J , lo que prueba que
A/I tiene la propiedad I2.

Por último, supongamos que A es localmente m-convexa y que A/I no tiene
la propiedad I3, y veamos que entonces A no tiene la propiedad I3. Existen
ideales cerrados J1, J2 en A/I tales que J1 + J2 6= A/I y J1 + J2 = A/I. Si
denotamos I1 = π−1(J1), I2 = π−1(J2), entonces I1 e I2 son ideales cerrados
de A tales que I1 + I2 6= A. Como el álgebra A/I está dotada de su topoloǵıa
cociente y I1 + I2 es un ideal cerrado de A que contiene a I, tenemos que
π(I1 + I2) es un ideal cerrado de A/I, y como π(I1 + I2) contiene a J1 + J2

debe ser A/I = J1 + J2 ⊆ π(I1 + I2), es decir, I1 + I2 = A.

5.1.19. Dada un álgebra topológica A tal que Spect A 6= ∅, nos planteamos
la cuestión de expresar en términos de ideales cerrados el que se satisfaga la
siguiente propiedad (que cuando A = Ck(X) es bien conocida): un elemento
a ∈ A es invertible si y sólo si a(ω) 6= 0 para todo ω ∈ Spect A. Puesto que
“ a(ω) 6= 0 para todo ω ∈ Spect A ” significa “ a no pertenece a ningún ideal
maximal real cerrado de A ”, es claro cómo probar el siguiente lema (véase la
demostración de 3.2.39 (i)):

Lema 5.1.20. Sea A un álgebra topológica con la propiedad I2 y tal que
Spect A 6= ∅. Son equivalentes:
(i) en A no existen ideales principales que sean propios y densos;
(ii) a ∈ A es invertible si y sólo si a(ω) 6= 0 para todo ω ∈ Spect A.

5.1.21. Consideremos ahora la representación espectral A → C(Spect A) de un
álgebra topológica A, e investiguemos cuándo es continua si consideramos el
álgebra C(Spect A) dotada de su topoloǵıa de la convergencia compacta. Según
el corolario 3.3.12, para cada subconjunto compacto K de Spect A tenemos
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que {f ∈ C(Spect A) : 0 /∈ f(K)} es un abierto de Ck(Spect A), de modo que si
denotamos SK = {a ∈ A : 0 /∈ a(K)} y la representación espectral es continua,
entonces SK es un abierto de A. Se satisface:

Proposición 5.1.22. Sea A un álgebra topológica cuya topoloǵıa es localmente
convexa. Son equivalentes:
(i) la representación espectral de A es continua;
(ii) SK es abierto para todo compacto K de Spect A.

Demostración. Según lo dicho antes de esta proposición, sólo debemos demostrar
que (ii) implica (i), aśı que supongamos que se satisface (ii). Dado un com-
pacto K de Spect A y dado ε > 0, debemos probar que U = {a ∈ A : |a(ω)| < ε
para todo ω ∈ K} es un entorno de 0. Como SK es un entorno abierto de
ε ∈ A, si V = SK − ε entonces W = V ∩ (−V ) es un entorno de 0, y es claro
para todo a ∈ W se satisface ±ε /∈ a(K). Si W ′ es un entorno convexo de
0 contenido en W , entonces W ′ ⊆ U , ya que cada ω ∈ K es una aplicación
continua de A en R que aplica el conjunto conexo W ′ en un intervalo de R
que contiene a 0 y no contiene a ±ε.

Si queremos dar un enunciado de la anterior proposición en términos de
los ideales cerrados del álgebra topológica, esto es, sin hacer referencia a los
subconjuntos compactos del espectro topológico, entonces necesitamos car-
acterizar de algún modo dichos compactos. Veamos primero qué ocurre en
las álgebras de funciones continuas e intentemos después generalizar dicha
situación para un álgebra topológica arbitraria.

Lema 5.1.23. Sea X un espacio topológico completamente regular Hausdorff
y sea C un subconjunto cerrado de X. Son equivalentes:
(i) C es compacto;
(ii) cada ideal maximal de Ck(X) que contiene a IC es cerrado (y por lo tanto

real ).

Demostración. Para C = ∅ se satisfacen trivialmente (i) y (ii), aśı que hag-
amos la demostración en el caso C 6= ∅, esto es, cuando el ideal IC es propio.

Supongamos en primer lugar que C es compacto. Hay un isomorfismo
natural Ck(X)/IC = Ck(C) de álgebras topológicas, siendo el morfismo de
paso al cociente Ck(X) → Ck(X)/IC igual al morfismo de restricción Ck(X) →
Ck(C) (véase 3.3.2). Como los ideales maximales de Ck(X) que contienen a
IC se identifican con los ideales maximales de Ck(X)/IC , y además por dicha
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identificación los ideales cerrados se corresponden, para obtener (ii) basta
tener en cuenta que todo ideal maximal de Ck(C) es cerrado (Teorema 3.3.11).

Supongamos ahora que cada ideal maximal de Ck(X) que contiene a IC es
cerrado. Según el lema 5.1.18 (i), Ck(X)/IC es regular porque lo es Ck(X), de
modo que la topoloǵıa de C = Spect(Ck(X)/IC) coincide con la inducida por
la topoloǵıa de Zariski de Specm(Ck(X)/IC); puesto que en Ck(X) todo ideal
maximal cerrado es real obtenemos Spect(Ck(X)/IC) = Specm(Ck(X)/IC), y
por lo tanto C es compacto.

5.1.24. Dados un álgebra topológica A y un cerrado no vaćıo C de su espectro
topológico (el caso vaćıo es trivial), la cuestión que surge ahora es cuándo la
equivalencia del lema anterior es cierta para el cerrado C, esto es, cuándo son
equivalentes las condiciones “C es compacto ” y “ cada ideal maximal de A
que contiene a IC es real y cerrado ”. Analizando la demostración del último
lema es fácil ver que si A es regular entonces es cierto que (ii) implica (i). Sin
embargo, para que sea cierto que (i) implica (ii) necesitaremos añadir algunas
hipótesis.

Nótese que A/IC es semisimple y que sus ideales maximales (ideales max-
imales reales cerrados) están en correspondencia con los ideales maximales
(ideales maximales reales cerrados) de A que contienen a IC , por lo que si nos
fijamos en el caso particular C = Spect A, entonces podemos suponer que A es
semisimple y la cuestión planteada la enunciamos con la siguiente pregunta:
¿es cierto que si Spect A es compacto entonces todo ideal maximal de A es real
y cerrado?, es decir, ¿si Spect A es compacto entonces se satisface la igualdad
conjuntista Spect A = Specm A? Es claro que si encontramos hipótesis sobre
A que impliquen que Specm A sea una compactificación de Spect A, entonces
bajo dichas hipótesis tendremos una respuesta afirmativa a la última pregunta,
y si además dichas hipótesis se conservan para los cocientes de la forma A/IC ,
entonces tendremos una respuesta afirmativa para el caso general.

Investiguemos cómo debe ser A, además de semisimple, para que Specm A
sea una compactificación de Spect A, esto es, para que se satisfagan: (i) la
topoloǵıa de Spect A es la inducida por la de Zariski de Specm A; (ii) Spect A
es un subconjunto denso de Specm A; (iii) Specm A es Hausdorff. La propiedad
(i) es la definición de que A sea regular, y como A es semisimple la propiedad
(iii) es equivalente a que A sea de Gelfand (véase el teorema 2.3.16), esto es,
que cada ideal primo de A esté contenido en un único ideal maximal; por
último, dado un subconjunto Z de Specm A, es fácil ver que Z es denso en
Specm A si y sólo si se satisface la igualdad ∩M∈ZM = radJ A (= radical
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de Jacobson de A, véase 2.3.1), y por lo tanto Spect A es denso en Specm A
porque A es semisimple.

Como los cocientes de la forma A/IC son semisimples (aunque no lo sea A,
véase la proposición 5.1.5 (ii)), concluimos que las hipótesis que necesitamos
son ser “regular” y “Gelfand”, propiedades que se conservan al hacer cociente
por un ideal cualquiera.

Teorema 5.1.25. Sea A un álgebra topológica regular y de Gelfand. Para
todo cerrado no vaćıo C de Spect A se satisface que Specm(A/IC) es una
compactificación de Spect(A/IC). Como consecuencia son equivalentes:
(i) C es compacto;
(ii) cada ideal maximal de A que contiene a IC es real y cerrado.

Demostración. Se ha hecho a lo largo de la discusión 5.1.24.

Definición 5.1.26. Diremos que un ideal I de un álgebra topológica A es un
C-ideal, si I es cerrado y todo ideal maximal de A que contiene a I es real y
cerrado.

5.1.27. Sea A un álgebra topológica regular y de Gelfand.
Si cada ideal cerrado propio de A es intersección de ideales maximales

reales cerrados (propiedad I1), entonces hay una correspondencia biuńıvoca
entre los ideales cerrados de A y los subconjuntos cerrados de Spect A; como
consecuencia, el último teorema establece una biyección entre los C-ideales de
A y los subconjuntos compactos de Spect A.

En general, habrá más ideales cerrados en A que los de la forma IF con
F cerrado de Spect A, y por tanto pueden existir C-ideales que no estén en la
familia {IK : K compacto de Spect A}. En cualquier caso, si I es un C-ideal
de A entonces (I)0 es compacto, pues I(I)0 también es un C-ideal porque se
satisface la inclusión I ⊆ I(I)0 .

Ya estamos en condiciones de dar una versión de la proposición 5.1.22
es términos de ideales cerrados. Para cada ideal propio I de un álgebra A,
πI : A → A/I será el morfismo de paso al cociente y (A/I)−1 denotará el
conjunto de los elementos invertible de A/I.

Teorema 5.1.28. Sea A un álgebra topológica regular y de Gelfand cuya
topoloǵıa es localmente convexa. La representación espectral de A es continua
si y sólo si para todo C-ideal propio I de A se satisface que π−1

I

(
(A/I)−1

)
es

abierto en A.
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Demostración. Si I es un C-ideal propio de A y denotamos K = (I)0, entonces
π−1

I ((A/I)−1) = {a ∈ A : a(ω) 6= 0 para todo ω ∈ K} = SK . En efecto, dado
a ∈ A, πI(a) es invertible en A/I si y sólo si π(a) no está contenido en ningún
ideal maximal de A/I, si y sólo si a no está contenido en ningún ideal maximal
de A que contenga a I, si y sólo si a no está contenido en ningún ideal maximal
real cerrado de A que contenga a I, si y sólo si a ∈ SK .

Después de lo dicho en el párrafo anterior, la demostración se sigue de
aplicar la proposición 5.1.22 sin más que tener en cuenta, según 5.1.25 y
5.1.27, que si I es un C-ideal de A entonces (I)0 es compacto, y que si C es
un subconjunto compacto de Spect A entonces IC es un C-ideal.

5.2 Caracterización de Ck(X) con X normal

Como paso previo para obtener el resultado anunciado al comienzo de este
caṕıtulo, vamos a caracterizar la topoloǵıa de la convergencia compacta sobre
C(X) cuando X es normal. Para esto último utilizaremos sin demostrar los
dos próximos teoremas (véase en 1.2.11 la noción de “S1-separación”).

Teorema 5.2.1 (Tietze [68]). Sea X un espacio topológico completamente
regular Hausdorff y sea E un subespacio vectorial de C∗(X) que contiene a
las funciones constantes. Si E S1-separa cerrados de X, entonces E es uni-
formemente denso en C∗(X).

Definición 5.2.2. Dada una función continua f definida sobre un espacio
topológico X, llamaremos soporte de f a la clausura del abierto coz(f).

Teorema 5.2.3 (Bade-Curtis [8]). Sean K un espacio topológico compacto
Hausdorff y ‖ ‖ una m-norma sobre C(K), y denotemos por O la familia de
los abiertos U de K para los que existe λ > 0 satisfaciendo:

‖f‖ ≤ λ‖f‖∞‖g‖∞
para todo f, g ∈ C(K) tal que K \ U ⊆ (f)0 ∩ (g)0 y fg = f . Si O =

⋃
U∈O U

y F = K \ O, entonces F es finito (ó vaćıo) y la inclusión (L(F), ‖ ‖∞) →
(C(K), ‖ ‖) es continua, donde L(F) = {f ∈ C(K) : f es constante en un
entorno de cada punto de F}.
Lema 5.2.4. Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff y sea ‖ ‖ una
m-norma sobre C(K). Dados f ∈ C(K), λ > 0 y U abierto de K, son equiva-
lentes las afirmaciones:



124 Caṕıtulo 5 Φ-Álgebras Topológicas

(i) si g ∈ C(K) es tal que K \ U ⊆ (f)0 ∩ (g)0 y fg = f , entonces
‖f‖ ≤ λ‖f‖∞‖g‖∞ ;

(ii) si supp(f) ⊆ U , entonces ‖f‖ ≤ λ‖f‖∞.

Demostración. Supondremos que f 6= 0, pues el caso f = 0 es trivial.
(i)⇒(ii) Si supp(f) ⊆ U , entonces supp(f) y K \ U son disjuntos y por

lo tanto existe g ∈ C(K) tal que g = 1 sobre supp(f), g = 0 sobre K \ U
y ‖g‖∞ = 1; en particular fg = f y K \ U ⊆ (f)0 ∩ (g)0. Aplicando (i)
obtenemos ‖f‖ ≤ λ‖f‖∞‖g‖∞ = λ‖f‖∞.

(ii)⇒(i) Sea g ∈ C(K) tal que fg = f y K \ U ⊆ (f)0 ∩ (g)0. Entonces

supp(f) = {x ∈ K : f(x) 6= 0} ⊆ {x ∈ K : g(x) = 1} ⊆ U .

Como además 1 ≤ ‖g‖∞, de (ii) obtenemos ‖f‖ ≤ λ‖f‖∞ ≤ λ‖f‖∞‖g‖∞.

Teorema 5.2.5 (Requejo [61]). Sea X un espacio topológico completamente
regular Hausdorff y sea ‖ ‖ una m-norma sobre C(X). Si para todo ideal
cerrado I en (C(X), ‖ ‖) existe un subconjunto cerrado C de X tal que I = IC ,
entonces X es compacto y (C(X), ‖ ‖) = Ck(X).

Demostración. Por una parte, de las hipótesis se sigue que todo ideal maxi-
mal cerrado de (C(X), ‖ ‖) es de la forma Ix para algún x ∈ X, por lo que
Spect(C(X), ‖ ‖) es de modo natural un subconjunto de X; es fácil ver que la
topoloǵıa de Spect(C(X), ‖ ‖) es la inducida por la de X (porque X es com-
pletamente regular). Por otra parte, sea x ∈ X y veamos que el ideal maximal
Ix es cerrado en Spect(C(X), ‖ ‖). Sea C el subconjunto cerrado de X que
satisface que IC es igual a la clausura del ideal ηx = {f ∈ C(X) : f se anula
en algún entorno de x}. Si C es vaćıo, entonces ηx es denso en (C(X), ‖ ‖)
y por lo tanto existe f ∈ ηx, f 6= 0, tal que ‖1 − f‖ ≤ 1/2. Si consideramos
g ∈ C(X) tal que g(x) 6= 0 y g = 0 sobre supp(f), entonces gf = 0 y por tanto

‖g‖ = ‖g(1− f)‖ ≤ ‖g‖‖1− f‖ ≤ 1/2‖g‖ ;

como consecuencia obtenemos g = 0, lo que es una contradicción. Luego C
debe ser no vaćıo. Además, si y ∈ X − {x} entonces y /∈ C porque existe
h ∈ ηx tal que h(y) 6= 0. Por lo tanto C = {x} y el ideal maximal Ix es
cerrado.

Hemos probado la igualdad Spect(C(X), ‖ ‖) = X, y como consecuencia
obtenemos que X es compacto y que la aplicación identidad (C(X), ‖ ‖) →
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Ck(X) (= representación espectral de (C(X), ‖ ‖)) es continua (véase el teo-
rema 3.2.41). Para terminar la demostración vamos a ver que, en este caso, el
conjunto F definido en el teorema 5.2.3 es vaćıo y por lo tanto L(F) = C(X).
Como consecuencia de dicho teorema resultará entonces que la aplicación iden-
tidad Ck(X) → (C(X), ‖ ‖) es continua.

Sea λ > 0 tal que ‖g‖ ≤ λ‖g‖∞ para toda g ∈ L(F). Con las notaciones
del teorema 5.2.3, si existe x ∈ F , entonces el abierto Ux = O ∪ {x} no
está en O, por lo que el lema 5.2.4 asegura que existe f ∈ C(X) tal que
x ∈ supp(f) ⊂ Ux, ‖f‖ > λ y ‖f‖∞ = 1. Sea α = f(x) y consideremos el
conjunto

H = α + ηx = {h ∈ C(X) : h = α en un entorno de x};
es claro que f está en la clausura de H porque Ix es la clausura de ηx y

f − α ∈ Ix. Sea {hn}n ⊂ H una sucesión tal que hn
‖ ‖−−→ f . Como los

cerrados supp(f) y F − {x} son disjuntos, existe h ∈ C(X) que se anula en
un entorno de F − {x} y que toma el valor 1 en un entorno de supp(f);

en particular tenemos hhn
‖ ‖−−→ hf = f , con lo que podemos suponer que

{hn}n ⊂ L(F) y por lo tanto ‖hn‖ ≤ λ‖hn‖∞ para todo n ∈ N. Ahora
bien, ‖hn‖∞ → ‖f‖∞ = 1 porque la aplicación (C(X), ‖ ‖) → Ck(X) es

continua, por lo que considerando gn = hn/‖hn‖∞ obtenemos gn
‖ ‖−−→ f .

Pero la sucesión {gn}n satisface ‖gn‖ ≤ λ para todo n, en contradicción con
‖f‖ > λ.

En todo lo que sigue, y siguiendo la notación utilizada en el caṕıtulo 3, la
topoloǵıa de Ck(X) la denotaremos por τk.

Teorema 5.2.6 (Requejo [61]). Sea X un espacio topológico normal Haus-
dorff y sea τ una topoloǵıa localmente m-convexa Hausdorff sobre C(X). Si
para cada ideal cerrado I de (C(X), τ) existe un subconjunto cerrado C en X
tal que I = IC , entonces τ ≤ τk.

Demostración. Hay que probar que la aplicación identidad Ck(X) → (C(X), τ)
es continua, esto es, que para cada m-seminorma continua (no nula) q :
(C(X), τ) → R el morfismo

Ck(X) → (C(X)/Nq, ‖ ‖q)

es continuo (véase 3.2.35 para la notación). Si C es el cerrado (no vaćıo)
de X tal que Nq = IC , entonces por ser X normal tenemos C(X)/Nq =
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C(X)/IC = C(C), con lo que terminamos la demostración si vemos que la
aplicación identidad

Ck(C) → (C(C), ‖ ‖q)

es continua (pues el morfismo de restricción Ck(X) → Ck(C) es continuo).
Veamos la igualdad Ck(C) = (C(C), ‖ ‖q) comprobando que el álgebra

topológica (C(C), ‖ ‖q) satisface las hipótesis del teorema 5.2.5. Si J es un
ideal cerrado de (C(C), ‖ ‖q), entonces π−1

q (J) es un ideal cerrado de (C(X), τ)
que contiene a IC . Por lo tanto existe un subconjunto cerrado D en X tal
que D ⊂ C y π−1

q (J) = ID. Esto es, existe un subconjunto cerrado D en C
tal que J = {g ∈ C(C) : g(D) = 0}.
Teorema 5.2.7. Sea X un espacio topológico normal Hausdorff y sea τ una
topoloǵıa localmente m-convexa Hausdorff sobre C(X) tal que:
(i) para cada ideal cerrado de (C(X), τ) existe un subconjunto cerrado C en

X tal que I = IC ;
(ii) SK = {f ∈ C(X) : 0 /∈ f(K)} es τ -abierto para todo subconjunto compac-

to K de X.
Entonces τ es la topoloǵıa de la convergencia compacta de C(X).

Demostración. Por una parte, en virtud del teorema anterior tenemos τ ≤ τk.
Por otra parte, dados ε > 0 y un subconjunto compacto K de X, razonando
como en la demostración de la proposición 5.1.22 se demuestra que el conjunto
{f ∈ C(X) : |f(x)| < ε para todo x ∈ K} es un entorno de 0 para τ , y como
consecuencia obtenemos τk ≤ τ .

Como al final de la sección anterior, dado un ideal propio I de un álgebra A,
πI denota el morfismo de paso al cociente A → A/I y (A/I)−1 es el conjunto
de los elementos invertibles de A/I.

Teorema de Caracterización 5.2.8 (M-P-R [47]). Sea A una Φ-álgebra
uniformemente cerrada dotada de una topoloǵıa localmente m-convexa Haus-
dorff. A es l-isomorfa y homeomorfa a Ck(X) para algún espacio topológico
normal y Hausdorff X, si y sólo si:
(i) todo ideal cerrado propio de A es intersección de ideales maximales

cerrados;
(ii) en A no existen ideales principales que sean propios y densos;
(iii) en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea propia y densa;
(iv) si I es un ideal cerrado propio de A tal que todo ideal maximal que

contiene a I es cerrado, entonces π−1
I ((A/I)−1) es abierto de A.
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Demostración. Si X es un espacio topológico normal y Hausdorff, entonces
hemos comprobado a lo largo de toda la primera sección de este caṕıtulo que
el álgebra localmente m-convexa Hausdorff Ck(X) satisface las condiciones (i),
(ii), (iii) y (iv); además, C(X) es una Φ-álgebra uniformemente cerrada .

Rećıprocamente, sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada dotada de
una topoloǵıa localmente m-convexa Hausdorff que satisface las propiedades
(i), (ii), (iii) y (iv). Dado que A es estrictamente real (Teorema 2.3.3), del
teorema 3.2.38 se sigue que A tiene la propiedad I2 y por lo tanto todo ideal
maximal cerrado de A es real; luego la condición (i) nos dice precisamente que
A tiene la propiedad I1, y en consecuencia Spect A 6= ∅ y A es semisimple
(véase la observación 5.1.11). Además, como A es regular (Lema 4.3.16), la
condición (iii) implica que A es normal (Teorema 5.1.16 (ii)).

Según el lema 2.3.4 la representación espectral A → C(Spect A) es un
morfismo de l-álgebras, aśı que identificando A con su imagen obtenemos
que A es una l-subálgebra uniformemente cerrada de C(Spect A) que separa
cerrados de Spect A. Entonces A∗ S1-separa cerrados de Spect A, pues si a ∈ A
es tal que a(F ) = 0 y a(G) = 1 (F y G cerrados disjuntos no vaćıos de Spect A),
entonces lo mismo sucede para |a|∧1 ∈ A∗. Del teorema 5.2.1 se sigue que A∗

es uniformemente densa en C∗(Spect A), y como A∗ es uniformemente cerrada
(por serlo A) concluimos que A∗ = C∗(Spect A). Ahora, si f ∈ C(Spect A)
entonces f1 = 1/(f+ + 1) y f2 = 1/(f− + 1) son funciones de A∗ que no se
anulan en ningún punto de Spect A y tales que f = 1/f1−1/f2. Pero según el
lema 5.1.20, la propiedad (ii) implica que 1/f1, 1/f2 ∈ A, de modo que f ∈ A
y concluimos que A = C(Spect A), es decir, la representación espectral de A
es un isomorfismo de l-álgebras.

Finalmente, veamos que la representación espectral de A es un homeomor-
fismo. De una parte, es claro que Spect A es normal, aśı que de la propiedad
(i) y del teorema 5.2.6 se sigue que la topoloǵıa de A es menos fina que la de
Ck(Spect A). De otra parte, puesto que A es un álgebra de Gelfand (Teorema
2.3.10 (i)), del teorema 5.1.28 se sigue que la propiedad (iv) es equivalente a
que la representación espectral de A sea continua, es decir, la topoloǵıa de A
es más fina que la de Ck(Spect A).

5.3 Caracterización de la topoloǵıa del orden

Como ya anunciamos al comienzo del caṕıtulo, en esta sección daremos una
versión del teorema 5.2.8 en el caso normal y realcompacto de modo que su
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enunciado esté expresado en términos del orden. La parte algebraica que
necesitamos para nuestro propósito la obtenemos con el próximo teorema.
Para completar el enunciado que buscamos, en el teorema 5.3.4 damos una
caracterización de la topoloǵıa del orden.

Teorema 5.3.1. Si A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada, entonces A
es l-isomorfa a C(X) para algún espacio topológico normal y realcompacto X
(en cuyo caso (A, τo) es además homeomorfa a Ck(X)), si y sólo si:
(i) A es cerrada por inversión;
(ii) (A, τo) es normal.

Demostración. Supongamos que A satisface (i) y (ii). Según el lema 4.3.17,
(A, τo) es un álgebra localmente m-convexa Hausdorff regular y semisimple,
y su espectro topológico es el espacio topológico realcompacto SpecRA, que
es también normal porque la condición (ii) significa que A separa cerrados
de SpecRA. Entonces, procediendo como en la demostración del teorema
5.2.8, es fácil ver que las condiciones (i) y (ii) implican que la representación
A → C(SpecRA) es un isomorfismo de l-álgebras.

Rećıprocamente, sea A = C(X) con X un espacio topológico normal y
realcompacto, en cuyo caso sabemos que A es una Φ-álgebra uniformemente
cerrada y cerrada por inversión. Según el teorema 4.3.13 se satisface la igual-
dad (A, τo) = Ck(X), luego (A, τo) es normal.

Lema 5.3.2. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada que es también
un espacio vectorial topológico. Si los intervalos cerrados de A son acotados,
entonces todo subconjunto cerrado de A es uniformemente cerrado.

Demostración. Sea F un subconjunto cerrado de A. Si {an}n es una sucesión
uniformemente de Cauchy en F y a ∈ A es el ĺımite uniforme de {an}n,
entonces tenemos que probar que a ∈ F . Sea V un 0-entorno en A. Existe
λ ∈ R+ tal que [−1, 1] ⊆ λV , es decir, [− 1

λ , 1
λ ] ⊆ V ; además existe algún

entero no negativo n tal que am − a ∈ [− 1
λ , 1

λ ] para todo m ≥ n. Por lo tanto
an → a para la topoloǵıa de A y concluimos que a ∈ F .

Corolario 5.3.3. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada que es también
un álgebra topológica. Supongamos que los intervalos cerrados de A son acota-
dos y que todo ideal maximal real de A es cerrado. Entonces, un ideal cerrado
propio I de A es un C-ideal si y sólo si la unidad de A/I es una unidad fuerte
de orden.
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Demostración. Según el lema anterior, el ideal I es uniformemente cerrado por
ser cerrado, de modo que del teorema 2.3.3 (vii) se sigue que I es un l-ideal y
tenemos la l-álgebra cociente A/I; además, de las proposiciones 2.3.23 y 2.3.26
se sigue que A/I es una Φ-álgebra uniformemente cerrada. Para terminar la
demostración basta tener en cuenta que, según el teorema 2.3.18, la unidad
de A/I es unidad fuerte de orden si y sólo si SpecR(A/I) = Specm(A/I).

Teorema 5.3.4. Sea A una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada por
inversión. Si τ es una topoloǵıa sobre A tal que (A, τ) es un álgebra localmente
m-convexa, entonces τ = τo si y sólo si:
(i) los intervalos cerrados de A son τ -acotados;
(ii) todo ideal maximal real de A es τ -cerrado;
(iii) si I es un ideal τ -cerrado propio de A tal que la unidad de A/I es una

unidad fuerte de orden, entonces π−1
I ((A/I)−1) es τ -abierto.

Demostración. Según el lema 4.3.17 tenemos que (A, τo) es un álgebra local-
mente m-convexa que es regular y satisface la condición (ii), y los intervalos
cerrados de A son acotados para τo por definición de topoloǵıa del orden.
Como además A es un álgebra de Gelfand (Teorema 2.3.10 (i)) y la repre-
sentación espectral de (A, τo) es continua (Teorema 4.3.13), concluimos que
τo satisface (iii) (Corolario 5.3.3 y Teorema 5.1.28).

Rećıprocamente, sea (A, τ) un álgebra localmente m-convexa satisfaciendo
las condiciones (i), (ii) y (iii). Por una parte, de la definición de τo se sigue
la desigualdad τ ≤ τo. Por otra parte, A es un álgebra de Gelfand y (A, τ)
es regular, aśı que del corolario 5.3.3 y del teorema 5.1.28 se sigue que la rep-
resentación espectral (A, τ) → Ck(Spect A) es continua; dado que, de acuerdo
con la condición (ii), se satisface la igualdad Spect A = SpecRA, aplicando el
teorema 4.3.13 obtenemos que τo es la topoloǵıa inicial definida en A por la
aplicación A → Ck(Spect A); por lo tanto τo ≤ τ .

Teorema de Caracterización 5.3.5 (M-P-R [48]). Sea A una Φ-álgebra
uniformemente cerrada y cerrada por inversión, dotada de una topoloǵıa local-
mente m-convexa. A es l-isomorfa y homeomorfa a Ck(X) para algún espacio
topológico normal y realcompacto X, si y sólo si:
(i) los intervalos cerrados de A son acotados;
(ii) todo ideal maximal real de A es cerrado;
(iii) si I es un ideal τ -cerrado propio de A tal que la unidad de A/I es una

unidad fuerte de orden, entonces π−1
I ((A/I)−1) es τ -abierto;

(iv) en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea propia y densa.
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Demostración. Después de todo lo dicho a lo largo de esta memoria, es claro
que si X es un espacio topológico normal y realcompacto, entonces Ck(X) es
una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cerrada por inversión dotada de una
topoloǵıa localmente m-convexa que se satisface (i), (ii), (iii) y (iv).

Supongamos ahora que A es una Φ-álgebra uniformemente cerrada y cer-
rada por inversión, dotada de una topoloǵıa localmente m-convexa para la que
se satisfacen las propiedades (i), (ii), (iii) y (iv). Del teorema anterior se sigue
que A está dotada de su topoloǵıa del orden, de modo que en virtud del coro-
lario 4.3.17 tenemos que A es Hausdorff y regular. Como A es estrictamente
real (Teorema 2.3.3), del teorema 3.2.38 se sigue que A tiene la propiedad I2,
y como por hipótesis A tiene la propiedad I3, el teorema 5.1.16 (ii) implica
que A es normal. Para terminar la demostración basta aplicar el teorema
5.3.1.
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