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Prefacio

1 poco tiempo de formularse la relatividad general en la segunda década

del siglo pasado, se advirtié6 que la teoria incorporaba, tal como era de
esperar, fenomenos de induccion gravitatoria; es decir, gravedad producida
por el movimiento de la fuente.

En similitud con el electromagnetismo, la constante que caracteriza
la inducciéon gravitacional es la constante universal de gravitacion G, divi-
dida por la velocidad de la luz al cuadrado; un valor tan pequefio que hace
que la gravedad inducida sea muy débil, motivo por el que se abandoné el
estudio de estos fenéomenos, ya que la tecnologia de las primeras décadas del
siglo XX era incapaz de detectarlos.

Los adelantos tecnologicos de final del siglo XX y los que previsiblemente
vendran en anos venideros, ha hecho pensar que se podra medir la induc-
cion gravitatoria en un futuro inmediato, lo que daria apoyo a una teoria,
que como la relatividad general, tiene escaso soporte experimental. Por esta
razon en los ultimos anos ha surgido un renovado interés en la investiga-
cion de la induccién gravitatoria, especialmente encaminada a idear expe-
rimentos que sean tecnolégicamente viables.

El estudio de la relatividad general se enfrenta con el problema de la
complejidad de sus ecuaciones, en especial por su caracter no lineal. No
obstante, en la mayoria de la situaciones que interesan, la gravedad es muy
débil, de tal forma que las ecuaciones relativistas pueden simplificarse. Dos
caminos se pueden seguir para ello: la teoria linealizada, que se obtiene
eliminando los términos no lineales de las ecuaciones de campo; y la teoria
débil, que desarrolla en serie de potencias el tensor métrico. Con una y otra
técnica se estudian en este libro los fenomenos de inducciéon gravitatoria.

La teoria linealizada de la relatividad general se puede plantear
vectorialmente, dando lugar a dos vectores de campo: el gravitoeléctrico y el
gravitomagnético; asi como a un conjunto de ecuaciones de campo que tie-
nen gran similitud con las ecuaciones de Maxwell, por esta razén se ha
extendido el término gravitoelectromagnetismo para referirse a la gravedad
inducida. Pero hay que ser precavido, porque ambos conjuntos de ecuaciones
se diferencian en aspectos muy significativos y sobre todo porque las leyes
de movimiento en electromagnetismo y en gravitoelectromagnetismo son
muy diferentes entre si. Es mas, algunos problemas, tales como las pertur-
baciones de orbitas de satélites, no pueden entenderse exclusivamente en
el marco del gravitoelectromagnetismo que se deriva de las ecuaciones
linealizadas, siendo necesario el concurso de la teoria débil para lograr su
entendimiento.
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Hay que advertir que hay dos tipos de fenémenos de induccién
gravitatoria: los que se derivan del gravitomagnetismo y los correspondien-
tes a la gravitoelectricidad. Muchos estudios se han realizado sobre los del
primer grupo, mientras que poca atencion han recibido los del segundo. En
principio ambos tipos de fenomenos son del mismo orden de magnitud; no
obstante, como en los experimentos disenados se toma como fuente de in-
duccidn la rotacion de la Tierra, resulta que los fenomenos gravitomagnéticos,
que dependen linealmente de la velocidad angular de rotacién terrestre, son
sensiblemente mas intensos que los gravitoeléctricos, que depende del cua-
drado de esa misma velocidad angular. En este libro hacemos incursion en
la induccion gravitoeléctrica, que en algunas situaciones especiales puede
alcanzar el mismo valor que la correspondiente induccion gravitomagnética.

Esta obra se divide en cuatro partes. La primera de ellas, que incluye
los capitulos 1, 2 y 3, es una introduccién donde se plantea la induccién
gravitatoria que podriamos llamar prerelativista. La segunda parte la com-
ponen los capitulos 4, 5 y 6, donde se desarrolla, en extenso, la teoria que
luego sera aplicada en situaciones concretas. Especial énfasis hemos pues-
to en la ecuacién de movimiento, que a nuestro juicio, no ha sido bien apli-
cada en el pasado.

La tercera parte del libro, que incluye los capitulos del 8 al 16, se cen-
tra en el estudio teérico de posibles experimentos para la detecciéon de la
induccién gravitatoria. Finalmente en el capitulo 17 hacemos una incur-
sién, un tanto especulativa, en el principio de Mach, aplicando las ecuaciones
del gravitoelectromagnetismo al conjunto del Universo.

Con este libro pretendemos primeramente, reunir los principales fe-
noémenos gravitoelectromagnéticos y en segundo lugar explicarlos de la for-
ma mas simple y pedagogica que hemos podido, perdiendo tal vez rigurosi-
dad pero ganando en profundidad fisica.

El estudio del gravitoelectromagnetismo sigue abierto y asi estara du-
rante muchos anos mas. Al igual ocurrira con el principio de Mach, del que
todavia no se puede asegurar que se encuentre o no incluido en la teoria
general de la relatividad.

El mundo de internet ha simplificado y universalizado el acceso a los
articulos cientificos. Por esta razén nos hemos limitado a poner al final de
cada capitulo una muy breve bibliografia, en la seguridad de que el lector
podra ampliar sin mas dificultad las fuentes documentales.

La totalidad de este libro se puede descargar libremente desde el por-
tal de bibliografia cientifica de la Fundacién Dialnet de la Universidad de La
Rioja, en la direccién http://dialnet.unirioja.es.

Wenceslao Segura Gonzalez
Almendralejo, febrero de 2013
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La mecanica de Newton

1.1 El espacio absoluto
Uno de los conceptos newtonianos que mas polémica ha generado es el espacio
absoluto. [1] Su creador lo entendia como un «escenario» inmutable y no afectado por
ningtn objeto exterior, donde evolucionan los cuerpos que interaccionan entre ellos
mediante fuerzas. Entendia el movimiento absoluto como el cambio de una posicién
absoluta (esto es, referida al espacio absoluto) a otra posicién absoluta.

Newton era consciente de que no se podia saber si existian cuerpos que estuvieran
enreposo absoluto, por lo que no se podia determinar la posicién absoluta mediante la
observacion.

Newton introdujo el concepto de espacio relativo. Esta idea se puede generar por
un proceso de abstraccién. [2] Supongamos una caja y admitamos que encierra un
espacio. Podemos imaginar que la caja aumenta ilimitadamente su tamafio, a la vez
que disminuye el grosor de sus paredes; hasta tal extremo que la caja (como objeto
material) desaparezca, pero en nuestra imaginacién permanece el espacio que antes
encerraba, de tal forma que podemos entender el espacio independiente de cualquier
cuerpo material.

Podemos suponer dos cajas, una en el interior de la otra. Cada una de ellas encierra
un determinado espacio. Supongamos que la caja menor se encuentra en movimiento
respecto a la mayor, entonces debemos admitir que el espacio de la caja pequefia se
encuentra en movimiento respecto al espacio de la caja mayor. Realizando el proceso
mental anterior, podemos extender el tamafio de las cajas y disminuir sus espesores,
hasta encontrarnos con dos espacios de tamanos infinitos, uno de ellos moviéndose
respecto al otro.

Entonces cabe imaginar infinitos espacios moviéndose entre si. Los espacios que
se mueven respecto al espacio absoluto reciben el nombre de espacios relativos.

Si tenemos un conjunto de cuerpos fijos entre si, podemos suponer que se encuen-
tran fijos respecto a un espacio relativo, o sea, que si medimos la posicién respecto a un
conjunto de cuerpos fijos entre si, estamos determinando su posicién respecto a un
espacio relativo. Por tanto, si bien no podemos determinar posiciones absolutas, si es
posible determinar posiciones relativas. No obstante, Newton entendia que era posible
determinar movimientos absolutos de rotacién, al venir caracterizados por la fuerza
centrifuga que es un efecto medible.
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2.1 Las leyes de Newton

La mecanica clasica se fundamenta en las conocidas tres leyes de Newton. Hay que
entender que estas leyes son vélidas para observadores que se encuentran en reposo
absoluto. No obstante, existen espacios relativos donde también son validas las tres
leyes de la mecanica. Son aquellos que tienen un movimiento uniforme y rectilineo
respecto al espacio absoluto, segtin afirma el quinto corolario de la teoria de Newton.
3]

Newton formul6 la segunda ley de una forma similar a como ahora se conoce,
indicando que la fuerza aplicada a un cuerpo produce una aceleraciéon proporcional y
de la misma direccién y sentido que la fuerza.

También defini6 la «vis insita» (lo que hoy entendemos como fuerza de inercia)
utilizando las siguientes palabras: «La vis insita, o fuerza innata de la materia, es el
poder de resistir, por el cual cada cuerpo, en tanto lo que él puede, continua en su
presente estado, ya sea de reposo o de movimiento uniforme en linea recta.» Agregé que
esta fuerza es proporcional a la masa del cuerpo. Si nos limitamos a lo contenido en
esta definicion, habria que pensar que Newton consideraba que la fuerza de inercia
acttia siempre y cuando el cuerpo se encuentre acelerado y tiene sentido opuesto a la
fuerza externa aplicada, que es la responsable de la aceleracién del cuerpo. Sin embar-
g0, no relacioné este concepto con la segunda ley, quedando algo confuso el significa-
do de la fuerza de inercia. *

Por la definicién newtoniana de «vis insita» cabe interpretar que es el cuerpo acele-
rado el que acttia sobre si mismo, aplicindose la fuerza de inercia. No obstante, como
esta fuerza sélo se ejerce sobre cuerpos acelerados respecto al espacio absoluto, puede
entenderse que es el espacio absoluto el que aplica la fuerza de inercia; como una
especie de fuerza de contacto. A las fuerzas de inercia no le es aplicable la ley de accién
y reaccion. Puede que el espacio absoluto actte sobre el cuerpo acelerado, pero no se da
la reaccién del cuerpo sobre el espacio absoluto.

Se entiende el sistema de referencia como un conjunto de cuerpos y de relojes que
nos permiten determinar la posicién de un objeto y fijar los eventos en un orden tempo-
ral. Es corriente definir el sistema de referencia inercial como aquel en que son validas
las leyes de Newton, en particular la primera ley o ley de la inercia. ** O sea, que desde
el punto de vista newtoniano el espacio absoluto es un sistema de referencia inercial, al
igual que lo son todos los sistemas que se encuentren con movimiento uniforme y
rectilineo respecto al espacio absoluto. Por contra, aquellos sistemas de referencia que
estan acelerados respecto al espacio absoluto son no inerciales.

Hoy se ensena la mecanica clasica diciendo que las leyes de Newton solo son

* Esto no le impidi6 obtener la ley del movimiento planetario igualando la fuerza centrifuga
(que es una fuerza de inercia) con la fuerza de la gravedad, es decir aplicando la condicién del
equilibrio dinamico.

** Se trata de dos definiciones diferentes. En efecto, la ley de la inercia es extensible a la
relatividad especial pero no asi la segunda ley de Newton, que tiene que ser modificada. Por
tanto el sistema de referencia inercial en el que se cumplen las tres leyes de Newton es diferente
de aquel en que solo se exige el cumplimiento de la ley de al inercia. El término sistema de
referencia inercial surgio6 a final del siglo XIX por obra de Ludwig Lange, siendo posteriormen-
te propagado por el desarrollo de la relatividad especial.
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validas respecto a los sistemas inerciales. No obstante, la segunda ley de la mecanica
newtoniana se puede adaptar para aplicarla a los sistemas no inerciales, como vere-
mos mas adelante.

3.1 Movimiento relativo
Supongamos dos sistemas de referencia: K (inercial) y K’ (no inercial), que se mue-
ven uno respecto al otro. Sea el vector R el que une el origen de K conel deK’. Seanry
1’ los vectores de posicion de un punto cualquiera P respecto a los dos sistemas Ky K’
respectivamente. Entonces las velocidades del punto P respecto a ambos sistemas es-
tan relacionadas por

v=v+R+o0Ar
donde o es la velocidad de rotacién intrinseca, o de spin, de K’ respecto a K. La relaciéon
entre las aceleraciones del punto P respectoa Ky K’ es

a=a'"+R+20 AV +oA(@Ar)+O AT
Entonces, la segunda ley de la mecénica, que en el sistema inercial toma la forma

F = ma
se transformara en el sistema K’ en la expresion
F=ma'+mR+mo (o Ar')+2mo AV +mo Ar',
donde hay que observar que la fuerza aplicada F no se altera al cambiar de sistema de
referencia, porque se supone que solo depende de la distancia relativa entre los cuer-

pos (y eventualmente de la velocidad y aceleracion relativas). Podemos recuperar la
segunda ley en un sistema no inercial poniendo

F+F, =ma’
donde F, son las fuerzas de inercia
F,=-mR-mor(0Ar)-2moAv' —med Ar' . (1.1)
Con este planteamiento llegamos a la conclusion de que las fuerzas de inercia son
fuerzas que solo existen cuando la observacién es realizada desde un sistema no
inercial; por tanto, hay que entenderlas como fuerzas ficticias, que existen o no, segin
la eleccién del sistema de referencia. Esta es la forma en que se presenta actualmente la

segunda ley de la mecénica y que no es concordante con la planteada originalmente
por Newton.

4.1 Potenciales gravitoelectromagnéticos
Supongamos un sistema no inercial K" que gira con respecto a un sistema inercial K
con una velocidad angular intrinseca  dirigida hacia la parte positiva del eje 2. Con
esta suposicion, que no significa pérdida de generalidad, podemos definir el potencial
vector y escalar (o potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnético) por las expresiones

] 2 r2 r2 ] 272
=——o (x'"+ =——w'd
¢ 5 ( y ) 5
A=oAr +R

siendo dla distancia desde el punto donde estamos calculando los potenciales al eje de
rotacion. Notese que el vector R depende del tiempo, pero no de la posicion del punto.
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Facilmente se encuentra
Vé=onr(onr)

A oAr+R
Ot
donde hay que tener en cuenta que la derivada parcial temporal exige que permanez-
can fijas las coordenadas espaciales (x’, )’, z'), por esto es nula la derivada temporal de
r’. Eloperador V estd referido a las coordenadas espaciales del sistema K'. Las restan-
tes ecuaciones de interés son

VAA=20
VA(VAA)=20AV".
La fuerza de inercia (1.1) expresada en el sistema K’ se puede poner

F, = —mV¢—maa—?+mv’/\(V/\A)_
Si introducimos las intensidades de inercia por las férmulas
E :—V¢—66—A:—mA(wAr’)—ﬁ—mAr’
it

B=VAA=20
entonces la fuerza de inercia tomara la forma
F,=mE+mv'AB

donde encontramos una expresion idéntica a la fuerza de Lorentz del electro-
magnetismo. Podemos considerar que el efecto dindmico observado en un sistema de
referencia no inercial es la aparicion de fuerzas similares a las electromagnéticas. A los
vectores E y B se les llama intensidades de campo gravitoeléctrico y gravitomagnético,
respectivamente. Podemos afirmar que un sistema de referencia no inercial es equiva-
lente a uno inercial mas un campo gravitoelectromagnético que viene definido por los
dos potenciales ¢ y A.

Las ecuaciones de este campo de inercia, es decir las ecuaciones diferenciales que
permiten determinar los campos gravitoeléctricos y gravitomagnéticos, son

VE =20?

VAE:—a—B
ot

VB=0

VAB=0
iguales a las ecuaciones de Maxwell pero suponiendo velocidad infinita de la propa-
gacién de la interaccién y no existencia de fuentes generadoras de campo
gravitomagnético.

5.1 La realidad de las fuerzas de inercia
Hay otra manera de formular la segunda ley de la dindmica. Aunque matematica-
mente idéntica a la forma habitual, tiene un contenido conceptual bien diferente. Va-
mos a suponer que cuando un cuerpo se acelera respecto a un sistema inercial actda
sobre él una fuerza (que llamaremos de inercia) de valor —ma. Esto quiere decir que la
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segunda ley la podemos formular diciendo que la suma de las fuerzas aplicadas a un
cuerpo mas la fuerza de inercia es nula

F+F, =0
expresion que representa el principio del equilibrio dindmico. Esta ley es extensible a

observaciones realizadas en sistemas no inerciales. En este caso, la fuerza de inercia
tendra una apariencia diferente a (1.1)
F, =—ma'—=mR—mo A (@ AT')-2me AV —mé AY .

Lo anterior muestra que las fuerzas de inercia no solo aparecen para observadores
en sistemas no inerciales. Sino que son fuerzas que actian siempre que el cuerpo se
encuentre acelerado. Ademas, la suma de todas las fuerzas de inercia toma el mismo
valor en todos los sistemas de referencia, sean o no inerciales.

De esta forma recuperamos el concepto newtoniano de fuerzas de inercia, es decir,
fuerzas que acttian sobre un cuerpo cuando se encuentra acelerado, que igualan en
magnitud y se oponen a la fuerza aplicada, y que existen con independencia del estado
de movimiento del observador.

Facilmente se comprueba que las fuerzas de inercia son reales, es decir, que son
medibles. Sea, por ejemplo, una balanza que en uno de sus brazos tiene una polea por
la que puede girar una cuerda sin peso que lleva en sus extremos cuerpos de masas M
y M +m, queinicialmente estan en reposo. [4] En el otro brazo hay un peso con el que
se consigue el equilibrio de la balanza. En un momento determinado se liberan las
pesas, detal forma que M +m, descenderd y M ascendera.

Mg

(M+m)a

(Mtm)g

Al aplicar la segunda ley de la dindmica a ambas pesas encontramos
T - Mg =Ma
(M+m)g-T=(M+m)a

donde T es la tension de la cuerda (la misma a ambos lados de la polea) y a es la
aceleracioén, de ascenso para la masa My de descenso para la masa M +m. Alresolver
el anterior sistema se encuentra que la aceleracién es

a=—"%_

2M +m
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La fuerza que las dos pesas ejercen sobre la balanza, ya no es el peso de ambas, sino
que es menor y dado por

2T = (2Mg + mg) —ma
el resultado es que mientras estan cayendo las pesas, la balanza se desequilibra, pe-
sando menos el brazo donde se encuentran las pesas moviéndose. Obsérvese que si el
movimiento de las pesas hubiese sido uniforme, no se registraria ningtin desequilibrio
de la balanza.

Si la balanza se ha desequilibrado es porque ha aparecido una fuerza, que acttia
hacia arriba sobre el brazo de la balanza donde se encuentra el montaje. Pero, ;de
dénde proviene esa fuerza?

La explicacion del experimento es la siguiente. Cuando los cuerpos se estdn mo-
viendo aceleradamente, se ejercen sobre ellos, ademas del peso, la fuerza de inercia,
que siempre es de sentido contrario a la aceleracién y cuyo valor es la masa del cuerpo
multiplicada por su aceleracién. Cuando los cuerpos estin moviéndose, las fuerzas
que actdan sobre ellos son sus pesos menos las fuerzas de inercia (hacia abajo la que
acttia sobre M y hacia arriba la que acttia sobre M +m)

(2M +m)g—(M+m)a+Ma=(2M +m)g—ma
reencontrado el resultado anterior.

Se puede extender el razonamiento al caso de un cuerpo que se encuentre en caida
libre, sobre el que actuara el peso y la fuerza de inercia, que son de sentidos contrarios
y de igual médulo; por tanto el cuerpo no tendra peso alguno mientras cae. Este resul-
tado es cierto tanto para un observador en un sistema de referencia inercial como en
uno no inercial.

La aceleracion normal (o aceleracién centrifuga) y la aceleraciéon tangencial (que
tiene su origen en la variaciéon del médulo de la velocidad de la particula) respecto al
espacio absoluto, dan lugar a fuerzas detectables por observadores inerciales. Su valor
es el mismo en cualquier sistema de referencia.

Sin embargo, la fuerza de Coriolis (—2m® A v) solo es detectable y medible en siste-
mas de referencias en rotacién. O sea, no es una aceleraciéon respecto al espacio absolu-
to, sino respecto a un sistema no inercial. La aceleracion de Coriolis puede explicarse a
partir de consideraciones cinemaéticas.

Supongamos, por ejemplo, un cuerpo inicialmente en el origen, que se mueve con
una velocidad v constante a lo largo del eje y de un sistema inercial K. Consideremos un
sistema K’, de igual origen que K, cuyos ejes z y z”coinciden, y que esta rotando con
velocidad angular constante @ dirigida hacia la parte positiva del eje z. Utilizando las
ecuaciones de transformacién de coordenadas entre K y K’, se encuentra que las
ecuaciones de movimiento respecto al sistema rotando son

x'=ysinwt = vtsinot
y'=ycoswt =vtcoswrt . 1)
Para el observador K’ el cuerpo sigue una trayectoria curva, aumentando el médulo de
su velocidad con el paso del tiempo: v\/1+w*t*. Es decir, para el observador K’ el
cuerpo esta sometido a una aceleraciéna’.

El problema puede ser abordado dindmicamente. Aplicando la segunda ley de la
mecdnica para el observador rotando K’ se tiene
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—mo A(©AT')=2mo AV =ma’
donde las magnitudes con primas es la posicion, velocidad y aceleracién del cuerpo
respecto al sistema rotando K'. De la anterior ecuacién vectorial se obtiene el sistema de
ecuaciones

'
X'o®+2v0=—2=
dt
r .2 ’ dv’v
Yo -2vo=—
dt

que tiene de solucién (2.1) como se puede comprobar por sustitucion. Noétese que la
fuerza total de inercia (que siempre es igual a —ma ) es nula tanto en Kcomoen K'.

Newton advirti6é de que no era posible determinar la posicién absoluta de un cuer-
po, ni tampoco medir su movimiento absoluto rectilineo. Sin embargo, pensaba que
eran medibles los movimientos absolutos de rotacién.

Sobre los cuerpos en rotacion absoluta acttia la fuerza centrifuga, que es real y se
puede medir, obteniéndose el mismo valor con independencia del estado de movimien-
to del observador; de esta medida podemos obtener la velocidad angular de rotacién
respecto al espacio absoluto.

6.1 Energia potencial de inercia
El movimiento de una particula de masa m respecto a un sistema inercial se puede
obtener a partir de la lagrangiana

L=E,-E,

y de la ecuacion de Euler-Lagrange
dfeL) oL,
dt\ov) or

de la anterior ecuacién y del principio de equilibrio dindmico obtenemos que la fuerza
de inercia (F, = —ma ) se deriva de

AN
dt

" ov ) or’
la energia cinética clasica no depende de la posicién, atin asi no hemos anulado su
derivada espacial para facilitar la generalizacién que haremos en el préximo capitulo.
En cuanto a la fuerza aplicada tenemos

‘ or dt\ ov
expresion véalida para el caso general en que la energia potencial dependa de la veloci-
dad.

Siahora estudiamos el movimiento de la particula respecto a un sistema no inercial,
habra que hacer uso de la lagrangiana

L=E -E,—m$+mA-v

como puede directamente comprobarse usando la ecuacion de Euler-Lagrange. ¢y A
son los potenciales gravitoelectromagnéticos tal como fueron calculados anteriormen
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te. Llamamos energia potencial de inercia a
E,=m¢-mA-v,

entonces la fuerza de inercia en un sistema no inercial se deriva de la expresion

- :_d{M}ri(EU_E;),

oarl ov or
como puede comprobarse por célculo directo.

7.1 Las fuerzas de inercia en la relatividad restringida
En relatividad la ecuaciéon de movimiento de una particula libre es una geodésica.
Las componentes de la conexién o simbolos de Christoffel que estan presentes en la
geodésica surgen por tres motivos: por el uso de coordenadas curvilineas en vez de
cartesianas, por los efectos de las fuerzas de inercia en sistemas de referencia no
inerciales y, finalmente, por campos gravitatorios. Si consideramos que las coordena-
das son cartesianas, los términos de inercia que actiian sobre una particula libre en
ausencia de gravedad en un sistema de referencia no inercial, vienen dados por la
expresion
i
— me; ﬁ dx
dr dr
siendo 7el tiempo propio de la particula. Vamos a obtener la fuerza centrifuga y de
Coriolis cuando la observacion es realizada respecto a un sistema en rotacion. Sea K el
sistema inercial y K’ el sistema que rota con el cuerpo, con una velocidad angular
o dirigida hacia la parte positiva del eje z, que es comun para ambos sistemas. Las
ecuaciones de transformacién son las correspondientes a una rotaciéon

x =x'coswt — y'sin wt
y =x'sinwt + y'cos wt
al sustituirlas en el elemento de linea de Minkowski se obtiene el elemento de linea
segln el sistema K’, que tiene las siguientes componentes significativas del tensor
métrico
wz(x'szy'z) wy' ox'
o=l-——F—" 8=} 8n=""". G.1)
c c c
Al desarrollar los simbolos de Christoffel, la ecuacién de la geodésica queda, elimi-
nando las primas para simplificar

d( dx"J_l dx' dx’

8w, |55

dr dr | 2 sg”% dr

Los indices latinos van de 0 a 3 y los griegos de 1 a 3, siendo la coordenada temporal la
que tiene el indice 0. Tomando s = ¢ la ecuacion anterior queda

df, &l df &) 1. &l
dr Eap dr dr Eao dr 2 «& oy dr dr

+8 dx_Ode_‘_l dx_deo
aBop dr dr 2 8o dr dr

4.1)
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En general, las componentes del tensor métrico en un sistema de referencia no inercial
se descomponen segin

()

o =148

0 5.1
gOa:gOa ( )
gaﬁ :_saﬁ

lo que efectivamente ocurre en nuestro ejemplo de un sistema rotando. La numeracién
que aparece sobre las componentes del tensor métrico se refiere al orden que tienen
respecto a la inversa de c. Sustituyendo (5.1) en (4.1)

d 5 @&’} df" &’
—_ — _ |+ — — | =
dr\ " ar ) a8 ar
5 O ax? 1, @ ax® ax’
= —_— + —_— PR s
“8o0 g ar 208" ar dr
que es una expresién valida en general para cualquier sistema de referencia no inercial.
Las derivadas en funcién del tiempo coordenado # hay que espresarlas en funciéon

del tiempo propio 7. Teniendo presente las definiciones
— g O
&oo

(6.1)

ya y }/aﬂ:_gaﬁ+}/a]/ﬁ

el elemento de linea queda
ds® =~y ydcde” +y, 7 pde®de” +2\g oy dx dc® + g, (&),
introduciendo el elemento de linea tridimensional do
2
ds® =-do’ Jr(}/aa’x‘Z + goodxo)

de donde se deduce la relacién entre el tiempo coordenado y propio

a 2 2 2
dT:[(}/av—+ gm] —v—zl dr, (7.1)
C C

de aqui se deduce que siendo y_, de primer orden respecto a la inversadecy g,, de
segundo orden, dt/dr debe ser de segundo orden. Llevando este resultado a (6.1) se
obtiene la ecuacién de movimiento en la aproximacién de orden cero

1)

d’x* dg, O 1, O

- +e—=% =¢0 —+—c?0 ,
dr? dt a8op 4 T5¢ Cabm

desarrollando el segundo sumando del primer miembro

0]
dg, (A )
——%=0 —+0
d[ B g O dt 1
la ecuacién de la geodésica queda
d*x“ ) (ORI 0] 1 &)
dtz :C|:aﬁg0a_aag0ﬂ .
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Si ahora introducimos los potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnético segin
las definiciones

e @
¢:7goo

Y 8.1)
Aa :_cg()a

entonces la ecuaciéon de movimiento de una particula libre en un sistema de referencia
no inercial es

dv 0A
v V¢ po +vA(VAA) 9.1)
ecuacion que es vélida a orden cero respecto a la inversa de la velocidad de la luz. La
ecuacion (9.1) da las fuerzas de inercia que actian sobre la particula libre, que quedan
divididas en dos partes: la fuerza de inercia gravitoeléctrica (primer y segundo
sumandos) y la fuerza de inercia gravitomagnética (tercer sumando, o sea las genera-
das por B). Como cabia esperar las ecuaciones encontradas en la relatividad especial a
orden cero son las mismas que las halladas en la mecénica clésica.

Utilizando las componentes del tensor métrico (3.1) se encuentra para los potencia-
les gravitoelectromagnéticos (8.1)

¢:—%a)2(x2+y2)

A=(-0y,0x,0)=0Ar
entonces la ecuacién de movimiento de una particula libre (9.1) queda

ﬂ=—m/\(w/\r)—2w/\v—(b/\r
dt

el mismo resultado de la mecanica cldsica, como cabia esperar en la aproximacién de
orden cero. Naturalmente a estos términos hay que agregarles otros sumandos cuando
se considera la aproximacién de orden 2 respecto a la inversa de c. *

En relatividad especial las fuerzas de inercia tampoco tienen origen en otro cuerpo,
o sea, son fuerzas que existen cuando el cuerpo estd acelerado respecto a un sistema de
referencia inercial. Pero un sistema de referencia inercial es una abstraccién, que solo
admite definirlo con referencia al espacio absoluto.

Contrariamente a lo que se piensa, la relatividad especial no elimina el espacio
absoluto, solo afirma que no existe experiencia que permita averiguar la velocidad de
un cuerpo con movimiento uniforme respecto al espacio absoluto. De aqui se concluye
erréneamente que el espacio absoluto debe ser abolido. No obstante, la relatividad
especial sigue conservando el concepto de sistema inercial, que se encuentra inevita-
blemente ligado con el espacio absoluto newtoniano. **

También hay que comentar que la relatividad especial, a pesar de su nombre, no es
una teoria relativa. Su denominacién es un error que induce a confusiéon y que tiene su

* Al desarrollar las fuerzas de inercia a orden 2 se encuentra que todos los nuevos términos
dependen del potencial vector A.

** No esta claro que la relatividad general exija el espacio absoluto. El asunto se encuentra a
debate.
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origen en la creencia, antes mencionada, de que la relatividad especial no requiere el
espacio absoluto. Una teoria relativa o relacional es aquella que solo utiliza magnitu-
des relativas entre cuerpos (posicion, velocidad y aceleracién) y esto no ocurre con la
relatividad que persiste en el uso del concepto de sistema inercial. [5]

8.1 Sistema de referencia inercial

Es necesario distinguir entre lo que es la definicion de sistema inercial y lo que es su
realizacién. Mientras que lo primero es un enunciado preciso y exacto; la realizacion
no es mas que una aproximacién que se ajusta lo mejor posible a la definicién, y que es
adecuada en tanto que sea vélida para investigar los movimientos de los cuerpos en la
precisién deseada. [6]

Cabe hacer una definicién cinematica y otra dindmica de sistema inercial. La pri-
mera afirma que un sistema de referencia es inercial si respecto a él se cumple la ley de
la inercia. La definicién dindmica exige que el sistema inercial sea aquel respecto al
cual los movimientos observados se ajustan a unas determinadas leyes dindmicas (por
ejemplo, las tres leyes de Newton).

La definicién cinemaética no solo es aplicable en la mecanica newtoniana, sino que
es extensible a la relatividad especial y con ciertas modificaciones, a la relatividad
general. La definicién dinamica depende de las leyes mecénicas que se adopten, por
tanto depende de la teoria que se aplique. Es indudable la superioridad de la definicién
cinematica, que es el procedimiento actualmente usado para definir el mejor sistema
inercial posible.

En la mecénica de Newton y en la relatividad especial, es posible definir un sistema
inercial global, en el sentido de que para un determinado observador inercial la prime-
ra ley de la mecénica se cumple en cualquier lugar.

Enrelatividad general solo es posible definir sistemas inerciales locales, significan-
do con esto que respecto a ellos la ley de la inercia es valida tinicamente en una region
limitada del espacio. Dado el caracter simétrico del tensor métrico en una variedad de
Riemann, es siempre posible encontrar en cualquier punto un sistema de referencia
que tenga la propiedad de que las componentes de la conexién sean nulas en ese
punto. * Esto significa, que si el cuerpo esta aislado (o sea, sobre él solo acttia la grave-
dad), su movimiento obedeceréa a la ecuacion de la geodésica

du* o dx' dx’ du*

— I — =0 =
dr "dr dr dr
lo que significa que el cuerpo tiene un movimiento uniforme y rectilineo, cumpliendo
asila ley de la inercia. A esta clase de sistemas de referencia se les llama localmente
inerciales (o sistemas libremente cayendo o geodésicos). Pero hay que tener presente
que esta condicién de inercialidad solo se da rigurosamente en un punto; a medida que
nos distanciamos de ese punto, el cuerpo aislado tiene un movimiento que se aparta

:O’

* Por lo tanto serian nulas las derivadas primeras del tensor métrico. No ocurre lo mismo con
sus derivadas segundas, que siguen siendo distintas de cero, como corresponde a una variedad
de Riemann, donde el tensor de curvatura no puede ser idénticamente nulo en ningtn sistema
de referencia. Sin embargo, el valor de las componentes del tensor métrico queda inalterable
al hacer el cambio a un sistema localmente inercial.
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mas y mas de un movimiento uniforme y rectilineo, a consecuencia de la aparicién de
fuerzas de marea o diferenciales. Por esta razén hemos dicho que la relatividad general
solo admite sistemas de referencia inerciales con caracter local.

En mecénica newtoniana y en la relatividad especial, un sistema inercial no tiene
rotacion respecto al Universo considerado como un conjunto. Pero esta afirmacién no
es extensible a la relatividad general. Un sistema localmente inercial puede estar rotando
respecto a las «estrellas fijas», se trata de la precesién geodética, cuya velocidad angu-
lar promedio para un cuerpo en drbita eliptica es

g 3am) ™
2¢%a"* (1-e?)

donde a es el semieje mayor, e la excentricidad y n es un vector unitario normal al plano
de la trayectoria seguida por el sistema localmente inercial respecto al cuerpo de masa
M. Esto nos viene a decir que no coinciden los sistemas inerciales en relatividad gene-
ral y en mecanica newtoniana, ya que uno esta rotando respecto al otro. Ademas, el
sistema localmente inercial difiere de un punto a otro, ya que en cada lugar hay una
precesién geodética diferente.

El problema que ahora tenemos que considerar es la realizacién o materializacion
del sistema inercial. Se afirma con frecuencia que este sistema tiene como propiedad
que, respeto a él, un cuerpo aislado lleva movimiento uniforme y rectilineo. Pero esto no
nos sirve para la realizacién, porque ;cudndo se sabe que un cuerpo esta aislado?
Ningun cuerpo en el Universo se encuentra aislado del resto; es mas, la lejania de un
cuerpo de cualquier otro no es garantia de estar aislado. Es decir, no se puede asegurar
que todas las fuerzas disminuyan con la distancia.

Es corriente decir que un sistema inercial es aquel respecto al cual las «estrellas
fijas» estan en reposo o en movimiento uniforme y rectilineo. Pero debido a la lejania de
las «estrellas fijas» no podemos detectar sus pequefios movimientos transversales apa-
rentes; de tal forma que, por ejemplo, de la observacion de cuerpos alejados en el Uni-
verso no podemos inferir si nuestro sistema de referencia lleva aceleracion rectilinea, o
sea, si es o no inercial.

En definitiva, no podemos proceder a una realizacién estricta de sistema de referen-
cia inercial, ya que su definicién no es operativa. El sistema inercial se encuentra
inevitablemente unido al espacio absoluto, respecto al cual son validas las leyes de la
mecdnica. Tanto en la mecanica clasica como en la relatividad especial, el sistema de
referencia inercial solo cabe definirlo como aquel que se encuentra en movimiento
uniforme y rectilineo respecto al espacio absoluto.

/2

9.1 La realizacion del sistema de referencia inercial

La mejor realizacién que se tiene de un sistema de referencia inercial es el sistema de
referencia celeste internacional (ICRS). [7] Para fijar este sistema se elige una serie de
quasars, que tienen la propiedad de que son cuerpos muy alejados, casi puntuales y
potentes radiofuentes. Los ejes del ICRS estan permanentemente alineados con los
quasars de referencia, de tal forma que para el ICRS los objetos mas alejados no tienen
movimientos de rotacién. Como origen del ICRS se elige el baricentro del sistema solar,
que tiene como particularidad que es un punto en caida libre.

Para definir el ICRS se hace uso de una propiedad geométrica, consistente en que
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los movimientos propios transversales de cuerpos muy alejados son imperceptibles.
Tenemos entonces un conjunto de cuerpos (los quasars) que estan, en muy buena aproxi-
macioén, aparentemente fijos unos respecto a otros; es decir, definen un espacio relativo
en el sentido newtoniano, aunque apto solo para la determinacién de rotaciones.

Ahora hay que suponer que el Universo no estd rotando. * Esto no es mas que
afirmar que los quasars (como un conjunto) no estan rotando respecto al espacio abso-
luto. O sea, que respecto a estos astros podemos medir cinematicamente rotaciones
absolutas. Por esta razén las medidas de la rotacion de la Tierra realizadas mediante
procedimientos dinamicos (como es el caso del péndulo de Foucault) coinciden con las
medidas cinemaéticas (derivadas de la observacion estelar), puesto que ambas estan
referidas al espacio absoluto newtoniano.

Entonces si elegimos un sistema de referencia que tenga unos ejes permanentemen-
te alineados con los quasars de referencia, habremos conseguido una referencia no
rotante respecto al espacio absoluto.

Debemos de notar que el ICRS no es un sistema localmente inercial, ya que no posee
la precesion geodética. Tampoco es un sistema inercial en el sentido newtoniano, pues-
to que su origen se encuentra acelerado respecto al centro de la galaxia. No obstante, el
valor de la precesion geodética para el baricentro del sistema solar es extremadamente
pequetio, teniendo un valor en torno a una diezmillonésima de segundo de arco por
siglo. ** Por tanto, el ICRS puede ser considerado, sin error apreciable, un sistema
localmente inercial.

La eleccién del baricentro como origen del ICRS nos permite «aislar» el sistema
solar del resto del Universo, ya que su caracter inercial puede ser extendido a todo el
sistema solar con muy buena aproximacién, que de esta manera puede ser considerado
como un conjunto de cuerpos libres de acciones exteriores y que solo interaccionan
entre si. Por tanto, el ICRS es una magnifica realizacion de un sistema de referencia
inercial, sin llegar a serlo estrictamente.

Debemos insistir en que la definicién y realizacion de sistema inercial exige el
concurso del espacio absoluto newtoniano. Cualquier teoria como la relatividad espe-
cial, que se sustente sobre el concepto de sistema inercial, tiene que aceptar la realidad
del espacio absoluto. Solo una teoria realmente relativa puede desarrollarse sin el
concepto de sistema inercial y por tanto sin introducir el espacio absoluto.

10.1 Referencias
1.- Para un breve revision de las disputas cientifico-filoséficas sobre el espacio absoluto véase
LIcHTENEGGER, Herbert y MasHHOON, Bahram: Mach’s Principle, arXiv:physics/0407078 v1, 2004.
2.- Una brillante exposicion sobre la generacion del concepto de espacio aparece en EINSTEIN,
Albert: «La relatividad y el problema del espacio», en La Relatividad, Grijalbo, 1970, pp. 181-
202.

*Por la expansion del Universo hay que aceptar que a medida que pasa el tiempo aumenta su
momento de inercia (que depende del radio) y como debe conservarse el momento angular,
tiene que disminuir la velocidad angular. Si el Universo es suficientemente viejo, no debe estar
rotando.

**El sistema localmente inercial geocéntrico tiene una precesion geodética respecto al ICRS de
un valor de 1,9 segundos de arco por siglo.
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3.- Un detallado analisis sobre la mecénica clasica en vista a su relacién con el principio de Mach

se encuentra en Assis, Andre K. T.: Relational Mechanics, Apeiron, 1999, pp. 15-106.

4.- El interesante experimento que discutimos fue propuesto por Poggendorff, MacH, Ernst:

Desarrollo historico-critico de la Mecanica, Espasa-Calpe, 1949, pp. 176-177. Una versioén actua-

lizada del mismo experimento se encuentra en GRaNEU, Peter y GraNeau, Neal: In the Grip of
the distant universe. The Science of inertia, World Scientific, 2006, pp. 157-164.

5.- Es posible formular la mecanica clasica sin recurrir al concepto de espacio absoluto, LYNDEN-

BeLL, D. y Karz, J.: «Classical mechanics without absolute space», astrpo-ph/9509158; LYNDEN-

BELL, Donald: «A Relative Newtonian Mechanics» en Mach’s Principle. From Newton's Bucket
to Quantum Gravity, edited by Julian Barbour and Herbert Pfister, Birkhéuser, 1995, pp. 172-

178.

6.- EicHHORN, Heinrich: «Inertial Systems. Definitions and Realizations», Celestial Mechanics 34

(1984) 11-18.

7.- SoFfEL, M. y otros: «The IAU 2000 resolutions for astrometry, celestial mechanics and

metrology in the relativistic framework: explanatory supplement», Astronomical Journal126

(2003) 2687-2706; ARrias, E. E.; CHARLOT, P; FEIssEL, M. y LESTRADE, J. F.: «The extragalactic reference

system of the International Earth Rotation Service, ICRS», Astronomy and Astrophysics 303

(1995) 604-608 y KoreIKIN, S. M.: «Theory of relativistic-reference frames for high-precision

astrometric space misions», en References Frames and Gravitomagnetism, editores J. F. Pascual;

L. Floria; A. San Miguel y F. Vicente, World Scientific, 2001, pp. 79-91.
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La mecanica relacional

1.2 Introduccién

El concepto newtoniano de espacio absoluto carece de caracter cientifico. Es dificil
aceptar que el espacio absoluto no sea directamente accesible a la experiencia y que
ademas, no sea afectado por los cuerpos que se mueven en su seno. No es extrafio que
desde el establecimiento de la mecdnica newtoniana surgieran opiniones criticas con
el espacio absoluto.

En oposicién a las ideas newtonianas, cabe entender que solo tiene sentido fisico el
movimiento de un cuerpo respecto a otro, o sea, que los movimientos solo pueden ser
relativos, abandonando el oscuro concepto de movimiento absoluto.

A la mecénica que se deriva de este tiltimo planteamiento le damos el nombre de
mecdnica relacional, * donde solo pueden aparecer magnitudes relativas (posicién,
velocidad y aceleracién) de un cuerpo respecto a otro, ya que son magnitudes que
tienen sentido fisico en tanto en cuanto se pueden medir.

En el marco de la mecénica relacional hay que admitir que las fuerzas de inercia se
generan por los cuerpos acelerados. En efecto, supongamos un cuerpo que se acelera
respecto al resto del Universo; en la mecanica relacional la situacién es equivalente a
considerar al cuerpo en reposo y al resto del Universo en movimiento acelerado, que
por esta circunstancia produce la fuerza de inercia que actda sobre el cuerpo ahora
considerado en reposo. **

Es decir, las fuerzas de inercia son fuerzas de induccion: fuerzas que generan los
cuerpos cuando llevan movimiento acelerado. La afirmacién de que las fuerzas de
inercia que acttian sobre un cuerpo tienen su origen en el movimiento relativo acelera

* Deberia de llamarse mecanica relativista, pero esta denominacion se reserva para la teoria
especial de la relatividad que, por cierto, no es una teoria relativa, en el sentido de que sigue
necesitando el concepto de espacio absoluto, o sea, el sistema de referencia inercial. La relatividad
restringida lo que afirma es la imposibilidad de determinar velocidades absolutas por cual-
quier procedimiento fisico (y no solo por medios mecanicos como afirma la mecanica
newtoniana), esto hizo creer erréneamente que la relatividad negaba la existencia del espacio
absoluto.

** Una teoria relacional tendria que explicar porqué no se producen fuerzas de inercia sobre un
cuerpo que lleva un movimiento uniforme respecto al promedio de los cuerpos del Universo.

17
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do del resto del Universo, recibe el nombre de principio de Mach. *

Otro asunto que interviene en nuestro razonamiento es la igualdad entre masa
inercial y gravitatoria. Este es un hecho empirico que no es explicado por la relatividad
general, aunque se encuentre en la génesis de esta teoria. En el esquema machiano la
masa gravitatoria hay que considerarla como una magnitud innata del cuerpo, que se
supone obedece a una ley de conservacion, lo que viene a significar que la masa
gravitatoria es una cantidad relativisticamente invariante. **

La masa inercial surge de la interaccién del cuerpo con el resto del Universo y
depende de la distribucién de su energia y materia. La mecanica relacional debe expli-
car la identidad (o mejor dicho la proporcionalidad) entre masa inercial y gravitatoria.

El principio de Mach no establece el tipo de interaccion inductiva que existe entre el
Universo y un cuerpo acelerado. Pero la necesidad de identificar la masa inercial y la
gravitatoria, nos conduce a pensar que es la gravitacion la que produce la interaccion
inductiva que genera la inercia.

La mecéanica relacional abandona el concepto de sistema de referencia inercial y
por lo tanto el de espacio absoluto. Las leyes de esta teoria deben ser independientes
del movimiento del observador; es decir, en la mecanica relacional es aplicable el prin-
cipio general delarelatividad. ¥

2.2 La energia cinética

La férmula de la energia cinética en su forma habitual (1/2 mv* ) debe ser replanteada
en la mecénica relacional. Supongamos que en el Universo existieran solo dos cuerpos
de masas m y m’, dirigiéndose uno hacia el otro. En mecéanica relacional la tnica velo-
cidad que tiene sentido es la velocidad relativa entre los dos cuerpos. Es ésta la que
debe aparecer en la expresion de la energia cinética. Podemos referir el movimiento a
uno u otro cuerpo; en ambos casos obtendremos valores diferentes de la energia cinética,
aunque el mismo valor de la velocidad relativa.

Supongamos ahora que los dos cuerpos chocan, tras lo cual se comprime un muelle
que se encuentra entre ellos, transformédndose la energia cinética en elastica. Después
del choque los dos cuerpos quedan unidos, y desde el punto de vista de la teoria
relacional no llevaran ninguna velocidad, es decir, que han logrado transferir toda la
energia cinética al muelle. T T

* Mach no formul6 el principio que lleva su nombre. Se limité a un analisis critico de los
conceptos basicos de la mecanica de Newton. Esto ha dado pie a que sean numerosas las
formulaciones del principio, de las que hemos elegido una de ellas. Nosotros hablaremos de
ideas machianas, eligiendo este nombre por su relacion con el principio de Mach y no porque
fueran afirmaciones de este fisico. [1]

** La ecuacion de continuidad de la masa gravitatoria se deriva de las ecuaciones de campo
gravitatorio, por tanto debe ser una ecuacion tensorial. De aqui se sigue que la masa gravitatoria
(al igual que le pasa a la carga eléctrica) es una magnitud invariante. Obsérvese que por la
relatividad de la simultaneidad, la ley de conservacién global no implica la validez de la ecua-
cién de continuidad o conservacion local.

+ Entendemos que el principio general de la relatividad es equivalente al principio de Mach. Es
una cuestion abierta si este principio esta incluido en la teoria de la relatividad general.

+ T Estamos considerando que se cumple la conservacion de la energia. Es claro que el razona
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Nos encontramos con la siguiente paradoja. La energia almacenada en forma elas-
tica tiene que ser una cantidad determinada; no obstante, la energia cinética tiene dos
valores segtin a qué cuerpo se refiera el movimiento. La salida a este atolladero no es
otro que concluir que la férmula de la energia cinética en su forma clasica no es valida,
viéndonos obligados a establecer que en su expresién deben aparecer las masas de los
dos cuerpos my m’, asi como su velocidad relativa v, o sea

U, cmm'v?.
La energia cinética en la mecanica relacional es una energia de interaccién entre pares
de particulas, al igual que ocurre con la energia potencial. Por tanto, la energia cinética
total de una particula es la suma de las energias cinéticas de interaccién con todos los
demas cuerpos del Universo.

La lagrangiana de una particula en mecénica relacional es dada por

L=U,-U, (1.2)
donde U es la «energia cinética de interaccién» que depende de la distancia relativa r,
de la velocidad relativa y de las dos masas de los cuerpos que estan interaccionando.
U , es la energia potencial habitual de interaccién entre las particulas, que depende de
la distancia r y eventualmente de la velocidad relativa.

3.2 Ecuacion de movimiento
Consideremos que solo existieran en el Universo dos cuerpos de masas m”" y m que
interaccionan entre si. Para obtener la ecuacién de movimiento de la masa m con res-
pecto a la masa m’, se aplica la ecuacién del equilibrio dinamico, que en combinacién
con la ecuacién de Euler-Lagrange nos permite calcular la fuerza de inercia por la
expresion

d (BU j+ ou,
ov or

donde r es el vector que va del cuerpo m’ al my v es la velocidad relativa de m respecto

am’.* La fuerza aplicada se calcula como es habitual

. d(aUp)_aUp

““alov ) o’
al usar la ecuacién de Euler-Lagrange se obtiene el principio de equilibrio dindmico
F, +F, =0 (2.2)

que es una ecuacién diferencial cuya solucién nos da la ecuacién de movimiento del
cuerpo m respecto am’.

Si existieran varias particulas habria que calcular por separado las fuerzas de iner-
cia y las aplicadas que ejercen cada particula sobre el cuerpo my después de sumarlas
aplicar (2.2). Para obtener el movimiento de todas las particulas del sistema, necesita-
riamos aplicar el principio del equilibrio dindmico a cada par de cuerpos, obteniéndose

miento del texto no es riguroso, pero nos permite orientarnos sobre los fundamentos de la
teoria relacional.

*Si analizamos la fuerza de m sobre m’ encontramos una fuerza igual y de sentido contrario a
la de m’ sobre m, cumpliéndose la ley de accién y reaccion.
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un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, con tantas ecuaciones como
variables existan (que son las posiciones relativas de cada par de particulas).

En el caso de un problema realista, donde no se puede obviar el conjunto del Uni-
verso, el problema se tiene que tratar de otra forma. Se divide el Universo en dos grupos
de cuerpos. Uno de ellos lo forman las masas cercanas y el otro grupo es el resto de las
masas del Universo. Si se integra la energia cinética de interaccién del cuerpo de masa
m con este tltimo grupo, encontraremos la energia cinética clasica de la particula mas
las energias potenciales que generan las fuerzas de inercia, o sea, los potenciales
gravitoelectromagnéticos. Las masas cercanas actuaran sobre m por mediacién de una
energia cinética de interaccién U',. Entonces la lagrangiana es

1
L=—mw’ —mp+mA-w+U' -U
2 ¢ ’

donde w es la velocidad de m con respecto al Universo considerado como un conjunto.
Solo se puede hablar de velocidad w si el Universo se nos presenta formado por cuerpos
que mantienen posiciones aparentes fijas, como de hecho ocurre en nuestro Universo
real. Para obtener la ecuacién de movimiento de la masa m se calculan las distintas
fuerzasy se aplica el principio del equilibrio dinamico, que en este caso, ademas de las
fuerzas de inercia clasicas y de la fuerza aplicada derivada del potencial U, , existira
una fuerza de inercia producida por los cuerpos cercanos. A causa de la pequefiez de
esta fuerza, puede ser tratada como una perturbacion.

4.2 Teoria de Schrodinger
El primero que abordé con cierto éxito la mecénica relacional fue Schrodinger [2].
Parti6 de una energia cinética de interaccién de la forma

’

U, =y 2
r

donde y es una constante a determinar, que tiene las unidades de la inversa de la
velocidad al cuadrado, por lo que es presumible que
1
Y=
¢
como veremos mas adelante. *

Como ya hemos indicado, al integrar U, atodo el Universo deberemos obtener la
energia cinética de la particula (1/2mw?) y los potenciales gravitoelectromagnéticos.
Vamos a suponer, en un principio, que el Universo lo podemos reducir a una esfera
hueca de grosor despreciable, de masa total M, radio R suficientemente grande y densi-
dad superficial constante o. La particula de prueba m se mueve cerca del centro de la
esfera y su movimiento es observado desde un sistema de referencia que lleva una
velocidad angular o respecto a la esfera (que suponemos alineada con la parte positi-
va del eje z). En mecanica relacional la situacion es equivalente a suponer que es la
esfera la que rota con velocidad angular —® produciendo, por tanto, la induccién de la
fuerza centrifuga y de Coriolis. **

* Es muy interesante que en una teoria puramente clasica, como es la de Schrédinger, aparezca
¢, un parametro caracteristico de la relatividad.
** Se podria pensar que no hay equivalencia entre la rotacion del sistema de referencia local y
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Las coordenadas de la particula m con respecto a un sistema de referencia fijo en el
centro y respecto al cual la esfera lleva una velocidad angular —®, son r*, 6 y ¢,
mientras las coordenadas de un punto cualquiera de la esfera y de masa dm’ son
R,0',¢" .Elvector r se dirige desde un punto de la esfera al punto de masa m, por lo que
se cumple

r=r*-R
como
R = Rcos¢'sin 'i+ Rsing'sin8'j+ Rcos 8'k 62)
r* =r*cos gsin i+ r *sin psin @j +r * cos dk
tendremos

r?=R>+r** 2r*R=
=R’ +r** —2Rr*[cosOcos @' +sinOsin@' cos(p—¢')].
Vamos a suponer que los ejes coordenados los elegimos con el propésito de que la
rotacién se realice en torno al eje z. Hallamos la derivada temporal de » y obtenemos
F-=—i*[ cos@cos @' +sinOsin @' cos(p—¢') |-

s —sin@cos 0’0 +cos Osin @' cos(p—¢') 0 — 4.2)

—sin@sin &'sin(p—¢') (¢ + )
donde hemos supuesto r * R, r*< Ry o =—¢".

La integracién de la energia cinética de interaccion para todas las particulas del
Universo nos lleva a

dm’

r

) 27 k4
U,= }/GmI Pl= meaerdS zmeaRI a’go"[i’Z sin@'do’ (5.2)
0 0

donde hemos de nuevo identificado » con R. Sustituyendo (4.2) en (5.2) e integrando
queda

U, =4§meO'R[(f*2+r*2sin29(p2 +r*? 92)+2r*zsin29¢')w+r*2sin29a)2]

o bien
U:zyG—M[lmwerlm(m/\r*)z+mw-(m/\r*)} (6.2)
3" R [2 2
siendo w la velocidad de la particula de prueba y donde hemos tenido en cuenta que
) 71y* ) 1 j/*x*—)'c*y* ()'/*x*—ic*y*) (j/*x*—ic*y*)
=tan  —; = > = = - .
Y x* 1+(y*/x*)’ x* x*2 oy r**sin’ @

x*, y* son las coordenadas de la particula de prueba. Si en (6.2) suponemos que

la rotacién (en sentido inverso) del conjunto del Universo. Pues en este caso y dada la lejania de
los cuerpos celestes, sus velocidades deberian de ser muy superiores a la dela luz, contradicien-
do los fundamentos de la relatividad, haciendo por ello inaceptable una rotacién global del
Universo. Como se demuestra en el Apéndice 1, es permisible, en ciertos casos, velocidades
superiores a la de la luz en el marco de la relatividad.
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2 GM

2,27
37 R

entonces la suma de todas las energias cinéticas de interaccion de la masa m queda

c

U :%mwz—m¢+mA-w

donde
=3 loart) == (2 +y*)0 A=wart,

tal como hay que esperar de una teoria relacional. La lagrangiana de la particula es
L=U,-U,

de donde se puede obtener la ecuacién de movimiento. Asise muestra que el origen de

las fuerzas de inercia se encuentra en el movimiento relativo del conjunto de todo el

Universo, como resultado de la accién de una fuerza de induccién gravitatoria. Tam-

bién queda demostrado que la habitual energia cinética no es mas que el resultado de

la interaccién del cuerpo de masa m con todos los restantes cuerpos del Universo.

De (6.2) se obtiene la relaciéon entre la masa gravitatoria y la masa inercial m,

2 GMm
"E3TTR
donde My m son masas gravitatorias. N6tese que la masa inercial de un cuerpo depen-
de de la distribucién de masas en el Universo. * La proporcionalidad entre masa inercial
y gravitatoria aparece como un resultado de la teoria de Schrodinger, tal como se mues-
traen (7.2).

El razonamiento anterior se puede extender al caso mas realista de un Universo
constituido por una esfera maciza de radio R, masa My densidad uniforme p. Para
simplificar el cdlculo vamos a suponer que el radio de la esfera es muy grande en
comparacién con la distancia del cuerpo m a su centro y que en las cercanias de m no
existe masa. O sea, que en nuestro modelo de Universo la materia se encuentra entre
dos esferas concéntricas, la exterior de radio Ry la interior de radio tan pequeno frente
a Rquelo podemos despreciar.

La energia cinética de interaccion entre la particula de masa m y un elemento del
Universo de masa dm’ en la posicion r',¢’,0" respecto a un sistema de coordenadas
centrado en la esfera y fijo respecto a ella, viene dada por

(7.2)

’

mdm

dU, =yG 72 =yG2L iy = yGEL 2 sin 0 dr'd g do)
r r

En la anterior expresion hemos identificado » con r (distancia entre my dm'), ya que
estamos suponiendo que entre cualquier punto fuente y la masa m existe una gran
distancia. Integrando para todos los puntos de la esfera

U,= mepfr'dr'T d(p’ji’ *sin@'do’
0 0 0

* Si el coeficiente de proporcionalidad entre las masas inercial y gravitatoria permaneciera
constante, G tendria que variar por efecto de la expansion del Universo.
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las dos ultimas integrales son las mismas que las calculadas en el apartado anterior,
por tanto tendremos

U, =}/%{lmw2 Lmoare? +mw-(m/\r*)}.
R [2 2
Sise cumple
GM _,
4 R

reencontramos la energia cinética y las fuerzas centrifuga y de Coriolis.

5.2 Precesion del pericentro
Dada su pequefez, la induccién gravitacional de un cuerpo de masa m’ cercano a
uno de masa m se puede entender como una perturbacion. Vamos a aplicar la teoria de
la perturbacién planetaria al caso de un satélite de masa m que sigue una drbita eliptica
kepleriana y que se ve sometido a la perturbacién de la induccién gravitatoria del
cuerpo alrededor del que estd orbitando
La energia total del satélite es dada por

! mM

vy -G (8.2)
r R

E= 1 mv’ -G

2 r
siendo el tltimo sumando la energia potencial gravitatoria del conjunto del Universo
que no produce fuerza alguna. Con r representamos la distancia relativa entre my m’, y
v es la velocidad relativa entre los dos cuerpos. La expresion (8.2) se puede entender
como que el cuerpo m tiene dos masas: la radial y la transversal

m,:(1+27Gﬁjm; m,=m,
r

conlo que la energia de m queda

E =lm,_ i’ +lm,r292 —Gm—GM
2 2 r R
donde consideramos que el movimiento planetario es plano. Esta anisotropia de la
masa produciria en la Tierra un débil pero apreciable efecto de una diferencia de masa
entra las direcciones radial y transversal a la trayectoria orbital terrestre. Lo no obser-
vacién de esta anisotropia es un serio contratiempo a la teoria de Schrodinger.

La energia de la perturbacioén que se deriva de (8.2) es
sU =y 2
r

la lagrangiana y la hamiltoniana de la perturbacién son

’

’ , . 2
é'L:yGﬂifz; é‘H:_}/Gm,;Z:_},Gﬂ(r I:) '
r r m r

siendo p el momento lineal del satélite. N6tese que SU es una variacion de energia
cinética, de aqui el signo que aparece en la lagrangiana de la perturabacion.
Las ecuaciones canénicas de Hamilton son

. 00H
r=—=——=
p

p)

3

—2}/Gﬂ(r r
m

r
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"(r- r

A LT S ) .
or m r m r

donde r y p representan las variaciones de la posicion y del momento por causa

exclusiva de la perturbacion y no representan la variacion total de estas magnitudes.

La variacién del momento angular del satélite a causa de la perturbacién es

ﬁ—l"/\p+r/\]’)
dt

que tras sustituir da cero, lo que muestra que el plano de la 6rbita se mantiene inaltera-
ble al ser perpendicular al vector L.
Elvector de Laplace-Runge-Lenz (en adelante LRL) se define por

§:p/\L—mkE
-

donde k& = Gmm'y L es elmomento angular orbital del satélite. El vector LRL siempre se
encuentra dirigido hacia el pericentro del astro, tiene de médulo mke, donde m es la
masa del astro que orbita y e es su excentricidad; ademas & es una constante de movi-
miento para el caso de fuerzas centrales.

Ahora vamos a analizar cémo varia con el tiempo el vector LRL

&zp/\L+p/\L—mkrr:rr
2

=pAL.

La derivada temporal del momento lineal deberia ser su variacién total, producto de la
accion de la fuerza central kepleriana y de la producida por la perturbacién. No obs-
tante, la p originada por la fuerza central newtoniana es paralela a L y por tanto se
anula su producto vectorial, apareciendo en la anterior expresiéon solamente la varia-
cién del momento lineal que tiene su origen en la perturbacion. Si para simplificar
hacemos

’

hz]/Gﬂ
m

tendremos

. 2 . .2
§=2h(rz) aL_3nTP) ) rAL=2hm’ v AL-3mm* AL,
r r’ r r
es necesario ahora hallar los valores medios a lo largo de un periodo orbital. Para el

primero de los sumandos de la expresion anterior se tiene

7 N l1 27r.
() sl -

2r 2r 2 27 2
=22\ [ 72 cos Gid0— [ irsin Ofid6 + j 7% sin 0jd0+ [ ri-cos 00jdo :Lf”i
TL 0 0 0 0 TL
donde T'es el periodo orbital y 6 la anomalia verdadera. Para el segundo de los sumandos
se encuentra

ﬁr —ij‘ﬁrdt—lzfﬁzrdﬁ mkzezzfsm 6(cos Bi+sin0j)do =0
’ T Tyr’6 T’ !

0
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donde hay que tener en cuenta que para una 6rbita kepleriana se cumple

2 .
r =rcosfi+rsindj; L=mr’é; r:M; f:M,

1+ecosf L
como el pericentro del astro (punto desde el que se mide la anomalia verdadera) esta
situada en la parte positiva del eje x, se obtiene al hacer las integraciones de los valores
medios
mk’e . 7k’
E minL =2y T
donde hemos puesto & = mkei . Como el vector LRL se encuentra dirigido hacia el
pericentro del satélite, la anterior expresién nos viene a decir que la orientacién del
semieje del satélite va variando con una velocidad angular

2 ’
Q=2 7zk2 _2y zGm
7L Ta(l1-¢?)
donde a es el semieje mayor y hemos hecho uso de las férmulas vélidas para 6rbitas

keplerianas. Para que (9.2) coincida con la precesién planetaria de Einstein es necesa-
rio que

&=—2hm’ LAE=QAE

9.2)

3
y="=
c
tal como anteriormente habiamos aventurado. Por tanto, la teoria de induccién
gravitatoria de Schrédinger da una explicacién razonable de la precesion anémala del

perihelio de Mercurio.

6.2 Fuerza de induccion gravitatoria
Si queremos conocer la fuerza de inercia causada por la interaccion inductiva entre
dos particulas de masas m y m’ hay que utilizar la energia cinética de interaccién,
obteniéndose la fuerza de inercia por

_i(achJraUc 102
T (10.2)

v or
Si hacemos uso de

i 2xx+2yp+2z2 _r-v

2yxt+yi+z? r

entonces '
U, = 7G72(r-v)*,
Aplicando (10.2) "
F, = —i(ﬁU" )+ U, _ —}/Gmm'l:Z v +2 (r-a)r _3ﬁ}
' dt\  ov or 73 PE P
pero como

. dxx+yp+zz v: r-a r
podxityprzz v ora i

dt r r r r
queda finalmente [3]
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. .2 ’ . .2
F, :—}/Gmm’(2 - —%):—G o {6’-2—3”—2} (11.2)
reor r c c

Debemos de notar varias caracteristicas de esta fuerza. En primer lugar se observa
que es central y de segundo orden respecto a la inversa del cuadrado de c. Al ser
integrada sobre todos los cuerpos del Universo aparecen fuerzas de orden cero, que
son las fuerzas de inercia que realmente observamos. También notamos que es una
expresion enteramente relacional, ya que solamente contiene la posicién, velocidad y
aceleracion relativa entre pares de particulas. Por dltimo (11.2) obedece a la ley de

accion y reaccion.

7.2 Insuficiencia de la teoria de Schrodinger

Elndcleo dela galaxia, como el objeto de mayor masa cercano al sistema planetario,
ocasionara cierto efecto sobre la 6rbita de un planeta a consecuencia de la induccién
gravitatoria. Para simplificar vamos a suponer que el centro de la galaxia se encuentra
en la linea de los nodos del planeta, que tiene @ de argumento de latitud del perihelio.

Como el centro de la galaxia se encuentra muy lejano, podemos suponer que el
vector r’' (que une el centro de la galaxia con el planeta) y el vector R (que une el centro
de la galaxia con el Sol) son paralelos. Entonces

r'=R-x=R-rcos(0+w)
donde hemos elegido el eje x coincidente con la linea de los nodos, r es la distancia del

planeta al Sol y 6 es la anomalia verdadera del planeta. La energia cinética de
interaccion entre el centro de la galaxia de masa My el planeta de masa m es

GMm .,, GMm .,
— i~y x
r R
donde hemos supuesto '~ R . Aplicando la teoria de la perturbacién planetaria, se
encuentra que el pericentro del planeta se ve afectado de una precesion del perihelio

con una velocidad angular

U.=y

do 3 GM NGm'
— = ;00820
d 4c R a
donde m’ es la masa del Sol, e la excentricidad del planeta y a su semieje mayor.
Al tomar valores numéricos se encuentra un desplazamiento del perihelio de un
planeta interno del orden de segundos de arco por siglo, que representa un efecto no
observado en el sistema planetario, lo que viene a mostrar la insuficiencia de la teoria

de Schrodinger.
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Teoria gravitatoria invariante Lorentz

1.3 Introduccién

Cabe la posibilidad de desarrollar una teoria de la gravitacién que sea invariante
frente a transformaciones de Lorentz, o sea, una teoria ajustada a la relatividad restrin-
gida. Se parte de la ley de Newton, que suponemos valida para particulas que se
encuentran en reposo. Haciendo uso de la ley de transformacion de la fuerza, se puede
calcular la fuerza gravitatoria en otro sistema de referencia. Al hacer este célculo se
encuentra que existe, como afadido, una fuerza gravitomagnética. Para este razona-
miento es necesario suponer que la masa gravitatoria es un invariante frente a transfor-
maciones de Lorentz, de igual manera que lo es la carga eléctrica. También se debe
suponer que existe una ecuacién de continuidad para la masa gravitatoria.

Las ecuaciones obtenidas son iguales a las encontradas en la teoria electromagné-
tica. * Por esta razén se pueden utilizar los resultados ya conocidos de esta teoria. En
particular, se pueden aplicar los potenciales de Lienard-Wierchet para determinar los
campos gravitoelectromagnéticos de un cuerpo acelerado. **

La teoria gravitoelectromagnética que se desarrolla a partir de la teoria general de la
relatividad (capitulo 4) es diferente de la dada aqui. Es cierto que sus ecuaciones de
campo son iguales, pero su ecuaciéon de movimiento difiere de la ley de Lorentz, ade-
mas, en el marco de la relatividad general aparece un segundo potencial gravitatorio
escalar que no existe en la teoria invariante Lorentz. {

*Laidentidad entre las ecuaciones de campo que vamos a deducir de nuestra teoria [ecuaciones
(6.3)] y las de la teoria maxweliana no es total, ya que hay un signo diferente en la primera y la
cuarta de dichas ecuaciones. Sin embargo, las ecuaciones (6.3) son totalmente idénticas a las
ecuaciones linealizadas de la gravedad que obtendremos en el siguiente capitulo.

** En esencia esta es la celebrada teoria que desarrollé Denis Sciama en el afio 1952. [1]

+ Es curioso que en los primeros intentos para crear una teoria relativista de la gravitacién no
se hubiera construido la teoria que exponemos en este capitulo. Parece que Einstein trabajé en
este sentido, segun se recoge de sus propias palabras: «[...] también tenia que hacer una
tentativa de modificar la teoria newtoniana de la gravitaciéon de manera que sus leyes armoni-
zaran con la teoria [de la relatividad]. Las tentativas en esta direcciéon mostraron que podia
hacerse, pero no me satisfacieron porque se basaban en hipétesis sin fundamentacion fisica»

2].
29
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2.3 La tetrafuerza
En relatividad especial se define la tetrafuerza que acttia sobre una particula de
masa m por medio del tetravector

Fk :de
dr

donde p* esel tetramomento y 7 es el tiempo propio de la particula de masa nm. Como
el tetramomento de la particula es

pk = mvk = (mj/V, I’}’lC}/)

donde v esla velocidad dela particulay y = 1/ J1-v?/c? , entonces las componentes de
la tetrafuerza son

FF= %(myv,mcy) = }/%(m;/v,mcy) = (}/f,mcy%j

donde fes la fuerza tridimensional definida por

d
=< .
Lh(m7V)

Como
dy v-a
7 = 7/ 3 _2
dt c
siendo a la aceleracion de la particula, la tetrafuerza queda

F* =(;/f,m7/42).
c

3.3 Transformacion de la tetrafuerza
La tetrafuerza es un tetravector, por tanto ante una transformacion especial de
Lorentz se transforma por la expresiéon

%

, A 00 —ZA

Fr AR

Fr? o 10 o |F?

5l l o o1 o |F? (1.3)
FU) A lx 00 A |\F

c
donde el sistema K’ se mueve con respecto a K con velocidad 7 a la largo de la parte
positiva del eje x. A es definido por

A=t/ i=r?e?.

! vXV
g :yA(]_ c? j

f-v=my’v-a
se encuentra que la ecuacion de transformacién de la fuerza tridimensional es

Haciendo uso de la relacion

y de la identidad
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v/ V/e? v vel
]_VXV ]_VXV '

2 2
C C

f;:fx

y para las componentes y y z

, «H—Vz/c2 _ , «ll—Vz/c2
fylefy, fzzﬁfz-

2 2
c c

Las ecuaciones inversas se obtienen cambiando 7 por -V. En el caso especial en que la
velocidad de la particula sea nula en el sistema de referencia K, la ley de transforma-
cién para la fuerza queda en la forma

fi=1,
fr=N1=v2let s,
fi=A1=r2fe S

En el caso de que sea nula la velocidad en el sistema K’ entonces las ecuaciones simpli-
ficadas de transformacién de la fuerza son

fo=1.
£, =1=vje s (23)
fo=N1=viet sl

4.3 Campo gravitomagnético de una particula
en movimiento

Consideremos dos particulas en reposo mutuo de masas m y m’. Sea K’ el sistema
respecto al cual estos cuerpos se encuentran en reposo. El sistema K’ se mueve con
velocidad V" alalargo de la direccién positiva del eje x de otro sistema K, que observa a
los dos cuerpos moverse. Suponemos que los dos cuerpos se encuentran en el plano x-
¥,y que la masa m esta en el origen del sistema K’, que coincide con K en el momento
inicial.

La relacién entre las componentes de las fuerzas es (2.3), en donde no tenemos que
considerar la componente z, ya que no existe fuerza en esa direccion. Por la ley de la
gravitacion de Newton la fuerza en el sistema K’ entre las masas m y m’es

’

’:_G mm !
f; (x/2+y/2)3/2x

o_gmm .
f; (x;z +y/2 )3/2 Y

Téngase en cuenta que x” e )’ representan distancias, por tanto la relacién entre las
medidas de estas distancias en Ky K’ (sistema propio) es dada por

x':x/\/l—Vz/cz; V' =y,

que nos dan las distancias tal como son medidas por el observador K. Con esta relacién
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la fuerza gravitatoria entre las dos particulas que se estin moviendo es, segtin el siste-
maK

’ 2
f= —G—Z(Axllx +%u},j = —GT—mzm(Arur —AyI:—zllyj =
[(As)' 4]
, mAr G mAyV
Gz—zs/zu, -V /\?2—23/2112
[(ax) +5? ] [(Ax)+y?]

La anterior ecuacién la podemos interpretar como dos campos: el gravitoeléctrico y el
gravitomagnético que se definen por

mAr
E-- G——
’ (A +02]" .
G mAyV

———u
2 32 Tz
“ (a7 r]
y la fuerza sobre la particula m' es dada por una ley idéntica a la ley de Lorentz
f=m'(E+VAB). 33)
Las intensidades de campo gravitoelectromagnético se pueden poner de otra forma

al tener en cuenta la siguiente transformacién

Ar 1 1- 3 1
2

(A 4] 7 (1=p25in*0)
donde f=V/cy 6 es el angulo que mantiene la direccién de la masa m’ con el eje x, segin

es medido por el observador K que ve las masas moverse. Entonces el campo
gravitoeléctrico queda

2 2
/ r

1_ 2
E:—Gﬁzu,—ﬂmz—Gﬂzu,h. 4.3)
r* (1-pB%sin?0) r
Mientras que el campo gravitomagnético es
G myVu G mV Ar 1
B:——z 3 h= > 3 h:—ZV/\E. (53)
¢ r ¢ c

Hay que indicar que las ecuaciones obtenidas representan los efectos producidos por
una masa en movimiento uniforme. Ecuaciones diferentes se obtienen cuando la masa
se encuentra con un movimiento acelerado.

Cuando la velocidad de las particulas es pequefia, el término / se puede tomar
igual a la unidad y entonces encontramos las expresiones

y sise trata de una distribucién continua de materia

_ o . G jnr
E——GJ‘r—zurdV, B_—C—zj p av
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donde j es la densidad de masa, o sea, la masa que atraviesa la unidad de superficie en
la unidad de tiempo.

5.3 Ecuaciones de campo gravitoelectromagnético
Conocido el campo gravitoeléctrico (4.3) y el campo gravitomagnético (5.3) y si-
guiendo el mismo procedimiento que en la teoria electromagnética se encuentran las
ecuaciones para los campos gravitoelectromagnéticos

VE =-4zGp
OB
VAE=—-——
ot (6.3)
VB=0
Vg 10y, 108
c c” ot

donde los campos gravitoeléctrico y gravitomagnético derivan de los potenciales vector
y escalar segtn la relacién

E:—Vqﬁ—a—A; B=VAA
ot

y los potenciales gravitoelectromagnéticos son definidos como en electromagnetismo.

Hemos obtenido unas ecuaciones de campo idénticas a las de Maxwell del
electromagnetismo, con la salvedad hecha de los signos menos de la primera y cuarta
de las ecuaciones (6.3). Estas ecuaciones son exactamente iguales a las que se obtienen
a partir de la linealizacién de la teoria general de la relatividad (ver epigrafe 5.4). La
diferencia que se encuentra entre ellas reside en la ecuacién de movimiento. Mientras
que para nuestra teoria gravitatoria derivada de la relatividad especial, la ecuacion de
movimiento es la férmula de Lorentz (3.3), para la teoria linealizada es una expresion
distinta, que viene dada por la ecuacién (12.4).

6.3 Precesion del pericentro
La lagrangiana que nos da la ecuacién de movimiento de una particula de masa m
que lleva velocidad v en un campo gravitoelectromagnético es, por similitud con el
electromagnetismo (intercambiando la carga por la masa)

L=-mc*\1-v?[c? +mA-v—mg.

Al desarrollar la raiz cuadrada en el caso de pequenas velocidades comparadas con la
velocidad de la luz

1v? 1v*
1-v?/c? 2l-—————
/ 2¢* 8¢t
entonces la lagrangiana queda
2 | 2 v
L~-mc +Emv +§m—2+mA-v—m¢
c

y la lagrangiana de la perturbacién es

4
oL= 1 m v_4 +mA-v
8
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el primero de los sumandos es la perturbacion gravitoeléctrica y la segunda la pertur-
bacion gravitomagnética. El efecto gravitoeléctrico es el derivado, en exclusiva, de la
relatividad especial. Mientras que la perturbacién gravitomagnética es la cuarta parte
de la que se obtiene en relatividad general.

Vamos a determinar la precesion planetaria ocasionada por efecto gravitoeléctrico.
Para ello partimos de la correspondiente hamiltoniano de la perturbacién

1 v* 1 2
OH=-0L=—m—=— p’
8 c 2 8 m 3c 2 ( )
donde estamos considerando particulas no relativistas, por tanto p = mv . Las corres-
pondientes ecuaciones de Hamilton son

2

2¢?
que representan las variaciones de la posicién y del momento del satélite ocasionada
solo por la perturbacion, es decir, las anteriores ecuaciones no representan la variacién
total de estas magnitudes. El vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL) es

r= v; p=0, (7.3)

&zp/\L—mkﬁ,
-

que tiene las propiedades de ser una constante de movimiento para fuerzas centrales y
se encuentra digirido hacia el pericentro del astro. Al derivar el vector LRL queda

ﬁzm_mki‘rz—r(r‘f):mk v’ [vrz—r(r-v)]:

dt r? r_3202
2 2

=3 k3v2 r/\(V/\r):—zvar/\L
rc c’r

donde se ha tenido en cuenta que es nula la variacién del momento angular orbital, lo
que significa que el plano orbital no precesa y se mantiene inalterable en el tiempo.
Para el calculo se ha usado la segunda de la ecuaciones (7.3). Més que los valores
instantaneos de la variacién temporal del vector LRL, lo que interesa es el valor prome-
dio alo largo de un periodo, es decir la variacioén secular y no la periédica. Para ello se
calcula

vir 27k

e
utilizandose las ecuaciones del movimiento kepleriano tal como fueron expuestas en el
epigrafe 5.2. Entonces

k 2
& _ TRy ag=Qnt
dt c¢’TL
como el vector LRL estd dirigido hacia el pericentro, la anterior expresién nos da la
rotacion de la linea de las apsides

_zk®  7GM

Tl ¢*Ta(1-e?)
que representa la sexta parte de la precesién planetaria de Einstein calculada a partir
de la relatividad general. Es decir, nuestra teoria es incapaz de explicar la anémala
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precesion del planeta Mercurio. Atin asi, esta teoria invariante Lorentz tiene su interés,
porque contempla la induccién gravitatoria.

7.3 Los campos gravitoelectromagnéticos
en funcioén de los valores retardados

Vamos a representar con 1’ el vector que va de la posicion de la masa que crea el
campo en el momento en que sale la «sefial» gravitatoria (posicién retardada), al punto
donde se encuentra el observador. r es el vector que va de la posicién actual de la masa
que crea el campo al observador. Queremos expresar los campos gravitoelectro-
magnéticos, obtenidos anteriormente, en funcién de la posicién retardada y no en
funcién de la posicion actual.

Partimos de la definicién de s

s=r'—r'"-v/c
dondev es la velocidad de la masa fuente en el momento en que «emite la sefial». Por la
propiedad vectorial

(anb)’ =a’h?—(a-b)’
s se pone de la forma
’ ’ 2
G2 PV T v (r'av)

2 b
02 c c

por el teorema del coseno se encuentra que

2 2
o (FAv) , (rav)
sT=r-— =7 >
c c
Si suponemos que la masa se mueve a lo largo del eje x, y que el plano donde se

encuentran el vector velocidad y el observador es el x-y, tendremos
FAV=—)m,

con lo que el parametro s queda

2 2 .2
A v
Szzrz__yzzrz(]__Y_j
2 2 2
c r

2
s=r /1—Z—zsin25 (83)

donde el angulo & es el formado entre la direccién de movimiento de la masa fuente y
la linea que une la posicién actual con el observador.
Haciendo uso de (4.3) y de (8.3) tenemos para el campo gravitoeléctrico en funcién

de la posicién retrasada
[2 2
E:—Gﬁ{r'—ﬂj(l—v—zj_ (9.3)
s c c

También se puede expresar el campo gravitomagnético en funcién de las posiciones
retardadas, o bien relacionarlo con el campo gravitoeléctrico

y finalmente

B=—VAE=—+- (1—ﬁj. (10.3)
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8.3 Campos gravitoelectromagnéticos
producidos por masas aceleradas
Para obtener los campos gravitoelectromagnéticos producidos por masas en movi-
miento acelerado se utilizan las mismas técnicas que en el electromagnetismo, con solo
variar la constante y sustituir la carga por la masa gravitatoria, obteniéndose

E:——(Z;m; r'/\|:(r'—ﬂ)/\\'/] (11.3)
c’s’ c

a lo que hay que sumar el campo (9.3), que es el tinico que existe cuando el movimiento
es uniforme. Este campo (11.3) es radiativo, ya que es el responsable de la emisién de
radiacién gravitacional.

El campo gravitomagnético tiene una relacion con el campo gravitoeléctrico dada
por

= (12.3)

aligual que antes, 1’ representa la posicion retrasada de la masa fuente, o sea el vector
entre la masa fuente en su posicién retrasada y la posicién del observador.

En el caso de velocidades pequeiias con relacién a la velocidad de la luz, se en-
cuentra

entonces el campo gravitoeléctrico radiativo es
Gm ..
Ez—wr /\(l‘ /\V) (133)

noétese que este campo es de segundo orden respecto a la inversa de ¢, mientras que el
campo gravitoeléctrico originado por la velocidad de la masa [ecuacién (9.3)] es de
orden cero. En cuanto al campo gravitomagnético radiativo es de orden tres [ecuacion
(12.3)], en tanto que el producido por la velocidad [ecuacion (10.3)] es de orden uno.

9.3 Fuerza inducida sobre una masa acelerada
que se encuentra en el interior
de una esfera de densidad uniforme
Las anteriores ecuaciones muestran que en la teoria que estamos desarrollando
existen fenémenos de induccién gravitatoria. Cabe investigar si esta induccién puede
generar las fuerzas de inercia como exige el principio de Mach.
Sea una esfera de radio R y masa M de densidad uniforme y de valor

M
4/37R*

En su centro se encuentra una particula de prueba de masa gravitatoria m que se mueve
con movimiento acelerado y rectilineo. Si se admite que todo movimiento es relativo, la
situacion es completamente anédloga a suponer que la particula m estd en reposoy que
la esfera, como un todo, se mueve con movimiento acelerado y rectilineo en direcciéon
contraria y con aceleracion a.

Si suponemos que las velocidades son pequeiias, valdré la ecuacion (13.3) que toma

0
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la forma

po-do[ratraa , (143)
c r
el vector 1’ es aquel que va desde el punto fuente al centro de la esfera. Al utilizar
coordenadas esféricas
r' =—r'sin @ cos @i —r'sin @sin pj—r' cos Ok (15.3)
siendor’, 6,y plas coordenadas de un punto de la esfera con respecto a un sistema con
origen en el centro de la esfera. La aceleracion del conjunto de la esfera la supondremos
a=-ak
que es de sentido contrario a la aceleracién que lleva la particula. Ambas situaciones
son equivalentes desde el momento que adoptamos el punto de vista de la fisica
relacional.
Ahora podemos calcular la expresion (14.3)

R 2
Ir'dr'j j (—cos @sin @ cos Bi —sin sin 6 cos G + sin’ Qk)sin 0dodp

0 00

Gpa

2
C

E=-

que tras integrar se convierte en

GM
E=——a
c’R
y la fuerza que acttia sobre la particula de masa gravitatoria m es
Mi
f=mE = ¢ > 7 a
¢’R

que es una fuerza que se opone a la aceleracion de la particula, que es -a. Esta fuerza
debe ser identificada con la fuerza de inercia, por tanto

GMm
f=ma=—
c’R
donde m; es la masa inercial. Por el principio de equivalencia las masas inercial y

gravitatoria son iguales. Entonces si nuestro resultado representa la realidad fisica
debe cumplirse la relacién cosmolégica

oM _y (16.3)

c’R
donde My R representarian la masa y el «radio» del Universo considerado como esfé-
rico. Esta relacion nos viene a decir que la suma de la energia potencial de la particula
de prueba maés la energia en reposo es nula

a

E,+mc ?=0.
En el caso de que en vez de una esfera llena de materia se tratara de una concha
esférica de radio R y masa M, el campo gravitoléctrico seria
_2GM
3¢’R
por tanto en este «Universo» se cumpliria la relacién
2GM |
3¢’R

a

(17.3)
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Es de interés el resultado encontrado. Hemos podido identificar la fuerza
gravitoeléctrica ocasionada por el «Universo» con la fuerza de inercia, tal como es
exigido por el principio de Mach. Pero hay algo mas, el principio de equivalencia nos
lleva a establecer una relacién entre pardmetros cosmolégicos [(16.3) y (17.3)].

Para el calculo realizado no hemos tenido en cuenta ni el campo gravitomagnético
radiativo ni los campos originados por la velocidad de la particula fuente. En todos
estos casos la fuerza que producen es cero.

10.3 Induccion de la fuerza de Coriolis

De la teoria relacional cabria esperar que sobre una particula que se moviera en el
interior de una esfera hueca que estuviera rotando, deberia de actuar una fuerza del
tipo de Coriolis. Como ahora veremos, la teoria invariante Lorentz llega a esta conclusion.

Partimos de una concha esférica de masa My de radio R que gira con una velocidad
angular ok. En el centro de la concha hay una particula de prueba de masa gravitatoria
m que se desplaza con una velocidad u.

El dnico de los campos gravitoelectromagnéticos que da una integracién diferente
de cero es el campo gravitomagnético originado en la velocidad de las particulas fuen-
tes o campo gravitomagnético no radiativo (10.3)

_GmvAr'
c 2 R 3
donde hemos despreciado los términos mayores que dos en la inversa de c¢. Con la
expresion (15.3) se calcula la velocidad de cualquier punto de la concha esférica,
obteniéndose

Go 7 . . LN
B=- 223J.J.(—Rza)smﬁcosecosq)i—R2w51n9c05951n¢J)R2sm&d@cﬁp—
¢ 00
Go 5 2 .2 2 .
—?_”R osin” OR " sin0dOdpk =
¢ R 0 o
=—GRwai27zk=—zGMm,
¢’ 3 3¢’R

De acuerdo con la férmula de Lorentz (3.3) la fuerza ejercida sobre una particula
que estando en el centro de la concha esférica lleve velocidad u es

——O0A
3 ¢*R
Teniendo en cuenta la relacién (17.3) valida para una concha esférica, se encuentra que
f=monu

es decir, sélo la mitad del valor de la fuerza de Coriolis observada en sistemas de
referencia que se encuentran en rotacion.

Podemos extender el resultado al caso de una esfera llena de materia de densidad p
y de nuevo volvemos a encontrar una fuerza de Coriolis que es la mitad de la detectada
realmente.

11.3 Induccion de fuerza centrifuga
Una teoria relacional debe explicar la aparicién de la fuerza centrifuga como una
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manifestacion de la induccién gravitacional. De nuevo suponemos que tenemos una
concha esférica de radio Ry masa M, que se encuentra rotando con velocidad angular
® respecto a un sistema de coordenadas K con origen en el centro. Una particula de
masa m se encuentra a una distancia r del centro de la esfera y en reposo con respecto
al sistema K. Si la teoria que analizamos fuera verdaderamente relacional, en esta
situacion se deberia de inducir una fuerza de tipo centrifugo sobre la particula m.

El calculo de los campos gravitoeléctricos y gravitomagnéticos, tanto radiativos
como no radiativos, no da una fuerza del tipo centrifugo, es decir de segundo orden en
o, por lo que la teoria que acabamos de desarrollar, a pesar de generar fenémenos de
induccién gravitatoria, no es capaz de reproducir fuerzas centrifugas. *

Como veremos en el capitulo 8 la teoria general de la relatividad si es capaz de
explicar la induccién de fuerza centrifuga. Esta fuerza es generada por un segundo
potencial escalar (que llamaremos y), que es funcién de la velocidad al cuadrado dela
particula fuente, potencial que no aparece en la teoria invariante Lorentz.

Debemos finalmente senalar que el potencial vector gravitomagnético A que se ob-
tiene de la teoria desarrollada en este capitulo, es el mismo que el deducido de la teoria
general de la relatividad. No obstante, la fuerza gravitomagnética es diferente en am-
bos casos. Concretamente es cuatro veces mayor en la teoria general de la relatividad
queen la teoria que acabamos de desarrollar.

12.3 Referencias
1.- Sciama, D. W.: “On the origin of inertia”, Monthly Notices of the Royal Astronomical 113
(1953) 34-42.
2.- Pais, Abraham: £/ Serior es sutil ... La ciencia y la vida de Albert Einstein, Ariel, 1984, p. 186.
3.- PaNorsky, Wolfgang and PuiLLips, Melba: Classical Electricity and Magnetism, Adison-
Wesley, 1972.

* En su teoria, Sciama dedujo el efecto centrifugo erréneamente. En realidad lo que hizo fue
aplicar el teorema de Larmor del gravitoelectromagnetismo.






4

Ecuaciones del
gravitoelectromagnetismo

1.4 Introduccién

La mecanica relacional entiende las fuerzas de inercia como originadas en la in-
duccién gravitatoria. La teoria de Newton no contempla fenémenos inductivos, pero
una teoria relativista de la gravitacién los debe incluir. En efecto, en virtud de la equiva-
lencia relativista entre masa y energia, no solo la masa es fuente de campo gravitatorio
sino que lo es cualquier tipo de energia. Por tanto, un cuerpo crea campo gravitatorio
no solo por su masa, sino también por su energia cinética, es decir por su movimiento.
Y esto, en definitiva, es lo que significa la induccién: la produccién de fuerzas por
cuerpos en movimiento.

Como se vio en el capitulo 3, es posible obtener una teoria relativista de la gravita-
cién en el marco de la relatividad especial, es decir una teoria invariante frente a trans-
formaciones de Lorentz. Pero esta teoria no es satisfactoria. Por ejemplo, el calculo de la
precesion del perihelio de un planeta solo da la sexta parte del valor correcto. La teoria
gravitatoria invariante Lorentz produce fenémenos inductivos, que son capaces de
explicar la aparicién de la fuerza de Coriolis sobre cuerpos en movimiento o bien otros
fenémenos gravitomagnéticos; no obstante, no puede deducir la fuerza centrifuga como
una fuerza inductiva. *

2.4 Ecuaciones de campo linealizadas
Podemos descomponer el tensor métrico segiin

g ij =7 ij + h//
donde 7, es el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski con signatura -2. En la

* La fuerza gravitomagnética es exigida por el principio de la relatividad especial. Sean dos
cargas eléctricas de igual signo, en reposo respecto a un sistema K de referencia inercial y que
se mantienen en equilibrio al igualarse las fuerzas eléctrica y gravitatoria que existen entre
ellas. Sea otro sistema K’ respecto al cual K se encuentra en movimiento. Para este nuevo
sistema, ademés de la fuerza de Coulomb entre las cargas, aparecen fuerzas magnéticas.
Como por el principio de la relatividad especial también para el nuevo sistema las cargas deben
mantenerse en reposo relativo entre ellas, deben de aparecer fuerzas de induccién gravitacional
que permitan igualar a las fuerzas magnéticas.

41
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mayoria de las situaciones reales las cantidades / son pequenas (h s <1, ) , al igual
que ocurre con sus derivadas primeras; lo que equivale a suponer que, en presencia de
campo gravitatorio débil, el espacio-tiempo es el de Minkowski sobre el que se superpo-
ne una perturbacién dada por las cantidades h . Si, ademas, adaptamos las ecuaciones
de campo para que sean lineales en / obtenemos la teoria linealizada. *

Los simbolos de Christoffel en la teoria lineal son

Ff/k :%g” (ajgks +akg]s_asg]k)z%77” (hks,j+hjs,k _hjk,s).

En esta aproximacion los dos tltimos sumandos del tensor de Ricci
k

_ arfk _ or ij

U ax J ax k

se desprecian, ya que son, como minimo, de segundo orden respecto a la perturbacién

h, es decir son no lineales. En resumen, en la ecuacién de campo que derivemos, solo
aparecera la parte lineal de las componentes del tensor métrico.

La componente 0,0 del tensor métrico aparece en la ecuacién de movimiento multi-
plicada por ¢* (ver mas adelante). Esto quiere decir, que si queremos obtener la ecua-
cién de movimiento de una particula hasta el segundo orden respecto a la inversa de c,
sera necesario calcular hasta términos de orden cuatrode g, .Pero como veremos mas
adelante, esta componente del tensor métrico a orden cuatro tiene una parte lineal y
otra no lineal; la primera se obtiene a partir de la teoria linealizada pero no asi la
segunda parte, que se tiene que obtener con la teoria de campo débil (ver el epigrafe 12.4
y siguientes). Esto nos viene a decir que con la teoria linealizada no podemos obtener
todos los términos de segundo orden respecto a la inversa de c en la ecuacién de
movimiento. No obstante, con la teoria linealizada si podemos obtener todos los térmi-
nos gravitomagnéticos a segundo orden en la ecuacién de movimiento, pero no todos
los gravitoeléctricos a igual orden, pues para ello, como hemos dicho, se exige el con-
curso de términos de cuarto orden no lineales del tensor métrico.

Conservando solo los términos de primer orden respecto a /, el tensor de Ricci toma
la forma

ryk kyr
S I D R

1 k k k Jk
R// ~ E(hk,[j - hl,jk - hkj,l + hlj,k )

Imponiendo la condicién gauge armonica y teniendo en cuenta que subimos y bajamos
los indices con 77, con lo que se pierden términos pero ninguno de ellos lineales, se

obtiene
ik hlk _lélkh =0 = i hk, _lﬂk[h =0,
Oox 2 ox, 2
el tensor de Ricci se reduce a
1, &
Rl[ = 5 hl/,k

y la curvatura escalar se deduce de la contraccién del anterior tensor

*Que la ecuacién de campo sea lineal significa que el campo producido por dos cuerpos es la
suma de los campos producidos por los cuerpos individualmente.
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R=—h.
2 ik
En el supuesto lineal la ecuacion de campo sera

1
R, _EUUR =-xT,
donde hemos sustituido g, por 7, para evitar la aparicion de términos no lineales. Al
contraer los indices queda

R=gn"T, = 4T
noétese que la traza 7' la hemos calculado a partir del tensor 77, , igual que hemos hecho
con R. La ecuacién de campo tomara la forma
1 .
RU=—1@}—EUJJ:—1%.

Finalmente, la ecuacion de campo linealizada en la gauge armoénica queda en funcién
de las cantidades 4

a%”~=a T, 14
Ok axk =Xty ( . )
donde la constante tiene el valor y =87G/c*.

Debemos advertir que cuando se calculen las componentes del tensor energia-mo-
mento se deben subir y bajar los indices con el tensor métrico de Minkowski, porque si
usamos el tensor g, la ecuacién de campo que se obtendria seria no lineal ya que
aparecerian términos del tipo AT .

3.4 El tensor energia-momento

Por la dependencia del tensor energia-momento de la tetravelocidad y por la rela-
cion (7.1)

dr =dt[1+0(c?)]
se encuentra que los términos del desarrollo en serie del tensor energia-momento se
diferenciaran entre ellos en dos 6rdenes respecto a la inversa de ¢, o sea
2 ©
T =T"+T%+..
(I
T =T"+T%+...
[OJE)
TP =T%+T 4. (a+ )
© @
T =T*+T" +....
Para calcular la traza bajamos y subimos los indices con 77, , entonces queda
0 0k 00 (7(2J()J (00)0
T, =n,T" =T" ~T"+T
(0)
a _ ak _ aff _ ao , _oaa
T, =n,T" =0, " =-T" ~-T

donde en la dltima ecuacién no hay suma sobre o. Entonces la traza es
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(-2) (0) (0)
T=Ty+Y TS ~T®+T"-Y'T
a (22

Las componentes del tensor energia-momento necesarias para resolver la ecuacion
de campo son
2 ©
Ty = 770[770kTIk =T ~T"+T"
) (-1 ()
TW — 770,77&sz1: — _TOo( ~ _TOa_TOa
) (0) (2)
Taﬁ = UalnﬁkTLk = Taﬁ ~ T“ﬁ_'_Tap ((Z * ﬂ)
(0)
Taa = UalnakT’k = Taa ~ Ta“ N
De donde se deduce
. 1 1 1 . 1 (-2) 1 (0) 1 (({)Z)a
Ty =T, —EUOOT =5T°° +Eza:r :ET°0+ET°‘)+E;T

(-1

*

TOa :TOa_%nOaT:_Toa :_Toa
. 1 (0)
T, :Tap—gnaﬁTzT“ﬁ =T (a#p)

. 1 1 (0) 1 (-2) (0) (0)
Ty =T —=0,,T =T +=(T® =Y T#\=T*+=| T®+T"-Y T |.
2 2 5 2 =

4.4 Solucion de las ecuaciones de campo linealizadas
La ecuacién de campo linealizada (1.4) se resuelve haciendo uso de la técnica de los
potenciales retardados
4G ([7,]
]
’
c r
donde el paréntesis significa valores retrasados.
Vamos a aplicar la ecuacion anterior al caso de materia en forma de polvo, es decir
que despreciamos las tensiones en el tensor energia-momento, que con esta simplifica-
cién queda

ar'

T = pu'u’.
p representa la densidad de materia en el sistema comévily ' es la tetravelocidad de
un punto de la fuente que crea el campo. * Vamos a desarrollar el tensor energia-
momento hasta el segundo orden en la inversa de ¢, entonces la relacién que debemos
tomar entre el tiempo propio y el coordenado es
2 2
dz? :(1+ﬂ—” jdtz

2 2
4 C

*Se exige que la velocidad de la particula fuente sea no relativista. Esta condicién no es reque-
rida para la particula que se mueve en el campo gravitatorio.
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donde ¢, es el potencial kepleriano en el punto de la fuente que lleva velocidad u, por
tanto la componente 0,0 y la o,z son

(=2 dr )’
TOOZTOO%—TOO:puOuO:pCZ(—) =p02—2p¢0+pu2

dr
(0) a)?
dt

la traza queda
T=T%-YT"=pc*-2pp,.
Con estos valores se encuentra
« 1
Ty :Epcz —pg, +pu’
T, =-pcu’
* a, o ] 2 ] 2
T, =puu +Epc - pd, = —pc

2
T, =puu’ (a+p).
Las ecuaciones (1.4) quedan

1 8%h
V2hy, ———=% = ypc’ =2pp, +2pu’
c” ot
0%h
Vih,, —iz X =2xpu,c=-2xpuc
c” ot (3.4)
1 8%h
Vzh o ao CZ
1 0°h,
Vih,,-— 5 2 =2xpuu,=2xpu‘u’ (a+p).
c it

La solucién de las ecuaciones (3.4) se obtiene mediante la técnica de los potenciales
retardados
2G 2G (2pu’ -2
hy, :_TJ.M”W_TJ.W—%‘W
ctdor

c r

hOa :g-l‘[Pu“]deﬁj‘pua a
c r c r 4.4
_ 26¢[p] ,_ 2Gp
h ——C—ijdV_—7j7dV

ao

4G ([ puu” 4G ¢ puu’
by =[P <SP (e

el corchete significa que tomamos los valores retardados, que en la aproximacién de
segundo orden respecto a la inversa de ¢ solo tienen aplicacién en la primera de las
ecuaciones (4.4). En efecto, al hacer uso de los potenciales retardados en la primera de
las ecuaciones (4.4) se obtiene, como afiadido a términos de orden dos respecto a la
inversa de ¢, términos de orden cuatro, que son necesarios en la ecuacién de movimien-
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to (ver mas adelante).

De las ecuaciones (4.4) se desprende que /,, se obtiene a segundo y a cuarto orden
respecto a lainversadec; h,, atercer orden, £, asegundoordeny £, (con a # f)es
de cuarto orden.

5.4 Los potenciales escalar y vector
Las ecuaciones linealizadas de campo (3.4) se pueden reducir de forma tensorial a
vectorial. Para ello se definen los dos potenciales escalares y el potencial vector por

2 (2
¢=%hw
04 (4)
v="hw (5.4)
3)
A4“=-Sho > A== h
4 4

como antes, el ntimero entre paréntesis significa el orden con respecto a la inversa de c.
Noétese que frente a transformaciones espaciales de coordenadas las componentes 0,
del «tensor» s se comportan como un vector y la componente 0,0 como un escalar. Los
dos potenciales escalares lo definimos para que sean de orden cero respecto a ¢, mien-
tras que el potencial vector es de segundo orden en la inversa de ¢, de aqui se explica la
debilidad de los fenémenos gravitomagnéticos. *

En forma similar al electromagnetismo, se definen los vectores intensidad de campo
gravitoeléctrico y gravitomagnético **

E-_vg-2A
ot (6.4)
B=VAA.
Démonos cuenta que el campo gravitomagnético es de segundo orden respecto a la
inversa de cy el campo gravitoelétrico es de orden cero, en completa equivalencia con
los campos eléctricos y magnéticos.
El elemento de linea espacio-temporal para el caso considerado de la teoria
linealizada y puesto en funcién de los potenciales gravitoelectromagnéticos es
ds® = (l +2—f +2—V:)czdt2 —8ﬁcdtdr—[l —%jéaﬁdx“dxﬂ
¢’ ¢ c c
¢ es formalmente el potencial kepleriano, pero hay que observar que esta en funcién de
los valores retrasados y no actuales, como ocurre con el potencial en la teoria gravitatoria
de Newton. T

* Esto quiere decir que la constante asociada al gravitomagnetismo es G/c* , mientras que G es
la constante correspondiente a la gravitoelectricidad. También en electromagnetismo la cons-
tante magnética es la constante eléctrica dividida entre c’.

** Las definiciones la hacemos para que las ecuaciones de campo sean formalmente idénticas a
las del electromagnetismo.

T El potencial gravitomagnético se puede calcular mediante el siguiente simple procedimiento.
Se parte de la métrica de un campo gravitatorio estatico débil y se le aplica una transformacién
de Lorentz.
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6.4 Ecuaciones de campo linealizadas en funcion
de los potenciales escalar y vector
Si solo consideramos hasta los términos de segundo orden del tensor métrico, la
teoria linealizada se nos asemeja a la teoria electromagnética. En este caso la traza de la
perturbacién /i es

h=h) +h =hy+n"h,, = hy —3h,, ~ hy —3hy =—2hy,.
Entonces la condicién gauge armoénica toma la forma
0 1 Oh 10 1 Oh,, 20h

_(hk/__nlq’hj:o = __Oz"'__(hoo__hj: O:[ +=—=

ox, 2 ox“ cot 2 ox c Ot
donde hemos puesto j =0.Introduciendo ahora los potenciales, la condicién arméni-
caqueda

VA + iz—(/j =0,
c” Ot

en completa analogia con el electromagnetismo. Reiteramos que la anterior ecuacién es

valida si se toman hasta términos de segundo orden en la inversa de c.
De la definicién del campo gravitoeléctrico se deduce

VE=-vV’g-2 VA,
or

haciendo uso de la condicién gauge nos queda

2 2
VE =-V?’¢+ 12(;?:%(—;(;702)
y la primera ecuacién de campo resulta
VE =-47Gp.
La segunda ecuacién de campo también esta relacionada con la intensidad de campo
gravitoeléctrico

V/\EZ—V/\V¢—%(V/\A)

por tanto

La tercera ecuaciéon de campo
VB:V-(VAA):O,
en cuanto a la cuarta ecuaciéon tenemos
VAB=VA(VAA)=V(VA)-V?A,
haciendo uso de la condicién gauge obtenemos
10

VAB=-——V$-V3A,
c” ot

teniendo en cuenta la definicién de campo gravitoelétrico

2
VA B_la—EJrla—A VA

o crot?



48 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

introduciendo el vector h = (#,, )
2
VAB :lza—EJrE Vzh—lza—?
c- o 4 ¢ ot
por tltimo hacemos uso de las ecuaciones de campo linealizadas y resulta
vap=LOE 476,
¢t ot ¢
donde j es la densidad de corriente, definida por

Jj“=pcu”.

7.4 Ecuaciones de movimiento de una particula libre
en un campo gravitatorio débil
Se trata de determinar la ecuacién de movimiento de una particula libre en un
campo gravitatorio débil. La ecuacién buscada es la de una geodésica

d’x* _, dc' dx’ _0

+I', — = 7.4
de* U dr dr 4
La velocidad respecto al tiempo coordenado es
dx” _d(de)_dr d(drde _(ﬁj'i (ﬁ) | _
dat® dt\ dt dt dr\ dt dr dr) dr|\\dr) dr
_(ﬂjz d’x” _(ﬁy d’t dx”
dr dr’ dr) dr’ dr’
podemos descomponer la ecuacién de la geodésica en dos partes
d’x* ., dx! " d’t 1, dx’ dx*
dr’ *dr dr’ dr’ ¢ Mdr dr’
llevando estas dos ecuaciones a la (7.4) se encuentra
At dedet 1 de e v
dr’ “dt odt e dt diodr
y al desarrollar
2 @ s B gt
(84)

& 1, dx A dx”
+ T c+2T  —+-T% ——— .
(00 Pdt e dr dt ) dr

Como el desarrollo de las componentes del tensor energia-momento va de dos en
dos 6rdenes respecto a la inversa de ¢ [ver (2.4)], lo mismo debe ocurrir con el desarrollo

de las componetes del tensor métrico, por lo tanto se tendra

2 @ ¢)
8w =1+8w+ 80w 8Lou=80a
(&)
gaﬁ:_éaﬁ(aiﬂ); gaa:_1+gaa'
Las componentes contravariantes las descomponemos segin
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(2) (4) (3)
g00:1+g00+g00; g :gOa
(2)
gaﬂ=0(a¢ﬂ); g% =-1+g*

y la relacién con las componentes covariantes es

@ @ W e o 60 @ @ @
00 . 00 . O0a . ao
€ =780 & TZu0&w &> & Lo & T €uw (©4)
como se puede comprobar por sustitucion directa en las ecuaciones
gg, =6 o GG'=1I

G es la matriz del tensor métrico e /la matriz unidad.

Los simbolos de Christoffel necesarios para obtener una ecuacién de movimiento
(8.4) que contenga hasta los términos de segundo orden respecto a la inversa de la
velocidad de la luz son

@ @ 6 o 6 0
Lo Do Tog T T

re
00> * 00> 08> © B> © 00° 0ct *

10.4
@ @ (104)

Cuando la velocidad de la particula es cercana a ¢ las componentes I'q,,I'%; dan
lugar a términos de segundo orden. Pero en este caso hay perturbaciones de orden cero,
por lo que estos términos de segundo orden no serian significativos. Con las (10.4)
obtendremos una ecuacién de movimiento valida para cualquier velocidad de la parti-
cula. Haciendo uso de la definicién de los simbolos de Christoffel y de (9.4) se encuen-
tra

—0

2
@ 1.® 1w O ()
g =-—0, g(m"’Eaa g00+5go(ﬂaﬂ 8 0o

(3a) 1(1. @ 3) (3)
rop:_E ;atgﬂa+aﬁg0a_aa 8op (11-4)

(2 1 (2 (2) (2)
rﬁy :_E aﬂ gar+ar gﬁa_aa g pr

1. @
Fga = 560( g 00
QN T )
rgo Zaz & oo
La ecuacién de movimiento (8.4) a segundo orden respecto a la inversa de ces
2« (2) 4) (3) () g.p gy
d—"; =-T% ¢’ —rgocz—zcrg‘ﬂdx—— . & &
dt dt Todr o dt

(3) (2) &P 1 (1) AP e’ ) de®
+H T e+2l ), —+-T¢ ——
( o or c 7 dr dr | odr

poniendo los simbolos de Christoffel en funcién del tensor métrico
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d’x* 1 ,.® G, @ O @)
dr’ :_Ec 2, goo+061g0a_56 aagoo_gc 850580t
1. @ 0) 6 Yk 1(. ® @ O Veie? dx’
0 +0 0 —+—| 0 +0 -0 —_ +
( 1 8paTOp80aCa8op |70 T5| Cp 8O 8T 8y |7
1a OB 5 @ &P dx”
+= —+ e —
280 T T BT
ahora introducimos los potenciales escalar y vectorial, definidos por
(&) 26 g O 4 O 2¢°
8w =73 gaﬁ=25aﬂc—2; gOa:—;A D 8w =ty

y ya solo nos queda expresar el resultado en notacién vectorial
av 0A 20° w v g

—=-Vg—-4—+4vA(VAA +— [+ 4— vV ——V 12.4
¥ vg-a i n(an) 5 Bl L B (o) Lve 24
el primer sumando corresponde a la aproximacién de orden cero o newtoniana. * Los
siguientes sumandos son todos de orden segundo respecto a la inversa de c. * *

Esta ecuaciéon de movimiento es la equivalente a la férmula de Lorentz de la electro-
dindmica. Nétese que los términos de segundo orden tienen (o pueden tener) valores
parecidos, por lo que ninguno de ellos se puede despreciar. La ecuacion (12.4) es vélida
para coordenadas armoénicas.

El elemento de linea tiene en coordenadas esféricas la forma

2
ds’* :(1+@+ 2¢4 +2—‘fjc2dzz B A dredi - ( ——¢)(dr +r2sin’ @dp’ +r>do?)
¢t ¢t ¢ c c

donde aparecen todos los términos necesarios para calcular la ecuacién de movimien-
to de una particula a segundo orden en la inversa de c. **

La ecuacién (12.4) y el anterior elemento de linea, son validos cuando usamos
coordenadas armonicas; las expresiones cambian en otros sistemas de coordenadas.
Por ejemplo, para pasar a coordenadas esféricas standard hacemos el cambio

r :r'(1+£2j
c

mientras quedan inalteradas las coordenadas angulares, entonces
2¢ 247 2GM  2G*M* 2GM( GM) 2G*M*? 2GM
I+—+ 1+

=1- + =1- =1-

c c* c’r c'r? c’r! c’r’ c'r’? c’r!
finalmente el elemento de linea en la aproximacién requerida para obtener todos los
términos de segundo orden en la ecuacién de movimiento es

dszz( 2—¢+2—‘/’j d2—§A-drcdz—(1—%)dr2—rzsinzed(pz—r2d92
4 C C C

*Enel término V¢ de (12.4) también se tienen en cuenta los efectos originados por los valores
retrasados.

** Esta ecuacion permite calcular las primeras perturbaciones al movimiento newtoniano con
independencia de la velocidad de la particula. No obstante, se exige que la velocidad del cuerpo
que crea el campo sea no relativista.
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donde no hemos tenido en cuenta los términos de cuarto orden en las componen-

tes espaciales. Con la anterior métrica ya no seria valida la ecuacién de movimien-
to (12.4).

8.4 Ecuacion de conservacion del tensor energia-momento
Dela ecuacién de campo gravitatorio se deduce la ley conservacién de la energia y
el momento

D,T*=0
expresion que se simplifica en el caso de la teoria linealizada. Si hacemos la definicién
— 1
hlk = hik _Enlkh
entonces la ecuacién de campo (1.4) queda
,—
hk
——=-2T,.
Ox"Ox, Al
La condicién gauge armonica se puede poner como
H_,

k
utilizando la ecuacién de campo linealizada podemos poner la ecuacién de conserva-
cién de la forma

%:0 = 67:)1: :0’ aTo{k :0
0ox, Ox, 0ox,

la primera igualdad expresa la conservacién de la masa-energia y la segunda férmula
nos da la conservacién del momento.

Desarrollando la primera de las ecuaciones

o o
=0 = or + or =0
o’ ox” o’ ox”

que es la ecuacién de continuidad de la energia expresada al mas alto orden en el
desarrollo del tensor energia-momento.

La segunda ecuacién queda

ar, o,

O

(=1 (0)

aT aT ({71 af}
M Moy g aTO LT,
ox ox? ox ox”

que es la ecuacién de conservacioén diferencial del momento, igualmente puesta al
maximo orden en el desarrollo del tensor energia-momento.

Démenos cuenta que las dos ecuaciones de conservacién que hemos encontrado y
que son aproximaciones validas en la teoria linealizada y en la teoria de campo débil,
nos permiten derivar ecuaciones globales de conservacién por los métodos usuales de
integracion.

9.4 Lagrangiana de una particula en un campo
gravitatorio débil
En general el elemento de linea es
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ds® = go, ()" +2g,, dcdx +g,,dvdx”
y en la aproximacién que estamos tomando
@ o ©) @
ds? =(ade') + g (d®) +g () +2g,, de'de” +(—5aﬂ + gaﬁ)dx“dxp,
sustituyendo los potenciales escalares y vector
/2
2 v 24 2 2,

dar :{1+—?—V—Z+L4+—V:—%A-v+—fvz} :

dt ¢’ < c c" ¢ c
Haciendo uso de la aproximacién

V1+x zl—i—%x—%xz

se obtiene

dt ¢ 2 ¢t et ¢ c* 8
donde solo consideramos términos hasta el orden 4 respecto a la inversa de la veloci-
dad de la luz. Agrupando términos y teniendo en cuenta que la lagrangiana de una
particula es

2 2 22
£—1+£_v_+¢_+£_i2A.V+£vz _l(%_v_j

L:—mczﬂ
dt
nos queda
1 1 v! 3 v 1 ¢°
L=-mc?—mp-mLs—mv? +=—m +amA v —>mp2e ——m?—. 13.4
¢ ¢t 2 c? 2 ¢c2 2 ¢ ( )

Podemos dividir los términos que aparecen en cuatro categorias. Los sumandos 2,4y
5 son términos relacionados con la relatividad especial. En efecto, los sumandos 4y 5
son los términos cinéticos. El segundo sumando es el potencial kepleriano.

El sexto sumando es un término genuino de la relatividad general y representa la
accién gravitomagnética. También los dos tltimos sumandos corresponden en exclu-
siva a la relatividad general y son de cardcter gravitoeléctricos.

El término gravitomagnético 4mA -v es de segundo orden respecto a la inversade c,
lo mismo ocurre para los restantes términos no clasicos. No nos referimos al primer
término porque al ser constante no interviene en las ecuaciones de movimiento deriva-
das de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Citar también que los términos de la lagrangiana que producen la conocida prece-
sién planetaria de Einstein son el 5, 7 y 8. Mientras que el sumando sexto es el respon-
sable del efecto Lense-Thirring (ver més adelante). El término que contiene el potencial
vector o gravitomagnético es el responsable de las fuerzas de Coriolis inducidas. Final-
mente el tercer término, que contiene el potencial escalar i, es quien produce la fuerza
centrifuga inducida.

10.4 Obtencion de la ecuacion de movimiento
a partir de la lagrangiana
La ecuacién de movimiento (12.4) de una particula en un campo gravitatorio débil
fue obtenida a partir de la ecuacién geodésica. Pero se puede llegar al mismo resultado
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aplicando la ecuaciéon de Euler-Lagrange a la lagrangiana (13.4), tal como haremos a
continuacién. Partimos de

! a_L_i(«mV +£J_iv oA 30" 29
2

T metax' o' \e? 2t et ¢ ox' 2c48x
y
LH(R) L aar, aor vy
mc? dt\ ax' Vea I 81 Aol 2c!

—c%x'( )+3£x+ [‘M( )4,

por lo que la ecuacion de Euler-Lagrange en forma vectorial toma la forma

ddv_ 40A 1vidv 1 3 dv,
¢’ dt o 2cd ctodt
3,09 3 6.8 v
+—vV—+—Vv(V-V)§-V| S+—+— |-
o ( )¢ (02 2¢t ¢t
2 i J
B VY
2¢ c” |\ ox’ ox'
siahora tenemos en cuenta que
3Ai P 5/1/ P i
—x——x =—|vA(VAA
ox’ ox' [ ( )}
tomando como primera aproximaciéon
dv
2oy
dt ¢

se obtiene la ecuacién de movimiento (12.4).

11.4 Densidad lagrangiana del campo gravitoelectromagnético
Las ecuaciones de campo pueden derivarse de una densidad lagragiana Ly la
posterior aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange

AR
axk a¢r,k a¢i

donde ¢* es el tetrapotencial gravitoelectromagnético definido por ¢" =(g,cA), en
todo igual que en la teoria electromagnética.
Para obtener las ecuaciones de campo gravitatorio deducidas en el epigrafe 6.4 es
necesario definir la densidad lagrangiana del campo gravitoelectromagético por
2

C Lk
= F,
1672G 4

definiéndose el tensor antisimétrico de campo gravitaelectromagnético por

F'* = %_a_(p’
ox, 0x,

i

Con estas definiciones, se obtienen las dos ecuaciones de campo gravitoelec-
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tromagnético

OF*  4zG |
o - & J
OF +aka oF,

+—-=0.
ox’ ox' o

12.4 Velocidad limite
Mientras que en la gravitaciéon newtoniana la fuerza de la gravedad es siempre
atractiva, no ocurre lo mismo en la teoria de la relatividad, donde a partir de cierto
limite, la fuerza gravitatoria se hace repulsiva.
Consideremos la ecuacién (12.4), que es aplicable cuando la gravedad es débil y
pequena la velocidad de la fuente. Si suponemos que la velocidad de la particula de
prueba es cercana a la de la luz, encontramos que los términos dominantes son

av v v?
—~-V¢g+4—(vV)p-—V
dt ¢ c’ (vW)é c? ¢
todos ellos de orden cero. Si para concretar suponemos que el movimiento de la parti-
cula es radial, se encuentra
2
& __ (1 - 3%) V¢
c

dt
esto viene a significar que existe una velocidad limite de la particula

velocidad que al ser superada hace que la fuerza gravitatoria se convierta de atractiva
en repulsiva. Hay que tener presente que este efecto es puramente cinematico y no
gravitatorio, ya que se produce con independencia de la intensidad del campo
gravitatorio, exigiéndose tinicamente que este campo sea débil.

En las anteriores ecuaciones v es la velocidad coordenada de la particula, o sea

_dxa
dt

a

y antes hemos hecho la identificacién

vi=v.v

que no coincide con el médulo al cuadrado de la velocidad, que por definicién es
do\’ de® dx” 24
(L) -, B (12285 e
a) A c*)
donde 7, es el tensor métrico tridimensional. En la aproximacién considerada ambas
expresiones de v’ se pueden identificar.
Se puede obtener el limite para la velocidad entendida como el cociente de la distan-
cia propia entre el tiempo propio de la particula
y 4o _dod v, ¢ _¢
Tdr didr [io2 et BJI-13 A2

donde se ha despreciado la componente gravitatoria en el tiempo propio.
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13.4 El tensor de Ricci en funcién del tensor métrico
en la gauge armoénica

Como hemos expuesto anteriormente, debemos de distinguir entre la teoria
linealizada y la teoria de campo débil donde, no solo tomamos los términos lineales,
sino todas las componentes del tensor métrico (sean o no lineales) necesarias para
obtener la ecuacién de movimiento hasta el segundo orden de la inversa de c. Esta
teoria es la que desarrollaremos a continuacion.

El tensor de Ricci tiene de componentes

. ,

~ e T yriry -y

o T

la componente 0,0 es

ory, oy,

00 = ? TTAa

Los simbolos de Christoffel que nos interesan son los que fueron calculados en (10.4),
por tanto

s r s r ar aa ar o
+FO;F Os _FOOFM = _2)__00

a

o il a 0 0 a aT p
+ropr0a +FOOFOa _FooFOa _Foorap-

(2)

2) a
IS
0 — P .
En cuanto a las restantes componentes del tensor de Ricci se obtiene
(3) (4)

@ @ @ @
W _ argoz argo 0 o a B
00 = ox° - e +r0aroo_roorap
3 (Sp) @ ©)
0 0
o :aroo +81"0,,_8F0a_61“{fa
ot ot
(2) (2) (2)
GG 81";/_61";/}
Tt wl a
Ahora vamos a poner las componentes anteriores en funcion del tensor métrico
haciendo uso de (11.4)

(2) (2)

1(32())0 _ oy @ [lagooj:_ 1 v @
ox“ ox“\2 ox”

En cuanto a la componente 0,0 a orden 4 es *

> goo-

) (2) ) (3) 2(2)
1(34) 1 0 gaa+la 8o | 2@ 12 0% g,

o

©TTo ar e 2 S0 28l
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
_lagaﬁ 08 +lagoo agoo_|_lagooagﬁﬁ
2 & x4 T x4 x* &
y las otras dos componentes son

* Cuando en las férmulas siguientes aparezcan indices repetidos entendemos que se aplica el
criterio de sumacién de Einstein, aunque los indices sean los dos covariantes o contravariantes.
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2(2) 2(3) 2(2)
(3) _ia gﬂﬂ+la 8 0 ia 8 pu l 2(3)

0 = - gaO

2¢ dtox®  2ox“ox”  2¢ aox” 2

) (2) ) (2) ) (2) ) (2)

2 ox“ox” 26x“6xﬁ+28x’8xﬁ 2o’ 2
Estas ecuaciones que acabamos de encontrar se pueden simplificar considerable-
mente al elegir la gauge armonica, lo que nos permitira resolver las ecuaciones diferen-
ciales. La gauge armonica puede ponerse de la forma
g'r}, =0,
en efecto, en la aproximacién considerada

gk’r;a ~ Uh%ﬂm (akh[s +a[hsk _8.\‘hkl)z

~ %77” (6khl"“ +0,ht —O‘Yh,f) =n" (Okhf —%a‘h) =

| A 1
:hki - rsh :hki __h,i :hkr _ - ﬂfh
k75 non; kTS k75 nn,
de donde encontramos

i(hkr _177%) ~o
ox' 2
que es la definicién gauge armonica.
Enelcasoenque r=0
g'T, =0 = g™y +2g™T,, +g“T0, =0

al minimo orden se encuentra

(3) (3) (3) (3)

o=6,T0,=0 = I'y-T,, =0,
donde los indices griegos se suman aunque estén en la mismo posicién. Como

<30> 1® 1® 1 @ <§)> ®3) 1 @

raﬁzagoﬂ,a-‘rggog,ﬁ_z_cgaﬂ,t = ro{o{ :gOa,a_Zgaa,l
por tanto la condicién gauge en funcién de los potenciales es
a(z) a(s) a(z)
l gOO_ g0a+ ] gaa :0. (144)

2¢c ot ox*  2c ot
Obtengamos ahora la condicién gauge para el caso r =«
ng,'f; =0 = gOOFf)‘O +2g°ﬂFZﬁ +gﬁ’F;y =0
al minimo orden se encuentra
(2) (2)
Fgo_gﬁr FZV =0
y en funcién del tensor métrico

(2) (2) (2)
1agoo+agaﬂ_lagﬁﬁ —0
2 ox” o’ 2 ox”

(15.4)
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De (14.4) y (15.4) se derivan otras expresiones que nos permiten simplificar el tensor
de Ricci. Hallando la derivada de (14.4) respecto a la coordenada espacial, derivando
(15.4) respecto al tiempo y luego restando ambos resultados se obtiene

(2) (3) (2)
1078y 1078y 1078,
2¢ ox’or 2ax’ox 2¢ orox”
con lo que se reducen las componentes del tensor de Ricci a la forma

(3) 1 2(3)
ROa :_EV gaO‘

Para la siguiente simplificacion se deriva (14.4) respecto a x” y después se deriva
(14.4) pero respecto a x“, habiendo cambiado previamente el indice « por el S. Al
sumar las dos expresiones resultantes se encuentra

(2) ) (2) (2) ) (2)

2
62goo_i_a gar agﬁr agw_

axox”  axPax’  ox“ox’  axfoxt
reduciéndose la ecuacién correspondiente a
@ 1_,®
Raﬁ = _EV g ap
Derivando la ecuacion (14.4) respecto al tiempo se obtiene
,@ ,® ,@
1 0°gy 10 oo 1 0°g,,
2¢ at e xor 2 o
al aplicar este resultado a la componente 0,0 del tensor de Ricci nos queda

(@) 1 82 o 1 @ 1@ 5?2 g
Ry =7 g200 -5 zgoo__gap agm;}
2¢° ot 2 2 Ox “Ox
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
_lagaﬂ 0 & o +lag00 0 & w +lagoo 08 pp
2 ox” x4t x4 o x”
A partir de (15.4) sellega a

=0

(2) (2) (2) (2)
[lagoo+agaﬂ_lagﬂﬂ 08w
2 ox” ox’ 2 ox* ) x”
de donde se deriva

@ @ (6)) @ @ ()
_lagaﬁ' 6goo +lagoo agﬁﬁ' — 1 agoo agoo
2 oxf ox* 4 xt x4 x* &
entonces el tensor de Ricci queda

W | 82 (2) ! » TR (2) | a(2) a(2)
R, = 2#__V2g00__gaﬁ & w0 T g0 98 w0
2¢® ot 2 2 ox“ox” 2 ox* ox”

que conjuntamente con

(2) 1 ) (2)
Ry, :_EV & oo
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completan las componentes que necesitamos del tensor de Ricci.

14.4 Tensor energia-momento
Haciendo uso de (2.4) obtenemos los primeros términos del desarrollo de las com-
ponentes del tensor energia-momento

(2) ((—2) (o))
ToO :gokTOk :gooTOO+g0aT0a :(1+g00) T+T%)+

3) ((—1) (&) ) (-2) (0) (2 (-2
+g,, T 0% 0 zTOO+TOO+gOOTOO

(0) (0)
a _ a _ ao
T =T%+..=-T*—..

por tanto el desarrollo de la traza es

(-2) (0) (2 2 (0 (-2) (0) (2) (-2 (0) “2) (0
T=T"+T"+g T +T+..=TY+T%+ g, T*-T*+..= T +T+...

O Sea

(=2 (=2 (0) o (2 (2 (0)

T=T% T=T"+g, T T,
donde suponemos que existe suma respecto a los indice «. Por dltimo hallamos las
componentes covariantes

T _ T/c[ _ TOO 2 (1172 aff (7%)()) (030 2 (7(sz)
0w =80l =808l +280&l " +&u&ul " #T " +T " +2g,T

la componente 0,aes

TO{Z :gOkgraTkr :gOOgOaTOO +g0agﬂaTOﬂ +

(-1)
+googpaT0ﬁ +g0ﬂg0aT0ﬁ ~-T"

y por ultimo la componente ¢, 3
(0)

T,= gakgﬁ,Tk’ = gaogﬁOTOO +ga0gﬂyTOV -l-gwgﬁoTyO +gwgﬂ5T75 ~T7 .
Como las ecuaciones de campo son
(2) (4) (-2 (0
Roo+R,, :—;([TOQJFTO;]
(3) (-1

ROa = _/‘{ TO*o(
(2) (-2)
Raﬁ = _1 Taﬁ

podemos saber qué componentes del tensor energia-momento tenemos que calcular.
Empezamos por la 0,0 a orden -2

(—2*) (~2) ]((2) J (-2) 1 (-2) ](72) ](72)

00 0 A
2

T :TOO__T :TOO——TOO:—TOO.
&oo ) ) )
La componente 0,0 a orden 0 es

0 (0 1((0) &) (72)) <00>O 1( (030 2 (—(2)3) 0 (L2 (7(2)3))
aa
Too:Too_E T+gy T )=T _ET 80l —T™+gyT
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1 (0) (2) (-2) (0)
=3 T®+2g, T"+T
hallemos ahora la componente 0,
v (@ = “n
T, :TOII_E €T |=Ty, =-T
y por tltimo

2 ) (@ 1. & 1 P(ZN))
le/i = le/i_a 8 up T|= Eéuﬁ T = 5511/1 T

con lo que ya estamos en condiciones para hallar las ecuaciones de campo.

15.4 Ecuaciones de campo débil
Con los resultados anteriores las ecuaciones de campo son

(2)
Vz(g LV (g _ZT(E(?)_Fiazgoo @ azgoo
00 00
C

@ \?
ag (00)O (2) (—%()) (0)
+8—‘30 +2\T"+2g, T"+T*
X
(3) (-1
VZ goa — _2;{T0a

) @ o
\Y 8 :;(é'apT .

59

(16.4)

Se observa que solo la primera ecuacién es diferente de las obtenidas por el método
de las ecuaciones linealizadas. Y es en esta ecuacién donde se encuentran términos no
lineales. La solucién que obtengamos de (16.4) se diferenciara de la teoria linealizada
en que no solo contendra los términos lineales, sino también las componentes del
tensor métrico necesarias para obtener todos los términos (lineales o no) de segundo

orden de la ecuacién de movimiento.
Para resolver las ecuaciones de campo hacemos las definiciones

(2) 2¢ (4) 2¢
goo:c_z; 8o = o4 64’
entonces la primera de las ecuaciones (16.4) queda
2
—V p+ —V 97+ —V W=
2 4 (0) (2) (-2 (0) (-2)
:C_%‘Zt? C44 2¢ _4(V¢)2 8”G T00+2g00TOO+Tom(+TOO
teniendo en cuenta que

Vg2 =V(Vg?)=V(2¢Vp)=2(Vg) +24V ¢
queda

1 82 ¢ 4ﬂG( (0 (2 (2 (O (—2))

4 ] 2 00 00 aa 00
V2¢+C—2¢V2¢+C—ZV ey T+2g,TO+T*+T

o bien



60 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

4 1 62¢ 47Z.G( (0) (0) ) ( )47Z.G(2)
1+— + V2 -—— = \TO4T* l+—
( cz¢j K e c? ¢ c
dividiendo toda la 1gualdad por 1+4¢/c? y tomando hasta los términos de segundo
orden

2 (0) (0) (-2)
VigtLv —izgt"j 4”G(T0° g ) 476
C C
1 8 v  4rG B
(C—ZF—VZJ(¢+C—ZJZ—C_Z(TOO+T )

reencontrando una ecuacion de ondas cuya solucion se obtiene por la técnica de los
potenciales retardados

l// G [ T 00 + T ao ]

e e

c c r
donde el paréntesis significa valores retrasados y »’ es la distancia de la fuente (en la
posicién retrasada) al punto del campo. La anterior ecuacién se puede descomponer,
separando los términos de orden cero y los de orden dos

(-2)

dv

r
(0) (0) (17'4)

00 aa
PR i

’

,
donde no hemos considerado los valores retrasados en la tltima ecuacién porque
generarian términos mayores que el segundo y por tanto no serdn necesarios.
De la tercera de las ecuaciones de campo se observa que
(2) 2 ¢
8up="730
donde no es necesario tomar mas que los términos de orden cero del potencial escalar,
es decir el término kepleriano.
Haciendo la definicién

tendremos la ecuacion
-1 o
472G ! G ¢ T™
= A% =—— j —dv

VZAa_ TOoz

(18.4)
C

donde la integral se refiere a valores actuales y no retardados, los cuales son de orden
mayor y no necesarios para desarrollar la ecuacién de movimiento al orden deseado.

16.4 Los potenciales retardados
Supongamos que la distribucién de masas que crea el campo cambie poco en com-
paracion con el tiempo que tarda la senal en ir de la fuente al punto del campo, o sea, es
pequeiio el cambio de las derivadas temporales de las componentes del tensor energia-
momento, o bien
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T*(t=rfc)~T"(1).
Esta situacién ocurrirad cuando las velocidades de las particulas fuentes sean peque-
fias comparadas con la velocidad de la luz y por tanto sus desplazamientos sean
pequenios en el intervalo de tiempo que tarda la sefial en llegar al punto del campo.
Las componentes del tensor energia-momento en el tiempo atrasado (momento de
emisioén de la senal) tienen la siguiente dependencia funcional

f= f(x”’,t’) = f(x”’,t—r'/c),

donde x"* son las coordenadas del punto fuente en el momento de emision de la sefial,
x“ son las coordenadas del punto del campo (que suponemos fijo), ¢’ es el tiempo atra-
sado (o sea, el momento de la emision) y £ es el tiempo actual (momento en que llega la
sefal). La doble dependencia funcional de las componentes del tensor energia-mo-
mento viene a decirnos que para un momento determinado, la distribucién de la ener-
gia y el momento depende de la posicién x* y que para una posiciéon dada, esta misma
distribucién varia con el tiempo.

Para poder expresar los potenciales en funcién de los valores actuales del tensor
energia-momento es necesario desarrollar en serie de potencias la funcion

of (x.1') , [ f(x.r)] .
+ —a L (¢ —t)+5 — t(t —1) +...

y como 7' es la distancia del campo a la fuente en el momento atrasado »' =c(r—1')

“ o N R C o[ ] ,
PIERI R i A | R i Gl

X% =cte dAx' =cte

entonces la expresién del potencial retardado queda

()= 1(xm.0)

t'=t

[f] ' (x"”t) , 1d ra ' 1 ' azf(x’“,t) '
[Frav =[=——ar—— [ (x")ar'+ - [r|—— dv' (194)
X' =cte

donde 4V’ indica que la integracién espacial es realizada sobre las coordenadas x'
Démonos cuenta que al hacer las integraciones desaparecen las coordenadas x'“, de
aqui que hayamos puesto en el segundo término del desarrollo una derivada total en
vez de una parcial. También hay que sehalar que las coordenadas x'* son las variables
de la integracién y pueden ser entendidas como variables mudas, o sea, en la integral
se refieren a un punto del espacio y no al punto ocupado por la fuente. Por esta circuns-
tancia se puede sacar la derivada parcial del signo integral en el tiltimo de los sumandos
de la expresion anterior

1 82 f ( ra )
— || ——= dv'= " d V'
2¢° or* ) 20 dr? I s
donde de nuevo hemos sustituido la derivacién parcial por la total puesto que la inte-
gral solo depende del tiempo .
Ahora podemos aplicar el resultado (19.4) para calcular el potencial escalar de una
distribucién de masas en movimiento
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G d’
¢p=-G dV +G— | p\X“t)dV' ———|r J)ar’, 20.4
) [ p(xm ) -T2 rp(x.1) (204)
la integral del segundo sumando es la masa constante total y su derivada temporal es
nula. Por tanto, el potencial escalar de una distribucién de masas en movimiento hasta

la aproximacién de segundo orden respecto a la inversa de c es

PR L) P
2¢* dr?
donde el primer sumando corresponde al potencial kepleriano. Démonos cuenta que
hemos logrado nuestro objetivo de expresar el potencial en funcién del valor actual de
la densidad. Nétese que el potencial kepleriano se calcula suponiendo que en la posi-
cion retrasada la densidad de energia que produce el potencial no es la que realmente
habia en el momento de la emision, sino la que existe en el momento de la recepcion.
Sea dM1a masa que existe en la posicién retrasada x'“ en el momento actual ¢, o sea
dM no es la masa que crea el campo sino la que hay en el momento ¢ en la misma
posicién en la que se encontraba la masa que crea el campo; entonces si dM ocupa un
volumen 4V’ tenemos

rp( t)dV’+...,

dM = p(x”’ ,t)dV’

utilizando (20.4) se encuentra para su segundo sumando

G d& G d’ o e ,
T2 A I p( )dV 2c2 e Ir( , X )dMé'[x —deJdV =
d’ ¢ ra
=5 dM e [x X |5
X,y representa la posicién atrasada de la masa que produjo la sefial que ahora llega al
observador, posicién que esta en el momento presente ocupada por la masa dM. Notese
que r' esla distancia desde la posicién donde se encontraba la masa en el momento de
la emisién de la sefial, al punto fijo del campo. La masa que estando en la posicic’)n
atrasada emitio la senal en el instante ' se mueve, es decir existe la funcion x;, = x);, (t')
Elvector r'se define por
r'=r-r*(/)

donde r es el vector de posiciéon del punto del campo, que es fijo y por tanto no depende
del tiempo. r*(¢') es la posicién ocupada por la fuente en el momento atrasado, es un
vector dependiente del tiempo porque la fuente se encuentra en movimiento, por tanto
r’ es el vector que va de la posicion retardada de la fuente al punto del campo. De la
igualdad r'? = r'? se obtiene

dr’  or' dx'" _z(xa —x'“)ua _r’u

di'  ox'* dr' 2! r (21.4)
donde hemos tenido en cuenta que la velocidad de la masa fuente en el momento
atrasado es

ar* dr

T a dl
De r'=c(t—1t') se encuentra
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ar' (dt j
—=c -1
dr' dr'

dr' 1
dt 1-r'-u/r'c
lo que significa que en la aproximacién de segundo orden que estamos considerando
podemos identificar las derivadas respecto a ¢ y respecto a ¢’ . Entonces
2 ra)? 2 '
fr Y v ra (24)
dt r r r
por tanto, el potencial creado por la masa fuente que llevaba una velocidad u y una
aceleracion a en el momento atrasado es la expresion

y de (21.4) resulta que

d¢ = — ~am - +—dM -

" 2 ro2ct r
Si ahora queremos calcular el potencial escalar de todas las masas del sistema debe-
mos integrar. Para ello téngase en cuenta que dM es la masa que en el momento 7 se
encuentra en la posicién retrasada, lo que significa que en la integracién hay que usar
la densidad en el momento ¢ o densidad actual

2
dM GdM(r u) G
C

P ( u) ' G u2 ’ G r'-a '
Gj dV+2 j pdV ;ijdV+?ITpdV (23.4)

Igual procedlmlento habria que seguir para expresar el potencial vector A en fun-
cion de la densidad actual y no de la densidad atrasada. Por aplicacién de los poten-
ciales atrasados al caso particular de materia en forma de polvo se encuentra

A :—EZI@W' :‘QZIMW'

y al desarrollar en serie la densidad atrasada y considerando hasta el segundo orden
se encuentra

_ Gypu .,
A_—?ITdV.

En el caso simplificado, pero que se da en numerosas situaciones, de un medio
formado por particulas en forma de polvo donde podemos despreciar la presion, las
componentes del tensor energia-momento que interesan son

00 0.0 Z(dtjz
T =puu =pc”|—
dr

2 2 2

dx dx© dt

Taa — - — headdi et
;p( drj ;p( dt ) (drj
dx® di dx“(ﬁ)z

TOa: c
P ar P a Uar

enel orden requerido

dr’ (gOO—uz/c ) (1+2¢0/c —u?/c? )
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@, es el potencial escalar en el punto donde se encuentra la particula fuente. Las
componentes del tensor energia-momento quedan
2
T _ o0, 00 :pcz _2p¢0 +pu2
(0)
T =T* = pu” (suma respecto a )
(-1
TOo( :TOo{ :pcuo{ .
De la segunda ecuacién (17.4) queda que el segundo potencial escalar es

— 2pu’ —’2p¢o v
r

el integrando no lleva corchetes, lo que significa que los valores son los actuales.

Debemos notar en (17.4) y (18.4) que los tres potenciales generan efectos inductivos,
ya que las tres dependen de la velocidad de la fuente. N6tese que en la ecuacion (23.4)
aparecen, ademas del término kepleriano, términos de orden superior respecto a la
inversa de c. Estos términos deben usarse cuando también se consideren los derivados
de las componentes 0,0 de orden 4 del tensor métrico.

17.4 Ecuaciones de campo con término cosmolégico
Cuando consideramos el termino cosmolégico, las ecuaciones de campo gravitatorio
toman la forma

1
R, _Egsz+Agik =—xT; . (24.4)

Queremos desarrollar la teoria linealizada pero teniendo en cuenta el término A, o sea
la ecuacion (24.4). Consideramos que el campo es débil, como pequenas son las varia-
ciones del tensor métrico y eliminamos todos los términos no lineales, por lo que habra
que partir de la ecuacién de campo

1
Ry 3 wR+ A1y = =T, (25.4)
donde los indices se suben y bajan por medio del tensor métrico de Minkowski. Contra-
yendo indices se obtiene
R=yT+4A
donde debemos de tener presente que la traza del tensor energia-momento se calcula

mediante el tensor 7, .
Volviendo a la ecuacién de campo (25.4) queda

2

Al objeto de simplificar las ecuaciones, aplicamos la condicion gauge arménica, gra-
cias a la cual el tensor de Ricci se simplifica para quedar

o’h, 1 A
b= 24| T, ——n, T-=n, |
ax,.s ] /‘{( ik 2771k ankj

Al considerar la componente 0,0 de la perturbacion, la ecuacién de campo queda

1 A
Ry =—1(T[k ——n,kT—;ka-
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0% hy, 1 &°h, 1. A
=Vh+——2=2y|T,,—=T-—
Ox"ox, © et ot | oo 2y
cuya solucion es

ar'

o _EJ[TOO -1/2T-A/ x]
00 c4 I"’
que es la primera de las ecuaciones (4.4) mas el término correspondiente a A, que
resulta ser
ar'
27
La componente /,, permanece inalterada cuando existe término cosmoldgico, al
igual que ocurre con /,, (a distinta de £). Sin embargo, las componentes o, si son
afectadas por el término cosmolégico, puesto que
2
0 h“a = —2;([TW +lT+AJ
0x" 0x, 2y

es decir, la parte correspondiente al término cosmolégicoen 7, es

d V
2z 1
En resumen, cuando existe término cosmol(’)gico las componentes de la perturbaciéon
en la teoria linealizada toman la forma

h :ﬁ p”a
jp W (26.4)
p
haﬂ:—i—(j p”r” dv' (a=p)

donde el corchete significa valores retrasado.

Suponemos que la 7’ que aparece en las formulas es la distancia propia desde la
posicion retrasada de la fuente al punto del campo, mientras que 4V’ es el volumen
propio de donde se encuentra contenida la fuente. También hay que advertir que la
parte correspondiente al término cosmoldgico solo tiene sentido cuando se considera
todo el Universo. Es més, estos términos no generan fuerzas cuando el Universo es
estatico, ya que en este caso la perturbacién correspondiente es constante.

En un Universo en expansiéon la distancia propia es funcién del factor de escala
c6smico (que varia con el tiempo) y entonces las componentes del tensor métrico que
surgen del término cosmolégico dependen del tiempo y si pueden producir fuerzas.

El elemento de linea que se obtiene de (26.4) no coinciden con la de métrica de
Schwarchild con término cosmolégico, que en coordenadas standard es

dr?
142¢/c* —Ar?/3

ds® =(1+2¢/c’ = Ar*[3)c dr’ - -r?d0* —r’sin®0dyp’
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la razén es que en este caso se toma una métrica con simetria esférica, pero sise toma el
término A (cuya fuente se encuentra esparcida por todo el Universo), la métrica ya no
tiene simetria esférica.

18.4 Campos gravitoelectromagnéticos cuando
existe término cosmoladgico
Cuando se considera el término cosmolégico es posible separar el campo gravitatorio
en dos partes: gravitoléctrico y gravitomagnético. Se sigue con las mismas definiciones
de (5.4). Si hacemos la definicién

av'
T
el elemento de linea queda en nuestro caso
ds’ :( %+2—W+Ajc dr’ - Adrcdt—(l—z—?Jrﬂj&aﬁdxadxﬁ. (27.4)
c c

Debemos advertir que el «potencial» A se debe de calcular para todo el Universo
ligado causalmente con el punto del campo en el momento de la observacién. La ecua-
cion anterior es un tanto extrafia, por una parte nos permite «olvidarnos» del resto de
la materia del Universo y solo considerar los cuerpos mas cercanos, pero por otra parte
nos fuerza a hacer una valoracién global de la accién producida por el término
cosmoldgico.

A partir de (27.4) se obtiene la lagrangiana de una particula de masa m

L=-mc’ s
dt
donde 7 es el tiempo propio de la particula
1/2
20 Vv 2y 8 2¢ v
L=-mc* | 1+Z—-—+"—-— A v+V + 14— | .
( cZ CZ 4 CZ c4 CZ

La condicién gauge armodnica en notacién vectorial coinciden con la obtenida en el
apartado 6.4, siempre y cuando tomemos hasta el segundo orden en la inversa de la
velocidad de la luz. Con las mismas definiciones de los campos gravitoelectromagnéticos
se formulan las ecuaciones de campo en notacién vectorial, que coinciden con las del
epigrafe 6.4 excepto la primera de las ecuaciones

VE = -47Gp + Ac?

VA E——a—B
ot
VB=0
V/\B:—4”2Gj+ 1 6E
c e 8t

19.4 Ecuaciones de campo con términos no lineales
dependientes del término cosmoladgico
Lo que hemos hecho anteriormente es obtener ecuaciones lineales cuando existe
término cosmoldgico. Por esta razén los términos del tipo A/ no los hemos considera-
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do. Nétese que estos términos son no lineales, en el sentido de que el A es «fuente» de
campo gravitatorio.

Cuando se hacen célculos a nivel césmico se encuentra que el potencial kepleriano
es del orden de ¢”, entonces los términos del tipo A/ (que antes hemos despreciado)
son del mismo orden que el término Ac’ que si consideramos en la ecuacion de campo
del apartado 17 4.

Con la idea de que términos del tipo A/ intervengan en la deduccién de los poten-
ciales, es necesario tomar la ecuaciéon de campo de la forma

R, —%n,kR+Ag,k =—yT, = R, _%UikR +An, +Ah, =—xT,
contrayendo indices
~R+4A+Ah=—3T = —R+4A—4gA/c* =—4T
y la ecuacion de campo queda

1 A A
le = _l|:7;k _EnlkT-'_;glk _2;(1_¢/cz)771k:|

al tener en cuenta la gauge armoénica se deduce
o*hy, 1 A A
— = 24| T, ——n, T +—g, —2—(1-¢/c
ax,-axr Z|: ik 2 7711{ ;{ glk l ( ¢/ )n:k:|
que se resuelve mediante los potenciales retardados. Para el caso de la componente 0,0
0y e 1., A 4A¢ .
Ox"Ox,
Ahora la componente /4, sise ve alterada por la presencia del término cosmolégico, su
ecuacion de ondas es

*h A 4A
r = _21 Tz)a +_h0a = _2;{ 72)0( __Aa
Ox"Ox, X xc
por tanto las ecuaciones vectoriales de campo son
VE =-47Gp+Ac’ —4A¢

VAE:—a—B
ot
VB=0
vaB=-95 L Ha.
c c” ot
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Potencial gravitomagnético
producido por una esfera en rotacion

1.5 Calculo del potencial gravitomagnético producido
en el exterior de un cuerpo esférico en rotacion

Obtenidos los fundamentos de la teoria gravitoelectromagnética, es momento de
estudiar sus aplicaciones. La debilidad de los efectos gravitomagnéticos nos lleva a
idear propuestas para su deteccién con cuerpos muy masicos en movimiento. El objeto
que se presta mejor es la propia Tierra con su movimiento de rotacién diario, y en menor
medida el Sol y otros astros. Por esta razén vamos a determinar el potencial
gravitomagnético producido por un cuerpo esférico de densidad uniforme que rota con
movimiento constante.

Por la ecuacion (18.4) el potencial gravitomagnético * para un cuerpo en rotacion es
dado por

*
A=-L[LONT gy
c r

donde r' es el vector que va del punto fuente al punto del campo, r* es el vector que va
del centro de masas al punto fuente y @ es la velocidad angular de rotacién
Por el teorema del coseno se obtiene

%) 2 *
P =~r?+r* 2rr*cos@ :r\/l+(r—j -2 cos6

r r

donder es el vector que va del centro de masas del cuerpo en rotacién al punto del

*La ecuacién (18.4) se dedujo para el caso de materia en polvo. Debe tenerse en cuenta que no
es posible mantener en equilibrio una esfera de polvo, se encuentre o no en rotacién. Por una
parte colapsaria por la atraccién gravitatoria y ademas la rotacién la deformaria por efecto de
la fuerza centrifuga. Para constrarrestar tanto el colapso gravitatorio como para mantener la
esfericidad, es necesario que existan fuerzas entre las particulas de polvo que configuran la
esfera, es decir, deben de existir tensiones dentro del material. Estas tensiones son fuentes de
campo gravitatorio y por tanto, deben ser tenidas en cuenta para calcular los potenciales
gravitatorios. No obstante, el efecto de las tensiones en el calculo del potencial vector es dos
6rdenes mayor que el efecto de la masa en rotacion y por tanto pueden ser despreciados, por
lo que (18.4) sigue siendo valida incluso en el caso de que existan tensiones internas.

69
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campo, mientras que & es el dngulo entre la anterior direccién y la linea que une el
centro de masas con el punto del cuerpo, segtin muestra la figura

ejez
observador

Vamos a elegir como eje z aquel que une el centro de masas del cuerpo (que en
nuestro caso es el centro de la esfera) y la posicién del observador. Entonces el angulo
6 es el que sustenta el vector r* con el eje z. Con esta definicién el elemento de volumen
de una porcién de la esfera en coordenadas esféricas es

dV'=r**sin@dr*d0dg
por tanto el potencial vector producido por la esfera de radio Ry densidad pes

A:_cﬁz_]fpmr*zdr*/\ Td(ﬂj r*sin 6d0

%) 2 * ’
! r\/1+(rj —2r—cos¢9
r r

el vector de posicién en coordenadas esféricas es

(1.5)

r* =r*sin @ cos gi+r *sin @sin @j+r * cosk
entonces la integral entre corchetes que aparece en (1.5) queda

2z 4

qu).[ r*sin’ @ cos i d9+2fd¢77j r*sin’ @sin pj J0+

% 2 * %) 2 *
0 Or\/l+(r) —2r—c059 0 Or\/1+(rj —2r—0059
r r r r
r*cos@sin Ok

+jd¢j deo .
R

7"*
1+( j —2—cosd
r r

Las dos primeras integradas son nulas al aparecer las integrales idénticamente nulas

2Jircos pdo, 2Jizsin pdo.
0 0

En cuanto a la dltima integral es

dé =

] * AT
\/H(Vrj —2%0056’ \/H(Vrj \/I—H(:*;:)zcosé’

haciendo las definiciones

r*cos @sin Ok _27r* j cos @sin 8k
0

C:+2(:—://i)2; B= 1+(r—*)2
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la integral queda

d
rB 4N1-Ccos@ ~°
tras hacer un simple pero largo calculo se encuentra que la anterior expresién es
_ 8ar*? {3’+(r*/r)2 _3}( 16z r*!
3r’B*C? B’ 3BC? r?
por otra parte se obtiene

27r* ]5 cos @sin Ok 0
0

>

2
r*

B'C? =4—-,
r
entonces la integral entre corchetes de (1.5) queda
%2 %2
47rr2 K= 47rr3 .
3r 3r
finalmente por (1.5) el vector potencial gravitomagnético es

R k2
A:—Ez_l.mpr*zdr*/\(émr rj g r/\(zMRzmj
¢ 0

3r’ 20l 5
o introduciendo el momento angular de rotacién J de una esfera homogénea
G
A=——rnlJ 2.5
o 25)

que es la expresion que ibamos buscando. El potencial (2.5) es el creado por la rotacién
sobre su eje de un cuerpo macizo con simetria esférica en un punto exterior, para el caso
de un campo gravitatorio débil. * Téngase en cuenta que también se exige velocidad
pequena de rotacién.

2.5 Calculo del potencial gravitomagnético producido
en el interior de una esfera hueca en rotacién
Ahora vamos a repetir todo el razonamiento anterior pero para el caso de una esfera
hueca y evaluaremos el campo producido en un punto de su interior. En este caso

hacemos la definicién
2
r r
r'=r* 1+(—) —-2—cosé .
r * 7 *

Con la expresion anterior se consigue evitar que el radicando tome valores negativos
en los pasos intermedios de la integracion. Tras hacer un calculo similar al realizado
enel apartado anterior

i *si k 4
o r sm92c039 d&z—”*r,
or*\/1+(r/r*) —2r/r*cosf 3r
entonces el potencial vector queda

* El campo gravitomagnético es maximo en puntos situados en el plano del ecuador de la
esfera rotante y nulo en puntos situados en el eje de rotacion.
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arG R+3R
A:_?)c—zr/\ I opr*dr* (3.5)

R
donde 4R es el grueso de la concha esférica y R es su radio. En el caso de que sea una
esfera muy delgada, la expresion anterior toma la forma

A = 4”(2; PRORr Ao,
3c
la densidad de materia de la concha es
o= M
47R*SR
donde M es la masa total. Entonces el potencial vector queda
GM ¢
A= rA®=——SrA®
3¢’R 3c? (45)

¢es el potencial gravitatorio en el interior de la concha esférica.

3.5 Calculo del potencial gravitomagnético
en el interior de una esfera maciza en rotacion

Ahora vamos a considerar una esfera maciza de densidad uniforme p, radio R,
masa M y que rota con velocidad angular ® . En su interior se encuentra una
particula de prueba que lleva una velocidad v y que se sencuentra a una distancia
r del centro de la esfera, y que es muy pequefia en comparacién con el radio de la
esfera (r <<R).

En este situacién podemos considerar la esfera dividida en dos partes: la interior de
radio ry la concha esféria de radios r y R. Como esta segunda es mucho mayor que la
primera, es la tinica que vamos a considerar al objeto de calcular el potencial
gravitomagnético.

De (3.5) vemos que el potencial gravitomagnético que buscamos viene dado por

ArG

2
C

227G

R
A=~ raloor*dr*~
Joertart=3

2 2
c ¢’R

Rrr®= oM rA® 55
p 5 : (5.5)
4.5 Fuerza gravitomagnética producida por una esfera en rotacion

Por (12.4) sabemos que el potencial gravitomagnético produce una aceleracion so-
bre una particula de prueba que viene dada por

Ll = 4V/\(V/\A)—48—A
dt ot
dondev es la velocidad de la particula sobre la que acttia la fuerza gravitomagnética. El
segundo sumando es nulo a menos que varie el momento angular de rotacién, situa-
cién que no vamos a considerar en este apartado.
Para el caso exterior el potencial gravitomagnético es (2.5). Para el calculo hay que
tener en cuenta que

V/\(rAJj:is[er_ﬁ.(r_J)] = V,\Azz_(s;z[er—h‘(r-J)]
, r’c

3
7

si hacemos la definicion
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G
5.2
r’c
entonces la aceleracién que adquiere una particula que se mueve con velocidad v en el
exterior de una esfera maciza de densidad homogénea que rota con velocidad angular
o es

Q= [r23-3r(r-J)] (6.5)

ﬂ =2QAvV,
dt
el efecto gravitomagnético de la esfera rotando es la produccién de una fuerza del tipo
de Coriolis. *
Hagamos ahora el mismo célculo pero para un cuerpo que se encuentra en el inte-
rior de una esfera hueca, entonces el potencial gravitomagnético es (4.5). Si hacemos la

definicion

A4GM
=—O0 7.5
30’R (7.5)
se encuentra
av_ 2Q AV (8.5)

dt

lo que significa que para el caso de una particula de prueba que se mueve con veloci-
dad v en el interior de una esfera hueca que esta rotando, aparece una fuerza del tipo de
Coriolis, lo que cabe entenderlo como un efecto machiano. Nétese que la fuerza de
Coriolis inducida es independiente del lugar que ocupe la particula en el interior de la
concha esférica. Al contrario de lo que ocurre en el caso exterior, donde la fuerza indu-
cida de Coriolis (tanto en médulo como en direccién y sentido) depende del lugar
donde se encuentre el cuerpo sobre el que acttia la fuerza.

Por ultimo, si se calcula la aceleracién gravitomagnética sobre una particula de
prueba en el interior de una esferza maciza rotante se encuentra la misma expresion
(8.5) pero teniendo ahora que definir

2GM

¢’R
La visién machiana entiende la fuerza de Coriolis como un efecto de la rotaciéon
relativa del conjunto del Universo. Es decir, el efecto observado en un sistema rotante
respecto al Universo debe ser el mismo que el observado en un sistema respecto al cual

esté girando el Universo.

La aceleracion dada por (8.5) es la misma que surgiria en un sistema de referencia
que estuviera rotando (con respecto al Universo) en sentido contrario que la concha

0=

.

* Q esta dirigida hacia el hemisferio norte si el angulo & entre el sentido positivo del eje de
rotacion de la esfera y el vector de posicion del cuerpo cumple la relacion cosé < |] / NG | ,en caso
contrario esté dirigido hacia el hemisferio sur. En efecto, suponiendo que @ esté dirigido hacia
la parte positiva del eje z, entonces

GJ
Q.= T(l ~3cos’0)
rle
si esta cantidad es positiva el vector Q esta dirigido hacia el hemisferio norte.
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esférica y con el mismo médulo que la velocidad angular (7.5). En efecto, en este sistema
de referencia apareceria una aceleracién de Coriolis dada por
a,=2(-Q)Av=2QAv.

Naturalmente en el nuevo sistema que esta rotando respecto a la esfera con veloci-
dad angular —Q , la velocidad de la particula ya no serd v, sino v'=v-Q ar . Cuyo
primer sumando seria el responsable de la aceleraciéon de Coriolis y el segundo suman-
do generaria una fuerza centrifuga que de momento no estamos considerando.

La expresion (8.5) apunta en la direccién machiana, aunque solo es capaz de inter-
pretar una parte de la fuerza de Coriolis (en efecto, la aceleracion total de Coriolis de un
sistema que girara con velocidad angular —» es 2w A V). Esto ocurre porque solo
hemos tenido en cuenta una esfera hueca de espesor delgado y no todo el Universo.

5.5 Arrastre de sistemas inerciales

Sea un sistema de referencia que tenga sus ejes alineados con el conjunto de las
«estrellas fijas». Respecto a este sistema el Universo como un conjunto no tiene un
movimiento de rotacion. Si ademaés este sistema esta desprovisto de un movimiento de
aceleracion rectilinea, estariamos ante un sistema inercial en el sentido newtoniano.

Consideremos este sistema de referencia con su origen situado en el centro de una
esfera hueca que esté girando. Entonces este sistema de referencia dejara de ser inercial,
aunque sus ejes permanezcan inalterables respecto a las «estrellas fijas». Esto es asi,
porque si respecto a este sistema hay una particula que se mueve con velocidad v,
actuaréa sobre ella la aceleracién (8.5), no cumpliéndose por tanto, el principio de la
inercia.

Consideremos ahora un sistema de referencia K que esté girando respecto a las
«estrellas fijas» con una velocidad angular dada por (7.5) y que se encuentra en el
origen de una concha esférica que gira con velocidad angular o respecto a las «estre-
llas fijas». Entonces la concha esférica lleva una velocidad de rotacién w—Q respecto
al sistema K. Sea ahora una particula que se mueve con velocidad v respecto al sistema
K. Sobre este sistema actuaran dos aceleraciones: la aceleracién de Coriolis a conse-
cuencia de la rotacién de K respecto al conjunto del Universo y la aceleraciéon inducida
(8.5) causada por la rotacién de la concha esférica respecto a K.

Sinos limitamos a términos de segundo orden respecto a la inversa de ¢, la acelera-
cién angular de «arrastre» observado en el sistema K y que se calcula por (7.5) es

o - AGM AGM
3¢’R 3¢’R
entonces la aceleracion de Coriolis observada en Ky que tiene su origen en su rotacién
respecto al Universo y la aceleracién (8.5) fruto de la induccién ocasionada por la
rotacién dela concha, son iguales y de signo contrario. El resultado sera que la particu-
la que se mueve con velocidad v no estara sometida a aceleraciones del tipo de Coriolis,
tal como es requerido para un sistema inercial. O sea, el sistema K seria un sistema de
referencia inercial (al menos en lo referente a la aceleracion de Coriolis) a pesar de que
se encuentre rotando respecto a las «estrellas fijas».
Démonos cuenta que la concha esférica rotante «arrastra» al sistema de referencia
inercial, es decir le obliga a mantener una rotacién respecto a las «estrellas fijas».
La situacién cambia en un sistema de referencia que se encuentra en el exterior de

(0-Q)~ 0=Q
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una esfera rotante. Al igual que antes el sistema de referencia que se encuentre alineado
con las «estrellas fijas» ya no serd inercial. También ahora el sistema inercial se vera
arrastrado, pero segin la posicién de la particula de prueba sera en la misma o en
opuesto sentido al de rotacion de la esfera. De aqui que en el caso exterior nos encontra-
mos con situaciones que cabe interpretar como «antimachianas».

Como veremos en el capitulo 8, podemos elegir un sistema de referencia respecto al
cual no exista aceleracion de Coriolis, pero este sistema no eliminara la fuerza centrifu-
ga inducida por la rotacién de la concha esférica. Como hemos indicado en ocasiones
anteriores, esta situacién que es incompatible con el principio de Mach, deberia de
desaparecer cuando en vez de referirnos a una delgada conchja esférica, hagamos el
calcula para el conjunto de todo el Universo.

Démonos cuenta que sila masa y el radio de la concha esférica son tales que

AGM _,
3¢*’R
entonces
Q=0
y el sistema inercial en el interior de la esfera seria completamente arrastrado.
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Campos gravitoelectromagnéticos
dependientes del tiempo

1.6 Campos gravitomagnéticos dependientes del tiempo

Los campos gravitomagnéticos que hemos manejado hasta ahora, como (2.5), (4.5) y
(5.5), corresponden a situaciones estaticas. Cabe analizar si dentro de la teoria
linealizada existen campos gravitoelectromagnéticos dependientes del tiempo. Esto
vendpria a significar que las soluciones que se encuentren deben satisfacer las ecuaciones
de campo linealizadas, la condicién gauge armonica y las leyes de conservacién de la
energia y del momento.

Sean ¢?( r)y A(r) los campos gravitoelectromagnéticos estaticos obtenidos para el
caso esférico exterior (o bien para puntos muy alejados de la fuente), es decir el poten-
cial kepleriano y la ecuacién (2.5). Queremos indagar si existe una solucién de las
ecuaciones linealizadas de campo de la forma

d(r.0)=0()(r)
Ar,0)= () A(r)
también tendremos que buscar qué tipo de fuentes producen estos campos, es decir,
cudles son las correspondientes componentes del tensor de energia-momento.
Los potenciales estaticos cumplen la condicién gauge arménica y como el potencial
gravitoeléctrico estatico no depende del tiempo explicitamente, entonces

VA(r)=0
como también se puede comprobar por calculo directo.
Los nuevos potenciales también deben cumplir la condicién gauge armonica, pero
como
VA(r,t)= f()VA(r)=0

entonces se debe cumplir que ¢(¢) sea una funcién constante.

El nuevo potencial gravitomagnético también cumple las ecuaciones de campo
linealizadas, siemprey cuando £ (¢) sea una funcién lineal del tiempo. La ecuacion de
campo para la solucién estatica es

1 82 . 4( 1 2? . .. r i
[C—ZW—VZJ]’ZM(:——(———VZJA :—2ZT4a:2}[T4
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de donde se obtiene

2
[ e -
4 C

entonces como £ (¢) es lineal

(La_z_vzjm :f(n(l@—z—vzj&“ =27 (e

c’ot’ ctot’ c’
lo que nos viene a decir que las componentes del tensor energia-momento que generan
el potencial vector son
T*Oa:f(t)fv*Oa N TOa:f(Z)va(x
mientras que la componente 0,0
T*()o:(pfw*oo N Tooz(pfwoo-

Es necesario examinar si las nuevas soluciones son compatibles con las leyes dife-
renciales de conservaciéon. Como la divergencia del potencial gravitomagnético es nula,
por (18.4) también lo seré la divergencia de la componente 0, del tensor de energia
momento

aTOa
VA=0 = =0
axtl
donde hay que tener en cuenta que la derivacién es respecto a las coordenadas del
punto del campo y no del punto fuente.

La ecuacién diferencial de conservacién de la energia para el caso de la teoria

linealizada tal como fue deducida en el epigrafe 8.4 es

(-2) -1
6 T 00 a T Oa
0 TTaa
(-2) Ox Ox
de donde se deduce que 7% (es decir la masa del cuerpo que crea el campo) se mantie-
ne constante y localizada, aunque va variando con el tiempo la componente 0, del
tensor energia-momento.

Como la componente 0, del tensor energia-momento varia con el tiempo, debe de
existir una densidad de corriente de momento, es decir deben de existir las componen-
tes o, 3 del tensor energia-momento y ademés tener una divergencia no nula. Esto
significa que es transferido el momento de un lugar a otro del espacio, pero en este
proceso se conserva la masa del cuerpo que crea el campo, lo que nos viene a decir que
el potencial gravitoeléctrico se mantendra constante.

=0

2.6 Componentes del tensor energia-momento
Acabamos de ver que los potenciales

M G
=—pG—; A=——rAJ(t 1.6
$=-pG- St I) (1.6)
son soluciones de las ecuaciones linealizadas siempre y cuando el médulo del momen-
to angular intrinseco dependa linealmente del tiempo J =J +J ¢ permaneceindo
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constante su direccién y sentido. Sustituyendo (1.6) en la ecuacion (1.4) se obtienen las
componentes del tensor energia-momento que son fuentes de los potenciales (1.6). Usan-
do la componente 0,0 se obtiene

1
T =5 Mc*5(r)
donde &(r)es la funcién delta de Dirac. Si ahora aplicamos la ecuacién de campo a la
componente 0,a se encuentra

. 3c
T, =———=[rad(1)] .
J a

4rr
La variacién de momento angular que estamos considerando es a consecuencia de
su transferencia, es decir, no es consecuencia de la pérdida de masa o energia del
cuerpo. O sea, los resultados que estamos obteniendo no seran aplicables para el caso
de pérdida de momento angular por efecto radiativo o por emision o absorcion de
masa. Si sera de aplicacion al frenado producto de las mareas o al frenado por roza-

miento.

3.6 Campos gravitoelectromagnéticos originados
por la variacion de masa

Consideremos un cuerpo que va variando su masa linealmente con el tiempo
M=M,+M,t
se trata de saber si, para este caso considerado, existen soluciones para los potenciales

gravitoelectromagnéticos compatibles con las ecuaciones linealizadas.
Vamos a buscar una solucién del tipo

#(r,1) = () p(r) (2.6)
donde ¢ (r) es la solucién estética, o sea el potencial kepleriano. También es necesario
averiguar qué caracteristicas debe tener la fuente, es decir, cudl es el tensor energia-
momento que es compatible con esta solucién.

Si la funcién ¢(¢) es lineal en el tiempo, entonces ¢(r,z)es una solucion de la
ecuacion de campo si también se cumple
(~2) (:2)
Ty = w(t)Too .
Es necesario que la solucién cumpla la condicién gauge armoénica
VA + Lz %9 _ 0
¢ ot
lo que nos indica que debe existir un campo gravitomagnético, incluso en el caso en que
el astro no esté rotando. El potencial vector debe cumplir la relacién

1 ~ | 0p
VA =——¢(r)=.
cz¢r ot

Finalmente nuestra solucién debe ser compatible con las leyes diferenciales de con-
servacién de la energia, por lo que debe cumplirse
2 U
T T T™ I
LI P i S
Ox Ox Ox c ot

(3.6)
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De (2.6) se tiene que
(-2)

00
VA = a“’ < == L
dividiendo (3.6) entre #’e integrando

i, 2
:__I oT ™/ ox [—EIT—dV’]

Gx“ Ao

por tanto

o
A“:—EIT

3

dav’

c
como es exigido tanto por la teoria débil como por la linealizada.
Integrando la ecuacién (3.6) se obtiene

(-1
T = I —pcdx =—gpcx”

7

Ahora podemos determinar el potenc1al vector

A :—ﬁj"‘j"’cxa dv'= G(/ijx—,a’V

0 en notacion vectorial

A=S2 [ gy (4.6)
C r

Como la variacion temporal del potencial vector es nula, quiere decir que no existe
corriente de momento: el momento no es transferido de un punto a otro del espacio.

En resumen, existe solucién del potencial gravitoeléctrico del tipo (2.6) compatible
con la teoria linealizada, exigiéndose que sea una funcién lineal del tiempo y que
exista un potencial vector dado por (4.6).

Esta solucién corresponde a una pérdida radiativa de la masa, ya sea en forma de
radiacién electromagnética o de emision de materia. Pero a pesar de este comporta-
miento no surge una variacién del médulo del momento angular intrinseco de rotacién
del astro. Una situacién que no es realista, ya que una pérdida de masa de un astro
debe llevar aparejada una variacién de su momento angular de rotacién, salvo caso
excepcional.

El anterior anélisis nos lleva a estudiar posibles soluciones de un potencial escalar
dependiente del tiempo de la forma (2.6) y un potencial gravitomagnético dependiente
del tiempo a causa de una variacién del momento angular intrinseco. En concreto, se
trata de averiguar si es posible una solucién del tipo

#(r.0) = (1) §(r) (5.6)

y un campo gravitomagnético que incluya la variacién del momento angular
A =221 a4 () AG) 6.6)
¢t r

donde A(r)es la solucion estatica correspondiente a la rotacion del astro.
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Si f(#) y ¢(¢) son funciones lineales, los dos potenciales (5.6) y (6.6) son solucio-
nes de las ecuaciones de campo, siempre que
(-2) (-2) (-1 S

T :(p(t)foo; T 0« Z—%pcxaﬁ-f(t)foa

donde 7" es la componente asociada con la rotacion estatica del astro. Ademas, se
cumple la condicién gauge armonica y las ecuaciones diferenciales de conservacion,
aunque en este caso debe de existir una densidad de corriente de momento, que mues-
tre el flujo de momento de un lugar a otro del espacio.

Debe observarse que no es posible que el momento angular se encuentre localizado
en el espacio, a consecuencia de la variacién de masa que lleva unida una deslo-
calizacion del momento angular.

4.6 Calculo del campo gravitomagnético asociado
a la variacion de la masa de un cuerpo esférico rotante
Como hemos visto, si el astro va variando su masa, no sélo variara por ello su
potencial gravitoeléctrico, sino que también aparecerd un campo gravitomagnético.
Vamos a calcular este campo para el caso exterior de una esfera de densidad uniforme.
¥ representa la distancia de un punto interior de la esfera al punto del campo,
entonces como hemos definido en otras ocasiones

%\ 2 *
,,:,Ju(r_j 2" 030 = Br1—Coosh

r r

%\ 2 *
B-= 1+(’—j; o=
r B

donde r* es la distancia desde el centro de la esfera al punto fuente y el angulo fes el
formado por € vector r que une el centro de la esfera con el campo y el vector r*.
La integral que hay que resolver en (4.6) es

v 1% ¢ T sing 4 R
—=—|do r*Rde | ————df=—7—
r I”J; '([ '([B\/I—Ccosé’ 3 r
donde R es el radio de la esfera. El campo gravitomagnético es
M
A:G/Y@£+ Gzr/\J(t):L£+ G raJ(1) (7.6)

¢t dirr 2ric ¢’ r 2rc’
donde el médulo del momento angular de rotacion del astro varia linealmente con el

tiempo.

4.6 Aceleracion perturbatriz producida
por un astro cuya masa esta variando
Vamos a considerar el caso de un astro que varia su masa y por lo tanto su potencial
gravitoeléctrico es del tipo (2.6). En este caso el potencial escalar del astro se puede
expresar segiin

M(I)Z_GMO+M]t

r r

$=-G
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y el potencial gravitomagnético viene dado por (7.6) si es que el médulo del momento
angular de rotacion varia linealmente con el tiempo.

La dependencia explicita del potencial gravitoeléctrico con el tiempo origina una
aceleracion perturbatriz que es dada segiin (12.4) por

w=3¥%
c ot
Debemos advertir que la variacion de la masa de un astro produce perturbaciones
planetarias de origen newtoniano. En efecto, la aceleraciéon de origen newtoniano que
acttia sobre el satélite es

—v(—GMj - —v(—G%j—v(—Gﬂ)
r r r

el primer sumando es el derivado del potencial kepleriano y el segundo es la perturba-
cién clasica que tiene su origen en la variacion de la masa. Por tanto, la perturbacién
clasica y relativista que acttia sobre un satélite cuando el astro central esta variando su
masa es

M

G—Lr. (8.6)

W:3X%—V(—G
C r r

M) 53O,
c ot

r

4.6 Aceleracion perturbatriz producida por la variacion
de la orientacion del momento angular intrinseco

El movimiento de precesion de un astro origina la variacién de orientacién de su
momento angular de rotacién, produciendo por ello un campo gravitomagnético. En
este caso el moédulo de J permanece constante pero su direccién va precesando con una
velocidad angular ® ,, que vamos a suponer constante.

Para calcular la aceleracién de origen gravitomagnético producida en esta situa-
cién, aplicamos la ecuacién de movimiento (12.4) y averiguamos la aceleracién
perturbatriz que tiene su origen en la variacién del momento angular intrinseco

W= —46—A.
ot

Para el caso considerado de un cuerpo esférico de densidad uniforme sigue siendo
vélida (2.5), aunque ahora J es una funcién del tiempo. Entonces la aceleracién de la
perturbacién gravitomagnética que acttia sobre un satélite que orbita al cuerpo que rota
es

2G dJ 2G
W:—F]"/\E:—ﬁr/\]\/‘ (96)

donde M es el momento mecanico responsable de la precesién del astro que crea el
campo gravitomagnético.

La aceleracién perturbatriz (9.6) producira una variacién secular de los parametros
orbitales de un satélite que orbite el astro, tal como se analiza en el epigrafe 9.9.
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7

Electromagnetismo y
gravitoelectromagnetismo

1.7 Introduccién

La teoria linealizada de la relatividad general establecida en funcién de campos
vectoriales nos muestra una cercana analogia con las ecuaciones maxwelianas del
electromagnetismo, tal como fue puesto de manifiesto en el epigrafe 6.4.

No obstante y a pesar de las semejanzas no exclusivamente formales, no podemos
llegar a identificar ambas teorias, ya que se diferencian en aspectos esenciales.

Tres son las diferencias que debemos sefalar entre el gravitoelectromagnetismo
(GEM) y el electromagnetismo (EM). Por una parte esté la ecuacién de movimiento,
puesto que en GEM no es valida la fuerza de Lorentz, sino la (12.4). La otra diferencia
que da lugar a comportamientos diferentes es el signo menos que aparece en la densi-
dad de corriente en la cuarta de las ecuaciones de la GEM (epigrafe 6.4), en contra del
signo + que surge en las ecuaciones de Maxwel. Finalmente senalar el signo menos que
aparece en la primera de las ecuaciones de la GEM, por el signo positivo de la corres-
pondiente ecuacion del electromagnetismo. Esta tltima diferencia viene a reflejar el
caracter atractivo de la fuerza gravitatoria para dos masas que tengan el mismo signo,
mientras que en tal situacién la fuerza eléctrica es repulsiva.

2.7 La ley de Faraday en el gravitoelectromagnetismo
La segunda de las ecuaciones de la teoria linealizada del gravitoaelectromagnetismo

vaE--8 (17)
ot
es idéntica a la correspondiente ecuacion de Maxwell y nos induce a pensar que en
GEM sera de aplicacion la ley de induccién de Faraday; sin embargo veremos que esto
no es asi. De (1.7) y aplicando el teorema de Stokes llegamos a

<}3E~dl=—%ﬂB~dS 2.7)

donde X es la superficie recorrida por la linea cerrada I'. Si ahora definimos el flujo
gravitomagnético al igual que en EM tendremos
dd

?E-d]z—;

85
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queno eslaley de induccién de Faraday, puesto que en GEM el primer miembro de (2.7)
no es la fuerza gravitomotriz (fgm).

La fgm hay que definirla como el trabajo desarrollado sobre la unidad de masa para
recorrer el circuito I'; pero como la fuerza gravitoelectromagnética es formalmente dife-
rente de la valida en EM, la fgm sera igualmente diferente de la fuerza electromotriz. En
efecto, en GEM la fuerza por unidad de masa es

E:—V¢$—46—A+4V/\(V/\A)+E':
m ot

:E—3aa—?+4V/\(V/\A)+E’

donde en E” agrupamos los términos gravitoeléctricos de segundo orden. Entonces la
fgmes
F d ,
E=§—d=E-d-3—PA-dl+JE dl
r m r dt Tr Tr
donde hemos tenido en cuenta que el trabajo de la fuerza magnética es siempre nulo.
Como

fA-d=[[VAA-dS=[[B.dS=
r z z
donde @ es el flujo gravitomagnético, entonces por (2.7) se llega a
dd
E=-4—+¢E'"-dl
v 35 (3.7)

que es la adaptacién de ley de Faraday al GEM. Las diferencias con respecto al EM se
refieren al coeficiente numérico y a la aparicién del trabajo por unidad de masa realiza-
do por fuerzas gravitoeléctricas de segundo orden que no siempre son nulas. En efecto,
de la ecuacion (12.4) se deduce que los términos

grSE’-dlz?Sc‘;%dl—qrﬂc‘; (v-V)g-dl 4.7)

son en general distintos de cero. En (4.7) hemos tenido en cuenta que la circulacion de
una divergencia a través de una curva cerrada es nula. Nétese que aunque las integra-
les del segundo miembro de (4.7) son de segundo orden respecto a la inversa de ¢, no
pueden ser despreciadas porque son del mismo orden que los términos que se derivan
del potencial gravitomagnético.

3.7 Ejemplo de aplicacion de la ley de Faraday gravitomagnética

Vamos a suponer que en torno a un cuerpo esférico central rotante existe un toro de
radio R y grosor infinitesimal. En el interior del toro hay un fluido inicialmente en
reposo.

Supongamos que el momento angular del cuerpo central J varia con el tiempo a
consecuencia de la variacién de la velocidad de rotacién, entonces surgira una varia-
cién del campo gravitomagnético B, por tanto aparecera un flujo gravitomagnético que
variara con el tiempo.

Elegimos el sentido del 4rea formada por el toro como la parte positiva del eje z, que
coincide en direccién y sentido con el eje de rotacion del cuerpo central. El flujo sera
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CD:_[Z_[B-ds=;G2Lj.ri5[r2J—3r(r.J)],ds:?(;ZLIJ’;_c}z’S.

Como estamos calculando el flujo que atraviesa el area circular limitada por el toro, »
serd una variable que vade0a R

” dS GJ 27rrdr zGJ

r’ r R’
Vamos ahora a calcular la c1rculac1on del campo gravitoeléctrico
G . GRJ zGlJl
fera=g-Chd g s fRada s =T

donde hemos supuesto que va aumentando el modulo del momento angular del astro
central. Tal como habiamos deducido, se cumple (2.7).

Para terminar vamos a calcular la fgm. Los dos términos de (4.7) son nulos en
nuestro caso de 6rbita circular y de masa invariable del cuerpo central, entonces

~ 47zGlJ\
e fl-v- -t

cumpliéndose la ley de Faraday (3.7).

4.7 Ley de Biot y Savart gravitomagnética

Sea un tubo recto suficientemente delgado e ilimitado por donde pasa un fluido con
una intensidad 7, magnitud que nos indica la masa que pasa por una secciéon del tubo
por unidad de tiempo.

Se trata de determinar el campo gravitomagnético que produce esa corriente de
materia, es decir obtener la ley equivalente a la de Biot y Savart de la teoria electromag-
nética.

Cuando se trata, como en nuestro caso, de campos estaticos, la cuarta de las
ecuaciones del GEM es

vAB=-279;
utilizando el teorema de Stokes se llega a
$Bal = 4G
c

o sea lamisma ley que en EM salvo el ya citado signo menos en el segundo miembro. Si
elegimos como trayectoria I' una circunferencia se obtiene

B=22
c’a

donde a es la distancia desde el tubo por donde va el fluido de materia al punto del
campo y B es el médulo del campo gravitomagnético que solo tiene componente
tangencial.

B- dl tiene signo negativo, lo que significa que tienen sentidos opuestos. El sentido
de dl viene dado por la regla de la mano derecha con relacién al sentido de la corriente
de materia por el tubo (que es el sentido de la densidad de corriente j). Es decir, el
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sentido del campo B es contrario al dado por la regla de la mano derecha, tal como
ocurre en EM.

Si definimos los polos gravitomagnéticos norte y sur con el mismo criterio que en
EM, es decir, segtin el sentido de la corriente, concluimos que el campo gravitomagnético
sale del polo sur del cuerpo que produce el campo y entra por su polo norte, o sea, lo
contrario que en electromagnetismo.

5.7 La ley de Lenz y el gravitomagnetismo

Consideremos un circuito circular que contiene un fluido y que se encuentra en una
zona donde hay un campo gravitomagnético homogéneo dirigido perpendicularmen-
te al plano que contiene el circuito. Si el campo B varia con el tiempo se producira una
fgm que generara una corriente de materia en el circuito.

Vamos a elegir para B el sentido del vector de la superficie del circuito, sentido que
es elegido arbitrariamente pero que condiciona el sentido de giro por el circuito que
tiene que venir dado por la regla de la mano derecha.

Vamos a suponer que el campo B varia aumentando su médulo y manteniendo
inalterable su direccién y sentido, por tanto el flujo gravitomagnético a través de la
superficie va aumentando, lo que significa que la fuerza gravitomotriz es negativa

E=<f£~dl<0

o sea, que la fuerza y el desplazamiento son de sentidos contrarios, y como la corriente
de materia inducida tiene el sentido de la fuerza, también sera de sentido contrario al
vector desplazamiento.

Ahora bien, la corriente inducida generara un campo gravitomagnético, cuyo senti-
do seré el contrario al de la mano derecha. Lo que significa que este campo gravito-
magnético tendra el mismo sentido que el campo que induce la corriente de materia. O
sea, el efecto se suma a la causa que lo produce, en oposicién a lo que ocurre en
electromagnetismo donde es vélida la ley de Lenz.

La teoria linealizada de la gravitacion solo admite cierta dependencia con el tiempo
de los campos gravitoelectromagnéticos. Las ecuaciones linealizadas se suelen poner
(tal como hicimos en el epigrafe 6.4) como si los campos pudieran tener una dependen-
cia general del tiempo, pero como se vi6 en el capitulo 6 este no es caso. Sabemos que es
posible una dependencia lineal con respecto al tiempo del campo gravitomagnético.
Pero en el razonamiento anterior sobre la ley de Lenz se aprecia que el campo
gravitomagnético tiene un crecimiento no lineal, y en esta situacién no se pueden
aplicar las ecuaciones linealizadas, viniéndose abajo el razonamiento que conduce al
supuesto incumplimiento de la ley de Lenz.

6.7 Momento dipolar gravitomagnético
Se define el momento dipolar gravitomagnético de forma similar al momento dipolar
magnético, es decir

1
mg:EjprAvdV, (5.7)

como el momento angular de rotaciénes J = I pravdl
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entonces existe la relacion
m, =1/2J
Un campo gravitomagnético uniforme (es decir, el mismo en todo punto) no produ-

ce ninguna fuerza neta sobre un momento dipolar gravitomagnético, pero siel campo

no es uniforme, por similitud con el electromagnetismo, actuara la fuerza dada por
F=4 (m .'V)B

donde suponemos que la fuerza actia en una zona libre de fuentes gravitomagnéticas

(es decir, V A B = 0). La anterior expresion es cuatro veces mayor que la correspondien-

te fuerza electromagnética sobre un dipolo magnético, a consecuencia de la apariciéon

de coeficiente 4 en la ecuacién de movimiento (12.4).

7.7 Disminucion del peso de un giréscopo sobre
la superficie de la Tierra

Un experimento que se ha planteado para detectar la fuerza gravitomagnética gene-
rada por la Tierra a consecuencia de su rotacién diaria, consiste en medir la disminu-
ciéon de peso que registra un gir6scopo colocado sobre la superficie terrestre.

En efecto, el girdscopo tiene un momento dipolar gravitomagnético dado por (5.7),
pero como la Tierra produce un campo gravitomagnético B no uniforme, aparecerd una
fuerza sobre el giréscopo dada por

F=2(J-V)B
fuerza que tiene una componente radial que hace aumentar o disminuir el peso del
giréscopo. Midiendo esta variacién de peso se puede detectar el campo gravitomagnético
terrestre.

Supongamos para concretar que el giré6scopo se encuentra en una latitud geografi-
ca Ay que elegimos los ejes coordenados de tal forma que el eje z coincida en direccién
y sentido con el eje de rotacion terrestre y el eje y sea tal que el vector momento angular
del giréscopo se encuentre en el plano z-y, entonces suponiendo que el eje de giro del
giréscopo esta en posicién vertical

J=JcosAj+Jsin Ak .
El campo gravitomagnético de la Tierra es
G

2.5
2¢°r

GJ'
2¢%r°
donde J’ es el momento angular de la Tierra que, como hemos dicho, est4 dirigido hacia
la parte positiva del eje z. La fuerza sobre el giréscopo es

F :2J(cosﬂa—B+sinla—B).
oy

Oz

B= [+ =3r(r-J)]= [r?k —3zr]

Como lo que nos interesa es la componente radial por ser la que afecta al peso del
giréscopo, se tiene que calcular

F =F.=

haciendo los calculos se llega a
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lo que nos viene a decir que la fuerza es maxima en el polo norte y nula en el ecuador.
La fuerza es atractiva en el hemisferio norte y repulsiva en el hemisferio sur, siempre y
cuando el momento angular del giréscopo se dirija hacia el cénit. Si se cambia el senti-
do de rotacion del giréscopo cambiaria el sentido de la fuerza.

Para el caso de una esfera de densidad homogénea tendremos

J:Iw:%rmsz; J':I'a)':%Mrzv’

donde v y v’ son las frecuencias rotacién del giréscopo y de la Tierra respectivamente;
Ie I’ sonsus corrrespondiente momentos de inercia. La fuerza radial queda
2 2 '
F = 9671 GanR2 W ina
25 cr
donde R es el radio del gir6scopo y r el radio de la Tierra.
Podemos hacer una estimacién numérica suponiendo un giréscopo de masa 10
kilogramos, de 1 metro de radio y que gira con una frecuencia de 1.000 hertzios, enton-
ces se obtiene una fuerza radial en funcién de la latitud geogréfica dada por

F. =2,39-10"sin A

que viene expresada en newton.

8.7 Teorema de Larmor
Consideremos un sistema de referencia K, en cuyo origen se encuentra una masa M
que esta rotando con velocidad angular constante, produciendo por tanto un campo
gravitoeléctrico y otro gravitomagnético, ambos independientes del tiempo.
A gran distancia de la masa, el elemento de linea cabe ponerlo como

2
ds* :(1+#Jc2dt2 —§Aga/rcclt—a/r2 (6.7)
¢ ¢
#.y A, son los potenciales escalar y vectorial del campo gravitatorio. De (6.7) se
obtiene el primer término tanto de la fuerza gravitoeléctrica como dela gravitomagnética.
Segtn (12.4) los primeros términos de la aceleracion producida por el elemento de linea
(6.7) sobre una particula de prueba que se mueve con velocidad v son

oA,
a, =V, —4—L+4vAB, =9, +4vA(VAA,),

A gran distancia de la fuente el campo gravitomagnético es uniforme, por tanto se

puede poner
1
A P 5 B PIRA r (77)

yaque alser B, independiente de la posicion se cumple B, =V A A, .

Consideremos ahora un sistema de referencia inercial K’ que tiene en su origen en
un cuerpo de masa M que no esta rotando. Otro sistema K" gira respecto a K’ con
velocidad angular o . Por (3.1) el elemento de linea para el sistema K" es

2 2
ds? :[l+%+%€jczdt2 —%A[drca’t—dr2 8.7)

donde ¢, es el potencial escalar gravitatorio, ¢, el potencial centrifugo
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é. ~-1/20°r*
y A, esel potencial gravitomagnético inducido por la rotacién del sistema de referen-
cia respecto al resto del Universo, que segtin se dedujo en el epigrafe 7.1 es

A, =0ATr (9_7)
Debido a la pequetiez de @ podemos despreciar el potencial centrifugo, o sea toma-
mos solo hasta el primero orden en ». Entonces el elemento de linea (8.7) queda
2
ds? =(1+#Jc2dzz 2 A dredi—dv’ (10.7)
c c
El elemento de linea (6.7) producido por la gravedad es igual al elemento de linea

(10.7) producido por la combinacién de una rotacién y un campo gravitotorio estatico.
Ambas métricas serdn idénticas si se cumple la relacion

2A, =8A, (11.7)

por (7.7) y (9.7) se encuentra que la velocidad de rotaciéon de K"’ necesaria para produ-
cir los mismos efectos que un campo gravitomagnético es

®=2B, 12.7)

que representa la «frecuencia de Larmor». La afirmacién de que es equivalente un
campo gravitomagnético uniforme a un sistema en rotacioén se le denomina teorema de
Larmor, que tiene el mismo significado que el correspodiente teorema del
electromagnetismo.

Cabe extender el teorema de Larmor al caso en que la velocidad angular de rotacion
del cuerpo Mno sea constante. Entonces la aceleracion adquirida por una particula de
prueba en ese campo es dada por (12.4)

=-V 46Ag 4vA(VAA
a, =-Vg, - 7+ V/\( A g)

donde de nuevo solo hemos tenido en cuenta los primeros términos de a, .

Seguimos suponiendo que el campo gravitomagnético es uniforme, situacion que se
da en un punto suficientemente lejos del cuerpo que crea el campo 'y por tanto es valida
(7.7). Ahora consideramos de nuevo al sistema de referencia K"’ en cuyo origen se
encuentra un cuerpo de masa M que no esta rotando. Su elemento de linea seguira
siendo (8.7), pero la intensidad de campo gravitoeléctrico inducido, que coincide con la
aceleracién que adquiere una particula de prueba respecto a K", sera

E.:—V¢.—%:—(i)/\r
1 1 at

y la intensidad de campo gravitomagnético inducido sera al igual que antes
B, =VAA =20
con lo que sellega a calcular la aceleracién de la particula de prueba para el sistema K”
a,=-20AV-OAT (13.7)
a la que habria que anadir la aceleracién de origen gravitoeléctrico.
Sielegimos para la velocidad de rotacién del sistema K" la dada por (12.7) y tenien-

do presente (11.7), encontramos que la aceleraciéon de la particula de prueba en el
sistema K"’ es igual a la (13.7), volviendo de nuevo a tener la equivalencia entre un
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sistema rotando y un campo gravitomagnético.

9.7 Interaccion spin-gravitomagnetismo
La perturbacion hamiltoniana H de una particula cuantica de spin o (por tanto
con momento dipolar magnético m =6/2) en un campo gravitomagnético B, viene
dada por una férmula analoga a la del electromagnetismo, salvo la diferencia ya sefa-
lada del coeficiente numérico

H:—4m-B=—4§-V/\A (14.7)

que para el caso de una esfera de momento angular intrinseco J' adopta la forma
G

5.2
r-c

Si ahora aplicamos la ecuacion de Euler-Lagrange a esta perturbacién obtenemos la
fuerza gravitomagnética que actda sobre la particula de spin o
oL oH
F = — ——=
or or

H:

o-[3(r-J)r-r2y7]

-VH

que al desarrollar se obtiene

3G ANfA T A A (a y fa oy
R [5(c-F)(t-d)E—(c-J')E—(F-6)J ~(F-J')o] (15.7)
donde f es el vector unitario radial.

Consideremos como aplicacion de (14.7) el caso de una particula de médulo de spin
o = shque se encuentra en el campo gravitatorio de la Tierra. Si suponemos que el
sentido del spin es hacia arriba, la energia gravitomagnética de la particula situada en
un punto de latitud geogréfica 1y a una distancia  del centro de la Tierra es

F=

H, =252 sin 1. (16.7)
cr
Por (16.7) la diferencia de energia gravitomagnética entre una particula que dirige su
spin hacia arriba y otra hacia abajo es

INGL Gin 2.

c’r

Las fuerzas que actdan sobre particulas cudnticas dependen de la orientacién de
sus spin. Esto significa que puede idearse un experimento gravitomagnético andlogo
al de Stern-Gerlach electromagnético. Consideramos un campo gravitomagnético no
homogéno (que puede ser la propia Tierra) por donde se mueven dos particulas de spin
opuestos. Como resultado de la accioén de la fuerza gravitomagnética, las trayectorias
de las dos particulas se separan.

Supongamos, por ejemplo, que se lanzan desde la superficie de la Tierra en direc-
cién hacia arriba y en un lugar de latitud 4, dos haces de particulas, unas con spin
hacia arriba y otras con spin hacia abajo. Por aplicacién de (15.7) surgira una fuerza
desviadora de la direccién vertical dada por

H,-H =

AF =+ 3G oJ' cos A

2 4
cr

indicando el signo mas una desviacién hacia el sur geografico y el signo negativo
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desviacion hacia el norte. Nétese que como esta fuerza es independiente de la masa m
de las particulas, la aceleracion sera dependiente de la masa. Si suponemos que los
haces de particulas hacen un pequeiio recorrido, podemos considerar que la acelera-
ciéon desviadora es constante y si ademas la velocidad v, con que son lanzadas es
suficientemente elevada, podemos tomar como uniforme el breve movimiento ascen-
dente. En estas condiciones, la desviacién experimentada por los dos haces de particu-
las de spin opuestos después de haber recorrido una distancia d es

oo 3shGJ'cos A

2 4 2
crimy,

d.

De (15.7) también se deduce una ligera diferencia de peso entre particulas segin
que el estado de su spin sea hacia arriba o hacia abajo
W =mgT 6shG;/ fln A
cr
correspondiendo una disminucién de peso para las particulas de spin hacia arriba y
un aumento de peso par las que dirigen su spin hacia abajo.

Finalmente, sefialar que la interaccién entre la rotacién de un satélite y el campo
gravitomagnético producido por el momento angular del astro central, produce una
aceleracién que perturba su movimiento orbital. La aceleracién perturbatriz W, se
deriva de (15.7). Si m es la masa del satélite se tiene

Wy, == cffjm [5(3-#)(-3)i—(3-0)i-(b-D)F—(F-3)I]  (177)
donde J es el momento angular intrinseco del satélite. En el capitulo 9 se estima el valor
del efecto de esta aceleracién perturbatriz sobre los elementos orbitales del satélite. A la
vista de (17.7) debemos advertir que al contrario de lo que ocurre con particulas
cuanticas, la aceleracién producida por la interaccion entre los momentos angulares

instrinsecos no depende de la masa del satélite.
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Induccion de fuerza centrifuga

1.8 Induccion de fuerza centrifuga en el interior
de una esfera hueca

En el epigrafe 4.5 hemos comprobado que se produce una aceleracién del tipo de
Coriolis por efecto de la induccién gravitatoria. Este resultado no significa la
implementacion del principio de Mach, ya que para ello se exigiria la evaluacion del
efecto de induccién gravitatoria de todo el Universo. Pero atin asi, las conclusiones de
4.5van en la direccién requerida por el principio de Mach.

De una Fisica relacional también cabe esperar la aparicion de fuerzas centrifugas
inducidas. Se trata de investigar en este capitulo si tales fuerzas existen en el marco de
la teoria linealizada de la relatividad general.

Vamos a considerar una esfera hueca de radio R, de masa My de paredes muy finas
de densidad superficial o, que rota con una velocidad angular o alrededor de un eje
que pasa por su centro. Se trata de encontrar el valor de la fuerza centrifuga que se
induce en un cuerpo de masa m situado en su interior.

Para el caso de un cuerpo que se encuentra en reposo en el interior de la esfera
hueca, la ecuacién de movimiento (12.4) nos da para la aceleracién de origen
gravitoeléctrico

av 1 1
E:—V¢—C—2VW—C—2V¢2. (1.8)
Por las féormulas (17.4) se calculan los dos potenciales escalares. El potencial ¢ engloba
al potencial kepleriano, que es constante en el interior de la esfera y por tanto no
produce ninguna fuerza, a los que afiadir los términos inductivos, que son nulos por
simetria, puesto que la rotacién de la concha esférica no modifica el tensor energia-
momento, o sea, la densidad oes la misma en el momento actual que en el retardado.
Por tanto, el inico potencial que puede inducir la fuerza centrifuga es el y.

Para el caso de una concha esférica compuesta de polvo, el tensor energia-momento
es

T* = pu'u*

con prepresentando la densidad de volumen de materia, es decir, que vamos a despre-
ciamos las tensiones. Entonces por (17.4) el potencial yes

20u” -2 : 2
w:—Gj‘”’—,%dV'z—sza—f‘dstij%dS' 2.8)
r r r
@, es el potencial gravitatorio en un punto de la superficie de la esfera. La segunda de

95
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las integrales (2.8) es constante
M 2

R2

szU—%dS’:—sz
r/

por tanto su divergencia es nula y no produce fuerzas, lo que significa que la fuerza
centrifuga es inducida solamente por la primera de las integrales de (2.8).

2.8 Calculo del potencial v en un punto interior de la esfera hueca

Para calcular la integral del primer sumando de (2.8) elegimos el eje z de tal forma
que el punto del campo esté situado en su parte positiva. El eje y es elegido con la
orientacién adecuada para que el eje de rotacion de la esfera se encuentre en el plano z-
v, siendo ael angulo entre el eje z y el eje de rotacién. El centro del sistema de coordena-
das coincide con el centro de la esfera. Si r es el vector de posicion del punto del campo,
R la posiciéon de un punto fuente y 1’ es el vector que va del punto fuente al punto
campo, entonces

2
R+r'=r = r'zRJH(%) —2%0056’:RB\/1—C0056’

B=\1+(r/R)*; C __2r/R

1+(r/R) ?
y 0 es el angulo entre los vectores Ry r, que dada la eleccién de coordenadas, también
es una de las coordenadas esféricas angulares del punto de la esfera.
Como el vector de posicién de un punto de la esfera es

donde

R = Rsin & cos @i + Rsin @sin @j+ R cos Ok

y la velocidad angular

o =osinaj+ocosak
entonces la velocidad lineal de un punto de la esfera queda

u=wAR=(Rwcosfsina— Rwsinfsinpcosa )i+
+Rwsin 6 cos pcosaj— Rwsin b cos psin ak
después de simplificar resulta que su cuadrado es
u’=R’w’sin>a—R*w’sin’ asin’ fsin* p +
+R*w* cos’ asin® @ —2R*w* sin ar cos arsin 6 cos Asin .
En coordenadas esféricas el elemento de superficie es
dS’ = R*sin0d0de .

Con estas definiciones se calcula la primera de las integrales (2.8)

y =-2Go| R*sin0d0dy,

2
u
RBN1-Ccos@
introduciendo el valor obtenido para el cuadrado de la velocidad podemos descompo-
ner la integral en cuatro sumandos. El primero de ellos es
R’o’sin’«a

)20 L (R
! BY \J1-Ccos8

sin 8d@dg =
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1% sin @
=2Gow’sin*aR’— | do deo,
Bl‘ lel Ccos@

por un largo pero simple calculo se encuentra que

_[ sin @
o V1 —Ccos@

por tanto
v, =-2GMRo’sin’ a
que la hemos puesto en funcién de la masa en vez de la densidad superficial de la

concha esférica.
La segunda de las integrales es

Rza)zsinzasinz(psinzﬁ

RB~N1-C cos@

=27GoR*w? sin a—J.

v, =-2Go |- R*sin0dOdy =

sin’ 0

o N1=Ccos@

resolviendo la integral se encuentra

J- sin® @ i_i( j
oV1—-Ccosé 3 15

por tanto nos queda para la segunda integral

—EGMRa)zsinza[l—l(sz}
Va=3 s\k) |

La tercera de las integrales es
R’w?cos’ asin’ @

=-2Go
Vs I RB\1-Ccos6
sin® @

=-47GoR’w? cos a—I de

oV1—=Ccosé

2
v, :—iGMRa)zcosza{l—l(Lj }
3 S5\R

En cuanto a la dltima de las integrales es nula al contener el término
27
I sin pd@

0

R’sin0dOdyp =

de donde obtenemos

que es idénticamente nulo.

Reuniendo todos los términos, se encuentra que el potencial v para un punto
situado a una distancia » del centro de la esfera y cuya posiciéon forma un dngulo zcon
el eje de rotacion es

4 1(rY
=~ GMRw> 1+—(—) (1—3cosza)} 3.8
V=73 { 10\ R (3.8)

que es el tinico término responsable de la induccién de fuerza centrifuga. Nétese que el
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primer sumando de (3.8) no produce ninguna fuerza al no depender de la posicién del
cuerpo de prueba.

3.8 La aceleracion centrifuga de un cuerpo
en el interior de una esfera hueca
Si ahora elegimos un sistema de coordenadas cuyo eje z esté alineado con el eje de
rotacion y que el vector r se encuentre en el plano y-z, podemos poner la expresion (3.8)
dela forma

4 N IR A }
=——GMRo* |1+ ——(y" -2z
v==3 { e )|.
La aceleracion a la que quedara sometida la particula que se encuentra en la posiciéon
(0,, z) se obtiene por la ecuacién de movimiento (1.8)

4 GM

a,=———uo"(yj-2:zk
ce ]5 CZR (yJ )
y como se comprueba por sustitucion
w :—in\/[[m/\(m/\r)+2m(m-r)] (4.8)
15¢°R

que dado su caracter vectorial es extensible a cualquier sistema de coordenadas. La
anterior aceleracion es valida para cualquier punto en el interior de la esfera hueca y no
se encuentra limitada a puntos cercanos al centro.

(4.8) nos informa que sobre la particula de prueba acttia una fuerza del tipo centri-
fugo, pero ademas aparece otra fuerza que tiene componente axial y en la direccién del
eje de rotacion de la esfera hueca, fuerza que no tiene equivalente clasico.

Para el caso de que la particula de prueba se encuentre en movimiento con veloci-
dad v, se producira tanto aceleracién de Coriolis (8.5) como centrifuga y su suma es

a:—ﬂ[m/\(m/\r)+2m(m-r)+10v/\m]. (5.8)
15¢°R

Lo notable de esta ecuacién es que la rotacion de la esfera hueca induce una fuerza
centrifuga y otra de Coriolis, pero la relacién entre sus coeficientes, que en el Universo
real es de 1a 2, aparece en (5.8) conla proporcién 1 a 10. Por lo tanto, (5.8) deja entrever
que en cierta medida el principio de Mach se obtiene de la relatividad general. Pero en
cualquier caso una decisién definitiva sobre la inclusién de las ideas de Mach en la
relatividad general solo se podréd dar cuando se haga una integracién sobre toda la

materia del Universo.

4.8 Induccion de fuerza centrifuga

en el exterior de una esfera maciza
Consideremos ahora una esfera maciza que rota con velocidad angular walrededor
de un eje que pasa por su centro, que tiene de radio Ry densidad uniforme p. Un cuerpo
de prueba se encuentra en un punto exterior situado a una distancia » del centro de la
esfera. Queremos calcular la fuerza centrifuga inducida por la esfera rotante sobre el
cuerpo de prueba. El vector r es el de posicién del punto del campo, r* es el vector de
posicién de un punto fuente del interior de la esfera, y el vector " es el que va del punto
fuente al punto del campo. Vamos a suponer que el punto del campo se encuentra
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situado en la parte positiva del eje z y que el dngulo 6 es el formado entre los vectores r*
y r, entonces

* 2 *
r¥4+r'=r = r':r\/1+(r—) —2r—c059:RB\/1—Cc039
r

7

donde ahora
*
Bz«[l-i—(r*/r)z; C:—2r /r ~.
1+(r*/r)
Si suponemos que los ejes coordenados son elegidos de tal forma que el eje de rotacién

de la esfera se encuentre en el plano y-z, seguiran valiendo las mismas férmulas que en
el apartado 2.8, resultando que la velocidad lineal de un punto interior de la esfera es

u>=r**o’sin’a—r**w’sin’ asin’Gsin* ¢+
+r** @* cos” asin® @ —2r** @ sin ar cos arsin & cos Bsin .
Ahora hay que hacer una integracién de volumen cuyo elemento es
dV' =r** sin 0dOdpdr* .

Hay que resolver la primera de las integrales (2.8), problema que podemos abordar
descomponiéndola en tres integrales mas elementales. La primera de ellas es

r¥ro’sin’ o

N 2 N
r\/l+(rJ —2r—cosﬁ
r r

2z R
:—2Gpla)zsin2a_[d¢_[r*4dr*
r 0 0

r* 2 5in 0dOdpdr* =

V= _2GPJ.

’j sin 846
v BN1-Ccosé

de donde obtenemos la primera de las componentes del potencial
6 , ’
w,=-—GMao?’sin> a—
5 r
La segunda de las integrales en que se descompone i es

v __2GpJ~—r*2a)zsinzasinzﬁsinz(or
? rBN1-Ccos 8

2z R
:2Gpla)zsin2aj.sin2(pd(p.[r*4 dr*
r 0 0

*2 sin 0d@dpdr” =

-T sin’ @ 40
o BN1—Ccos@

de donde obtenemos

2 2
v, _26Mw? sin? aR—{l—l(ﬁj }
5 r T\r

La tercera de las componentes del potencial escalar yes

r**w?cos’asin’f
Vs = _2G,DJ.
rBN1-C cosé

1, . sin® @
=-2Gp—w "~ cos aJ.d(uJ.r* dr J.
r 0 0

— e
v BN1-Ccos@

r* 2 sin 0dOdpdr =
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simplificando queda

r T\r
La dltima de las cuatro integrales en que se puede descomponer es nula. Ahora
podemos reagrupar todo los resultados y tras simplificar

2p2 2
W=y, sy, :—EM{1+i(£) (1—3cos3a)}.
r

2 2
¥, Z—%GMa)z cos’ aR—[l—l(ﬁ) }

5 r

Ahora vamos a elegir un nuevo sistema de coordenadas, tal que el eje z coincida con

el eje de rotacion del planeta, entonces

z=rcosa
y el potencial i queda
2
v=—26M0R*L- LMo R L+ L oMairt Zs
5 r 35 r’ 35 r

la aceleracion inducida sobre la particula exterior a la esfera es

1 4GMo*R* r 6 GMw’R"* r
% +

a =——VVy=-——H—"0y - @

“ 2 5 c? r® 35 c? r’ 638)
2GMw2R4£_£GMa)2R4é
35 ¢? r’ 35 ¢? P’

teniendo en cuenta que
o’r=-or(oar)+o(o-r)
olo-r) =0’k
z?=r’cos’a

entonces la aceleracion centrifuga inducida es

]V :EGMRz{l i(ﬁj (I—SSinzl)}m/\(m/\r)—

a = —— —_— +
« T VIS e TG
2 2
4G (Y1 B2t
5c¢r 14\ r 9

hemos puesto la férmula en funcién de la latitud 4 del punto donde se encuentra el
cuerpo de prueba. De nuevo volvemos a obtener no solo una fuerza centrifuga induci-
da sino también una componente axial. Hay que observar que el sentido de la fuerza
centrifuga es contraria a la producida en el caso interior, es decir, esta fuerza se dirige
hacia el eje de rotacién, por lo que podriamos hablar mas bien de una fuerza
anticentrifuga. Notese la dependencia de la fuerza inducida de la latitud de la particu-
la de prueba. La fuerza axial sigue teniendo el mismo sentido que en el caso interior, o
sea, se dirige hacia la parte negativa del eje de rotacion.

El cociente entre las intensidades de la fuerza gravitatoria newtoniana y la de in-
duccién centrifuga para el caso de un cuerpo sobre la superficie de la Tierra es

2
Mz(Lj ~4.10"
Ro )

inductiva
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4.8 Induccion de fuerza centrifuga en el interior
de una esfera maciza

Ahora vamos a considerar la aceleracién inducida sobre una particula que se en-
cuentra a una distancia » del centro de una esfera maciza de densidad uniforme py
radio R. Para resolver este problema dividimos al esfera maciza en dos partes. Una de
ellas, la exterior, es la que esta mas alejada del punto donde se encuentra el cuerpo. La
otra parte es la interior. La aceleracion centrifuga inducida sera la suma de las produ-
cidas por ambas partes de la esfera.

Para calcular la aceleracién centrifuga producida por la parte exterior de radio
interno r y radio externo R, la dividimos en conchas esféricas de espesor muy delgado
de radio 7. La aceleracion producida por cada concha es

da_, = 4 GdM[m/\(m/\r)+2m(m r)]
15 o

como
dM = Azpr *df

entonces integrando se obtiene que la aceleracién inducida por la concha gruesa exte-

rior en un punto de su superficie interior

a ext _ 87[ Gp ( RZ
“ 15 ¢?
Para la parte interior de la esfera tenemos una aceleraciéon inducida en su superficie

dada por

ror(oar)+20(o-1)].

e _ 87 Gp
“ 105 ¢
y para determinar la aceleraciéon inducida total por la esfera maciza en un punto inte-
rior sumamos ambas aceleraciones.

r2(17- ISSlnzl)m/\(m/\r)—E— r2(23-15sin> Dol(w-r)
¢

5.8 Discusion

El uso de una concha esférica delgada como modelo simple de Universo fue intro-
ducido por Einstein en 1913 y desde entonces ha sido utilizada para investigar los
efectos de la induccién gravitatoria.

Se trata de un modelo extremadamente simple, cuyos resultados no pueden
extrapolarse al Universo real por varios motivos. Uno de ellos es que cuando se hacen
los calculos con el modelo de la concha esférica, se sigue manteniendo el resto del
Universo y por lo tanto se tienen que considerar tanto los efectos inductivos del Univer-
so como los producidos por la concha esférica.

Otro defecto que aleja el modelo de la concha del Universo real, es que dado el
tamafio del cosmos, la accién retardada de los potenciales adquieren un especial
protagonismo, efectos que son despreciados en la concha esférica, donde las magnitu-
des atrasadas coinciden con la actuales por la simetria del modelo.

Asuntos tales como la dindmica césmica y la constante cosmoldgica son factores
que tienen su peso en los calculos de induccién producidos por el Universo y que
convierten el modelo de la concha esférica en puramente teérico.

No obstante, este modelo ha tenido gran importancia en el esclarecimiento de la
induccién gravitatoria. Por esta razon lo hemos expuesto en el presente capitulo.
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Poco después del trabajo de Thirring en donde se deducia la aceleracién de Coriolis
y centrifuga inducida por la rotacién de la concha esférica, se comprobé que sus su-
puestos no eran correctos. En efecto, al igual que hemos hecho nosotros, Thirring con-
sider6 una esfera que gira con una tnica velocidad angular y compuesta de polvo.
Situacion fisica irrealizable.

Para mantener las 6rbitas esféricas de cada uno de los puntos de polvo de la concha
esférica, es necesario que exista una fuerza que contrarreste la fuerza centrifuga que
actia sobre cada porcion de la concha esférica. Esta fuerza se manifestaria como ten-
siones en el material que constituye la concha, lo que contradice la hipétesis de partida
de que la concha esta formada por particulas de polvo sin presién. Pero hay mas,
incluso cuando la concha formada por particulas de polvo no esté rotando, no seria
estable y colapsaria por efecto de la gravedad. Para que esto no ocurra deben de existir
tensiones en el material que lo impidan.

Atun hay mas. Elmodelo de la concha esférica compuesta de polvo sin tensiones, no
cumple con el teorema de conservacién local del momento-energia. En fin, la rotacion
de la concha inevitablemente producird una deformacion fruto de la desigual fuerza
centrifuga sobre puntos de latitudes diferentes, extremo que tiene que ser considerado
al hacer una valoracién exacta de la fuerza gravitatoria inducida (tanto centrifuga
como de Coriolis) en el interior de la esfera hueca.

Por tanto, no es aceptable un modelo de la concha esférica formada por particulas
de polvo y es necesario considerar tensiones en el material, que a su vez son fuente de
campo gravitatorio y por tanto de induccién gravitacional. Adn asi, no se reproduciria
ensu interior las fuerzas de Corioilis y centrifuga en la proporcién clasica y persistiria
la fuerza axial, inexistente en la Fisicia cléasica.

La solucién rigurosa del problema de la induccién gravitatoria en una cavidad que
rota en el Universo real, exige no sélo una geometria diferente de la esférica, sino
también su rotacién diferencial. Lograndose de esta forma la reproduccién de las fuer-
zas de Coriolis y centrifuga en la proporcion observada y la ausencia de la incomoda
fuerza axial.

6.8 Induccion de fuerza centrifuga en una esfera maciza
formada por un gas perfecto
Consideremos una esfera de radio R rotando con velocidad angular @ y compuesta
de un gas perfecto sometido a una presién uniforme p. Se trata de averiguar la partici-
pacién que la presion tiene en la generacion de la fuerza centrifuga. El gas perfecto
tiene un tensor energia-momento expresado por

T* :(p+p/cz)utuk_g/kp.
De la segunda de las ecuciones (17.4) comprobamos que solo las compomentes 0,0 y
a,adel tensor energia-momento intervienen para el calculo del potencial . Estas com-
ponentes son
(0) (0)
TOO:—p; Tom(:3p

donde entendemos suma respecto a al indice ¢. Estas componentes no contienen el
término @’ por lo que no pueden generar efectos centrifugos a segundo orden en la
inversa de c. No obstante, la presion del gas que conforma la esfera si produce una
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fuerza gravitatoria, que resulta ser de segundo orden y de tipo kepleriano. Nétese que
también en este caso consideramos, por simetria, que son nulas la parte inductiva del
potencial gravitoeléctrico ¢.
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Perturbaciones orbitales producidas
por la induccion gravitatoria

1.9 Introduccién
Un cuerpo en rotacién produce un campo gravitoelectromagnético que origina una
perturbacién de la 6rbita kepleriana de un satélite que gira a su alrededor y que viene
expresada por la modificacién de sus elementos orbitales. Si el campo gravitatorio es
débil y la velocidad de rotacién del cuerpo que produce el campo es pequena en compa-
racion con ¢, se puede usar la ecuacién de movimiento (12.4), que toma la forma

Ll =-Vg+W,
dt

en nuestro caso W es pequefia en comparacion con la aceleracion kepleriana, por lo
que puede entenderse como la aceleracion perturbativa, que puede ser dividida en tres
términos

W=W,_ +W_ +W_, .
El primero de ellos es la aceleracién gravitoeléctrica responsable de la precesién de
Einstein

2¢2j v v? v O¢
W, =-V| = |+4—(v-V)p-—Vg+3——
. (cz c? vV c? ¢ ct ot

mientras que

1
Wer === Vy
Cc

es la aceleracion perturbativa generada por la induccion gravitoeléctrica. Finalmente
W, :—468—A+4V/\(V/\A) (1.9)
it

es la aceleracion perturbativa gravitomagnética. También debemos de tener presente
que en la aceleracion kepleriana

se encuentran incluidos términos inductivos, puesto que ¢ es el potencial kepleriano
mas los términos derivados del desarrollo de los potenciales retardados, tal como se
indica en la ecuacién (23.4). No obstante, en el caso que estamos considerando de un
cuerpo esférico de una densidad homogénea que permanece constante, el potencial ¢

105
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coincide con el potencial clasico kepleriano y no ocasiona, por tanto, perturbaciones en
la 6rbita de los satélites.

2.9 Sistemas de coordenadas

El sistema de coordenadas pseudocartesianas K (x, y, z) tiene su origen en el astro
central que suponemos la Tierra, el eje z coincide en direccién y sentido con su eje de
rotacion y el eje x se dirige hacia el equinoccio de primavera o nodo ascendente de la
o6rbita terrestre en torno al Sol.

Elsistema K’ (X, ¥, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra, el eje X se dirige hacia
el nodo ascendente de la 6rbita del satélite y el plano X-Y es por donde se mueve el
satélite.

Bajo estas premisas el angulo entre los ejes x y X'es la longitud del nodo ascendente
Q (medida por el ecuador) y el angulo entre z y Z es la inclinacién de la 6rbita i respecto
al ecuador celeste.

Para pasar del sistema K al K es necesario hacer dos rotaciones. La primera de ellas
de valor Q alrededor del eje Z, y la segunda una rotacién de angulo i/ en torno al eje X.
Por tanto los vectores basicos del sistema K’ (e e, e, ) estan relacionados con los
vectores basicos del sistemaK (e,.e,.e. ) por

e, =cosQe +sinQe
e, =—cosisinQe +cosicosQe  +sinie,
e, =sinisinQe —sinicosQe , +cosie, .

Ahora es necesario obtener los vectores unitarios asociados con el triedro comévil
en las direcciones radial e, , transversal e, y normal e, . El vector unitario radial se
encuentra en el plano X-Y'y es paralelo a r (vector de posicién del satélite), entonces

e, =cosue, +sinue,
donde u es el angulo contado desde el nodo ascendente hasta el satélite

u=0+ow

6 es laanomalia verdadera, mientras que @ es el argumento de latitud del pericentro,
es decir, angulo contado desde el nodo ascendente hasta el pericentro. El vector unita-
rio transversal del satélite es perpendicular al anterior y también se encuentra en el
plano de la 6rbita

e, =—sinue, +cosue,
finalmente el vector unitario normal es perpendicular al plano orbital

e, =e,.

n zZ

Para simplificar los cédlculos vamos a suponer que el nodo ascendente del satélite

coincide con el equinoccio, por tanto Q =0, lo que no significa ninguna pérdida de

generalidad, porque cualquier otro valor de Q originaria una situaciéon idéntica a la
anterior.

Los vectores basicos coméviles en funcién de los vectores unitarios de K quedan
e, =cosue, +cosisinue  +sinisinuve,
e, =—sinue +cosicosue  +sinicosue (2.9)

e, =—sinie +cosie_ .
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3.9 Calculo de la velocidad del satélite
El vector de posicién del satélite es

r=re,
y el vector velocidad
dr d
V= re ). 3.9
@ dt ) :9)

El satélite sigue una drbita kepleriana, pero sus elementos orbitales van variando
con el tiempo a causa de la perturbaciéon. Entonces sera aceptable usar la ecuacion de
la elipse para describir la 6rbita

_ a(l—ez)
1+ecos@

donde a es el semieje mayor y e la excentricidad. Elmédulo del momento angular L del
satélite de masa m cumple la relacion

L

mr
el punto significa derivacion respecto al tiempo. Desarrollando (3.9) queda
v= i[(—sinu—esin w)e , +(cosu+ecosw)e, |.
a(l-e?)
Para la 6rbita kepleriana se cumple
2
L. =a(l-¢?)
m
donde k£ = GMm , siendo M la masa del cuerpo central.
Al expresar la velocidad en funcién de los vectores basicos del sistema K queda

6=

vV =

\/7 [( sinu—esinw)e  +(cosu+ecosw)cosie  +(cosu+ecosw)sinie } 4.9)
I-e
donde 7 es el movimiento medio definido por
2 [om
T a’

siendo T'el periodo orbital.

4.9 Aceleracion perturbatriz de Einstein
Vamos a calcular cada uno de los términos que aparecen en la aceleraciéon
perturbatriz W, , el primero de ellos es

2 2
W, - V(2¢ j: 4¢V¢_4GMGM 4G*M*

;€ = 2.3 re

c’ror c’r
Para calcular el segundo término de W, hay que tener en cuenta que el célculo lo
hacemos en el sistema K’, entonces

na

Vl-e?

v-V=

. . 0 0
(—sinu—esin®w)——+(cosu +ecos @) —
oX oY

por tanto
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M . .
(v-V)g= =— [(=sinu—esinw) X +(cosu+ecosw)Y] =
l—e” T
- —[(~sinu—esin@)rcosu +(cosu+ecosw) rsinu]

Nl-e? 7
después de un calculo simplificador se encuentra que la segunda aceleracion
perturbativa es

(~sinu—esinw)e  +

A% 4GMe na : 5. .
W, =4—(v-V)p=——| —| | +cos’i(cosu+ecosm)e  +|sind .
c cr” \\J1-e? ’

+sini(cosu+ecosw)e

Finalmente la tercera de las aceleraciones que producen la perturbacion planetaria de
Einstein es

2
v GM na
Wy =-75Vh=-—— 2(
c c’ri\ -
Vamos a calcular las componentes radial, transversal y longitudinal de la acelera-
cién perturbatriz de Einstein, que son elementos necesarios para el calculo de la varia-

cién de los elementos orbitales del satélite. La componente normal de la aceleracion es
W!=W,-e, =0

puesto que e, esnormal tantoa e, como a v. La componente radial se obtiene multipli-

cando W, por la primera de las ecuaciones (2.9) y después de las simplificaciones

queda

j(l +e +2€c059)e

W.=W

E.er =

2
— —J (1+e* +2ecos®),
VlI-e? Vl-e?

c'r
finalmente la componente transversal es

4GMe [ na

et (W-e?
Estas aceleraciones habra que sustituirlas en las ecuaciones de Gauss que nos dan
la variacién temporal de los elementos orbitales del planeta y que son

' _ 2
@: I-e {W"sin9+W'(cose+l—Lﬂ

4G*M?> AGM( nae \ ., . GM( na
2.3 2 2 sin” 60—
c’r c’r

W,=W,e

2
J sin@(1+ecos®) .

dt na e ae

di 1 r

—=—————W"cosu (5.9
dt  pa\l-e? a

dQ ! iW” sinu

E_ nasinivl—e? @
do \/l—ez

W cosO+|1+——— |\W'sing —cosia,—Q
dr nae a(1-e?) dt
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- Cdlculo de la variacion de la longitud del nodo ascendente.
Como la componente normal de la aceleracion perturbatriz es nula, también lo seréa la
variacion de la longitud del nodo ascendente

dQ

dr
esto significa que el plano de la 6rbita no varia con relaciéon al ecuador. O dicho de otra
forma que no varia el momento angular de rotacién del satélite, que siempre tiene que
ser perpendicular al plano orbital. Los nodos orbitales, por tanto, siempre estan situa-
dos en la misma posicién del ecuador.
-Célculo de la variacion del argumento de latitud del pericentro.
De (5.9) y delos valores de la aceleracion perturbatriz se obtiene

__4G2M2c059_4GM nae \’sin’6cos6
et c? (@J r’
+GM( na J21+e2+26c059C

do _1-¢? > Wi-e? :

,
dt nae +4GMe( na j2(1+ec059)sin29+

=0

0s & +

2 (1_62 2

¢ r
+4GMe( na ]2 1 (1+ecos@)sin? @

2

¢? (J1-e? ) ali-e?) r
pero lo que nos interesa no es el valor instantaneo de la variacién, sino el valor prome-
dio. Por tanto vamos a obtener el valor de la variacion del argumento de latitud del
pericentro en un periodo. Para ello es necesario hallar el valor medio en un periodo de
las expresiones encerradas en el corchete. En el primer sumando tendremos

(cosé’)_ jcosﬁ ljcosﬁdé chosé’ o _m T cosf

== | ——dO =
e Ty o Limr? TL r
m Tme
——— | cos@(1+ecos@)df =————,
“TLa(l—e 2)j TLa(1-e?)

la misma técnica es aplicable a los otros valores medios, obteniéndose

sin? @cosd cosd cos?@)\ 7m
—_— = 0; > =0; 5 =
r r r TL

{(Hecos@)sinzﬁ} am [(l+ecos:9)sin20}_ﬂma(l—ez)
2 L’ TL

E

’
teniendo en cuenta que

£: GMav1-¢*
m

nos queda

(d_a))_ 671GM
dt cza(l—ez)T
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que es la conocida precesiéon de Einstein.
Si se aplican las ecuaciones de Gauss a los otros elementos orbitales y luego se
calculan los valores medios a lo largo de un periodo se encuentra

5.9 Calculo de la aceleracion perturbativa gravitomagnética

La perturbacién de Einstein es ocasionada por el campo gravitoeléctrico estatico.
Pero la rotacién del cuerpo central produce fenémenos de induccién que originan
perturbaciones planetarias. Debemos de distinguir las perturbaciones gravitomag-
néticas, que a continuacién estudiamos, y las perturbaciones gravitoeléctricas
inductivas, producidas por el potencial gravitoeléctrico inductivo .

Si consideramos que la rotaciéon del astro central se mantiene en el tiempo, el primer
sumando de (1.9) no hay que considerarlo, ya que es nulo.

La intensidad de campo gravitomagnético B para el caso de un cuerpo central
esférico, de densidad uniforme y de momento angular de rotaciéon J es dada a partir de
(25)

G

5.2
r c

B=VAA= 5 [r23-3r(r-J)]

como
r=re,; J=Je, = r-J=rJsinisinu,
el campo gravitomagnético queda
_ G e .. .. ) ( s 2. s 2 )
B =———| 3sinisinucosue —3sinicosisin”ue  +\1-3sin”isin“u)e_ |.

3.2
2ric

Haciendo uso de la expresion de la velocidad dada por (4.9) se encuentra que la
aceleracion perturbatriz gravitomagnética (1.9) es

cosi(cosu+ecosw)e  +

2GnaJ sinu+esin @ —3sin2isin’® u—3esin? isinwsin* u —

Woy =——F/—| + e, +| (6.9)
oM 3.2 2 a2 . : s 2 . 2

r’e’Al-e —3esin”“icoswsinucosu—3sin“isinucos” u

o . . .3 o . . . .2
3sinicosisin’ u +3esinicosisin @sin~ u +
+ e
. . . . . - . . z
+3esinicosicoswsinucosu +3sinicosisinucos’ u

de donde se derivan las componentes radial, transversal y normal de la aceleracién
perturbatriz gravitomagnética

) 2GnaJ 1+ecosé
Wi =Wy €, = cos i
GM GM r CZD }’3
2GnaJ sin @
W =Weg, €, =— ecosi
GM GM Cz '_1_62 r3
2GnaJ . .1 |2coswsinf+2sinwcosf—

weo =W,_ -e =———sini—
GM GM 3 . .
"1 e r’| —esinw+3esinwcos’ @
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6.9 Variacion secular de los elementos orbitales
por efecto del gravitomagnetismo
Para obtener la variaciéon temporal de los elementos orbitales se hace uso de las
ecuaciones de Gauss (5.9), pero lo que nos interesa son las variaciones seculares, no los
instantaneos. Para obtenerlas se promedian las expresiones anteriores durante un
periodo. Asi, por ejemplo, para la variaciéon del semieje mayor encontramos

r 2z 2z
(@j=lj(ﬁ)dt:ij(@jid9=ﬂ (@jrm:
dt) T\ dt T y\dt)o TL 4\ dt

2
ZET(@){—“(I‘QZ)} do,
TL o\ dt /JL.1+ecos®
o bien podemos tratar el problema de obtener el valor medio, usando la anomalia
excéntrica y definida mediante

r=a(l-ecos y)
y usando las ecuaciones suplementarias

—_ —_ 2 o —_ 1 —_—
cosd = SO X e; sinH:\” e sm;(; X esm;(; dt:l ecos;(dl.
l1-ecos y I-ecos y n n

Al aplicar las ecuaciones de Gauss (5.9) y obtener los valores medios de los elemen-
tos orbitales se encuentra para la aceleracién gravitomagnética estatica

—
I
(e}

—
S8

di
dr
de 2GJ

E 02(13(1—ez)3/2

( da)j B 6GJ cosi
dt cza3(]_ez)3/2'

Para obtener el movimiento del pericentro se le suma a la variacién de la longitud
del nodo ascendente la variacién del argumento de latitud del pericentro. Pero nétese
que ambos dngulos estin medidos en planos diferentes. La longitud del nodo ascen-
dente esta medido en el plano del ecuador, es decir en un plano perpendicular a J. El
angulo wes medido en el plano orbital, que es perpendicular al momento angular de
rotacion L. Para considerar esta situacién se expresa la precesion del pericentro me-
diante el vector dado por

=0

7/ N
—

N\

=L[n’—n(n-n’)] (7.9)

3/2
"o (1-¢?) /
donde ny n’ son los vectores unitarios en las direcciones y sentidos de L'y J respectiva-
mente.
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El angulo que se desplaza el pericentro se puede medir por el ecuador, valor que se
obtendria por

D=0 -n'=L(l—coszi)

' C2(23(1—62)3/2
donde la inclinacién i es el angulo formado por los vectoresny n’.

De la ecuacién (7.9) se desprende que son dos las contribuciones a la variaciéon del
pericentro del satélite. El primer sumando nos da la velocidad de rotacién del plano
orbital. Debe aparecer en (7.9) porque al variar el plano orbital varia también la posi-
cion del pericentro respecto al equinoccio. El segundo sumando de (7.9) es la variacién
del pericentro respecto al plano de la érbita.

El primer sumando de (7.9) es un dngulo que se dirige en el mismo sentido que la
rotacion del cuerpo central. Se interpreta diciendo que la rotacién del astro central
«arrastra» al plano orbital. N6tese que este arrastre es independiente del sentido de
giro del satélite.

Elsegundo sumando de (7.9) nos dice que, si el astro gira en el mismo sentido que el
satélite, el pericentro va al encuentro del satélite, es decir ambos movimientos son
opuestos. Si se da la circunstancia de que el giro del astro y el del satélite son opuestos,
entonces el movimiento del pericentro y el del satélite son del mismo sentido. En cual-
quiera de las dos situaciones anteriores, el movimiento del pericentro seria contrario al
que tiene su origen en el movimiento del plano orbital.

7.9 Perturbaciones producidas por la variacion del médulo del
momento angular intrinseco del astro central

Supongamos un cuerpo de masa M alrededor del que orbita un satélite de masa m.
Admitamos que el médulo del momento angular del cuerpo central varia linealmente
con el tiempo

J=J,+Jt

permaneciendo constante su direccién y sentido, tal como ocurre en un astro que se va
frenando por efecto de las mareas. Entonces los potenciales gravitoelectromagnéticos
vienen dados por (1.6).

Por la ecuacién de movimiento (12.4) se encuentra que las aceleraciones que pertur-
ban el movimiento kepleriano son

A
W, :—4%; W, =4vA(VAA) 8.9)
se trata de encontrar la variaciéon de los elementos orbitales del satélite de masa m.
Vamos a suponer que la rotacion del astro central es alrededor del eje z, de tal forma

que J =Je_como r=re,, de(2.9)seobtiene

2GJ

W, = ﬁ[—cosisin ue, +cosue , |.
La intensidad de campo gravitomagnético es dada por
B=VAA= Cj [r23-3r(r-J)]
2c’r

haciendo uso de las ecuaciones (2.9) se encuentra
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GJ
2¢°%r°
y teniendo en cuenta la expresién de la velocidad del satélite tal como es dada por (4.9)
se tiene para la segunda de las aceleraciones perturbatrices de (8.9) la expresion

B=

[—3sinisin ucosue , —3sinicosisin’ue  +(1—3sin?isin? u)ez]

cosi(cosu+ecosm)e +
W 2GnaJ sinu +esinw —3sin*isin’ @ —3esin*isinwsin* u
=——— = |+ e +
2 y
ciril-e?

—3esin’icoswsinucosu —3sin’ isinucos® u

+3esinicosicos @sinu cosu +3sinicosisinucos’ u

( 3sinicosisin’ u + esinicosisin wsin® u + j
+ e

El siguiente paso consiste en la determinacién de las componentes radiales de la
aceleracién perturbatriz

W/ =W, e =0
2GnaJcosi 2G cosivl—e? nJ
= (1+ecos@) =

R el 2 2 4>
ciril-e? c’a (1-ecos y)
las componentes transversales son

2GJ 2GJ cosi
W' =W, -e, =——cosi= ZC?S[ ] 5
cr ca” (l-ecosy)

W) =W, e

2GneJ cosi sin y
- 2 2 4
ca”  (l-ecosy)
finalmente las componentes normales son

2GJsini  (1-e?)sinwsin y ++/1-e? cosw(e—cos y)

W=

2GJ . .
W"'=W, -e, =———sinicosu =

c’r’ cla’Nl-e? (1-ecos y)’
W= 2GnJsini | 2sinwcos y+2v1—-e” coswsin y _
T (1-ecos y)’

2GnJsini | 3sinw +sinwcos’ y++/1—e” coswsin ycos y e+0(e2)
c’a’Nl-e’ (1-ecos y)’

-Variacion del semieje mayor de la orbita del satélite

Haciendo uso de las ecuaciones de Gauss (5.9) se determina la variacion de los elemen-

tos orbitales por causa de las aceleraciones perturbatrices. Asi el semieje mayor de la
o6rbita del satélite por efecto de la aceleracion W, varia segtn

da 2 (1—e2)W,}_4aGJ - cosi 1
dt  pl-e? ]

para calcular la variacién secular promediamos en un periodo orbital

Vide 1§ o

T3rd To4r’Lime’

3

- a
{eW,’ sin @+ 5
cn r

r

1
3
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~
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~|—
O —
~N |_
w

Sr

Il

0 0



1 1 4 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

m 1 ¥ 2xm
_E—a(]—ez) I[(Hecos@)d@——na(]_ez),

entonces la variacién secular del semieje mayor es

da 4GJ . 4GJ,
= 2. 2 2 cosi= 2 2 2

dt) c¢*a*(1-e*)n c2a*(1-e?)n
y sinos limitamos a primer orden en la excentricidad queda

da\ 4GJ . 4GJ, .
E = COS!I = ) COS1I.

CcoSi

c’a’n c*a’n
Para calcular la variacién que experimenta el semieje mayor por efecto de la acelera-

cién perturbatriz W, , hay que tener en cuenta que las perturbaciones se dividen en
dos grupos, las originadas por J, y las producidas por J,. Niuna ni otra componente
produce alteracién en el semieje mayor de la 6rbita, que no tiene ni variacion periédica
ni secular.
-Variacion de la excentricidad de la orbita del satélite.
El mismo procedimiento se usa para obtener la variaciéon secular de la excentricidad
que para el caso de la aceleracién W, su valor promedio es

(dejZM(l_ (—l—ez)z GJcosie: GJ, cosie
2.3

dt c’a’ne ca’n c’a’n
y para la aceleracién W,

(de) _ 2GcosiJ, 2GceosiJ,
dt c’a’n c’a’n

no ocasionando el término que contiene J, ninguna variacion de la excentricidad.
-Variacion de la inclinacion de la orbita, de la longitud del nodo ascendente y del
argumento de latitud del pericentro.

El resto de las variaciones seculares de los parametros orbitales ocasionadas por la
aceleracion W, son

di GJsini GJ,sini dQ do
ol T — =0 — =0,
dt c'a’n c‘a’n dt dt

para W, y para la parte que contiene J, no hay variacion en la inclinacién de la érbita
del satélite, pero el término que contiene J, produce la variacién

j GsiniJ
(ﬂj _%(]—ZCOSMJ—%COSZ@)
dt

. c'a’n
mientras que la variacion de la longitud del nodo ascendente es para los términos que
contienen J, y J, respectivamente

dQ 2GJ, dQ 2GJ, 1 .
— | === — | == 7-=(+e)sin2w
dt ), c’a dat ), c‘a’n 2
Reuniendo todos los resultados se llega a la conclusiéon de que la variaciéon secular
de los parametros orbitales de un satélite que gira en torno a un astro a consecuencia de
la variacién de su momento angular de rotacién es
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d G J

R
j 2GJ  sini

(gj ==l ?ml (1+e)cos’ w (09)
dQ 2GJ1[ 1 . } 2GJ

== 7——(+e)sin2w |+ 0

( dt ) c’a’n 2 c’a’

(d_a)j_ GJ, cosz[7 —(l+e)sm2w]—6GJ cosz'

dt cia’n ca’

Notese que tanto 2 como en waparece un término dependiente de J, . Este término ya
esta contemplado en los resultados de 6.9.

8.9 Perturbaciones producidas por la variacion
de la masa del astro central
La aceleracién perturbatriz producida por un astro que se ve sometido a una varia-
cion lineal de la masa, es dada por la expresion (8.6), donde se encuentra, tanto las
perturbaciones clasicas como las relativistas. Comencemos por analizar las perturba-
ciones de origen clasico. De (8.6) vemos que la tinica componente que existe es la radial

Mt
ro_ 1
Wdu - _G 2 2
que produce una variaciéon del semieje mayor dado por

da 2 2GM e tcosf

L Z oW, sing ==
dt p1-e? et sin mll-e? 1’

lo que nos interesa es el valor medio a lo largo de un periodo, obteniéndose hasta el
segundo orden de la excentricidad

(‘Zj 2ae(1+e)ﬁ

En cuanto a la variacion de los restantes elementos se encuentra

- v . -
(£j=(1+e+e2)—l; ﬂ=0; aQ =0; (@}0.
dt M dt dr dt
A continuacién vamos a determinar las componentes de la aceleracion perturbatriz
de origenrelativista debidas a la variaciéon de la masa del astro y que segtn (8.6) tienen

las componentes intrinsecas

3nae GM
W' =-——— Lsin @
M cil=e? 1
GM
W) =- 3nae L(1+ecos®)

cil=e? r
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Wy =0
lo que nos permite determinar la variacién que experimentan los elementos orbitales de
un satélite que orbita el astro a partir de las ecuaciones de Gauss (5.9). A consecuencia
de que la componente normal de la aceleracion perturbatriz es nula se cumplira
di_ 0; a2 _ 0.
dt dt
A primer orden en la excentricidad los resultados de las perturbaciones de los
restantes elementos orbitales son

-
dt

(@)__6GM16

dt c?

de\ 3GM,

— |=—1(1-¢/2).
(dt) c’a ( ¢/ )

9.9 Perturbaciones producidas por la variacion de la orientacion
del eje de rotacion del astro central

Vamos a considerar un astro (que concretaremos en la Tierra) cuyo eje de rotaciéon
estd sometido a una precesion de velocidad o, . Sea el sistema de coordenadas K,
definido tal que su eje z,, sea perpendicular al plano de la ecliptica y dirigido hacia el
polo norte ecliptico y que en el momento presente (que tomaremos como origen del
tiempo), el equinoccio de primavera o nodo ascendente de la 6rbita terrestre, se encuen-
tra en la parte positiva del eje x,, siendo por tanto el plano x -y, el de la ecliptica. A los
vectores basicos unitarios de este sistema lo denominaremos e’,e’ e’ .

Seguimos considerando el sistema de coordenadas K’ tal como fue definido en el
epigrafe 2.9, representando su plano X-Y el de la 6rbita del satélite cuya variacién
secular de sus pardmetros orbitales se trata de determinar. Las ecuaciones (2.9) se
adaptan a nuestro problema actual y representan la transformacién entre los vectores
basicos de K y del triedro intrinseco. Ahora el angulo i’ es la inclinacién de la 6rbita
del satélite respecto a la ecliptica, Q' representa la longitud ecliptica del nodo ascen-
dente del satélite, o sea el punto de corte de la 6rbita ascendente con la ecliptica, final-
mente o’ es el dngulo desde este nodo ecliptico al pericentro de la érbita. Vamos a
considerar, por simplificacién, que en el momento presente ¢ = 0 el nodo ascendente de
la 6rbita coincide con el equinoccio, o sea vamos a suponer que Q' =0 . Este no es un
caso general pero nos permitird obtener una idea del valor de la perturbacién creada
por la precesién del eje de rotacion terrestre.

Lo vectores unitarios radial, tangencial y normal estan relacionados con los vectores
unitarios de K por la relacion (2.9)

e, =cosue, +cosisinue’ +sini'sinue;

: 0 . 0 L 0

e, =—sinue, +cosi’cosue +sini'cosue
_ s 0 o 0

e, =-—sini'e| +cosi'e; .



Perturbaciones orbitales producidas por induccion gravitatoria 117

el angulo u sigue siendo el mismo que antes, es decir la suma del argumento de latitud
del pericentro y de la anomalia verdadera (v =0’'+6).

Bajo las condiciones dadas, el vector momento angular de rotacién del astro central
respecto al sistema K es

. . 0 . 0 0
J=Jsinegsinw te +Jsingcosw te, +Jcosee,

con ¢ representando la oblicuidad de la ecliptica. Nétese el sentido de la velocidad
angular de precesion, que esta dirigida hacia la parte negativa del eje z,, tal como
corresponde a una retrogradacion de los nodos terrestres. La variaciéon temporal del
momento angular J es

dJ

dt
hemos tenido en cuenta la extrema pequeiiez de la velocidad de precesion terrestre @ .Y
que el instante ¢ es cercano al momento inicial. En efecto, podemos despreciar a)
(entonces sinw ¢ ~ @ t ) e identificamos cos@ ¢ ~ 1. Con esta simplificacion ya pode—
mos utilizar (9.6) porque ahora J tiene una variacion lineal. De (9.6) se obtiene

. 0
—Ja) sin g cos w te —Ja) sin £sin @ te ~prs1neex,

2G
W=- 2 3
cr

de donde se derivan las componentes intrinsecas de la aceleracién perturbatriz para el
momento presente

Jo, sin esinu(sin i'e’ —cosi’ef)

W"=0
w'=0

2 . .
w" :ﬁprsmgsmu.

Al aplicar las ecuaciones de Gauss (5.9) se determinan c6mo varian secularmente las
componentes orbitales del satélite

£)-
()
(%l;j 0 (10.9)

a0’ G Ja)psing
7):\/%cza3/zsini’
do' G Jo sing
(?j:_\/%m'

(10.9) nos informa que el plano orbital del satélite estd sometido a una precesiéon de sus
nodos, sin alterarse la inclinacion de la érbita ni su forma. Recuérdese que el &ngulo 7'
es la inclinacién ecliptica de la 6rbita, Q' es la longitud ecliptica del nodo ascendente
de la 6rbita del satélite, referida a un equinoccio fijo y o' es el angulo medido desde este
nodo al pericentro de la 6rbita. También hay que tener presente que las férmulas (10.9)

VR
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son validas respecto a un sistema de referencia ecliptico fijo en una época, es decir que
no esta girando a medida que se desplaza el equinoccio. Por tiltimo, la validez de (10.9)
se extiende a los momentos cercanos a la fecha elegida para definir el sistema ecliptico
de referencia.

En el caso especial que estamos considerando (en que inicialmente Q =0 ), tanto la
ecliptica, como el ecuador celeste y la orbita forman un pequefio tridngulo plano. Para
esta situacion se encuentra una simple relacion entre los elementos orbitales referidos
al ecuador celeste fijo y a la ecliptica, como se ve en la figura 1.9.

ecliptica

equinoccio Q' /
fijo
Figura 1.9

Aplicando el teorema del seno se encuentra

sin(i+¢

o)
sini

donde i es la inclinacién de la 6rbita del satélite respecto al ecuador que cumple la

relacién i'=i+¢ .

10.9 Perturbaciones provocadas por la interaccion del momento
angular intrinseco del satélite y el campo gravitomagnético
Segtn se discutié en el epigrage 9.7 existe una interaccién entre el momento angular
intrinseco de un satélite J' y el campo gravitomagnético producido por la rotacién del
astro central de momento angular J. Las variaciones seculares de la longitud del nodo
ascendente y del argumento de latitud del pericentro del satélite son del orden

dQ dw G JI'
(ﬂ~(ﬂ~dﬁ—czmav/z (11.9)

que para el caso de Mercurio da el valor 2.4-10 > rad -s ' =1.6-10 """ - siglo™' muy por
debajo de la perturbacién gravitomagnética encontrada en el epigrafe 6.9.

11.9 Perturbaciones provocadas por la induccion gravitoeléctrica
Ademas de la induccién gravitomagnética que acabamos de analizar, existe una
induccién gravitoeléctrica, igualmente de segundo orden respecto a la inversa de c.
Esta tiltima estd compuesta de dos partes: de términos de segundo orden del desarrollo
de ¢(23.4) y del potencial wdado por la segunda ecuacién (17.4).
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Para el caso de un cuerpo que rota alrededor de su eje, los citados términos inductivos
gravitoeléctricos depende de su velocidad angular al cuadrado @'” . Pero siendo pe-
querios estos efectos gravitoeléctricos, son menores que los gravitomagnéticos, razén
por la que han sido despreciados. Pero hay que advertir que estos efectos son de segun-
do orden respecto a la inversa de ¢ y que en condiciones 6ptimas pueden tener valores
similares a la accién perturbativa gravitomagnética.

La aceleracion perturbativa procedente de la gravitoelectricidad inductiva para el
caso de una esfera homogénea viene dada por (6.8), de donde podemos deducir las
aceleraciones radial, normal y tangencial

4GMao'*R* 1 3 R? ) )
W, =————— | 1+——(1-3sin“isin“ u
CE 5 cz r2|: 14 ’,2( )
12 GMo'*R* sinu
W'! =——————sinicosi 12.9
¢35 (P r (12.9)
, 12GMao'*R* . , sinucosu
oy =—— 5 sin” i y
35 c r

donde R, My @' son el radio, la masa y la velocidad angular de rotacién del astro
central que produce la gravitoelectricidad. Ahora es necesario aplicar las ecuaciones
de Gauss (5.9) ala aceleracion perturbatriz (12.9) para hallar la variacién secular de los
pardametros orbitales de un satélite, que resultan ser

@:0
£)-

(g} 0 (13.9)

(d_QJ__]Z_ﬂa)’zR" cosi
dt 35 ¢ Taz(l—ez)z

12 p4
(@jzﬂ_ﬂa) ZR ! 2[1—lsin2i(l+3cosza))}.
dt 35 ¢ Taz(]—ez) 2

Una aplicacién numérica para los planetas del sistema solar, nos muestra que las
variaciones de (13.9) son muchos 6rdenes de magnitud menor que el correspondiente
efecto gravitomagnético. Por tanto, despreciable para estos astros, a consecuencia del
débil efecto gravitoeléctrico producido por la rotacién del Sol.

No obstante, hay que advertir que para astros centrales que tengan una elevada
velocidad de rotacién, los efectos gravitoeléctricos pueden ser del orden de los
gravitomagnéticos.
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1.10 Momento angular de spin
En relatividad no es admisible el concepto de sélido rigido. La materia hay que
considerarla como un medio continuo cuyas propiedades mecanicas vienen dadas por
el tensor energia-momento, que para el caso de un fluido perfecto es

Tk =(p+p/cz)u[uk—g[kp
donde pesla presiony u' esla tetravelocidad de un elemento de volumen del fluido.
La ecuacién relativista de los medios continuos se expresa como
) a T ik
rr=
ox

donde f' eslatetrafuerza que acttia sobre la unidad de volumen propio de fluido (se
trata de fuerzas de volumen externas, no fuerzas internas de contacto). Las leyes de
conservacion de la energia y el momento se expresan en relatividad especial con la
forma

aT ik
&xk
A partir del tensor energia momento se define el tensor de orden 3
Mikr :xiTkr _kaLl‘
que para el caso de un sistema aislado, es decir sobre el que no acttia ninguna fuerza
externa, cumple la propiedad

=0.

oM™
ox”
siempre y cuando el tensor energia momento sea simétrico.
Se define el tensor momento angular de segundo orden y antisimétrico como

=0

1
Jlk — _J‘MlkOdV
c
si el sistema esta aislado el momento angular se conserva, en efecto
dJik B 1 aMikO aMika
da ¢’ o x

donde hemos hecho uso del teorema de Gauss y M* = (M ’k“) . Si ahora elegimos la
superficie de integracion suficientemente grande hasta alcanzar una zona donde el

121

dV:-j dV:—gSM'*ds



1 22 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

tensor energia momento sea nulo, la dltima integral se anulard, mostrando que se
conserva el momento angular del sistema.

El momento angular de un sistema esta compuesto de dos partes: el momento angu-
lar de traslaciéon y el momento angular intrinseco o de spin. Si se elige un sistema de
coordenadas fijo en el centro de masas del sistema, el tinico momento angular no nulo
sera el de spin. Para este sistema de coordenadas, el momento angular de spin debera
tener las siguientes componentes espaciales

Si :(ch,ch',cJéz)
donde el subindice 0 indica que el momento angular (tal como se defini6é antes) se
calcula en el sistema centro de masas. En forma tensorial el anterior vector covariante
tiene la forma

1
S, =—¢

1
gk, v _ jk v
i i/erO Z'{0 =—&;J " u
2 2

& son los simbolos antisimétricos. La anterior expresion es vélida en cualquier siste-
ma de coordenadas, donde J * representa el momento angular total del sistema. Pue-
de comprobarse que si se hace una traslacién del sistema de coordenadas, el momento
angular de spin queda inalterable, lo que no ocurre con el momento angular de trasla-
cion.
Una propiedad del momento angular de spin es que
Su'"=0
lo que viene a significar que sé6lo existen tres componentes independientes del spin.

2.10 Variacion del momento angular de spin
El momento angular de spin se conserva para una particula libre
as, 1 ar’ .1 s du’
—Lt=—g, ——u' +—¢,,
de 2" dt 2" dr
puesto que el momento angular total se conserva y la aceleracion de la particula libre es
nula. Lo anteriormente expuesto se refiere a la relatividad especial. En presencia de
gravedad es necesario generalizar las expresiones anteriores, debiéndose reemplazar
las derivadas parciales por derivadas absolutas o covariantes

E:O; Su'=0. (1.10)
Dr
Elmoédulo del tetramomento de spin se conserva
d d /. D /.. . DS, DS*
dr (15D = dz'(S Sk)  Dr (S Sk) =5 Dr 5 Dr
donde hemos hecho uso de la propiedad de que la derivada absoluta de un escalar es
igual a su derivada ordinaria. De la primera de las ecuaciones (1.10)

k
das, . dx
= [kS r
dr dr
como el médulo del spin se conserva, la anterior ecuacion viene a significar que el
vector spin estd sometido a un movimiento de precesion.

Usando la segunda de las ecuaciones (1.10) se encuentra

=0

=0

(2.10)
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Su’+S u“=0

la tetravelocidad es
u* =(Te,Ty)
donde
r-4
dr
entonces queda
S, = —lvaSa .
c
Aplicando la ecuacion (2.10) para el caso enque i = &
ds dx’ dx’ ax’ . dx’
—==T°8 +T2 S +I’ S, —+I7 S ——
dr WOhdgr P g P dr P dr
haciendo uso de (3.10) y de las componentes de la tetravelocidad
1dS, , 1 ,
T 2 -To 'S, +cI'2,S, —;Fiﬁvpv’SV +I7,8 v/,
Ademas

1dS, dS,dr _ds,
T dr dr dt dt
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(3.10)

que nos permite conocer la variacién con el tiempo coordenado de las componentes
tridimensionales del vector spin. Las componentes de los simbolos de Christoffel para

obtener una ecuacion vélida a segundo orden de la inversa de ¢ son

@ 4 o 1 o¢

rgaziaagoozc_zaxa

() e ®) 3) 1)

l—‘ﬂ :_%(latgo{ﬁ+aagOﬁ_apgOaj:_z(aﬁAa_aaAﬁ)_ aﬁat¢
C

a0 3
C

C

0
re, =0

(2‘/) ]( (2) @ (€] ) 1
raﬂ :_5 aa g7ﬁ+aﬁgay_ay 8ap :_C_2(57ﬁ6a¢+5araﬁ¢_5aﬁ67¢)

entonces la variaciéon con el tiempo del vector de spin es

B s ar)-Ls? 2 (v.s)vp-Ls(v.vg)rLv(s-ve).
dt c” O c c

2
C

(4.10)

Notese que todos los términos son de segundo orden respecto a la inversa de c. Aunque
no lo aparenta, también el primer sumando es de segundo orden, al serlo el potencial

vector.

La ecuacion (4.10) representa la variacién del vector de spin para un sistema de
coordenadas que no se encuentre rotando y respecto al cual existe un campo gravitatorio.
En este caso, el vector A solo es ocasionado por la gravedad. Si el sistema de referencia
estuviera rotando también apareceria un potencial vector pero en este caso seria de

primer orden, no de segundo como en el caso de ser producido por la gravedad.

Pero (4.10) no es la variacién que nos interesa, la que se puede medir es la variaciéon
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del vector de spin respecto a un sistema de referencia que tenga su origen en el cuerpo
que gira o giréscopo y cuyos ejes tengan una orientacién definida, por ejemplo con
referencia a una determinada estrella.

3.10 Sistemas de referencia

Nos vamos a centrar en el caso de un gir6scopo que gira en torno a la Tierra. Para el
analisis de este problema es necesario considerar varios sistemas de referencia:

- Sistema libremente cayendo con el giréscopo, K. Se trata de un sistema inercial, y por
tanto respecto al él se conserva el momento angular de spin, que mantendra tanto su
moédulo como su direccion y sentido a medida que el giréscopo orbita la Tierra. En este
sistema el espacio-tiempo es de Minkowski, al menos en un entorno pequefo, como
exige el principio de equivalencia y son validas, por tanto, las leyes de la relatividad
especial.

- Sistema con origen en el centro de la Tierra, K. Es un sistema que no rota con relacién
a las «estrellas fijas» y que esta cayendo en el campo gravitatorio del Sol, encontrando-
se su origen en el centro de la Tierra. Los observadores en este sistema detectaran un
campo gravitatorio (el creado por la Tierra), definido por un potencial escalar y otro
vectorial. *

- Sistema inercial lejos del campo gravitatorio terrestre, K. Se trata de un sistema
inercial para el que no existe en su entorno un campo gravitatorio, respecto a él sera
valida la relatividad especial y se encuentra en reposo respecto al sistema K’, lo cual es
admisible ya que durante un breve intervalo de tiempo la Tierra se desplaza con movi-
miento uniforme y rectilineo. **

- Sistema comovil con el giréscopo, K. Es un sistema que cae en el campo gravitatorio
de la Tierra conjuntamente con el girdscopo, pero mantiene unos ejes paralelos al siste-
ma K’, es decir fijos respecto a las estrellas. No es un sistema inercial, aunque la veloci-
dad de su origen coincida con la velocidad del origen de K. El sistema K"’ se encontra-
réa rotando respecto al sistema K.

El momento angular de spin mantendra su direcciéon y sentido (ademas de su mo-
dulo) respecto al sistema K. No obstante, los ejes de este sistema no mantendran una
direccién invariable respecto a las «estrellas fijas», es decir respecto a los sistemas K’,
K”, K", que como hemos dicho mantienen sus ejes paralelos, manteniendo por tanto
direcciones fijas respecto a las estrellas. Por tanto, se observara que el momento angu-
lar de spin (tal como es medido en el sistema K) variara su direccién respecto a las
«estrellas fijas». Este movimiento es el que se trata de analizar.

A este fenémeno se le llama arrastre del sistema inercial. En efecto, todo ocurre como
silarotacién de la Tierra respecto a su eje provocara una alteracién del espacio-tiempo
que obligara a los ejes de un sistema inercial (que en principio mantiene una direccién
inalterable respecto a las «estrellas fijas») a modificar su orientacién, es decir, la rota-
cion de la Tierra «arrastra» al sistema inercial.

* En rigor hay que tener presente que este sistema «libremente cayendo» esta sometido a la
precesion geodética. Pero como para este sistema ligado a la Tierra esta precesion es muy
pequeiia en comparacién con la del giréscopo, no la consideramos.

** Esto significa que aceptamos un universo asintéticamente plano. No obstante se puede
tomar como una suposicion, puesto que este sistema sé6lo es un auxiliar para el calculo.
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La medida de la precesion del eje de rotacion de giréscopo debe de efectuarse en un
sistema de referencia unido al giréscopo. Es decir la ecuacion (4.10) debe estar referida
al sistema K. Este fenémeno de precesion se podria detectar experimentalmente mi-
diendo el angulo entre el eje de rotacién del gir6scopo y una direccion fija ligada a una
«estrella fija».

4.10 Ecuacion de transformacion del momento de spin
Partimos de la ecuacion (4.10) valida para el sistema K’, y queremos expresar la
derivada del spin respecto al sistema K”’. Haremos esto en dos etapas: primero halla-
mos las ecuaciones de transformacién de K" a K”y después las de K” a K.
En el sistema centrado en la Tierra y sin rotacién, o sea el sistema K, el tensor
métrico tiene de componentes *

2¢ 2¢ 4
’ ! ’ o
g =—(1—— Oups 8o =l+—7%i g =——4
@ ) c? ‘¢

mientras que en el sistema K”como es inercial y en su entorno no hay campo gravitatorio,
su métrica es la de Minkowski g’ =7, . En cuanto a la coordenada temporal es la
misma en ambos sistemas, ya que el origen del sistema K’ esta en caida libre y ademas
en ese punto no existe campo gravitatorio, siendo por lo tanto un sistema inercial, por
tanto x'° = x"°

La ecuacién de transformacion del tensor métrico entre los dos sistemas considera-
dos es

, 't '’ o'’ ', '’ '’
ga/j - ax”a axnﬁ gk = axna ax”ﬂ g75+ axnoz axvﬁ gOV +6xna ax”/} oo

o bien

ox'’ o' 2¢
_504? == "o " p 1__2 5y6’
" ox c
la cuarta coordenada x'°no depende de las coordenadas espaciales x'“ porque son
coordenadas referidas a un mismo sistema. De la anterior ecuaciéon se deduce

ax! V4 ax! 0 ax! 0
axna = 1 ;% 570!; axrra :0’ ax"() =
validas hasta el segundo orden de la inversa de c.

Vamos a continuacién a la segunda transformacién de coordenadas, la que hace
pasar del sistema K"al sistema K'”’. Como los dos sistemas de referencia son inerciales
y durante un breve intervalo podemos suponer que el movimiento es uniforme y recti-
lineo, podemos utilizar la ecuaciéon de transformacién de Lorentz generalizada

(5.10)

a
m " v p.orp "0
X" =x “+v—2(7/—1)2v X" —yx" v

Yl

vsiendo la velocidad de K" respecto a K”’. En nuestra aproximacién podemos poner

* No tenemos en cuenta las componentes de orden 4 en el tensor métrico porque no son
necesarias, segun se ve en (4.10). Téngase en cuenta que el efecto de la precesion del giréscopo
es gravitomagnético, que son efectos relacionados con el potencial escalar ¢y con el potencial
vector exclusivamente.
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= ol
4 l—vz/c2 2¢?
por tanto
1
X" =x"" +262 vazvﬂxnﬂ_}/xnova' (610)
B

Ya estamos en condiciones de relacionar los momentos spin en los sistemas K'y K"’

. axmk " axmk axru " axmk axno . axmk axrrﬁ
Stl - o' Sk - " o' kT axuo o' @ k axuﬂ o' k
teniendo en cuenta que en el sistema conmé6vil K la cuarta componente del momento
de spin es nula, queda

m

' axw 4 ax" ’ "
SO! = " yij o' 7?2
haciendo uso de la primera de las ecuaciones (5.10)

y de (6.10) resulta
’ 1 B ¢ m ¢ " 1 vy aqm
Sa 2(5;/54-?\/7\/ )(1—0—2}3MS7 z(]—c—zjgmé‘aﬁSy-cm—zV/V SV =
¢) m ] a n
={1-+-[SV + vveS
( C2 a CZ vd

y puesto en notacion vectorial
1
S'= (1 —izjsu—zv(v-sm),
c 2c

notese que el vector tridimensional de spin lo hemos definido de tal forma que sus
componentes son las componentes covariantes del tetramomento de spin. Ahora solo
falta invertir la ecuacién anterior para calcular el momento angular de spin tal como se
mide en el sistema conmovil con el giréscopo

1
S”'=(1+i2)5'— ~v(v-S') (7.10)
c 2¢

vélida hasta el segundo orden, como puede ser comprobado por sustitucién directa.

5.10 Precesion del momento angular de spin

La ecuacién (7.10) nos da el momento angular de spin del gir6scopo orbitando la
Tierra, respecto a un sistema de referencia que es comévil con el giréscopo pero que
conserva sus ejes alineados con las «estrellas fijas». Ahora vamos a comprobar que este
sistema de referencia no coincide con el sistema libremente cayendo del giréscopo.
Respecto a este tiltimo sistema el momento angular de spin debe permanecer inalterado,
tanto en médulo como en direccién y sentido, por ser un sistema inercial. Pero, como
ahora comprobaremos, el spin precesa respecto al sistema comévil, indicando con ello
que el sistema de referencia inercial precesa respecto a un sistema anclado en las
«estrellas fijas». A este fenémeno se le llama arrastre del sistema inercial, y es produci-
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do por la rotacién de la Tierra respecto a su eje.
Vamos a determinar la variacién con el tiempo del momento angular de spin medi-
do en el sistema K'”’. Derivando (7.10) respecto al tiempo coordenado del sistema K’
BSOS b gy () ()
ddr c*dt ¢ dr 27 dr 2¢* \dt 2¢? dr
utilizando las relaciones

ﬁ:%+V'V¢; ﬂz—v¢
dr ot dt
se encuentra
as" dS' ¢ 1(6;}) ) , 1 ,
— =t A+ —| = +Vv- Vg |-S'+—V(v-S) +
d dt d  c*\ot / 2¢? /

I I
— (V48— — v
5 V(v s) m

los términos tachados se pueden despreciar, ya que la derivada temporal del momento
de spin es de segundo orden segtin se desprende de (4.10). Ahora introducimos en la
expresion anterior la ecuacion (4.10), con lo que queda

ds =28'A(VAA)+ 32 v(Vg-S)- 32 Vp(v-8)=-2(VAA)AS - 32 (VAVP)AS'
t 2c¢ 2¢ c
de donde se deduce
as =QAS'
dt
como
s'=s"+0(c?)
queda finalmente
dSW
=QAS" (8.10)
dt
donde hemos definido
Q:—ZV/\A—zizV/\Vgé (9.10)
c

siendo ambos términos de segundo orden.
La relaciéon que existe entre las escalas de tiempo coordenado de K’ y K”’es de
segundo orden, por lo que se puede poner la ecuacion (8.10) como

dS m

"
donde " es el tiempo coordenado (y también el tiempo propio de su origen) del sistema
comovil.

En cuanto a la ecuacién (9.10) debemos de observar que el potencial vector que
aparece en ella es el correspondiente al campo gravitatorio terrestre tal como es medido
por un observador en el centro de la Tierra que no gira respecto a las «estrellas fijas». Es
decir, es el potencial vector correspondiente a la rotacién diaria de la Tierra. La veloci-
dad que aparece en la ecuacion (9.10) es la velocidad orbital del satélite observado

=QAS" (10.10)
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desde el sistema K'. Estas afirmaciones son asi porque la ecuacion (9.10) se derivé de la
ecuacion (4.10) que es valida en ese sistema de referencia. La ecuacién (10.10) represen-
ta una precesion del vector de spin cuando se observa en el sistema K.

6.10 Precesion de un giréscopo que gira alrededor de la Tierra
Se trata de determinar el valor de la velocidad angular de precesién de un giréscopo
que orbita la Tierra. El potencial vector producido por una esfera en un punto exterior
es dado por (2.5)
E
2¢%r°
y el potencial escalar tiene la forma habitual

rad

p--2L
;

donde r es el vector de posicion del giréscopo, M la masa de la Tierra y J el momento
angular de rotacién de la Tierra respecto a las «estrellas fijas».

Entonces
3 3GM
——VAVg=——"—rAv
2¢? / 2¢7%r°
por lo tanto la velocidad angular de precesion es
3 G 3GM

Q=-2VAA-——vAVg= 3r(r-J)-r’J]+ FAV. 11.10
2¢? / czrs[ ] 2¢7%r? ( )

La férmula (11.10) se refiere a la velocidad angular de precesion instantdnea, ya que
en momentos diferentes el valor de Q sera diferente. Lo que hacemos para tener un
valor apto para la medida, es obtener el valor medio en un periodo orbital de rotacién
del gir6scopo respecto a la Tierra.

Examinaremos cada uno de los tres sumandos por separado

0= ¢n; 0--S1. o 3N, (12.10)
cr

e ; Po2ety?
Elvalor promedio del primer término en un periodo es

3G Fr(r-J)
c’T '([ or’
vamos a suponer que el giréscopo orbita en el plano x-y y que el giro se hace en el
sentido positivo del eje z, estando el pericentro en la parte positivo del eje x, entonces

de, (13.10)

_ T 2729
Q]:ljgldtzlj—.'dez
TS T 6

r =rcosdi+rsin 0
con r representando la distancia del centro de la Tierra al gir6scopo y € siendo su
anomalia verdadera. El momento angular de rotacién de la Tierra es
J=Ji+J j+J k.
Ademas tendremos que utilizar las relaciones validas para 6rbitas elipticas
. L L?/mk L
0=—; r= 7/ ; —
mr 1+ecosf mk
donde L es el momento angular orbital del gir6scopo, m es su masa, e es la excentricidad
de la 6rbita, a el semieje mayor dela elipse y & es una constante definida por & = GMm .

=a(l-¢?)
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Volviendo a la ecuacién (13.10)

— 3G *(rcosbi+rsindj)(rJ, cos@+rJ  sinb)
Q== - > do
cTy r L/mr
introduciendo la ecuacién de la elipse

o 2
Q :3Gan kY j(1+ec05:9)(cos€1+sm6’;)(J cosO+.J sin6)do,
4

>

efectuando la integracmn queda
3Gm’k

L’T

3G
3/2
2¢%a* (1-¢2)”
Si con n representamos el vector unitario perpendicular al plano de la trayectoria y

dirigido en el sentido de la rotacién del giréscopo alrededor de la Tierra, se obtiene
finalmente

1= (Jxﬂ'i+Jy7rj): (in+Jyj).

c

3G J 3G
203 N2, 2\ 32
2¢%a’ (1-¢?) 2¢%a’ (1-e?)
El promedio del segunda ecuaciéno (12.10) es

= GJ( 1 G
Qz = ——Z[Tj = ——3/2.]
c r 2,3 ( 1—e¢? )
Finalmente vamos a hallar el promedio de la tercera ecuaciéon (12.10). El producto
vectorial entre la posicion y la velocidad es
L mriok
rAv=—=
m m
Por el mismo procedimiento que el aplicado en los casos anteriores se encuentra

0 = n(n-J).

=r26k.

rAv Hk 27rmk
r’ r TL

entonces
32

= _ 3aGMmk 3(GM)
Qs =— 5-k=— 52 2
¢’TL 2¢2a (1-¢?)
donde al igual que antes n es un vector unitario normal al plano de la trayectoria
seguida por el giréscopo en su 6rbita en torno a la Tierra, que en la eleccién de coorde-
nadas que hemos hecho coincide con el vector unitario k.
Reuniendo los tres dltimos resultados encontramos el promedio de la velocidad
angular de precesién del giréscopo
= G
0=— "  _[J-3n(n-D)]+
2 3 2)32
2¢%a(1-e
quees el resultado que ibamos buscando.

En la ecuacion (14.10) existen dos términos que afectan a la precesién del giréscopo.
Elsegundo término, que no depende de la rotacién de la Tierra, es denominado prece-
si6n geodética o de de Sitter. El primer término es el que nos interesa, pues es producido
por la rotacion de la Tierra, es decir es un término generado por el gravitomagnetismo.

3/2

3(GM)

— . 14.10
2c2a? (1 e ) ( )
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La precesion gravitomagnética tiene dos componentes, una dirigida en la direccion
y sentido de la rotacién terrestre y la otra es normal al plano de la trayectoria y de
sentido contrario al del momento angular de rotacién del giréscopo alrededor de la
Tierra.

Al objeto de maximizar estos efectos y por tanto que sean mas faciles de medir, seria
conveniente que el giréscopo tuviera una 6rbita baja, asi al ser menor su semieje mayor
seria mas grande el cociente. Por otra parte las mejores condiciones se dan cuando la
orbita es polar (entonces n-J =0)yla direccién del spin es perpendicular a la rotacién
de la Tierra. En este caso la velocidad angular de precesion promedio toma el méximo
valor igual a

G
— )
2¢%a’(1-e?)
El valor numérico de la precesion geodética cuando el giréscopo esta situado en
una Orbita de semieje mayor a y excentricidad e es

. 5/2
R9/>
Q codética — 84 N5
8 i |:a(]—ez)2/5:|

donde R es el radio ecuatorial de la Tierra y la precesién viene medida en segundos de
arco por siglo juliano.

En cuanto a la precesion gravitomagnética que se daria en las mejores circunstan-
cias descritas anteriormente tendria de valor

3
R
Q gravitomagnética 0.055 |: a(] e 5 ) 1/2 :|

también expresado en segundos de arco por siglo juliano.

ﬁ:
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Efecto del gavitomagnetismo sobre el
periodo orbital de un satélite

1.11 Sistemas de coordenadas

Se trata de calcular las perturbaciones gravitomagnéticas que sufre el periodo orbital
de un satélite que gira en torno a la Tierra. Para ello vamos a considerar dos sistemas de
coordenadas. El sistema K (X, ¥, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra; el eje Z
coincide con su eje de rotacion y el eje X se encuentra dirigido hacia el equinoccio o
nodo ascendente de la 6rbita terrestre. Es decir, el plano X-Y es el plano ecuatorial y los
angulos medidos desde el eje X en ese plano en el sentido directo (o sentido de la
marcha del satélite) es la ascension recta.

Elsistema K'(x, y, z) tiene igualmente su origen en el centro de la Tierra. El plano x-y
coincide, en el momento inicial, con el plano orbital del satélite, dirigiéndose el eje x
hacia el nodo ascendente de su 6rbita.

Como ya sabemos, el plano orbital va variando de orientacion, resultado de la
precesion de la linea nodal. Si el sistema de coordenadas K’ se hubiera elegido fijo al
plano orbital, tendriamos que considerar un potencial vector generado por la rotacion
del sistema de coordenadas. Como lo que nos interesa en esta investigacion es el perio-
do orbital y no la trayectoria del satélite, vamos a proyectar esta trayectoria sobre el
plano x-y del sistema K, lo que nos evita el engorro del potencial vector sefialado. Por
tanto, vamos a considerar en todo lo que sigue que el angulo entre el eje z y el plano de
la proyeccion del satélite es 90 grados y ademas es invariable.

El 4ngulo que existe entre los ejes z y Z es la inclinacién i de la 6rbita del satélite, el
mismo angulo que hay entre el plano orbital y el plano del ecuador terrestre.

2.11 Elemento de linea

Con las suposiciones anteriores el elemento de linea en coordenadas standard refe-

rido al sistema K’ es
ds® = (1+2—f)czdt2 —SAccltafr—(l—%jdr2 —ride?,
¢ c c

¢es el potencial kepleriano. Para el caso de una esfera homogénea que tiene un momen-
to angular de rotacion J, el potencial vector es (2.5).

El vector de posicién de la proyeccién del satélite sobre el plano x-y es

r =7 COS @i + rsin j

131
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CoOmo
J=Ji+J j+J .k

entonces un calculo directo lleva a

dszz(n%jczdzz 4GT 05T g ( %jdrz—rzd;oz. 1.11)
C C I" C

3.11 Ecuacion de movimiento del satélite

Se trata de estudiar el movimiento del satélite en torno a la Tierra y posteriormente
considerar la proyeccién de este movimiento sobre el plano x-y. Esto se consigue apli-
cando la ecuacién de movimiento resultante al caso en que # =0y 6 =0 . El resultado
obtenido sera el mismo que si desde un principio tomamos # =0y @ =0 . Es decir, lo
que vamos realmente a estudiar es el movimiento de la proyeccion del satélite sobre el
plano x-y.

La lagrangiana invariante relativista del satélite es

1 1 2
A:—mukuk :—mds2
2 dr

donde 7representa el tiempo propio del satélite. Teniendo en cuenta el elemento de

linea (1.11)
A:lm[[1+2¢j( )z+74G‘]f°5’x°¢-(1-%}ﬁ-ﬁ¢ﬁ}
2 c c’r c

donde el punto significa derivacion respecto al tiempo propio del satélite.
Las componentes covariantes del tetramomento del satélite son

A _ (1+2¢j 0+2mGJc051¢

Po= ox° c c’r
—a—A——mr2 - 2mGJcosix0
Py op ¢ c’r
oA ( 2¢) .
=—=-m =~ |7,
P oF ¢’
como las coordenadas x” y ¢ son ignoradas, es decir
OA 61\
ox 8¢J
entonces sus momentos asociados son constantes. Hacemos las definiciones
E
Po=—
c
p,=-L

siendo E'y L constantes de movimiento.

Es necesario obtener las componentes contravariantes del tetramomento, para ello
previamente es necesario calcular la inversa del tensor métrico. Si despreciamos térmi-
nos de orden mayor que el tercero respecto ala inversa de ¢, se encuentra que la inversa
del tensor métrico, es decir sus componentes contravariantes son
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_% 0 2GJ cosi
c? c*r?
. 2
G'=(g")= 0 —(1+C—f) 0
2GJ cosi 1
e 0 T

como puede comprobarse por sustitucion directa (G-G™ =1).
La componente contravariante temporal del tetramomento del satélite es

. 20 \E 2GJcosi
p'=g"p.=g"p,+g"p,+&"p, =( ——J—JFT(—L)
C 4 cr
y calculos similares se hacen para las otras dos componentes
L 2GJcosi E
p'=g"p=8"p,+8" P =5t —
r c’r’ ¢

p =g"p, =mr
donde todos los calculos van a ser limitados a 6rdenes menores de cuatro respecto a la
inversa de c.
Ahora ya se pueden aplicar las ecuaciones primeras del movimiento del satélite,
queenrelatividad toman la forma
2.2

k
P p=mc,
que en nuestro caso sera
r P 0 _ 2.2
p'p.+p’p,+p'p,=mc’,
utilizando el mismo orden de aproximacién, nos queda que la ecuacién de movimiento
de la proyeccion del satélite en el plano x-y es

2 g2 .
_mz(]_%j,;2+(] 2¢jE L* 4GJcosiLE _ ., »
c

T2

! S = @11)

¢t r c*r? ¢
4.11 Ecuacion de movimiento en funcion

del semieje mayor y de la excentricidad
De la ecuacion (2.11) se obtiene

. [E* ) 2GM L* 2GML? 2JE cosi
PeElTr e )t 5t |- 2
r r cr MLc
donde se ha tomado la masa del satélite como la unidad. Haciendo la definicién

C
E? j
E'=|—-¢?
(cz

la ecuacién de movimiento queda
2GM  L* 2GML’ ( 2J cosij
r rtooetr’ ML )
A orden 0 obtenemos, de la componente temporal del tetramomento, que E ~c?; he-
mos hecho esta sustitucion en el paréntesis del tltimo sumando. Si hacemos la nueva

i*=2E"+
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definicion
3 2Jcosi
ML

=1
entonces la ecuacién de movimiento queda

,;2:25’+2GM_L_2+52GML2 211

r r 2 c 2 r 30 ( . )
Ahora lo que queremos es expresar la anterior ecuacién en funcion del semieje
mayor ay de la excentricidad e, en vez de usar de las constantes £'y L. A orden0, £y
L coinciden con la energia mecanica y con el momento angular orbital del satélite,

entonces buscando una similitud con la mecanica clésica, definimos los pardmetros

orbitales ay e por
a=-SM. =\GMa(1-¢?),

2E"
silos efectos relativistas fueran nulos, es decir, no existiera el altimo sumando de (3.11)
entonces £’ y L serian la energia mecanica total y el momento angular orbital, mientras
que ay e serian el semieje mayor y la excentricidad de la érbita.
La ecuacién (3.11) puesta en funcién de a y e queda

P2 =—G—A:[[ P 2ar’ +a? (l—ez)r—zo-GMaz(l—ez)}. (4.11)

3 2
ar C

5.11 Relacion entre el tiempo propio y el tiempo coordenado
Si solo tenemos en cuenta los términos hasta el orden 2, el elemento de linea nos
queda

c? c
A orden 0 la ecuacién de la energia mecanica para el caso de un cuerpo en una
Orbita eliptica es

2
dr’ :(H_i_?jdtz_ ! (drz-i-rzdgoz):(l—i-zfjdtz —Z—zdtz.

GM 1 , GM , 2GM GM
- = -— = v'= -——

2a 2 r r a
de donde se deduce la relacién entre el tiempo propio del satélite y el tiempo coordenado
para el satélite
dr :(1_2G2M +G_Mz)dz (5.11)
c’r 2ac

ecuacion que tendremos ocasién de aplicar mas adelante.

6.11 Raices de la ecuacion de movimiento
Para resolver la ecuacion (4.11) tenemos que obtener las raices de la expresién entre
corchetes, es decir resolver la ecuaciéon de tercer grado
20GM
a*(

PP =2ar? +a*(1-e)r- > 1-e?)=0. (6.11)
c

A segundo orden de la inversa de ¢ una de las raices de (6.11) es
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2GM 20GM
> a*(1-e?)=0 = ry = >
c c
donde se han despreciado los términos r; y r;’ por ser de orden superior al segundo.
Las otras dos raices deberdn ser muy parecidas a las correspondientes soluciones

clasicas, por esto definimos

az(l—ez)r3 -o

rn=d(-¢); r,=da(+e)
a’y ¢ deberan ser muy cercanos a los parametros ay ¢, por lo que
d=a(l+y); e'=e(l+n) (7.11)
siendo y y 77 parametros pequefios, que procedemos a determinar a continuacién.

7.11 Determinacion de los parametros yy 7
La ecuacién (6.11) se puede poner en funcién de sus raices
(r=r)(r-n)(r-r)=0, (8.11)
igualando los términos de segundo orden de (8.11) y de (6.11) se encuentra
- (r] +7, +r3) =2ar’
aplicando los resultados del epigrafe anterior tenemos
2GMo GMo

2d+——=2a = a(l+y)=a-——
C C

de donde se deduce

GMo . (
W=- = d=all-

2
c a

GMGJ
. ©.11)

c’a
Para calcular 7 consideramos el término de orden cero de (6.11)

2G1\240a2(1_62)
c

a,z(]_e,2)2GMa =2GMO-CIZ(]—€2)

2 2
C 4

de donde se obtiene a primer orden de los parametros ¢’ y 7

a’(l +2w)(l —e'z) =a’ (l —ez)
teniendo en cuenta el pequefio valor de y se encuentra

) % GMo 2}
e=ell-y+= |=ell-—(1-€7) |, 10.11
( l// ez) |: Czaez( ) ( )

-y =—

y por la segunda ecuacion de (7.11)

n=-—-
c’ae’

GMO_(I—QZ).

8.11 Ecuacion de movimiento en funcion
de la anomalia excéntrica relativista
Se define la anomalia excéntrica relativista y por la ecuacién

r=d'(1-€'cos y). (11.11)
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Se trata de poner la ecuacién de movimiento (4.11) en funcién de y, envez de la distan-
cia r. Es decir, obtener la funcion ¢ = t( ;() .

Derivando (11.11)
2
d .
( r ) — ' % sin 2 7

dx
despejando sin y de (11.11) y sustituyéndola en la anterior ecuaciéon
2
(iJ =—a"*(1-¢?)-r*+2rd. (12.11)
dy

De la identificacion de (6.11) y (8.11) se encuentra
r(rlr2 +r,r, +r1r3) = az(l —ez)r
al sustituir el valor de cada una de las raices
4GM
arz(]_e'z):az(]_ez)_ GMoa

2
C

queal llevarla a (12.11) queda

2
dr =—a2(1—ez)+4GAZO-a—r2 +2rd’
dx

c
o bien

2
dr :—az(l—ez)+4GAf0a—r2 +2ra—2GA,:[Gr
dx

c c
que dentro de la aproximacion que estamos considerando se transforma en
2
2GM 2GM
dr 1- G2 o =—r2+2ra—a2(l—ez)+ G2 aaz(l—ez),
dy cr cr
comparando la anterior ecuacion con la (4.11) obtenemos

[d_)G_M dr Z(I_ZGMGJ
dr ar*\dy cir )

Despejando el tiempo propio, teniendo en cuenta que trabajamos en la aproxima-
ci6én de segundo orden respecto a la inversa de ¢, que las drbitas son de pequenia
excentricidad y poniendo » en funcion de la anomalia excéntrica se llega a

a’ ( GMO') 1
dr = 1-€'|1- cosy |dy=—(1—-e"cos y)dy.
GM cla rax n( l) d

Ahora es necesario introducir el tiempo coordenado. Para esto utilizamos la rela-
ci6én (5.11), ponemos r en funcién de la anomalia excéntrica y aproximamos hasta
segundo orden

dt =l(1+ﬂ—G—Mz)(l—e"cos;{)dl =

n cr  2ac

:l{(l—e"cosl)(l— GM ]+2GM 1—e"cos y )}dz

n 2ac’ ¢’ a(l-e'cosy
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donde en vez de &’ se ha puesto @ en el tiltimo sumando. Como la relacién entre ¢’ y e”
es de segundo orden, la anterior férmula queda en nuestra aproximacién como

1 GM \ 2GM
dt=—|(1-e"cos y)| 1- + dy=
n{( l)( 2aczj c’a } 4

—l(1+:3G_Mj 1_(1_G_Mj(l_3G_Mje”cos d
n 2¢%a 2¢%a 2¢%a r|ax

de donde resulta finalmente

dt:l'(l—e'"cos;()d;(, (13.11)
n
que es la ecuacién que ibamos busando, siendo
. n . m_ ol 2G6M
n=——oys ¢ =e (1 2, j (14.11)
I+
2c¢”a

9.11 Periodo anomalistico relativista

Se define el periodo anomalistico como el tiempo coordenado transcurrido entre
dos pasos consecutivos del satélite por el pericentro de su 6rbita. Téngase en cuenta
que la anomalia excéntrica se cuenta desde el pericentro. En efecto, cuando y =0
entonces r =d' (1 - e') , es decir el menor valor de la distancia, o sea el pericentro. Para
calcular el periodo anomalistico se integra (13.11) desde 0 a 27

Tano = 2_772- :

Es posible seguir el razonamiento con las coordenadas standard o bien elegir las
coordenadas armonicas, la diferencia en los resultados utilizando unas u otras, se
debe a la distinta interpretacién de las distancias. No obstante, el resultado final no
depende de la distancia, es decir es el mismo con independencia de las coordenadas
usadas, por esta razén continuaremos nuestro razonamiento con el sistema de coorde-
nadas standard.

En la primera ecuacion de (14.11) tenemos que expresar a en funcién del semieje
mayor relativista ¢, entonces invirtiendo (9.11) y tomando hasta términos de segundo

orden
}GM /GM 3GMo
n= = 1-
a’ a’ 2¢%a

por lo que el movimiento medio relativista sera

, fGM( 3GM 3GJcosij
n = 3 1- >t 2 >
a ca c’alL

y el periodo anamalistico queda

13 12 .
r o= 2_72' o a 67na 67rJ cosi

ano " GM o2 _CZM(l—ez)]/z

donde estamos identificando a y ¢’ cuando ponemos la expresion hasta segundo or-
den.



1 38 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

Si en vez de coordenadas standard optamos por coordenadas arménicas, tendre-
mos que hacer la transformaciéon

=)
a =da 1+T
c'a
y entonces queda
27, a’ 9wna’ 67J cosi

T = TG e (e

pero como ya advertimos, en el tercer sumando, que es el término que nos interesa, no
aparece la distancia, por este motivo se obtiene la misma expresién ya sea utilizando
unas coordenadas u otras.

Los tres sumandos en que se descompone el periodo anomalistico son

Tono =To+ T + Ty
el primer término es el periodo kepleriano, el segundo es la correccién gravitoeléctrica
y el tercero es la correccién gravitomagnética.

La inclinacién de la 6rbita es el angulo entre los vectores Ly J, es decir, que si el
satélite gira en el mismo sentido que la Tierra el angulo i esta comprendido entre 0y 90
grados y por tanto cosi es positivo. Ahora bien, si el satélite gira en sentido contrario a
la Tierra, entonces el &ngulo entre los vectores Ly J tienen un valor comprendido entre
90 y 180 grados, lo que significa que cosi es negativo.

La diferencia entre los periodos anomalisticos de dos satélites que describen igua-
les 6rbitas pero en sentidos contrarios vendra dada por

127J |cos i |

- 172
M (1 -e’ )

y aqui tenemos la base de un posible experimento para detectar la induccién
gravitomagnética producida por el movimiento de rotacion terrestre. Tanto el término
clasico como el gravitoeléctrico no dependen del sentido de giro del satélite, pero esta
situacién no se da con el término gravitomagnético.

Entonces el experimento se basa en poner en 6rbita dos satélites de iguales 6rbitas
pero de sentidos contrarios y determinar la diferencia entre sus periodos. Sin embargo,
mas que el periodo anomalistico (tiempo entre dos pasos consecutivos por el pericentro),

medimos el periodo sideral (tiempo que tarda la ascension recta del satélite en aumen-
tar en 360°).

+

ano ano

10.11 Tiempo que tarda el satélite en recorrer un arco de la orbita
La velocidad lineal de un satélite que sigue una 6rbita eliptica varia segiin su posi-
cion. En este apartado vamos a determinar el tiempo que tarda el satélite en recorrer un
arco infinitesimal de su 6rbita. Partimos de la ecuacion clasica de Kepler
nt=y—esiny
donde ahora y es la anomalia excéntrica clasica. Diferenciando la anterior ecuacién
r

dt=—dy,

na
utilizando la ecuacién de la 6rbita eliptica
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a (1 -e’ )
 1+ecos g,
siendo &, laanomalia verdadera de donde se encuentra el arco infinitesimal recorrido
por el satélite, por tanto
1-¢?
n(1+ecosd,)

Se trata ahora de expresar la anomalia excéntrica clasica en funcién de la anomalia
verdadera. Para esto igualamos las dos expresiones siguientes

I a(1-¢)
r=a(l-ecos y): " tecosd’

dt =

se encuentra después de algtn calculo

con lo que podemos obtener la relacién buscada
(1 _ ez )3/2
n(1+ecosd,)’

Hay que advertir la importancia que tiene el dngulo 6, , que hace variar sensible-
mente el tiempo que el satélite tarda en recorrer un mismo angulo d6 . Este tiempo es
minimo cuando 6, =0 y es mdximo cuando 6, =180 °.

dt = de. (15.11)

12.11 Precesion del pericentro en el plano orbital

El pericentro del satélite esta sometido a un desplazamiento respecto al sistema fijo
K, lo que significa que es diferente el periodo anomalistico y el periodo sidéreo. Para
calcular este tltimo es necesario saber lo que se ha desplazado el pericentro respecto a
K

La velocidad angular total del pericentro por efecto gravitomagnético viene dada
por la ecuacion (7.9) y esta dada por dos términos: uno es la precesién del pericentro
respecto a la érbita y el otro es la precesién que se origina por la rotacion de la linea
nodal. El primero de los anteriores términos viene dado por

6GJ cosi
. ca (1 - )3/2 "
donde el vector unitario n tiene la misma direccién y sentido que el momento angular
orbital y J es ahora la componente z del momento angular de rotacién de la Tierra, es
decir que puede tener signo positivo o negativo.

Supongamos que la rotacién de la Tierra se dirige hacia la parte positiva del eje Z, o
sea J es un nimero positivo. Si el satélite rota en el mismo sentido que la Tierra, el
angulo i estara comprendido entre 0 y 90 grados, por lo que su coseno sera positivo.
entonces nos encontrariamos que el pericento tiene una rotaciéon contraria al satélite: el
pericentro va al encuentro del satélite, por lo que se trata de una precesion, o sea el
pericentro precede con respecto a su antigua situacion.
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Supongamos ahora que el satélite tiene una rotacion contraria a la Tierra, entonces
la inclinacién de la érbita tendra un valor comprendido entre 90 y 180 grados, es decir,
su coseno sera negativo: la rotacién del pericentro serd del mismo sentido que el del
satélite; el pericentro ahora antecede al antiguo pericentro.

En definitiva, en ambas situaciones el movimiento del pericentro ocasionado por
este primer término que estamos analizando lleva un sentido contrario a la rotacién de
la Tierra.

El otro término de la precesion del pericentro, el originado en la rotacién de la linea
nodal de la 6rbita, es dado por

2GJ , 2GJ

n =
3/2 3/2
cza3(l—e2) cza3(l—ez)
donde n’ es el vector unitario en la direcciéon y sentido del momento angular de rotacién
del astro central. El vector precesién proyectado sobre el plano de la 6rbita es por tanto
_ 2GJcosi n
- 32 2
ca ( 1-¢* )
entonces la precesion que ocasiona es del mismo sentido que el de rotacién de la Tierra,
pudiendo ser una precesién o una «antecesiéon», segtin el sentido de movimiento del
satélite.
A las anteriores precesiones le tenemos que anadir la precesién de Einstein
_ 6zGM
} cza(l—ez)T ’
esta velocidad angular tiene el sentido de la rotacion del satélite, ya que es positiva, lo
que indica que el argumento de latitud del pericentro va aumentado y este angulo (que

representamos por ) va del nodo ascendente al pericentro en el sentido de movimiento
del satélite. Entonces podemos poner la ecuacion anterior en forma vectorial

_ 6aGM N
’ ca(l-¢*)T

Si se proyecta la 6rbita, como estamos haciendo, sobre el plano fijo x-y, el pericentro
de esta 6rbita proyectada tendra una velocidad de precesiéon dada por

67GM 4GJ cosi
cza(l —ez)T - 3dd (] e )3/2
en un periodo orbital el &ngulo girado respecto al plano orbital es
67GM 87GJ cosi
Cza(l —62) ) nc’a’ (l -é )3/2 '
Si el plano orbital estuviera fijo en el espacio, la relacion entre los periodos sidéreo
y anomalistico seria

Q=Q +Q, +Q, =

>

Aw* =

de = 7-;1m) _tAa)"

donde ¢,,. es el tiempo que tardaria el satélite en recorrer el angulo Aw* . Pero esto no
es lo que ocurre, puesto que el plano orbital estd rotando a consecuencia de la precesién
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de su linea nodal. Esto significa que en un periodo sideral, la ascension rectacaumen-
ta en 24 horas (0 360°) pero en el mismo tiempo la longitud u (u = w + & medida a partir
del nodo ascendente en el sentido del movimiento del satélite) excede a una circunfe-
rencia completa en una cantidad A o sea

@, =@, +24" = u, =u, +27+A,
como luego veremos A puede ser positivo o negativo.

Como A es un angulo medido en el plano orbital, resultara que el periodo sidéreo o
de cierre acimutal sera

T T —t

sid — *ano Ao*

— tA
donde ¢, es el tiempo que tarda el satélite en recorrer el dngulo A.

12.11 Transformacion de coordenadas del sistema K al K’

Para determinar la relacién entre las coordenadas de los sistemas Ky K’ es necesa-
rio hacer dos rotaciones. Una de ellas es alrededor del eje Z, de valor y (longitud del
nodo ascendente) para hacer coincidir el eje X con el nodo ascendente de la 6rbita del
satélite en el momento inicial. Luego hay que hacer otra rotacion alrededor del eje x y de
valor la inclinacién i.

Por la primera rotacion

cosy —siny 0

X
Y |=|siny cosy 0
VA4 0 0 1

N < =

la segunda rotacién es
x 1 0 0 X

’

y' =0 cosi —sini||y],

z 0 sini cosi )\ z
por tanto la transformacién global es

X cosy —sinycosi sinysini \(x
Y |=|siny cosycosi —cosysini|| y|.
Z 0 sini cosi z

13.11 Calculo del angulo A
Anteriormente hemos considerado la proyeccién del satélite sobre el plano fijo x-y
donde inicialmente se encontraba. Pero el satélite no permanece en el mismo plano,
puesto que existe la precesién de los nodos. Por tanto al cabo de un periodo, el satélite
o0 bien se encontrara por encima del plano x-y o bien por debajo.
Las coordenadas del satélite respecto al sistema K’ son

x=pcosu;  y=psinu  z=rH(u)

donde p es la proyeccién del radio vector del satélite en el plano x-y. Como  se diferen-
cia solo infintesimalmente de p entonces podemos poner sin error apreciable z = pH (u) .
Como z es muy pequeno, H (u) es el angulo que sube o baja el satélite con referencia al
plano x-y.
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Pasando a coordenadas del sistema K
X = pcosycosu— psinycosisinu+ pH(u)sinysini
Y = psinycosu+ pcos ycosisinu— pH (u)cos ysini
expresiones que nos permiten calcular la ascensién recta
Y sinycosu+cosycosisinu—H (u)cosysini

tana =— . . . . ..o
X cosycosu—sinycosisinu+H (u)sin ysini

ahora ponemos la condicién de que en una revolucién sidérea, mientras que la ascen-
sién recta aumenta en 24 horas, la longitud del satélite aumenta en 360° mas una
diferencia dada por A

sin y cosu, +cos y cosisinu, — H (u,)cos ysini

cos ycosu, —sin ycosisinu, + H (u, )sin y sini
0 0 0

sin y cosu, +cos ycosisinu, — H (u, )cosysini

~ cosycosu, —siny cosisinu, + H (u, )sin ysini
donde u, es la longitud celeste al cabo de una revolucién sidérea. Resolviendo la
anterior ecuacién se llega a
cosisin(u, —u,) = H (u, )cosu, sini
como el dngulo u, —u, = A es muy pequeno, se puede hacer coincidir el seno con el
angulo
A~ H (u, )cosu, tani.

Ahora procedemos a determinar H (u;).Sean r = OP y r'=0P, donde O es el
centro de la Tierra. P es un punto de la 6rbita. Si no existiera precesion del plano orbital,
al cabo de un periodo el satélite volveria a estar en P. El punto P’ seriala posicion que
ocuparia el satélite al cabo de un periodo si existe rotacion de la lineanodal. Ar=r'-r
es unvector perpendicular a r, por ser Ar muy pequefio y describir el punto P elarco de
una circunferencia. Nétese que la rotacion de la linea nodal es alrededor del eje Z, por
tanto Ar es un vector paralelo al plano X-Y.

El punto P se traslada al P’ cuando tiene lugar la rotacién del plano orbital, de tal
forma que Py P’ se encuentran en un plano paralelo a X-Y. Es decir, el punto P’ yano
se encontrard en el plano x-y. Sea P" la proyeccién del punto P’ sobre el plano x-y.
Obtenemos el tridngulo de la figura 1.11.

Y

b

(\0
o

|ar
plano X-Y

Figura 1.11

Se trata de determinar el angulo S. Fijémemos en la figura 2.11, en la que se represen-
ta el plano orbital fijo x-y y el plano del ecuador X-Y. Supongamos en un principio que
el punto P que ocupa el satélite en su 6rbita en el caso de queno hubiera precesion,
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Figura 2.11

estuviera situado en el nodo ascendente. Entonces el vector PA es iguala Ar al ser
perpendicular al vec tor r, también es perpendicular a la linea nodal y por tanto forma
un dngulo i con su proyeccion sobre el plano ecuatorial. O sea, si C es la proyeccién del
punto A4, entonces del tridngulo de la figura 3.11 se obtiene

A
P L c
Figura 3.11
. _AC
sini =—.
P4

Ahora, supongamos que el punto P es un punto cualquiera de la érbita y que tiene una
longitud angular dada por u,. Vamos a trasladar su correspondiente vector Ar hasta
hacer coincidir su origen con el delvector PA dela figura 2.11. El vector PB dela figura
2.11 es por tanto, un vector del mismo sentido y paralelo a Ar, aunque no tienen el
mismo médulo. Del triangulo P4B dela figura 2.11 se deduce

PA
cosy, =—.

Fijémenos en el triangulo PBD, donde D es la proyeccién del punto B sobre el plano
ecuatorial y por la figura 2.11 se cumple BD AC . Nétese que el &ngulo en el punto P
esel 8, yaque como hemos dicho, el vector PB es paralelo al vector Ar = PP’ , por tanto

BD BD AC
=————=—=—008%, =sinicosy,

sin f =—
PB Pdjcosu, P4
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conlo que queda determinado el &ngulo Stal como ibamos buscando.
Volviendo a la figura 1.11 se encuentra
. -z . . .
sin S :m =sinicosu, = z= —|Ar|sm icosu, =—pAQsinicosu,
r

donde el signo menos viene a significar que si  es positivo z es negativo y viceversa.
AQ es el &ngulo que gira la linea nodal en un periodo. Por la definicién de H (u) se
deduce

H(u, )=-AQsinicosu,,
conlo que ya podemos determinar A

A =-AQsinitanicos’ u,, (16.11)
y sustituuendo el valor del &ngulo rotado por el nodo

47GJtan® icosicos’ u,
- 3/2
cna’ (1 -é )

que es el angulo que ibamos buscando.

A=

14.11 Calculo del periodo sidéreo
Notemos que el dngulo A es medido en la érbita, por tanto para calcular el tiempo ¢,
que tarda en recorrerlo el satélite tenemos que usar (15.11) y (16.11)

- 47GJtan” icosicos’ u,
- 2
n*a (1+ecosb,)
Con lo que ya podemos determinar el tiempo sidéreo o de cierre acimutal

T;zd = 7:1;10 _ZA(H* _ZA =
a®  6zna” 67J cosi

=2

GM+ c? _CzM(l_ez)‘/z_

i 4 2. . 2
_ 27 2[3GM(1_62)1/2_4GJ0051}_ zJ tan” icosicos” u,

nca(1+ecos,) na’ *n’a’ (1+ecosd,)’ ,

que tras simplificar queda

som| . 2(1-¢)”
I+——12-
- 2c%a (1+ecos,)
Tou=—> (17.11)
"1 GJcosi 3 2(2—tan2 icoszuo)
¢*na’ (1-¢ )]/2 (1+ecosé, )’

que se puede descomponer en tres sumandos

_ GE GM

7-:wd - 7;) + 7-;m' +7—;m’
que son el término clésico, el gravitoeléctrico y el gravitomagnético. El término
gravitoeléctrico es independiente de la inclinacién de la 6rbita, es decir es el mismo con

independencia del sentido de giro del satélite.
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El razonamiento que hemos hecho no es valido para cuando i =90°, porque enton-
ces cosi =0 y la tangente de la inclinacion se hace infinita. También es necesario que
AQ sea pequenio, solo en este caso r L Ar . Para que AQ sea pequefio es necesario que
la excentricidad no sea muy cercana a la unidad.

15.11 Deteccion de la perturbacion gravitomagnética
del periodo sideral de un satélite
Notemos que cuando se produce un cambio de sentido en el movimiento del satéli-
te, el signo de cosi cambia, es decir la perturbacién gravitoeléctrica permanece inalte-
rable pero la gravitomagnética cambia de signo, de tal forma que la diferencia entre los
periodos sidéreos de dos satélites que tienen iguales 6rbitas pero que las describan en
sentidos contrarios es

dzrJcosi| -3 2(2—tam2 icos® uo)
+
M (l—e2 )]/2 (1+ecosd,)’

en el caso particular en que la 6rbita sea circular

+ -
7-;Id - Tsld - >

4xJ j
T —Tou = w(l ~2tan” icos’ u, )
c
y si ademds es un movimiento ecuatorial
4
T, -1, = 2L (18.11)

2
cM
Si lo que queremos es hallar la diferencia entre los tiempos propios a bordo de dos
satélites, debemos tener en cuenta que la diferencia entre el tiempo propioy el coordenado
es

T=t+0 (c’2 ) ,
o sea, la féormula (18.11) es la misma ya se utilice el tiempo coordenado o el tiempo
propio de los satélites.

En el caso de 6rbitas esféricas (aquellas que tienen excentricidad nula), aunque no
sean circulares a causa de la precesién de los nodos, tendriamos
47 J cosi .
AT = 2—(1 —2tan’ icos’ uo).
cM

16.11 Referencias
1.- GRoNWALD, F.; GRUBER, E.; LICHTENEGGER, H.; PUNTIGAM, R. A.: «Gravity Probe Clock - Probing
the gravitomagnetic field of the Earth by means of a clock experiment», arXiv:gr-qc/9712054v1
(1997).
2.- MasnnooN, B.; GraonwaLD, F.; HEHEL, F. W.; THEIss, D.S.: «On Measuring Gravitomagnetism
via Spaceborne Clocks: A Gravitomagnetic Clock Effect», Annalen der Physik 8-2 (1999) 135-
152.
3.- LIcHTENEGGER, H. I. M.; GRONWALD, F.; MAsSHHOON, B.: «On detecting the gravitomagnetic field
of the earth by means of orbiting clocks», ArXiv:gr-Qc/9809017v1, 1998.
4.- MasHHOON, B.; Iorio, L.; LICHTENEGGER, H.: «On the gravitomagnetic clock effect», Physics
Letters A 292-1 (2001) 49-57.






12

El experimento de Michelson-Morley
y la rotacion de la Tierra

1.12 Introduccién

El analisis del clasico experimento interferométrico de Michelson-Morley supone
que, dado el corto recorrido de la luz, se realiza en un sistema de referencia inercial. No
obstante, el experimento es observado sobre la superficie de la Tierra; o sea, respecto a
un sistema rotante para el que existe un campo gravitatorio.

Vamos a suponer que los brazos del interferémetro estan orientados en las direc-
ciones N-Sy E-W y estan unidos a la superficie de la Tierra, es decir que la observaciéon
es realizada en un sistema rotante para el que despreciamos los efectos procedentes del
gravitomagnetismo.

Es l6gico suponer que el recorrido de la luz en la direccién del meridiano no se vera
afectada por la rotacion de la Tierra. Sin embargo, no ocurrira lo mismo con el movi-
miento a lo largo del paralelo, ya que la duracién del viaje de la luz sera diferente segtin
se haga en el mismo sentido que la rotacién de la Tierra (duracién mayor) o en el
sentido contrario.

Hay que senalar que la solucién de este asunto se encuentra en el marco de la
relatividad especial y no viene afectado por el gravitomagnetismo. En contra de lo que
algunos han supuesto, la diferencia del tiempo de viaje de la luz en las dos direcciones
perpendiculares del interferémetro no es causada por la induccién gravitomagnética,
sino que es fruto de la rotacién del sistema de referencia desde el cual se observa.

2.12 El elemento de linea
Partimos del elemento de linea de Lense Thirring

ds’® = (1+2—fjczd12 —§A- drcdt—( —%)(drz +r2sin? 0dp? +r?do?) (1.12)
c c c
que es valido para un sistema no rotante para el que existe un campo gravitatorio, es
decir corresponde al sistema K fijo en el centro la Tierra pero que no gira con ella. No
tendremos en cuenta los términos de cuarto orden en el tensor métrico porque no seran
necesarios en la precisién que vamos a considerar.

Vamos a suponer que el eje de rotacion de la Tierra esta dirigido hacia la parte
positiva del eje z. Entonces para hacer la transformacion del sistema K no rotante al

sistema K’ que gira con la Tierra, habra que hacer uso de las siguientes ecuaciones de
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transformacion
x =x"coswt — y'sin ot
y=x'sinot+y'coswt,
al sustituirlas en el elemento de linea queda, tras eliminar las primas en las nuevas

coordenadas
ds> (1+%+2¢ j zdzz—2M-drcdz—(1—@)(dr2+rzsinzed¢2+r2d.92). 2.12)
C C C C

siendo ¢, el potencial centrifugo, que en el caso considerado en que el cuerpo esta
rotando alrededor del eje z es

1 2 2 2
¢C :—Ea) (x +y ),
noétese, por ultimo, que en el caso del sistema K’ el término gravitomagnético no lo
estamos considerando.

3.12 Tiempo tardado por la luz en el viaje N-S

Vamos a suponer que los rayos de luz viajan por una superficie caracterizada por
r =cte, o sea, estamos tratando con una trayectoria no geodésica, que sigue paralela a
la superficie de la Tierra, que consideramos esférica.

Sila luz se propaga en la direccién N-S el rayo ird a través de un meridiano carac-
terizado por una longitud geografica ¢ constante. El vector de posicion de un punto
por donde pase el rayo de luz es

r =7 cos @sin fi + rsin g sin 8j+r cos k
donde Hes la colatitud del lugar. Téngase en cuenta que suponemos que la parte posi-
tiva del eje x esta dirigida hacia el primer meridiano terrestre y que las longitudes estan
medidas hacia el este. Como el planeta gira alrededor del eje z en su sentido positivo
tendremos

O AT =—rosin@sin i+ ro cos @sin O]
como

dr =rcos pcos@dbi+rsin @ cos dOj—rsin 0dOk
entonces se encuentra
(@Ar)-dr=0,

por lo que el elemento de linea queda

ds® :(1+2—f+%)czdt2 —(1—%);’20102,
4 4 C

la trayectoria de la luz obedece a la ecuaciéon
0= ( +2—¢+ 2. ) dr’ (l—z—?jrzdez,
¢t ¢’ c

_ 2
cldt’ = ! 22¢/C ~r’d6?
142¢/c? +2¢,/c
de donde se deduce después de extraer la raiz cuadrada

despejando dt
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di = iﬁ(l—%—(/’—;)de
c\ ¢ ¢
el signo menos hay que usarlo si la latitud de la trayectoria del rayo de luz va aumen-
tando (el rayo va hacia el norte), mientras que el signo mas se usa cuando en el camino
seguido por la luz la latitud va disminuyendo (el rayo va hacia el sur).
Integrando la anterior expresion se obtiene el tiempo que tarda la luz de ir desde el

extremo sur al extremo norte del interferometro

——j( )d@ j——w (x*+y?)do

siendo ®, y O, las colatitudes del extremo sur y norte del brazo del interferémetro.
Vamos a suponer que el rayo viaja hacia el norte en el plano x-z, lo que no representa
ninguna limitacién. En este caso la segunda integral queda

20
ra
3

2 2 9,
j x2df = sin’> 0do = j g0 j c0s26d0
8 2¢° & 2¢° 25,

[@ -0,
2c 2
donde hemos supuesto pequeio el dngulo asociado con el arco del meridiano descrito
por laluzy por tanto sustituyendo el seno por el angulo. * Entonces el tiempo que tarda
laluz deir del sur al norte es

(-2

Para el recorrido del rayo de norte a sur hay que tener en cuenta que el angulo 6 va
aumentando, por lo que habra que usar el signo menos delante del signo integral

fy = f(l—%jidez—M(l—%),
o\ e c e’

enresumen, el tiempo total de ida y vuelta de la luz en su trayecto a través del meridia-

no es
2r(@,-0,)(, 20\ 20, 24
by yg =~ - 1_02 :? 1_6‘2

donde / es la longitud del brazo del interferémetro. Nétese que ®, <®,, por lo que el
tiempo de viaje de la luz es una cantidad positiva.

—%sinZ(@2 —@l)] ~0,

4.12 Tiempo tardado por la luz en el viaje W-E
Analicemos a continuacién el tiempo que tarda la luz en hacer su recorrido en la
direccién oeste-este. Ahora la trayectoria luminosa es a través de un paralelo por lo que
la colatitud @ permanece constante. En este caso

*El término que hemos despreciado representa para el caso de un interferémetro de un brazo
de 1 kilémetro un tiempo de 2-10™* segundos, muy por debajo delos 4.7-10" segundos del
término principal.
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r = rcos @sin 0i + rsin gsin @+ r cos Ok
dr = —rsin @sin 8d @i + r cos ¢ sin 8d j.
Entonces
O AT =—rosin@sinfi+ro cos @sin 6]
y
(@ Ar)-dr=r’wsin’ 0dg
con lo que el elemento de linea (2.12) resulta
2
ds® = (l +2—?+4jczdt2 —-2r’wsin’ 0dtd(o—(l —%)rz sin> @de*
¢’ ¢ c
para el caso de un rayo de luz tendremos la ecuacién de segundo grado
2
(1 +2—f+4)czdt2 —-2r’wmsin’ Hdtdgo—(l—%)rz sin®@dp* =0
c” ¢ c
resolviendo esta ecuaciéon
2r’wsin® @
dt =
2(1+2¢/c* +2¢./c?)c?
i\/4r4a)2 sin' 0+4(1+2¢/c* +24,/c*)(1-2¢/c*)rPc?sin* 6 )
2(1+2¢/c* +2¢,/c?)c?

simplificando y no teniendo en cuenta los términos de cuarto orden respecto a la inver-
sadec

do+

>

s s . 5 rlw*sin’ 6@
dt:r w s1in 0ircsm0(1+¢c/0 )\/1+C2(1+2¢C/Cz)d¢:
(1+2¢/c? +2¢_ /c?)c?
rza)zsiHZH}
2c? d

rlosin? @+ resin 9(1+¢c/c2)[1+

(1+2¢/c2 +2¢50/cz)c2
_rlosin’0tresind(1+¢,/c*)(1-¢,/c?)
- (1+2¢/c*+2¢, /c?)c?

una simplificacion posterior nos lleva a

2 ) .
dt:{r wsin Hirsm9(l_%_%ﬂd¢-
c

C'2 c C

@:

do

Ahora tenemos que interpretar el doble signo que aparece en la anterior férmula. El

término

rsin @ 2

o e
es el tiempo tardado por la luz en ausencia de rotacion de la Tierra pero teniendo en
cuenta el efecto de su gravedad. Esto significa que tendremos que utilizar el signo
positivo siempre y cuando la longitud aumente, es decir cuando el rayo vaya hacia el
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este. El signo menos serd el que hay que utilizar cuando el rayo vaya hacia el oeste, pero
en este caso el signo de dg sera negativo. Al integrar nos sale

rsin 6 20\ r'o’sin’@ _ r’wsin’é
wg = d)( ——2j+ S D+ > O}
c c c c
rsin @ 2¢) r’o’sin’@ _ r’wsin’@
Lpw :—d)( __2j+ 3 @~ 2 P
c c c c

donde @ es lalongitud geografica del extremo este del brazo del interferémetro; el otro
extremo se encuentra a longitud 0 como antes hemos supuesto. El tiempo de ida y
vuelta del viaje en la direccion este-oeste es
2rsin@ 26\ 2r’w’sin’@ 2/ 24\ 2r’w’sin’ @
c c c c c c
hemos supuesto que las longitudes de los dos brazos del interferémetro son iguales. La
anterior expresién nos viene a decir que es mayor el tiempo de viaje por el paralelo que
por el meridiano. La diferencia de tiempo es
_2r’w’sin’@, 21 M’r'sin’ 0w’
c 3 c 3 M 2r 2
M es la masa de la Tierra. El momento angular de rotaciéon de la Tierra depende de su
distribucién de masas, pero es tal que

J o« Mro
con un factor numérico cercano ala unidad, que en el caso de una esfera homogénea es
2/5. Si definimos el coeficiente a por

At

a=—
Mc

nos quedara que la diferencia de tiempo entre los viajes de los dos rayos es
2
At oc — a_z sin® 6.
cr

Si el experimento se realizara en los polos no se encontraria ninguna variacién en
los tiempos de viaje de los dos rayos luminosos ya que la colatitud 6 es nula. Pero en el
ecuador la diferencia tomarfa un valor maximo.

La diferencia de tiempo entre el movimiento de los dos rayos corresponde a una
diferencia de camino dptico, pero esta situacion no es observable. Es necesario alterar
la orientacién del interferémetro para observar el desplazamiento de las lineas
espectrales.

Sise gira el interferometro noventa grados, cambiara la duracién de los tiempos de
viaje de los dos rayos. La situacién es equivalente al desplazamiento de las lineas
espectrales que se produciria en un montaje de dos espejos en cuna si uno de ellos
variara una distancia

2
A=cAr=21"sin*6
r
lo que induciria un desplazamiento de las franjas dada por

_2A
2

Am
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Una estimacion numérica para un interferémetro de 1 kilémetro de longitud de su
brazoy para luz amarilla nos daria para el caso de que el experimento fuera realizado
en el ecuador de la Tierra los valores

At~1.6-10""5
Am = 0.079.

El experimento que hemos descrito exige unas guia de ondas para conseguir que
los rayos luminosos vayan a través de trayectorias caracterizadas por r =cte. Otra
opcién experimental seria que los rayos desscribieran trayectorias geodésicas, o sea,
siguieran un camino libre. Sin embargo, dada la pequefiez de la longitud de los brazos
del interferémetro con respecto al radio terrestre, el tiempo que aumenta el recorrido de
los rayos en trayectorias geodésicas con relacion a los que siguen la trayectoria r = cte
es despreciable.

5.12 Diferencia de tiempos entre rayos luminosos que circundan
una esfera rotante en las direcciones N-S y W-E

El anterior experimento se puede modificar haciendo que las guias de ondas per-
manezcan fijas (o sea, no rotantes). El experimento de laboratorio consistiria en un
cuerpo rotando y un doble sistema de guias de ondas que circulen el cuerpo segiin su
ecuador y a través de un meridiano. Las guias de ondas se encontrarian en reposo, al
igual que el interferémetro situado en uno de los puntos de cruce de las dos guias de
ondas.

Entonces habréa un efecto gravitomagnético, producto de la rotaciéon del cuerpo
central. Né6tese que para la explicacion de este fenémeno si hay que hacer uso de la
teoria gravitoelectromagnética, algo que no fue necesario en el precedente experimento.

Para analizar este experimento partimos del elemento de linea de Lense-Thirring
en coordenadas no rotantes (1.12), donde el potencial vector para el caso de un cuerpo
esférico con densidad uniforme viene dado por (2.5). Para la trayectoria de la luz se
cumple ds’ =0 lo que para el caso del movimiento en la direccién N-S sera

0= (1 +2—?)czdt2 —§A -dredt —(1 —%)rzdﬁz .
c c c

Supongamos que el rayo luminoso viaja por el meridiano (por tanto A-dr=0)y
que la fuente esta rotando en el sentido positivo del eje z. Entonces la ecuacién de la
trayectoria de este rayo de luz queda

0= (1+¥)czdt2 —(1 —%)rzdﬁz
c c
de donde obtenemos para el tiempo de viaje alrededor del meridiano

-2 )

c c
Ahora vamos a calcular el tiempo de viaje del rayo que circunda la esfera por un
paralelo, entonces la ecuacion de la trayectoria luminosa sera
0= (1+%jc2d12 +£{zsin2 Hdgodt—(l—%
c rc c
alresolver la ecuacién de segundo grado, se encuentra para el tiempo del viaje alrede-
dor de un paralelo en el sentido este-oeste es

jrzsinzed(pz,
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_ _27rG4Jz gin? g 2ErSinG (] _Z_fj’
rc C c

en efecto, si no existiera gravitomagnetismo el primer sumando seria nulo, entonces el

tiempo de viaje seria el segundo sumando, que debe tener el signo positivo, descartan-

do el signo negativo que surge al resolver la ecuacién de segundo grado. La integracion

se ha hecho de 0 a 27, ya que la longitud geografica la estamos contando positiva hacia

el este, por este motivo sale el signo menos en el primer sumando.

Para el caso de que el rayo viaje en el sentido W-E, se encuentra

27rsind 2 27GJ , .
te:L( ——?)+ —sin’ 6.
c c
La diferencia de tiempo entre los dos recorridos de la luz es
ArGJ  AnGM a
t,—l,=—=——=
rc ¢ r
que es un término de cuarto orden y por tanto completamente despreciable. En efecto, si
tomamos una esfera de 10 kilogramos, 1 metro de radio y que gira con una frecuencia
de 1.000 revoluciones por segundo, entonces A7 =2.6-10 > s.
Debemos notar que en este experimento, el dispositivo para la medicién del desfase
de tiempo entre ambos rayos se encuentra unido al montaje, que como hemos dicho no
participa de la rotacién del cuerpo central.

e

6.12 Referencias
1.- TartAGLIA, Angelo; RUGGIERO, Matteo Luca: «Angular momentum effects in Michelson-Morley
type experiments», General relativity and Gravitation 34-9 (2002) 1371-1382.
2.- RuGGIERO, M. L.; TARTAGLIA, A.: «Gravitomagnetic effects», [/ Nuovo cimento B, 117-07 (2002)
743.
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Rotacion del plano de oscilacion de un
péndulo por efecto gravitomagnético

1.13 Rotacion del plano de un péndulo
por efecto del gravitomagnetismo
Supongamos un péndulo que oscila en el plano x-z (figura 1.13) a una latitud geo-
gréfica A. Sea /la longitud del péndulo y ¢, su maxima amplitud, supongamos tam-
bién que en el momento inicial su amplitud tenga ese mismo valor, encontrandose tal
como se representa en el siguiente dibujo.

A Z

t=0s

90-1

Figura 1.13

Si tratamos con pequefias amplitudes se cumple la relacién

a=a,co80,t
donde « es la amplitud en el instante ry o, esla pulsaciéon del péndulo. Para pequenas
amplitudes, el desplazamiento x del péndulo es

x=~la
y elmédulo de su velocidad lineal
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v=la,w,sinwt
vectorialmente queda
v=la,m,sineti
que nos muestra que inicialmente la velocidad se dirige hacia la parte positiva del eje x.
El vector momento angular de la Tierra tiene las componentes
J =—-JcosAi+Jsin Ak.
El rotacional del potencial gravitomagnético es

VAA= Cj [ -3r(r-J)]
2r’c
en el caso considerado en que el vector r =rk
VAA=-— (3}.]2 (cos Zi +sin Ak )
rc

donde r es el radio de la Tierra. El correspondiente término de la ecuacién de movi-
miento (12.4) es

% =4vAa(VAA) :%sin AMa o, sinotj.

Esta aceleracion, que tiene la direccién del eje y, produce el giro del plano de oscilacion
del péndulo. Para calcular la velocidad angular de este giro hay que resolver la ecua-
cién
2
% = %sin Ao o, sinwt

. i t
y=- 43Gi sin /Uao(sma)o —Zj,

r’e ,

alintegrar queda

que cumple el requirimiento de que inicialmente la velocidad de rotacién del plano de
vibracién es nulo.

En medio periodo de oscilacién del péndulo hay un desplazamiento del plano de
oscilacién. El péndulo se traslada a lo largo del eje y la cantidad

47GJ sin Al
Ay =y(7/o,)-y(0)=———+
r'ciom,
mientras que la variacién de la coordenada del eje x es

Ax =2l ),

entonces el angulo descrito es

Ay 2zGJsind

A ricle,
al dividirlo entre el tiempo transcurrido, que es medio periodo, se encuentra la veloci-
dad angular de rotacién del plano de oscilaciéon del péndulo
27GJsin A

r’c’w,  2GJsin A

7lw, ric?

Q= (1.13)
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Debemos de notar que el efecto es méximo en los polos y nulo en el ecuador. En el
caso de que el experimento se realizase en el hemisferio norte, la rotacién del plano de
oscilacion seria del mismo sentido que las agujas del reloj y contrario si el montaje se
encuentra en el hemisferio sur.

Sisuponemos una Tierra esférica de radio 6,378 kilémetros y densidad uniforme, se
encuentra aplicando (1.13) que la velocidad con que gira el plano del péndulo en el
polo es

Q=0"264 afio”,
al tener en cuenta los valores reales del radio y del momento angular de la Tierra se
encuentra el valor

Q=0"281ano™.

Este experimento tiene que ser hecho en los polos, porque alli el efecto es més
acusado como hemos sefialado, pero sobre todo para poder anular la rotacién de
Foucault que si existiera enmascararia al pequefio efecto gravitomagnético. El polo sur
es preferible por la existencia en la zona de instalaciones cientificas donde se podria
hacer el experimento.

2.13 Referencias
1.- PascuaL-SANcHEZ, J. E.: «TELEPENSOUTH project: Measurement of the Earth gravitomagnetic
field in a terrestrial laboratory», Current Trends in relativistic astrophysics, edited by L.
Fernandez-Jambrina and L. M. Gonzalez Romero, Lecture Notes in Physics 617 (2003) 330.






14

Deflexion de rayos luminosos causada
por un cuerpo en rotacion

1.14 Introduccioén

Cuando un rayo luminoso pasa por la cercania de un cuerpo se ve obligado a
abandonar su trayectoria rectilinea y curvarse mas o menos segtin la masa del cuerpo.
Se trata de un fenémeno gravitatorio estatico predicho por Einstein y medido experi-
mentalmente por Eddington.

Lo que tratamos de estudiar en este capitulo es la modificacién de la curva descrita
por el rayo luminoso a consecuencia de la rotacién del cuerpo. Es decir, vamos a estu-
diar la influencia que tiene el gravitomagnetismo en la deflexién del rayo.

Consideremos un rayo que incide por el borde de un astro que tiene un momento
angular J. Vamos a elegir un sistema de coordenadas con origen en el centro del astro,
tal que el rayo se encuentre inicialmente en el plano x-y y que sea paralelo al eje x. El
momento angular de rotacién del astro tendra las componentes

J=Ji+J j+Jk.

Debemos de distinguir cuatro problemas diferentes: el gravitoeléctrico estético, cuya
causa es el potencial escalar ¢, y los efectos gravitomagnéticos producidos por cada
una de las tres componentes del momento angular del astro.

Dado el caracter lineal de las ecuaciones de campo gravitoelectromagnético pode-
mos estudiar los cuatro efectos por separado y luego sumarlos.

El potencial escalar produce una curvatura del rayo luminoso que pasa a una
distancia minima b del centro del astro de masa M, que es dada por la férmula

Ag, :MTM = Anz—z‘?—]\jb
c'hb ch
donde An eslavariacién que experimenta el vector unitario paralelo al rayo. Este es un
efecto de segundo orden respecto a la inversa de cy corresponde al conocido efecto de
Einstein.

2.14 Rayo incidente por el plano ecuatorial del astro
1.2.14 Lagrangiana del rayo
Con relacioén al rayo existen tres situaciones diferentes segtn la disposicién que
mantenga respecto al momento angular del astro: rayo incidente que viaja por el plano
ecuatorial del astro; rayo incidente paralelo al eje de rotacién y rayo incidente perpen-
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dicular al eje de rotacion del astro pero que pasa por uno de sus polos.

En efecto, la figura 1.14 representa un plano que pasando por el centro del astro es
perpendicular a la direccién de propagacién del rayo luminoso que incide por el punto
P cercano al astro central, que tiene un momento angular de rotacion J. Establecemos
un sistema de coordenadas con origen en el astro que rota, con sus ejes tal como indica
la figura. Respecto a este sistema se descompone el vector J, resultando que el rayo
incidente pasa por el plano ecuatorial asociado a la componente J_; esta alineado con
la componente /| y pasa por el polo de la componente J , tal como antes habiamos
advertido.

y

Figura 1.14

Analicemos el primer caso, por lo que suponemos que el rayo se desplaza por el
plano ecuatorial. Elegimos el eje z como el de rotacién, es decir J , es la tinica compo-
nente que existe del momento angular. En general el vector de posicion del rayo lumi-
noso es

r = rsin @ cos @i+ rsin @sin @j+rcos bk,
entonces el elemento de linea cuando solo se tiene en cuenta el efecto gravitomagnético
producido por el momento angular es
4GJ, . .
ds* = *dt’ +——=sin’ Ocdtdp — dr* —r’ sin® 0dp® — r*d6” .
cr
La ecuacién geodésica para la segunda coordenada angular es

d’e 5 dx' ax*

ot =

dp dp dp
donde p es un parametro afin sin significacion fisica alguna. La ecuacion geodésica es

2
. 2GJ, . &’ d
'29 —sin&cosé @ ———-sin QCOSG——q) =0,
dp dp cr dp dp

si inicialmente 8=90°y &'=0 (es decir, el movimiento del rayo se encuentra en el
plano x-y), * entonces 9" = 0, lo que significa que no variara 6', que seguira siendo 0y
6 seguira siendo 90 °. Lo que viene a significar que el rayo permanecera en el plano x-

v. Entonces el elemento de linea nos quedara como

2

* Las primas representan derivacién respecto al parametro afin p.
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4GJ

ds* =cdi* + 5
cr

cdtdp —dr* —r*de’

de donde se deduce la lagrangiana a la que obedece el rayo de luz

1 ds 2 1 '\ ’

A:——:— (xo) + XO ;_r;z_rz 2

2dp> 2 [ se ?

donde hemos hecho
4GJ,
= 3
cr

hay que notar que J_es la componente del momento angular del astro, es decir que
puede ser positivo o negativo, segtin su sentido de rotacién.

>

2.2.14 Ecuaciones primeras del movimiento del rayo
Los «<momentos lineales» asociados a las distintas coordenadas tienen por componen-
tes covariantes

oA o 1.,
= =X +_
Po="" A

_8A__,
Pr or'

oA N B
= =7 +_
P, o9 @ 2ﬁc

ahora bien, como las coordenadas x” y ¢ son ignoradas, sus momentos asociados
seran constantes, por lo que hacemos
py=Elc;  p,=%FL
E'y L son constantes positivas. Los dos signos en la tiltima ecuacién nos distingue si el
rayo incide por una parte u otra del astro que esta rotando. Si el xmomento angular» del
rayo se dirige hacia la parte positiva del eje z es necesario tomar el signo menos porque
de esta forma la variacién del dngulo ges positiva, tal como debe ser, al haber definido
su sentido positivo como el dado por el sentido contrario a las agujas del reloj; mientras
que el signo mas corresponde al caso de un rayo que incide con un «momento angular»
que se dirige hacia la parte negativa del eje z.
De las anteriores ecuaciones se obtiene
 E 1 L '

i O

y resolviendo el sistema anterior

L JE

e (1.14)
o _E_ L

c 2r®

donde el primer signo hay que tomarlo cuando el «<momento angular» de laluz tenga
el sentido positivo del eje z.

Las componentes contravariantes del tensor métrico hasta la aproximacion de ter-
cer orden son
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g,OO gOr gO(p 1 0 f/2r2
G—l:(g[/): grO grr gr(p — 0 _] 0
g” g” g”) \fl2r* 0 —1/r?
como se puede comprobar por sustitucién directa.

Ahora podemos obtener las componentes contravariantes de los «xmomentos» del
rayo luminoso

, A
P =g"p,+8"p,+g"p, = f( rlo +— ﬁcoj (xo +5f¢>J~

2
pi‘ — r!
p'=¢
conlo que se puede formular la ecuacién primera del movimiento del rayo
p'pi=0
o bien
L’ L
—l”’ 2 _ = + - .fE O ,
PP

utilizando las ecuaciones (1.14) obtenemos una ecuacién que nos relaciona r con ¢
dr\'(, L 5 L
(d_rj (i—2+£) +—2——2+fE 0,
2

r: 2cr? r c rec
tras algunas operaciones y despreciando términos de orden mayor que tres respecto a
la inversa de ¢ se encuentra

1 (dr) 1 E
—4(—rj - 2(1—f) 0. (2.14)
r'\de r* c’L cL

3.2.14 Ecuacion de la trayectoria
Para resolver la ecuacion (2.14) debemos tener en cuenta que el punto de mayor
acercamiento de la luz al astro corresponde a un minimo de la funcién r = r(¢) por

tanto
( j
a ¢ r=r,

donde r, es el punto de menor acercamiento. Hay que sefalar que este punto es ligera-
mente diferente del parametro de impacto b. Por la anterior propiedad encontramos

1
— =7 (1— JoE j (3.14)
I cL

que es una ecuacion de tercer orden respecto a E/cL . El subindice 0 significa que el

valor estd tomado a la menor distancia del astro, es decir en » =r,. La solucién de
(3.14) se puede obtener por aproximaciones sucesivas. Como primera solucién se tiene

E 1

cl r

0
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y la siguiente aproximacién es

2 2
(Ej ¢f_2—L2:0 = (Ej :iziig?
cL ry T cL ry F,

entonces la ecuaciéon de la trayectoria (2.14) queda

2
i“ ﬂ +L2— inf—g ]ii =0.
r'\de r re 1, r,

Manipulando la anterior ecuacién se llega a

L(zj2+L_L¢ﬁi&=o
r'\de) r* rl r

P
0
donde hemos hecho
4GJ,
8077353
rec
La ecuacién de la trayectoria se obtiene haciendo la integral de
dp = dr _ dr .
2 2 2
r _(r (1 1 r - o1 1
r -1F &l - r 138, - -1
¥y A ror, ¥y ror,
Como
11 ro-r_ re-r? . n r

ror, ror }"}"O(I”-i-l”o) I"(l"-i-l"o) I"O(}"-i-}"o)

(Y s (2 et e

con lo que la integral queda

o(r)-op, :j dr

= .

% r r

o (A e S
(rOJ \/ &olo ro(r+ry)

De los dos signos que posee la raiz del integrando, es necesario tomar el negativo
cuando el «xmomento angular» de la luz tiene el sentido positivo (o sea, esta a lo largo
de la parte positiva del eje z); es decir, cuando el rayo incide por la derecha del astro, en
el supuesto de que el eje z esté dirigido hacia arriba. Hecha esta eleccién, de la anterior
integral se comprueba que a medida que avanza el rayo, va aumentando el valor del
angulo ¢, como en efecto debe de ocurrir. Si ademds suponemos que el rayo incide
paralelo al eje x y en el sentido de las x decrecientes, entonces ¢, =0 y la integral nos
queda

entonces

dr r

171 g,
N — -
(FJZ 2g0 ’ ro(r+r0)
rjl—| -1

rO

(p(r):lj
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donde hemos asociado el signo menos de la raiz con el primero de los signos del
término grativomagnético, pues tal como ya habiamos dicho este signo corresponde a
la incidencia del rayo con «momento angular» positivo.

La solucién de la integral es

. 1 -
go(r):isml(%)+5goro{—l+ 4 FOJ, (4.14)

I”-i-l”0

de nuevo indicar que el primer signo del primer sumando corresponde al rayo que
incide con «<momento angular» positivo. Obsérvese que g, puede ser positivo o nega-
tivo, segun la rotacién del astro central sea hacia la parte positiva o negativa del eje z.

El primer sumando de (4.14) corresponde al trayecto del rayo en ausencia de gravi-
tacion, es decir, el que corresponde a una trayectoria rectilinea; mientras que el segun-
do nos da el giro que experimenta a consecuencia de la rotacién del astro.

Como la trayectoria es simétrica respecto al punto de mayor acercamiento, el angulo
de deflexion es

Ap=2¢(r,)Fr
donde eliminamos (o ahadimos, segtn sea el sentido del rayo) los 180° asociados a la
trayectoria rectilinea, por tanto el angulo de deflexién es

Ag= _goroA¢ = _%
ryc
el mismo signo se da ya sea el rayo incidiendo por uno o por otro lado del astro. La
anterior férmula viene a indicar que siempre la deflexién del rayo tiene sentido contra-
rio a la rotacién del astro, en lo que podriamos denominar un efecto antimachiano,
indicando con ello que la rotacién del astro no arrastra al rayo en su mismo sentido de
giro, sino en el sentido contrario.
Combinando las dos expresiones que aparecen en (1.14) se encuentra

(”zﬂj :ich
dr ), E

pero clasicamente

rzﬂzlr/\vlzbc
dt

donde b es el parametro de impacto. Por tanto

p=te
E

con lo que podemos establecer la relaciéon entre el pardmetro de impacto y la minima
distancia del rayo al astro por la relacion (3.14)

L_L(l—ﬁj
rg b’ "

es decir by r, se diferencian en términos de tercer orden, por lo que se puede poner sin
error apreciable

Ag=-29 ym (5.14)
bc

donde m es el vector unitario en la direccién y sentido del <momento angular» dela luz.
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La férmula (5.14) también se puede poner como

4G 1
An = i F[b-(n/\J)]b.
donde An es la diferencia entre el vector unitario en la direccién del rayo deflectado y
el vector unitario en la direccién en la que incide.

3.14 Rayo incidente paralelo al eje de rotacion
Estudiemos el segundo caso, en el cual el rayo luminoso incide con direccién para-
lela al momento angular del astro. Supongamos que J esta dirigido hacia la parte
positiva del eje x y que el rayo de luz incide por el plano x-y, siendo paralelo al ejex y
llevando el sentido de las x decrecientes.
El elemento de linea en esta situacion es

4
ds® =c*di’ - E;J;‘ (zdy—ydz)cdt— d’ —dy’ —dz*
cr

siendo las componentes significativas del tensor métrico

4GJ, 4GJ,
n =""33 % 83 =733 V-
c’r cr
Los simbolos de Christoffel de interés son

2 2 2 2
r2 86 o 26Y, (1—31} r, =89 o 229 (1—2].

3.5 30 3.3 2 3.5 2 20 3.3
cr cr r cr c

Con estos datos se obtiene que la ecuacién de la geodésica del rayo luminoso para la
coordenada y es

0 0
d); 2r120dfxdx 21ﬁza’zalx 0,
dp dp dp “dp dp
dz/dp representa la deflexion por efecto gravitomagnético que experimenta la coorde-
nada z, que es de tercer orden, como I', es también de tercer orden, el ultimo término

es de orden seis y por tanto despreciable, quedando la ecuacién de la geodésica
d’y 12GJ, _&°
+——Exz—
dp>  ¢'r dp
en las proximidades del cuerpo en rotacion, cuando r es pequeno, z es la medida de la
deflexién, que es de tercer orden, por tanto de nuevo el segundo sumando de la anterior
ecuacion es superior al tercer orden y por tanto despreciable. Como d’y/dp* =0 e
inicialmente habiamos supuesto que el rayo es perpendicular al eje y, entonces y per-
manece constante y la podemos tomar con buena aproximacién como el parametro de
impacto b.
Lo anterior nos dice que la deflexiéon del rayo por causa gravitomagnética debe ser
exclusivamente para la componente z. La ecuacion de la geodésica para esta compo-
nente es

:0,

d’z dx dx° dy dx’
2 2r130 + 130 R
dp dp dp dp dp

el altimo sumando es nulo en nuestra aproximacion por serlo dy/dp . Tomando como

:0,
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pardmetro afin el tiempo coordenado, la anterior ecuacién queda
d’z  12GJ, dx

o
notese que en este caso el segundo miembro no se puede despreciar, ya que es del
mismo que se espera para la deflexion de la luz.

Tras una primera integracion

& _46J, 1
dt b (1+x2/b2)
en la que se ha supueto que a distancia infinita del astro dz/d¢ es nula. Lo que nos

interesa es la trayectoria del rayo luminoso, es decir z = z(x) para lo que tenemos en
cuenta

>

& _dide

dt  dx dt dx
entonces

dz 4GJ, 1

& B (1+xz/bz)3/2 '
La pendiente de la trayectoria descrita por la anterior expresion a gran distancia (x >> b )
del astro rotante es nula, lo que indica que la trayectoria seguida por el rayo cuando ya

se encuentra a distancia del astro es una recta paralela al eje x. La representacién
gréfica de la trayectoria es la siguiente

AY
U

i
\\L
¥ . rayo

Figura 2.14

entonces el astro rotante lo tinico que hace es trasladar paralelamente al rayo que pasa
por sus cercanias, no produciendo deflexion. En el dibujo anterior, el rayo se mueve
(despreciendo el efecto gravitoeléctrico) en un plano paralelo al x-z y a una distancia &
del astro. La separacion que alcanza el rayo respecto al plano x-y es dada por

4GJ, % dx 8G.J,
== ]

= e 7x(l+x2/b2)3/2 - T

4.14 Rayo incidiendo por uno de los polos de astro
1.4.14 La trayectoria del rayo
Vamos a considerar el tltimo caso posible, en cuanto a la relacion entre el rayo
incidente y el momento angular del astro. Ahora el rayo incide por uno de los polos del
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astro y su direccién es perpendicular al eje de rotaciéon. Podemos suponer un sistema
de coordenadas tal que el eje de rotacion se encuentre hacia la parte positiva en el eje z
y que el rayo se encuentra en el plano x-z y perpendicular al eje z.

Vamos primeramente a demostrar que el rayo permanece siempre en el mismo pla-
no horizontal. Utilizando coordenadas rectangulares se encuentra que el elemento de
linea es

ds?=c*dt® + 4GJ;

(xdy — ydx)cdt —dx* —dy® —dz* .

3
e
Las tnicas componentes de los simbolos de Christoffel que interesan son
6GJ 6GJ
r;, =——)z, r;,=- =Xz
cr r
con lo que la ecuacién geodésica toma la forma
d’z 6GJ zdx'( dx _d
4’z 66z dx (y__x_yjzo

dp c’r’ d_p dp dp

y poniendo la expresion entre paréntesis en coordenadas esféricas
d—zz+—6GJZZ dx—or2 sin 0@ =0
dp® ¢’ dp dp
La variacién del angulo ¢ es de segundo orden para el efecto gravitoeléctrico y de
tercer orden para el gravitomagnético. Por tanto, el segundo sumando es de orden 5
respecto a la inversa de cy por tanto despreciable, quedando la ecuaciéon de la geodésica
d’z
dp® -
Como al principio dz/dp =0, seguira con ese valor, es decir z mantendra siempre su
valor que es igual al pardmetro de impacto b.

0.

2.4.14 Célculo de la deflexion polar
El elemento de linea es

ds? = cdr? + 25 2 g2 Odocdt —dr* —r*sin® 0de® —rdo* .

F3C3
Pero como z =rcos & = cte , entonces
b 2

r2_b2

cosOdr—rsinfdf=0 = r’do*= dr?,

ademas
2 2 2 2 2 2 2
resin“@=r-—-r-cos"@=r-->

2
7

rz—bzdrz'

dr’ +r3df* =

Haciendo el cambio de coordenadas
F=Ar’-b’

el elemento de linea se transforma en
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4 N
ds* =c’dt’ +—== GJZ Prdocdt —di* =i do?

ric
La lagrangiana es formalmente la misma que la obtenida para el primer caso (epi-
grafe 2.14). Por lo que volvemos a encontrar la ecuacién

_;z(/,v% A =L (6.14)

donde L es una constante positiva y las primas representan derivaciéon respecto al
parametro p. Né6tese que fes definida ahora como

De (6.14) se observa que a gran distancia, antes de acercarse el rayo al astro, tanto f
como ¢’ sonnulas por loque L =0, entonces
d '
do_ S
dp 2r
La coordenada x° también es ignorada y por tanto

ro 1 E
x" = fo' =—
2 c

pero como ¢’ es de tercer orden podemos despreciar el segundo sumando del primer
miembro de la ecuacién anterior y poner simplemente x°" = E/c , por tanto

do_ fE
dp 2F°c

De la ecuacion primera de movimiento p*p, = 0y teniendo en cuenta que L es nulo

se encuentra

dr\* E’ a_E

—| == = =+

dp c dp ¢’
A medida que se acerca el rayo al astro, la distancia va disminuyendo hasta llegar a la
minimo distancia. Como vamos a hacer la integracién para la primera mitad de la
trayectoria del rayo, tendremos que tomar el signo negativo en la anterior expresion.

Ya estamos en condiciones de relacionar ry ¢

2GJ, . 2GJ. &

d = cﬁ”: 5
4 1”36'3 C3 (f2+b2)3/2

quenos viene a decir que si J _ es positivo, o sea la rotacién del astro se dirige hacia la
parte positiva del eje z, entonces el 4ngulog va disminuyendo, o sea, la deflexion del
rayo luminoso es de mismo sentido que la rotacién del astro.

La distancia de menor acercamiento del rayo al eje z es 7,. Ahora bien, como el
angulo de deflexiéon producido por la rotacién A¢ es de tercer orden, no se comete error
apreciable si en los limites de la integracion ponemos 0 en vez de 7,

) .
J. do GJ, ¢ J dr -
?0 0 ("; : +b : )

donde ¢, es la correspondiente coordenada angular del rayo en el punto de menor
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acercamiento. Nétese que la trayectoria de la luz es simétrica con respecto al punto de
menor acercamiento, entonces

A¢ = _2(¢w _¢70)

donde A¢ es unvalor correspondiente a la desviacion del rayo, definido de tal forma
que es positivo cuando la deflexién del rayo tiene el mismo sentido que la rotacién del
astro, entonces
4GJ

Ad = ¢’h?
donde hemos tenido en cuenta el cambio considerado de 180° que aparece en la f6rmu-
la, puesto que solo representa el cambio brusco que experimenta el rayo al pasar del
lado positivo al negativo del eje x.

En notacién vectorial el angulo de deflexién queda

An:—ﬁn/\J.

372
c’b
Reagrupando todos los resultados se llega a la siguiente férmula que nos da la
deflexién que sufre un rayo que pasa con un pardmetro de impacto b por la cercania de

un astro que se encuentra en rotacion

AGM 4G [ 2
An:—ﬁb+ﬁ{p[b-(n/\J)]b—(n/\J)}. (7.14)
6.14 Deflexion de rayos que pasan por el interior
de una esfera hueca

Consideremos una esfera hueca de radio R, masa My que gira con una velocidad
angular o dirigida hacia la parte positiva del eje z. Analicemos el caso en que un rayo
de luz incide por el plano ecuatorial de la esfera, paralelo al eje x y hacia las x decrecien-
tes; vamos a determinar la deflexién que sufre este rayo por su paso por el interior de la
concha esférica; sin tener en cuenta la deflexion durante su movimiento en el exterior.

En el interior de la esfera hueca, el potencial gravitomagnético es (4.5), de donde se
deriva que

M
A-dr=- g >
3¢°R
haciendo uso de coordenadas esféricas. Entonces el elemento de linea es

r’wsin’ 8dg

ds*=c*dt’ + 8G3M
3¢c’R
aligual que en 2.4 solo tenemos en cuenta el efecto gravitomagnético.

Al utilizar el mismo razonamiento que en el epigrafe 2.14 se encuentra que el rayo
luminoso permanece en el plano ecuatorial cuando viaja a través del interior de la
esfera, es decir que 6 =90°. Entonces sélo tenemos que considerar la geometria del
plano x-y que viene dada por el elemento de linea

ds’> =c’dt’ + fdocdt—dr* —r’de’
donde hacemos la definiciéon

rlosin® @dpcdt —dr® —r’sin® Ode* —r’d6*,

8GMw
3¢°R

f= . (8.14)
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Al seguir el mismo razonamiento que en 2.14 se llega a las mismas ecuaciones para
la trayectoria del rayo, con excepcion del nuevo valor de f'dado por (8.14) . Ahora
definimos
_8GMow 1
~ 3¢’R E’
al igual que antes, r, es la minima distancia del rayo al centro de la esfera. Con esta
definicién de g, la ecuacion de la trayectoria del rayo queda

2

1(dr) 1 1

r_4(d_(pJ e T
0

Manipulando la anterior expresién y limitindonos hasta términos de tercer orden,
se encuentra

8o

d(o:#{ligor@“(%j ], (9.14)
r (FJ -1 '

o

el primero de los sumandos anteriores corresponde al movimiento rectilineo del rayo,
mientras que el segundo nos da la deflexién que sufre el rayo a su paso por el interior
de la esfera y por causa del gravitomagnetismo.

Al hacer la integracién hay que tener presente que el término gravitomagnético solo
existe dentro de la esfera; fuera de ella s6lo existe el primero de los sumandos de (9.14),
que describe el movimiento rectilineo. Por esta razén la integral la vamos a descompo-
ner en dos partes

R d r d 2
e e [ £
© R 0

donde hemos puesto el doble signo delante de las integrales para representar asi el
movimiento del rayo que se dirige hacia la parte negativa del eje x y hemos puesto
@, =0 deacuerdo con la eleccién de las coordenadas. Al hacer la integracién se obtie-

ne
1 ’ 1 R ’
r r
Fl=xsin |2 |——g rt || —| =1+=g.rt | =] -1.
@() (l’j 2goo [”oj 2goo "y

Aligual que hicimos en 2.14, utilizamos la propiedad de la simetria de la trayecto-
ria respecto al punto de menor acercamiento, por tanto la deflexién viene dada por

Ap=20p(r,)Fx

2 2
R M R
Aj=gor, /[_J Mo, f(_J -1, (10.14)
T, 3¢c’R r,

comprobamos que la deflexién que sufre el rayo es del mismo sentido que la rotacion de
la esfera, lo que entendemos como un efecto machiano. Nétese que o puede ser positivo

o bien
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o negativo, pero en cualquiera de estos dos casos el sentido de la deflexién sera coinci-
dente con el de rotacién de la esfera. Démonos cuenta que, como ocurre con otros
fenémenos ya estudiados, los efectos inductivos dentro y fuera de la esfera rotante son
de sentidos contrarios.

Por un procedimiento similar al realizado en 2.14 encontramos que, al orden de
aproximacién considerado, podemos identificar la minima distancia con el parametro
de impacto. Entonces la ecuacion (10.14) se expresa vectorialmente por

8GM |(RY’
An:—m (zj —ll:b(ll/\(ﬂ):lb
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Velocidad de la luz y el
gravitomagnetismo

1.15 Velocidad de la luz

El principio basico sobre el que se asienta la relatividad especial es el de la constan-
cia dela velocidad de laluz en el vacio, que afirma que la luz viaja a través del vacio con
una velocidad c independiente de los movimientos de la fuente emisora y del receptor.

El principio de la constancia de la velocidad de la luz es valido para sistemas de
referencia inerciales y en ausencia de gravedad. A continuacién vamos a investigar el
valor de la velocidad de la luz cuando la observacién es hecha desde un sistema no
inercial o en presencia de campo gravitatorio.

Tanto para el caso de un sistema no inercial como cuando existe campo gravitatorio
el elemento de linea espacio-temporal * es dado por

ds® =g, dx'dx"
por el desarrollo del epigrafe 7.1 se tiene
2
ds* =-do’ +( g g dx’ —)/adx") ,

donde do es la distancia propia infinitesimal. Dividiendo la expresion anterior entre
dt y limitandonos al caso de sefiales luminosas donde ds = 0, encontramos

_daﬂ[ .- dxajz-o
dt 2 gOO 7:1 dt
Si hacemos las definiciones
w"‘—dxa' w—d—o-— wow?
dr’ ar NV
podemos poner
w* =we”

representando e“ las tres componentes de un vector unitario (cosenos directores) que
definen la direccién de propagacién de la sefial luminosa. Sustituyendo se encuentra

* La tnica diferencia se encuentra en que el espacio-tiempo es euclideo cuando se trata de un
sistema acelerado y riemaniano cuando existe campo gravitatorio.

173
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T4y e”

expresién que nos da el valor de la velocidad de transmisién de la luz. Démonos cuenta
que esta velocidad depende de la direccién de propagacion, asi como del lugar de
propagaciény en general no es igual a c.

2.15 Velocidad de la luz medida en un experimento tipo Fizeau

En este tipo de experimentos se envia un rayo luminoso que realiza una trayectoria
de ida y vuelta. Conocida la distancia y el tiempo transcurrido se puede determinar la
velocidad de la luz. Consideremos un rayo de luz que es enviado desde un punto
P(x “ ) a un punto proximo P '(x “+dx” ) , puntos tan cercanos entre si que podemos
considerar que las componentes 0,0 y 0, del tensor métrico toman el mismo valor en
todos los puntos del recorrido.

El tiempo tardado en el recorrido de ida es

(1+7/aea)
VEwe

donde do es la distancia propia entre los dos puntos. El tiempo tardado en el trayecto
de vuelta es

d, = do

(1-7.e)

Vwe

por lo tanto el tiempo total transcurrido desde la salida a la llegada de la luz es
2do

VEwe

Es decit, si el iempo es medido en tiempo coordenado, /g, ¢ esla velocidad media de
la luz en un experimento tipo Fizeau. *

Si el tiempo de ida y vuelta es medido por un reloj fisico situado en el punto P,
entonces el tiempo propio medido sera

dt, = do,

di=dt +dt, =

dr =.\/g,dt = 2do
c
o sea, la velocidad de la luz que es medida en este experimento tipo Fizeau es c.
Hay que tener presente que cuando las componentes del tensor métrico varian de
un punto a otro, la velocidad promedio de la luz ya no sera ¢

3.15 Efecto Shapiro estatico
Hemos visto que la velocidad de propagacion de la luz depende de la existencia de
campo gravitatorio, de tal forma que se frena cuando pasa por la cercania de un cuerpo.
Por esta razén la luz que va de un planeta a otro debe tardar méas que lo previsto en el

* Notese que el camino recorrido por la luz no tiene por que ser infinitesimal. Lo que se exige
en el razonamiento es que las componentes 0,0 y 0, & del tensor métrico tomen el mismo valor
en todos los puntos por donde pasa el rayo luminoso.
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caso de ausencia de gravedad a consecuencia de la gravitacién solar. Se trata del efecto
Shapiro estatico.

Consideremos un rayo luminoso que incide paralelo al eje z sobre el borde de un
astro con un parametro de impacto b. Despreciando la deflexién que produce el astro
tendremos que la distancia del astro al rayo luminoso es dada por

r=~z>+b*.
Del elemento de linea bajo la condicién de geodésica nula seguida por el rayo, tenemos
para el campo gravitatorio estatico considerado

(1+2—Z’jc2dz2 —(1—%}&2 =0.
C c

Elrayo va del punto (z,,b,0)al (z,,5,0) y suponemos z, > z, , es decir el rayo va hacia
la parte positiva del eje z. Entonces el tiempo coordenado tardado en hacer ese recorri-

does
J- 3 2_21)+2GM11122+*’Z§+172
\/z +b2 ¢ ¢’ zl+\/z]2+b2 ,
donde el primer término es el tiempo tardado en el movimiento rectilineo, siendo el

segundo sumando el retraso experimentado por el rayo por el efecto Shapiro. Por tanto
el efecto Shapiro o retraso de la luz al pasar por el borde de un astro es

+Alz2+b?
51y =291 1y 22 TN (1.15)

3 .
¢ zl+\/z]2+b2

(z2 -z,) 2GM

=

4.15 Modificacion del efecto Shapiro por el gravitomagnetismo

Consideremos un rayo luminoso que incide por el borde de un astro que tiene un
momento angular de rotacién J. Supongamos que el rayo sigue una direccién paralela
al gje z, dirigido hacia su parte positiva y que el astro se encuentra en el origen. Si b
representa el parametro de impacto, las coordenadas x, y del rayo son

x=bcosa; y=bsina

donde el 4ngulo o da la orientacién del rayo incidente y es medido respecto al eje x.

Considerando una orientacién cualquiera del momento angular de rotacién del
astro tenemos

J =Jsin @ cos pi+ Jsindsin @j+ J cos Ok

que lo hemos expresado en coordenadas esféricas. Entonces el elemento de linea sera

(ycos@—zsinGsing)dx -
—(xcos@—zsinfcosp)dy+ |cdt—dx* —dy® —dz’
+(xsin@sinp—ysincos ) dz

4GJ

3.3
r

ds* =c’dt® -

donde solo hemos considerado el efecto producido por la rotacién del astro y no el

efecto producido por la gravedad estatica que es el conocido efecto Shapiro, ambos

efectos se suman como consecuencia del caracter lineal de la teoria. Notese que esta-

mos considerando un astro con simetria esférica, en cuyo caso es de aplicacién (2.5).
Para el caso de un rayo de luz incidente tenemos
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ds*>=0; dx=0; dy=0
entonces del elemento de linea se obtiene

crdtt -

: Jf’ sin(@—a)sin Odzcdt —dz* = 0.
Resolviendo la anterior ecuacion de segundo grado queda

cdt = dz SEREY 2GJb sin (¢ —a)sin Odz

el primer sumando corresponde a la propagac1on rectilinea de la luz y el segundo
sumando es el efecto Shapiro producido por la rotacién del astro central. Integrando
este sumando para posiciones de partida y llegada del rayo infinitamente lejos

Sty . = 2G;]b sin(go—a)sinﬁj. d—f
c S

Desarrollando la integral

tdz % d ° K 2
Lr_f:[c(x2+yzz+zz)3/2 ::[0(22 )/2 J 2))/2 b

por tanto el exceso de tiempo registrado por el rayo a consecuencia de la rotacién del
astro es

4GJ . .
St :Tbsm(go—a)smé’. (215)
c
Si el rayo fuera de z, a z, con el parametro de impacto b y con la orientacion ¢, el
retraso de tiempo sera

Sty :%sin(go—a)sinﬂ( SR j (3.15)
c

\/z§ +b* \/z]2 +b*

El sin (¢ -« ) puede ser positivo o negativo. Si es positivo entonces

0<p-a<180 = a<p<l80+«,

esta situacion significa que el rayo avanza en sentido contrario que el cuerpo rotando,
siempre y cuando el &ngulo & esté comprendido entre 0 y 180°. Entonces si la marcha
del rayo es de sentido contrario que la rotacién se registrara un retraso en la marcha del
rayo, lo que significa que la velocidad de la luz disminuye en este caso. Si el sentido del
rayo es el mismo que el de rotacion del cuerpo tendremos un adelanto del tiempo, o sea,
que aumenta la velocidad de la luz.

El experimento para medir este efecto consiste en enviar dos rayos, uno a cada lado
del astro y luego medir la diferencia entre sus tiempos de llegada. Los dos rayos ten-
drén los mismos pardmetros excepto que el angulo de orientacién es en un caso o yen
elotro 7 + o . Entonces la diferencia entre los tiempos de llegada de ambos rayos es

8GJ . .
At .. =Tbsm(¢)—a)sm9 (4.15)
c
suponiendo que la distancia del punto de emisién y del punto de recepcién al astro es
suficientemente grande en comparacion con el pardmetro de impacto.
Si elegimos unas coordenadas tal que el rayo vaya por el plano x-z y sea paralelo al
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eje z, el angulo aserda nuloy el retardo del efecto Shapiro gravitomagnético quedara

Aty ;= %sin @sinf.

5.15 Retraso por efecto geométrico

La deflexién que sufre el rayo cuando pasa por el borde del astro aumenta el recorri-
do que tiene que hacer hasta llegar al lugar de observacién. Hagamos referencia a la
figura 1.15, que representa el rayo deflectado AB y unrayo que sigue enlinea recta AC.
El astro que produce la deflexién esta en el centro y el circulo exterior representa la
orbita de la Tierra, donde se encuentra el observador.

Debemos advertir que el rayo AC no se encuentra en el mismo plano que el AB, a
consecuencia de que la deflexién del rayo tiene una componente horizontal Ag, (o sea,
en el plano de la érbita) y una deflexion vertical Ag, . El angulo de deflexion total es

Ap =/(Ap, )2 +(Ap, ).

Ahora bien, el retraso ocasionado por el desplazamiento vertical del rayo es desprecia-
ble frente al correspondiente retraso del desplazamiento horizontal. Ambos desplaza-
mientos son del mismo orden, pero como la observacion es hecha en la 6rbita terrestre,
es mucho mas acusado el efecto horizontal que el vertical.

El angulo que interesa es el formado por las lineas OA y AB, que al despreciar el
desplazamiento verticales 90 -Ag,, .

La distancia d que recorreria la luz si no sufriera ninguna deflexién seria

d=+R*-b’
donde R es el radio de la 6rbita terrestre ya que estamos considerando el caso de que el
rayo es defelctado por el Sol, no obstante este razonamiento es extensible a otra situa-
cion diferente como veremos mas adelante. Haciendo uso del teorema del coseno se
calcula d' (distancia AB) que recorre la luz al ser curvada un angulo Ag

R?=b*+d"* —=2bd' cos(90—-Agp,, ),

B

Figura 1.15
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resolviendo esta ecuacion de segundo grado

d =bAp, +d,
donde hemos tenido en cuenta que el angulo de deflexién es muy pequeno; por tanto en
el caso de deflexién, el rayo tarda un exceso de tiempo dado por

bAgp,
.

Cuando se trata de la deflexién de Einstein, el anterior incremento de tiempo es el
mismo para los dos rayos que bordean el astro por cada uno de sus lados, * pero para
la deflexién producida por la rotacion del astro ya no ocurre lo mismo, puesto que en
un caso incrementa a la deflexién estética y en el otro la disminuye.

Como el angulo de deflexién Ag producida por la rotacién es de tercer orden, la
diferencia de tiempo entre los dos rayos a consecuencia de esta deflexion es de cuarto
orden, es decir del mismo orden que el efecto Shapiro gravitomagnético, por lo tanto
debe ser tenido en cuenta.

La deflexion del rayo por efecto gravitomagnético es dado por (7.14)

29 {[b-n AD)]b-(n A D))
C

An =
b
donde n es el vector unitario del rayo incidente, An la variacién que experimenta el
vector unitario del rayo al deflexionar y b es el vector parametro de impacto.
Vamos a elegir un sistema de coordenadas tal que el rayo incida por el plano x-z,
paralelo al eje z y que se acerca por la parte negativa de este eje, es decir estamos
tomando o =0, entonces

J =Jsin @ cos pi+ Jsindsin @j+ J cos Ok
b = bi
n=Kk
por tanto

4G . .
An = —ﬁ(.}yl +Jx«l)
y el angulo deflectado horizontalmente es
Ag,

4G
H——Wsm(psm

lo que significa que el tiempo transcurrido en exceso por la curva descrita por el rayo a
consecuencia de la rotacién del astro, o sea el efecto geométrico, es

ot :—‘Li;]sin @sind (5.15)
c

y el mismo valor y signo seria encontrado para el rayo que bordea el astro por el otro

* El tiempo de retraso a consecuencia de la geometria ocasionada por la deflexion del rayo por
efecto estatico es

5 Ao _ 2G3

c c

es decir, independiente del parametro de impacto.
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lado, es decir cuando « =180°. Ahora estamos en condiciones para calcular el tiempo
total de retraso, para lo que es necesario sumar el efecto Shapiro gravitomagnético
(2.15) y el efecto geométrico (5.15). Ambas cantidades son numéricamente iguales; pero
mientras el efecto geométrico tiene siempre el mismo signo, el gravitomagnético cambia
designo segtin el rayo incida por unlado u otro del astro. El resultado es que en un caso
se restan los dos efectos yen el otro se suman, no existiendo retraso de tiempo enun
rayo y duplicaindose en el otro. Pero la diferencia entre los tiempos de llegada de ambos
rayos, que es lo que interesa en vista de una comprobacién experimental, seguira sien-
do el mismo que el encontrado anteriormente (4.15).

También hay que tener en cuenta que al curvarse el rayo se acerca mas al cuerpo
central lo que ocasiona que aumente el efecto Shapiro estatico. Pero este efecto ya es de
tercer orden y dependeria de la deflexién que es de segundo orden la estatica y de tercer
orden la gravitomagnética, por tanto también despreciable.

En (5.15) comprobamos que el resultado es independiente de R, lo que significa que
es extrapolable para el caso de la deflexién producida por un astro distinto del Sol.

7.15 Tiempo de retraso de rayos que viajan por el interior
de una esfera hueca
Consideremos una esfera hueca de espesor despreciable, masa M, radio R’ y que
gira con una velocidad angular @. Se trata de determinar el retraso que experimenta un
rayo cuando pasa por el interior de esta concha esférica.
Vamos a suponer que el rayo incidente es paralelo al eje z y se dirige hacia la parte
positiva. El potencial gravitomagnético en el interior de la esfera hueca es (4.5)

GM
=T rn®.
3¢c°R
Siguiendo un célculo similar al caso exterior se encuentra para el elemento de linea
ds*=c*dt* - 38G,M3 wbsinGsin(p—a)dzcdt - dz*
c
para el caso delaluz ds® =0 y resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante
VR 5
Sty ;= ﬂmbsin@sin((p—a) I dz :ﬂa)b R'?-b*sinfsin(p-a). (6.15)
3R'c Nrarss 3R'c
—NR'“-b

Notese que al igual que para el caso exterior, el efecto Shapiro gravitomagnético
puede ser un atraso o un adelanto, segtin el lado por donde viaje el rayo luminoso. Si
el rayo incide con un sentido igual que el de rotacién se tiene un retraso de tiempo
(velocidad de laluz es mayor que en ausencia de gravitomagnetismo) y lo contrario si
la incidencia de la luz es de sentido contraria al de rotacién del astro.

8.15 Tiempo de retraso de rayos que viajan
por el interior de una esfera maciza
Ahora consideremos el caso en que la esfera sea maciza, tenga una densidad p, que
por simplicidad vamos a considerar constante y un radio R. Se trata de determinar el
efecto Shapiro gravitomagnético correspondiente.
Para una delgada concha de esta esfera el retraso correspondiente es dado por
(6.15), si dm es su masa tendremos un retraso
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_ 8Gdm
O3R!
y al integrar el efecto producido por todas las conchas esféricas que van de b a R se
obtiene

dt

wbJR'? —b* sin@sin(p-«a),

R
ot =3§—ﬂ4Gpwbsianin(¢—a)jR’\/R'2 -b*dR' =
¢ b

M . .
= iG—A‘a)bsmHsm(go—a)(l—bz/Rz)3/2 ,
¢

pero a este retraso habria que anadirle el efecto producido por la parte interna de la
esfera que viene dado por (2.15).

Sisuponemos que el astro es una esfera homogénea, su momento angular de rota-
cién es

J= 2 Mob?*,
5

entonces el retraso producido por el efecto Shapiro gravitomagnético para la esfera

interna es
SGM

4
C

5t nt —

-G

wbsin@sin(p—a)
con lo que retraso total es

St = SGSM—:UbsinHsin(go—a)[l+§(1—b2/R2)3/2},
nétese que los efectos de la }iarte exterior e interior de la esfera se suman.

9.15 Variacion de la frecuencia a consecuencia del efecto Shapiro

Los movimientos relativos del astro que curva la luz, del emisor y del receptor
originan una variacion de la frecuencia a consecuencia del efecto Shapiro gravi-
tomagnético.

Vamos a suponer que el emisor esta suficientemente lejos, entonces los rayos que
llegan al observador lo hacen paralelamente, es decir, solo nos tenemos que preocupar
por el efecto Shapiro gravitomagnético y no por la modificacién geométrica de la tra-
yectoria de los rayos.

Solo tenemos que considerar el movimiento relativo del receptor respecto al astro
que curva la luz. En el instante 0 el emisor envia una sefial que llega al observador. El
tiempo de retraso (o adelanto) de esta sefial por efecto Shapiroes ¢ (0).

En el instante posterior 7 se envia otra sefial, el tiempo de retardo (o adelanto) es
t,(T), diferente del anterior porque ahora el rayo pasa a diferente distancia relativa
del astro y se vera afectado de forma diferente por el efecto Shapiro gravitomagnético. Si
Trepresenta el periodo de la sefial enviada por el emisor, el periodo tal como es obser-
vado después de pasar por la cercania del astro es

T'=T+[t,(T)-1,(0)].

Hay que indicar que no estamos considerando el efecto Doppler que surge en este
problema, ya sea por el movimiento del emisor o del receptor. Solo estamos consideran-
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do la variacién de frecuencia ocasionada por el movimiento transversal del emisor
respecto al astro, que es un fenémeno relacionado con el gravitomagnetismo. Entonces
la variacién del periodo de la senal es

ST =t,(T)—1,(0),
utilizando el teorema de los valores medios

dip_digdb, v T _diy b

ST =t,(T)-t,(0)=

dt db dt v T db dt’

10.15 Calculo de la variacién de frecuencia

Podemos considerar para un periodo corto de tiempo que la velocidad transversal
relativa del observador v, es constante, aunque paralargos periodos de tiempo esto no
sea asiya que el observador llevara en general un movimiento oblicuo respecto al rayo.
Con nuestra suposicion tenemos

b=b,-vt

donde el signo menos significa que el cuerpo receptor esta acercandose al astro que
deflexiona el rayo y b, es el parametro de impacto en el instante 0. El signo + en la
férmula anterior habria que ponerlo en el caso en que el receptor se alejara del astro.
Démonos cuenta que ademas de una velocidad transversal al rayo, el observador pue-
de tener también una velocidad longitudinal que produciria un efecto Doppler, que
nada tiene que ver con el gravitomagnetismo.

Si z, y z, representan las distancias del emisor y observador al astro central respec-
tivamente, el efecto Shapiro estatico viene dado por un retraso del tiempo dado por
(1.15) y el gravitomagnético por (3.15). Derivando (1.15) queda

dig digdb  2GMv,

b b
=8 _ — = - - .
de db dt ¢ L/z.f-i—bz(zz+\/zzz+b2) \/Z]2+b2(z]+1/z,2+b2)1
Suponemos que el origen de nuestro sistema pseudocartesiano se encuentra en el astro

y que elegimos la parte negativa del eje z hacia donde esta el emisor, que consideramos
esta a distancia infinita, por tanto habra que hacer el limite

b b
lim = lim =
SRR R ERV FE e B AN EY R PR N MEA N T PR
. b 2
= 1 b 16°) b
1 2
|Zl| (]4‘2212}(—]4']4‘2212}
entonces
ﬂ:_2GMv, b _z _
dt ¢’ \/z§+b2(zz+\/z§+b2) b

(7.15)

2GMv, b*+2z,\z5+b* +2z; _2GMy, Z, 44z +b7
¢’ b\/z§+b2(zz+\/z§+b2) N FENEE

En cuanto al efecto Shapiro gravitomagnético (3.15) obtenemos al derivar
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diy,  2G, z,/b z,/b J_

= Lsin(¢p—or)sin— -
dt ¢ db[\/z 2+b? \/z +b*
z)+2z,b° z)+2z,b°
3/2+ 32 |°
b2 (z2+b%)"  b*(z}+b?)

_ 26, Lsin(p— a)sm@[

c!

ahora tomamos el limite

| z)+2z,b _ 5 —|21|3(1+2b/212) :_L
e )T PR ) | B
de donde obtenemos
/
iy 2600, G0 g 2i+2z,b7 +(22467)"
¢t b (z2+5?)"

Ahora vamos a suponer que b < z, ~ R donde R es la distancia desde el centro del
astro hasta la posicién del observador. De (7.15) se obtiene

dty 2GMv, z,++z; +b>  2GMp, a2 )
dt c’b Jzi+b? c’b Jzi+b?
2GMy, 1b*) 4GMv, GMvnb
T L Sl e e et
2z c’h ¢’ R

2

sillamamos ux = GM/c? entonces queda

dty  A4pv, uv,b

- =-0,.
dt cb  cR
En cuanto al término gravitomagnético (7.15) nos queda cuando b <« z, ~ R

2
s _ 2(§J‘;’ sin(¢p—a)sin@ ! 7t 2b g+l |=
de b (1+6%/23) " 22 (146%/23)
:%siﬂ(go—a)sinﬁ,
c

sise define a = J/Mc entonces

dty g _ Apav, sin(p—a)sind =—-a, sin(p—a)sind.
dt ch
Conlo queel efecto total sera
6T _4uv, wpbv, 4uav,
oo E s AR PR Y gin a)siné.
T b ¢ R*c b ¢ ((0 )

El cambio de frecuencia experimentado por el rayo se obtendra de

v__ 5TT—a +a,sin(p-a)sind = v=v [l+a, +a,sin(p-a)sind]. (8.15)
v

11.15 Propuesta de experimento
El experimento para observar la variacién de la frecuencia hay que hacerlo con la
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radiacién proveniente de un astro que es ocultado por el Sol a través de su ecuador.
Vamos a suponer que el momento angular del astro se dirige hacia la parte positiva del
ejey, entonces ¢ =90°, 6 =90°.Supongamos también que la estrella emisora se oculta
por la derecha del astro (visto desde el receptor), es decir o =0 . Cuando la estrella
emerge sera @ =180°; en el primer caso sin (¢ -« )sin@ > 0 y negativo en el segundo.
Por tanto la frecuencia de la estrella que se oculta viene dada por
v=v,(l+a ta,)

donde el signo més se usa cuando la estrella se oculta y el menos cuando reaparece.

Sisuponemos que la sefial enviada por la estrella es armonica, la funcién de la onda
recibida cuando se oculta es

& =&y sin[2zv, (1+a,)i+27v,a,t ],
luego se registra la senal cuando la estrella reaparece (entonces el pardmetro de impac-
to va en aumento), entonces al invertirla temporalmente queda

&, =& sin[27v, (1+a,)t-27v,a,t].
En un proceso off-line hacemos interferir ambas senales resultando

E=& +&, =& sin2av (1+a,)t
donde obtenemos una amplitud modulada por la funcién
&y =2&,cos2v ot
que posee una frecuencia
4uav,
cb

mientras que la sefial procedente de la interferencia tiene una frecuencia

4uv bv
v :VO( __ﬂ_t+ﬂ_2_,j
b c R c
por tanto, midiendo la senal resultado de la interferencia se puede determinar el mo-
mento angular del astro.

V, =V,

>
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Efectos gravitomagnéticos sobre la
radiacion electromagnética polarizada

1.16 Arrastre de los sistemas inerciales

Unida a una particula de prueba que se encuentra sometida tinicamente a la grave-
dad de un cuerpo que estd girando, existen los sistemas de referencias Ky K" (ver
epigrafe 3.10). Mientras que el sistema K" tiene unos ejes permanentemente alineados
con las «estrellas fijas», el sistema K es el sistema libremente cayendo (o localmente
inercial) y sus ejes son definidos por las tres lineas ortogonales que seguirian cuerpos
libres (o bien los ejes serian definidos a partir de los ejes de rotacién de gir6scopos
libremente girando). Por el principio de equivalencia, K es un sistema inercial, al me-
nos en un entorno de su origen.

Como ya hemos visto, el sistema K rota respecto a K" ; es decir, esta girando respecto
a las «estrellas fijas», fenémeno que es denominado arrastre de los sistemas inerciales.

Consideremos un giréscopo aislado que cae libremente en el campo gravitatorio. El
eje de este gir6scopo mantiene una direccién inalterable respecto al sistema inercial K
(ya que sobre el giréscopo no actiia ninguna fuerza ajena a la gravedad y K es un
sistema inercial), por tanto su orientacién variard respecto a K” .

El eje de rotacion del giréscopo esta sometido a un movimiento de precesién respec-
toa K” con una velocidad angular dada por (9.10)

Q=-2VAA- 32 vAVg

c
donde A y ¢son los potenciales vector y escalar producidos por el cuerpo central en
rotacién. Q también es la velocidad angular de rotaciéon del sistema K respecto al
sistema K" .

Consideremos ahora una onda luminosa linealmente polarizada. El vector campo
eléctrico del rayo (y también el vector campo magnético) es perpendicular a la direccién
de propagacion del rayo. El plano de vibracion de la luz permanece inalterable respec-
to a un sistema de referencia inercial.

Siempre podemos considerar que el rayo de luz va pasando por la inmediata cerca-
nia de sistemas de referencias libremente cayendo. Consideremos uno de estos siste-
mas inerciales K. Durante un intervalo de tiempo df el plano de polarizacién de la luz
permanece fijo respecto a K, ya que el plano de vibracién de la luz debe permanecer
inalterable respecto a un sistema inercial. Pero durante este intervalo de tiempo el
sistema libremente cayendo esta sometido a un giro producto del arrastre de los siste-

185
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mas inerciales. Esto viene a significar que el plano de polarizacion de la luz también se
ve sometido a un giro respecto a las «estrellas fijas».

Para conocer la rotacion total que experimenta el plano de vibracién de la luz que
pasa por la cercania de un astro, tendremos que sumar todas las rotaciones experimen-
tadas por los sistemas inerciales por los que pasa la luz.

2.16 Caso de una esfera de densidad uniforme

Consideremos un sistema localmente inercial K con origen en la cercania por donde
pasa el rayo luminoso que describe una trayectoria rectilinea, es decir, la curvatura que
experimenta el rayo por causa de la gravedad la vamos a despreciar. Vamos a conside-
rar que la luz avanza a lo largo del eje x del sistema K y hacia su parte positiva. Sea
K, el sistema inercial con origen en el centro del cuerpo central. Elegimos sus ejes de tal
forma que el rayo de luz viaje por el plano x, —y, . La rotacién que experimentara el
plano de polarizacién es el mismo que el registrado por los ejes y-z del sistema K, es
decir el angulo girado en el intervalo dt es

dop=Q-idt = Q-ia’tﬂ :lﬂ-idx,
dx ¢

al orden de precision en el que operamos hemos identificado la distancia propia conla
distancia coordenada. Nétese que los calculos lo hacemos en relacién al sistema K .
Suponemos, ademads, que b es el pardmetro de impacto del rayo, es decir la minima
distancia entre el rayo y el centro del cuerpo central. Dada la orientacién de los ejes de
K, , besta dirigido a lo largo del eje y, por tanto el vector de posicién del origen de cada
uno de los sistemas localmente inerciales que consideramos es r = xi+ bj .

Si sumamos los dngulos girados por cada uno de los sistemas inerciales K, encon-
tramos

21 22
A(pzj;g-idx:—;j(vAA)-idx
1 1

donde 1y 2 son las posiciones inicial y final ocupadas por el rayo. *
Debemos advertir que la precesion geodética no interviene en este proceso. En efec-
to, de (11.10)

3 3GM
—VAVg=
2¢? / 2¢%r°
pero en el sistema considerado v = ci, entonces (rav)-i=0.
El potencial vector aplicable en este caso es (6.5) y su rotacional cumple

Q=2VAA =—§2V A(%AJ) =§2v(r'3JJ
C r C r

entonces el angulo rotado por el plano de vibracién de luz cuando va del punto 1 al 2 es

rAv,

2

Gt (r-JY, Gr-J
Ap, =—3IV( 3 jld)(:—3 — -
C 1 r

c ro|

(1.16)

* Debemos recordar que en el caso exterior, el arrastre de los sistemas inerciales es de sentido
contrario que en el caso interior, siempre que sea el mismo el sentido del campo gravitomagnético
[véase epigrafe (4.5)].
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Ahora vamos a considerar que las distancias desde la que viene y a donde va el rayo
r, r, son mucho mayores que el parametro de impacto b, de tal forma que se puedan
despreciar los términos 5*/r* , lo cual se ajusta bien a lo que podria ser un experimento
para detectar este fenémeno. Suponemos también que el rayo, procedente de la parte
negativa del eje x, es observado en un punto de la parte positiva del mismo eje y se
propaga por el plano x-y. Es decir, que el rayo atraviesa la zona donde se encuentra el
astro. Con las simplificaciones establecidas se tiene

FP=x+b' = x=tJr' b ~ztr
entonces de (1.16)

2

G B G Grd, | G,
App=——5 | * 35| "5 5t 5
c r A R A A A
y se obtiene finalmente
GJ(1 1
Ap,=— =+ 2.16
oy @16

donde J, es la componente del momento angular del astro paralela a la direccién del
propagacién del rayo luminoso, que en nuestro caso es la componente a lo largo del eje
x.Noétese que J | puede ser positivo o negativo, es decir puede tener el mismo sentido o
sentido opuesto al de la marcha del rayo, lo que hace cambiar el sentido de rotacién del
plano de polarizaciéon que coincide con el de la componente paralela al rayo del mo-
mento angular de rotacion del astro.

Si el rayo proviniese de una distancia infinita y fuese detectado a otra distancia
infinita, no habria rotacion del plano de vibracién. También hay que senalar que la
férmula (2.16) para la rotacion del plano de vibraciéon de un rayo que pasa por un astro
rotante no depende del pardmetro de impacto.

3.16 Caso de una esfera hueca
Supongamos que el rayo de luz viaja por el interior de una concha esférica de
paredes delgadas, de masa M, radio R y que gira con una velocidad angular . La
férmula general para calcular el dngulo girado por el plano de polarizacién de la luz es
la misma que la del caso anterior, aunque ahora el potencial gravitomagnético viene
dado por la férmula (4.5)

GM 2GM
A=—/—rano = VAA=——o,
3¢c°R 3¢c’R
entonces la rotacién que sufre el plano de polarizacién mientras que la luz viaja por el
interior de la concha esférica es
2 J- -2GM
"o ¢d 3¢’R
donde elegimos un sistema de referencia K, tal que el rayo luminoso se encuentre en el
plano x, -y, y vaya en una direccién paralela al eje x, y en su sentido positivo
Haciendo referencia a la figura 1.16 encontramos los limites de la anterior integral

R>—b?
Lodam T 8OM e,
3¢’R Jﬁ 3c

o-idx
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Figura 1.16

Ahora es necesario calcular la rotacién que experimenta el plano de polarizacién
del rayo mientras viaja fuera de la concha esférica; tanto antes de entrar como después
de haber salido de su interior. Para calcular la rotacion antes de entrar el rayo en la
concha esférica usamos (1.16)

G xJ, +bJ,
== 3
c r

= 3 _

c R? R

S __g( ’_]—bz/Rz p be]

haciendo el mismo célculo para determinar la rotacién del plano de vibracion tras la
salida del rayo de la concha esférica y sumando ambos efectos se encuentra

26 e 4GM T3
A(/)e.\'lz_m 1_b'/R'J”=— 30 l—b'/R'w”

donde se ha sustituido el valor del momento de inercia de la concha esférica. Finalmen-
te se encuentra que la variacién total del plano de polarizacién para un rayo que
proveniente del infinito es observado en el infinito tras pasar por una concha esférica
rotante es

Ap = 43607 1-0’/Ro .
Notese que la rotacion del plano de polarizacién tiene sentido contrario segin la luz
viaje por el interior que por exterior de la concha esférica. Mientras que en su viaje por
el interior de la esfera la luz gira su plano de polarizacion en el mismo sentido que la
rotacién de la concha, con un comportamiento que podria ser llamado machiano; en el
exterior la rotacion del plano es de sentido contrario al de rotacién de la concha, o sea,

un comportamiento antimachiano.

4.16 Caso de la luz atravesando una esfera maciza
En esta ocasion la luz atraviesa una esfera de densidad uniforme. La esfera la
dividimos en dos partes, una interna y otra externa. Si suponemos que la luz procede
del infinito y marcha al infinito la parte interna no afecta a la rotacién del plano de



Efectos gravitomagneéticos sobre la radiacion electromagnética polarizada 189

x
—_ RZ _bZ
R
b
y
4 _ RZ _bZ
o
>
g
Figura 2.16

polarizacion de la luz, sélo se veria afectado por la concha esférica de grosor R—-b, tal
como se aprecia en la figura 2.16.

Una delagada concha esférica de radio » y masa dM contribuira a la rotacién del
plano de polarizacién en la cantidad

dq)z—sg;d?/l o 1-b*[r'?,
c

introduciendo la densidad p encontramos que
do = 3;”? o pr > \1-b2 /1" dr'.
c
Ahora hay que integrar entre 5y R

3/2
2 t 2 ’
A(p:3 ”BGa)pr‘r' [ _p? r':3 ﬂ}wapRs[]_(ﬂj } ,
3c ) 9c R

siahora introducimos la masa total de la esfera nos queda

732
8rGM b
M=ol k

5.16 Efecto Zel’dovich

Existe una interaccion entre la helicidad de la luz y el campo gravitomagnético.
Como resultado, se produce una variaciéon de la frecuencia de la radiaciéon segtin que
su polarizacién circular sea levégira o dextrégira, fenémeno descubierto por Zel' dovich
en el afio 1965.

Consideremos que desde un punto de latitud ¢ de un astro que esté rotando, se
emiten dos sefiales electromagnéticas polarizadas circularmente en cada uno de los
dos sentidos posibles. La radiacién es observada en una posiciéon muy alejada de la
fuente.
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Para analizar este fendmeno elegimos un sistema de coordenadas K fijo en el espa-
cio y con origen en el punto de emisién, con su eje z dirigido en la direccién radial y el
eje y definido de tal forma que el vector momento angular del astro J se encuentre en el
pano z-y (ver figura 3.16). La coordenadas angulares respecto al sistema Kson 8 y ¢.Si
R representa el radio del astro, se encuentra

R = Rk

J =—Jcosgj+J sin gk

e = cos @sin Oi +sin ¢sin &+ cos Ok
donde e es el vector unitario en la direccién que une el punto de emision de las sefiales
y el punto de observacién.

Figura 3.16

Coincidente con K en el momento de emisién existe un sistema libremente cayendo K,
que se encontrara rotando respecto al sistema K con una velocidad angular dada por
(6.5), que en nuestro caso adopta la forma

o :%[—comj—zsinqﬁk]. (3.16)
C

Las dos sefiales electromagnéticas de helicidades opuestas llevan la direccién y el
sentido dado por e, de tal forma que sus vectores campo eléctrico son normales a esa
direccion, girando uno en sentido levégiro y el otro en el dextrégiro.

Respecto al sistema libremente cayendo K’, las dos sefiales con polarizaciones cir-
culares tienen la misma frecuencia, pues K’ es un sistema inercial para el que no existe
ninguna orientacion privilegiada. No obstante, para un sistema inercial alejado, para
el que no existe arrastre gravitomagnético, el giro de los vectores campo eléctrico de las
dos sefiales sera diferente, siendo por tanto también diferente la frecuencia de las dos
sefiales cuando son medidas por el observador.

La velocidad angular de arrastre en la direccion e respecto a K es
J . . .

(—cosgsin @sin @ —2sin gcosb),

2p3
¢’R

Q,=Q-e=

con respecto al sistema K’ los vectores de campo eléctrico de las dos ondas rotaran con
velocidades angulares dadas por

0,=0e, 0 =-0e€,
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entonces las velocidades de rotaciéon de los vectores campo eléctrico que medira el
observador alejado sera
0o, =to+Q,

donde no estamos considerando diferencia entre el tiempo propio y el coordenado,
pues al ser de segundo orden, s6lo afiadiria términos de cuarto orden al efecto
gravitomagnético. La relacién entre oy la frecuencia de laradiacién es @ = 27v , enton-
ces las ondas circularmente polarizadas que salen de un astro que esta rotando expe-
rimentan, para un observador lejano, una variacion de su frecuencia dada por

GJ
Ov=———(—cos¢@sinpsin@—2singcosb), 4.16
Sy (cosgsing gcos0) (4.16)
es el conocido efecto Zel'dovich, que es equivalente al efecto Zeeman electromagnético.
Sila emision tiene lugar desde un punto de latitud ¢ y siendo normal a la superfice

del astro ( 0= 0) , tendremos

GJ

c’R’

de tal forma que las radiaciones con helicidades diferentes tendran en el infinito las
frecuencias v+d8vy v—4v.

Debemos advertir que existe un fenémeno similar al anterior, de caracter cinematico
y no relativista, producido por la rotacién del astro y que se anula en los polos. De aqui
que la medicion del efecto Zel’ dovich gravitomagnético deba de hacerse para emisio-
nes procedentes de los polos, evitando asi su enmascaramiento por el efecto cinematico,
mucho mas intenso que el gravitomagnético.

Notemos por tiltimo, que para el caso especial de una radiaciéon saliendo del poloy
en direccién tangencial a la superficie (¢ = 90; & =90) encontramos 5v = 0.

ov= sing,

6.16 Diferencia de la velocidad de fase de la radiacion
segun la helicidad de su polariacion

La variacién de frecuencia (4.16) que experimenta una onda polarizada circular-
mente cuando sale de un astro rotando y que es detectada por un observador lejano,
trae aparejada una modificacion de su velocidad de fase, que a su vez producira una
diferencia de tiempo en la llegada de la fase, segtin el sentido de la polarizacién de la
luz.

Vamos a considerar que las senales salen desde una posicién situada en el eje de
rotacién del astro, siendo sus trayectorias perpendiculares a esta direccién y con un
parametro de impacto b. La pequefia deflexién que experimentan los rayos por efecto
gravitatorio no va a ser considerada, por lo que tomaremos una propagacion rectilinea.

Para calcular la velocidad de fase a lo largo de la trayectoria seguida por las sefia-
les, consideramos que en cada uno de sus puntos hay un sistema localmente inercial
cuyo eje z tiene la direccién radial y con un eje y tal que el momento angular J del astro
se encuentre en el plano z-y (ver figura 4.16).

Respecto a estos sistemas localizados en cada punto de la trayectoria, el vector
unitario e paralelo a la trayectoria de los rayos es

e =sin@j+cosgk.
Estos sistemas libremente cayendo tienen una rotacién por efecto del arrastre de los
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Figura 4.16

sistemas inerciales dada por la velocidad angular (3.16), donde ahora usamos  en vez
del radio del astro R. Como r es la distancia desde el centro del astro al punto de la
trayectoria seguida por la radiacion, se encuentra la relacion

b
r=—-—_,
sing
entonces la rotacion del sistema libremente cayendo en la direccién de e y correspon-
diente a la latitud ¢es para un observador inercial alejado

Q, :Q-e:—%sin“qﬁcosﬁ

Ahora dividimos la trayectoria seguida por las sefiales en pequenos segmentos de
longitud dx, tan pequefios que podemos suponer que mientras lo recorren las sefales
no se ven sometidas a variacién de sus frecuencias. O dicho de otra forma, suponemos
que durante el recorrido de londigutd dx no se modifica la velocidad de fase de las
sefales.

El sistema libremente cayendo en el punto A (ver figura 4.16) no rota en la direcciéon
de e. Esto significa que para el sistema libremente cayendo K las frecuencias de las
radiaciones se veran modificadas en la cantidad

Q, 3GJ .
ov = 27; =Ty sin* gcos ¢,
respecto a la frecuencia que tenian al ser emitidas en el punto A.
La variacién que experimenta la velocidad de fase de las sefales al recorrer dx es
dc=A6v
donde Aes lalongitud de onda. Donde tenemos en cuenta que la periodicidad espacial
de laradiacién no queda alterada por la gravedad, solo lo es la periodicidad temporal.
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La distancia dx se puede poner en funcién de la latitud (ver figura 4.16)
_rd¢  bdy
Csing sin g’
La velocidad de fase durante el recorrido dx correspondiente a la latitud ¢ es
c,=c+A6v (5.16)

donde c es la velocidad de la radiacién en el punto A.
El tiempo df que tardard la luz en recorrer la distancia dx es

d  bdg bdg bdg (] /15\/) bd¢ bdg ASv

R 26V esin’
c, c,sin"¢g sin ¢c(l+ V) csin” ¢

siendo el primer término del iltimo miembro el tiempo que la radiacién tardaria en
recorrer la distancia dx si no hubiese modificado su velocidad, mientras que el segundo
término es el tiempo en que aumenta (o disminuye) el transito por el segmento de
longitud dx. Para el caso de radiacién dextrégira este tiempo es
_ bdg Aov _ 32GJ

“osin®g ¢* 2zbict
al integrar para todo el recorrido se encuentra el tiempo que excede la fase de una onda
circularmente polarizada en sentido dextr6giro a una onda con polarizacién lineal. La
misma expresion, salvo el signo, es vélida para el caso de luz polarizada en sentido
levérigo, por tanto la diferencia de tiempo detectada por el observador entre las fases de
ambas ondas es

E

c csin®g sin’g >

ot

sin® gcospdg,

30GJ ¢

At=t, —t_ =—'[s1n ¢cos¢d¢— AGJ
zc'h?

472"
c'b
Se puede repetir el calculo pero supomendo que la emisién se produce en un punto
de latitud ¢, aunque manteniendo una trayectoria tangencial. Utilizando (4.16) y te-
niendo en cuenta que € = ¢ = 90° se encuentra

AGJ-b  AGJ
At=t+—t7:7zc4b3 = 4b23m¢
donde b es el vector que va del centro del astro al punto de emision de las senales.

(6.16)

7.16 Efecto de la helicidad en la deflexién de la luz
por causa del gravitomagnetismo

Ya hemos visto que la gravedad curva los rayos que pasan por su cercania por dos
causas: la gravitoelectricidad (o deflexién de Einstein) y el gravitomagnetismo (ver
capitulo 14). Ahora vamos a ahadir una tercera deflexién resultado de la interaccién
helicidad-gravitomagnetismo.

Vamos a considerar que la radiacién sale (al igual que en el epigrafe 6.16) de un
punto situado sobre el polo de un astro rotando y que tiene una trayectoria normal al
eje de rotacion, por lo que sigue siendo valida la figura 4.16.

Para los sistemas libremente cayendo K, las dos radiaciones con diferentes estados
de polarizacién circular son observadas con frecuencias también diferentes; no obs-
tante, sus longitudes de onda (que nos informe de la periodicidad espacial de las
ondas) son iguales en ambos casos.
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El sistema libremente cayendo en A no rota respecto a la direcciéon de propagacion
e. Es decir, las sefiales que salen de A no varian su frecuencia cuando son observadas
en el infinito. Pero los sistemas K estan rotando, por tanto respecto a ellos las frecuen-
cias de las ondas varian y por consiguiente su velocidad de fase.

Como la velocidad de fase va variando de punto en punto, la propagacion dela luz
ya no sera rectilinea, es mas, como las velocidades de fases son diferentes segin el
sentido de la helicidad, la trayectoria de los rayos polarizados circularmente en unoy
otro sentido, seran diferentes, o sea, hay una deflexién a consecuencia de su paso por
las cercanias de un cuerpo rotando producida por la interaccién helicidad-
gravitomagnistmo.

Dado que los tres tipos de deflexiones que sufren los rayos son muy pequeiias,
podemos considerar sin error importante, que los rayos llevan la trayectoria rectilinea
que se veen la figura 5.16. Los dos rayos pasaran por los segmentos de longitud dx que
se ve en la figura 5.16, como en cada segmento la velocidad de la luz es diferente,
podemos aplicar la ley de Snell de la refraccién para cada intervalo y calcular asi la
deflexién que experimentan los rayos al recorrer cada intervalo de longitud dx.

JAL

b/ &

A Cof Corap

v

dg

Figura 5.16

Al aplicar la ley de la refraccién en el punto B (figura 5.16) se encuentra
¢

 sin (90-¢)=
y Cprayp
donde suponemos que el angulo de refraccién se diferencia del de incidencia en el
pequenio d&ngulo d¢ . Utilizando (6.16) se encuentra

sin (90— g+ d5), (7.16)

4
y la misma férmula se aplica para el calculo de ¢, .4

Chrap =(:[1$Ksin4 (¢+a’¢)cos(¢+d¢)} ~
~ c[1$K(sin4 pcosg—sin’ pdg+4sin’ gcos’ ¢)]

¢, :c+/15v:c(l+ﬂj:c(lil(sin4¢cos¢),
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De (7.16) y teniendo en cuenta que K es de segundo orden queda
[l * K(sin > ¢—4sin’ gcos’ ¢)d¢] =cos(¢—dé),

eintegrando
t [ I GJ GJA
= =+ in* —4sin? 3 =+—K=+ =+

1) ld& _K”J/;(sm @gcos@d—4sin” gcos ¢)d¢ 3 K== YT
que representa el angulo que se dispersa cada una de las dos radiaciones de helicidades
opuestas respecto a la trayectoria rectilinea. Por tanto, el angulo de separacion entre
ambas radiaciones seréa el doble del angulo anterior.

Si las radiaciones salieran en sentido opuesto al considerado anterioremente, hu-
bieran tenido el mismo angulo de deflexion por razones de simetria. Y si la trayectoria
seguida hubiera sido del infinito al punto A, también se habria tenido la misma
deflexién. Esto quiere decir que si las radiaciones provienen del infinito, pasan por un
punto sobre el polo norte del astro y continuan hasta el infinito se habran dispersado
entre si el angulo

_2GJA
ze’h’

Si comparamos este resultado con la deflexién que en igual situacién sufre el rayo
por efecto gravitomagnético, tal como es dado por (7.14), se encuentra que la deflexiéon
gravitomagnética, ya de por si muy pequefia, es para el Sol unas 10'° veces mayor que
la resultante de la interaccion helicidad-gravitomagnetismo.
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El efecto Sagnac y el
gravitomagnetismo

1.17 El efecto Sagnac clasico

Consideremos una guia de ondas circular (o un montaje de espejos que permita que
unrayo de luz realice un recorrido cerrado) que esta rotando con una velocidad angu-
lar @. Desde un punto de este anillo se lanzan dos rayos de luz simultdneamente en
direcciones opuestas. Cuando los rayos vuelven al punto de partida tienen entre si una
diferencia de camino éptico que se puede detectar mediante un montaje interferométrico.

Este fendmeno es clésico y no exige el concurso de la relatividad especial. El feno-
meno fue explicado dentro de la antigua teoria del éter estacionario, o sea que el éter
(entendido como el medio en que se propaga la luz) permanece fijo respecto al espacio
absoluto newtoniano. Sea ¢ la velocidad de la luz respecto al éter. Supongamos un
sistema de referencia K que permanece unido al centro del anillo pero que no gira con
él, estando a su vez en reposo respecto al éter. La velocidad dela luz es c para el sistema
K que esta en reposo respecto al éter, pero el rayo que gira en el sentido del anillo tiene
que recorrer la circunferencia completa més la parte que avanza el anillo, por lo que se
cumple la relacién

2R +vt, =ct,

donde R es el radio del anillo, v es la velocidad lineal de un punto del anilloy ¢ el
tiempo que tarda el rayo en volver al punto de salida. Para el rayo luminoso que va en
sentido contrario al movimiento del anillo se tendra

2rR—-vt, =ct,
siendo 7, el tiempo que tarda en volver al punto de salida.
La diferencia de tiempo es

2 2
At:ZﬂR( 1 1 j:47er/c _ 4Swfc

1—\}2/02 - 1—\}2/(:2
donde S es el drea del circulo limitado por el anillo. Hasta el segundo orden respecto a
la inversa de c se tiene

c—v c+v

45w
c 2
Este resultado se vuelve a reencontrar si hacemos el andlisis desde el sistema K" que

rota conjuntamente con el anillo por donde circulan los rayos luminosos. La relacién

At:

(1.17)

197
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entre los angulos medidos por ambos sistemas de referencia Ky K’ es o'=a -1,
donde suponemos que el sistema K gira en el sentido de las agujas del reloj y los
angulos son medidos en el mismo sentido. Supongamos un punto que gira en torno al
centro de ambos sistemas, la relacién entre las velocidades angulares que se miden en
los dos sistemas es Q' = Q —w , de donde deducimos la relacién entre las velocidades
lineales u' = u — v, por tanto la velocidad de la luz que se mueve en el sentido de giro es
¢, =c—v ylavelocidad del rayo que va en sentido contrario ¢, =c+v, entonces los
tiempos tardados en hacer el recorrido completo son

_ 2R p _27R
cl cZ

reencontrando la ecuacién (1.17).

2.17 Relacion entre las velocidades de la luz medidas
en dos sistemas de referencias en mecanica no relativista

Consideremos dos sistemas de referencia moviéndose uno, que denominamos K,
respecto al otro sistema K” con una velocidad v a lo largo del lado positivo del eje x. En
este caso es valida la ecuacién de transformacién de Galileo

r'=r—vt (2.17)

donde r'y rson los vectores de posicién como son medidos en los sistemas Ky K.

Consideremos un rayo luminoso (o una particula material) que se mueve respecto a
K con una velocidad u, formando un angulo 6 respecto a la parte positiva del eje x.
Diferenciando (2.17) queda

o bien
u'cos@ =ucosf—v
u'sin@ =usin@
donde 6’ es el dngulo que forma el rayo luminoso conel eje x'. Las anteriores ecuaciones
se pueden poner como
ucos@=u'cosd +v
usin@ =u'sin &’
elevando al cuadrado y sumando queda

12
w=lu v +(v-e)’] —(v-e), (3.17)
siendo e’ el vector unitario referido al sistema Ky tangente a la trayectoria del rayo (o
de la particula en su caso).

3.17 Experimento de Michelson-Gale
El experimento de Michelson y Gale determina la velocidad angular de la Tierra
haciendo uso del efecto Sagnac. El montaje experimental esta formado por un rectan-
gulo que tiene en sus esquinas espejos capaces de conducir la luz en los dos sentidos.
Dos lados del cuadrialtero estan alineados con el eje N-S y los otros dos con el eje E-W.
Esta experiencia se puede analizar cldsicamente, suponiendo que el éter es estacio-
nario, o sea que permanece fijo al espacio absoluto, con independencia de los cuerpos
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que se mueven a través de él. Sea K” el sistema fijo respecto a uno de los lados orienta-
dos en la direccion E-W (o sea, tiene su origen fijo en la superficie de la Tierra), y que por
tanto, esta rotando respecto al éter. El sistema K es el sistema fijo respecto al éter, que a
su vez esta en reposo respecto al espacio absoluto. Como los brazos del montaje son
pequenos comparados con el radio terrestre y el tiempo considerado es igualmente
pequeiio, podemos suponer que K’ se mueve respecto a K con movimiento uniforme y
rectilineo con velocidad v (que es la velocidad tangencial de la Tierra en el lugar donde
se encuentra el sistema K’). Entonces la relacién entre las velocidades del rayo en uno
y otro sistema es dado por (3.17).
Para los rayos que van en direccién N-S la velocidad medida en K" es

V2
d=qll-—,
c

ya que v es perpendicular a la trayectoria seguida por los rayos tal como es medida por
K. Lavelocidad calculada es la misma independientemente que el rayo se dirija hacia
el norte o hacia el sur. En cuanto a la velocidad en la direccién E-W es

c'=ctv
dependiendo el signo del sentido en que va el rayo: positivo para el que va hacia el
oeste y negativo cuando va al este.

Los lados orientados en la direccién N-S tienen longitud #, el mismo valor para
ambos lados. Pero los lados en la direccion E-W son /, para el colocado al norte y /,
para el que esté al sur. Estas longitudes son ligeramente diferentes, ya que son diferen-
tes los arcos de los paralelos terrestres correspondientes al mismo dngulo. Suponemos
el experimento realizado en el hemisferio terrestre norte, estando el arco /, mas al norte
queeldelongitud /.

También son diferentes las velocidades con que se mueven los lados /, y /,, por
corresponder a arcos situados en paralelos diferentes. Sea v, y v, sus correspondien-
tes velocidades tangenciales.

Los tiempos que tardan los rayos luminosos, que se mueven en uno u otro sentido,
en recorrer el trayecto N-S es el mismo, por tanto no intervienen en el calculo, pues al
hacer la diferencia de tiempo se eliminaran. Nos queda calcular el tiempo que tardan
los dos rayos en recorrer las direcciones E-W.

Eltiempo ¢, que tarda el rayo que va en el sentido de las agujas del reloj en hacer su
recorrido en el sentido E-W y enel W-E es

ll 12

t = +—2—,
c+v, c-v,

el tiempo que tarda el rayo que va en sentido contrario a las agujas del reloj es
Ao b
c-v, c+v,

2

y la diferencia entre ambos

2/ 2/ lv, =1
At=t,—t, =0 Vs ol Tl (4.17)
ct=v, ¢ —-v; c
Sea /, lalongitud de un arco del ecuador que forma el mismo angulo que los lados

l, y I, . Entonces se cumple
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[, =1,c0s 4,
l,=1,cos 4,
donde A, y 4, sonlas latitudes donde estan colocados los dos brazos del montaje. Las
velocidades con que se mueven estos dos brazos son
v, =wRcos 4,
v, =wRcos A,

donde Reselradio dela Tierray @ es su velocidad angular. Sustituyendo estas ecuaciones
en (4.17) se encuentra

20RI,

At =""""(cos* 2, —cos> 1, ). (517)
c
Como la diferencia de latitud es muy pequenia se puede poner
h
12 - ﬂ.] ~ E

entonces

2 2
cos’ 4, =cos’ [%+/11} = [cos%cos A —sin%sin ﬂl} ~ (cosﬂl —%sin ﬂlj =

' 2 . 2 :
=cos’ 4, +h—251n2 A ——hcos/ll sin 4, ~ cos” 4, ——hcos/ll sin4,,
R R R

al sustituir en (5.17) queda

41 ,h . 4lh .
At =——wcos A, sin A, =——wsin 4,
c c

o bien

ﬂa)sinl =£a)sin A,
c c

donde S es el drea del cuadrilatero que recorre la luz y A es la latitud del lugar de
observacion.
La diferencia de fase entre los dos rayos es
6 = kr, —kr,
donde 7, y r, son las distancias recorridas por cada uno de los rayos y & es el ntimero
de ondas. La diferencia de fase se puede poner también como

5=k(r,—r)=Zcar=4"5 ysin 1.
A cA

At =

donde A eslalongitud de onda. Cuando la diferencia de fase cumple & =27m existe
interferencia constructiva, donde m es un nimero entero. En nuestro caso sélo se habra
producido un desplazamiento entre las franjas de interferencia Am

@a) sin A =27Am
cA

entonces el desplazamiento que experimentan las franjas de interferencia es

Am :ﬁwsinﬂ
cA
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donde el 4ngulo A se mide en radianes.

4.17 Sistema de referencia rotante
Sea Kun sistema de referencia inercial. El sistema K” gira con respecto a K alrededor
del eje z, comtin a ambos sistemas. Para este caso las ecuaciones de transformacién son

y =—x'sinwt + y' cos wt (617)
donde wes la velocidad angular de rotacién y suponemos que el sentido es el de las
agujas del reloj, midiendo el angulo de rotacién en este mismo sentido.

El elemento de linea en el sistema K en una zona libre de campo gravitatorio es el de
Minkowski. Al diferenciar (6.17) se obtiene el elemento de linea en el sistema rotante K’

x =x'coswt + y'sin wt

2 2 2

o (x*+ AT

ds’ :[1—(—2”}%#2 —dx? —dy —de? - 220 drear

c c

donde hemos suprimido las primas en las nuevas coordenadas espacio-temporales.
Vamos a interpretar el tltimo de los sumandos. Sicon r' y dr’ representamos las

proyecciones de los vectores r y dr sobre el plano perpendicular al eje de rotacion, se

cumple
o-(rAdr')=(oAr)-dr
como se puede obtener por calculo directo, ahora poniendo
r' = xi+ yj; dr' = dxi+ dyj
y haciendo referencia a la figura 1.17 se encuentra que

|r’ A dr'| = |r’||dr’| sina

R

dr'

Figura 1.17

donde aes el angulo entre los dos vectores. De la figura 1.17 se deduce que

cos B =co0s(90 — ) =sin :ﬁ,
P

entonces
Ir’ A dr| =|l"||dl"|ﬁ:h|dr'|:2ds
r
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dS es el area elemental formada por la proyeccion de la superficie barrida por el vector
de posicién de la particula sobre el plano perpendicular al eje de rotacion. Con este
resultado ponemos el elemento de linea de la forma

2 2 2

o (x"+ wdS

ds” :{1—@}%2 —dt—dy —de? -4 2% oy

c c

El dltimo sumando puede tener signo positivo o negativo, segiin sea el signo de
(o Ar)-dr .Supongamos que el sistema K fuera rigido con la superficie de la Tierra,
entonces si el cuerpo se desplaza hacia el este, el angulo formado entre o Ar y dres
menor de noventa grados y por tanto el signo sera positivo. Siendo negativo si el des-

plazamiento del cuerpo es hacia el oeste.

5.17 Interpretacion relativista del efecto Sagnac
Consideremos de nuevo el experimento de un tubo circular rotante por donde viaja
laluz en dos direcciones opuestas. Sea K” el sistema de referencia que rota con el tubo.
La luz obedece a la relaciéon ds = 0 o bien

2 2 2
0:[1—M}czdt2—dxz —dy?—de? =220 edr,

2
4 4

haciendo la definicion
1
P, =—sz(x2 +?)

siendo ¢, el potencial centrifugo. Queda al resolver la ecuacién de segundo grado

2
2‘””-dri\/(2‘””-drj +4(1+2¢”)daz

C C Cz
2(1+2¢;j
C

do’ =dx>+dy*+dz°.

cdt =

donde

Notese que
2|¢C| <c’

pues en caso contrario la velocidad de la particula seria mayor que la velocidad de la
luz. Lo que significa que hay que tomar el signo +, pues en caso contrario obtendriamos
un intervalo de tiempo negativo, lo que no tiene sentido fisico.

Las dos soluciones correspondientes a los dos sentidos en que se mueven los rayos
de luz son

2 dr)" +4(1+2¢,/c?)do?

cl=i<ﬁ mAr/C,-drHJS\/( oAr/c-dr) +4(1+2¢,/c?)do
T1+2¢,/c? 2(1+2¢,/c?)

donde I es el recorrido seguido por luzy en el mismo sentido que la rotacién del tubo.

2(;f> OAT

At=t, —t,=—@P———F—-dr 71
b2 c2r1+2¢56/c2 717)
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t, es el tiempo tardado por la luz en hacer el recorrido en el mismo sentido que la
rotacion del tubo y ¢, es la velocidad de la luz cuando gira en el sentido contrario al
tubo. Por tanto la diferencia entre la llegada de las dos sefiales como es medida en el
sistema K’ en el caso de un recorrido circular es

LTON

5 -

2
At=— or2rzr =
c c

o sea, el mismo resultado clasico. Podemos obtener un término de cuarto orden al tener
en cuenta el potencial centrifugo
4r’w’S
ct
La férmula (7.17) se puede aplicar al experimento de Michelson-Gale, que lo supo-
nemos realizado en el hemisferio norte

At' =

At =%(§>(m/\r)-dr=%szin(90—/1])l, —%Q)Rsin(oo—ﬂ,z)l2 =
(S c c

20R!
==—"(cos* 1, —cos’ 4,)
quees la ecuacion (5.17). Los tiempos tardados en los tramos dirigidos en la direccién
N-S son los mismos para los rayos que van en direcciones opuestas.

6.17 El efecto Sagnac en presencia de campo gravitatorio estatico
Consideremos el elemento de linea para el caso de un campo gravitatorio débily en
funcion de los potenciales escalares y vectorial (ver epigrafe 5.4)

2¢ 24° 2 8 2
ds? = (1+—f+ ¢ +—V:jc2dt2 ~2 A-dreds - ( ——¢j(dx +dy?+dz?).
¢t ¢ c c c
Ahora supongamos un nuevo sistema de referencia K” que se encuentra rotando
con respecto al anterior. En este sistema el elemento de linea es

2
ds*? :(1+2—?+2;¢2"+%+2—l{j02d12 —§A-drcdt—
¢ c

¢t ¢ ¢t

—(1—2—?)(dx2 +dy? +dzz)—2(l—%)m/\r drcdt .
C C C

(8.17)

2

Ahora podemos calcular el tiempo que tarda la luz en hacer un recorrido cerrado,
poniendo ds’ =0 y resolviendo la ecuacion de segundo grado se encuentra

ct_+g>(o/\r/c(l—2¢/c i 95\/ (20 Ar/c-dr) +4(1+2¢ [e?)do?
D o142(p+4,)/c? 2(1+2(p+4.)/c?)

donde hemos despreciado, por ser excesivamente pequenos, los términos de cuarto
orden y no hemos considerado el potencial vector. El doble signo, al igual que antes, se
usa segtn sea el sentido de rotacién de la luz con respecto al giro del tubo por donde
viaja.

Si ahora calculamos la diferencia de tiempo entre dos rayos que circulan en senti-
dos contrarios encontramos
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OAY 1 -24/c )

¢ -dr.
1+2(g+4,)/c’

Despreciando el potencial centrlfugo en comparacién con el gravitatorio, obtenemos

para el caso de campo débil y un recorrido circular

=—C'f>( jm/\r drzc—(j.)m/\r dr +

En el caso de que los dos rayos circunvalen la Tierra por el ecuador, tendriamos
para el primer sumando de la expresion anterior
408

2
C

donde § =77’y res el radio ecuatorial terrestre. Para seguir adelante es necesario
interpretar el significado geométrico de la variable r. Estamos usando coordenadas
armonicas, llamadas asi porque hacen que el tensor métrico cumpla la condicién gauge
armonica. Si r' es la coordenada radial standard, la relacién entre la coordenada r y

r' es (ver epigrafe 7.4)
r=r'— G]i4 :r'(l—i—%j
c c

por lo tanto el término principal de Sagnac lo podemos poner como

MqS(m/\r)-dr.
47" l_

~4.13-107"s

Aty =

Aty =

4 4 Py 26 4wS' M
a)zS:_az)ﬂ.r/z(l izj z_az)ﬂ-rrz(l_i__?j: Q)ZS _87Z'Q)G4 r
c C c c c ¢

el primer sumando corresponde al término clasico de Sagnacy el segundo contribuira

al término de cuarto orden cuando se sume a

8GM 167GMro  167GMr'o
é( dr = 4 ~ 4
c c

CI"I_

quedando como término de cuarto orden

_l6zGMr'o  82GMr'o  87GMr'e
[ o* ot - ol

Lo que realmente medimos es el tiempo propio del lugar de observacion, es decir, el

de un observador fijo en el sistema rotante K’. En este caso tenemos que hacer uso de la

relaciéon dr = /g, dt por tanto

:_35( j 1+2(0;A; )¢ i

reencontrandose el término Sagnac clasico

At ~58-107"s.

4zor'?

2
c

y el término Sagnac producto de la gravedad estatica queda ahora

127GMr' 82GMr'  87GMR

= a — =
[ C4 C4 C4

At = =4.13-107 s

At ©=28810"s
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7.17 Correccion al efecto Sagnac por el gravitomagnetismo
Vamos ahora a anadir al campo gravitatorio estitico el campo gravitomagnético
producido por un cuerpo rotando. Se quiere encontrar la correccién que es necesaria
realizar al efecto Sagnac clasico. Volvemos al elemento de linea (8.17), pero ahora tene-
mos en cuenta el potencial gravitomagnético A. Considerando exclusivamente el térmi-
no clasico y el originado en el gravitomagnetismo se encuentra que la diferencia de
tiempo entre los dos rayos que van en sentidos opuestos es

At:%(]g(m/\r)~dr+izcﬁA-dr,
c 1 c 1

o sustituyendo el valor del potencial gravitomagnético de un cuerpo que tiene momen-
to angular de rotacién J

En el caso particular de un rayo que recorra el ecuador terrestre hay que tener en cuenta
que r A J forma 180 grados con dr cuando el rayo se dirige hacia el este, por lo que la
correccién debida a la rotacion de la Tierra tiene signo contrario al efecto Sagnac clasi-
co. Elvalor de la correccién gravitomagnética es

Ar, =379 _ 18910 s,
cr

hemos tenido presente que a este orden el tiempo coordenado coincide con el tiempo
propio del lugar de observacién.

At = iqg(m/w)-dr+ dr .
r

C

8.17 El efecto Sagnac y la induccion gravitomagnética
Consideremos una concha esférica muy delgada que se encuentra rotando con una
velocidad angular o. En su interior se encuentra la fibra éptica circular de las experien-
cias anteriores, ahora en reposo. Se trata de averiguar sila rotacién de la concha podria
inducir el efecto Sagnac en la fibra éptica.
El potencial vector producido por la concha esférica es por (4.5)

¢

A=——5Srnrmo=
3¢’ 3¢’R

El elemento de linea en el interior de la concha respecto a un sistema de coordenadas

queno gira es
ds? :(1+%jczd12 —8A-drcdt—( —%jdaz.
c c c

La luz cumple la condicién ds* =0 entonces

0:(1+2¢jczd12+38;¢3(r/\03)-drdct—(l—%jdaz.
c

rn®.

2 2
C C

Resolviendo la ecuacién anterior y hallando la diferencia entre los tiempos tardados
por los rayos que viajan en ambos sentidos, se llega a
49 r AT | 4¢ l OAT
At=— dr =— dr.
3(:2qS c? ]3»02|(]S c?
Noétese que o representa aquila velocidad de rotacién de la concha esférica, que es la
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opuesta de la que relativamente lleva el circuito cerrado por donde se desplaza la luz.
De aqui la aparente diferencia de signo con (7.17).
Para que se reproduzca el efecto Sagnac es necesario que se cumpla

M
3¢?

o bien
GM 3
CZR_Z’

una relacién que aparece con coeficientes numéricos del mismo orden en otros plantea-
mientos referidos al principio de Mach.
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1.18 Introduccién

Lo expuesto hasta ahora muestra que la relatividad general contempla fenémenos
de induccién gravitatoria. Es necesario proseguir y estudiar si la accién inductiva
producida por el conjunto del Universo es capaz de explicar el origen de la inercia. Es
decit, si el principio de Mach se deduce de la teoria general de la relatividad.

El principio de Mach, en la versién que utilizamos, afirma que la inercia (o masa
inercial) de un cuerpo no es una propiedad intrinseca, sino que es adquirida a conse-
cuencia de la accién que sufre dicho cuerpo por parte de todo el resto del Universo. Si
tenemos en cuenta el caracter dindmico del cosmos, debemos admitir que la inercia de
un cuerpo debe ser una propiedad que va cambiando a medida que lo hace el Universo,
es decir, la masa inercial cambia con el tiempo.

En los célculos de los capitulos anteriores nos hemos desentendido de los valores
retrasados que aparecen en las expresiones de los potenciales, ya que la cercania de la
fuente propiciaba que el tensor energia-momento cambiara poco entre la emisiéon y
recepcién de la accién gravitatoria.

No obstante, cuando el calculo se extiende a todo el Universo, la situacién cambia
radicalmente. La extrema lejania de los cuerpos que componen el Universo hace que
los efectos retrasados deban de ser considerados. Ciertamente, el tensor energia-mo-
mento de las fuentes césmicas es muy diferente en el momento de emisién y en el de
recepcion. Es més, como las fuentes del cosmos que generan la inercia de un cuerpo de
prueba estin a distancias diferentes, sus acciones debieron ser emitidas en momentos
también distintos, al objeto que todas lleguen al cuerpo de prueba en el mismo momen-
to. O dicho de otra forma, no solo todos los cuerpos del Universo intervienen en la
generaciéon de la inercia, sino que estas acciones provienen de todos los momentos,
desde el big bang hasta el instante actual. Es decir, el cosmos desde su mismo comien-
zo estd actuando sobre los cuerpos que ahora observamos para dotarlos de inercia.

Si bien a la inercia de un cuerpo contribuyen todas las épocas del Universo, cabe
esperar que la accién de unas sea mas intensa que en otras, efecto causado por la
combinacién de varias circunstancias como veremos mas adelante.

Los calculos que haremos a continuacion serdn efectuados dentro del modelo
cosmoldégico standard (ver apéndice B). Haremos uso del elemento de linea de Robertson-
Walker y de las ecuaciones de Friedman, donde la constante cosmolégica serd tenida
en cuenta.

Lo que pretendemos es calcular la aceleracién inductiva que acttia sobre un cuerpo

207
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de prueba que se encuentra acelerado. Supondremos que la aceleracién de un cuerpo
es equivalente a la aceleracion, en sentido contrario, del resto del Universo, por tanto
habra que calcular la induccion gravitatoria que esta situacion crea sobre la particula
de prueba. O sea, suponemos valido el principio de Mach y tratamos de comprobar si
a partir de la relatividad general podemos obtener el valor observado de la fuerza de
inecia.

De nuevo vamos a partir del modelo de la concha esférica de espesor infinitesimal
y de densidad uniforme. Y posteriormente haremos la integracion a todo el Universo.
En el siguiente razonamiento vamos a usar la teoria linealizada, vélida para campos
gravitatorios débiles. Ciertamente el potencial gravitoeléctrico ¢ producido por el con-
junto del Universo en un punto es del orden de ¢* y por tanto no es débil. Pero resulta
que este potencial es constante (o tiene una muy débil dependencia del tiempo), por lo
que puede ser eliminado por una simple transformacién de la coordenada temporal,
por tanto tiene consistencia el uso de las ecuaciones linealizadas para tratar con el
problema planteado. Debemos advertir que la teoria que vamos a desarrollar es pura-
mente especulativa, no obstante refleja la potencialidad de la relatividad general para
entender el princpio de Mach.

2.18 Eleccion de las coordenadas

Elegimos un sistema de coordenadas con origen instantdneo en el centro de la
esfera, tal que el punto del campo donde se encuentra la particula de prueba esté cerca
del centro y en la parte positiva del eje z, a una distancia propia dada por

r=rk.
El eje y lo elegimos de manera que la aceleracion de la concha esférica se encuentre en
el plano y-z, por tanto
a=acosaj+asinak

donde aes el angulo entre el vector aceleracion y la parte positiva del eje y.

El vector de posicién de un punto de la concha es dado en coordenadas esféricas
por

6 = o sind cos @i + o sin dsin @j+ o cos Ok

donde o representa distancia propia.

El vector r’ es el que va de un punto fuente, perteneciente a la concha esférica, al
punto del campo, entonces

r=r-o

r’ es una distancia propia y calculada en el tiempo atrasado, lo mismo que ocurre con
el radio de la concha o

Debe notarse que la concha esférica participa de la expansién del Universo, por
tanto su distancia propia depender4 del factor de escala cosmico R(t), por esta razon
la distancia atrasada sera diferente a la actual y esta diferencia dependera del momen-
to de emisién. Sin embargo, la distancia propia del punto del campo, que hemos repre-
sentado por r, no se ve afectada por la expansiéon universal, por lo que hay una identi-
dad de distancia propia y coordenada, al considerar que el entorno es euclideo.

3.19 Tensor energia-momento
Vamos a considerar al Universo formado por un gas perfecto, por tanto su tensor
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energia-momento es

T, =(p+p/c*)uu, - pg, .

donde pesla densidad de energia y p es la presion. Vamos a considerar como uno de
los constituyentes del Universo a la materia en polvo, que no produce presiéon y cuyo
pardmetro de densidad es (ver apéndice B)
387G
3H?
donde p,, serefiere ala densidad de materia en el momento actual. Por definicién de
densidad critica p, tendremos

M T Pu

Pu = PL2y, -
La densidad de radiacion electromagnética se pone en funcion del correspondiente
pardmetro densidad como p, = p,Q, . Finalmente, la densidad del vacio también se
puede poner en funcién de su parametro de densidad p, = p,Q, .
En cuanto a las presiones tenemos (ver apéndice B)

1 1
Pu =0 Pp =3P =T gy =t =p Q.

Por la ecuaciones de Friedman existe la siguiente relacién entre los pardmetros de
densidad (ver apéndice B)

Q, +Q,+Q, =1-Q,
de donde se obtiene que la densidad total de energia es
P =Pyt PrtpPy :pc(]_Qk)'
Mientras que la presion total es
p = %pUQRCZ - chACZ 4

por lo tanto el tensor energia-momento de la materia c6smica es

1 1
T, = [pc (1- Qk)+§chR - chA}u,uk +(chAcz —ngQRcz)g[k _ (1.18)
La traza de este tensor es
T = pccz(QM +4QA).

Las fuentes de los campos escalar y vector son T, y T, respectivamente y sus
valores, en el caso de despreciar la radiacion, son

« 1 1
Too = 7;)0 _57700T zzpvcz (QM +2QR _2QA)

. 4
7‘(’)0{ = pc (QM +§Qchua °

4.18 Potenciales escalar y vectorial
Vamos a calcular el potencial escalar ¢ y vectorial A que produce una concha esféri-
ca deradio g, de espesor infinitesimal y densidad de materia p, sobre un punto cercano
a su centro.



21 0 GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

La solucién de la ecuacién de campo linealizada es por (17.4)

”
hy :—i—?I[;deV'

donde r' se refiere a la distancia propia de la particula fuente en el momento de
emision e igualmente el corchete significa valores retrasados. De esta expresioén y te-
niendo en cuenta (1.18) se obtiene para el potencial escalar

) :_Gj[p(, (Q, +2'QR -2Q,)]
r
mientras que el potencial vectorial es por (18.4)

EJA[,DC (QM +4/3QR)ua]

2
c r

A continuacion es necesario expresar la densidad critica y los pardmetros de densidad
con valores actuales, para ello lo que hacemos es un desarrollo en serie.

av’,

A" =— arv'.

5.18 Desarrollo en serie de los potenciales retardados

En el epigrafe 16.4 se ha desarrollado el potencial escalar en serie de potencias,
conservando hasta el término de segundo orden en la inversa de ¢. Cuando se aplica
este desarrollo al conjunto del Universo, se encuentra que la serie converge muy lenta-
mente, no como ocurre cuando se trata de problemas sobre gravitoelectromagnetismo
local, donde la pequeiiez de los términos del desarrollo viene dado en funcién de la
inversa de c.

Pero lo que buscamos son los términos que dependan linealmente de la aceleracion
y esos términos solo aparece en el sumando de segundo orden respecto a la inversa de
cenel desarrollo en serie del potencial escalar. O sea, que la ecuacion (23.4) es ajustada
al problema que tenemos planteado, que consiste en comprobar que la induccién
gravitatoria de todo el Universo es capaz de producir toda la inercia de un cuerpo de
prueba. De tal forma que el potencial escalar lo tenemos que deducir de la expresién

¢——GjpdV +—j— av', (2.18)

donde solo hemos considerado el término que puede generar fuerza de inercia. Los
demas términos que aparecen en el desarrollo en serie, como aquellos que dependen de
la velocidad, que no son lineales en la aceleracién o que dependen de derivadas supe-
riores, deben anularse cuando se evaltan para el conjunto del Universo, cumpliéndose
que la fuerza de inercia es proporcional a la aceleracién y no depende dela velocidad.

6.18 Los potenciales de una concha esférica del Universo
Para el caso de una concha esférica compuesta de polvo, el potencial vector es dado
por

:——f (Q +4/3QR)

donde el acento sobre los simbolos 51gmf1ca que son los valores correspondientes al
momento de recepcién de la sefial gravitatoria ¢/ y no al momento de emisién ¢. El

u®dv’,
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momento de recepcién no tiene porqué corresponder al momento actual, o edad del
Universo ¢, . La velocidad que aparece en la expresion anterior se refiere a su valor
atrasado, o sea el que tenia el cuerpo que crea el campo en el momento de emitir la sefial
gravitatoria, mientras que la densidad critica y los parametros de densidad son los
correspondientes al momento de observacion.
. . . . .

r" debe ser entendida como la distancia propia desde el punto del campo al punto

fuente en el momento atrasado. Utilizando coordenadas esféricas se encuentra

dV'=o’sinfdod8de
siendo o el radio propio atrasado de la concha esférica. Como ya hemos hecho en otras
ocasiones se establece la relacién

r'= o-\/l +(r/o-)2 -2rcosf/c =cB\1-Ccosb,

B=lerfor; c=—217

1+r2/0'

donde

entonces la integral que nos interesa queda

V' o Ff T sind
—=—do | dp| ——=db0 =4nodo
'[ r B '([ l‘\/l—Ccosé’
donde estamos teniendo en cuenta que la densidad de la concha esférica es uniformey
que tiene un espesor infinitesimal do. Con el anterior resultado el potencial vector es

47G
A 2 p (Q +4/3Q )llGdG. (318)

A consecuencia de que el punto de observacion esta cerca del centro de la concha
esférica en comparacién con su radio, suponemos que las sefiales que, provenientes de
todos los puntos de la concha llegan en un momento determinado al punto del campo,
partieron en el mismo instante retrasado.

Pasemos a continuacion a calcular el potencial escalar producido por la concha
esférica en un punto cercano a su centro. El primer sumando de (2.18) no genera fuerza
alguna en el interior de la esfera, por lo que solo hay que considerar el segundo de los
sumandos.

Con las definiciones realizadas en 2.18 se encuentra

r'-a=arsina —ao cosasin@sinf —aosina cos 6,

y haciendo la misma descomposicién que antes nos encontramos con las siguientes
tres integrales

G . (=~ T arsina
[ =— Q,, +2Q 20, \odo [ d sin 8d 6
boae? p”( ) ;‘: (0'[ o B\1-C cos@
G acoso
L, =———p (%, +2Q, -2Q, |o’do [ sinpd sin’® 646
: 2¢? p°( ) I ? (p_[ o B\1-C cos@
G A A A T asina
IL=—=—p(Q, +2Q,-2Q, |c*do | d sin@cos0d0.
P2t pL( M : ) ;‘: (pI o B\1-Ccos@

La segunda de las integrales anteriores es nula. Para el calculo de las otras dos tenemos
en cuenta que
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T sSind___ g _». i’[ sinfeosd 5 2r
> BN1-Ccos @ ’ > BN1-Ccos® 30’

por lo tanto el potencial escalar de induccién producido por la concha esférica es

4G o (o an e
Bra = 3”7 p. (@ +20, 20, )arsinaodo. (4.18)

7.18 Calculo de la aceleracion inducida
Teniendo ya los valores del potencial escalar y del vectorial por (3.18) y (4.18) pode-
mos aplicar la ecuacién de movimiento (12.4) que en nuestro caso, donde solo estamos
considerando los términos que dependen linealmente de la aceleracion, se reduce a

. 0A
a*=-Vg-4 5
donde a* es la aceleraciéon inducida sobre la particula.
Para hallar la divergencia del potencial escalar vamos a escoger un nuevo sistema
de coordenadas, tal que la aceleracién de la esfera se encuentre dirigida hacia la parte
positiva del eje z y que el eje y sea tal para que el punto del campo se encuentre en el

plano y-z, entonces rsina = z y la divergencia del potencial resulta ser

V¢:?—?ﬁc(sz +2Q, —2f2A)aO'd0,
c

de donde se obtiene que la aceleraciéon inductiva es

167G + (& . TG o (6 ol g
at = 6; pc(QM+4/3QR)aada—%2GpU(QM+2QR—2§2A)aada. (5.18)

Hay que indicar que la densidad critica y los parametros de densidad son los valores
que existen en el momento de la llegada de la sefial gravitatoria al punto del campo, o
sea, no representan los valores retrasados. La expresion (5.18) nos da la aceleracién
inducida sobre una particula de prueba que se encuentra en el interior de una concha
esférica de radio atrasado o (es decir, el radio que tenia la esfera en el momento de la
emision de la sefial, que esta sometido a una variacién a consecuencia de la expansion
césmica), de espesor do y que lleva una aceleracion a respecto a la particula que esta en
el punto del campo. Obsérvese que (5.18) es vélida para cualquier valor dela curvatura
escalar k.

La férmula (5.18) se simplifica al introducir el valor de la densidad critica en el
momento / quedando

y2

a*:(%f)M+7f2R+f2A]i]—zaadJ. (6.18)

La aceleracion inducida a* refleja la existencia de una fuerza de inercia. En efecto, si
envez de poner la aceleracion a de la concha respecto al cuerpo de prueba, ponemos la
aceleracion del cuerpo respecto a la esfera, el resultado (6.18) cambia de signo y apare-
ce una aceleracion inducida contraria a la aceleracion del cuerpo, tal como es exigido
por la fuerza de inercia.

Volvemos a recordar que para hallar este resultado suponemos que los movimien-
tos son relativos, por lo que es lo mismo considerar que es la concha la que se encuentra
acelerada, o que sea el cuerpo quien tiene la aceleracion.
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8.18 Variacion de la masa inercial
La masa inercial de un cuerpo es definida como el cociente entre la fuerza de inercia
y la aceleracion del cuerpo respecto al conjunto del Universo. En el momento ¢ la masa
inercial m(t,) de un cuerpo que lleva una aceleracién a es

F(1)
m(t,) =~
a
el signo menos obedece a que la fuerza de inercia F(#,) es opuesta a laaceleracién. En
otro instante ¢, el mismo cuerpo tendra otra masa inercial definida por

>

F(s)
_ 2
m(t,)=——2).
a
El movimiento relativo del cuerpo respecto al Universo genera una aceleraciéon
inducida a*, que origina una fuerza sobre el cuerpo proporcional a esta aceleracion
*
a (tl) _ F(tl) (7 18)
* " F ’ ‘
a*(1,) F(1)
o dicho de otra forma, las aceleraciones inducidas son proporcionales a las masas
inerciales.
Llamamos coeficiente de inercia & (t) a la relaciéon entre la aceleracion inducida a *
sobre un cuerpo de prueba y la aceleracién relativa a de este cuerpo con relacién al resto
del Universo

a*=—£(1)a.
Como la aceleracién inducida es proporcional al coeficiente de inercia entonces de
(7.18) se halla

m(t) _£(1)

m(t,)  &(1)
Sicon m, representamos la masa inercial en el momento presente, tenemos que la masa
inercial en un momento genérico 7 es dada por m(t) = &(t)m,, por tanto, el mismo tipo
de variacion tiene la masa inercial que el coeficiente de inercia.

9.18 Induccion producida por el conjunto del Universo:
aplicacion al modelo cosmolégico de Einstein-de Sitter
Podemos suponer que el Universo esta formado por una sucesién de conchas esfé-
ricas, de distintos radios o y de espesores do. Para calcular la aceleracién inductiva
total hay que integrar (6.18) desde el momento inicial 7 =#/f, =0 hastael momento 7 .
Vamos a aplicar (6.18) a un Universo de Einstein-de Sitter, que viene caracterizado
por tener curvatura escalar nula % = 0y solo contener materia, por lo que la energia de
la radiacién y el vacio se consideran nulas y asi también sus correspondientes
parametros de densidad. Este modelo césmico no se ajusta al real, no obstante, tiene
expresiones muy simples que nos van a ayudar a comprender el problema tratado.
Utilizando (10.B) y (12.B) la expresién (6.18) adopta la forma

a* = 22af’2j 2 s s —%r%rz“ +7|dr, (8.18)

0
noétese en que se ha tomado el valor absoluto en do. La razén es que, como se puede ver
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de la grafica 1.B, la derivada de la distancia propia de donde parte la sefial es negativa
a partir del maximo dela funcién o = o (7,7). A partir del maximo de esa funcién, que
ocurre en 7, =8/277 ~0.2967, las senales que salen de la parte més externa de la
concha esférica de espesor do, salen antes que las de la parte mas interna y lo contrario
ocurre para las senales emitidas antes del maximo.

El resultado de la integral anterior es

a*=-0483a=-£(7)a
donde ahora a representa la aceleracion de la particula de prueba, que es opuesta a la
aceleracion del conjunto del Universo. A &£(7)le llamaremos coeficiente de inercia,
donde 7 es la edad del Universo, o el instante en que llegan las sefiales al punto del
campo. En el Universo real tenemos para el momento presente & (1) =1, mientras que
en el modelo de Universo de Einstein-de Sitter apenas alcanza la mitad del valor co-
rrecto.

En general, el coeficiente de inercia depende de la edad del Universo, no obstante en
el modelo de Einstein-de Sitter no tiene esa dependencia, lo que viene a significar que la
inercia de los cuerpos en este modelo césmico es siempre la misma. Pero en general el
coeficiente de inercia depende del tiempo, o sea, la masa inercial del cuerpo no perma-
nece constante sino que varia segtin evoluciona el Universo, tal como veremos mas
adelante

Otro asunto de interés es que las senales gravitatorias que llegando en el momento
presente a un cuerpo son responsables de la generacion de la inercia, fueron produci-
das en momentos diferentes: desde el comienzo del cosmos hasta el presente. Se trata
de analizar c6mo las distintas épocas césmicas contribuyen a la formacion de la masa
inercial. Esta influencia viene dada en la gréfica 1.18, que representa el tanto por ciento
de la masa de inercia que es generada en funcién del momento en que salié la senal
gravitatoria. La grafica se obtiene realizando la integracién de (8.18) en intervalos de
tiempo de 0.057 . O sea, descomponemos la integral de (8.18) en sumandos, en cada
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uno de ellos el integrando solo es distinto de cero en un intervalode 0.057.

Lo primero que hay que senalar es que el 50% de la masa inercial de los cuerpos en
el momento presente ¢ es creada por emisiones gravitatorias producidas entre el big
bang y el momento 7 =8/27, lo que significa que las primeras etapas del Universo
contribuyen en mayor medida a la masa inercial de los cuerpos. Para reflejar este hecho
indicar que desde el comienzo del Universo hasta el instante 7 = 0.05 (correspondiente
auna edad del Universo de unos setecientos millones de anos), salieron las senales que
dan a los cuerpos el 16.8 % de sus masas. Indicar también que durante 7 ~ 0.3 el Uni-
verso participé minimamente en la generacién de las masas inerciales. Igualmente las
interacciones gravitatorias que llegan en el momento actual provenientes de cuerpos
cercanos, participan débilmente en la generacién de la masa inercial; dicho de otra
forma, los cuerpos que actualmente se encuentran cercanos generan poca inercia.

9.18 Induccion producida por el conjunto en un Universo
caracterizado por k=0y Q, =0.7
Seguimos usando la férmula (6.18) pero ahora con diferentes valores de la densi-
dad critica y de los parametros de densidad. Con referencia a un Universo de curvatura
escalarnulay Q, =0.7, por (5.B) encontramos la relacién H, =0.9537, que nos per-
mite calcular la densidad critica del Universo actual en funcién de su edad

o 3H; 27286
P = 82G 871Gt
Podemos usar con buena aproximacién para este Universo la misma funcién oo’ (7)
(grafica 2.B) que para el Universo de Einstein-de Sitter, entonces tenemos

1
[oo'dr =0.1975¢; .
0

Con todos estos datos podemos evaluar la ecuacién (6.18) para el momento actual,
encontrandose

a*=-£(1,)a=-04221a

donde a es la aceleraciéon de la particula de prueba respecto al resto del Universo.
Resultado que sigue estando alejado de la realidad, pues el valor observado en el
momento actuales &(7,) =1,

10.18 El coeficiente de inercia

Al contrario de lo que ocurre en el modelo de Einstein-de Sitter, en general el coefi-
ciente de inercia varia con el tiempo. En efecto, tanto la relacién entre ¢ y H, como los
parametros de densidad, dependen del tiempo. Esto nos muestra que en el Universo la
masa inercial de un cuerpo es dependiente del tiempo.

Vamos a calcular el coeficiente de inercia para un instante cualquier ¢ . De (4.B) se
calcula el factor de escala cosmico y su derivada respecto a 7 =1/, , con estos datos se
determina la «constante» de Hubble para el momento ¢

R_AR_, 1R
R R t,Hy, R
el punto significa derivacion respecto al tiempo césmico ¢ y el apdstrofo es la deriva
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ciénrespectoa 7.
La densidad critica en un momento cualquiera es

()23 LRy . L (R 018
PN 826G " 8aG 2\ R) " (t,H,) \ R (918)
donde p° esladensidad critica en el momento presente ¢, . El parametro de densidad
del vacio en funcién de a es

A A 1 1 :
= Cz == 0 2 :Qi(tOHO)2 2 :Q?\(toHO)za_z

3™ 3 (RR) (R/R) a

siendo Q) el valor del pardmetro de densidad del vacio en el momento actual. El
pardmetro de densidad de la materia varia con el factor de escala c6smico segin

A

3
_p_M_i (R/Ro) _Qu( )2
- -0 2 , 2~ =2 oo
p. P 1(,H,) (R/R)
El parametro de densidad de la radiacién para un momento cualquiera es

M 2"
a a

R

:&:p_RO (R/RO)4 — 0( )2 ] ]
pc pLO 1/([0H0 )2 (R,/R)Z R\"07°70 a72a2
Finalmente debemos tener en cuenta la relacién

! ’

a a
tH=1— = tH=—.
a a

El coeficiente de inercia para un momento ¢ se deriva de (6.18)

W (U A i T
f(r):(EQM +7Q, +QAj(t0H) |:Cz_t§'(‘)‘|00 |dr},
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donde hemos tenido en cuenta que la integral depende linealmente de ¢’z . De la
anterior expresioén se deduce

0 0
f(f)Z(%g;j:[ " ij J |: > 2“ T, T T,f)|dT (10.18)

expresion que nos da la variacion del coeficiente de inercia con el tiempo en funcién de
los valores actuales de la constante de Hubble, de los pardmetros de densidad y de la
edad del Universo.

Como o (0,7) = o (7,7) = 0 entonces

J.O'O"dT —JO‘dO‘ 0,

cuando 7 =7___ entonces & T,f) alcanza su maximo valor, por tanto ¢'(7,,.,7)=0

max
por lo que a patir de ¢ , o'(7, z') serd negativo, por tanto

max

2 max 2 max

j.O'O"dTZ J. oo'dr + I co'dr=0 = _[ GO"dT:—j‘ oo'dr,
0 T

max 0 T max

entonces
jao—'dr =2 j oo'dr =2 j odo=c*(7,,.,7).
Por lo que (10.18) queda
£(7)= (%”;—3} +7k QO +Q° J(tOHO )’ Lz]tg o’ (Tmax,f)} (11.18)

debiendo tenerse en cuenta que 7, depende de 7.
Podemos descomponer el coeficiente de inercia segiin de donde proceda su induc-
cion: materia, radiacién o vacio

()~ & (F)+Eu(8)+€,(7)
cada uno de esos términos tiene una variacién diferente con respecto al momento en
que son medidos.

En la grafica 2.18 se muestra una familia de curvas que representa el valor £(7, ) en
funcién de los parametros de densidad de la materia y del vacio, suponiendo nulo el
parametro de densidad de la radiacién. La linea recta horizontal discontinua corres-
pondea &(t,) =

Notamos que el valor correcto para el momento actual del coeficiente de inercia se
alcanza a altos valores del parametro de densidad del vacio y todos los casos dibuja-
dos corresponden a modelos césmicos de curvatura escalar negativa, &k =-1.

El coeficiente de inercia va variando con el tiempo. Como ejemplo de esta variacion
aplicamos (6.18) a un Universo caracterizado por los parametros Q}, =0.1,Q% =12y

=0, el resultado viene indicado en la grafica 3.18.

11.18 Consecuencias de la variacion de la masa inercial
La informacién que se recibe en el momento presente de objetos lejanos fue produci-
da en un tiempo pasado, es decit, cuando la masa inercial de todos los cuerpos era
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diferente de la actual. Si la informacién que analizamos procedente de esos cuerpos
lejanos depende de la masa inercial, entonces podemos comprobar su variacion con el
tiempo. Concluimos entonces, que si bien es imposible detectar la dependencia de la
masa con el tiempo en un laboratorio terrestre dada la lentitud de su variacién, si es
posible la deteccion cuando se analizan fenémenos c6smicos.

Un efecto que tiene la variacion de la masa con el tiempo estd en el corrimiento de las
lineas espectrales, ya que su frecuencia depende de la masa de los electrones que son
llevados a niveles superiores de energia cuando absorven fotones. Por ejemplo, la fre-
cuencia de las lineas espectrales del 4tomo de hidrégeno es proporcional a la constante
de Rydberg R, ,queasu vez depende de las masas inerciales del electréony del protén
segin

m

¢
HOC

I+m,/m,

siendo m, y m, las masas del electron y el protén respectivamente. Como la dependen-
cia con el tiempo de la masa inercial es la misma para cualquier tipo de particula,
encontramos que la constante de Rydberg en el momento ¢ de emisién de la seiial esta
relacionada con su valor en el momento actual ¢, por

R, (t) = SE(Z)RH (ZO)’
e igual relacién debe de existir entre las frecuencias de las lineas espectrales emitidas
en el momento ¢ con las frecuencias de las mismas lineas tal como son medidas actual-
mente en el laboratorio, o sea
v()=&(0)v(t,).

El corrimiento de las lineas espectrales z es definida por la relacién

vV, —V,
r=—t Ob,

Voo
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donde v, es la frecuencia con que fue emitiday v,, la frecuencia con la que es observa-
da. Noétese que siz es positivo existe un desplazamiento hacia el rojo y si es negativo el
desplazamiento de las lineas es hacia el azul. Sea v, la frecuencia con la que se emite
una determinada linea en la Tierra en el momento actual, entonces el desplazamiento
hacia el rojo de esa linea viene dado por

7= g(t)vo _Vob

>

Voo

tes el momento atrasado o instante en que fue emitida la sefial. Entonces cuanto mayor
sea el coeficiente de inercia, mayor sera el desplazamiento hacia el rojo y viceversa.

Lo anterior nos viene a decir que es necesario corregir los datos provenientes de los
estudios que relacionan el médulo de distancia (m — M , diferencia entre la magnitud
relativa y absoluta de un objeto galactico) con el desplazamiento hacia el rojo observa-
do en esa galaxia. O dicho de otra forma, los pardmetros caracteristicos del Universo
que se obtienen por este procedimiento deben ser modificados. En particular, esta mo-
dificacién puede producir una alteracién sustancial del pardmetro de densidad del
vacio. Se trata de estudiar si los valores experimentales que se obtienen a partir de estos
estudios son conformes con alguno de los valores del pardmetro de densidad que dan
valores correctos para el coeficiente de inercia en el momento actual.

Definimos z' como el corrimiento hacia el rojo en el caso de que la masa inercial
permaneciera inalterable en el tiempo, o sea

’

— VO _Vob

4 ob

Entonces

] ’
1+z a(t) é"([)(l+z) (11.18)
que nos permite obtener la funcién z = z(z') . Enefecto, conocido a(t) y dado un valor
de z' seresuelve (12.18) y se determina el valor de 7 correspondiente al momento de la
emision de la sefal. Con este valor se determina z.

Por (16.B) conocemos la relacion teérica m = m(z) en funcién de los parametros de
densidad del Universo. Sin embargo, lo que nosostros medimos no eszsino z', por este
motivo es necesario obtener la funcién m =m(z"), para confrontarla con las medidas
observacionales. Por lo tanto, lo que habria que saber qué parametros de densidad
hacen concordar las observaciones de m y z. Parametros que deben satisfacer que &(7,)
sea igual a la unidad.

12.18 Referencia
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Apéndice A

Velocidades superluminicas

1.A Violacion del principio de causalidad

Puede pensarse que no es equivalente la rotacion de un sistema de referencia que la
rotaciéon de todo el Universo en sentido contrario, ya que en este caso los cuerpos
lejanos superarian la velocidad de la luz, lo que parece contradecir a la relatividad
especial, que exige que c sea un limite insuperable.

Lo que realmente prohibe la relatividad especial es la transmisién de la informa-
cién a una velocidad mayor que la de la luz. Si esto ocurriera se incumpliria el princi-
pio de causalidad, en el sentido de que existirian sistemas de referencia que observa-
rian como el efecto se produce con anterioridad a la causa, lo que es entendido como
imposible.

En efecto, supongamos un sistema inercial de referencia K, que observa un movi-
miento con una velocidad ¥ mayor que la de la luz; podria tratarse de un cuerpo o de
algtin tipo de radiaciéon. Supongamos que en un momento ¢, el anterior cuerpo se
encuentra en la posicién x, y en el instante posterior 7, se encuentre en x,, donde
suponemos que el movimiento tiene lugar a lo largo del eje x y hacia su parte positiva.
Entendemos que el suceso 1 es anterior al 2, o bien que lo ocurrido en el instante 1 es el
efecto de lo que se produce en el instante 2. Entonces

y=22"% Ax >
t,—t, At
Consideremos ahora otro sistema inercial de referencia K’ que se mueve con velocidad
v hacia la parte positiva del eje x del sistema K. En este caso la ecuacién de transforma-
ciéon de Lorentz toma la forma

_ At —v/c*Ax — A 1-vV/c?

ll_vz/cz Il_vz/cz ’ (A1)

sila velocidad de K’ cumpliera las condiciones

At'

C2
c>V>—
V

entonces por (A.1) A¢' seria negativo, indicando que para K’ el suceso 2 se produce
antes que el 1, lo que contradice el principio de causalidad, que entendemos como
principio fundamental e irrenunciable de la Fisica, lo que nos lleva a la conclusién de
la imposibilidad de un movimiento, que teniendo una velocidad mayor que ¢, pueda
ligar causalmente dos sucesos.
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En el caso que nos ocupa del movimiento relativo de rotacién de todo el Universo,
nos encontrarfamos, en efecto, con cuerpos cuyos movimientos son superiores a la de
la luz, no obstante todos ellos se mueven al unisono. En esta situacién ninguno de los
cuerpos del Universo transporta informacién causal. Se trata de un movimiento de
caracter geométrico que no infringe el principio de causalidad. Ciertamente existirian
sistemas de referencia K’ para los cuales se incumpliria este principio, pero estos siste-
mas K’ serian puramente geométricos, no estarian ligados a cuerpos materiales, ya que
todos los cuerpos del Universo tiene que ser participes del movimiento de rotacién.

Concluimos por tanto que las velocidades superluminicas de los objetos celestes
que se observan desde sistemas en rotacién no inclumplen la relatividad especial.
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Cosmologia

1.B Elemento de linea de Robertson-Walker
Haciendo uso exclusivo del principio cosmolégico que exige la homogeneidad e
isotropia del espacio, se llega al elemento de linea aplicable al Universo como un todo
dr’

2

ds* = c*dt* - R (t)(l +r2d@* +r* sin® Hd(pzj
donde R(r) esel factor de escala césmicoy kes la curvatura espacial que puede tomar
los valores 1,0, -1. Cuando k es 0 se trata de un espacio tridimensional plano. Si £ toma
el valor +1, entonces el mayor valor posible de la coordenada r es la unidad, es decir se
trata de espacios espacialmente cerrados y finalmente en el caso de que la curvatura
espacial sea -1, » puede tomar cualquier valor, o sea se trata de espacios abiertos.

Se le llama corrimiento hacia el rojo a

v,—=V

e ob

Vob

siendo v, la frecuencia con la que fue emitida la radiacion procedente de una galaxia
y v,, la frecuencia con la que es medida por el observador en la Tierra. Con caracter
general el desplazamiento hacia el rojo es

- R(z{,,,)_1

R(1,)

es el momento de la observacion de la senal y ¢, el momento en que fue

z =

donde ¢,
emitida.

2.B Ecuaciones de Friedman
Al aplicar las ecuaciones de Einstein al elemento de linea de Robertson-Walker se
obtienen las siguientes dos ecuaciones que permiten determinar el factor de escala
cosmico

817G 1

R* +ke* === pR* +§AczR2

.. AzG 1
R=——"—(pc® +3p)R+—=Ac’R.
3¢’ ('D p) 3

donde el punto significa derivacién respecto al tiempo césmico y no respectoa x°. 0 es
la densidad propia de energia (es decir la densidad respecto al volumen propio), p es la
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presion y A es la constante cosmolégia.

3.B Ecuacion de conservacion
En relatividad general la ecuacién de conservacion de la energia-momento toma la
forma
D,T* =0.
Suponemos que el sustrato universal corresponde a un fluido perfecto, por tanto el
tensor energia-momento es

le =(p+p/cz)u'uk—pglk.
Teniendo en cuenta: que la derivada covariante del tensor métrico es nula, que la deri-
vada de un escalar es igual a su derivada parcial, que el tensor de energia-momento es
simétrico y que la materia que forma el sustrato césmico es comovil, es decir que u° = ¢
y u* =0,seencuentra

S palilersle)e]-o

como /g = R*(1)r*sin@ / V1—k* la ecuacion de conservacion queda

R (1)% = %[1@ ()(pe*+p)]. (1.B)

Debemos de sefialar tres situaciones especiales. En la primera de ellas predomina la
materia en forma de polvo, lo que significa que es nula la presion ejercida. Al aplicar la
ecuacion (1.B) se encuentra la variaciéon que experimenta la densidad de materia a
medida que varia el factor de escala c6smico

P = R (1).
En el caso de que en el Universo predomine la radiacion de cuerpo negro, la relaciéon
entre su presién y densidad de energia es dada por

1.
Pr = E PrC
por tanto de (1.B) se obtiene la evolucion de la densidad de energia de la radiacién
P R ().
Si fuera el vacio quien predominara, tendriamos (tal como veremos més adelante) que
su densidad de energia esta relacionada con la presion que ejerceria por

pr=-pyc’,
por tanto de (1.B) se llega a que la densidad de energia del vacio permanece constante
con independencia de la variacion del factor de escala césmico.
Se puede establecer una ecuacién de estado que relacione densidad de energia con
la presion y que cumple de forma genérica la relacién

p i = a)l p i
donde o, es un factor que depende de si se trata de materia, radiacién o vacio y toma los
valores

w, =0, o0,=c/3; o,=-
mientras que la relacion entre la densidad de energia y el factor a=R/R, (R, es el
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factor de escala en el momento actual) es

nl

poca,
y facilmente se puede comprobar que se cumple

n, =3, n,=4 n,=0.

4.B Ecuaciones de Friedman en funcion
de la densidad de energia y de la presion
Se define la «constante» de Hubble por
R(1)
H(t))=—-=
(0)=— 0
y el parametro de desaceleracién por

. R(1)
t)=—R(t)= .
o= 5y
Con estas definiciones se pueden volver a escribir las ecuaciones de Friedman (sin
término cosmolégico) que toman la forma

3 [ ke?
S B Ry #E
r SZG(RZ j

2 2
p=- ¢ {k%+H2 (1—2q)}.
87G| R
Si aplicamos las ecuaciones al momento actual encontramos que existe una densidad
critica a partir de la cual el Universo cambia de abierto a cerrado. Utilizando el subindice
0 para representar los valores actuales, la densidad critica actual del Universo es
© 872G

si la densidad es mayor que ese valor, entonces k es positivo y el Universo es
espacialmente cerrado, siel valor de la densidad del Universo en el momento presente
es menor que el anterior valor tendriamos una curvatura negativa, lo que significa un
Universo abierto. Finalmente, sila densidad que hay ahora en el Universo tuviera el
preciso valor de la densidad critica, entonces el Universo seria plano, o sea sin curva-
tura espacial.

5.B La edad del Universo cuando no existe término cosmolégico
La densidad de energia de la materia (en forma de polvo, o sea, sin presién) varia
con respecto al factor de escala cosmico segtin la ley

3
(1) :{R(%)}
p(t) | R()
ademas, en el caso de dominio de la materia, por la segunda de las ecuaciones de
Friedman (y al suponer presién nula) se obtiene

ke*/R? =(2¢9,-1)H;
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y utilizando este resultado en la primera de las ecuaciones de Friedman

87G
=Py =2a,H;
donde el subindice 0 representa valores actuales.
Sivolvemos a la primera de las ecuaciones de Friedman
_ 871G (t)_g_szrc; R ke
3 PUTR TS PR TR
y haciendo uso de las férmulas anteriores, llegamos a la ecuacién diferencial

HZ

. 2
R R
— =2q,H; —[g +(1-2q,) H; (2.B)

2

de donde se deduce

,/2
1 2g, )"
di =—|1-2g, +2 | 4a,
I ( 9o P )

0
esta férmula nos permite obtener la funcién factor de escala respecto al tiempo, conoci-
da la constante de Hubble y el parametro de desaceleracién en el momento presente.
En el caso de un Universo abierto que estd permanentemente en expansion, su edad
se calcula por

1 2q, )"
t,=— || 1-2g, +=2> | da, 3.B
; HJ( % j (3B)

donde 1 es el valor de a que corresponde al momento actual del Universo y el valor 0 es
el que toma a en el big bang.

Cuando el radicando que aparece en la integral anterior se hace negativo deja de
haber solucién, lo que nos viene a decir que existe un valor maximo de R, o sea que nos
encontramos con un Universo que colapsa. Este maximo valor se obtiene anulando la

derivada de Ren (2.B)
ﬁ _ 2q,
Ry ) 2401 ’

entonces cuando el Universo es cerrado, es decir colapsa, su edad en la fase de expan-
sién también se calcula mediante (3.B), mientras que el tiempo que tarda el Universo en
evolucionar desde el big bang hasta el estado de méxima expansién es

29y
2g0-1

) -1/2
P [ (1—2q0+ﬂj da.
H, 3 a

6.B Presion y densidad de energia del vacio
La ecuacién de campo de Einstein en presencia de término cosmolégico toma la
forma

1 1
R, _ERgik +Ag =T, = R, _ERg,k =—xT,

considerando, como antes, que el sustrato universal es un fluido perfecto
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~ A - o~ -
Iy =T, +;gik = (p+ p/c2 )”f”k ~ P&
entonces

~ _ N A
p=p+t—y; P=EpPp-—
xe X
donde py p sonla densidad de energia y la presién de la materia y de la radiacién. Las
altimas igualdades hay que entenderlas como la existencia de una energia y presiéon
asociada a A, atin en el caso de que no exista ni materia ni radiacién, es decir, es
necesario asociar al vacio la densidad de energia

A AL
P = ¢ " 872G
y la presiéon
br = _chz .

7.B Definicion de los parametros de densidad
Se definen los parametros de densidad de la materia, de la radiacion, del vacio y de
curvatura por las relaciones
827G 827G Ac® ke?
W A Ty pe g e
que dependen de la edad del Universo. De las anteriores definiciones se deduce
Py =y Pes Pr =P, Py =P, .
De la primera de las ecuaciones de Friedman se encuentra la relacién

87G ke A’
H=——p-—+
3 R 3
con pse representa la suma de las densidades de energia de la materia y de la radia-
cion. La anterior ecuacion se transforma en

Q,+Q,+Q +Q =1.
Al igual que se hizo con las ecuaciones de Friedman sin término cosmolégico,

podemos despejar la densidad y la presién (se entiende presiéon y densidad de la
materia y de la radiacién, excluida la del vacio), entonces tendriamos las ecuaciones

2 2 2 2 2
) el ]

8.B Ecuaciones cosmoldégicas cuando se considera la radiacion

La densidad de energia de la radiacién en un Universo en expansién disminuye
mas rapidamente que la correspondiente densidad de energia de la materia. Entonces,
si partimos de que actualmente la densidad de energia es una parte de la densidad de
materia, hay que suponer que en un pasado la radiacién debi6é dominar sobre la mate-
ria. De aqui la necesidad de considerar Universos dominados por la radiacién.

Teniendo en cuenta que la densidad de energia es la suma de la debida a la materia
y a la de la radiacién, tenemos
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3 4
0

P =Pyt Pr = Pou F-i_pORF
por tanto la primera de las ecuaciones cosmolégicas queda
872G R, 871G R} Ac* k
=% P s T P T 2
3 R 3 R 3 R
La anterior ecuacién cosmoldgica se puede poner como

H2

2 3 4
R
(‘;_fj - Hj[QL%+Q‘;R—‘;+Q?\R2 +Q£R§J
donde los parametros de densidad son calculados para el tiempo actual. Introducien-

doelfactor a=R/R,
2 0 0
Q Q
(%) - Hj( aM +a—§+Qia2 +QQ]

da ’ 2 o (1 of 1 0 2
] S H Q| S | = +Qf (a* 1) |.

De la anterior expresion se obtiene el factor de escala c6smico para un momento ¢
cualquiera mediante

IRA 1 | e
_ 0 ~ 0 - 0 2_
z_HO _([[HQM(G 1J+QR[(12 IJ+QA(a 1)} da, (4.B)

si introducimos una nueva variable 7 = /¢, donde ¢, es el tiempo actual o edad presen-
te del Universo, podemos poner

1 i i o

T= 1+Q | —=1|+ Q| -1 |+Q (a’-1)| da
Ht, '([ |: M(a j R(az ) A( )

de donde se obtiene la funcién a = a(r).Para calcular la edad del Universo en la actua-

lidad aplicamos la férmula

-1/2

1 o (1 of 1 0o ( 2 ]
ty=—|1+Q,, | ——1|+ Qx| 5 -1 [+Q, (a” -1 da. 5.B
o (Lo (ot @) ©B)
Tomemos como ejemplo un Universo caracterizado por k=0, Q) =07 y

Q) =0.0002 . A partir de (5.B) se calcula la edad de este Universo en funcién de la
constante de Hubble para el momento actual, resultando

o bien

1 = 0.9634—.
H,

0

9.B Distancia propia
Consideremos una concha esférica de radio coordenado , de donde parte una sefial
luminosa (o cualquier otra que viaje a la velocidad de la luz) en el instante retrasado ¢,
llegando al observador situado en el centro de la concha esférica en el momento 7 . Se
trata de determinar el radio propio o de esa esfera en el momento de emitir la senal.
Segun el elemento de linea de Robertson-Walker, el movimiento de unrayo que se
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acerca al centro de la esfera viene dada por la expresion
dar  _ cdt
Vi-k? R(1)
Introduciendo la variable 7 =¢/¢, e integrando desde el momento en que parti6 la sefial
hasta el momento de llegada

_4l Td—r, _ ﬂf dr'
r—S{ to.!.R(T,)} s{&!a(r,)}, (7.B)

debemos advertir que r no depende del tiempo, ya que los cuerpos que componen el
sustrato cdsmico son coméviles y sus coordenadas invariables. La funcién S queda
definida de la siguiente forma: si k =1 entonces S(x)=sinx;si k=-1, S(x)=sinhx
ysi k=0 S(x)=x.

De la métrica de Robertson-Walker se deduce que la distancia propia radial desde el
origen a un punto de coordenada r es

(6.B)

dr

7RO T

y de (6.B) se encuentra
. ¢ dr’
ol\7,7)=ct,a\T)|——
( ) 0 ( )_! (l( T')
Haciendo el célculo numérico, por ejemplo, para el modelo con k=0, Q}, =03y
QY =0.7 se encuentra la curva representada en la gréfica 1.B.

Volvemos a insistir que se trata de distancias propias retardadas, es decir la que
tenia la fuente en el momento de la emision. Por ejemplo, los puntos cerca del origen
corresponden a la emisién de luz por cuerpos en el big bang y que por tanto se encon-
traban muy cerca del punto de observacion, aunque la luz que emitieron sea observable

(8.B)

ofcty T

04

03

02

0.1

1 I 1 1 1 1 1 1 1 N
0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.0

Grafica 1.B
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en el momento presente y esos cuerpos se encuentren actualmente a gran distancia.
Obsérvese que, en nuestro ejemplo, existe un maximo de la distancia propia que
corresponde al momento 7 = 0.306 . Para este tiempo el valor de la distancia propia es

o =0.4256¢t, .
Una de las expresiones que tenemos que manejar en el capitulo 18 es la integral de
l|odo|= |0' ()0’ (r)| dr
donde la evaluacion se hace a todo el Universo conectado causalmente con el observa-
dor. La derivada de la distancia propia se obtiene de (8.B)

o' (r.F) = ct, {a'(f)fa“é:) _1}

T

aplicando este resultado, como ejemplo, al modelo césmico considerado y para el mo-
mento presente, se obtiene la gréfica 2.B.

-~

oo'| / ot

0.7

0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0

Grafica 2.B

Dela grafica 1.B se observa que la pendiente de la curva es positiva hasta llegar al
maximo, es decir ¢’ es positivo. Pero en la zona de descenso de la curva, la pendiente
es negativa y asi también lo es ¢’ . Para evitar esta situacién que no tiene sentido fisico,
en la grafica 2.B se ha dibujado el valor absoluto de oc’, por lo que toda la curva
aparece en la parte positiva.

10.B Universo de Einstein-de Sitter
Vamos a aplicar los conceptos anteriores al Universo de Einstein-de Sitter, caracte-
rizado por contener solo materia y cumpliendo £ =0y Q, =0. Eneste caso la densi-
dad del Universo corresponde a su valor critico y de (4.B) se obtiene
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(ﬁf _m2t ©B)

que al integl‘ar queda
2/3
HO[:2a3/2 = AZ(EHOIJ s
3 R, \2

cuando ¢ =/, ocurre que R = R entonces H ¢, =2/3ylaecuacion (9.B) queda

2/3
R(7) :RO(L) = a(r)=r". (10.B)

De la anterior ecuacién se obtiene que la «constante» de Hubble tiene la siguiente
dependencia con el tiempo césmico

La densidad de este Universo es
3H* (1 1 11
p(0)-p ()2 AL L
827G 672G 1t" 672G,
La coordenada radial de donde se encontraba un cuerpo que emiti6 la sehalen ¢ y que
llega en el momento ¢ al observador es, segtin (6.B)

ﬂr dz" :3Ct0 (TAI/3_TI/3)-

R, Ja(7') R,
La correspondiente distancia propia es
o(7.7)=R(t)r =3ct, (f1/3rz/3—r), (11.B)

. cr(z',f)/cto

0.1 02 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1
Grafica 3.B
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mientras que
2, A
cdo =cc'dr=9c’t; (512/31'/3 —grmrm +T)dr. (12.B)

La sefial que sali6 de la posicion més alejada y que llega en el momento presente al
observador, debi6 partir en el momento
3
- @) = 02967,

max

y la distancia propia desde la que salié esta sefial es o, =4/9ct,7.

11.B Distancia luminosidad
Supongamos un objeto galdctico con una luminosiad absoluta L, que representa la
energia que emite por unidad de tiempo. Sea / la luminosidad relativa, es decir, la
energia que llega al observador por unidad de tiempo y unidad de area. Si el espacio
fuera euclideo, d, representaria la distancia a la que se encuentra el objeto y se cumple

-’

en un espacio curvo (13.B) sera la expresién que define lo que llamaremos distancia de
luminosidad. Vamos a suponer que el objeto galactivo emite fotones de igual frecuencia
v, , entonces el numero total de fotones emitidos en un intervalo de tiempo 5¢, es

Loz,

hv,

donde / es la constante de Planck. El 4rea de una esfera centrada en el objeto luminoso

y que pasa por el observador en el instante de llegada de los fotones en el tiempo ¢,, se
obtiene a partir del elemento de linea de Robertson-Walker
A=47R}r?,

donde R, eselvalor del factor de escala césmica en el momento de la observacion, que
suponemos es el momento presente. Para la deduccién anterior hemos tenido en cuen-
ta que el objeto galactico se encuentra en una posiciéon con coordenadas fijas. Si ¢,
representa el periodo de la sefial emitida y ¢, el periodo de la misma senal en el lugar
de recepcién, se encuentra por el elemento de linea que existe la relaciéon

ot ot

—e "0
R (te ) R (tO )

donde se ha tenido en cuenta que tanto el emisor como el receptor se encuentran inmé-

viles. Entonces

N:

hv
I+z=—
VO
Con los resultados anteriores se obtiene que la luminosidad relativa o aparente es
/= Nhv, L

A8ty 4R (1+2)
Si definimos la distancia de luminosidad por la relacién (13.B) se encuentra
d, =Ryr(1+z) (14.B)
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que es la formula que vamos a utilizar para encontrar la relacién entre la magnitud
aparente de una galaxia y su desplazamiento hacia el rojo.

12.B Relacién entre el médulo de distancia
y el desplazamiento hacia el rojo

Por la definicién de magnitud absoluta como la magnitud estelar que tendria un
objeto siestuviera situado a una distancia de 10 parsec, se encuentra que el médulo de
distancia m — M (m es la magnitud relativa y M la magnitud absoluta) esta relacionada
con la distancia por

m—M =5logd, +25=5log D, —5log H, +25 (15.B)

L L 0 H
d, esmedidaenmegaparsec, D, = H,d, y H, esla constante de Hubble en el momento
de observacion, normalmente expresada en las unidades kms'Mpc™'. En vez de la
magnitud absoluta se prefiere la magnitud de punto cero, definida por

M=M-5logH +25,

agrupando de esta manera los dos parametros My H , entonces la relacién (15.B)
queda

m=M+5logD, .

Para obtener la relacién entre el médulo de distancia y el desplazamiento hacia el
rojo, es necesario previamente hallar la relacion existente entre la distancia de lumino-
sidad y z, para lo que utilizamos la relacién (14.B) donde debemos poner su segundo
miembro en funcién de z.

Por definicién de Q,

¢ |-k c \/ -k
0= 77 Al T ~o0 T 7,
H\ Q  H\1-Q), -Q%-Qf
valida siempreque £ #0. H, y Q, sonlos correspondientes valores en el momento de
la observacién.
De (6.B) se encuentra que para un rayo que proceda de una galaxia en la posicién r
que salié en el momento ¢, y que llegé a la posicién del observador » =0 enel momento
tO
r 1y Ry 1
R
j dr =CJ dt =Cji=ij@
o A1 — ki R(t) : RR R, | aa

1y

1 -1/2
¢ o (1 of 1 o 2 1
R J‘k[1+QM(;—IJ+QR(?—I)+QA(a —1)} a’'da.

0 (1+2)

Poniendo la integral del segundo miembro en funcién de z y resolviendo la integral del
primer miembro, queda al aplicar (14.B)

d, = c(l+2) { 2 ) (1490 )4 (2 +22) (142) Q) -2/ (24 2) l/zdz}
T E| VAT V(2 +22) (14 2) @ -2 (2+ )@, |

cuando k es positivo S(x)=sinx y x = 1-Q), - Q} - QY ;si kesnegativo S(x) =sinhx
y xesigual que antes; finalmente si £ = 0 entonces S(x)=xy x =1.
Ya estamos en condiciones de expresar la magnitud relativa de un objeto galactico
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de mangitud de punto cero M en funcién del desplazamiento hacia el rojo para el caso
en que se desprecie el efecto de la radiaciéon

c(1+2) s

S |K|z(l+z')21+§2§/,z' —Z'(2+2")Qy | dZ'¢y, (16.B)
L) o 027 105122101

c tiene que venir expresada en kms™' si H, viene en kms ' Mpc™' . El pardametro M, al
igual que los parametros de densidad, se obtiene ajustando los datos observacionales.
Esto se puede conseguir utlizando exclusivamente para el ajuste los pequefios valores
de z o bien usar tanto los pequefios como los grandes valores de z. En el caso de usar
como referencia las supernovas del tipo Ia entonces M =-3.17.

m(z):M+SIog

1
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Apéndice C

La supuesta variacion
de la masa inercial

1.C La variacion de la masa inercial segun Einstein

En el celebrado libro E/significado de la relatividadpublicado por primera vez en
el afo 1922 y resultado de las conferencias pronunciadas por Einstein en Princeton,
aparece la conclusion de la que masa inercial de un cuerpo es afectada por otras masas
colocadas cerca de él. En palabras del propio Einstein: «La masa inerte es proporcional
a 1-¢/c?y, por lo tanto, aumenta cuando masas ponderables se aproximan al cuerpo
considerado.»

En las ediciones sucesivas revisadas de este libro, la dltima en el afio 1955, esta
conclusién permaneci6 inalterada. Lo curioso de este asunto es que los calculos de
Finstein contienen un doble error: uno matematicoy otro conceptual, y no fueron corre-
gidos hasta el ano 1962 en que Brans demostré que la supuesta variacion de la masa
inercial no es cierta.

Einstein parte de las ecuaciones linealizadas, encontrando que las componentes
del tensor métrico son

00

U
:1—i—?jng:1+i—f; Zou =i—?j¥dV=—%A“

ao

2G ([ ~] 2¢ ¢
SN Dl | L 5/ PG W =25 2
ch. r +c Eap

2 a 2
pc

representando los corchetes valores retrasados.
El tiempo propio lo relaciona en esta aproximacién al tiempo coordenado por

dr =+1+2¢/c>dt

con lo que la ecuacién geodésica queda
df__L &) e ﬂdx_k(l_%j
dr| Ji+2¢/c? di “dt dr c?

d ¢ \dx“* L dx’ ot ¢
—||1-= =-TIsi—=—|1-=
dt c dt dt dt c

y al despreciar el cociente ¢/c? , queda

o bien
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dK ¢jdx“} L dx' dx*
- E S e S
dt ) di dt dt

A continuacién Einstein obtiene los siguientes valores para la conexién

_ =% )

Tt 2 20 ox? ox”
y al sustituir en la ecuacion de la geodésica queda

(3) (2) (3) a(3)
0 0 0
Fgo_ & ou +l gOO. re 1 8 oa goﬁ . FZV:O

K P S LN N
dt[(] czjv} V¢ 461 +4vA(VAA). 1.0

De este resultado, Einstein concluye que la «masa inerte es proporcional a ¢/c* , por lo
tanto, aumenta cuando las masas ponderables se aproximan al cuerpo considerado».
Einstein reconoce que este efecto no es relevante pero «existe ciertamente de acuerdo
con la teoria general de la relatividad», y significan un «fuerte apoyo a las ideas de
Mach».

Lo que hizo Einstein fue comparar (1.C) con la ecuacion clasica

dv
m)—=-m_V
P Vo

donde m eslamasa inercialy m ,lamasa gravitacional pasiva del cuerpo, ambas son
iguales por el principio de equivalencia. Entonces, para el caso de potencial vector
nulo, la ecuacién de Einstein queda

av
m’ l—i2 —=-m\V¢,
¢ ) dt
lo que viene a significar que la masa inercial, tal como es definida en la mecéanica
newtoniana, se ve alterada con la presencia de un campo gravitatorio por la cantidad

m =m (1—%),

por tanto, Einstein concluye que la masa inercial de un cuerpo varia a medida que se
acumulan cuerpos en su cercania.
Cabe otra interpretacion del resultado de Einstein. Si la ecuacion se pone
m’ N (1+ﬁjv¢,
dt U
entonces cabe suponer que la variacion se refiere a la masa gravitacional pasiva del
cuerpo, de tal forma que la nueva masa gravitacional seria

, V4
mgzmg(l+c—2 .

Todavia es admisible otra interpretacion, si la ecuacién de Einstein se pone de la

forma
@ _gf1s £ Joe(1)
dt c r

se podria interpretar como una variacién de la constante de gravitaciéon, de tal manera
que diminuye con el potencial gravitatorio
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2.C Errores en el trabajo de Einstein

El anélisis de Einstein por el que obtiene las ecuaciones de movimiento de una
particula a baja velocidad en un campo gravitatorio débil [ecuacién (1.C)] contiene
varios errores de calculo. En primer lugar hay que sefalar que las ecuaciones de campo
linealizadas no nos permiten determinar la componente 0,0 del tensor métrico a orden
4. En efecto, cuando se obtienen las ecuaciones linealizadas se desprecia parte del
tensor de Ricci, pero estos términos contienen componentes de orden 4 cuando se
evalia la componente 0,0 del tensor de Ricci, que a su vez nos permite determinar la
componente 0,0 del tensor métrico.

Al obtener las componentes de la conexién se han despreciado términos de orden 2
que intervienen en la ecuacién de movimiento. En la derivacién de Einstien no se ha
tenido en cuenta I'%;, a segundo orden, que no es nulo sino que tiene el valor dado en
(11.4). Aunque cuando se evaltia la ecuacion de la geodésica a pequenas velocidades el
sumando que contiene estas componentes se puede despreciar.

Se han despreciado términos de orden 4 en la componente I',, algo que no puede
hacerse porque esta componente estd multiplicada por c al cuadrado en la ecuacién de
movimiento, es decir, de ella se obtienen términos de orden 2 y por esto no es licito
despreciarlo. Las componentes de los simbolos de Christoffel necesarias para obtener
la ecuacion de movimiento a orden 2 son las que vienen dadas en (11.4).

3.C La ecuacion de movimiento para el caso de campo débil
y pequenas velocidades
Vamos a obtener la correcta ecuacién de movimiento para el caso de campo débil y
velocidades pequeiias comparadas con la velocidad de la luz. La ecuacién de movi-
miento a segundo orden es (12.4). Si tomamos pequenias velocidades de la particula
conrelacion a ¢ se encuentra

dv OA 20° ( ¢j oA 1
—=-V¢—-4—-V +—|= \Y 4———V
dt - ot ( c? czj - c? v

o0 sea que contiene un término de segundo orden que estaba ausente en (1.C) y también
varia en cuanto a los coeficientes. Al orden de aproximacién de nuestros cédlculos

también se puede poner
dv _ 4¢ 0A 1
" (chjw 4= =SV 20
ecuacion valida en la aproximacién de segundo orden, cuando el campo gravitatorio
es débil y pequena la velocidad de la particula. Es necesario hacer el calculo del dltimo
término, para ello se necesita averiguar la expresién del tensor energia-momento para
un sistema de particulas.

4.C El tensor de energia-momento para un sistema de particulas
Consideremos un conjunto de particulas puntuales. El tetramomento de la particu-
la n es definido por
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k
n

k k
pn = mnun = mn
dr
El tetramomento del sistema de particulas por unidad de volumen es

> pi(08[r-r(0)], B.C)
definiendo la delta de Dirac mediante

Jf(r)53 [r—r(t)JdV = f[r(t)]

extendida la integral a todo el espacio tridimensional. Se comprueba que
[Xpi@s[x-r,()]av =Y pi ()

lo que muestra que (3.C) es la densidad de volumen de tetramomento del sistema de
particulas. Hacemos la definicién

T%(r,t) =chf (1)s* [r—l‘,, (l)],

el vector r es la variable y r, (¢) la posicién de cada particula en el instante .
La densidad de corriente de tetramomento es el tetramomento por unidad de volu-
men multiplicado por la velocidad, es decir

T =% pi (s [r-r(0)]

las dos expresiones anteriores se puede unificar
dx k
T" = ()8 r—r () |—2.
Zn: P, (057 =
Vamos a demostrar que lo anterior es un tensor en el espacio-tiempo de Minkowski.
Definimos la funcién delta de Dirac en el espacio tetradimensional como
JCD(xk)54(xk—x'k)dQ:CD(x’k) (X@)

donde dQ es el elemento de volumen del espacio tetradimensional de Minkowski.
Ademas se cumple la relacion

J.é”‘(xk —x"*)dx* :63[r—r(t)].

Con esta definicion se puede poner el tensor energia-momento

T* =Idx02p’n(t)54[x" -xt (r)] d;f

o bien como la 7 es una simple variable, podemos sustituirla por el tiempo propio
dx k
T* =|ax> pi(r)s*| x" —xk(r) |—=
J. Zn: Pn |: n :| dt

expresion que tiene carécter tensorial frente a transformaciones de Lorentz. La anterior
férmula también se puede poner como

_ dx,
Pt fede Ty 6t -xt 0] 5

que es la que utilizaremos para calcular el tensor energia-momento en ausencia de

dxﬂ
dr’
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campo gravitatorio.

Ahora es necesario transformar la definicion del tensor energia-momento para dar-
le caracter tensorial en un espacio tetradimensional de Riemann. La ecuacion (4.C) es
invariante por ser una definicién, pero como \/ng es el volumen tetradimensional
invariante, también lo es

1
—s 4 ( X k xv k )
Jg
por tanto la expresion del tensor energia-momento tiene que ser generalizada a la
forma

= %jz]y; (r)s* [xk —xk (T):| dx)
g %
que tiene caracter tensorial frente a transformaciones genéricas de coordenadas.

5.C El potencial ¢
Vamos a suponer que tratamos con una concha esférica de masa My de densidad p
que tiene una masa m pequeiia en su centro. Consideramos que tanto la velocidad u de
la concha como la velocidad v de la particula son pequenas (o incluso nulas). Se trata
de determinar el potencial i que viene dada por la expresion (17.4). La componente 0,0
del tensor energia-momento sera la suma del correspondiente a la concha esféricay a la
particula

2
T =T +T%" :pcz(%) +L_[p054(x'k —xF)ax'® =
T

dt me? dt
= pc (a’rj +\/§d1 8 r=r ().

para el caso de pequenas velocidades y campo gravitatorio débil

(dt) 2, ul 2 A s (5.0)
C

dr c c? dr c?’
téngase en cuenta que el potencial ¢ en la férmula (5.C) es el que existe en el punto
donde se encuentra la particula fuente y causado por el resto de todos los cuerpos. Si se
trata de un punto de la concha esférica, ¢ es la suma del potencial de la esfera ¢, (que
es el mismo en todos los puntos interiores) mas el potencial producido por la particula
menun punto de la concha, término que denominaremos ¢, . Si el punto en cuestiéon es
la particula m, entonces ¢ que aparece en la ecuacion (5.C) es solamente el potencial que
la esfera produce en su interior ¢,. En lo que sigue con ¢ representaremos el potencial
total, suma del potencial de la esfera ¢, y del potencial de la masam ¢’ .
El determinante del tensor métrico en nuestra aproximacion es

26\(,_20) _, 44
g:googngzzgzz:(]"‘c )( —2) z]——z

c c
entonces el tensor energia-momento queda

Tv :pcz(l—M)-i-mcz(1+2¢°—t2¢,j(1—¢—2)53[r—r(ﬂ]
c c c
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y a orden 0 que es el que nos interesa en orden a calcular el potencial yes
(0)
T ==2p(¢, +4,)+m(g, +2¢')8 [r-r()].

Calculemos ahora la componente ¢, del tensor energia-momento

:ﬁjp
1
T

y a la aproximacién de orden 0

a54(xrk_xk)dxa :L

b

} _EMVZ5 [r r(t)]

a54(x!k_xk)dx_dt:
dt

©
T =mv?s’® [r—r(l)}
pero como la velocidad de la particula es muy pequena, podemos despreciar este térmi-
no. Entonces el potencial yes

av - Gj¢°—+2¢)53 [r—r@]aV =-24,(p, + ;) +(, +2¢") ¢’

si ahora despreciamos los términos de orden ¢'> entonces nos queda definitivamente

l//:_2¢0(¢0 +¢B)+¢o¢'- (6-C)

:_GJ'_ZP(¢0+¢<’))

6.C Ecuacion de movimiento de una particula de prueba
en el interior de una concha esférica con una masa en su centro
Ya estamos en condiciones de calcular la ecuacién de movimiento de una particula
de prueba colocada en el interior de una concha esférica de masa M que tiene en su
centro una pequefia masa 7.
Aplicando la ecuacién (2.C) y de (6.C) obtenemos

ﬁ=—( 4¢°)V¢ AT ( 5¢0) vy 7C)

dt
donde hemos tenido en cuenta que la divergencia nula de f en todo el interior de la
esfera. La ecuacién (7.C) es la que tenemos que interpretar a continuacion.

7.C Interpretacion de los resultados
La critica que hace Brans se centra en que la férmula (7.C) se expresa en funciéon de
las coordenadas espacio-temporales, y que para compararla con la férmula de la mecé-
nica newtoniana es necesario usar la distancia y el tiempo propio.
Alnivel de la aproximacién que estamos considerando la relacién entre el tiempo
coordenado y propio y entre la distancia y la coordenada espacial es

dr:(1+izjdt; da:(l—%)dr
c c

entonces (7.C) se puede poner como

(]_MJ dt G'”%G)

o utilizando coordenadas espacio-temporales propias, oy 7
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1+g¢/c? :
(o 2] 50
c (1_¢/62) dr c oo\ o

2
dt os\ o

es decir la misma férmula de la mecanica newtoniana. Con esto se concluye que el
efecto de la variacién de la masa inercial predicho por Einstein no es mas que una
ilusién, resultado de tomar las coordenadas espacio-temporales y no sus valores tales
como son medidos experimentalmente. La anterior afirmacion se puede mantener al
menos cuando se trabaja a segundo orden en la inversa de c.

tras simplificar
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