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Prefacio

1

A
l poco tiempo de formularse la relatividad general en la segunda década

 del siglo pasado, se advirtió que la teoría incorporaba, tal como era de

esperar, fenómenos de inducción gravitatoria; es decir, gravedad producida

por el movimiento de la fuente.

En similitud con el electromagnetismo, la constante que caracteriza

la inducción gravitacional es la constante universal de gravitación G, divi-

dida por la velocidad de la luz al cuadrado; un valor tan pequeño que hace

que la gravedad inducida sea muy débil, motivo por el que se abandonó el

estudio de estos fenómenos, ya que la tecnología de las primeras décadas del

siglo XX era incapaz de detectarlos.

Los adelantos tecnológicos de final del siglo XX y los que previsiblemente

vendrán en años venideros, ha hecho pensar que se podrá medir la induc-

ción gravitatoria en un futuro inmediato, lo que daría apoyo a una teoría,

que como la relatividad general, tiene escaso soporte experimental. Por esta

razón en los últimos años ha surgido un renovado interés en la investiga-

ción de la inducción gravitatoria, especialmente encaminada a idear expe-

rimentos que sean tecnológicamente viables.

El estudio de la relatividad general se enfrenta con el problema de la

complejidad de sus ecuaciones, en especial por su carácter no lineal. No

obstante, en la mayoría de la situaciones que interesan, la gravedad es muy

débil, de tal forma que las ecuaciones relativistas pueden simplificarse. Dos

caminos se pueden seguir para ello: la teoría linealizada, que se obtiene

eliminando los términos no lineales de las ecuaciones de campo; y la teoría

débil, que desarrolla en serie de potencias el tensor métrico. Con una y otra

técnica se estudian en este libro los fenómenos de inducción gravitatoria.

La teoría linealizada de la relatividad general se puede plantear

vectorialmente, dando lugar a dos vectores de campo: el gravitoeléctrico y el

gravitomagnético; así como a un conjunto de ecuaciones de campo que tie-

nen gran similitud con las ecuaciones de Maxwell, por esta razón se ha

extendido el término gravitoelectromagnetismo para referirse a la gravedad

inducida. Pero hay que ser precavido, porque ambos conjuntos de ecuaciones

se diferencian en aspectos muy significativos y sobre todo porque las leyes

de movimiento en electromagnetismo y en gravitoelectromagnetismo son

muy diferentes entre sí. Es más, algunos problemas, tales como las pertur-

baciones de órbitas de satélites, no pueden entenderse exclusivamente en

el marco del gravitoelectromagnetismo que se deriva de las ecuaciones

linealizadas, siendo necesario el concurso de la teoría débil para lograr su

entendimiento.
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Hay que advertir que hay dos tipos de fenómenos de inducción

gravitatoria: los que se derivan del gravitomagnetismo y los correspondien-

tes a la gravitoelectricidad. Muchos estudios se han realizado sobre los del

primer grupo, mientras que poca atención han recibido los del segundo. En

principio ambos tipos de fenómenos son del mismo orden de magnitud; no

obstante, como en los experimentos diseñados se toma como fuente de in-

ducción la rotación de la Tierra, resulta que los fenómenos gravitomagnéticos,

que dependen linealmente de la velocidad angular de rotación terrestre, son

sensiblemente más intensos que los gravitoeléctricos, que depende del cua-

drado de esa misma velocidad angular. En este libro hacemos incursión en

la inducción gravitoeléctrica, que en algunas situaciones especiales puede

alcanzar el mismo valor que la correspondiente inducción gravitomagnética.

Esta obra se divide en cuatro partes. La primera de ellas, que incluye

los capítulos 1, 2 y 3, es una introducción donde se plantea la inducción

gravitatoria que podríamos llamar prerelativista. La segunda parte la com-

ponen los  capítulos 4, 5 y 6, donde se desarrolla, en extenso, la teoría que

luego será aplicada en situaciones concretas. Especial énfasis hemos pues-

to en la ecuación de movimiento, que a nuestro juicio, no ha sido bien apli-

cada en el pasado.

La tercera parte del libro, que incluye los capítulos del 8 al 16, se cen-

tra en el estudio teórico de posibles experimentos para la detección de la

inducción gravitatoria. Finalmente en el capítulo 17 hacemos una incur-

sión, un tanto especulativa, en el principio de Mach, aplicando las ecuaciones

del gravitoelectromagnetismo al conjunto del Universo.

Con este libro pretendemos primeramente, reunir los principales fe-

nómenos gravitoelectromagnéticos y en segundo lugar explicarlos de la for-

ma más simple y pedagógica que hemos podido, perdiendo tal vez rigurosi-

dad pero ganando en profundidad física.

El estudio del gravitoelectromagnetismo sigue abierto y así estará du-

rante muchos años más. Al igual ocurrirá con el principio de Mach, del que

todavía no se puede asegurar que se encuentre o no incluido en la teoría

general de la relatividad.

El mundo de internet ha simplificado y universalizado el acceso a los

artículos científicos. Por esta razón nos hemos limitado a poner al final de

cada capítulo una muy breve bibliografía, en la seguridad de que el lector

podrá ampliar sin más dificultad las fuentes documentales.

La totalidad de este libro se puede descargar libremente desde el por-

tal de bibliografía científica de la Fundación Dialnet de la Universidad de La

Rioja, en la dirección http://dialnet.unirioja.es.

Wenceslao Segura González

Almendralejo, febrero de 2013



1.1 El espacio absoluto

Uno de los conceptos newtonianos que más polémica ha generado es el espacio
absoluto. [1] Su creador lo entendía como un «escenario» inmutable y no afectado por
ningún objeto exterior, donde evolucionan los cuerpos que interaccionan entre ellos
mediante fuerzas. Entendía el movimiento absoluto como el cambio de una posición
absoluta (esto es, referida al espacio absoluto) a otra posición absoluta.

Newton era consciente de que no se podía saber si existían cuerpos que estuvieran
en reposo absoluto, por lo que no se podía determinar la posición absoluta mediante la
observación.

Newton introdujo el concepto de espacio relativo. Esta idea se puede generar por
un proceso de abstracción. [2]  Supongamos una caja y admitamos que encierra un
espacio. Podemos imaginar que la caja aumenta ilimitadamente su tamaño, a la vez
que disminuye el grosor de sus paredes; hasta tal extremo que la caja (como objeto
material) desaparezca, pero en nuestra imaginación permanece el espacio que antes
encerraba, de tal forma que podemos entender el espacio independiente de cualquier
cuerpo material.

Podemos suponer dos cajas, una en el interior de la otra. Cada una de ellas encierra
un determinado espacio. Supongamos que la caja menor se encuentra en movimiento
respecto a la mayor, entonces debemos admitir que el espacio de la caja pequeña se
encuentra en movimiento respecto al espacio de la caja mayor. Realizando el proceso
mental anterior, podemos extender el tamaño de las cajas y disminuir sus espesores,
hasta encontrarnos con dos espacios de tamaños infinitos, uno de ellos moviéndose
respecto al otro.

Entonces cabe imaginar infinitos espacios moviéndose entre sí. Los espacios que
se mueven respecto al espacio absoluto reciben el nombre de espacios relativos.

Si tenemos un conjunto de cuerpos fijos entre sí, podemos suponer que se encuen-
tran fijos respecto a un espacio relativo, o sea, que si medimos la posición respecto a un
conjunto de cuerpos fijos entre sí, estamos determinando su posición respecto a un
espacio relativo. Por tanto, si bien no podemos determinar posiciones absolutas, sí es
posible determinar posiciones relativas. No obstante, Newton entendía que era posible
determinar movimientos absolutos de rotación, al venir caracterizados por la fuerza
centrífuga que es un efecto medible.

1

La mecánica de Newton

3
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2.1 Las leyes de Newton

La mecánica clásica se fundamenta en las conocidas tres leyes de Newton. Hay que
entender que estas leyes son válidas para observadores que se encuentran en reposo
absoluto. No obstante, existen espacios relativos donde también son válidas las tres
leyes de la mecánica. Son aquellos que tienen un movimiento uniforme y rectilíneo
respecto al espacio absoluto, según afirma el quinto corolario de la teoría de Newton.
[3]

Newton formuló la segunda ley de una forma similar a como ahora se conoce,
indicando que la fuerza aplicada a un cuerpo produce una aceleración proporcional y
de la misma dirección y sentido que la fuerza.

También definió la «vis insita» (lo que hoy entendemos como fuerza de inercia)
utilizando las siguientes palabras: «La vis insita, o fuerza innata de la materia, es el
poder de resistir, por el cual cada cuerpo, en tanto lo que él puede, continua en su
presente estado, ya sea de reposo o de movimiento uniforme en línea recta.» Agregó que
esta fuerza es proporcional a la masa del cuerpo. Si nos limitamos a lo contenido en
esta definición, habría que pensar que Newton consideraba que la fuerza de inercia
actúa siempre y cuando el cuerpo se encuentre acelerado y tiene sentido opuesto a la
fuerza externa aplicada, que es la responsable de la aceleración del cuerpo. Sin embar-
go, no relacionó este concepto con la segunda ley, quedando algo confuso el significa-
do de la fuerza de inercia. *

Por la definición newtoniana de «vis insita» cabe interpretar que es el cuerpo acele-
rado el que actúa sobre sí mismo, aplicándose la fuerza de inercia. No obstante, como
esta fuerza sólo se ejerce sobre cuerpos acelerados respecto al espacio absoluto, puede
entenderse que es el espacio absoluto el que aplica la fuerza de inercia; como una
especie de fuerza de contacto. A las fuerzas de inercia no le es aplicable la ley de acción
y reacción. Puede que el espacio absoluto actúe sobre el cuerpo acelerado, pero no se da
la reacción del cuerpo sobre el espacio absoluto.

Se entiende el sistema de referencia como un conjunto de cuerpos y de relojes que
nos permiten determinar la posición de un objeto y fijar los eventos en un orden tempo-
ral. Es corriente definir el sistema de referencia inercial como aquel en que son válidas
las leyes de Newton, en particular la primera ley o ley de la inercia. ** O sea, que desde
el punto de vista newtoniano el espacio absoluto es un sistema de referencia inercial, al
igual que lo son todos los sistemas que se encuentren con movimiento uniforme y
rectilíneo respecto al espacio absoluto. Por contra, aquellos sistemas de referencia que
están acelerados respecto al espacio absoluto son no inerciales.

Hoy se enseña la mecánica clásica diciendo que las leyes de Newton solo son

4

* Esto no le impidió obtener la ley del movimiento planetario igualando la fuerza centrífuga
(que es una fuerza de inercia) con la fuerza de la gravedad, es decir aplicando la condición del
equilibrio dinámico.
** Se trata de dos definiciones diferentes. En efecto, la ley de la inercia es extensible a la
relatividad especial pero no así la segunda ley de Newton, que tiene que ser modificada. Por
tanto el sistema de referencia inercial en el que se cumplen las tres leyes de Newton es diferente
de aquel en que solo se exige el cumplimiento de la ley de al inercia. El término sistema de
referencia inercial surgió a final del siglo XIX por obra de Ludwig Lange, siendo posteriormen-
te propagado por el desarrollo de la relatividad especial.



válidas respecto a los sistemas inerciales. No obstante, la segunda ley de la mecánica
newtoniana se puede adaptar para aplicarla a los sistemas no inerciales, como vere-
mos más adelante.

3.1 Movimiento relativo

Supongamos dos sistemas de referencia: K (inercial) y K’ (no inercial), que se mue-
ven uno respecto al otro. Sea el vector R el que une el origen de K con el de K’. Sean r y
r’ los vectores de posición de un punto cualquiera P respecto a los dos sistemas K y K’
respectivamente. Entonces las velocidades del punto P respecto a ambos sistemas es-
tán relacionadas por

donde � es la velocidad de rotación intrínseca, o de spin, de K’ respecto a K. La relación
entre las aceleraciones del punto P respecto a K y K’ es

.

Entonces, la segunda ley de la mecánica, que en el sistema inercial toma la forma

m�F a

se transformará en el sistema K’ en la expresión

donde hay que observar que la fuerza aplicada F no se altera al cambiar de sistema de
referencia, porque se supone que solo depende de la distancia relativa entre los cuer-
pos (y eventualmente de la velocidad y aceleración relativas). Podemos recuperar la
segunda ley en un sistema no inercial poniendo

i
m �� �F F a

donde F
i
 son las fuerzas de inercia

.

Con este planteamiento llegamos a la conclusión de que las fuerzas de inercia son
fuerzas que solo existen cuando la observación es realizada desde un sistema no
inercial; por tanto, hay que entenderlas como fuerzas ficticias, que existen o no, según
la elección del sistema de referencia. Esta es la forma en que se presenta actualmente la
segunda ley de la mecánica y que no es concordante con la planteada originalmente
por Newton.

4.1 Potenciales gravitoelectromagnéticos

Supongamos un sistema no inercial K’ que gira con respecto a un sistema inercial K
con una velocidad angular intrínseca ω dirigida hacia la parte positiva del eje z’. Con
esta suposición, que no significa pérdida de generalidad, podemos definir el potencial
vector y escalar (o potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnético) por las expresiones

2 2 2 2 2
1 1

2 2
x y d� � �� �� � � � �

siendo d la distancia desde el punto donde estamos calculando los potenciales al eje de
rotación. Nótese que el vector R depende del tiempo, pero no de la posición del punto.

La mecánica de Newton 5

(1.1)
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Fácilmente se encuentra

t

� �� � � �

�

�

ω ω r

A

donde hay que tener en cuenta que la derivada parcial temporal exige que permanez-
can fijas las coordenadas espaciales (x’, y’, z’), por esto es nula la derivada temporal de
r’. El operador � está referido a las coordenadas espaciales del sistema K’.  Las restan-
tes ecuaciones de interés son

2

2 .

�� �

� �� � � � � �

A ω

v A ω v

La fuerza de inercia (1.1) expresada en el sistema K’ se puede poner

i
m m m

t
�

�
�� � � � � � � �

�

A
F v A .

Si introducimos las intensidades de inercia por las fórmulas

2

t�

� �� �

A
E

B A ω

entonces la fuerza de inercia tomará la forma

i
m m �� � �F E v B

donde encontramos una expresión idéntica a la fuerza de Lorentz del electro-
magnetismo. Podemos considerar que el efecto dinámico observado en un sistema de
referencia no inercial es la aparición de fuerzas similares a las electromagnéticas. A los
vectores E y B se les llama intensidades de campo gravitoeléctrico y gravitomagnético,
respectivamente. Podemos afirmar que un sistema de referencia no inercial es equiva-
lente a uno inercial más un campo gravitoelectromagnético que viene definido por los
dos potenciales �  y A.

Las ecuaciones de este campo de inercia, es decir las ecuaciones diferenciales que
permiten determinar los campos gravitoeléctricos y gravitomagnéticos, son

2
2

0

0

t

�� �

�
�� � �

�

� �

�� �

E

B
E

B

B

iguales a las ecuaciones de Maxwell pero suponiendo velocidad infinita de la propa-
gación de la interacción y no existencia de fuentes generadoras de campo
gravitomagnético.

5.1 La realidad de las fuerzas de inercia

Hay otra manera de formular la segunda ley de la dinámica. Aunque matemática-
mente idéntica a la forma habitual, tiene un contenido conceptual bien diferente. Va-
mos a suponer que cuando un cuerpo se acelera respecto a un sistema inercial actúa
sobre él una fuerza (que llamaremos de inercia) de valor .m� a  Esto quiere decir que la

6



segunda ley la podemos formular diciendo que la suma de las fuerzas aplicadas a un
cuerpo más la fuerza de inercia es nula

0
i

� �F F

expresión que representa el principio del equilibrio dinámico. Esta ley es extensible a
observaciones realizadas en sistemas no inerciales. En este caso, la fuerza de inercia
tendrá una apariencia diferente a (1.1)

.

Lo anterior muestra que las fuerzas de inercia no solo aparecen para observadores
en sistemas no inerciales. Sino que son fuerzas que actúan siempre que el cuerpo se
encuentre acelerado. Además, la suma de todas las fuerzas de inercia toma el mismo
valor en todos los sistemas de referencia, sean o no inerciales.

De esta forma recuperamos el concepto newtoniano de fuerzas de inercia, es decir,
fuerzas que actúan sobre un cuerpo cuando se encuentra acelerado, que igualan en
magnitud y se oponen a la fuerza aplicada, y que existen con independencia del estado
de movimiento del observador.

Fácilmente se comprueba que las fuerzas de inercia son reales, es decir, que son
medibles. Sea, por ejemplo, una balanza que en uno de sus brazos tiene una polea por
la que puede girar una cuerda sin peso que lleva en sus extremos cuerpos de masas M
y ,M m�  que inicialmente están en reposo. [4] En el otro brazo hay un peso con el que
se consigue el equilibrio de la balanza. En un momento determinado se liberan  las
pesas,  de tal forma que ,M m�  descenderá y M  ascenderá.

La mecánica de Newton 7

�
�

�
�

�

T

T

Ma

Mg

(M+m)a

(M+m)g

Al aplicar la segunda ley de la dinámica a ambas pesas encontramos

T Mg Ma

M m g T M m a

� �

� � � �

donde T es la tensión de la cuerda (la misma a ambos lados de la polea) y a es la
aceleración, de ascenso para la masa M y de descenso para la masa .M m�  Al resolver
el anterior sistema se encuentra que la aceleración es

.
2

mg
a

M m
�

�
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La fuerza que las dos pesas ejercen sobre la balanza, ya no es el peso de ambas, sino
que es menor y dado por

2 2T Mg mg ma� � �

el resultado es que mientras están cayendo las pesas, la balanza se desequilibra, pe-
sando menos el brazo donde se encuentran las pesas moviéndose. Obsérvese que si el
movimiento de las pesas hubiese sido uniforme, no se registraría ningún desequilibrio
de la balanza.

Si la balanza se ha desequilibrado es porque ha aparecido una fuerza, que actúa
hacia arriba sobre el brazo de la balanza donde se encuentra el montaje. Pero, ¿de

dónde proviene esa fuerza?
La explicación del experimento es la siguiente. Cuando los cuerpos se están mo-

viendo aceleradamente, se ejercen sobre ellos, además del peso, la fuerza de inercia,
que siempre es de sentido contrario a la aceleración y cuyo valor es la masa del cuerpo
multiplicada por su aceleración. Cuando los cuerpos están moviéndose, las fuerzas
que actúan sobre ellos son sus pesos menos las fuerzas de inercia (hacia abajo la que
actúa sobre M  y hacia arriba la que actúa sobre M m� )

2 2M m g M m a Ma M m g ma� � � � � � �

reencontrado el resultado anterior.
Se puede extender el razonamiento al caso de un cuerpo que se encuentre en caída

libre, sobre el que actuará el peso y la fuerza de inercia, que son de sentidos contrarios
y de igual módulo; por tanto el cuerpo no tendrá peso alguno mientras cae. Este resul-
tado es cierto tanto para un observador en un sistema de referencia inercial como en
uno no inercial.

La aceleración normal (o aceleración centrífuga) y la aceleración tangencial (que
tiene su origen en la variación del módulo de la velocidad de la partícula) respecto al
espacio absoluto, dan lugar a fuerzas detectables por observadores inerciales. Su valor
es el mismo en cualquier sistema de referencia.

Sin embargo, la fuerza de Coriolis 2m� �ω v  solo es detectable y medible en siste-
mas de referencias en rotación. O sea, no es una aceleración respecto al espacio absolu-
to, sino respecto a un sistema no inercial. La aceleración de Coriolis puede explicarse a
partir de consideraciones cinemáticas.

Supongamos, por ejemplo, un cuerpo inicialmente en el origen, que se mueve con
una velocidad v constante a lo largo del eje y de un sistema inercial K. Consideremos un
sistema K’, de igual origen que K, cuyos ejes z y z’ coinciden, y que está rotando con
velocidad angular constante ω  dirigida hacia la parte positiva del eje z. Utilizando las
ecuaciones de transformación de coordenadas entre K y K’, se encuentra que las
ecuaciones de movimiento respecto al sistema rotando son

sin sin

cos cos .

x y t vt t

y y t vt t

� �

� �

� � �

� � �

Para el observador K’ el cuerpo sigue una trayectoria curva, aumentando el módulo de

su velocidad con el paso del tiempo: 2 2
1 .v t��  Es decir, para el observador K’ el

cuerpo está sometido a una aceleración a’.
El problema puede ser abordado dinámicamente. Aplicando la segunda ley de la

mecánica para el observador rotando K’ se tiene

(2.1)
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2m m m� � �� � � � � �ω ω r ω v a

donde las magnitudes con primas es la posición, velocidad y aceleración del cuerpo
respecto al sistema rotando K’. De la anterior ecuación vectorial se obtiene el sistema de
ecuaciones

2

2

2

2

x

y

y

x

dv
x v

dt

dv
y v

dt

� �

� �

�
� �� �

�
� �� �

que tiene de solución (2.1) como se puede comprobar por sustitución. Nótese que la
fuerza total de inercia (que siempre es igual a m� a ) es nula tanto en K como en K’.

Newton advirtió de que no era posible determinar la posición absoluta de un cuer-
po, ni tampoco medir su movimiento absoluto rectilíneo. Sin embargo, pensaba que
eran medibles los movimientos absolutos de rotación.

Sobre los cuerpos en rotación absoluta actúa la fuerza centrífuga, que es real y se
puede medir, obteniéndose el mismo valor con independencia del estado de movimien-
to del observador; de esta medida podemos obtener la velocidad angular de rotación
respecto al espacio absoluto.

6.1 Energía potencial de inercia

El movimiento de una partícula de masa m respecto a un sistema inercial se puede
obtener a partir de la lagrangiana

c pL E E� �

y de la ecuación de Euler-Lagrange

0,
d L L

dt

� �� 	
� �
 �

� �� v r

de la anterior ecuación y del principio de equilibrio dinámico obtenemos que la fuerza
de inercia (

i
m� �F a ) se deriva de

,c c

i

E Ed

dt

� �� �
� � 	
 �

� �� 
F

v r

la energía cinética clásica no depende de la posición, aún así no hemos anulado su
derivada espacial para facilitar la generalización que haremos en el próximo capítulo.
En cuanto a la fuerza aplicada tenemos

p p

a

E Ed

dt

� �� 	
� � � 
 �

� �� 
F

r v

expresión válida para el caso general en que la energía potencial dependa de la veloci-
dad.

Si ahora estudiamos el movimiento de la partícula respecto a un sistema no inercial,
habrá que hacer uso de la lagrangiana

c pL E E m m�� � � � �A v

como puede directamente comprobarse usando la ecuación de Euler-Lagrange. � y A
son los potenciales gravitoelectromagnéticos tal como fueron calculados anteriormen

La mecánica de Newton 9
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te. Llamamos energía potencial de inercia a
i

pE m m�� � �A v ,

entonces la fuerza de inercia en un sistema no inercial se deriva de la expresión

i

c p i

i c p

E Ed
E E

dt

� �� � �
� �� � � �

� �� �
F

v r
,

como puede comprobarse por cálculo directo.

7.1 Las fuerzas de inercia en la relatividad restringida

En relatividad la ecuación de movimiento de una partícula libre es una geodésica.
Las componentes de la conexión o símbolos de Christoffel que están presentes en la
geodésica surgen por tres motivos: por el uso de coordenadas curvilíneas en vez de
cartesianas, por los efectos de las fuerzas de inercia en sistemas de referencia no
inerciales y, finalmente, por campos gravitatorios. Si consideramos que las coordena-
das son cartesianas, los términos de inercia que actúan sobre una partícula libre en
ausencia de gravedad en un sistema de referencia no inercial, vienen dados por la
expresión

i j
k

ij

dx dx
m

d d� �
� �

siendo � el tiempo propio de la partícula. Vamos a obtener la fuerza centrífuga y de
Coriolis cuando la observación es realizada respecto a un sistema en rotación. Sea K el
sistema inercial y K’ el sistema que rota con el cuerpo, con una velocidad angular
ω dirigida hacia la parte positiva del eje z, que es común para ambos sistemas. Las
ecuaciones de transformación son las correspondientes a una rotación

cos sin

sin cos

x x t y t

y x t y t

� �

� �

� �� �

� �� 	

al sustituirlas en el elemento de línea de Minkowski se obtiene el elemento de línea
según el sistema K’, que tiene las siguientes componentes significativas del tensor
métrico

2 2 2

00 01 022
1 ; ;

x y y x
g g g

c cc

� � �� �	 � �
� �� � � � � .

Al desarrollar los símbolos de Christoffel, la ecuación de la geodésica  queda, elimi-
nando las primas para simplificar

1
.

2

k i j

ks s ij

d dx dx dx
g g

d d d d� � � �

� 	
� �
 �

� 
Los índices latinos van de 0 a 3 y los griegos de 1 a 3, siendo la coordenada temporal la
que tiene el índice 0. Tomando s ��  la ecuación anterior queda

0

0

0 0 0

0 00

1

2

1
.

2

d dx d dx dx dx
g g g

d d d d d d

dx dx dx dx
g g

d d d d

� � �

�� � � ��

�

� � �

� � � � � �

� � � �

� 	 � 	
� � � �
 � 
 �

�  � 

�� � �

(3.1)

(4.1)
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En general, las componentes del tensor métrico en un sistema de referencia no inercial
se descomponen según

2

00 00

1

0 0

1g g

g g

g

� �

�� ���

� �

�

� �

lo que efectivamente ocurre en nuestro ejemplo de un sistema rotando. La numeración
que aparece sobre las componentes del tensor métrico se refiere al orden que tienen
respecto a la inversa de c. Sustituyendo (5.1) en (4.1)

01

0

0 0 01 2

0 00

1
,

2

d dx d dx
g

d d d d

dx dx dx dx
g g

d d d d

�

�� �

�

� ��

�
� � � �

� � � �

� 	 � 	
� � �
 � 
 �
�  � 

� � � �

que es una expresión válida en general para cualquier sistema de referencia no inercial.
Las derivadas en función del tiempo coordenado t hay que espresarlas en función

del tiempo propio �. Teniendo presente las definiciones

0

00

g
g

g

�

� �� �� � �
� � � �� � � 	y

el elemento de línea queda
2

2 0 0

00 00
2 ,ds dx dx dx dx g dx dx g dx

� � � � �

�� � � �� � � �� � � � �

introduciendo el elemento de línea tridimensional d�
2

2 2 0

00
ds d dx g dx�

�
� �� � 	 	

de donde se deduce la relación entre el tiempo coordenado y propio
1 2

2
2

00 2
,

v v
d g dt

c c

�

�
� �

� �� 	
� �� � �
 �
� �� � �

de aquí se deduce que siendo 
�

�  de primer orden respecto a la inversa de c y 
00

g  de
segundo orden, dt d� debe ser de segundo orden. Llevando este resultado a (6.1) se
obtiene la ecuación de movimiento en la aproximación de orden cero

1

2 1 2

20

0 002

1
,

2

d gd x dx
c c g c g

dt dtdt

� �

�

� ��
� 	 � � 	 �

desarrollando el segundo sumando del primer miembro
1

1 1

0

0 0t

d g dx
g g

dt dt

�

�

� � �
� � 	 �

la ecuación de la geodésica queda

2 1 1 1 2

2

0 0 0 002

1

2
t

d x dx
c g g c g c g

dtdt

� �

� � �� � �

� �
� � � � � � � �� �

� �
.

(5.1)

(6.1)

(7.1)
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Si ahora introducimos los potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnético según
las definiciones

2 2

00

1

0

2

c
g

A c g�

�

� �

� �

entonces la ecuación de movimiento de una partícula libre en un sistema de referencia
no inercial es

d

dt t
�

�
� �� � � � � �

�

v A
v A

ecuación que es válida a orden cero respecto a la inversa de la velocidad de la luz. La
ecuación (9.1) da las fuerzas de inercia que actúan sobre la partícula libre, que quedan
divididas en dos partes: la fuerza de inercia gravitoeléctrica (primer y segundo
sumandos) y la fuerza de inercia gravitomagnética (tercer sumando, o sea las genera-
das por B). Como cabía esperar las ecuaciones encontradas en la relatividad especial a
orden cero son las mismas que las halladas en la mecánica clásica.

Utilizando las componentes del tensor métrico (3.1) se encuentra para los potencia-
les gravitoelectromagnéticos (8.1)

2 2 2
1

2

, ,0

x y

y x

� �

� �

� � �

� � � �A ω r

entonces la ecuación de movimiento de una partícula libre (9.1) queda

d

dt

v

el mismo resultado de la mecánica clásica, como cabía esperar en la aproximación de
orden cero. Naturalmente a estos términos hay que agregarles otros sumandos cuando
se considera la aproximación de orden 2 respecto a la inversa de c. *

En relatividad especial las fuerzas de inercia tampoco tienen origen en otro cuerpo,
o sea, son fuerzas que existen cuando el cuerpo está acelerado respecto a un sistema de
referencia inercial. Pero un sistema de referencia inercial es una abstracción, que solo
admite definirlo con referencia al espacio absoluto.

Contrariamente a lo que se piensa, la relatividad especial no elimina el espacio
absoluto, solo afirma que no existe experiencia que permita averiguar la velocidad de
un cuerpo con movimiento uniforme respecto al espacio absoluto. De aquí se concluye
erróneamente que el espacio absoluto debe ser abolido. No obstante, la relatividad
especial sigue conservando el concepto de sistema inercial, que se encuentra inevita-
blemente ligado con el espacio absoluto newtoniano. **

También hay que comentar que la relatividad especial, a pesar de su nombre, no es
una teoría relativa. Su denominación es un error que induce a confusión y que tiene su

(8.1)

(9.1)

* Al desarrollar las fuerzas de inercia a orden 2 se encuentra que todos los nuevos términos
dependen del potencial vector A.
** No está claro que la relatividad general exija el espacio absoluto. El asunto se encuentra a
debate.



origen en la creencia, antes mencionada, de que la relatividad especial no requiere el
espacio absoluto. Una teoría relativa o relacional es aquella que solo utiliza magnitu-
des relativas entre cuerpos (posición, velocidad y aceleración) y esto no ocurre con la
relatividad que persiste en el uso del concepto de sistema inercial. [5]

8.1 Sistema de referencia inercial

Es necesario distinguir entre lo que es la definición de sistema inercial y lo que es su
realización. Mientras que lo primero es un enunciado preciso y exacto; la realización
no es más que una aproximación que se ajusta lo mejor posible a la definición, y que es
adecuada en tanto que sea válida para investigar los movimientos de los cuerpos en la
precisión deseada. [6]

Cabe hacer una definición cinemática y otra dinámica de sistema inercial. La pri-
mera afirma que un sistema de referencia es inercial si respecto a él se cumple la ley de
la inercia. La definición dinámica exige que el sistema inercial sea aquel respecto al
cual los movimientos observados se ajustan a unas determinadas leyes dinámicas (por
ejemplo, las tres leyes de Newton).

La definición cinemática no solo es aplicable en la mecánica newtoniana, sino que
es extensible a la relatividad especial y con ciertas modificaciones, a la relatividad
general. La definición dinámica depende de las leyes mecánicas que se adopten, por
tanto depende de la teoría que se aplique. Es indudable la superioridad de la definición
cinemática, que es el procedimiento actualmente usado para definir el mejor sistema
inercial posible.

En la mecánica de Newton y en la relatividad especial, es posible definir un sistema
inercial global, en el sentido de que para un determinado observador inercial la prime-
ra ley de la mecánica se cumple en cualquier lugar.

En relatividad general solo es posible definir sistemas inerciales locales, significan-
do con esto que respecto a ellos la ley de la inercia es válida únicamente en una región
limitada del espacio. Dado el carácter simétrico del tensor métrico en una variedad de
Riemann, es siempre posible encontrar en cualquier punto un sistema de referencia
que tenga la propiedad de que las componentes de la conexión sean nulas en ese
punto. * Esto significa, que si el cuerpo está aislado (o sea, sobre él solo actúa la grave-
dad), su movimiento obedecerá a la ecuación de la geodésica

0 0,
k i j k

k

ij

du dx dx du

d d d d� � � �
	� � � �

lo que significa que el cuerpo tiene un movimiento uniforme y rectilíneo, cumpliendo
así la ley de la inercia. A esta clase de sistemas de referencia se les llama localmente
inerciales (o sistemas libremente cayendo o geodésicos).  Pero hay que tener presente
que esta condición de inercialidad solo se da rigurosamente en un punto; a medida que
nos distanciamos de ese punto, el cuerpo aislado tiene un movimiento que se aparta

La mecánica de Newton 13

* Por lo tanto serían nulas las derivadas primeras del tensor métrico. No ocurre lo mismo con
sus derivadas segundas, que siguen siendo distintas de cero, como corresponde a una variedad
de Riemann, donde el tensor de curvatura no puede ser idénticamente nulo en ningún sistema
de referencia. Sin embargo, el valor de las componentes del tensor métrico queda inalterable
al hacer el cambio a un sistema localmente inercial.
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más y más de un movimiento uniforme y rectilíneo, a consecuencia de la aparición de
fuerzas de marea o diferenciales. Por esta razón hemos dicho que la relatividad general
solo admite sistemas de referencia inerciales con carácter local.

En mecánica newtoniana y en la relatividad especial, un sistema inercial no tiene
rotación respecto al Universo considerado como un conjunto. Pero esta afirmación no
es extensible a la relatividad general. Un sistema localmente inercial puede estar rotando
respecto a las «estrellas fijas», se trata de la precesión geodética, cuya velocidad angu-
lar promedio para un cuerpo en órbita elíptica es

1 2

2 5 2 2

3

2 1

GM

c a e
�

�
Ω n

donde a es el semieje mayor, e la excentricidad y n es un vector unitario normal al plano
de la trayectoria seguida por el sistema localmente inercial respecto al cuerpo de masa
M. Esto nos viene a decir que no coinciden los sistemas inerciales en relatividad gene-
ral y en mecánica newtoniana, ya que uno está rotando respecto al otro. Además, el
sistema localmente inercial difiere de un punto a otro, ya que en cada lugar hay una
precesión geodética diferente.

El problema que ahora tenemos que considerar es la realización o materialización
del sistema inercial. Se afirma con frecuencia que este sistema tiene como propiedad
que, respeto a él, un cuerpo aislado lleva movimiento uniforme y rectilíneo. Pero esto no
nos sirve para la realización, porque ¿cuándo se sabe que un cuerpo está aislado?
Ningún cuerpo en el Universo se encuentra aislado del resto; es más, la lejanía de un
cuerpo de cualquier otro no es garantía de estar aislado. Es decir, no se puede asegurar
que todas las fuerzas disminuyan con la distancia.

Es corriente decir que un sistema inercial es aquel respecto al cual las «estrellas
fijas» están en reposo o en movimiento uniforme y rectilíneo. Pero debido a la lejanía de
las «estrellas fijas» no podemos detectar sus pequeños movimientos transversales apa-
rentes; de tal forma que, por ejemplo, de la observación de cuerpos alejados en el Uni-
verso no podemos inferir si nuestro sistema de referencia lleva aceleración rectilínea, o
sea, si es o no inercial.

En definitiva, no podemos proceder a una realización estricta de sistema de referen-
cia inercial, ya que su definición no es operativa. El sistema inercial se encuentra
inevitablemente unido al espacio absoluto, respecto al cual son válidas las leyes de la
mecánica. Tanto en la mecánica clásica como en la relatividad especial, el sistema de
referencia inercial solo cabe definirlo como aquel que se encuentra en movimiento
uniforme y rectilíneo respecto al espacio absoluto.

9.1 La realización del sistema de referencia inercial

La mejor realización que se tiene de un sistema de referencia inercial es el sistema de
referencia celeste internacional (ICRS). [7] Para fijar este sistema se elige una serie de
quasars, que tienen la propiedad de que son cuerpos muy alejados, casi puntuales y
potentes radiofuentes. Los ejes del ICRS están permanentemente alineados con los
quasars de referencia, de tal forma que para el ICRS los objetos más alejados no tienen
movimientos de rotación. Como origen del ICRS se elige el baricentro del sistema solar,
que tiene como particularidad que es un punto en caída libre.

Para definir el ICRS se hace uso de una propiedad geométrica, consistente en que
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los movimientos propios transversales de cuerpos muy alejados son imperceptibles.
Tenemos entonces un conjunto de cuerpos (los quasars) que están, en muy buena aproxi-
mación, aparentemente fijos unos respecto a otros; es decir, definen un espacio relativo
en el sentido newtoniano, aunque apto solo para la determinación de rotaciones.

Ahora hay que suponer que el Universo no está rotando. *  Esto no es más que
afirmar que los quasars (como un conjunto) no están rotando respecto al espacio abso-
luto. O sea, que respecto a estos astros podemos medir cinemáticamente rotaciones
absolutas. Por esta razón las medidas de la rotación de la Tierra realizadas mediante
procedimientos dinámicos (como es el caso del péndulo de Foucault) coinciden con las
medidas cinemáticas (derivadas de la observación estelar), puesto que ambas están
referidas al espacio absoluto newtoniano.

Entonces si elegimos un sistema de referencia que tenga unos ejes permanentemen-
te alineados con los quasars de referencia, habremos conseguido una referencia no
rotante respecto al espacio absoluto.

Debemos de notar que el ICRS no es un sistema localmente inercial, ya que no posee
la precesión geodética. Tampoco es un sistema inercial en el sentido newtoniano, pues-
to que su origen se encuentra acelerado respecto al centro de la galaxia. No obstante, el
valor de la precesión geodética para el baricentro del sistema solar es extremadamente
pequeño, teniendo un valor en torno a una diezmillonésima de segundo de arco por
siglo. ** Por tanto, el ICRS puede ser considerado, sin error apreciable, un sistema
localmente inercial.

La elección del baricentro como origen del ICRS nos permite «aislar» el sistema
solar del resto del Universo, ya que su carácter inercial puede ser extendido a todo el
sistema solar con muy buena aproximación, que de esta manera puede ser considerado
como un conjunto de cuerpos libres de acciones exteriores y que solo interaccionan
entre sí. Por tanto, el ICRS es una magnífica realización de un sistema de referencia
inercial, sin llegar a serlo estrictamente.

Debemos insistir en que la definición y realización de sistema inercial exige el
concurso del espacio absoluto newtoniano. Cualquier teoría como la relatividad espe-
cial, que se sustente sobre el concepto de sistema inercial, tiene que aceptar la realidad
del espacio absoluto. Solo una teoría realmente relativa puede desarrollarse sin el
concepto de sistema inercial y por tanto sin introducir el espacio absoluto.

10.1 Referencias
1.- Para un breve revisión de las disputas científico-filosóficas sobre el espacio absoluto véase
LICHTENEGGER, Herbert y MASHHOON, Bahram: Mach’s Principle, arXiv:physics/0407078 v1, 2004.
2.- Una brillante exposición sobre la generación del concepto de espacio aparece en EINSTEIN,
Albert: «La relatividad y el problema del espacio», en La Relatividad, Grijalbo, 1970, pp. 181-
202.
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* Por la expansión del Universo hay que aceptar que a medida que pasa el tiempo aumenta su
momento de inercia (que depende del radio) y como debe conservarse el momento angular,
tiene que disminuir la velocidad angular. Si el Universo es suficientemente viejo, no debe estar

rotando.
**El sistema localmente inercial geocéntrico tiene una precesión geodética respecto al ICRS de
un valor de 1,9 segundos de arco por siglo.
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se encuentra en ASSIS, Andre K. T.: Relational Mechanics, Apeiron, 1999, pp. 15-106.
4.- El interesante experimento que discutimos fue propuesto por Poggendorff, MACH, Ernst:
Desarrollo histórico-crítico de la Mecánica, Espasa-Calpe, 1949, pp. 176-177. Una versión actua-
lizada del mismo experimento se encuentra en GRANEU, Peter y GRANEAU, Neal: In the Grip of
the distant universe. The Science of inertia, World Scientific, 2006, pp. 157-164.
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La mecánica relacional

1.2 Introducción

El concepto newtoniano de espacio absoluto carece de carácter científico. Es difícil
aceptar que el espacio absoluto no sea directamente accesible a la experiencia y que
además, no sea afectado por los cuerpos que se mueven en su seno. No es extraño que
desde el establecimiento de la mecánica newtoniana surgieran opiniones críticas con
el espacio absoluto.

En oposición a las ideas newtonianas, cabe entender que solo tiene sentido físico el
movimiento de un cuerpo respecto a otro, o sea, que los movimientos solo pueden ser
relativos, abandonando el oscuro concepto de movimiento absoluto.

A la mecánica que se deriva de este último planteamiento le damos el nombre de
mecánica relacional, * donde solo pueden aparecer magnitudes relativas (posición,
velocidad y aceleración) de un cuerpo respecto a otro, ya que son magnitudes que
tienen sentido físico en tanto en cuanto se pueden medir.

En el marco de la mecánica relacional hay que admitir que las fuerzas de inercia se
generan por los cuerpos acelerados. En efecto, supongamos un cuerpo que se acelera
respecto al resto del Universo; en la mecánica relacional la situación es equivalente a
considerar al cuerpo en reposo y al resto del Universo en movimiento acelerado, que
por esta circunstancia produce la fuerza de inercia que actúa sobre el cuerpo ahora
considerado en reposo. **

Es decir, las fuerzas de inercia son fuerzas de inducción: fuerzas que generan los
cuerpos cuando llevan movimiento acelerado.  La afirmación de que las fuerzas de
inercia que actúan sobre un cuerpo tienen su origen en el movimiento relativo acelera

* Debería de llamarse mecánica relativista, pero esta denominación se reserva para la teoría
especial de la relatividad que, por cierto, no es una teoría relativa, en el sentido de que sigue
necesitando el concepto de espacio absoluto, o sea, el sistema de referencia inercial. La relatividad
restringida lo que afirma es la imposibilidad de determinar velocidades absolutas por cual-
quier procedimiento físico (y no solo por medios mecánicos como afirma la mecánica
newtoniana), esto hizo creer erróneamente que la relatividad negaba la existencia del espacio
absoluto.
** Una teoría relacional tendría que explicar porqué no se producen fuerzas de inercia sobre un
cuerpo que lleva un movimiento uniforme respecto al promedio de los cuerpos del Universo.

17
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do del resto del Universo, recibe el nombre de principio de Mach. *
Otro asunto que interviene en nuestro razonamiento es la igualdad entre masa

inercial y gravitatoria. Este es un hecho empírico que no es explicado por la relatividad
general, aunque se encuentre en la génesis de esta teoría. En el esquema machiano la
masa gravitatoria hay que considerarla como una magnitud innata del cuerpo, que se
supone obedece a una ley de conservación, lo que viene a significar que la masa
gravitatoria es una cantidad relativisticamente invariante. **

La masa inercial surge de la interacción del cuerpo con el resto del Universo y
depende de la distribución de su energía y materia. La mecánica relacional debe expli-
car la identidad (o mejor dicho la proporcionalidad) entre masa inercial y gravitatoria.

El principio de Mach no establece el tipo de interacción inductiva que existe entre el
Universo y un cuerpo acelerado. Pero la necesidad de identificar la masa inercial y la
gravitatoria, nos conduce a pensar que es la gravitación la que produce la interacción
inductiva que genera la inercia.

La mecánica relacional abandona el concepto de sistema de referencia inercial y
por lo tanto el de espacio absoluto. Las leyes de esta teoría deben ser independientes
del movimiento del observador; es decir, en la mecánica relacional es aplicable el prin-
cipio general de la relatividad. †

2.2 La energía cinética

La fórmula de la energía cinética en su forma habitual ( 2
1 2mv ) debe ser replanteada

en la mecánica relacional. Supongamos que en el Universo existieran solo dos cuerpos
de masas m y m’, dirigiéndose uno hacia el otro. En mecánica relacional la única velo-
cidad que tiene sentido es la velocidad relativa entre los dos cuerpos. Es ésta la que
debe aparecer en la expresión de la energía cinética. Podemos referir el movimiento a
uno u otro cuerpo; en ambos casos obtendremos valores diferentes de la energía cinética,
aunque el mismo valor de la velocidad relativa.

Supongamos ahora que los dos cuerpos chocan, tras lo cual se comprime un muelle
que se encuentra entre ellos, transformándose la energía cinética en elástica. Después
del choque los dos cuerpos quedan unidos, y desde el punto de vista de la teoría
relacional no llevarán ninguna velocidad, es decir, que han logrado transferir toda la
energía cinética al muelle.  † †

* Mach no formuló el principio que lleva su nombre. Se limitó a un análisis crítico de los
conceptos básicos de la mecánica de Newton. Esto ha dado pie a que sean numerosas las
formulaciones del principio, de las que hemos elegido una de ellas. Nosotros hablaremos de
ideas machianas, eligiendo este nombre por su relación con el principio de Mach y no porque
fueran afirmaciones de este físico. [1]
** La ecuación de continuidad de la masa gravitatoria se deriva de las ecuaciones de campo
gravitatorio, por tanto debe ser una ecuación tensorial. De aquí se sigue que la masa gravitatoria
(al igual que le pasa a la carga eléctrica) es una magnitud invariante. Obsérvese que por la
relatividad de la simultaneidad, la ley de conservación global no implica la validez de la ecua-
ción de continuidad o conservación local.

† Entendemos que el principio general de la relatividad es equivalente al principio de Mach. Es
una cuestión abierta si este principio está incluido en la teoría de la relatividad general.
† † Estamos considerando que se cumple la conservación de la energía. Es claro que el razona
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Nos encontramos con la siguiente paradoja. La energía almacenada en forma elás-
tica tiene que ser una cantidad determinada; no obstante, la energía cinética tiene dos
valores según a qué cuerpo se refiera el movimiento. La salida a este atolladero no es
otro que concluir que la fórmula de la energía cinética en su forma clásica no es válida,
viéndonos obligados a establecer que en su expresión deben aparecer las masas de los
dos cuerpos m y m’, así como su velocidad relativa v, o sea

2

cU mm v�� .

La energía cinética en la mecánica relacional es una energía de interacción entre pares
de partículas, al igual que ocurre con la energía potencial. Por tanto, la energía cinética
total de una partícula es la suma de las energías cinéticas de interacción con todos los
demás cuerpos del Universo.

La lagrangiana de una partícula en mecánica relacional es dada por

c pL U U� �

donde c
U es la «energía cinética de interacción» que depende de la distancia relativa r,

de la velocidad relativa y de las dos masas de los cuerpos que están interaccionando.

pU es la energía potencial habitual de interacción entre las partículas, que depende de
la distancia r y eventualmente de la velocidad relativa.

3.2 Ecuación de movimiento

Consideremos que solo existieran en el Universo dos cuerpos de masas m’ y m que
interaccionan entre sí. Para obtener la ecuación de movimiento de la masa m con res-
pecto a la masa m’, se aplica la ecuación del equilibrio dinámico, que en combinación
con la ecuación de Euler-Lagrange nos permite calcular la fuerza de inercia por la
expresión

c c

i

U Ud

dt

� �� �
� � 	
 �

� �� 
F

v r

donde r es el vector que va del cuerpo m’ al m y v es la velocidad relativa de m respecto
a m’. *  La fuerza aplicada se calcula como es habitual

p p

a

U Ud

dt

� �� 	
� �
 �

� �� 
F

v r
,

al usar la ecuación de Euler-Lagrange se obtiene el principio de equilibrio dinámico

0
a i
� �F F

que es una ecuación diferencial cuya solución nos da la ecuación de movimiento del
cuerpo m respecto a m’.

Si existieran varias partículas habría que calcular por separado las fuerzas de iner-
cia y las aplicadas que ejercen cada partícula sobre el cuerpo m y después de sumarlas
aplicar (2.2). Para obtener el movimiento de todas las partículas del sistema, necesita-
ríamos aplicar el principio del equilibrio dinámico a cada par de cuerpos, obteniéndose

(1.2)

miento del texto no es riguroso, pero nos permite orientarnos sobre los fundamentos de la
teoría relacional.
* Si analizamos la fuerza de m sobre m’ encontramos una fuerza igual y de sentido contrario a
la de m’ sobre m, cumpliéndose la ley de acción y reacción.

(2.2)
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un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, con tantas ecuaciones como
variables existan (que son las posiciones relativas de cada par de partículas).

En el caso de un problema realista, donde no se puede obviar el conjunto del Uni-
verso, el problema se tiene que tratar de otra forma. Se divide el Universo en dos grupos
de cuerpos. Uno de ellos lo forman las masas cercanas y el otro grupo es el resto de las
masas del Universo. Si se integra la energía cinética de interacción del cuerpo de masa
m con este último grupo, encontraremos la energía cinética clásica de la partícula más
las energías potenciales que generan las fuerzas de inercia, o sea, los potenciales
gravitoelectromagnéticos. Las masas cercanas actuarán sobre m por mediación de una
energía cinética de interacción 

c
U � . Entonces la lagrangiana es

21

2
c pL mw m m U U� �� � � � � �A w

donde w es la velocidad de m con respecto al Universo considerado como un conjunto.
Solo se puede hablar de velocidad w si el Universo se nos presenta formado por cuerpos
que mantienen posiciones aparentes fijas, como de hecho ocurre en nuestro Universo
real. Para obtener la ecuación de movimiento de la masa m se calculan las distintas
fuerzas y se aplica el principio del equilibrio dinámico, que en este caso, además de las
fuerzas de inercia clásicas y de la fuerza aplicada derivada del potencial 

pU , existirá
una fuerza de inercia producida por los cuerpos cercanos. A causa de la pequeñez de
esta fuerza, puede ser tratada como una perturbación.

4.2 Teoría de Schrödinger

El primero que abordó con cierto éxito la mecánica relacional fue Schrödinger [2].
Partió de una energía cinética de interacción de la forma

r
�

�
�

donde � es una constante a determinar, que tiene las unidades de la inversa de la
velocidad al cuadrado, por lo que es presumible que

2

1

c
� �

como veremos más adelante. *
Como ya hemos indicado, al integrar

c
U a todo el Universo deberemos obtener la

energía cinética de la partícula ( 21 2mw ) y los potenciales gravitoelectromagnéticos.
Vamos a suponer, en un principio, que el Universo lo podemos reducir a una esfera
hueca de grosor despreciable, de masa total M, radio R suficientemente grande y densi-
dad superficial constante �. La partícula de prueba m se mueve cerca del centro de la
esfera y su movimiento es observado desde un sistema de referencia que lleva una
velocidad angular ω respecto a la esfera (que suponemos alineada con la parte positi-
va del eje z).  En mecánica relacional la situación es equivalente a suponer que es la
esfera la que rota con velocidad angular �ω  produciendo, por tanto, la inducción de la
fuerza centrífuga y de Coriolis. **

20

* Es muy interesante que en una teoría puramente clásica, como es la de Schrödinger, aparezca
c, un parámetro característico de la relatividad.
** Se podría pensar que no hay equivalencia entre la rotación del sistema de referencia local y
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Las coordenadas de la partícula m con respecto a un sistema de referencia fijo en el
centro y respecto al cual la esfera lleva una velocidad angular �ω , son *r ��	� y 
�
mientras las coordenadas de un punto cualquiera de la esfera y de masa dm’ son
, ,R 	 
� � . El vector r se dirige desde un punto de la esfera al punto de masa m, por lo que

se cumple

*� �r r R

como

cos sin sin sin cos

* *cos sin *sin sin *cos

R R R

r r r

� � � � �

� � � � �

� � � � �� 	 	

� 	 	

R i j k

r i j k

tendremos
2 2 2

2 2

* 2 *

* 2 * cos cos sin sin cos .

r R r

R r Rr � � � � � �

� 	 � � �

� � �� �� 	 � 	 �� �

r R

Vamos a suponer que los ejes coordenados los elegimos con el propósito de que la
rotación se realice en torno al eje z. Hallamos la derivada temporal de r y obtenemos

*r�

donde hemos supuesto r R� ,  y � � .

La integración de la energía cinética de interacción para todas las partículas del
Universo nos lleva a

2

0 0

� ��

donde hemos de nuevo identificado r con R. Sustituyendo (4.2) en (5.2) e integrando
queda

3

�

o bien

222 1 1
* *

3 2 2
c

GM
U mw m m

R
�

� �
� � � � � �� �� �

ω r w ω r

siendo w la velocidad de la partícula de prueba y donde hemos tenido en cuenta que

1 * *x x x y ry x 	

�

��

*x , *y  son las coordenadas de la partícula de prueba. Si en (6.2) suponemos que

la rotación (en sentido inverso) del conjunto del Universo. Pues en este caso y dada la lejanía de
los cuerpos celestes, sus velocidades deberían de ser muy superiores a la de la luz, contradicien-
do los fundamentos de la relatividad, haciendo por ello inaceptable una rotación global del
Universo. Como se demuestra en el Apéndice 1, es permisible, en ciertos casos, velocidades
superiores a la de la luz en el marco de la relatividad.

(3.2)

(4.2)

(5.2)

(6.2)
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* Si el coeficiente de proporcionalidad entre las masas inercial y gravitatoria permaneciera
constante, G tendría que variar por efecto de la expansión del Universo.

2
1

3

GM

R
� �

entonces la suma de todas las energías cinéticas de interacción de la masa m queda

21

2
cU mw m m�� � � �A w

donde

2 2 2 21 1
* * * ; *,

2 2
x y� �� � � � � � � �ω r A ω r

tal como hay que esperar de una teoría relacional. La lagrangiana de la partícula es

c pL U U� �

de donde se puede obtener la ecuación de movimiento. Así se muestra que el origen de
las fuerzas de inercia se encuentra en el movimiento relativo del conjunto de todo el
Universo, como resultado de la acción de una fuerza de inducción gravitatoria. Tam-
bién queda demostrado que la habitual energía cinética no es más que el resultado de
la interacción del cuerpo de masa m con todos los restantes cuerpos del Universo.

De (6.2) se obtiene la relación entre la masa gravitatoria y la masa inercial 
i

m

2

3
i

GMm
m

R
��

donde M y m son masas gravitatorias. Nótese que la masa inercial de un cuerpo depen-
de de la distribución de masas en el Universo. * La proporcionalidad entre masa inercial
y gravitatoria aparece como un resultado de la teoría de Schrödinger, tal como se mues-
tra en (7.2).

El razonamiento anterior se puede extender al caso más realista de un Universo
constituido por una esfera maciza de radio R, masa M y densidad uniforme �. Para
simplificar el cálculo vamos a suponer que el radio de la esfera es muy grande en
comparación con la distancia del cuerpo m a su centro y que en las cercanías de m no
existe masa. O sea, que en nuestro modelo de Universo la materia se encuentra entre
dos esferas concéntricas, la exterior de radio R y la interior de radio tan pequeño frente
a R que lo podemos despreciar.

La energía cinética de interacción entre la partícula de masa m y un elemento del
Universo de masa dm’ en la posición , ,r 
 	� � �  respecto a un sistema de coordenadas
centrado en la esfera y fijo respecto a ella, viene dada por

r r r

�

En la anterior expresión hemos identificado r’ con r (distancia entre m y dm� ), ya que
estamos suponiendo que entre cualquier punto fuente y la masa m existe una gran
distancia. Integrando para todos los puntos de la esfera

2

0 0 0

R � �

� � � �
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las dos últimas integrales son las mismas que las calculadas en el apartado anterior,
por tanto tendremos

221 1
* * .

2 2
c

GM
U mw m m

R
�

� �
� � � � � �� �� �

ω r w ω r

Si se cumple

1
GM

R
� �

reencontramos la energía cinética y las fuerzas centrífuga y de Coriolis.

5.2 Precesión del pericentro

Dada su pequeñez, la inducción gravitacional de un cuerpo de masa m’ cercano a
uno de masa m se puede entender como una perturbación. Vamos a aplicar la teoría de
la perturbación planetaria al caso de un satélite de masa m que sigue una órbita elíptica
kepleriana y que se ve sometido a la perturbación de la inducción gravitatoria del
cuerpo alrededor del que está orbitando

La energía total del satélite es dada por

2

� �

siendo el último sumando la energía potencial gravitatoria del conjunto del Universo
que no produce fuerza alguna. Con r representamos la distancia relativa entre m y m’, y
v es la velocidad relativa entre los dos cuerpos. La expresión (8.2) se puede entender
como que el cuerpo m tiene dos masas: la radial y la transversal

1 2 ; ,
r t

m
m G m m m

r
�

�� 	
� � �
 �
� 

con lo que la energía de m queda

r R

�

donde consideramos que el movimiento planetario es plano. Esta anisotropía de la
masa produciría en la Tierra un débil pero apreciable efecto de una diferencia de masa
entra las direcciones radial y transversal a la trayectoria orbital terrestre. Lo no obser-
vación de esta anisotropía es un serio contratiempo a la teoría de Schrödinger.

La energía de la perturbación que se deriva de (8.2) es

r
� �

�
�

la lagrangiana y la hamiltoniana de la perturbación son
2

3r r m r

r p
.

siendo p el momento lineal del satélite. Nótese que U� es una variación de energía
cinética, de aquí el signo que aparece en la lagrangiana de la perturabación.

Las ecuaciones canónicas de Hamilton son

m r

� � �

�

r p

p
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2

m mr r

� � �� ��

�

r p p r p r

r

donde  y  representan las variaciones de la posición y del momento por causa
exclusiva de la perturbación y no representan la variación total de estas magnitudes.

La variación del momento angular del satélite a causa de la perturbación es

d

dt

L

que tras sustituir da cero, lo que muestra que el plano de la órbita se mantiene inaltera-
ble al ser perpendicular al vector L.

El vector de Laplace-Runge-Lenz (en adelante LRL) se define por

mk
r

� � �
r

ξ p L

donde k Gmm�� y L es el momento angular orbital del satélite. El vector LRL siempre se
encuentra dirigido hacia el pericentro del astro, tiene de módulo mke, donde m es la
masa del astro que orbita y e es su excentricidad; además � es una constante de movi-
miento para el caso de fuerzas centrales.

Ahora vamos a analizar cómo varía con el tiempo el vector LRL

r
.

La derivada temporal del momento lineal debería ser su variación total, producto de la

tante, la originada por la fuerza central newtoniana es paralela a L y por tanto se
anula su producto vectorial, apareciendo en la anterior expresión solamente la varia-
ción del momento lineal que tiene su origen en la perturbación. Si para simplificar
hacemos

m
h G

m
�

�
�

tendremos
2

r r r r
es necesario ahora hallar los valores medios a lo largo de un periodo orbital. Para el
primero de los sumandos de la expresión anterior se tiene

donde T es el periodo orbital y 	  la anomalía verdadera. Para el segundo de los sumandos
se encuentra
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donde hay que tener en cuenta que para una órbita kepleriana se cumple

�

�	
r i j

como el pericentro del astro (punto desde el que se mide la anomalía verdadera) está
situada en la parte positiva del eje x, se obtiene al hacer las integraciones de los valores
medios

donde hemos puesto mke�ξ i . Como el vector LRL se encuentra dirigido hacia el
pericentro del satélite, la anterior expresión nos viene a decir que la orientación del
semieje del satélite va variando con una velocidad angular

2

2 2
2 2

1

k Gm

TL Ta e

� �
� �

�
� � �

�
donde a es el semieje mayor y hemos hecho uso de las fórmulas válidas para órbitas
keplerianas. Para que (9.2) coincida con la precesión planetaria de Einstein es necesa-
rio que

2

3

c
� �

tal como anteriormente habíamos aventurado. Por tanto, la teoría de inducción
gravitatoria de Schrödinger da una explicación razonable de la precesion anómala del
perihelio de Mercurio.

6.2 Fuerza de inducción gravitatoria

Si queremos conocer la fuerza de inercia causada por la interacción inductiva entre
dos partículas de masas m y m’ hay que utilizar la energía cinética de interacción,
obteniéndose la fuerza de inercia por

.
c c

i

U Ud

dt

� �� �
� � 	
 �

� �� 
F

v r

Si hacemos uso de

2 2 22 rx y z� �

entonces
2

3c

mm
U G

r
�

�
� �r v .

Aplicando (10.2)

i
dt

 �
� � � �� 

F
v r

pero como

queda finalmente [3]
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� 
Debemos de notar varias características de esta fuerza. En primer lugar se observa

que es central y de segundo orden respecto a la inversa del cuadrado de c. Al ser
integrada sobre todos los cuerpos del Universo aparecen fuerzas de orden cero, que
son las fuerzas de inercia que realmente observamos. También notamos que es una
expresión enteramente relacional, ya que solamente contiene la posición, velocidad y
aceleración relativa entre pares de partículas. Por último (11.2) obedece a la ley de
acción y reacción.

7.2 Insuficiencia de la teoría de Schrödinger

El núcleo de la galaxia, como el objeto de mayor masa cercano al sistema planetario,
ocasionará cierto efecto sobre la órbita de un planeta a consecuencia de la inducción
gravitatoria. Para simplificar vamos a suponer que el centro de la galaxia se encuentra
en la línea de los nodos del planeta, que tiene���de argumento de latitud del perihelio.

Como el centro de la galaxia se encuentra muy lejano, podemos suponer que el
vector �r  (que une el centro de la galaxia con el planeta) y el vector R (que une el centro
de la galaxia con el Sol) son paralelos. Entonces

cosr R x R r � �� � � � � �

donde hemos elegido el eje x coincidente con la línea de los nodos, r es la distancia del
planeta al Sol y 	�  es la anomalía verdadera del planeta. La energía cinética de
interacción entre el centro de la galaxia de masa M y el planeta de masa m es

�
donde hemos supuesto r R� � . Aplicando la teoría de la perturbación planetaria, se
encuentra que el pericentro del planeta se ve afectado de una precesión del perihelio
con una velocidad angular

2 3 2

3
cos 2

4

d GM Gm

dt Rc a

�
�

�
�

donde m’ es la masa del Sol, e la excentricidad del planeta y a su semieje mayor.
Al tomar valores numéricos se encuentra un desplazamiento del perihelio de un

planeta interno del orden de segundos de arco por siglo, que representa un efecto no
observado en el sistema planetario, lo que viene a mostrar la insuficiencia de la teoría
de Schrödinger.

8.2 Referencias
1.- Algunas teorías relacionales o machianas no relativistas vienen recogidas en la obra Mach’s
Principle. From Newton’s Bucket to Quantum Gravity, editada por Julian Barbour y Herbert
Pfister, Birkhäuser, 1995, pp. 107-178.
2.- La teoría de Erwin Schrödinger fue publicada inicialmente en el año 1925, está traducida al
inglés bajo el título «The Possibility of Fulfillment of the Relativity Requirement in Classical
Mechanics», en Mach’s Principle. From Newton’s Bucket to Quantum Gravity, ob. cit., pp. 145-
158. Véase también ASSIS, A.K. T. y PESSOA, Osvaldo: «Erdwin Schrödinger e o princípio de
Mach», Cadernos de Historia e Filosofia da Ciència 11 (2001) 131-152.
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3.- La expresión (11.2) coincide con la fuerza electrodinámica de Weber, como en época reciente
ha puesto de manifiesto Assis, fórmula de la que ha derivado su teoría relacional, que en
esencia coincide con la Schrödinger, ASSIS, K. T.: Relational Mechanics, Apeiron, 1999. Las mis-
mas ideas se pueden ver en otros trabajos, tales como: ASSIS, A.K. T. y GRANEAU, P.: «The reality
of newtonian forces of inertia, Hadronic Journal 18 (1995) 271-289; ASSIS, A. K. T.: «On Mach’s
principle», Foundations of Physics Letters 4 (1989) 301-318 y SANT’ANNA, Adonai S. y MAIA,
Clovis A. S.: «Asioms for Mach’s mechanics», arXiv: physics/0005041 v1, 2000. Señalar que en
el año 1870 F. G. Holzmueller propuso una ley de la gravitación de la misma forma que la ley
de Weber de la electrodinámica. Otros investigadores avanzaron en el mismo sentido, estable-
ciendo leyes de la gravitación con términos dependientes de la velocidad, véase SÁNCHEZ RON,
José Manuel: El origen y desarrollo de la relatividad, Alianza Editorial, 1985, pp. 124-126.

La idea de una fuerza gravitatoria dependiente de la velocidad la ha vuelto a plantear
recientemente Amitabha Ghosh, véase al respecto: GHOSH, A.: Origin of Inertia. Extended
Mach’s Principle and Cosmological Consequences, Apeiron, 2000; GHOSH, A.: «Extension of
Mach’s Principle and Cosmological Consequences», en Mach’s Principle and the origin of
inertia, editado por M. Sachs y A. R. Roy, Apeiron, 2002, pp. 13-18 y GHOSH, A.: «Velocity-
Dependent Inertial Induction: A Possible tired-Light Mechanism», Apeiron 9-10 (1991) 95-119.
5.- ROBERTSON, Stanley L.: «A Gedanken experiment for gravitomagnetism», arXiv:0705.3981v1,
2007.

.
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1.3 Introducción

Cabe la posibilidad de desarrollar una teoría de la gravitación que sea invariante
frente a transformaciones de Lorentz, o sea, una teoría ajustada a la relatividad restrin-
gida. Se parte de la ley de Newton, que suponemos válida para partículas que se
encuentran en reposo. Haciendo uso de la ley de transformación de la fuerza, se puede
calcular la fuerza gravitatoria en otro sistema de referencia. Al hacer este cálculo se
encuentra que existe, como añadido, una fuerza gravitomagnética. Para este razona-
miento es necesario suponer que la masa gravitatoria es un invariante frente a transfor-
maciones de Lorentz, de igual manera que lo es la carga eléctrica. También se debe
suponer que existe una ecuación de continuidad para la masa gravitatoria.

Las ecuaciones obtenidas son iguales a las encontradas en la teoría electromagné-
tica. * Por esta razón se pueden utilizar los resultados ya conocidos de esta teoría. En
particular, se pueden aplicar los potenciales de Lienard-Wierchet para determinar los
campos gravitoelectromagnéticos de un cuerpo acelerado. **

La teoría gravitoelectromagnética que se desarrolla a partir de la teoría general de la
relatividad (capítulo 4) es diferente de la dada aquí. Es cierto que sus ecuaciones de
campo son iguales, pero su ecuación de movimiento difiere de la ley de Lorentz, ade-
más, en el marco de la relatividad general aparece un segundo potencial gravitatorio
escalar que no existe en la teoría invariante Lorentz. †

3

Teoría gravitatoria invariante Lorentz

* La identidad entre las ecuaciones de campo que vamos a deducir de nuestra teoría [ecuaciones
(6.3)] y las de la teoría maxweliana no es total, ya que hay un signo diferente en la primera y la
cuarta de dichas ecuaciones. Sin embargo, las ecuaciones (6.3) son totalmente idénticas a las
ecuaciones linealizadas de la gravedad que obtendremos en el siguiente capítulo.
** En esencia esta es la celebrada teoría que desarrolló Denis Sciama en el año 1952. [1]
† Es curioso que en los primeros intentos para crear una teoría relativista de la gravitación no
se hubiera construído la teoría que exponemos en este capítulo. Parece que Einstein trabajó en
este sentido, según se recoge de sus propias palabras: «[...] también tenía que hacer una
tentativa de modificar la teoría newtoniana de la gravitación de manera que sus leyes armoni-
zaran con la teoría [de la relatividad]. Las tentativas en esta dirección mostraron que podía
hacerse, pero no me satisfacieron porque se basaban en hipótesis sin fundamentación física»
[2].
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2.3 La tetrafuerza

En relatividad especial se define la tetrafuerza que actúa sobre una partícula de
masa m por medio del tetravector

k
k dp

F
d�

�

donde kp  es el tetramomento y �� es el tiempo propio de la partícula de masa m. Como
el tetramomento de la partícula es

,

k kp mv m mc� �� � v

donde v es la velocidad de la partícula y 2 2
1 1 v c� � � , entonces las componentes de

la tetrafuerza son

, , ,k d d d
F m mc m mc mc

d dt dt

�
� � � � � � �

�

� 	
� � � 
 �

� 
v v f

donde f es la fuerza tridimensional definida por

.
d

m
dt

��f v

Como

3

2

d

dt c

�
�

�
�

v a

siendo a la aceleración de la partícula, la tetrafuerza queda

4, .kF m
c

� �
�� 	

� 
 �
� 

v a
f

3.3 Transformación de la tetrafuerza

La tetrafuerza es un tetravector, por tanto ante una transformación especial de
Lorentz se transforma por la expresión

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0

V
F Fc

F F

F F

VF F

c

� 	
� � �
 ��� 	 � 	


 �
 � 
 �
� 
 �
 � 
 �

� 
 �
 � 
 ��

 �
 � 
 �


 � 
 �
 ���  � � � �
 �
� 

donde el sistema K’ se mueve con respecto a K con velocidad V a la largo de la parte
positiva del eje x. ��es definido por

2 2
1 1 V c� � � .

Haciendo uso de la relación

2
1

x
v V

c
� �

� �
� � � �
 �

� 
y de la identidad

3m�� � �f v v a

se encuentra que la ecuación de transformación de la fuerza tridimensional es

(1.3)
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2 2

.

1 1

y y z z

x x

x x

v f V c v f V c
f f

v V v V

c c

� � � �

� �

y para las componentes y y z

2 2 2 2

2 2

1 1
; .

1 1
y y z z

x x

V c V c
f f f f

v V v V

c c

� �
� �� �

� �

Las ecuaciones inversas se obtienen cambiando V por -V. En el caso especial en que la
velocidad de la partícula sea nula en el sistema de referencia K, la ley de transforma-
ción para la fuerza queda en la forma

2 2

2 2

1

1 .

x x

y y

z z

f f

f V c f

f V c f

� �

� � �

� � �

En el caso de que sea nula la velocidad en el sistema K’ entonces las ecuaciones simpli-
ficadas de transformación de la fuerza son

2 2

2 2

1

1 .

x x

y y

z z

f f

f V c f

f V c f

��

�� �

�� �

4.3 Campo gravitomagnético de una partícula

en movimiento

Consideremos dos partículas en reposo mutuo de masas m y m’. Sea K’ el sistema
respecto al cual estos cuerpos se encuentran en reposo. El sistema K’ se mueve con
velocidad V a la largo de la dirección positiva del eje x de otro sistema K, que observa a
los dos cuerpos moverse. Suponemos que los dos cuerpos se encuentran en el plano x-

y, y que la masa m está en el origen del sistema K’, que coincide con K en el momento
inicial.

La relación entre las componentes de las fuerzas es (2.3), en donde no tenemos que
considerar la componente z, ya que no existe fuerza en esa dirección. Por la ley de la
gravitación de Newton la fuerza en el sistema K’ entre las masas m y m’es

3 2
2 2

3 2
2 2

.

x

y

mm
f G x

x y

mm
f G y

x y

�
� �� �

� ��

�
� �� �

� ��

Téngase en cuenta que x’ e y’ representan distancias, por tanto la relación entre las
medidas de estas distancias en K y K’ (sistema propio) es dada por

2 2
' 1 ; ,x x V c y y�� � �

que nos dan las distancias tal como son medidas por el observador K. Con esta relación
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(2.3)
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(4.3)

(3.3)

(5.3)

la fuerza gravitatoria entre las dos partículas que se están moviendo es, según el siste-
ma K

2

3 2 3 2 2
2 22 2

3 2 2 3 2
2 22 2

.

x y r y

r z

mm y mm V
G x G r y

cx y x y

m r G m yV
m G

cx y x y

� � � 	� 	
� � � � � � � �� �
 �
 �

�� � � � � � � � � �
� � � �

� �
� �� �

�� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

f u u u u

u V u

La anterior ecuación la podemos interpretar como dos campos: el gravitoeléctrico y el
gravitomagnético que se definen por

3 2
2 2

2 3 2
2 2

r

z

m r
G

x y

G m yV

c x y

�
� �

� �� �
� �

�
� �

� �� �
� �

E u

B u

y la fuerza sobre la partícula m� es dada por una ley idéntica a la ley de Lorentz

m�� � �f E V B .

Las intensidades de campo gravitoelectromagnético se pueden poner de otra forma
al tener en cuenta la siguiente transformación

2

3 2 2 3 2 2
2 2 22

1 1 1

1 sin

r
h

r rx y



 	

� �
� �

� � �� �
� �

donde �= V/c y 	  es el ángulo que mantiene la dirección de la masa m’ con el eje x, según
es medido por el observador K que ve las masas moverse. Entonces el campo
gravitoeléctrico queda

2

2 3 2 2
2 2

1
.

1 sin
r r

m m
G G h

r r



 	

�
� � � �

�
E u u

Mientras que el campo gravitomagnético es

2 3 2 3 2

1
.z

myVG G m
h h

c r c r c

�
� � � � � �

u V r
B v E

Hay que indicar que las ecuaciones obtenidas representan los efectos producidos por
una masa en movimiento uniforme. Ecuaciones diferentes se obtienen cuando la masa
se encuentra con un movimiento acelerado.

Cuando la velocidad de las partículas es pequeña, el término h se puede tomar
igual a la unidad y entonces encontramos las expresiones

2 2 3
;

r

m G m
G

r c r

�
� � � �

V r
E u B ,

y si se trata de una distribución continua de matería

2 2 3
;

r

G
G dV dV

r c r

� �
� � � �� �

j r
E u B



donde j es la densidad de masa, o sea, la masa que atraviesa la unidad de superficie en
la unidad de tiempo.

5.3 Ecuaciones de campo gravitoelectromagnético

Conocido el campo gravitoeléctrico (4.3) y el campo gravitomagnético (5.3) y si-
guiendo el mismo procedimiento que en la teoría electromagnética se encuentran las
ecuaciones para los campos gravitoelectromagnéticos

2 2

4

0

4 1

G

t

G

tc c

� �

�

� � �

�
�� � �

�

� �
�

�� � � �
�

E

B
E

B

E
B j

donde los campos gravitoeléctrico y gravitomagnético derivan de los potenciales vector
y escalar según la relación

;
t

�
�

� �� � � � �
�

A
E B A

y los potenciales gravitoelectromagnéticos son definidos como en electromagnetismo.
Hemos obtenido unas ecuaciones de campo idénticas a las de Maxwell del

electromagnetismo, con la salvedad hecha de los signos menos de la primera y cuarta
de las ecuaciones (6.3). Estas ecuaciones son exactamente iguales a las que se obtienen
a partir de la linealización de la teoría general de la relatividad (ver epígrafe 5.4). La
diferencia que se encuentra entre ellas reside en la ecuación de movimiento. Mientras
que para nuestra teoría gravitatoria derivada de la relatividad especial, la ecuación de
movimiento es la fórmula de Lorentz (3.3), para la teoría linealizada es una expresión
distinta, que viene dada por la ecuación (12.4).

6.3 Precesión del pericentro

La lagrangiana que nos da la ecuación de movimiento de una partícula de masa m
que lleva velocidad v en un campo gravitoelectromagnético es, por similitud con el
electromagnetismo (intercambiando la carga por la masa)

2 2 2
1mc v c m m�� � � 	 � �A vL .

Al desarrollar la raíz cuadrada en el caso de pequeñas velocidades comparadas con la
velocidad de la luz

2 4

2 2

2 4

1 1
1 1

2 8

v v
v c

c c
� � � �

entonces la lagrangiana queda
4

2 2

2

1 1

2 8

v
mc mv m m m

c
�� � 	 	 	 � �A vL

y la lagrangiana de la perturbación es
4

4

1

8

v
m m
c

� � 	 �A vL
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(7.3)

el primero de los sumandos es la perturbación gravitoeléctrica y la segunda la pertur-
bación gravitomagnética. El efecto gravitoeléctrico es el derivado, en exclusiva, de la
relatividad especial. Mientras que la perturbación gravitomagnética es la cuarta parte
de la que se obtiene en relatividad general.

Vamos a determinar la precesión planetaria ocasionada por efecto gravitoeléctrico.
Para ello partimos de la correspondiente hamiltoniano de la perturbación

4
2

2

2 3 2

1 1

8 8

v
m p
c m c

� �� � � � � �H L

donde estamos considerando partículas no relativistas, por tanto p mv� . Las corres-
pondientes ecuaciones de Hamilton son

2

c

que representan las variaciones de la posición y del momento del satélite ocasionada
solo por la perturbación, es decir, las anteriores ecuaciones no representan la variación
total de estas magnitudes. El vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL) es

,mk
r

� � �
r

ξ p L

que tiene las propiedades de ser una constante de movimiento para fuerzas centrales y
se encuentra digirido hacia el pericentro del astro. Al derivar el vector LRL queda

d

dt

ξ
2

2 2

3 2 2 3

2

2 2

r r c

mkv kv

r c c r

� � � � �

� � � � � �

v r r v

r v r r L

donde se ha tenido en cuenta que es nula la variación del momento angular orbital, lo
que significa que el plano orbital no precesa y se mantiene inalterable en el tiempo.
Para el cálculo se ha usado la segunda de la ecuaciones (7.3). Más que los valores
instantáneos de la variación temporal del vector LRL, lo que interesa es el valor prome-
dio a lo largo de un periodo, es decir la variación secular y no la periódica. Para ello se
calcula

2

3 3

2v k

r TL

�
�

r
ξ

utilizándose las ecuaciones del movimiento kepleriano tal como fueron expuestas en el
epígrafe 5.2. Entonces

2

2 3

d k

dt c TL

	
� � � �

ξ
L ξ Ω ξ

como el vector LRL está dirigido hacia el pericentro, la anterior expresión nos da la
rotación de la línea de las ápsides

2

2 2 2 2
1

k GM

c TL c Ta e

� �
� � �

�
que representa la sexta parte de la precesión planetaria de Einstein calculada a partir
de la relatividad general. Es decir, nuestra teoría es incapaz de explicar la anómala
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precesión del planeta Mercurio. Aún así, esta teoría invariante Lorentz tiene su interés,
porque contempla la inducción gravitatoria.

7.3 Los campos gravitoelectromagnéticos

en función de los valores retardados

Vamos a representar con r’ el vector que va de la posición de la masa que crea el
campo en el momento en que sale la «señal» gravitatoria (posición retardada), al punto
donde se encuentra el observador. r es el vector que va de la posición actual de la masa
que crea el campo al observador. Queremos expresar los campos gravitoelectro-
magnéticos, obtenidos anteriormente, en función de la posición retardada y no en
función de la posición actual.

Partimos de la definición de s

s r c� �� � �r v

donde v es la velocidad de la masa fuente en el momento en que «emite la señal». Por la
propiedad vectorial

2 22 2a b� � � �a b a b

s se pone de la forma
22 2

2 2

2 2
2 ,

r v
s r r

cc c

� � �� �
� �� � � �

r v r v

por el teorema del coseno se encuentra que
2 2

2 2 2

2 2
.s r r

c c

� � �
� � � �

r v r v

Si suponemos que la masa se mueve a lo largo del eje x, y que el plano donde se
encuentran el vector velocidad y el observador es el x-y, tendremos

z
yv� � �r v u

con lo que el parámetro s queda

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
1

v v y
s r y r

c c r

� 	
� � � �
 �

� 
y finalmente

2

2

2
1 sin

v
s r

c
	� �

donde el ángulo 	  es el formado entre la dirección de movimiento de la masa fuente y
la línea que une la posición actual con el observador.

Haciendo uso de (4.3) y de (8.3) tenemos para el campo gravitoeléctrico en función
de la posición retrasada

2

3 2
1

m r v
G

cs c
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 �
�  � 

v
E r .

También se puede expresar el campo gravitomagnético en función de las posiciones
retardadas, o bien relacionarlo con el campo gravitoeléctrico

2

2 2 3 2

1
1

Gm v

c c s c

� � 	�
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 �
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v r
B v E

.
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(11.3)

(12.3)

8.3 Campos gravitoelectromagnéticos

producidos por masas aceleradas

Para obtener los campos gravitoelectromagnéticos producidos por masas en movi-
miento acelerado se utilizan las mismas técnicas que en el electromagnetismo, con solo
variar la constante y sustituir la carga por la masa gravitatoria, obteniéndose

c s

a lo que hay que sumar el campo (9.3), que es el único que existe cuando el movimiento
es uniforme. Este campo (11.3) es radiativo, ya que es el responsable de la emisión de
radiación gravitacional.

El campo gravitomagnético tiene una relación con el campo gravitoeléctrico dada
por

r c

� �
�

�

r E
B

al igual que antes, r’ representa la posición retrasada de la masa fuente, o sea el vector
entre la masa fuente en su posición retrasada y la posición del observador.

En el caso de velocidades pequeñas con relación a la velocidad de la luz, se en-
cuentra

;
r

s r r
c c

� ��
� � � �� � � � �

r v v
r r

entonces el campo gravitoeléctrico radiativo es

c r �
nótese que este campo es de segundo orden respecto a la inversa de c, mientras que el
campo gravitoeléctrico originado por la velocidad de la masa [ecuación (9.3)] es de
orden cero. En cuanto al campo gravitomagnético radiativo es de orden tres [ecuación
(12.3)], en tanto que el producido por la velocidad [ecuación (10.3)] es de orden uno.

9.3 Fuerza inducida sobre una masa acelerada

que se encuentra en el interior

de una esfera de densidad uniforme

Las anteriores ecuaciones muestran que en la teoría que estamos desarrollando
existen fenómenos de inducción gravitatoria. Cabe investigar si esta inducción puede
generar las fuerzas de inercia como exige el principio de Mach.

Sea una esfera de radio R y masa M de densidad uniforme y de valor

3
.

4 3

M

R
�

�
�

En su centro se encuentra una partícula de prueba de masa gravitatoria m que se mueve
con movimiento acelerado y rectilíneo. Si se admite que todo movimiento es relativo, la
situación es completamente análoga a suponer que la partícula m está en reposo y que
la esfera, como un todo, se mueve con movimiento acelerado y rectilíneo en dirección
contraria y con aceleración a.

Si suponemos que las velocidades son pequeñas, valdrá la ecuación (13.3) que toma

(13.3)
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la forma

2 3

G
dV

c r

� � �� �
� �

��
r r a

E

el vector r’ es aquel que va desde el punto fuente al centro de la esfera. Al utilizar
coordenadas esféricas

sin cos sin sin cosr r r	 
 	 
 	� � � �� � � �r i j k

siendo r’, 	, y 
 las coordenadas  de un punto de la esfera con respecto a un sistema con
origen en el centro de la esfera. La aceleración del conjunto de la esfera la supondremos

a� �a k

que es de sentido contrario a la aceleración que lleva la partícula. Ambas situaciones
son equivalentes desde el momento que adoptamos el punto de vista de la física
relacional.

Ahora podemos calcular la expresión (14.3)

2

2

2

0 0 0

cos sin cos sin sin cos sin sin

R
G a

r dr d d
c

� �
�


 	 	 
 	 	 	 	 	 
� �� � � � �� � �E i j k

que tras integrar se convierte en

2

GM

c R
�E a

y la fuerza que actúa sobre la partícula de masa gravitatoria m es

2

GMm
m

c R
� �f E a

que es una fuerza que se opone a la aceleración de la partícula, que es –a. Esta fuerza
debe ser identificada con la fuerza de inercia, por tanto

2i

GMm
m

c R
� �f a a

donde im es la masa inercial. Por el principio de equivalencia las masas inercial y
gravitatoria son iguales. Entonces si nuestro resultado representa la realidad física
debe cumplirse la relación cosmológica

2
1

GM

c R
� ,

donde M y R representarían la masa y el «radio» del Universo considerado como esfé-
rico. Esta relación nos viene a decir que la suma de la energía potencial de la partícula
de prueba más la energía en reposo es nula

2
0

p
E mc� � .

En el caso de que en vez de una esfera llena de materia se tratara de una concha
esférica de radio R y masa M, el campo gravitoléctrico sería

2

2

3

GM

c R
�E a

por tanto en este «Universo» se cumpliría la relación

2

2
1

3

GM

c R
� .

(14.3)

(15.3)

(16.3)

(17.3)
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Es de interés el resultado encontrado. Hemos podido identificar la fuerza
gravitoeléctrica ocasionada por el «Universo» con la fuerza de inercia, tal como es
exigido por el principio de Mach. Pero hay algo más, el principio de equivalencia nos
lleva a establecer una relación entre parámetros cosmológicos [(16.3) y (17.3)].

Para el cálculo realizado no hemos tenido en cuenta ni el campo gravitomagnético
radiativo ni los campos originados por la velocidad de la partícula fuente. En todos
estos casos la fuerza que producen es cero.

10.3 Inducción de la fuerza de Coriolis

De la teoría relacional cabría esperar que sobre una partícula que se moviera en el
interior de una esfera hueca que estuviera rotando, debería de actuar una fuerza del
tipo de Coriolis. Como ahora veremos, la teoría invariante Lorentz llega a esta conclusión.

Partimos de una concha esférica de masa M y de radio R que gira con una velocidad
angular �k. En el centro de la concha hay una partícula de prueba de masa gravitatoria
m que se desplaza con una velocidad u.

El único de los campos gravitoelectromagnéticos que da una integración diferente
de cero es el campo gravitomagnético originado en la velocidad de las partículas fuen-
tes o campo gravitomagnético no radiativo (10.3)

2 3

Gm

c R

��
�

v r
B

donde hemos despreciado los términos mayores que dos en la inversa de c. Con la
expresión (15.3) se calcula la velocidad de cualquier punto de la concha esférica,
obteniéndose

2

2 2 2

2 3

0 0

2

2 2 2

2 3

0

2 2

sin cos cos sin cos sin sin

sin sin

4 2
2 .
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��
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� �

� � � �

� �

� �

B i j

k

k ω

De acuerdo con la fórmula de Lorentz (3.3) la fuerza ejercida sobre una partícula
que estando en el centro de la concha esférica lleve velocidad u es

2

2
.

3

GMm
m

c R
� � � �f u B ω u

Teniendo en cuenta la relación (17.3) válida para una concha esférica, se encuentra que

i
m� �f ω u

es decir, sólo la mitad del valor de la fuerza de Coriolis observada en sistemas de
referencia que se encuentran en rotación.

Podemos extender el resultado al caso de una esfera llena de materia de densidad �
y de nuevo volvemos a encontrar una fuerza de Coriolis que es la mitad de la detectada
realmente.

11.3 Inducción de fuerza centrífuga

Una teoría relacional debe explicar la aparición de la fuerza centrífuga como una
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manifestación de la inducción gravitacional. De nuevo suponemos que tenemos una
concha esférica de radio R y masa M, que se encuentra rotando con velocidad angular
ω respecto a un sistema de coordenadas K con origen en el centro. Una partícula de
masa m se encuentra a una distancia r del centro de la esfera y en reposo con respecto
al sistema K. Si la teoría que analizamos fuera verdaderamente relacional, en esta
situación se debería de inducir una fuerza de tipo centrífugo sobre la partícula m.

El cálculo de los campos gravitoeléctricos y gravitomagnéticos, tanto radiativos
como no radiativos, no da una fuerza del tipo centrífugo, es decir de segundo orden en
�, por lo que la teoría que acabamos de desarrollar, a pesar de generar fenómenos de
inducción gravitatoria, no es capaz de reproducir fuerzas centrífugas. *

Como veremos en el capítulo 8 la teoría general de la relatividad sí es capaz de
explicar la inducción de fuerza centrífuga. Esta fuerza es generada por un segundo
potencial escalar (que llamaremos �), que es función de la velocidad al cuadrado de la
partícula fuente, potencial que no aparece en la teoría invariante Lorentz.

Debemos finalmente señalar que el potencial vector gravitomagnético A que se ob-
tiene de la teoría desarrollada en este capítulo, es el mismo que el deducido de la teoría
general de la relatividad. No obstante, la fuerza gravitomagnética es diferente en am-
bos casos. Concretamente es cuatro veces mayor en la teoría general de la relatividad
que en la teoría que acabamos de desarrollar.

12.3 Referencias
1.- SCIAMA, D. W.: “On the origin of inertia”, Monthly Notices of the Royal Astronomical 113
(1953) 34-42.
2.- PAIS, Abraham: El Señor es sutil ... La ciencia y la vida de Albert Einstein, Ariel, 1984, p. 186.
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* En su teoría, Sciama dedujo el efecto centrífugo erróneamente. En realidad lo que hizo fue
aplicar el teorema de Larmor del gravitoelectromagnetismo.
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4

Ecuaciones del

gravitoelectromagnetismo

1.4 Introducción

La mecánica relacional entiende las fuerzas de inercia como originadas en la in-
ducción gravitatoria. La teoría de Newton no contempla fenómenos inductivos, pero
una teoría relativista de la gravitación los debe incluir. En efecto, en virtud de la equiva-
lencia relativista entre masa y energía, no solo la masa es fuente de campo gravitatorio
sino que lo es cualquier tipo de energía. Por tanto, un cuerpo crea campo gravitatorio
no solo por su masa, sino también por su energía cinética, es decir por su movimiento.
Y  esto, en definitiva, es lo que significa la inducción: la producción de fuerzas por
cuerpos en movimiento.

Como se vio en el capítulo 3, es posible obtener una teoría relativista de la gravita-
ción en el marco de la relatividad especial, es decir una teoría invariante frente a trans-
formaciones de Lorentz. Pero esta teoría no es satisfactoria. Por ejemplo, el cálculo de la
precesión del perihelio de un planeta solo da la sexta parte del valor correcto. La teoría
gravitatoria invariante Lorentz produce fenómenos inductivos, que son capaces de
explicar la aparición de la fuerza de Coriolis sobre cuerpos en movimiento o bien otros
fenómenos gravitomagnéticos; no obstante, no puede deducir la fuerza centrífuga como
una fuerza inductiva. *

2.4 Ecuaciones de campo linealizadas

Podemos descomponer el tensor métrico según

ij ij ij
g h�� �

donde ij
�  es el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski con signatura -2. En la

* La fuerza gravitomagnética es exigida por el principio de la relatividad especial. Sean dos
cargas eléctricas de igual signo, en reposo respecto a un sistema K de referencia inercial y que
se mantienen en equilibrio al igualarse las fuerzas eléctrica y gravitatoria que existen entre
ellas. Sea otro sistema K’ respecto al cual K se encuentra en movimiento. Para este nuevo
sistema, además de la fuerza de Coulomb entre las cargas, aparecen fuerzas magnéticas.
Como por el principio de la relatividad especial también para el nuevo sistema las cargas deben
mantenerse en reposo relativo entre ellas, deben de aparecer fuerzas de inducción gravitacional
que permitan igualar a las fuerzas magnéticas.
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mayoría de las situaciones reales las cantidades h son pequeñas h , al igual
que ocurre con sus derivadas primeras; lo que equivale a suponer que, en presencia de
campo gravitatorio débil, el espacio-tiempo es el de Minkowski sobre el que se superpo-
ne una perturbación dada por las cantidades  .ijh Si, además, adaptamos las ecuaciones
de campo para que sean lineales en h obtenemos la teoría linealizada. *

Los símbolos de Christoffel en la teoría lineal son

, , ,

1 1

2 2

i is is

jk j ks k js s jk ks j js k jk sg g g g h h h� � � � � � � � � � .

En esta aproximación los dos últimos sumandos del tensor de Ricci
kk
ij r k k rik

ij ik jr ij krj k
R

x x

� � 
� � �  �  
� �

se desprecian, ya que son, como mínimo, de segundo orden respecto a la perturbación
h, es decir son no lineales. En resumen, en la ecuación de campo que derivemos, solo
aparecerá la parte lineal de las componentes del tensor métrico.

La componente 0,0 del tensor métrico aparece en la ecuación de movimiento multi-
plicada por 2

c (ver más adelante). Esto quiere decir, que si queremos obtener la ecua-
ción de movimiento de una partícula hasta el segundo orden respecto a la inversa de c,
será necesario calcular hasta términos de orden cuatro de  00 .g Pero como veremos más
adelante, esta componente del tensor métrico a orden cuatro tiene una parte lineal y
otra no lineal; la primera se obtiene a partir de la teoría linealizada pero no así la
segunda parte, que se tiene que obtener con la teoría de campo débil (ver el epígrafe 12.4
y siguientes).  Esto nos viene a decir que con la teoría linealizada no podemos obtener
todos los términos de segundo orden respecto a la inversa de c en la ecuación de
movimiento. No obstante, con la teoría linealizada sí podemos obtener todos los térmi-
nos gravitomagnéticos a segundo orden en la ecuación de movimiento, pero no todos
los gravitoeléctricos a igual orden, pues para ello, como hemos dicho, se exige el con-
curso de términos de cuarto orden no lineales del tensor métrico.

Conservando solo los términos de primer orden respecto a h, el tensor de Ricci toma
la forma

, ,

, , , ,

1
.

2

k k k k

ij k ij i jk kj i ij k
R h h h h� � � �

Imponiendo la condición gauge armónica y teniendo en cuenta que subimos y bajamos
los índices con ij

� , con lo que se pierden términos pero ninguno de ellos lineales, se
obtiene

1 1
0 0,

2 2

k k

i i ki kik

k

h h h h
xx

� �
� �� 	 � 	

� � ! � �
 � 
 �
�� �  � 

el tensor de Ricci se reduce a

,

,

1

2

k

ij ij kR h�

y la curvatura escalar se deduce de la contracción del anterior tensor

* Que la ecuación de campo sea lineal significa que el campo producido por dos cuerpos es la
suma de los campos producidos por los cuerpos individualmente.
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,

,

1

2

i k

i kR h� .

En el supuesto lineal la ecuación de campo será

1

2
ij ij ijR R T� �� � �

donde hemos sustituido ijg  por ij� para evitar la aparición de términos no lineales. Al
contraer los índices queda

ik

ikR T T�� �� �

nótese que la traza T  la hemos calculado a partir del tensor ij� , igual que hemos hecho
con R. La ecuación de campo tomará la forma

*1

2
ij ij ij ij

R T T T� � �
� 	

� � � � �
 �
� 

.

Finalmente, la ecuación de campo linealizada en la gauge armónica queda en función
de las cantidades h

2

*2
ij

ijk

k

h
T

x x



�
� �

� �

donde la constante tiene el valor 48 .G c� ��
Debemos advertir que cuando se calculen las componentes del tensor energía-mo-

mento se deben subir y bajar los índices con el tensor métrico de Minkowski, porque si
usamos el tensor ijg la ecuación de campo que se obtendría sería no lineal ya que

aparecerían términos del tipo .hT

3.4 El tensor energía-momento

Por la dependencia del tensor energía-momento de la tetravelocidad y por la rela-
ción (7.1)

2
1d dt O c� �

� �

se encuentra que los términos del desarrollo en serie del tensor energía-momento se
diferenciarán entre ellos en dos órdenes respecto a la inversa de c, o sea

2 0
00 00 00

1 1
0 0 0

0 2

(0) (2)

...

...

... ( )

....

T T T

T T T

T T T

T T T

� � �

�� �� ��

�� �� ��

� 

�

�

� � �

� � �

� � � "

� � �

Para calcular la traza bajamos y subimos los índices con �
ij

, entonces queda

2 0
0 0 00 00 00

0 0

0

k

k

k

k

T T T T T

T T T T T� � �� �� ��

� � ��

�

� �

�

� � � 	

� � � � � �

donde en la última ecuación no hay suma sobre �. Entonces la traza es

(1.4)
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* Se exige que la velocidad de la partícula fuente sea no relativista. Esta condición no es reque-
rida para la partícula que se mueve en el campo gravitatorio.

2 0 0
0 00 00

0T T T T T T� ��

�

� �

�

� � � � �� � .

Las componentes del tensor energía-momento necesarias para resolver la ecuación
de campo son

2 0
00 00 00

00 0 0

1 1
0 0 0

0 0

0 2

0

( )

.

ik

i k

ik

i k

ik

i k

ik

i k

T T T T T

T T T T T

T T T T T

T T T T

� � �

� �
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�� � �

�� ��

�� � �

� �

� �

� � � 

� �

�

�

� � � �

� � � � � �

� � � � "
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De donde se deduce

2 0 0
* 00 00 00

00 00 00

1
* 0 0

0 0 0

0
*

0 2 0 0
* 00 00 00

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
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1
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4.4 Solución de las ecuaciones de campo linealizadas

La ecuación de campo linealizada (1.4) se resuelve haciendo uso de la técnica de los
potenciales retardados

*

4

4
'

ik

ik

TG
h dV

rc

� �� �� �
��

donde el paréntesis significa valores retrasados.
Vamos a aplicar la ecuación anterior al caso de materia en forma de polvo, es decir

que despreciamos las tensiones en el tensor energía-momento, que con esta simplifica-
ción queda

.

ij i jT u u��

�� representa la densidad de materia en el sistema comóvil y i
u  es la tetravelocidad de

un punto de la fuente que crea el campo. * Vamos a desarrollar el tensor energía-
momento hasta el segundo orden en la inversa de c, entonces la relación que debemos
tomar entre el tiempo propio y el coordenado es

2
2 20

2 2

2
1

u
d dt

c c

�
�

� 	
� � �
 �
� 
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donde 0�  es el potencial kepleriano en el punto de la fuente que lleva velocidad u,  por
tanto la componente 0,0 y la ��� son

22 0

00 00 00 0 0 2 2 2

0

20

2
dt

T T T u u c c u
d

dx
T T u u

dt

�
�� �� � �

� � � �� �
�

� �

�

� 	
� � � � � � �
 �

� 

� 	
� � � 
 �

� 
la traza queda

00 2

0
2 .T T T c��

�

� ��� � � ��

Con estos valores se encuentra

* 2 2
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Las ecuaciones (1.4) quedan
2

2 2 200
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La solución de las ecuaciones (3.4) se obtiene mediante la técnica de los potenciales
retardados

2

0
00 2 4

0 3 3

2 2

4 4

2 22 2

4 4

2 2

4 4

uG G
h dV dV

r rc c

uG G u
h dV dV

r rc c

G G
h dV dV
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u uG G u u
h dV dV
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� � �

� �� �� �

� � � �

� �� �� � � � "

� �

� �

� �

� �
el corchete significa que tomamos los valores retardados, que en la aproximación de
segundo orden respecto a la inversa de c solo tienen aplicación en la primera de las
ecuaciones (4.4). En efecto, al hacer uso de los potenciales retardados en la primera de
las ecuaciones (4.4) se obtiene, como añadido a términos de orden dos respecto a la
inversa de c, términos de orden cuatro, que son necesarios en la ecuación de movimien-
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(5.4)

* Esto quiere decir que la constante asociada al gravitomagnetismo es 2
G c , mientras que G es

la constante correspondiente a la gravitoelectricidad. También en electromagnetismo la cons-
tante magnética es la constante eléctrica dividida entre 2

.c

** Las definiciones la hacemos para que las ecuaciones de campo sean formalmente idénticas a
las del electromagnetismo.
† El potencial gravitomagnético se puede calcular mediante el siguiente simple procedimiento.
Se parte de la métrica de un campo gravitatorio estático débil y se le aplica una transformación
de Lorentz.

(6.4)

to (ver más adelante).
De las ecuaciones (4.4) se desprende que 00h se obtiene a segundo y a cuarto orden

respecto a la inversa de c; 
0

h
�

a tercer orden, h�� a segundo orden y  h��  (con � �� ) es

de cuarto orden.

5.4 Los potenciales escalar y vector

Las ecuaciones linealizadas de campo (3.4) se pueden reducir de forma tensorial a
vectorial. Para ello se definen los dos potenciales escalares y el potencial vector por

2 2

00

4 4

00

3

0

2

2

4 4

c
h

c
h

c c
A h�

�

�

�

�

�

� � ! � �A h

como antes, el número entre paréntesis significa el orden con respecto a la inversa de c.
Nótese que frente a transformaciones espaciales de coordenadas las componentes 0,�
del «tensor» h se comportan como un vector y la componente 0,0 como un escalar. Los
dos potenciales escalares lo definimos para que sean de orden cero respecto a c, mien-
tras que el potencial vector es de segundo orden en la inversa de c, de aquí se explica la
debilidad de los fenómenos gravitomagnéticos. *

En forma similar al electromagnetismo, se definen los vectores intensidad de campo
gravitoeléctrico y gravitomagnético **

.

t
�

�
� �� �

�

� � �

A
E

B A

Démonos cuenta que el campo gravitomagnético es de segundo orden respecto a la
inversa de c y el campo gravitoelétrico es de orden cero, en completa equivalencia con
los campos eléctricos y magnéticos.

El elemento de línea espacio-temporal para el caso considerado de la teoría
linealizada y puesto en función de los potenciales gravitoelectromagnéticos es

2 2 2

2 4 2

2 2 2
1 8 1ds c dt cdtd dx dx

cc c c

� �

��

� � �
�

� � � �
� 	 	 � � �
 � 
 �
�  � 

A
r

���es formalmente el potencial kepleriano, pero hay que observar que está en función de
los valores retrasados y no actuales, como ocurre con el potencial en la teoría gravitatoria
de Newton. †
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6.4 Ecuaciones de campo linealizadas en función

de los potenciales escalar y vector

Si solo consideramos hasta los términos de segundo orden del tensor métrico, la
teoría linealizada se nos asemeja a la teoría electromagnética. En este caso la traza de la
perturbación h es

0

0 00 00 00 00 00
3 3 2h h h h h h h h h h� ��

� �� ��
�� � � � � � � � � � .

Entonces la condición gauge armónica toma la forma

0 0 00
00

1 1 1 2
0 0

2 2
kj kj

k

h h h
h h h h

x c t c tx x

� �

� �
�

� � �� �� 	 � 	
� � ! � � � � � � �
 � 
 �

� � �� ��  � 

donde hemos puesto 0j � . Introduciendo ahora los potenciales, la condición armóni-
ca queda

2

1
0,

tc

��
� � �

�
A

en completa analogía con el electromagnetismo. Reiteramos que la anterior ecuación es
válida si se toman hasta términos de segundo orden en la inversa de c.

De la definición del campo gravitoeléctrico se deduce

2 ,
t

�
�

� � �� � �
�

E A

haciendo uso de la condición gauge nos queda
2 2

2 2

2 2

1

2

c
c

c t

�
� 
�

�
� � �� 	 � �

�
E

y la primera ecuación de campo resulta

4 G	 �� � �E .

La segunda ecuación de campo también está relacionada con la intensidad de campo
gravitoeléctrico

t
�

�
�� � �� �� � ��

�
E A

por tanto

.
t

�
� � � �

�

B
E

La tercera ecuación de campo

0� �� � � � �B A ,

en cuanto a la cuarta ecuación tenemos
2

,	� � 	� 	� � 	 	 �	B A A A

haciendo uso de la condición gauge obtenemos

2

2

1
,

tc
�

�
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�
B A

teniendo en cuenta la definición de campo gravitoelétrico
2

2

2 2 2

1 1

tc c t

� �
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� �

E
B A A
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(7.4)

introduciendo el vector 
0

h
�

�h

2
2

2 2 2

1 1

4

c

tc c t

� 	� �
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 �

� �� 

E h
B h

por último hacemos uso de las ecuaciones de campo linealizadas y resulta

2 2

1 4 G

tc c

��
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�

E
B j

donde j es la densidad de corriente, definida por

j cu� �

�� .

7.4 Ecuaciones de movimiento de una partícula libre

en un campo gravitatorio débil

Se trata de determinar la ecuación de movimiento de una partícula libre en un
campo gravitatorio débil. La ecuación buscada es la de una geodésica
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2
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podemos descomponer la ecuación de la geodésica en dos partes
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1
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llevando estas dos ecuaciones a la (7.4) se encuentra
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y al desarrollar
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Como el desarrollo de las componentes del tensor energía-momento va de dos en
dos órdenes respecto a la inversa de c [ver (2.4)], lo mismo debe ocurrir con el desarrollo
de las componetes del tensor métrico, por lo tanto se tendrá
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Las componentes contravariantes las descomponemos según
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y la relación con las componentes covariantes es
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como se puede comprobar por sustitución directa en las ecuaciones
1ik i

ij j
g g G G I� �

� 
 � �

G es la matriz del tensor métrico e I la matriz unidad.
Los símbolos de Christoffel necesarios para obtener una ecuación de movimiento

(8.4) que contenga hasta los términos de segundo orden respecto a la inversa de la
velocidad de la luz son

2 4 3 2 3 2
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Cuando la velocidad de la partícula es cercana a c las componentes  
4 4
0

0 , �

� ��
   dan

lugar a términos de segundo orden. Pero en este caso hay perturbaciones de orden cero,

por lo que estos términos de segundo orden no serían significativos. Con las (10.4)
obtendremos una ecuación de movimiento válida para cualquier velocidad de la partí-
cula.  Haciendo uso de la definición de los símbolos de Christoffel y de (9.4) se encuen-
tra
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La ecuación de movimiento (8.4) a segundo orden respecto a la inversa de c es
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poniendo los símbolos de Christoffel en función del tensor métrico
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ahora introducimos los potenciales escalar y vectorial, definidos por
22 2 3 4
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y ya solo nos queda expresar el resultado en notación vectorial
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v A v v
v A v

el primer sumando corresponde a la aproximación de orden cero o newtoniana. * Los
siguientes sumandos son todos de orden segundo respecto a la inversa de c. * *

Esta ecuación de movimiento es la equivalente a la fórmula de Lorentz de la electro-
dinámica. Nótese que los términos de segundo orden tienen (o pueden tener) valores
parecidos, por lo que ninguno de ellos se puede despreciar. La ecuación (12.4) es válida
para coordenadas armónicas.

El elemento de línea tiene en coordenadas esféricas la forma

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
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A r

donde aparecen todos los términos necesarios para calcular la ecuación de movimien-
to de una partícula a segundo orden en la inversa de c. **

La ecuación (12.4) y el anterior elemento de línea, son válidos cuando usamos
coordenadas armónicas; las expresiones cambian en otros sistemas de coordenadas.
Por ejemplo, para pasar a coordenadas esféricas standard hacemos el cambio

2
1r r

c

�� ��� �	 

� �

mientras quedan inalteradas las coordenadas angulares, entonces
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finalmente el elemento de línea en la aproximación requerida para obtener todos los
términos de segundo orden en la ecuación de movimiento es
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* En el término ��  de (12.4) también se tienen en cuenta los efectos originados por los valores
retrasados.
** Esta ecuación permite calcular las primeras perturbaciones al movimiento newtoniano con
independencia de la velocidad de la partícula. No obstante, se exige que la velocidad del cuerpo
que crea el campo sea no relativista.
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donde no hemos tenido en cuenta los términos de cuarto orden en las componen-
tes espaciales. Con la anterior métrica ya no sería válida la ecuación de movimien-
to (12.4).

8.4 Ecuación de conservación del tensor energía-momento

De la ecuación de campo gravitatorio se deduce la ley conservación de la energía y
el momento

0
ik

k
D T �

expresión que se simplifica en el caso de la teoría linealizada. Si hacemos la definición

1

2
ik ik ik

h h h�� �

entonces la ecuación de campo (1.4) queda

2

2 .ik

ikr

r

h
T

x x
�

�
� �
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La condición gauge armónica se puede poner como

0,ik

k

h

x

�
�

�

utilizando la ecuación de campo linealizada  podemos poner la ecuación de conserva-
ción de la forma

00 0; 0ik k k

k k k

T T T

x x x

�
� � �

� � � �
� � �

la primera igualdad expresa la conservación de la masa-energía y la segunda fórmula
nos da la conservación del momento.

Desarrollando la primera de las ecuaciones

2 1

00 0
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0 0
0 0

T T T T

x x x x

�

�

� �
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� � � �
� � � � �

� � � �
que es la ecuación de continuidad de la energía expresada al más alto orden en el
desarrollo del tensor energía-momento.

La segunda ecuación queda
1 0

0

0

0 0
0 0

TT T T

x x x x

� ��
���

� �

�

�� � �
� � � � �

� � � �
que es la ecuación de conservación diferencial del momento, igualmente puesta al
máximo orden en el desarrollo del tensor energía-momento.

Démenos cuenta que las dos ecuaciones de conservación que hemos encontrado y
que son aproximaciones válidas en la teoría linealizada y en la teoría de campo débil,
nos permiten derivar ecuaciones globales de conservación por los métodos usuales de
integración.

9.4 Lagrangiana de una partícula en un campo

 gravitatorio débil

En general el elemento de línea es
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y en la aproximación que estamos tomando
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sustituyendo los potenciales escalares y vector
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Haciendo uso de la aproximación

2
1 1

1 1
2 8
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se obtiene
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donde solo consideramos términos hasta el orden 4 respecto a la inversa de la veloci-
dad de la luz. Agrupando términos y teniendo en cuenta que la lagrangiana de una
partícula es

2 d
mc

dt

�
� �L

nos queda
4 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1 3 1
4 .

2 8 2 2

v v
mc m m mv m m m m

c c c c
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Podemos dividir los términos que aparecen en cuatro categorías. Los sumandos 2, 4 y
5 son términos relacionados con la relatividad especial. En efecto, los sumandos 4 y 5
son los términos cinéticos. El segundo sumando es el potencial kepleriano.

El sexto sumando es un término genuino de la relatividad general y representa la
acción gravitomagnética. También los dos últimos sumandos corresponden en exclu-
siva a la relatividad general y son de carácter gravitoeléctricos.

El término gravitomagnético 4m �A v  es de segundo orden respecto a la inversa de c,
lo mismo ocurre para los restantes términos no clásicos. No nos referimos al primer
término porque al ser constante no interviene en las ecuaciones de movimiento deriva-
das de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Citar también que los términos de la lagrangiana que producen la conocida prece-
sión planetaria de Einstein son el 5, 7 y 8. Mientras que el sumando sexto es el respon-
sable del efecto Lense-Thirring (ver más adelante). El término que contiene el potencial
vector o gravitomagnético es el responsable de las fuerzas de Coriolis inducidas. Final-
mente el tercer término, que contiene el potencial escalar ��  es quien produce la fuerza
centrífuga inducida.

10.4 Obtención de la ecuación de movimiento

a partir de la lagrangiana

La ecuación de movimiento (12.4) de una partícula en un campo gravitatorio débil
fue obtenida a partir de la ecuación geodésica. Pero se puede llegar al mismo resultado

52

(13.4)



Ecuaciones del gravitoelectromagnetismo

aplicando la ecuación de Euler-Lagrange a la lagrangiana (13.4), tal como haremos a
continuación. Partimos de

2 2

2 2 4 4 2 4

1 4 3

22
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por lo que la ecuación de Euler-Lagrange en forma vectorial toma la forma
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si ahora tenemos en cuenta que

i

� �	 
v A

tomando como primera aproximación

d

dt
�� ��

v

se obtiene la ecuación de movimiento (12.4).

11.4 Densidad lagrangiana del campo gravitoelectromagnético

Las ecuaciones de campo pueden derivarse de una densidad lagragiana L y la
posterior aplicación de las ecuaciones de Euler-Lagrange

,

0
k

r k r
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L L

donde k�  es el tetrapotencial gravitoelectromagnético definido por ,
k c� �� A , en

todo igual que en la teoría electromagnética.
Para obtener las ecuaciones de campo gravitatorio deducidas en el epígrafe 6.4 es

necesario definir la densidad lagrangiana del campo gravitoelectromagético por
2

16

ik k

ik k

c
F F j
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definiéndose el tensor antisimétrico de campo gravitaelectromagnético por

.

k i

ik
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F
x x
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Con estas definiciones, se obtienen las dos ecuaciones de campo gravitoelec-
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tromagnético
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12.4 Velocidad límite

Mientras que en la gravitación newtoniana la fuerza de la gravedad es siempre
atractiva, no ocurre lo mismo en la teoría de la relatividad, donde a partir de cierto
límite, la fuerza gravitatoria se hace repulsiva.

Consideremos la ecuación (12.4), que es aplicable cuando la gravedad es débil y
pequeña la velocidad de la fuente. Si suponemos que la velocidad de la partícula de
prueba es cercana a la de la luz, encontramos que los términos dominantes son

2

2 2
4

d v

dt c c
� � �� �� � � � �

v v
v

todos ellos de orden cero. Si para concretar suponemos que el movimiento de la partí-
cula es radial, se encuentra

2

2

3
1

d v

dt c
�

� 	
� � � �
 �

� 

v

esto viene a significar que existe una velocidad límite de la partícula

3
l

c
v �

velocidad que al ser superada hace que la fuerza gravitatoria se convierta de atractiva
en repulsiva. Hay que tener presente que este efecto es puramente cinemático y no
gravitatorio, ya que se produce con independencia de la intensidad del campo
gravitatorio, exigiéndose únicamente que  este campo sea débil.

En las anteriores ecuaciones v es la velocidad coordenada de la partícula, o sea

dx
v

dt

�
� �

y antes hemos hecho la identificación
2

v � �v v

que no coincide con el módulo al cuadrado de la velocidad, que por definición es
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donde ��
  es el tensor métrico tridimensional. En la aproximación considerada ambas

expresiones de 2
v se pueden identificar..

Se puede obtener el límite para la velocidad entendida como el cociente de la distan-
cia propia entre el tiempo propio de la partícula

2 2 3 1 1 3 21

l

l

vd d dt c c
v

d dt d v c
�

	 	

� �
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��

donde se ha despreciado la componente gravitatoria en el tiempo propio.
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13.4 El tensor de Ricci en función del tensor métrico

en la gauge armónica

Como hemos expuesto anteriormente, debemos de distinguir entre la teoría
linealizada y la teoría de campo débil donde, no solo tomamos los términos lineales,
sino todas las componentes del tensor métrico (sean o no lineales) necesarias para
obtener la ecuación de movimiento hasta el segundo orden de la inversa de c. Esta
teoría es la que desarrollaremos a continuación.

El tensor de Ricci tiene de componentes
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Los símbolos de Christoffel que nos interesan son los que fueron calculados en (10.4),
por tanto
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En cuanto a las restantes componentes del tensor de Ricci se obtiene
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Ahora vamos a poner las componentes anteriores en función del tensor métrico

haciendo uso de (11.4)
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En cuanto a la componente 0,0 a orden 4 es *
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y las otras dos componentes son
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* Cuando en las fórmulas siguientes aparezcan índices repetidos entendemos que se aplica el
criterio de sumación de Einstein, aunque los índices sean los dos covariantes o contravariantes.
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Estas ecuaciones que acabamos de encontrar se pueden simplificar considerable-

mente al elegir la gauge armónica, lo que nos permitirá resolver las ecuaciones diferen-
ciales. La gauge armónica puede ponerse de la forma
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en efecto, en la aproximación considerada
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de donde encontramos
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que es la definición gauge armónica.

En el caso en que 0r �
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al mínimo orden se encuentra
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donde los índices griegos se suman aunque estén en la mismo posición. Como
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por tanto la condición gauge en función de los potenciales es
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Obtengamos ahora la condición gauge para el caso r ��
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y en función del tensor métrico
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De (14.4) y (15.4) se derivan otras expresiones que nos permiten simplificar el tensor
de Ricci. Hallando la derivada de (14.4) respecto a la coordenada espacial, derivando
(15.4) respecto al tiempo y luego restando ambos resultados se obtiene

2 3 2
2 2 2

01 1 1
0

2 2 2

g g g

c cx t x x t x

�� � ��

� � � �

� � �
� � �

� � � � � �
,

con lo que se reducen las componentes del tensor de Ricci a la forma

3 3
2

0 0

1
.

2
R g� �

� � �

Para la siguiente simplificación se deriva (14.4) respecto a x�  y después se deriva
(14.4) pero respecto a x� , habiendo cambiado previamente el índice � por el �. Al
sumar las dos expresiones resultantes se encuentra

2 2 22
2 2 22

00
0
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reduciéndose la ecuación correspondiente a

2 2
21

.
2

R g�� ��
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Derivando la ecuación (14.4) respecto al tiempo se obtiene

2 3 2
2 2 2

00 0

2 2 2 2

1 1 1
0

2 2

g g g

cc t x t c t

� ��

�

� � �
� � �

� � � �

al aplicar este resultado a la componente 0,0 del tensor de Ricci nos queda
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A partir de (15.4) se llega a
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de donde se deriva
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entonces el tensor de Ricci queda
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que conjuntamente con
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completan las componentes que necesitamos del tensor de Ricci.

14.4 Tensor energía-momento

Haciendo uso de (2.4) obtenemos los primeros términos del desarrollo de las com-
ponentes del tensor energía-momento

2 02
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1 1 2 0 23 2
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por tanto el desarrollo de la traza es
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donde suponemos que existe suma respecto a los índice �. Por último hallamos las
componentes covariantes
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la componente 0,�es
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y por último la componente ���
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Como las ecuaciones de campo son
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podemos saber qué componentes del tensor energía-momento tenemos que calcular.
Empezamos por la 0,0 a orden -2
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La componente 0,0 a orden 0 es
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hallemos ahora la componente 0,�
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y por último
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con lo que ya estamos en condiciones para hallar las ecuaciones de campo.

15.4 Ecuaciones de campo débil

Con los resultados anteriores las ecuaciones de campo son
2 2
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Se observa que solo la primera ecuación es diferente de las obtenidas por el método
de las ecuaciones linealizadas. Y es en esta ecuación donde se encuentran términos no
lineales. La solución que obtengamos de (16.4) se diferenciará de la teoría linealizada
en que no solo contendrá los términos lineales, sino también las componentes del
tensor métrico necesarias para obtener todos los términos (lineales o no) de segundo
orden de la ecuación de movimiento.

Para resolver las ecuaciones de campo hacemos las definiciones
22 4

0000 2 4 4

2 2 2
; ,g g

c c c
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entonces la primera de las ecuaciones (16.4) queda
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teniendo en cuenta que
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o bien
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dividiendo toda la igualdad por 2

1 4 c��  y tomando hasta los términos de segundo
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reencontrando una ecuación de ondas cuya solución se obtiene por la técnica de los
potenciales retardados

00
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dV

rc c

���
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��
donde el paréntesis significa valores retrasados y r’ es la distancia de la fuente (en la
posición retrasada) al punto del campo. La anterior ecuación se puede descomponer,
separando los términos de orden cero y los de orden dos

2
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G T
dV

rc
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r

��

�

�

�

� �
�

�
� �

�
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�
donde no hemos considerado los valores retrasados en la última ecuación porque
generarían términos mayores que el segundo y por tanto no serán necesarios.

De la tercera de las ecuaciones de campo se observa que

2

2

2
g

c
����

�
��

donde no es necesario tomar más que los términos de orden cero del potencial escalar,
es decir el término kepleriano.

Haciendo la definición
3

0

4
g A

c
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�
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tendremos la ecuación
1

01

2 0
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4 G G T
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�
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donde la integral se refiere a valores actuales y no retardados, los cuales son de orden
mayor y no necesarios para desarrollar la ecuación de movimiento al orden deseado.

16.4 Los potenciales retardados

Supongamos que la distribución de masas que crea el campo cambie poco en com-
paración con el tiempo que tarda la señal en ir de la fuente al punto del campo, o sea, es
pequeño el cambio de las derivadas temporales de las componentes del tensor energía-
momento, o bien
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.
ik ikT t r c T t�� �

Esta situación ocurrirá cuando las velocidades de las partículas fuentes sean peque-
ñas comparadas con la velocidad de la luz y por tanto sus desplazamientos sean
pequeños en el intervalo de tiempo que tarda la señal en llegar al punto del campo.

Las componentes del tensor energía-momento en el tiempo atrasado (momento de
emisión de la señal) tienen la siguiente dependencia funcional

, , ,f f x t f x t r c� �
� � � �� � �

donde x �
� son las coordenadas del punto fuente en el momento de emisión de la señal,

x
� son las coordenadas del punto del campo (que suponemos fijo), t� es el tiempo atra-

sado (o sea, el momento de la emisión) y t es el tiempo actual (momento en que llega la
señal). La doble dependencia funcional de las componentes del tensor energía-mo-
mento viene a decirnos que para un momento determinado, la distribución de la ener-
gía y el momento depende de la posición x �

�  y que para una posición dada, esta misma
distribución varía con el tiempo.

Para poder expresar los potenciales en función de los valores actuales del tensor
energía-momento es necesario desarrollar en serie de potencias la función f
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y como r�  es la distancia del campo a la fuente en el momento atrasado r c t t� �� �
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entonces la expresión del potencial retardado queda
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donde dV �  indica que la integración espacial es realizada sobre las coordenadas x �
� .

Démonos cuenta que al hacer las integraciones desaparecen las coordenadas x �
� , de

aquí que hayamos puesto en el segundo término del desarrollo una derivada total en
vez de una parcial. También hay que señalar que las coordenadas x �

� son las variables
de la integración y pueden ser entendidas como variables mudas, o sea, en la integral
se refieren a un punto del espacio y no al punto ocupado por la fuente. Por esta circuns-
tancia se puede sacar la derivada parcial del signo integral en el último de los sumandos
de la expresión anterior

2 2

2 2 2 2
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,
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f x t d
r dV r f x t dV
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�
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� �

� ���
� � � � �� � �
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donde de nuevo hemos sustituido la derivación parcial por la total puesto que la inte-
gral solo depende del tiempo t.

Ahora podemos aplicar el resultado (19.4) para calcular el potencial escalar de una
distribución de masas en movimiento
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2
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la integral del segundo sumando es la masa constante total y su derivada temporal es
nula. Por tanto, el potencial escalar de una distribución de masas en movimiento hasta
la aproximación de segundo orden respecto a la inversa de c es

2
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,
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2

x t G d
G dV r x t dV

r c dt

�

�
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donde el primer sumando corresponde al potencial kepleriano. Démonos cuenta que
hemos logrado nuestro objetivo de expresar el potencial en función del valor actual de
la densidad. Nótese que el potencial kepleriano se calcula suponiendo que en la posi-
ción retrasada la densidad de energía que produce el potencial no es la que realmente
había en el momento de la emisión, sino la que existe en el momento de la recepción.

Sea dM la masa que existe en la posición retrasada x �
�  en el momento actual t, o sea

dM no es la masa que crea el campo sino la que hay en el momento t en la misma
posición en la que se encontraba la masa que crea el campo; entonces si dM ocupa un
volumen dV �  tenemos

,dM x t dV�� � ��

utilizando (20.4) se encuentra para su segundo sumando
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dM
x �
�  representa la posición atrasada de la masa que produjo la señal que ahora llega al

observador, posición que está en el momento presente ocupada por la masa dM. Nótese
que r �  es la distancia desde la posición donde se encontraba la masa en el momento de
la emisión de la señal, al punto fijo del campo. La masa que estando en la posición
atrasada emitió la señal en el instante t�  se mueve, es decir existe la función 

dM dM
x x t� �
� � �� .

El vector �r se define por

* t� �� �r r r

donde r es el vector de posición del punto del campo, que es fijo y por tanto no depende
del tiempo.  * t�r es la posición ocupada por la fuente en el momento atrasado, es un
vector dependiente del tiempo porque la fuente se encuentra en movimiento, por tanto
�r  es el vector que va de la posición retardada de la fuente al punto del campo. De la

igualdad 2 2r� ��r se obtiene

2
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x xdr r dx
u

dt dt r rx
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r u

donde hemos tenido en cuenta que la velocidad de la masa fuente en el momento
atrasado es

*
.

d d

dt dt

�
� � �

� �

r r

u

De r c t t� �� � se encuentra
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1
dr dt

c
dt dt

� � �
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y de (21.4) resulta que
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1

dt

dt r c

�
�
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lo que significa que en la aproximación de segundo orden que estamos considerando
podemos identificar las derivadas respecto a t y respecto a t� . Entonces
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2 3

d r u

r rdt r
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� � � �
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r u r a

por tanto, el potencial creado por la masa fuente que llevaba una velocidad u y una
aceleración a en el momento atrasado es la expresión
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Si ahora queremos calcular el potencial escalar de todas las masas del sistema debe-
mos integrar. Para ello téngase en cuenta que dM es la masa que en el momento t se
encuentra en la posición retrasada, lo que significa que en la integración hay que usar
la densidad en el momento t o densidad actual

2
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Igual procedimiento habría que seguir para expresar el potencial vector A en fun-
ción de la densidad actual y no de la densidad atrasada. Por aplicación de los poten-
ciales atrasados al caso particular de materia en forma de polvo se encuentra
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r rc c
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y al desarrollar en serie la densidad atrasada y considerando hasta el segundo orden
se encuentra
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A

En el caso simplificado, pero que se da en numerosas situaciones, de un medio
formado por partículas en forma de polvo donde podemos despreciar la presión, las
componentes del tensor energía-momento que interesan son
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en el orden requerido
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0
�  es el potencial escalar en el punto donde se encuentra la partícula fuente. Las
componentes del tensor energía-momento quedan
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De la segunda ecuación (17.4) queda que el segundo potencial escalar es

2

0
2 2u

G dV
r

� ��
�

�
�� �

��
el integrando no lleva corchetes, lo que significa que los valores son los actuales.

Debemos notar en (17.4) y (18.4) que los tres potenciales generan efectos inductivos,
ya que las tres dependen de la velocidad de la fuente. Nótese que en la ecuación (23.4)
aparecen, además del término kepleriano, términos de orden superior respecto a la
inversa de c. Estos términos deben usarse cuando también se consideren los derivados
de las componentes 0,0 de orden 4 del tensor métrico.

17.4 Ecuaciones de campo con término cosmológico

Cuando consideramos el termino cosmológico, las ecuaciones de campo gravitatorio
toman la forma

1
.

2
ik ik ik ikR g R g T�� �� � �

Queremos desarrollar la teoría linealizada pero teniendo en cuenta el término �, o sea
la ecuación (24.4). Consideramos que el campo es débil, como pequeñas son las varia-
ciones del tensor métrico y eliminamos todos los términos no lineales, por lo que habrá
que partir de la ecuación de campo

1

2
ik ik ik ik

R R T� � �� � � � �

donde los índices se suben y bajan por medio del tensor métrico de Minkowski. Contra-
yendo índices se obtiene

4R T�� � 	

donde debemos de tener presente que la traza del tensor energía-momento se calcula
mediante el tensor 

ik
� .

Volviendo a la ecuación de campo (25.4) queda

1
.

2
ik ik ik ikR T T� � �

�
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 �

� 
Al objeto de simplificar las ecuaciones, aplicamos la condición gauge armónica, gra-
cias a la cual el tensor de Ricci se simplifica para quedar
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2 .
2

ik

ik ik ikr

r

h
T T

x x
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Al considerar la componente 0,0 de la perturbación, la ecuación de campo queda

(24.4)

(25.4)
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cuya solución es

00

00 4

1 24
'

T TG
h dV

rc

�� ��
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��
que es la primera de las ecuaciones (4.4) más el término correspondiente a��, que
resulta ser

'
.
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dV

r�

�

��
La componente 

0
h �  permanece inalterada cuando existe término cosmológico, al

igual que ocurre con  h�� (� distinta de �). Sin embargo, las componentes ��� sí son
afectadas por el término cosmológico, puesto que
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h
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es decir, la parte correspondiente al término cosmológico en h

��
 es

.
2

dV
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En resumen, cuando existe término cosmológico las componentes de la perturbación
en la teoría linealizada toman la forma
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�
donde el corchete significa valores retrasado.

Suponemos que la r �que aparece en las fórmulas es la distancia propia desde la
posición retrasada de la fuente al punto del campo, mientras que dV � es el volumen
propio de donde se encuentra contenida la fuente. También hay que advertir que la
parte correspondiente al término cosmológico solo tiene sentido cuando se considera
todo el Universo. Es más, estos términos no generan fuerzas cuando el Universo es
estático, ya que en este caso la perturbación correspondiente es constante.

En un Universo en expansión la distancia propia es función del factor de escala
cósmico (que varía con el tiempo) y entonces las componentes del tensor métrico que
surgen del término cosmológico dependen del tiempo y sí pueden producir fuerzas.

El elemento de línea que se obtiene de (26.4) no coinciden con la de métrica de
Schwarchild con término cosmológico, que en coordenadas standard es

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 2 3 sin

1 2 3

dr
ds c r c dt r d r d

c r
� � � �

�
� � �� � � �

� ��
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la razón es que en este caso se toma una métrica con simetría esférica, pero si se toma el
término � (cuya fuente se encuentra esparcida por todo el Universo), la métrica ya no
tiene simetría esférica.

18.4 Campos gravitoelectromagnéticos cuando

existe término cosmológico

Cuando se considera el término cosmológico es posible separar el campo gravitatorio
en dos partes: gravitoléctrico y gravitomagnético. Se sigue con las mismas definiciones
de (5.4). Si  hacemos la definición

2

dV

r
�

�

��
�

��
el elemento de línea queda en nuestro caso

2 2 2

2 4 2

2 2 8 2
1 1 .ds c dt d cdt dx dx
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� � � �

A r

Debemos advertir que el «potencial»�se debe de calcular para todo el Universo
ligado causalmente con el punto del campo en el momento de la observación. La ecua-
ción anterior es un tanto extraña, por una parte nos permite «olvidarnos» del resto de
la materia del Universo y solo considerar los cuerpos más cercanos, pero por otra parte
nos fuerza a hacer una valoración global de la acción producida por el término
cosmológico.

A partir de (27.4) se obtiene la lagrangiana de una partícula de masa m

2 d
mc

dt

�
� �L

donde � es el tiempo propio de la particula

1 2
2 2

2 2

2 2 4 2 4 2

2 2 8 2
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v v
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A vL

La condición gauge armónica en notación vectorial coinciden con la obtenida en el
apartado 6.4, siempre y cuando tomemos hasta el segundo orden en la inversa de la
velocidad de la luz. Con las mismas definiciones de los campos gravitoelectromagnéticos
se formulan las ecuaciones de campo en notación vectorial, que coinciden con las del
epígrafe 6.4 excepto la primera de las ecuaciones

2

2 2

4

0

4 1
.

G c

t

G

tc c

� �

�

� � � � �

�
�� � �

�

� �

�
�� � � �

�

E

B
E

B

E
B j

19.4 Ecuaciones de campo con términos no lineales

dependientes del término cosmológico

Lo que hemos hecho anteriormente es obtener ecuaciones lineales cuando existe
término cosmológico. Por esta razón los términos del tipo h�  no los hemos considera-
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do. Nótese que estos términos son no lineales, en el sentido de que el 	  es «fuente» de
campo gravitatorio.

Cuando se hacen cálculos a nivel cósmico se encuentra que el potencial kepleriano
es del orden de 2

c , entonces los términos del tipo h� (que antes hemos despreciado)
son del mismo orden que el término 2c� que sí consideramos en la ecuación de campo
del apartado 17.4.

Con la idea de que términos del tipo h�  intervengan en la deducción de los poten-
ciales, es necesario tomar la ecuación de campo de la forma

1 1

2 2
ik ik ik ik ik ik ik ik ikR R g T R R h T� � � � �� �� � � � � �� �� � �

contrayendo índices
2
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y la ecuación de campo queda
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al tener en cuenta la gauge armónica se deduce
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que se resuelve mediante los potenciales retardados. Para el caso de la componente 0,0
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Ahora la componente 
0

h
�

sí se ve alterada por la presencia del término cosmológico, su

ecuación de ondas es
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por tanto las ecuaciones vectoriales de campo son
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5

Potencial gravitomagnético

producido por una esfera en rotación

1.5 Cálculo del potencial gravitomagnético producido

en el exterior de un cuerpo esférico en rotación

Obtenidos los fundamentos de la teoría gravitoelectromagnética, es momento de
estudiar sus aplicaciones. La debilidad de los efectos gravitomagnéticos nos lleva a
idear propuestas para su detección con cuerpos muy másicos en movimiento. El objeto
que se presta mejor es la propia Tierra con su movimiento de rotación diario, y en menor
medida el Sol y otros astros. Por esta razón vamos a determinar el potencial
gravitomagnético producido por un cuerpo esférico de densidad uniforme que rota con
movimiento constante.

Por la ecuación (18.4) el potencial gravitomagnético * para un cuerpo en rotación es
dado por

2

*
'

G
dV

rc

� �
� �

��
ω r

A

donde �r es el vector que va del punto fuente al punto del campo , r*  es el vector que va
del centro de masas al punto fuente y ω es la velocidad angular de rotación

Por el teorema del coseno se obtiene

2

2 2 * *
* 2 *cos 1 2 cos

r r
r r r rr r

r r
� �

� 	
� � � � � � �
 �

� 

donde r  es el vector que va del centro de masas del cuerpo en rotación al punto del

69

* La ecuación (18.4) se dedujo para el caso de materia en polvo. Debe tenerse en cuenta que no
es posible mantener en equilibrio una esfera de polvo, se encuentre o no en rotación. Por una
parte colapsaría por la atracción gravitatoria y además la rotación la deformaría por efecto de
la fuerza centrífuga. Para constrarrestar tanto el colapso gravitatorio como para mantener la
esfericidad, es necesario que existan fuerzas entre las partículas de polvo que configuran la
esfera, es decir, deben de existir tensiones dentro del material. Estas tensiones son fuentes de
campo gravitatorio y por tanto, deben ser tenidas en cuenta para calcular los potenciales
gravitatorios. No obstante, el efecto de las tensiones en el cálculo del potencial vector es dos
órdenes mayor que el efecto de la masa en rotación y por tanto pueden ser despreciados, por
lo que (18.4) sigue siendo válida incluso en el caso de que existan tensiones internas.
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campo, mientras que �  es el ángulo entre la anterior dirección y la línea que une el
centro de masas con el punto del cuerpo, según muestra la figura

Vamos a elegir como eje z aquel que une el centro de masas del cuerpo (que en
nuestro caso es el centro de la esfera) y la posición del observador. Entonces el ángulo
�  es el que sustenta el vector *r  con el eje z. Con esta definición el elemento de volumen
de una porción de la esfera en coordenadas esféricas es

2
' * sin *dV r dr d d� � ��

por tanto el potencial vector producido por la esfera de radio R y densidad �es
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el vector de posición en coordenadas esféricas es

* *sin cos *sin sin *cosr r r� � � � �� � �r i j k

entonces la integral entre corchetes que aparece en (1.5) queda
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Las dos primeras integradas son nulas al aparecer las integrales idénticamente nulas
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En cuanto a la última integral es
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haciendo las definiciones
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(1.5)

r*
r ’

r
�

�

observador
eje z

70



la integral queda
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tras hacer un simple pero largo cálculo se encuentra que la anterior expresión es
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por otra parte se obtiene
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entonces la integral entre corchetes de (1.5) queda
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finalmente  por (1.5) el vector potencial gravitomagnético es
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o introduciendo el momento angular de rotación J de una esfera homogénea

3 2
2

G

r c
� �A r J

que es la expresión que íbamos buscando. El potencial (2.5) es el creado por la rotación
sobre su eje de un cuerpo macizo con simetría esférica en un punto exterior, para el caso
de un campo gravitatorio débil. * Téngase en cuenta que también se exige velocidad
pequeña de rotación.

2.5 Cálculo del potencial gravitomagnético producido

en el interior de una esfera hueca en rotación

Ahora vamos a repetir todo el razonamiento anterior pero para el caso de una esfera
hueca y evaluaremos el campo producido en un punto de su interior. En este caso
hacemos la definición

2

* 1 2 cos
* *

r r
r r

r r
�

� 	
� � � �
 �

� 
.

Con la expresión anterior se consigue evitar que el radicando tome valores negativos
en los pasos intermedios de la integración. Tras hacer un cálculo similar al realizado
en el apartado anterior
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2 ,

3 ** 1 * 2 *cos
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r

entonces el potencial vector queda

(2.5)

* El campo gravitomagnético es máximo en puntos situados en el plano del ecuador de la
esfera rotante y nulo en puntos situados en el eje de rotación.
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donde �R es el grueso de la concha esférica y R es su radio. En el caso de que sea una
esfera muy delgada, la expresión anterior toma la forma
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la densidad de materia de la concha es

2
4

M

R R
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donde M es la masa total. Entonces el potencial vector queda
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� es el potencial gravitatorio en el interior de la concha esférica.

3.5 Cálculo del potencial gravitomagnético

en el interior de una esfera maciza en rotación

Ahora vamos a considerar una esfera maciza de densidad uniforme�, radio R,
masa M y que rota con velocidad angular ω . En su interior se encuentra una
partícula de prueba que lleva una velocidad v y que se sencuentra a una distancia
r del centro de la esfera, y que es muy pequeña en comparación con el radio de la
esfera r R

 .

En este situación podemos considerar la esfera dividida en dos partes: la interior de
radio r y la concha esféria de radios r y R. Como esta segunda es mucho mayor que la
primera, es la única que vamos a considerar al objeto de calcular el potencial
gravitomagnético.

De (3.5) vemos que el potencial gravitomagnético que buscamos viene dado por
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4.5 Fuerza gravitomagnética producida por una esfera en rotación

Por (12.4) sabemos que el potencial gravitomagnético produce una aceleración so-
bre una partícula de prueba que viene dada por

4 4
d

dt t

�
� � � � �

�

v A
v A

donde v es la velocidad de la partícula sobre la que actúa la fuerza gravitomagnética. El
segundo sumando es nulo a menos que varíe el momento angular de rotación, situa-
ción que no vamos a considerar en este apartado.

Para el caso exterior el potencial gravitomagnético es (2.5). Para el cálculo hay que
tener en cuenta que
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si hacemos la definición

(4.5)

(5.5)
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entonces la aceleración que adquiere una partícula que se mueve con velocidad v en el
exterior de una esfera maciza de densidad homogénea que rota con velocidad angular
� es

2 ,
d

dt
� � �

v
Ω v

el efecto gravitomagnético de la esfera rotando es la producción de una fuerza del tipo
de Coriolis. *

Hagamos ahora el mismo cálculo pero para un cuerpo que se encuentra en el inte-
rior de una esfera hueca, entonces el potencial gravitomagnético es (4.5). Si hacemos la
definición

2

4
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GM

c R
�Ω ω

se encuentra

2
d

dt
� �

v
Ω v

lo que significa que para el caso de una partícula de prueba que se mueve con veloci-
dad v en el interior de una esfera hueca que está rotando, aparece una fuerza del tipo de
Coriolis, lo que cabe entenderlo como un efecto machiano. Nótese que la fuerza de
Coriolis inducida es independiente del lugar que ocupe la partícula en el interior de la
concha esférica. Al contrario de lo que ocurre en el caso exterior, donde la fuerza indu-
cida de Coriolis (tanto en módulo como en dirección y sentido) depende del lugar
donde se encuentre el cuerpo sobre el que actúa la fuerza.

Por último, si se calcula la aceleración gravitomagnética sobre una partícula de
prueba en el interior de una esferza maciza rotante se encuentra la misma expresión
(8.5) pero teniendo ahora que definir

2

2
.

GM

c R
�Ω ω

La visión machiana entiende la fuerza de Coriolis como un efecto de la rotación
relativa del conjunto del Universo. Es decir, el efecto observado en un sistema rotante
respecto al Universo debe ser el mismo que el observado en un sistema respecto al cual
esté girando el Universo.

La aceleración dada por (8.5) es la misma que surgiría en un sistema de referencia
que estuviera rotando (con respecto al Universo) en sentido contrario que la concha

(8.5)

* ��está dirigida hacia el hemisferio norte si el ángulo ��entre el sentido positivo del eje de
rotación de la esfera y el vector de posición del cuerpo cumple la relación cos 1 3� � , en caso
contrario está dirigido hacia el hemisferio sur. En  efecto, suponiendo que ��está dirigido hacia

la parte positiva del eje z, entonces

2

3 2
1 3cos

z

GJ

r c

�� � �

si esta cantidad es positiva el vector � está dirigido hacia el hemisferio norte.

(7.5)

(6.5)
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esférica y con el mismo módulo que la velocidad angular (7.5). En efecto, en este sistema
de referencia aparecería una aceleración de Coriolis dada por

2 2
c
� � � � � �a Ω v Ω v .

Naturalmente en el nuevo sistema que está rotando respecto a la esfera con veloci-
dad angular �Ω , la velocidad de la partícula ya no será v, sino � � � �v v Ω r . Cuyo
primer sumando sería el responsable de la aceleración de Coriolis y el segundo suman-
do generaría una fuerza centrífuga que de momento no estamos considerando.

La expresión (8.5) apunta en la dirección machiana, aunque solo es capaz de inter-
pretar una parte de la fuerza de Coriolis (en efecto, la aceleración total de Coriolis de un
sistema que girara con velocidad angular �ω  es 2 �ω v ). Esto ocurre porque solo
hemos tenido en cuenta una esfera hueca de espesor delgado y no todo el Universo.

5.5 Arrastre de sistemas inerciales

Sea un sistema de referencia que tenga sus ejes alineados con el conjunto de las
«estrellas fijas». Respecto a este sistema el Universo como un conjunto no tiene un
movimiento de rotación. Si además este sistema está desprovisto de un movimiento de
aceleración rectilínea, estaríamos ante un sistema inercial en el sentido newtoniano.

Consideremos este sistema de referencia con su origen situado en el centro de una
esfera hueca que está girando. Entonces este sistema de referencia dejará de ser inercial,
aunque sus ejes permanezcan inalterables respecto a las «estrellas fijas». Esto es así,
porque si respecto a este sistema hay una partícula que se mueve con velocidad v,
actuará sobre ella la aceleración (8.5), no cumpliéndose por tanto, el principio de la
inercia.

Consideremos ahora un sistema de referencia K que esté girando respecto a las
«estrellas fijas» con una velocidad angular dada por (7.5) y que se encuentra en el
origen de una concha esférica que gira con velocidad angular � respecto a las «estre-
llas fijas». Entonces la concha esférica lleva una velocidad de rotación �ω Ω  respecto
al sistema K. Sea ahora una partícula que se mueve con velocidad v respecto al sistema
K. Sobre este sistema actuarán dos aceleraciones: la aceleración de Coriolis a conse-
cuencia de la rotación de K respecto al conjunto del Universo y la aceleración inducida
(8.5) causada por la rotación de la concha esférica respecto a K.

Si nos limitamos a términos de segundo orden respecto a la inversa de c, la acelera-
ción angular de «arrastre» observado en el sistema K y que se calcula por (7.5) es

2 2

4 4

3 3

GM GM

c R c R
� � � � �Ω ω Ω ω Ω

entonces la aceleración de Coriolis observada en K y que tiene su origen en su rotación
respecto al Universo y la aceleración (8.5) fruto de la inducción ocasionada por la
rotación de la concha, son iguales y de signo contrario. El resultado será que la partícu-
la que se mueve con velocidad v no estará sometida a aceleraciones del tipo de Coriolis,
tal como es requerido para un sistema inercial. O sea, el sistema K sería un sistema de
referencia inercial (al menos en lo referente a la aceleración de Coriolis) a pesar de que
se encuentre rotando respecto a las «estrellas fijas».

Démonos cuenta que la concha esférica rotante «arrastra» al sistema de referencia
inercial, es decir le obliga a mantener una rotación respecto a las «estrellas fijas».

La situación cambia en un sistema de referencia que se encuentra en el exterior de
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una esfera rotante. Al igual que antes el sistema de referencia que se encuentre alineado
con las «estrellas fijas» ya no será inercial. También ahora el sistema inercial se verá
arrastrado, pero según la posición de la partícula de prueba será en la misma o en
opuesto sentido al de rotación de la esfera. De aquí que en el caso exterior nos encontra-
mos con situaciones que cabe interpretar como «antimachianas».

 Como veremos en el capítulo 8, podemos elegir un sistema de referencia respecto al
cual no exista aceleración de Coriolis, pero este sistema no eliminará la fuerza centrífu-
ga inducida por la rotación de la concha esférica. Como hemos indicado en ocasiones
anteriores, esta situación que es incompatible con el principio de Mach, debería de
desaparecer cuando en vez de referirnos a una delgada conchja esférica, hagamos el
cálcula para el conjunto de todo el Universo.

Démonos cuenta que si la masa y el radio de la concha esférica son tales que

2

4
1

3

GM

c R
�

entonces

�Ω ω

y el sistema inercial en el interior de la esfera sería completamente arrastrado.
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6

Campos gravitoelectromagnéticos

dependientes del tiempo

1.6 Campos gravitomagnéticos dependientes del tiempo

Los campos gravitomagnéticos que hemos manejado hasta ahora, como (2.5), (4.5) y
(5.5), corresponden a situaciones estáticas. Cabe analizar si dentro de la teoría
linealizada existen campos gravitoelectromagnéticos dependientes del tiempo. Esto
vendría a significar que las soluciones que se encuentren deben satisfacer las ecuaciones
de campo linealizadas, la condición gauge armónica y las leyes de conservación de la
energía y del momento.

Sean �̂ r y Â r los campos gravitoelectromagnéticos estáticos obtenidos para el
caso esférico exterior (o bien para puntos muy alejados de la fuente), es decir el poten-
cial kepleriano y la ecuación (2.5). Queremos indagar si existe una solución de las
ecuaciones linealizadas de campo de la forma

ˆ,

ˆ,

t t

t f t

� � ��

�

r r

A r A r

también tendremos que buscar qué tipo de fuentes producen estos campos, es decir,
cuáles son las correspondientes componentes del tensor de energía-momento.

Los potenciales estáticos cumplen la condición gauge armónica y como el potencial
gravitoeléctrico estático no depende del tiempo explícitamente, entonces

ˆ 0� �A r

como también se puede comprobar por cálculo directo.
Los nuevos potenciales también deben cumplir la condición gauge armónica, pero

como

ˆ, 0t f t� � � �A r A r

entonces se debe cumplir que t�  sea una función constante.
El nuevo potencial gravitomagnético también cumple las ecuaciones de campo

linealizadas, siempre y cuando f t sea una función lineal del tiempo. La ecuación de
campo para la solución estática es

2 2

2 2 * *4

4 42 2 2 2

1 4 1ˆ ˆ ˆ ˆ2 2h A T T
cc t c t

� �

� �
� �

� 	 � 	� �
�� � � �� � � �
 � 
 �

� ��  � 
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de donde se obtiene

2

2 0

2 2 3

1 4ˆ ˆG
A T

c t c

� ��� 	�
�� � �
 �

�� 

entonces como f t es lineal

2 2

2 2 *4

2 2 2 2 3

1 1 4ˆ ˆG
A f t A f t T

c t c t c

� � ��� 	 � 	� �
�� � �� � �
 � 
 �

� ��  � 
lo que nos viene a decir que las componentes del tensor energía-momento que generan
el potencial vector son

*0 *0 0 0ˆ ˆT f t T T f t T� � � �

� � �

mientras que la componente 0,0

*00 *00 00 00ˆ ˆT T T T� �� � � .

Es necesario examinar si las nuevas soluciones son compatibles con las leyes dife-
renciales de conservación. Como la divergencia del potencial gravitomagnético es nula,
por (18.4) también lo será la divergencia de la componente 0,� del tensor de energía
momento

0

0 0
T

x

�

�

�
� � � �

�
A

donde hay que tener en cuenta que la derivación es respecto a las coordenadas del
punto del campo y no del punto fuente.

La ecuación diferencial de conservación de la energía para el caso de la teoría
linealizada tal como fue deducida en el epígrafe 8.4 es

2 1

00 0

0
0

T T

x x

�

�

� �

� �
� �

� �

de donde se deduce que 
2

00T
�

(es decir la masa del cuerpo que crea el campo) se mantie-
ne constante y localizada, aunque va variando con el tiempo la componente 0,�del
tensor energía-momento.

Como la componente 0,�del tensor energía-momento varía con el tiempo, debe de
existir una densidad de corriente de momento, es decir deben de existir las componen-
tes ���  del tensor energía-momento y además tener una divergencia no nula. Esto
significa que es transferido el momento de un lugar a otro del espacio, pero en este
proceso se conserva la masa del cuerpo que crea el campo, lo que nos viene a decir que
el potencial gravitoeléctrico se mantendrá constante.

2.6 Componentes del tensor energía-momento

Acabamos de ver que los potenciales

3 2
;

2

M G
G t

r r c
� �� � � �A r J

son soluciones de las ecuaciones linealizadas siempre y cuando el módulo del momen-
to angular intrínseco dependa linealmente del tiempo 

0 1
J J J t� �  permaneceindo

(1.6)
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constante su dirección y sentido. Sustituyendo (1.6) en la ecuación (1.4) se obtienen las
componentes del tensor energía-momento que son fuentes de los potenciales (1.6). Usan-
do la componente 0,0 se obtiene

* 2

00

1

2
T Mc �� r

donde � r es la función delta de Dirac. Si ahora aplicamos la ecuación de campo a la
componente 0,�  se encuentra

*

0 5

3
.

4

c
T t

r
� ��
� � �� �� �r J

La variación de momento angular que estamos considerando es a consecuencia de
su transferencia, es decir, no es consecuencia de la pérdida de masa o energía del
cuerpo. O sea, los resultados que estamos obteniendo no serán aplicables para el caso
de pérdida de momento angular por efecto radiativo o por emisión o absorción de
masa. Sí será de aplicación al frenado producto de las mareas o al frenado por roza-
miento.

3.6 Campos gravitoelectromagnéticos originados

por la variación de masa

Consideremos un cuerpo que va variando su masa linealmente con el tiempo

0 1
M M M t� �

se trata de saber si, para este caso considerado, existen soluciones para los potenciales
gravitoelectromagnéticos compatibles con las ecuaciones linealizadas.

Vamos a buscar una solución del tipo

ˆ, t t� � ��r r

donde �̂ r es la solución estática, o sea el potencial kepleriano. También es necesario
averiguar qué características debe tener la fuente, es decir, cuál es el tensor energía-
momento que es compatible con esta solución.

Si la función t� es lineal en el tiempo, entonces , t� r es una solución de la
ecuación de campo si también se cumple

2
2

00 00

ˆ .T t T�
�

�

�

Es necesario que la solución cumpla la condición gauge armónica

2

1
0

tc

��
� � �

�
A

lo que nos indica que debe existir un campo gravitomagnético, incluso en el caso en que
el astro no esté rotando. El potencial vector debe cumplir la relación

2

1 ˆ .
tc

�
�

�
� � �

�
A r

Finalmente nuestra solución debe ser compatible con las leyes diferenciales de con-
servación de la energía, por lo que debe cumplirse

2 1 1

200 0 0

00

0

1 ˆ0 .
T T T

T
c tx x x

� �

� �

�
� � �

�� � � �
� � � � �

�� � �

(2.6)
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(6.6)

De (2.6) se tiene que

2

00

4

ˆG T
dV

t rc

�
�

�
�� �

�� �A

dividiendo (3.6) entre r’e integrando

1 1

0 0

3 3

G T x G T
dV dV

r rc x c

� � �

�

� �� 	
� � � 
 �� �� � � � �
 �

� �� � � �A

por tanto

1

0

3

G T
A dV

rc

�

�

�

�� �
��

como es exigido tanto por la teoría débil como por la linealizada.

Integrando la ecuación (3.6) se obtiene

1

.
t

�� �
� � � �

��
Ahora podemos determinar el potencial vector

�

o en notación vectorial

2
dV

rc
��

�
A .

Como la variación temporal del potencial vector es nula, quiere decir que no existe
corriente de momento: el momento no es transferido de un punto a otro del espacio.

En resumen, existe solución del potencial gravitoeléctrico del tipo (2.6) compatible
con la teoría linealizada, exigiéndose que sea una función lineal del tiempo y que
exista un potencial vector dado por (4.6).

Esta solución corresponde a una pérdida radiativa de la masa, ya sea en forma de
radiación electromagnética o de emisión de materia. Pero a pesar de este comporta-
miento no surge una variación del módulo del momento angular intrínseco de rotación
del astro. Una situación que no es realista, ya que una pérdida de masa de un astro
debe llevar aparejada una variación de su momento angular de rotación, salvo caso
excepcional.

El anterior análisis nos lleva a estudiar posibles soluciones de un potencial escalar
dependiente del tiempo de la forma (2.6) y un potencial gravitomagnético dependiente
del tiempo a causa de una variación del momento angular intrínseco. En concreto, se
trata de averiguar si es posible una solución del tipo

ˆ, t t� � ��r r

y un campo gravitomagnético que incluya la variación del momento angular

ˆ
rc �

donde Â r es  la solución estática correspondiente a la rotación del astro.

(4.6)

(5.6)
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Si f t  y t� son funciones lineales, los dos potenciales (5.6) y (6.6) son solucio-
nes de las ecuaciones de campo, siempre que

2 12 1

00 00 0 0ˆ ˆ;T t T T cx f t T
t

� � ��
� �

� �� � �
� � � �

�
donde 0T̂ � es la componente asociada con la rotación estática del astro. Además, se
cumple la condición gauge armónica y las ecuaciones diferenciales de conservación,
aunque en este caso debe de existir una densidad de corriente de momento, que mues-
tre el flujo de momento de un lugar a otro del espacio.

Debe observarse que no es posible que el momento angular se encuentre localizado
en el espacio, a consecuencia de la variación de masa que lleva unida una deslo-
calización del momento angular.

4.6 Cálculo del campo gravitomagnético asociado

a la variación de la masa de un cuerpo esférico rotante

Como hemos visto, si el astro va variando su masa, no sólo variará por ello su
potencial gravitoeléctrico, sino que también aparecerá un campo gravitomagnético.
Vamos a calcular este campo para el caso exterior de una esfera de densidad uniforme.

r’ representa la distancia de un punto interior de la esfera al punto del campo,
entonces como hemos definido en otras ocasiones

2 *

2

2

*
1 2 cos 1 cos

* 2 *
1 ;

r r
r r Br C

r r

r r r
B C

r B

� �
� 	� � � � � �
 �
� 

� 	
� � �
 �

� 

donde r* es la distancia desde el centro de la esfera al punto fuente y el ángulo � es el

formado por el vector r que une el centro de la esfera con el campo y el vector r*.

La integral que hay que resolver en (4.6) es
2 3

2

0 0 0

1 sin 4
* *

31 cos

R
dV R

d r dr d
r r rB C

� �
�

� � �
�

� �
� �

� � � �

donde R es el radio de la esfera. El campo gravitomagnético es

1

2 3 2 2 3 2
2 2

GMGM d G G
t t

dt r rc r c c r c

�
� � � � � �

r r
A r J r J

donde el módulo del momento angular de rotación del astro varía linealmente con el

tiempo.

4.6 Aceleración perturbatriz producida

por un astro cuya masa está variando

Vamos a considerar el caso de un astro que varía su masa y por lo tanto su potencial
gravitoeléctrico es del tipo (2.6).  En este caso el potencial escalar del astro se puede
expresar según

0 1
M M tM t

G G
r r

�
�

� � � �

(7.6)
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(9.6)

y el potencial gravitomagnético viene dado por (7.6) si es que el módulo del momento
angular de rotación varía linealmente con el tiempo.

La dependencia explícita del potencial gravitoeléctrico con el tiempo origina una
aceleración perturbatriz que es dada según (12.4) por

2
3 .

tc

��
�

�

v
W

Debemos advertir que la variación de la masa de un astro produce perturbaciones
planetarias de origen newtoniano. En efecto, la aceleración de origen newtoniano que
actúa sobre el satélite es

0 1 0 1
M M t M M t

G G G
r r r

�� � � � � �
�� � � �� � �� � �  �  �

� � � � � �

el primer sumando es el derivado del potencial kepleriano y el segundo es la perturba-
ción clásica que tiene su origen en la variación de la masa. Por tanto, la perturbación
clásica y relativista que actúa sobre un satélite cuando el astro central está variando su
masa es

1 1 1

3
3 3 .

M t GM M t
G G

c t r c r r

�� � �
� �� � � � � �

� � �

v v
W r

4.6 Aceleración perturbatriz producida por la variación

de la orientación del momento angular intrínseco

El movimiento de precesión de un astro origina la variación de orientación de su
momento angular de rotación, produciendo por ello un campo gravitomagnético. En
este caso el módulo de J permanece constante pero su dirección va precesando con una
velocidad angular pω , que vamos a suponer constante.

Para calcular la aceleración de origen gravitomagnético producida en esta situa-
ción, aplicamos la ecuación de movimiento (12.4) y averiguamos la aceleración
perturbatriz que tiene su origen en la variación del momento angular intrínseco

4 .
t

�
� �

�

A
W

Para el caso considerado de un cuerpo esférico de densidad uniforme sigue siendo
válida (2.5), aunque ahora J es una función del tiempo. Entonces la aceleración de la
perturbación gravitomagnética que actúa sobre un satélite que orbita al cuerpo que rota
es

3 2 3 2

2 2G d G

dtr c r c
� � � � � �

J
W r r M

donde M es el momento mecánico responsable de la precesión del astro que crea el
campo gravitomagnético.

La aceleración perturbatriz (9.6) producirá una variación secular de los parámetros
orbitales de un satélite que orbite el astro, tal como se analiza en el epígrafe 9.9.
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7

Electromagnetismo y

gravitoelectromagnetismo

1.7 Introducción

La teoría linealizada de la relatividad general establecida en función de campos
vectoriales nos muestra una cercana analogía con las ecuaciones maxwelianas del
electromagnetismo, tal como fue puesto de manifiesto en el epígrafe 6.4.

No obstante y a pesar de las semejanzas no exclusivamente formales, no podemos
llegar a identificar ambas teorías, ya que se diferencian en aspectos esenciales.

Tres son las diferencias que debemos señalar entre el gravitoelectromagnetismo
(GEM) y el electromagnetismo (EM). Por una parte está la ecuación de movimiento,
puesto que en GEM no es válida la fuerza de Lorentz, sino la (12.4). La otra diferencia
que da lugar a comportamientos diferentes es el signo menos que aparece en la densi-
dad de corriente en la cuarta de las ecuaciones de la GEM (epígrafe 6.4), en contra del
signo + que surge en las ecuaciones de Maxwel. Finalmente señalar el signo menos que
aparece en la primera de las ecuaciones de la GEM, por el signo positivo de la corres-
pondiente ecuación del electromagnetismo. Esta última diferencia viene a reflejar el
carácter atractivo de la fuerza gravitatoria para dos masas que tengan el mismo signo,
mientras que en tal situación la fuerza eléctrica es repulsiva.

2.7 La ley de Faraday en el gravitoelectromagnetismo

La segunda de las ecuaciones de la teoría linealizada del gravitoaelectromagnetismo

t

�
� � � �

�

B
E

es idéntica a la correspondiente ecuación de Maxwell y nos induce a pensar que en
GEM será de aplicación la ley de inducción de Faraday; sin embargo veremos que esto
no es así. De (1.7) y aplicando el teorema de Stokes llegamos a

donde�� es la superficie recorrida por la línea cerrada �. Si ahora definimos el flujo
gravitomagnético al igual que en EM tendremos

d

dt

�

(1.7)

(2.7)
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que no es la ley de inducción de Faraday, puesto que en GEM el primer miembro de (2.7)
no es la fuerza gravitomotriz (fgm).

La fgm hay que definirla como el trabajo desarrollado sobre la unidad de masa para
recorrer el circuito��; pero como la fuerza gravitoelectromagnética es formalmente dife-
rente de la válida en EM, la fgm será igualmente diferente de la fuerza electromotriz. En
efecto, en GEM la fuerza por unidad de masa es

4 4

3 4

m t

t

�
�

�� �� � � � � � � �
�

�
�� � � � � � �

�

F A
v A E

A
E v A E

donde en E’ agrupamos los términos gravitoeléctricos de segundo orden. Entonces la
fgm es

E

donde hemos tenido en cuenta que el trabajo de la fuerza magnética es siempre nulo.
Como

donde���es el flujo gravitomagnético, entonces por (2.7) se llega a

d

dt

�
E

que es la adaptación de ley de Faraday al GEM. Las diferencias con respecto al EM se
refieren al coeficiente numérico y a la aparición del trabajo por unidad de masa realiza-
do por fuerzas gravitoeléctricas de segundo orden que no siempre son nulas. En efecto,
de la ecuación (12.4) se deduce que los términos

son en general distintos de cero. En (4.7) hemos tenido en cuenta que la circulación de
una divergencia a través de una curva cerrada es nula. Nótese que aunque las integra-
les del segundo miembro de (4.7) son de segundo orden respecto a la inversa de c, no
pueden ser despreciadas porque son del mismo orden que los términos que se derivan
del potencial gravitomagnético.

3.7 Ejemplo de aplicación de la ley de Faraday gravitomagnética

Vamos a suponer que en torno a un cuerpo esférico central rotante existe un toro de
radio R y grosor infinitesimal. En el interior del toro hay un fluido inicialmente en
reposo.

Supongamos que el momento angular del cuerpo central J varía con el tiempo a
consecuencia de la variación de la velocidad de rotación, entonces surgirá una varia-
ción del campo gravitomagnético B, por tanto aparecerá un flujo gravitomagnético que
variará con el tiempo.

Elegimos el sentido del área formada por el toro como la parte positiva del eje z, que
coincide en dirección y sentido con el eje de rotación del cuerpo central. El flujo será

(3.7)

(4.7)
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1
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d r d
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Como estamos calculando el flujo que atraviesa el área circular limitada por el toro, r
será una variable que va de 0 a R

2 3 2 3 2

0

2
.

2 2

R
GJ dS GJ rdr GJ

c r c r c R

� �

�

� � � � ��� �
Vamos ahora a calcular la circulación del campo gravitoeléctrico

donde hemos supuesto que va aumentando el modulo del momento angular del astro
central. Tal como habíamos deducido, se cumple (2.7).

Para terminar vamos a calcular la fgm. Los dos términos de (4.7) son nulos en
nuestro caso de órbita circular y de masa invariable del cuerpo central, entonces

2 2

4

c R

�A
lE

cumpliéndose la ley de Faraday (3.7).

4.7 Ley de Biot y Savart gravitomagnética

Sea un tubo recto suficientemente delgado e ilimitado por donde pasa un fluido con
una intensidad I, magnitud que nos indica la masa que pasa por una sección del tubo
por unidad de tiempo.

Se trata de determinar el campo gravitomagnético que produce esa corriente de
materia, es decir obtener la ley equivalente a la de Biot y Savart de la teoría electromag-
nética.

Cuando se trata, como en nuestro caso, de campos estáticos, la cuarta de las
ecuaciones del GEM es

2

4 G

c

�
�� � �B j

utilizando el teorema de Stokes se llega a

c

�

o sea la misma ley que en EM salvo el ya citado signo menos en el segundo miembro. Si
elegimos como trayectoria � una circunferencia se obtiene

2

2G
B I

c a
�

donde a es la distancia desde el tubo por donde va el fluido de materia al punto del
campo y B es el módulo del campo gravitomagnético que solo tiene componente
tangencial.

d�B l tiene signo negativo, lo que significa que tienen sentidos opuestos. El sentido
de dl viene dado por la regla de la mano derecha con relación al sentido de la corriente
de materia por el tubo (que es el sentido de la densidad de corriente j). Es decir, el
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sentido del campo B es contrario al dado por la regla de la mano derecha, tal como
ocurre en EM.

Si definimos los polos gravitomagnéticos norte y sur con el mismo criterio que en
EM, es decir, según el sentido de la corriente, concluimos que el campo gravitomagnético
sale del polo sur del cuerpo que produce el campo y entra por su polo norte, o sea, lo
contrario que en electromagnetismo.

5.7 La ley de Lenz y el gravitomagnetismo

Consideremos un circuito circular que contiene un fluido y que se encuentra en una
zona donde hay un campo gravitomagnético homogéneo dirigido perpendicularmen-
te al plano que contiene el circuito. Si el campo B varía con el tiempo se producirá una
fgm que generará una corriente de materia en el circuito.

Vamos a elegir para B el sentido del vector de la superficie del circuito, sentido que
es elegido arbitrariamente pero que condiciona el sentido de giro por el circuito que
tiene que venir dado por la regla de la mano derecha.

Vamos a suponer que el campo B varía aumentando su módulo y manteniendo
inalterable su dirección y sentido, por tanto el flujo gravitomagnético a través de la
superficie va aumentando, lo que significa que la fuerza gravitomotriz es negativa

0E

o sea, que la fuerza y el desplazamiento son de sentidos contrarios, y como la corriente
de materia inducida tiene el sentido de la fuerza, también será de sentido contrario al
vector desplazamiento.

Ahora bien, la corriente inducida generará un campo gravitomagnético, cuyo senti-
do será el contrario al de la mano derecha. Lo que significa que este campo gravito-
magnético tendrá el mismo sentido que el campo que induce la corriente de materia. O
sea, el efecto se suma a la causa que lo produce, en oposición a lo que ocurre en
electromagnetismo donde es válida la ley de Lenz.

La teoría linealizada de la gravitación solo admite cierta dependencia con el tiempo
de los campos gravitoelectromagnéticos. Las ecuaciones linealizadas se suelen poner
(tal como hicimos en el epígrafe 6.4) como si los campos pudieran tener una dependen-
cia general del tiempo, pero como se vió en el capítulo 6 este no es caso. Sabemos que es
posible una dependencia lineal con respecto al tiempo del campo gravitomagnético.
Pero en el razonamiento anterior sobre la ley de Lenz se aprecia que el campo
gravitomagnético tiene un crecimiento no lineal, y en esta situación no se pueden
aplicar las ecuaciones linealizadas, viniéndose abajo el razonamiento que conduce al
supuesto incumplimiento de la ley de Lenz.

6.7 Momento dipolar gravitomagnético

Se define el momento dipolar gravitomagnético de forma similar al momento dipolar
magnético, es decir

1
,

2
g dV�� ��m r v

como el momento angular de rotación es dV�� ��J r v

(5.7)
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entonces existe la relación

1 2g �m J

Un campo gravitomagnético uniforme (es decir, el mismo en todo punto) no produ-
ce ninguna fuerza neta sobre un momento dipolar gravitomagnético, pero si el campo
no es uniforme, por similitud con el electromagnetismo, actuará la fuerza dada por

4 g� ��F m B

donde suponemos que la fuerza actúa en una zona libre de fuentes gravitomagnéticas
(es decir, 0�� �B ). La anterior expresión es cuatro veces mayor que la correspondien-
te fuerza electromagnética sobre un dipolo magnético, a consecuencia de  la aparición
de coeficiente 4 en la ecuación de movimiento (12.4).

7.7 Disminución del peso de un giróscopo sobre

la superficie de la Tierra

Un experimento que se ha planteado para detectar la fuerza gravitomagnética gene-
rada por la Tierra a consecuencia de su rotación diaria, consiste en medir la disminu-
ción de peso que registra un giróscopo colocado sobre la superficie terrestre.

En efecto, el giróscopo tiene un momento dipolar gravitomagnético dado por (5.7),
pero como la Tierra produce un campo gravitomagnético B no uniforme, aparecerá una
fuerza sobre el giróscopo dada por

2� ��F J B

fuerza que tiene una componente radial que hace aumentar o disminuir el peso del
giróscopo. Midiendo esta variación de peso se puede detectar el campo gravitomagnético
terrestre.

Supongamos para concretar que el giróscopo se encuentra en una latitud geográfi-
ca�y que elegimos los ejes coordenados de tal forma que el eje z coincida en dirección
y sentido con el eje de rotación terrestre y el eje y sea tal que el vector momento angular
del giróscopo se encuentre en el plano z-y, entonces suponiendo que el eje de giro del
giróscopo está en posición vertical

cos sinJ J� �� �J j k .

El campo gravitomagnético de la Tierra es

2 2

2 5 2 5
3 3

2 2

G GJ
r r z

c r c r

�
� �� � � � �B J r r J k r

donde J’ es el momento angular de la Tierra que, como hemos dicho, está dirigido hacia
la parte positiva del eje z. La fuerza sobre el giróscopo es

2 cos sin .J
y z

� �
� �� 	

� �
 �� �� 

B B
F

Como lo que nos interesa es la componente radial por ser la que afecta al peso del
giróscopo, se tiene que calcular

rF
r

� �
r

F

haciendo los cálculos se llega a

2 4

6
sin

r

GJJ
F

c r
�

�
�
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lo que nos viene a decir que la fuerza es máxima en el polo norte y nula en el ecuador.
La fuerza es atractiva en el hemisferio norte y repulsiva en el hemisferio sur, siempre y
cuando el momento angular del giróscopo se dirija hacia el cénit. Si se cambia el senti-
do de rotación del giróscopo cambiaría el sentido de la fuerza.

Para el caso de una esfera de densidad homogénea tendremos

2 24 4
;

5 5
J I mR J I Mr

� �
� � � �� � � �� � � �

donde �y �’ son las frecuencias rotación del giróscopo y de la Tierra respectivamente;
I e I ’ son sus corrrespondiente momentos de inercia. La fuerza radial queda

2 2

2 2

96
sin

25
r

GMmR
F

c r

� 
	

�
�

donde R es el radio del giróscopo y r el radio de la Tierra.
Podemos hacer una estimación numérica suponiendo un giróscopo de masa 10

kilogramos, de 1 metro de radio y que gira con una frecuencia de 1.000 hertzios, enton-
ces se obtiene una fuerza radial en función de la latitud geográfica dada por

15
2,39 10 sinrF ��

� �

que viene expresada en newton.

8.7 Teorema de Larmor

Consideremos un sistema de referencia K, en cuyo origen se encuentra una masa M
que está rotando con velocidad angular constante, produciendo por tanto un campo
gravitoeléctrico y otro gravitomagnético, ambos independientes del tiempo.

A gran distancia de la masa, el elemento de línea cabe ponerlo como

2 2 2 2

2

2 8
1

g

g
ds c dt d cdt d

cc

�� 	
� � � �
 �
� 

A r r

g� y gA  son los potenciales escalar y vectorial del campo gravitatorio. De (6.7) se
obtiene el primer término tanto de la fuerza gravitoeléctrica como de la  gravitomagnética.
Según (12.4) los primeros términos de la aceleración producida por el elemento de línea
(6.7) sobre una partícula de prueba que se mueve con velocidad v son

4 4 4
g

g g g g g

t
� �

�
� �� � � � � �� � � ��

�

A
a v B v A .

A gran distancia de la fuente el campo gravitomagnético es uniforme, por tanto se
puede poner

1

2
g g� �A B r

ya que al ser gB  independiente de la posición se cumple g g� � �B A .
Consideremos ahora un sistema de referencia inercial K’ que tiene en su origen en

un cuerpo de masa M que no está rotando. Otro sistema K’’ gira respecto a K’ con
velocidad angular ω . Por (3.1) el elemento de línea para el sistema K’’ es

2 2 2 2

2 2

2 2 2
1

g c

i
ds c dt d cdt d

cc c

� �� 	
� � � � �
 �
� 

A r r

donde g�  es el potencial escalar gravitatorio,  
c

� el potencial centrífugo

(6.7)

(8.7)

(7.7)
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2 2
1 2c r� �� �

y 
i

A  es el potencial gravitomagnético inducido por la rotación del sistema de referen-
cia respecto al resto del Universo, que según se dedujo en el epígrafe 7.1 es

i
� �A ω r

Debido a la pequeñez de � podemos despreciar el potencial centrífugo, o sea toma-
mos solo hasta el primero orden en �. Entonces el elemento de línea (8.7) queda

2 2 2 2

2

2 2
1

g

i
ds c dt d cdt d

cc

�� 	
� � � �
 �
� 

A r r

El elemento de línea (6.7) producido por la gravedad es igual al elemento de línea
(10.7) producido por la combinación de una rotación y un campo gravitotorio estático.
Ambas métricas serán idénticas si se cumple la relación

2 8i g�A A

por (7.7) y (9.7) se encuentra que la velocidad de rotación de K’’ necesaria para produ-
cir los mismos efectos que un campo gravitomagnético es

2 g�ω B

que representa la «frecuencia de Larmor». La afirmación de que es equivalente un
campo gravitomagnético uniforme a un sistema en rotación se le denomina teorema de
Larmor, que tiene el mismo significado que el correspodiente teorema del
electromagnetismo.

Cabe extender el teorema de Larmor al caso en que la velocidad angular de rotación
del cuerpo M no sea constante. Entonces la aceleración adquirida por una partícula de
prueba en ese campo es dada por (12.4)

4 4
g

g g g

t
�

�
� �� � � � ��

�

A
a v A

donde de nuevo solo hemos tenido en cuenta los primeros términos de g
a .

Seguimos suponiendo que el campo gravitomagnético es uniforme, situación que se
da en un punto suficientemente lejos del cuerpo que crea el campo y por tanto es válida
(7.7). Ahora consideramos de nuevo al sistema de referencia K’’ en cuyo origen se
encuentra un cuerpo de masa M que no está rotando. Su elemento de línea seguirá
siendo (8.7), pero la intensidad de campo gravitoeléctrico inducido, que coincide con la
aceleración que adquiere una partícula de prueba respecto a K’’, será

t�

A

y la intensidad de campo gravitomagnético inducido será al igual que antes

2
i i
� � � �B A ω

con lo que se llega a calcular la aceleración de la partícula de prueba para el sistema K’’

i
a

a la que habría que añadir la aceleración de origen gravitoeléctrico.
Si elegimos para la velocidad de rotación del sistema K’’ la dada por (12.7) y tenien-

do presente (11.7), encontramos que la aceleración de la partícula de prueba en el
sistema K’’ es igual a la (13.7), volviendo de nuevo a tener la equivalencia entre un

(10.7)

(12.7)

(13.7)

(11.7)

(9.7)
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sistema rotando y un campo gravitomagnético.

9.7 Interacción spin-gravitomagnetismo

La perturbación hamiltoniana H  de una partícula cuántica de spin 	  (por tanto
con momento dipolar magnético 2�m σ ) en un campo gravitomagnético B, viene
dada por una fórmula análoga a la del electromagnetismo, salvo la diferencia ya seña-
lada del coeficiente numérico

4 4
2

� � � � � �� �
σ

m B AH

que para el caso de una esfera de momento angular intrínseco �J adopta la forma

2

5 2
3 .

G
r

r c
� �� �� � � �� �σ r J r JH

Si ahora aplicamos la ecuación de Euler-Lagrange a esta perturbación obtenemos la
fuerza gravitomagnética que actúa sobre la partícula de spin 	

� �
� � � � ��
� �

F
r r

L H
H

que al desarrollar se obtiene

2 4

3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5

G

c r
� � � �� � � � � � � � �� �� �F σ r r J r σ J r r σ J r J σ

donde r̂  es el vector unitario radial.
Consideremos como aplicación de (14.7) el caso de una partícula de módulo de spin
s	 � que se encuentra en el campo gravitatorio de la Tierra. Si suponemos que el

sentido del spin es hacia arriba, la energía gravitomagnética de la partícula situada en
un punto de latitud geográfica�y a una distancia r del centro de la Tierra es

s
c r

�
�

�
+

H

Por (16.7) la diferencia de energía gravitomagnética entre una partícula que dirige su
spin hacia arriba y otra hacia abajo es

2 3

4
sin .

c r
�� �

+ -
H H

Las fuerzas que actúan sobre partículas cuánticas dependen de la orientación de
sus spin. Esto significa que puede idearse un experimento gravitomagnético análogo
al de Stern-Gerlach electromagnético. Consideramos un campo gravitomagnético no
homogéno (que puede ser la propia Tierra) por donde se mueven dos partículas de spin
opuestos. Como resultado de la acción de la fuerza gravitomagnética, las trayectorias
de las dos partículas se separan.

Supongamos, por ejemplo, que se lanzan desde la superficie de la Tierra en direc-
ción hacia arriba y en un lugar de latitud �, dos haces de partículas, unas con spin
hacia arriba y otras con spin hacia abajo. Por aplicación de (15.7) surgirá una fuerza
desviadora de la dirección vertical dada por

2 4

3
cos

G
F J

c r
	 ��� � �

indicando el signo más una desviación hacia el sur geográfico y el signo negativo
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desviación hacia el norte. Nótese que como esta fuerza es independiente de la masa m
de las partículas, la aceleración será dependiente de la masa. Si suponemos que los
haces de partículas hacen un pequeño recorrido, podemos considerar que la acelera-
ción desviadora es constante y si además la velocidad 

0
v  con que son lanzadas es

suficientemente elevada, podemos tomar como uniforme el breve movimiento ascen-
dente. En estas condiciones, la desviación experimentada por los dos haces de partícu-
las de spin opuestos después de haber recorrido una distancia d es

2 4 2

0

.d
c r mv

�
� �

De (15.7) también se deduce una ligera diferencia de peso entre partículas según
que el estado de su spin sea hacia arriba o hacia abajo

2 4
W mg

c r

�
�

correspondiendo una disminución de peso para las partículas de spin hacia arriba y
un aumento de peso par las que dirigen su spin hacia abajo.

Finalmente, señalar que la interacción entre la rotación de un satélite y el campo
gravitomagnético producido por el momento angular del astro central, produce una
aceleración que perturba su movimiento orbital. La aceleración perturbatriz 

SG
W  se

deriva de (15.7). Si m es la masa del satélite se tiene

2 4

3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5

SG

G

m c r m
� � � �� � � � � � � � � �� �� �

F
W J r r J r J J r r J J r J J

donde J es el momento angular intrínseco del satélite. En el capítulo 9 se estima el valor
del efecto de esta aceleración perturbatriz sobre los elementos orbitales del satélite. A la
vista de (17.7) debemos advertir que al contrario de lo que ocurre con partículas
cuánticas, la aceleración producida por la interacción entre los momentos angulares
instrínsecos no depende de la masa del satélite.
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8

Inducción de fuerza centrífuga

1.8 Inducción de fuerza centrífuga en el interior

de una esfera hueca

En el epígrafe 4.5 hemos comprobado que se produce una aceleración del tipo de
Coriolis por efecto de la inducción gravitatoria. Este resultado no significa la
implementación del principio de Mach, ya que para ello se exigiría la evaluación del
efecto de inducción gravitatoria de todo el Universo. Pero aún así, las conclusiones de
4.5 van en la dirección requerida por el principio de Mach.

De una Física relacional también cabe esperar la aparición de fuerzas centrífugas
inducidas. Se trata de investigar en este capítulo si tales fuerzas existen en el marco de
la teoría linealizada de la relatividad general.

Vamos a considerar una esfera hueca de radio R, de masa M y de paredes muy finas
de densidad superficial 	, que rota con una velocidad angular � alrededor de un eje
que pasa por su centro. Se trata de encontrar el valor de la fuerza centrífuga que se
induce en un cuerpo de masa m situado en su interior.

Para el caso de un cuerpo que se encuentra en reposo en el interior de la esfera
hueca, la ecuación de movimiento (12.4) nos da para la aceleración de origen
gravitoeléctrico

2

2 2

1 1d

dt c c
� � �� �� � � � �

v
.

Por las fórmulas (17.4)  se calculan los dos potenciales escalares. El potencial� engloba
al potencial kepleriano, que es constante en el interior de la esfera y por tanto no
produce ninguna fuerza, a los que añadir los términos inductivos, que son nulos por
simetría, puesto que la rotación de la concha esférica no modifica el tensor energía-
momento, o sea, la densidad 	 es la misma en el momento actual que en el retardado.
Por tanto, el único potencial que puede inducir la fuerza centrífuga es el��

Para el caso de una concha esférica compuesta de polvo, el tensor energía-momento
es

ik i kT u u��
con � representando la densidad de volumen de materia, es decir, que vamos a despre-
ciamos las tensiones. Entonces por (17.4) el potencial � es

2 2

0 0
2 2 22u u

G dV G dS G dS
r r r

� �� 	�	
�

�
� � �� � � � �

� � �� � �
0

�  es el potencial gravitatorio en un punto de la superficie de la esfera. La segunda de

(1.8)
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las integrales (2.8) es constante
2

20

2

2
2

M
G dS G

r R

	 �
� � �

��
por tanto su divergencia es nula y no produce fuerzas, lo que significa que la fuerza
centrífuga es inducida solamente por la primera de las integrales de (2.8).

2.8 Cálculo del potencial � en un punto interior de la esfera hueca

Para calcular la integral del primer sumando de (2.8) elegimos el eje z de tal forma
que el punto del campo esté situado en su parte positiva. El eje y es elegido con la
orientación adecuada para que el eje de rotación de la esfera se encuentre en el plano z-
y, siendo � el ángulo entre el eje z y el eje de rotación. El centro del sistema de coordena-
das coincide con el centro de la esfera. Si r es el vector de posición del punto del campo,
R la posición de un punto fuente y r’ es el vector que va del punto fuente al punto
campo, entonces

2

1 2 cos 1 cos
r r

r R RB C
R R

� �
� 	

� �� � � � � � � �
 �
� 

R r r

donde

2

2

2
1 ;

1

r R
B r R C

r R
� � �

�

y �  es el ángulo entre los vectores R y r, que dada la elección de coordenadas, también
es una de las coordenadas esféricas angulares del punto de la esfera.

Como el vector de posición de un punto de la esfera es

sin cos sin sin cosR R R� � � � �� � �R i j k

y la velocidad angular

sin cos� � � �� �ω j k

entonces la velocidad lineal de un punto de la esfera queda

cos sin sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

R R

R R

� � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � �

� �

u ω R i

j k

después de simplificar resulta que su cuadrado es

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin sin sin sin

cos sin 2 sin cos sin cos sin .

u R R

R R

� � � � � �

� � � � � � � � �

� � �

� �

En coordenadas esféricas el elemento de superficie es
2
sindS R d d� � �� � .

Con estas definiciones se calcula la primera de las integrales (2.8)
2

2
2 sin ,

1 cos

u
G R d d

RB C
� 	 � � �

�
� �

�
�

introduciendo el valor obtenido para el cuadrado de la velocidad podemos descompo-
ner la integral en cuatro sumandos. El primero de ellos es

3 2 2

1

1 sin
2 sin

1 cos

R
G d d

B C

� �
� 	 � � �

�
� � �

�
�
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2

2 2 3

0 0

1 sin
2 sin ,

1 cos
G R d d

B C

� �

�
	� � � �

�
� �

�
� �

por un largo pero simple cálculo se encuentra que

0

1 sin
2

1 cos
d

B C

�

�
�

�
�

�
�

por tanto
2 2

1
2 sinGMR� � �� �

que la hemos puesto en función de la masa en vez de la densidad superficial de la
concha esférica.

La segunda de las integrales es
2 2 2 2 2

2

2

3

3 2 2

0

sin sin sin
2 sin

1 cos

1 sin
2 sin

1 cos

R
G R d d

RB C

G R d
B C

�

� � � �
� 	 � � �

�

�
� 	 � � �

�

�
� � �

�

�
�

�

�
resolviendo la integral se encuentra

23

0

1 sin 4 4

3 151 cos

r
d

B RC

�

�
�

�

� �
� �  �

� ��
�

por tanto nos queda para la segunda integral

2

2 2

2

2 1
sin 1

3 5

r
GMR

R
� � �

� �� �
� �� � �

� �	 

.

La tercera de las integrales es
2 2 2 2

2

3

3

3 2 2

0

cos sin
2 sin

1 cos

1 sin
4 cos

1 cos

R
G R d d

RB C

G R d
B C

�

� � �
� 	 � � �

�

�
� 	 � � �

�

� � �
�

� �
�

�

�
de donde obtenemos

2

2 2

3

4 1
cos 1

3 5

r
GMR

R
� � �

� �� �
� � �� � �

� �	 

.

En cuanto a la última de las integrales es nula al contener el término
2

0

sin d

�

� ��
que es idénticamente nulo.

Reuniendo todos los términos, se encuentra que el potencial �  para un punto
situado a una distancia r del centro de la esfera y cuya posición forma un ángulo� con
el eje de rotación es

2

2 24 1
1 1 3cos

3 10

r
GMR

R
� � �

� �� �
� � � �� � �

� �	 

que es el único término responsable de la inducción de fuerza centrífuga. Nótese que el

Inducción de fuerza centrífuga 97

(3.8)



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

primer sumando de (3.8) no produce ninguna fuerza al no depender de la posición del
cuerpo de prueba.

3.8 La aceleración centrífuga de un cuerpo

en el interior de una esfera hueca

Si ahora elegimos un sistema de coordenadas cuyo eje z esté alineado con el eje de
rotación y que el vector r se encuentre en el plano y-z, podemos poner la expresión (3.8)
de la forma

2 2 2

2

4 1 1
1 2

3 10
GMR y z

R
� �

� �
� � � �� �� �

.

La aceleración a la que quedará sometida la partícula que se encuentra en la posición
(0, y, z) se obtiene por la ecuación de movimiento (1.8)

2

2

4
2

15
ce

GM
y z

c R
�� �a j k

y como se comprueba por sustitución

2

4
2

15
ce

GM

c R
� � � � � �a ω ω r ω ω r

que dado su carácter vectorial es extensible a cualquier sistema de coordenadas. La
anterior aceleración es válida para cualquier punto en el interior de la esfera hueca y no
se encuentra limitada a puntos cercanos al centro.

(4.8) nos informa que sobre la partícula de prueba actúa una fuerza del tipo centrí-
fugo, pero además aparece otra fuerza que tiene componente axial y en la dirección del
eje de rotación de la esfera hueca, fuerza que no tiene equivalente clásico.

Para el caso de que la partícula de prueba se encuentre en movimiento con veloci-
dad v, se producirá tanto aceleración de Coriolis (8.5) como centrífuga y su suma es

2

4
2 10 .

15

GM

c R
� � � � � � � �a ω ω r ω ω r v ω

Lo notable de esta ecuación es que la rotación de la esfera hueca induce una fuerza
centrífuga y otra de Coriolis, pero la relación entre sus coeficientes, que en el Universo
real es de 1 a 2, aparece en (5.8) con la proporción 1 a 10. Por lo tanto, (5.8) deja entrever
que en cierta medida el principio de Mach se obtiene de la relatividad general. Pero en
cualquier caso una decisión definitiva sobre la inclusión de las ideas de Mach en la
relatividad general solo se podrá dar cuando se haga una integración sobre toda la
materia del Universo.

4.8 Inducción de fuerza centrífuga

en el exterior de una esfera maciza

Consideremos ahora una esfera maciza que rota con velocidad angular� alrededor
de un eje que pasa por su centro, que tiene de radio R y densidad uniforme �. Un cuerpo
de prueba se encuentra en un punto exterior situado a una distancia r del centro de la
esfera. Queremos calcular la fuerza centrífuga inducida por la esfera rotante sobre el
cuerpo de prueba. El vector r es el de posición del punto del campo, r* es el vector de
posición de un punto fuente del interior de la esfera, y el vector r’ es el que va del punto
fuente al punto del campo. Vamos a suponer que el punto del campo se encuentra

(4.8)

(5.8)
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situado en la parte positiva del eje z y que el ángulo � es el formado entre los vectores r*
y r, entonces

2

* *
* 1 2 cos 1 cos

r r
r r RB C

r r
� �

� 	
� �� � � � � � � �
 �

� 
r r r

donde ahora

2

2

2 *
1 * ; .

1 *

r r
B r r C

r r
� � �

�

Si suponemos que los ejes coordenados son elegidos de tal forma que el eje de rotación
de la esfera se encuentre en el plano y-z, seguirán valiendo las mismas fórmulas que en
el apartado 2.8, resultando que la velocidad lineal de un punto interior de la esfera es

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

* sin * sin sin sin

* cos sin 2 * sin cos sin cos sin .

u r r

r r

� � � � � �

� � � � � � � � �

� � �

� �

Ahora hay que hacer una integración de volumen cuyo elemento es
2

* sin *dV r d d dr� � �� � .

Hay que resolver la primera de las integrales (2.8), problema que podemos abordar
descomponiéndola en tres integrales más elementales. La primera de ellas es

2 2 2

2

1
2

*

2

2 2 4

0 0 0

* sin
2 * sin *

*
1 2 cos

1 sin
2 sin * *

1 cos

R

r
G r d d dr

r r
r

r r

d
G d r dr

r B C

� �

� �
� � � � �

�

� �
� � � �

�

� � �
� 	

� �
 �
� 

� �
�

�

� � �
de donde obtenemos la primera de las componentes del potencial �

2

2 2

1

6
sin

5

R
GM

r
� � �� � .

La segunda de las integrales en que se descompone� es
2 2 2 2 2

2 *

2

2 3

2 2 2 4

0 0 0

* sin sin sin
2 * sin

1 cos

1 sin
2 sin sin * *

1 cos

R

r
G r d d dr

rB C

G d r dr d
r B C

� �

� � � �
� � � � �

�

�
� � � � � �

�

�
� � �

�

�
�

�

� � �
de donde obtenemos

22

2 2

2

2 1
sin 1

5 7

R R
GM

r r
� � �

� �� �
� �� � �

� �	 

.

La tercera de las componentes del potencial escalar � es

2 2 2 2

2

3

2 3

2 2 4 *

0 0 0

* cos sin
2 * sin *

1 cos

1 sin
2 cos *

1 cos

R

r
G r d d dr

rB C

G d r dr d
r B C

� �

� � �
� � � � �

�

�
� � � � �

�

� � �
�

� �
�

�

� � �
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simplificando queda

22

2 2

3

4 1
cos 1 .

5 7

R R
GM

r r
� � �

� �� �
� � �� � �

� �	 

La última de las cuatro integrales en que se puede descomponer � es nula. Ahora

podemos reagrupar todo los resultados y tras simplificar

22 2

3

1 2 3 4

4 1
1 1 3cos .

5 14

GM R R

r r

�
� � � � � �

� �� �
� � � � � � � �� � �

� �	 

Ahora vamos a elegir un nuevo sistema de coordenadas, tal que el eje z coincida con

el eje de rotación del planeta, entonces
cosz r ��

y el potencial � queda
2

2 2 2 4 2 4

3 5

4 1 2 1 6

5 35 35

z
GM R GM R GM R

r r r
� � � �� � � �

la aceleración inducida sobre la partícula exterior a la esfera es

2 2 2 4

2 2 3 2 5

2 4 2 2 4

2 7 2 5

1 4 6

5 35

30 12

35 35

ce

GM R GM R

c c r c r

GM R z GM R z

c r c r

� �
�

� �

� � � � � � �

� �

r r
a

r k

teniendo en cuenta que
2

2

2 2 2
cos

z

z r

�

�

�

� � � � � �

� �

�

r ω ω r ω ω r

ω ω r k

entonces la aceleración centrífuga inducida es

22

2

2 2 3

22

2

2 3

1 4 3
1 1 5sin

5 14

4 9 15
1 1 sin

5 14 9

ce

GMR R

rc c r

GMR R

rc r

� 	

	

� �� �
� � � � � � � � �� � �

� �	 


� �� � � �
� � � �� � �  �

� � � �	 


a ω ω r

ω ω r

hemos puesto la fórmula en función de la latitud �del punto donde se encuentra el
cuerpo de prueba. De nuevo volvemos a obtener no solo una fuerza centrífuga induci-
da sino también una componente axial. Hay que observar que el sentido de la fuerza
centrífuga es contraria a la producida en el caso interior, es decir, esta fuerza se dirige
hacia el eje de rotación, por lo que podríamos hablar más bien de una fuerza
anticentrífuga. Nótese la dependencia de la fuerza inducida de la latitud de la partícu-
la de prueba. La fuerza axial sigue teniendo el mismo sentido que en el caso interior, o
sea, se dirige hacia la parte negativa del eje de rotación.

El cociente entre las intensidades de la fuerza gravitatoria newtoniana y la de in-
ducción centrífuga para el caso de un cuerpo sobre la superficie de la Tierra es

2

11Newton

inductiva

4 10
F c

F R�

� �
� � � �
� �

.
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4.8 Inducción de fuerza centrífuga en el interior

de una esfera maciza

Ahora vamos a considerar la aceleración inducida sobre una partícula que se en-
cuentra a una distancia r del centro de una esfera maciza de densidad uniforme �y
radio R. Para resolver este problema dividimos al esfera maciza en dos partes. Una de
ellas, la exterior, es la que está más alejada del punto donde se encuentra el cuerpo. La
otra parte es la interior. La aceleración centrífuga inducida será la suma de las produ-
cidas por ambas partes de la esfera.

Para calcular la aceleración centrífuga producida por la parte exterior de radio
interno r y radio externo R, la dividimos en conchas esféricas de espesor muy delgado
de radio r̂ . La aceleración producida por cada concha es

2

4
2

ˆ15
ce

GdM
d

c r
� � � � � �a ω ω r ω ω r

como
2ˆ ˆ4dM r dr���

entonces integrando se obtiene que la aceleración inducida por la concha gruesa exte-
rior en un punto de su superficie interior

2 2

2

8
2 .

15

ext

ce

G
R r

c

� �
� � � � � � �a ω ω r ω ω r

Para la parte interior de la esfera tenemos una aceleración inducida en su superficie
dada por

int 2 2 2 2

2 2

8 8
17 15sin 23 15sin

105 105
ce

G G
r r

c c

� � � �
� �� � � � � � �a ω ω r ω ω r

y para determinar la aceleración inducida total por la esfera maciza en un punto inte-
rior sumamos ambas aceleraciones.

5.8 Discusión

El uso de una concha esférica delgada como modelo simple de Universo fue intro-
ducido por Einstein en 1913 y desde entonces ha sido utilizada para investigar los
efectos de la inducción gravitatoria.

Se trata de un modelo extremadamente simple, cuyos resultados no pueden
extrapolarse al Universo real por varios motivos. Uno de ellos es que cuando se hacen
los cálculos con el modelo de la concha esférica, se sigue manteniendo el resto del
Universo y por lo tanto se tienen que considerar tanto los efectos inductivos del Univer-
so como los producidos por la concha esférica.

Otro defecto que aleja el modelo de la concha del Universo real, es que dado el
tamaño del cosmos, la acción retardada de los potenciales adquieren un especial
protagonismo, efectos que son despreciados en la concha esférica, donde las magnitu-
des atrasadas coinciden con la actuales por la simetría del modelo.

Asuntos tales como la dinámica cósmica y la constante cosmológica son factores
que tienen su peso en los cálculos de inducción producidos por el Universo y que
convierten el modelo de la concha esférica en puramente teórico.

No obstante, este modelo ha tenido gran importancia en el esclarecimiento de la
inducción gravitatoria. Por esta razón lo hemos expuesto en el presente capítulo.

Inducción de fuerza centrífuga 101



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

Poco después del trabajo de Thirring en donde se deducía la aceleración de Coriolis
y centrífuga inducida por la rotación de la concha esférica, se comprobó que sus su-
puestos no eran correctos. En efecto, al igual que hemos hecho nosotros, Thirring con-
sideró una esfera que gira con una única velocidad angular y compuesta de polvo.
Situación física irrealizable.

Para mantener las órbitas esféricas de cada uno de los puntos de polvo de la concha
esférica, es necesario que exista una fuerza que contrarreste la fuerza centrífuga que
actúa sobre cada porción de la concha esférica. Esta fuerza se manifestaría como ten-
siones en el material que constituye la concha, lo que contradice la hipótesis de partida
de que la concha está formada por partículas de polvo sin presión. Pero hay más,
incluso cuando la concha formada por partículas de polvo no esté rotando, no sería
estable y colapsaría por efecto de la gravedad. Para que esto no ocurra deben de existir
tensiones en el material que lo impidan.

Aún hay más. El modelo de la concha esférica compuesta de polvo sin tensiones, no
cumple con el teorema de conservación local del momento-energía. En fin, la rotación
de la concha inevitablemente producirá una deformación fruto de la desigual fuerza
centrífuga sobre puntos de latitudes diferentes, extremo que tiene que ser considerado
al hacer una valoración exacta de la fuerza gravitatoria inducida (tanto centrífuga
como de Coriolis) en el interior de la esfera hueca.

Por tanto, no es aceptable un modelo de la concha esférica formada por partículas
de polvo y es necesario considerar tensiones en el material, que a su vez son fuente de
campo gravitatorio y por tanto de inducción gravitacional. Aún así, no se reproduciría
en su interior las fuerzas de Corioilis y centrífuga en la proporción clásica y persistiría
la fuerza axial, inexistente en la Físicia clásica.

La solución rigurosa del problema de la inducción gravitatoria en una cavidad que
rota en el Universo real, exige no sólo una geometría diferente de la esférica, sino
también su rotación diferencial. Lográndose de esta forma la reproducción de las fuer-
zas de Coriolis y centrífuga en la proporción observada y la ausencia de la incómoda
fuerza axial.

6.8 Inducción de fuerza centrífuga en una esfera maciza

formada por un gas perfecto

Consideremos una esfera de radio R rotando con velocidad angular�  y compuesta
de un gas perfecto sometido a una presión uniforme p. Se trata de averiguar la partici-
pación que la presión tiene en la generación de la fuerza centrífuga. El gas perfecto
tiene un tensor energía-momento expresado por

2
.

ik i k ikT p c u u g p�� � �

De la segunda de las ecuciones (17.4) comprobamos que solo las compomentes 0,0 y
�,� del tensor energía-momento intervienen para el cálculo del potencial �. Estas com-
ponentes son

0 0

00
; 3T p T p��� � �

donde entendemos suma respecto a al índice �. Estas componentes no contienen el
término 2�  por lo que no pueden generar efectos centrífugos a segundo orden en la
inversa de c. No obstante, la presión del gas que conforma la esfera si produce una
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fuerza gravitatoria, que resulta ser de segundo orden y de tipo kepleriano. Nótese que
también en este caso consideramos, por simetría, que son nulas la parte inductiva del
potencial gravitoeléctrico �.
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Perturbaciones orbitales producidas

por la inducción gravitatoria

1.9 Introducción

Un cuerpo en rotación produce un campo gravitoelectromagnético que origina una
perturbación de la órbita kepleriana de un satélite que gira a su alrededor y que viene
expresada por la modificación de sus elementos orbitales. Si el campo gravitatorio es
débil y la velocidad de rotación del cuerpo que produce el campo es pequeña en compa-
ración con c, se puede usar la ecuación de movimiento (12.4), que toma la forma

,
d

dt
�� �� �

v
W

en nuestro caso W es pequeña en comparación con la aceleración kepleriana, por lo
que puede entenderse como la aceleración perturbativa, que puede ser dividida en tres
términos

.� � �W W W W
E GE GM

El primero de ellos es la aceleración gravitoeléctrica responsable de la precesión de
Einstein

2 2

2 2 2 2

2
4 3

E

v

tc c c c

� �
� �

� 	 �
� �� � �� � � �
 �

�� 

v v
W v

mientras que

2

1
GE

c
�� � �W

es la aceleración perturbativa generada por la inducción gravitoeléctrica. Finalmente

4 4
GM

t

�
� � � � � �

�

A
W v A

es la aceleración perturbativa gravitomagnética. También debemos de tener presente
que en la aceleración kepleriana

K
�� ��W

se encuentran incluidos términos inductivos, puesto que�es el potencial kepleriano
más los términos derivados del desarrollo de los potenciales retardados, tal como se
indica en la ecuación (23.4). No obstante, en el caso que estamos considerando de un
cuerpo esférico de una densidad homogénea que permanece constante, el potencial�

(1.9)
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coincide con el potencial clásico kepleriano y no ocasiona, por tanto, perturbaciones en
la órbita de los satélites.

2.9 Sistemas de coordenadas

El sistema de coordenadas pseudocartesianas K (x, y, z) tiene su origen en el astro
central que suponemos la Tierra, el eje z coincide en dirección y sentido con su eje de
rotación y el eje x se dirige hacia el equinoccio de primavera o nodo ascendente de la
órbita terrestre en torno al Sol.

El sistema K’ (X, Y, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra, el eje X se dirige hacia
el nodo ascendente de la órbita del satélite y el plano X-Y es por donde se mueve el
satélite.

Bajo estas premisas el ángulo entre los ejes x y X es la longitud del nodo ascendente
� (medida por el ecuador) y el ángulo entre z y Z es la inclinación de la órbita i respecto
al ecuador celeste.

Para pasar del sistema K al K’ es necesario hacer dos rotaciones. La primera de ellas
de valor�� alrededor del eje Z, y la segunda una rotación de ángulo i en torno al eje X.
Por tanto los vectores básicos del sistema K’ , ,

X Y Z
e e e están relacionados con los

vectores básicos del sistema K  , ,x y ze e e por

cos sin

cos sin cos cos sin

sin sin sin cos cos .

X x y

Y x y z

Z x y z

i i e i

i i i

� � � �

� � � � � �

� � � � �

e e e

e e e

e e e e

Ahora es necesario obtener los vectores unitarios asociados con el triedro comóvil
en las direcciones radial r

e , transversal t
e  y normal n

e . El vector unitario radial se
encuentra en el plano X-Y y es paralelo a r (vector de posición del satélite), entonces

cos sin
r X Y

u u� �e e e

donde u es el ángulo contado desde el nodo ascendente hasta el satélite

u � �� �
�  es la anomalía verdadera, mientras que �  es el argumento de latitud del pericentro,
es decir, ángulo contado desde el nodo ascendente hasta el pericentro. El vector unita-
rio transversal del satélite es perpendicular al anterior y también se encuentra en el
plano de la órbita

sin cos� � �e e e
t X Y

u u

finalmente el vector unitario normal es perpendicular al plano orbital

n Z
�e e .

Para simplificar los cálculos vamos a suponer que el nodo ascendente del satélite
coincide con el equinoccio, por tanto 0� � , lo que no significa ninguna pérdida de
generalidad, porque cualquier otro valor de � originaría una situación idéntica a la
anterior.

Los vectores básicos comóviles en función de los vectores unitarios de K quedan

cos cos sin sin sin

sin cos cos sin cos

sin cos .

r x y z

t x y z

n y z

u i u i u

u i u i u

i i

� � �

� � � �

� � �

e e e e

e e e e

e e e

(2.9)
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3.9 Cálculo de la velocidad del satélite

El vector de posición del satélite es

r
r�r e

y el vector velocidad

.
r

d d
r

dt dt
� �

r
v e

El satélite sigue una órbita kepleriana, pero sus elementos orbitales van variando
con el tiempo a causa de la perturbación. Entonces será aceptable usar la ecuación de
la elipse para describir la órbita

2
1

1 cos

a e
r

e �

�
�

�
donde a es el semieje mayor y e la excentricidad. El módulo del momento angular L del
satélite de masa m cumple la relación

2

L

mr

el punto significa derivación respecto al tiempo. Desarrollando (3.9) queda

2
sin sin cos cos .

1
� �� � � � � � �	 


�
v e e

X Y

L m
u e u e

a e

Para la órbita kepleriana se cumple
2

2
1

L
a e

mk
� �

donde k GMm� , siendo M la masa del cuerpo central.
Al expresar la velocidad en función de los vectores básicos del sistema K queda

2

sin sin cos cos cos cos cos sin
1

x y z

na
u e u e i u e i

e
� � �� � � � � � � � �� �

�
v e e e

donde n es el movimiento medio definido por

3

2 GM
n

T a

�
� �

siendo T el periodo orbital.

4.9 Aceleración perturbatriz de Einstein

Vamos a calcular cada uno de los términos que aparecen en la aceleración
perturbatriz 

E
W , el primero de ellos es

2 2 2

1 2 2 2 2 2 3

2 4 4 4
.

� �
�

� 	
� �� � � � � �
 �

� 
W e e

E r r

GM GM G M

c c c r r c r

Para calcular el segundo término de 
E

W  hay que tener en cuenta que el cálculo lo
hacemos en el sistema K’, entonces

2

sin sin cos cos
1

na
u e u e

X Ye
� �

� �� �
�� � � � � �� �� �� ��

v

por tanto

(3.9)

(4.9)
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después de un cálculo simplificador se encuentra que la segunda aceleración
perturbativa es

2

2

2 2 2 2
2

sin sin
4

4 cos cos cos sin .
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Finalmente la tercera de las aceleraciones que producen la perturbación planetaria de
Einstein es

2

2

3 2 2 2
2

1 2 cos .
1

� �
� �

� � � � � � � �
�� �

W e
E r

v GM na
e e

c c r e

Vamos a calcular las componentes radial, transversal y longitudinal de la acelera-
ción perturbatriz de Einstein, que son elementos necesarios para el cálculo de la varia-
ción de los elementos orbitales del satélite. La componente normal de la aceleración es

0
n

E E nW � � �W e

puesto que 
n

e  es normal tanto a 
r

e  como a v. La componente radial se obtiene multipli-
cando 

E
W  por la primera de las ecuaciones (2.9) y después de las simplificaciones

queda
2 22 2
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4 4
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finalmente la componente transversal es
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2 2
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4
sin 1 cos .
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Estas aceleraciones habrá que sustituirlas en las ecuaciones de Gauss que nos dan
la variación temporal de los elementos orbitales del planeta y que son

2
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(5.9)
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- Cálculo de la variación de la longitud del nodo ascendente.
Como la componente normal de la aceleración perturbatriz es nula, también lo será la
variación de la longitud del nodo ascendente

0
d

dt

�
�

esto significa que el plano de la órbita no varía con relación al ecuador. O dicho de otra
forma que no varía el momento angular de rotación del satélite, que siempre tiene que
ser perpendicular al plano orbital. Los nodos orbitales, por tanto, siempre están situa-
dos en la misma posición del ecuador.
-Cálculo de la variación del argumento de latitud del pericentro.
De  (5.9) y de los valores de la aceleración perturbatriz se obtiene

22 2 2
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pero lo que nos interesa no es el valor instantáneo de la variación, sino el valor prome-
dio. Por tanto vamos a obtener el valor de la variación del argumento de latitud del
pericentro en un periodo. Para ello es necesario hallar el valor medio en un periodo de
las expresiones encerradas en el corchete. En el primer sumando tendremos

2

2 2
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1
cos 1 cos ,
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la misma técnica es aplicable a los otros valores medios, obteniéndose
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teniendo en cuenta que
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nos queda
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que es la conocida precesión de Einstein.
Si se aplican las ecuaciones de Gauss a los otros elementos orbitales y luego se

calculan los valores medios a lo largo de un periodo se encuentra

0; 0; 0.
da de di

dt dt dt

� 	 � 	 � 	
� � �
 � 
 � 
 �

�  �  � 

5.9 Cálculo de la aceleración perturbativa gravitomagnética

La perturbación de Einstein es ocasionada por el campo gravitoeléctrico estático.
Pero la rotación del cuerpo central produce fenómenos de inducción que originan
perturbaciones planetarias. Debemos de distinguir las perturbaciones gravitomag-
néticas, que a continuación estudiamos, y las perturbaciones gravitoeléctricas
inductivas, producidas por el potencial gravitoeléctrico inductivo �.

Si consideramos que la rotación del astro central se mantiene en el tiempo, el primer
sumando de (1.9) no hay que considerarlo, ya que es nulo.

La intensidad de campo gravitomagnético B para el caso de un cuerpo central
esférico, de densidad uniforme y de momento angular de rotación J es dada a partir de
(2.5)
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el campo gravitomagnético queda
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3 2
3sin sin cos 3sin cos sin 1 3sin sin .

2
x y z

G
i u u i i u i u

r c
� �� � � � �� �B e e e

Haciendo uso de la expresión de la velocidad dada por (4.9) se encuentra que la
aceleración perturbatriz gravitomagnética (1.9) es

2 3 2 2

2 2 23 2 2

3 2

2
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de donde se derivan las componentes radial, transversal y normal de la aceleración
perturbatriz gravitomagnética

3
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(6.9)
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6.9 Variación secular de los elementos orbitales

por efecto del gravitomagnetismo

Para obtener la variación temporal de los elementos orbitales se hace uso de las
ecuaciones de Gauss (5.9), pero lo que nos interesa son las variaciones seculares, no los
instantáneos. Para obtenerlas se promedian las expresiones anteriores durante un
periodo. Así, por ejemplo, para la variación del semieje mayor encontramos

2
2 2

0

1
,

1 cos

�

�
�

� ��� 	
� 
 � � �

��  � ��

T
da da da m da
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d

TL dt e

o bien podemos tratar el problema de obtener el valor medio, usando la anomalía
excéntrica� definida mediante

1 cosr a e �� �

y usando las ecuaciones suplementarias

2
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e e e e
t dt d

e e n n

� � � � �
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� � � �

� �
.

Al aplicar las ecuaciones de Gauss (5.9) y obtener los valores medios de los elemen-
tos orbitales se encuentra para la aceleración gravitomagnética estática

3 2
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3 2
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Para obtener el movimiento del pericentro se le suma a la variación de la longitud

del nodo ascendente la variación del argumento de latitud del pericentro. Pero nótese
que ambos ángulos están medidos en planos diferentes. La longitud del nodo ascen-
dente está medido en el plano del ecuador, es decir en un plano perpendicular a J. El
ángulo � es medido en el plano orbital, que es perpendicular al momento angular de
rotación L. Para considerar esta situación se expresa la precesión del pericentro me-
diante el vector dado por

3 2
2 3 2

2

1
p

GJ

c a e
� �� � �

�
Ω n n n n

donde n y n’ son los vectores unitarios en las direcciones y sentidos de L y J respectiva-
mente.
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El ángulo que se desplaza el pericentro se puede medir por el ecuador, valor que se
obtendría por

2

3 2
2 3 2

2

1
p

GJ
i

c a e
�

�
donde la inclinación i es el ángulo formado por los vectores n y n’.

De la ecuación (7.9) se desprende que son dos las contribuciones a la variación del
pericentro del satélite. El primer sumando nos da la velocidad de rotación del plano
orbital. Debe aparecer en (7.9) porque al variar el plano orbital varía también la posi-
ción del pericentro respecto al equinoccio. El segundo sumando de (7.9) es la variación
del pericentro respecto al plano de la órbita.

El primer sumando de (7.9) es un ángulo que se dirige en el mismo sentido que la
rotación del cuerpo central. Se interpreta diciendo que la rotación del astro central
«arrastra» al plano orbital. Nótese que este arrastre es independiente del sentido de
giro del satélite.

El segundo sumando de (7.9) nos dice que, si el astro gira en el mismo sentido que el
satélite, el pericentro va al encuentro del satélite, es decir ambos movimientos son
opuestos. Si se da la circunstancia de que el giro del astro y el del satélite son opuestos,
entonces el movimiento del pericentro y el del satélite son del mismo sentido. En cual-
quiera de las dos situaciones anteriores, el movimiento del pericentro sería contrario al
que tiene su origen en el movimiento del plano orbital.

7.9 Perturbaciones producidas por la variación del módulo del

momento angular intrínseco del astro central

Supongamos un cuerpo de masa M alrededor del que orbita un satélite de masa m.
Admitamos que el módulo del momento angular del cuerpo central varía linealmente
con el tiempo

0 1
J J J t� �

permaneciendo constante su dirección y sentido, tal como ocurre en un astro que se va
frenando por efecto de las mareas. Entonces los potenciales gravitoelectromagnéticos
vienen dados por (1.6).

Por la ecuación de movimiento (12.4) se encuentra que las aceleraciones que pertur-
ban el movimiento kepleriano son

1 2
4 ; 4

t

�
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�

A
W W v A

se trata de encontrar la variación de los elementos orbitales del satélite de masa m.
Vamos a suponer que la rotación del astro central es alrededor del eje z, de tal forma

que 
z

J�J e  como 
r

r�r e , de (2.9) se obtiene

c r

La intensidad de campo gravitomagnético es dada por

2

2 5
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2

G
r

c r
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haciendo uso de las ecuaciones (2.9) se encuentra

(8.9)
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� �� � � � �� �B e e e

y teniendo en cuenta la expresión de la velocidad del satélite tal como es dada por (4.9)
se tiene para la segunda de las aceleraciones perturbatrices de (8.9) la expresión
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El siguiente paso consiste en la determinación de las componentes radiales de la
aceleración perturbatriz
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las componentes transversales son
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finalmente las componentes normales son
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-Variación del semieje mayor de la órbita del satélite
Haciendo uso de las ecuaciones de Gauss (5.9) se determina la variación de los elemen-
tos orbitales por causa de las aceleraciones perturbatrices. Así el semieje mayor de la
órbita del satélite por efecto de la aceleración 

1
W  varía según

2
1dt r c n rn e

� � �� �
� ��

para calcular la variación secular promediamos en un periodo orbital

T

� �
 �
� �
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entonces la variación secular del semieje mayor es
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y si nos limitamos a primer orden en la excentricidad queda
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Para calcular la variación que experimenta el semieje mayor por efecto de la acelera-
ción perturbatriz 

2
W , hay que tener en cuenta que las perturbaciones se dividen en

dos grupos, las originadas por 
0

J  y las producidas por 
1

J .  Ni una ni otra componente
produce alteración en el semieje mayor de la órbita, que no tiene ni variación periódica
ni secular.
-Variación de la excentricidad de la órbita del satélite.
El mismo procedimiento se usa para obtener la variación secular de la excentricidad
que para el caso de la aceleración 
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W  su valor promedio es
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no ocasionando el término que contiene 

0
J  ninguna variación de la excentricidad.

-Variación de la inclinación de la órbita, de la longitud del nodo ascendente y del
argumento de latitud del pericentro.
El resto de las variaciones seculares de los parámetros orbitales ocasionadas por la
aceleración 
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�  �  � 

GJ idi GJ i d d
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para 
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W  y para la parte que contiene 
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J no hay variación en la inclinación de la órbita
del satélite, pero el término que contiene 
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2 21

2 3

1

sin
1 2cos 2 cos

G iJdi
e

dt c a n
� �

� 	
� � �
 �

� 

mientras que la variación de la longitud del nodo ascendente es para los términos que
contienen 
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Reuniendo todos los resultados se llega a la conclusión de que la variación secular
de los parámetros orbitales de un satélite que gira en torno a un astro a consecuencia de
la variación de su momento angular de rotación es
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Nótese que tanto � como en ��aparece un término dependiente de
0

J . Este término ya
está contemplado en los resultados de 6.9.

8.9 Perturbaciones producidas por la variación

de la masa del astro central

La aceleración perturbatriz producida por un astro que se ve sometido a una varia-

ción lineal de la masa, es dada por la expresión (8.6), donde se encuentra, tanto las
perturbaciones clásicas como las relativistas. Comencemos por analizar las perturba-
ciones de origen clásico. De (8.6) vemos que la única componente que existe es la radial
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que produce una variación del semieje mayor dado por
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lo que nos interesa es el valor medio a lo largo de un periodo, obteniéndose hasta el
segundo orden de la excentricidad
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En cuanto a la variación de los restantes elementos se encuentra
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A continuación vamos a determinar las componentes de la aceleración perturbatriz
de origen relativista debidas a la variación de la masa del astro y que según (8.6) tienen
las componentes intrínsecas
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0
n

M
W �

lo que nos permite determinar la variación que experimentan los elementos orbitales de
un satélite que orbita el astro a partir de las ecuaciones de Gauss (5.9). A consecuencia
de que la componente normal de la aceleración perturbatriz es nula se cumplirá

0; 0.
di d

dt dt

�
� �

A primer orden en la excentricidad los resultados de las perturbaciones de los
restantes elementos orbitales son
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9.9 Perturbaciones producidas por la variación de la orientación

del eje de rotación del astro central

Vamos a considerar un astro (que concretaremos en la Tierra) cuyo eje de rotación
está sometido a una precesión de velocidad p

� . Sea el sistema de coordenadas 
0

K ,
definido tal que su eje 

0
z  sea perpendicular al plano de la eclíptica y dirigido hacia el

polo norte eclíptico y que en el momento presente (que tomaremos como origen del
tiempo), el equinoccio de primavera o nodo ascendente de la órbita terrestre, se encuen-
tra en la parte positiva del eje 

0
x , siendo por tanto el plano x

0
-y

0
 el de la eclíptica. A los

vectores básicos unitarios de este sistema lo denominaremos 0 0 0
, ,

x y z
e e e .

Seguimos considerando el sistema de coordenadas K’ tal como fue definido en el
epígrafe 2.9, representando su plano X-Y el de la órbita del satélite cuya variación
secular de sus parámetros orbitales se trata de determinar. Las ecuaciones (2.9) se
adaptan a nuestro problema actual y representan la transformación entre los vectores
básicos de K

0
 y del triedro intrínseco. Ahora el ángulo i� es la inclinación de la órbita

del satélite respecto a la eclíptica, ��  representa la longitud eclíptica del nodo ascen-
dente del satélite, o sea el punto de corte de la órbita ascendente con la eclíptica, final-
mente � �  es el ángulo desde este nodo eclíptico al pericentro de la órbita. Vamos a
considerar, por simplificación, que en el momento presente 0t �  el nodo ascendente de
la órbita coincide con el equinoccio, o sea vamos a suponer que 0�� � . Este no es un
caso general pero nos permitirá obtener una idea del valor de la perturbación creada
por la precesión del eje de rotación terrestre.

Lo vectores unitarios radial, tangencial y normal están relacionados con los vectores
unitarios de K

0
 por la relación (2.9)
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el ángulo u sigue siendo el mismo que antes, es decir la suma del argumento de latitud
del pericentro y de la anomalía verdadera ( u � ��� � ).

Bajo las condiciones dadas, el vector momento angular de rotación del astro central
respecto al sistema K

0 
es

0 0 0
sin sin sin cos cos

p x p y z
J t J t J� � � � �� � �J e e e

con �  representando la oblicuidad de la eclíptica. Nótese el sentido de la velocidad
angular de precesión, que está dirigida hacia la parte negativa del eje 

0
z , tal como

corresponde a una retrogradación de los nodos terrestres. La variación temporal del
momento angular J es

0 0 0
sin cos sin sin sin ,p p x p p y p x

d
J t J t J

dt
� � � � � � � �� � �

J
e e e

hemos tenido en cuenta la extrema pequeñez de la velocidad de precesión terrestre��
p
 y

que el instante t es cercano al momento inicial. En efecto, podemos despreciar 2

p
�

(entonces sin p pt t� �� ) e identificamos cos 1pt� � . Con esta simplificación ya pode-
mos utilizar (9.6) porque ahora J tiene una variación lineal. De (9.6) se obtiene
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de donde se derivan las componentes intrínsecas de la aceleración perturbatriz para el
momento presente
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Al aplicar las ecuaciones de Gauss (5.9) se determinan cómo varían secularmente las
componentes orbitales del satélite
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(10.9) nos informa que el plano orbital del satélite está sometido a una precesión de sus
nodos, sin alterarse la inclinación de la órbita ni su forma. Recuérdese que el ángulo i�

es la inclinación eclíptica de la órbita, �� es la longitud eclíptica del nodo ascendente
de la órbita del satélite, referida a un equinoccio fijo y� � es el ángulo medido desde este
nodo al pericentro de la órbita. También hay que tener presente que las fórmulas (10.9)

(10.9)
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son válidas respecto a un sistema de referencia ecliptico fijo en una época, es decir que
no está girando a medida que se desplaza el equinoccio. Por último, la validez de (10.9)
se extiende a los momentos cercanos a la fecha elegida para definir el sistema eclíptico
de referencia.

En el caso especial que estamos considerando (en que inicialmente 0� � ), tanto la
eclíptica, como el ecuador celeste y la orbita forman un pequeño triángulo plano. Para
esta situación se encuentra una simple relación entre los elementos orbitales referidos
al ecuador celeste fijo y a la eclíptica, como se ve en la figura 1.9.

Aplicando el teorema del seno se encuentra

sin

sin

i

i

��
�� � �

donde i es la inclinación de la órbita del satélite respecto al ecuador que cumple la
relación i i �� � � .

10.9 Perturbaciones provocadas por la interacción del momento

angular intrínseco del satélite y el campo gravitomagnético

Según se discutió en el epígrage 9.7 existe una interacción entre el momento angular
intrínseco de un satélite �J  y el campo gravitomagnético producido por la rotación del
astro central de momento angular J.  Las variaciones seculares de la longitud del nodo
ascendente y del argumento de latitud del pericentro del satélite son del orden

2 7 2c ma

�

que para el caso de Mercurio da el valor 29 1 14 1
2.4 10 1.6 10rad s siglo� � � ���� � � � �  muy por

debajo de la perturbación gravitomagnética encontrada en el epígrafe 6.9.

11.9 Perturbaciones provocadas por la inducción gravitoeléctrica

Además de la inducción gravitomagnética que acabamos de analizar, existe una
inducción gravitoeléctrica, igualmente de segundo orden respecto a la inversa de c.
Esta última está compuesta de dos partes: de términos de segundo orden del desarrollo
de�� (23.4) y del potencial � dado por la segunda ecuación (17.4).

(11.9)
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�

i

Figura 1.9
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Para el caso de un cuerpo que rota alrededor de su eje, los citados términos inductivos
gravitoeléctricos depende de su velocidad angular al cuadrado 2

�� . Pero siendo pe-
queños estos efectos gravitoeléctricos, son menores que los gravitomagnéticos, razón
por la que han sido despreciados. Pero hay que advertir que estos efectos son de segun-
do orden respecto a la inversa de c y que en condiciones óptimas pueden tener valores
similares a la acción perturbativa gravitomagnética.

La aceleración perturbativa procedente de la gravitoelectricidad inductiva para el
caso de una esfera homogénea viene dada por (6.8), de donde podemos deducir las
aceleraciones radial, normal y tangencial
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donde R , M y � �  son el radio, la masa y la velocidad angular de rotación del astro
central que produce la gravitoelectricidad. Ahora es necesario aplicar las ecuaciones
de Gauss (5.9) a la aceleración perturbatriz (12.9) para hallar la variación secular de los
parámetros orbitales de un satélite, que resultan ser

2 4

2 2
2 2

2 4

2 2

2 2
2 2

0

0

0

12 cos

35 1

24 1 1
1 sin 1 3cos .

35 21

da

dt

de

dt

di

dt

d R i

dt c Ta e

d R
i

dt c Ta e

� �

� � �
�

� �
�� �

	 


� �
�� �

	 


� �
�� �

	 


��� �
� �� �

	 
 �

�� � � 
� � �� � � �

	 
 � ��

Una aplicación numérica para los planetas del sistema solar, nos muestra que las
variaciones de (13.9) son muchos órdenes de magnitud menor que el correspondiente
efecto gravitomagnético. Por tanto, despreciable para estos astros, a consecuencia del
débil efecto gravitoeléctrico producido por la rotación del Sol.

No obstante, hay que advertir que para astros centrales que tengan una elevada
velocidad de rotación, los efectos gravitoeléctricos pueden ser del orden de los
gravitomagnéticos.
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Precesión de giróscopos orbitando

1.10 Momento angular de spin

En relatividad no es admisible el concepto de sólido rígido. La materia hay que
considerarla como un medio continuo cuyas propiedades mecánicas vienen dadas por
el tensor energía-momento, que para el caso de un fluido perfecto es

2ik i k ikT p c u u g p�� � �

donde p es la presión y i
u  es la tetravelocidad de un elemento de volumen del fluido.

La ecuación relativista de los medios continuos se expresa como
ik

i

k

T
f

x

�
�

�
donde if  es la tetrafuerza que actúa sobre la unidad de volumen propio de fluido (se
trata de fuerzas de volumen externas, no fuerzas internas de contacto). Las leyes de
conservación de la energía y el momento se expresan en relatividad especial con la
forma

0.

ik

k

T

x

�
�

�
A partir del tensor energía momento se define el tensor de orden 3

ikr i kr k irM x T x T� �

que para el caso de un sistema aislado, es decir sobre el que no actúa ninguna fuerza
externa, cumple la propiedad

0

ikr

r

M

x

�
�

�
siempre y cuando el tensor energía momento sea simétrico.

Se define el tensor momento angular de segundo orden y antisimétrico como

01ik ikJ M dV
c

� �
si el sistema está aislado el momento angular se conserva, en efecto

�

donde hemos hecho uso del teorema de Gauss y ik ikM �

�M . Si ahora elegimos la
superficie de integración suficientemente grande hasta alcanzar una zona donde el
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tensor energía momento sea nulo, la última integral se anulará, mostrando que se
conserva el momento angular del sistema.

El momento angular de un sistema está compuesto de dos partes: el momento angu-
lar de traslación y el momento angular intrínseco o de spin. Si se elige un sistema de
coordenadas fijo en el centro de masas del sistema, el único momento angular no nulo
será el de spin. Para este sistema de coordenadas, el momento angular de spin deberá
tener las siguientes componentes espaciales

0 23 31 12

0 0 0
, ,S cJ cJ cJ

�
�

donde el subíndice 0 indica que el momento angular (tal como se definió antes) se
calcula en el sistema centro de masas. En forma tensorial el anterior vector covariante
tiene la forma

0 0

1 1

2 2

jk r jk r

i ijkr ijkrS J u J u� �� �

� ijkr son los símbolos antisimétricos. La anterior expresión es válida en cualquier siste-
ma de coordenadas, donde jk

J  representa el momento angular total del sistema. Pue-
de comprobarse que si se hace una traslación del sistema de coordenadas, el momento
angular de spin queda inalterable, lo que no ocurre con el momento angular de trasla-
ción.

Una propiedad del momento angular de spin es que

0
i

iS u �

lo que viene a significar que sólo existen tres componentes independientes del spin.

2.10 Variación del momento angular de spin

El momento angular de spin se conserva para una partícula libre

1 1
0

2 2

jk r

r jki

ijkr ijkr

dS dJ du
u J

dt dt dt
� �� � �

puesto que el momento angular total se conserva y la aceleración de la partícula libre es
nula. Lo anteriormente expuesto se refiere a la relatividad especial. En presencia de
gravedad es necesario generalizar las expresiones anteriores, debiéndose reemplazar
las derivadas parciales por derivadas absolutas o covariantes

0; 0.
ii

i

DS
S u

D�
� �

El módulo del tetramomento de spin se conserva
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k
k k k k

k k k

DSd d D DS
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donde hemos hecho uso de la propiedad de que la derivada absoluta de un escalar es
igual a su derivada ordinaria. De la primera de las ecuaciones (1.10)

k
ri

ik r

dS dx
S

d d� �
� 

como el módulo del spin se conserva, la anterior ecuación viene a significar que el
vector spin está sometido a un movimiento de precesión.

Usando la segunda de las ecuaciones (1.10) se encuentra

(1.10)

(2.10)
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haciendo uso de (3.10) y de las componentes de la tetravelocidad
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que nos permite conocer la variación con el tiempo coordenado de las componentes
tridimensionales del vector spin. Las componentes de los símbolos de Christoffel para
obtener una ecuación válida a segundo orden de la inversa de c son
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entonces la variación con el tiempo del vector de spin es
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Nótese que todos los términos son de segundo orden respecto a la inversa de c. Aunque
no lo aparenta, también el primer sumando es de segundo orden, al serlo el potencial
vector.

La ecuación (4.10) representa la variación del vector de spin para un sistema de
coordenadas que no se encuentre rotando y respecto al cual existe un campo gravitatorio.
En este caso, el vector A solo es ocasionado por la gravedad. Si el sistema de referencia
estuviera rotando también aparecería un potencial vector pero en este caso sería de
primer orden, no de segundo como en el caso de ser producido por la gravedad.

Pero (4.10) no es la variación que nos interesa, la que se puede medir es la variación

Precesión de giróscopos orbitando

(3.10)

(4.10)
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del vector de spin respecto a un sistema de referencia que tenga su origen en el cuerpo
que gira o giróscopo y cuyos ejes tengan una orientación definida, por ejemplo con
referencia a una determinada estrella.

3.10 Sistemas de referencia

Nos vamos a centrar en el caso de un giróscopo que gira en torno a la Tierra. Para el
análisis de este problema es necesario considerar varios sistemas de referencia:
- Sistema libremente cayendo con el giróscopo, K. Se trata de un sistema inercial, y por
tanto respecto al él se conserva el momento angular de spin, que mantendrá tanto su
módulo como su dirección y sentido a medida que el giróscopo orbita la Tierra. En este
sistema el espacio-tiempo es de Minkowski, al menos en un entorno pequeño, como
exige el principio de equivalencia y son válidas, por tanto, las leyes de la relatividad
especial.
- Sistema con origen en el centro de la Tierra, K’. Es un sistema que no rota con relación
a las «estrellas fijas» y que está cayendo en el campo gravitatorio del Sol, encontrándo-
se su origen en el centro de la Tierra. Los observadores en este sistema detectarán un
campo gravitatorio (el creado por la Tierra), definido por un potencial escalar y otro
vectorial. *
- Sistema inercial lejos del campo gravitatorio terrestre, K’’. Se trata de un sistema
inercial para el que no existe en su entorno un campo gravitatorio, respecto a él será
válida la relatividad especial y se encuentra en reposo respecto al sistema K’, lo cual es
admisible ya que durante un breve intervalo de tiempo la Tierra se desplaza con movi-
miento uniforme y rectilíneo. **
- Sistema comóvil con el giróscopo, K’’’. Es un sistema que cae en el campo gravitatorio
de la Tierra conjuntamente con el giróscopo, pero mantiene unos ejes paralelos al siste-
ma K’, es decir fijos respecto a las estrellas. No es un sistema inercial, aunque la veloci-
dad de su origen coincida con la velocidad del origen de K. El sistema K’’’ se encontra-
rá rotando respecto al sistema K.

El momento angular de spin mantendrá su dirección y sentido (además de su mó-
dulo) respecto al sistema K. No obstante, los ejes de este sistema no mantendrán una
dirección invariable respecto a las «estrellas fijas», es decir respecto a los sistemas K’,
K’’, K’’’, que como hemos dicho mantienen sus ejes paralelos, manteniendo por tanto
direcciones fijas respecto a las estrellas. Por tanto, se observará que el momento angu-
lar de spin (tal como es medido en el sistema K) variará su dirección respecto a las
«estrellas fijas». Este movimiento es el que se trata de analizar.

A este fenómeno se le llama arrastre del sistema inercial. En efecto, todo ocurre como
si la rotación de la Tierra respecto a su eje provocara una alteración del espacio-tiempo
que obligara a los ejes de un sistema inercial (que en principio mantiene una dirección
inalterable respecto a las «estrellas fijas») a modificar su orientación, es decir, la rota-
ción de la Tierra «arrastra» al sistema inercial.

* En rigor hay que tener presente que este sistema «libremente cayendo» está sometido a la
precesión geodética. Pero como para este sistema ligado a la Tierra esta precesión es muy
pequeña en comparación con la del giróscopo, no la consideramos.
** Esto significa que aceptamos un universo asintóticamente plano. No obstante se puede
tomar como una suposición, puesto que este sistema sólo es un auxiliar para el cálculo.
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La medida de la precesión del eje de rotación de giróscopo debe de efectuarse en un
sistema de referencia unido al giróscopo. Es decir la ecuación (4.10) debe estar referida
al sistema K’’’. Este fenómeno de precesión se podría detectar experimentalmente mi-
diendo el ángulo entre el eje de rotación del giróscopo y una dirección fija ligada a una
«estrella fija».

4.10 Ecuación de transformación del momento de spin

Partimos de la ecuación (4.10) válida para el sistema K’, y queremos expresar la
derivada del spin respecto al sistema K’’’.  Haremos esto en dos etapas: primero halla-
mos las ecuaciones de transformación de K’ a K’’y después las de K’’ a K’’’.

En el sistema centrado en la Tierra y sin rotación, o sea el sistema K’, el tensor
métrico tiene de componentes *
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mientras que en el sistema K’’como es inercial y en su entorno no hay campo gravitatorio,
su métrica es la de Minkowski ��� �

ik ik
g . En cuanto a la coordenada temporal es la

misma en ambos sistemas, ya que el origen del sistema K’ está en caída libre y además
en ese punto no existe campo gravitatorio, siendo por lo tanto un sistema inercial, por
tanto 0 0

� ���x x .
La ecuación de transformación del tensor métrico entre los dos sistemas considera-

dos es
0 0 0

0 00
2

i k

ik

x x x x x x x x
g g g g g

x x x x x x x x

� � �

�� �� �� � � � � � � �

� � � � � � � �� � � � � � � �
�� � � � �� � � �

�� �� �� �� �� �� �� ��� � � � � � � �
 o bien

2

2
1 ,

� �

�� ��� �

�
� �

� �� � � �
� � � �� �

�� ��� � � �

x x

x x c

la cuarta coordenada 0
�x no depende de las coordenadas espaciales �

�x porque son
coordenadas referidas a un mismo sistema. De la anterior ecuación se deduce

0 0

2 0
1 ; 0; 1

�

��� �

�
�

� � �� � �� �
� � � �� �

�� �� ��� � �� �

x x x

x c x x

válidas hasta el segundo orden de la inversa de c.
Vamos a continuación a la segunda transformación de coordenadas, la que hace

pasar del sistema K’’al sistema K’’’. Como los dos sistemas de referencia son inerciales
y durante un breve intervalo podemos suponer que el movimiento es uniforme y recti-
líneo, podemos utilizar la ecuación de transformación de Lorentz generalizada

0

2
1

�
� � � � �

�

� ���� �� �� ��� � � ��
v

x x v x x v
v

v siendo la velocidad de K’’ respecto a K’’’.  En nuestra aproximación podemos poner

Precesión de giróscopos orbitando

* No tenemos en cuenta las componentes de orden 4 en el tensor métrico porque no son
necesarias, según se ve en (4.10). Téngase en cuenta que el efecto de la precesión del giróscopo
es gravitomagnético, que son efectos relacionados con el potencial escalar���y con el potencial

vector exclusivamente.
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2

2
2 2

1
1

21
� � � �

�

v

cv c

por tanto

0

2

1
.

2
x x v v x x v

c

� � � � � �

�

���� �� �� ��� � ��

Ya estamos en condiciones de relacionar los momentos spin en los sistemas K’y K’’’
0

0

k k i k k

k k k ki

x x x x x x x
S S S S S

x x x x x x x

�

� � � � � �

��� ��� �� ��� �� ��� ��� � � � � � �
� ��� ��� ��� ���� � � �

� �� � �� � �� �� � � � � � �
teniendo en cuenta que en el sistema conmóvil K’’’ la cuarta componente del momento
de spin es nula, queda

,

� �

� �� �

��� ��� �
� ����

�� �� �

x x
S S

x x

haciendo uso de la primera de las ecuaciones (5.10)

2
1

x

x c

�

���

�
�

��� � �
� �� �

�� � �
y de (6.10) resulta

2 2 2 2

2 2

1 1
1 1

2 2

1
1

2

� � � �

� �� �� � �� �� � �

� �

� �

� �

 
 
 


�

� � � � � �
� ��� ��� ���� � � � � � �� �� � � �

	 
 	 
 	 


� �
��� ���� � �� �

	 


S v v S S v v S
c c c c

S v v S
c c

y puesto en notación vectorial

2 2

1
1 ,

2c c

�� �� ��� ���� � � �� �
	 


S S v v S

nótese que el vector tridimensional de spin lo hemos definido de tal forma que sus
componentes son las componentes covariantes del tetramomento de spin. Ahora solo
falta invertir la ecuación anterior para calcular el momento angular de spin tal como se
mide en el sistema conmóvil con el giróscopo

2 2

1
1

2

�� ���� � �� � � �� �
	 


S S v v S
c c

válida hasta el segundo orden, como puede ser comprobado por sustitución directa.

5.10 Precesión del momento angular de spin

La ecuación (7.10) nos da el momento angular de spin del giróscopo orbitando la
Tierra, respecto a un sistema de referencia que es comóvil con el giróscopo pero que
conserva sus ejes alineados con las «estrellas fijas». Ahora vamos a comprobar que este
sistema de referencia no coincide con el sistema libremente cayendo del giróscopo.
Respecto a este último sistema el momento angular de spin debe permanecer inalterado,
tanto en módulo como en dirección y sentido, por ser un sistema inercial. Pero, como
ahora comprobaremos, el spin precesa respecto al sistema comóvil, indicando con ello
que el sistema de referencia inercial precesa respecto a un sistema anclado en las
«estrellas fijas». A este fenómeno se le llama arrastre del sistema inercial, y es produci-

(7.10)
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do por la rotación de la Tierra respecto a su eje.
Vamos a determinar la variación con el tiempo del momento angular de spin medi-

do en el sistema K’’’. Derivando (7.10) respecto al tiempo coordenado del sistema K’

2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2

� ���� � � �� � � �� � �� � � � � � � � �� � � �
	 
 	 


S S S v v S
S v S v S v v

d d d d d d d

dt dt dt dt dt dt dtc c c c c

utilizando las relaciones

;
d d

dt t dt

� �
� �

�
� � �� � ��

�

v
v

se encuentra

2

d d d

dt dt dtc

���� � �
� �

S S S

2 2

2 2

1 1

2

1 1

2 2

tc c

d

dtc c

�
� �

�

�� � � �� � �� � � � � �� �
�	 


�� �
�� � � � �� �

	 


v S v S

S
v S v v

los términos tachados se pueden despreciar, ya que la derivada temporal del momento
de spin es de segundo orden según se desprende de (4.10). Ahora introducimos en la
expresión anterior la ecuación (4.10), con lo que queda

2 2 2

3 3 3
2 2

2 2 2

d

dt c c c
� � �

���
� � � � �� � �� � � � � � � � � �� � � �� �

S
S A v S v S A S v S

de donde se deduce

���
�� �

S
Ω S

d

dt
como

2�� ���� �S S O c
queda finalmente

���
���� �

S
Ω S

d

dt

donde hemos definido

2

3
2

2
�� � �� � ��Ω A v

c

siendo ambos términos de segundo orden.
La relación que existe entre las escalas de tiempo coordenado de K’ y K’’’es de

segundo orden, por lo que se puede poner la ecuación (8.10) como

���
���� �

���

S
Ω S

d

dt

donde ���t es el tiempo coordenado (y también el tiempo propio de su origen) del sistema
comóvil.

En cuanto a la ecuación (9.10) debemos de observar que el potencial vector que
aparece en ella es el correspondiente al campo gravitatorio terrestre tal como es medido
por un observador en el centro de la Tierra que no gira respecto a las «estrellas fijas». Es
decir, es el potencial vector correspondiente a la rotación diaria de la Tierra. La veloci-
dad que aparece en la ecuación (9.10) es la velocidad orbital del satélite observado

Precesión de giróscopos orbitando

(8.10)

(9.10)
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desde el sistema K’. Estas afirmaciones son así porque la ecuación (9.10) se derivó de la
ecuación (4.10) que es válida en ese sistema de referencia. La ecuación (10.10) represen-
ta una precesión del vector de spin cuando se observa en el sistema K’’’.

6.10 Precesión de un giróscopo que gira alrededor de la Tierra

Se trata de determinar el valor de la velocidad angular de precesión de un giróscopo
que orbita la Tierra. El potencial vector producido por una esfera en un punto exterior
es dado por (2.5)

2 3
2

� �A r J
G

c r
y el potencial escalar tiene la forma habitual

� � �
M

G
r

donde r es el vector de posición del giróscopo, M la masa de la Tierra y J el momento
angular de rotación de la Tierra respecto a las «estrellas fijas».

Entonces

2 2 3

3 3

2 2
�� �� � �v r v

GM

c c r
por lo tanto la velocidad angular de precesión es

2

2 2 5 2 3

3 3
2 3 .

2 2
�� � � � � �� � � � � �Ω A v r r J J r v

G GM
r

c c r c r

La fórmula (11.10) se refiere a la velocidad angular de precesión instantánea, ya que
en momentos diferentes el valor de ��será diferente. Lo que hacemos para tener un
valor apto para la medida, es obtener el valor medio en un periodo orbital de rotación
del giróscopo respecto a la Tierra.

Examinaremos cada uno de los tres sumandos por separado

1 2 32 5 2 3 2 3

3 3
; ; .

2
� � � � � �

J
Ω r r J Ω Ω r v

G G GM

c r c r c r

El valor promedio del primer término en un periodo es

1 ,

� �
�Ω r r J

Ω Ω

T
G

dt d d
T T c T r

vamos a suponer que el giróscopo orbita en el plano x-y y que el giro se hace en el
sentido positivo del eje z, estando el pericentro en la parte positivo del eje x, entonces

cos sin � �r i jr r

con r representando la distancia del centro de la Tierra al giróscopo y �siendo su
anomalía verdadera. El  momento angular de rotación de la Tierra es

.� � �J i j kx y zJ J J

Además tendremos que utilizar las relaciones válidas para órbitas elípticas
2 2

2

2
1 cos��

L L mk L
r a e

e mkmr

donde L es el momento angular orbital del giróscopo, m es su masa, e es la excentricidad
de la órbita, a el semieje mayor de la elipse y k es una constante definida por �k GMm .

(11.10)

(12.10)

(13.10)
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Volviendo a la ecuación (13.10)

2

1
2 5 2

0

cos sin cos sin3
,

�    


� �
� �

i j
Ω

x y
r r rJ rJG

d
c T r L mr

introduciendo la ecuación de la elipse
22

1
2 3

0

3
1 cos cos sin cos sin ,

x y

Gm k
e J J d

c L T

�

     � � � ��Ω i j

efectuando la integración queda
2

1
2 3 3 2

2 3 2

3 3
.

2 1

� �� � � �
�

Ω i j i j
x y x y

Gm k G
J J J J

c L T c a e

Si con n representamos el vector unitario perpendicular al plano de la trayectoria y
dirigido en el sentido de la rotación del giróscopo alrededor de la Tierra, se obtiene
finalmente

1
3 2 3 2

2 3 2 2 3 2

3 3
.

2 1 2 1
� � �

� �
Ω J n n J

G G

c a e c a e

El promedio del segunda ecuacióno (12.10) es

2
2 3 3 2

2 3 2

1
.

1

� �
� � � �� �

	 
 �

J
Ω J

G G

c r c a e

Finalmente vamos a hallar el promedio de la tercera ecuación  (12.10). El producto
vectorial entre la posición y la velocidad es

mr
r

m m

Por el mismo procedimiento que el aplicado en los casos anteriores se encuentra

3 2
� � k

mk

rr TL
entonces

3 2

3
2 2 2 5 2 2

3 3
,

2 1

GMmk GM

c TL c a e

�
� �

�
Ω k n

donde al igual que antes n es un vector unitario normal al plano de la trayectoria
seguida por el giróscopo en su órbita en torno a la Tierra, que en la elección de coorde-
nadas que hemos hecho coincide con el vector unitario k.

Reuniendo los tres últimos resultados encontramos el promedio de la velocidad
angular de precesión del giróscopo

3 2

3 2 2 5 2 2
2 3 2

3
3 .

2 12 1

G GM

c a ec a e
� � � �

��
Ω J n n J n

que es el resultado que íbamos buscando.
En la ecuación (14.10) existen dos términos que afectan a la precesión del giróscopo.

El segundo término, que no depende de la rotación de la Tierra, es denominado prece-
sión geodética o de de Sitter. El primer término es el que nos interesa, pues es producido
por la rotación de la Tierra, es decir es un término generado por el gravitomagnetismo.
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La precesión gravitomagnética tiene dos componentes, una dirigida en la dirección
y sentido de la rotación terrestre y la otra es normal al plano de la trayectoria y de
sentido contrario al del momento angular de rotación del giróscopo alrededor de la
Tierra.

Al objeto de maximizar estos efectos y por tanto que sean más fáciles de medir, sería
conveniente que el giróscopo tuviera una órbita baja, así al ser menor su semieje mayor
sería más grande el cociente. Por otra parte las mejores condiciones se dan cuando la
órbita es polar (entonces 0� �n J ) y la dirección del spin es perpendicular a la rotación
de la Tierra. En este caso la velocidad angular de precesión promedio toma el máximo
valor igual a

3 2
2 3 2

.
2 1

�
�

Ω J
G

c a e

El valor numérico de la precesión geodética cuando el giróscopo está situado en
una órbita de semieje mayor a y excentricidad e es

5 2
9 5

geodética 2 5
2

8.4

1

R

a e

� �
� � � �

�� 	
donde R es el radio ecuatorial de la Tierra y la precesión viene medida en segundos de
arco por siglo juliano.

En cuanto a la precesión gravitomagnética que se daría en las mejores circunstan-
cias descritas anteriormente tendría de valor

3

gravitomagnética 1 2
2

0.055
1

� 
� � � �

�� �

R

a e

también expresado en segundos de arco por siglo juliano.
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Efecto del gavitomagnetismo sobre el

periodo orbital de un satélite

1.11 Sistemas de coordenadas

Se trata de calcular las perturbaciones gravitomagnéticas que sufre el periodo orbital
de un satélite que gira en torno a la Tierra. Para ello vamos a considerar dos sistemas de
coordenadas. El sistema K (X, Y, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra; el eje Z
coincide con su eje de rotación y el eje X se encuentra dirigido hacia el equinoccio o
nodo ascendente de la órbita terrestre. Es decir, el plano X-Y es el plano ecuatorial y los
ángulos medidos desde el eje X en ese plano en el sentido directo (o sentido de la
marcha del satélite) es la ascensión recta.

El sistema K’(x, y, z) tiene igualmente su origen en el centro de la Tierra. El plano x-y

coincide, en el momento inicial, con el plano orbital del satélite, dirigiéndose el eje x
hacia el nodo ascendente de su órbita.

Como ya sabemos, el plano orbital va variando de orientación, resultado de la
precesión de la línea nodal. Si el sistema de coordenadas K’ se hubiera elegido fijo al
plano orbital, tendríamos que considerar un potencial vector generado por la rotación
del sistema de coordenadas. Como lo que nos interesa en esta investigación es el perio-
do orbital y no la trayectoria del satélite, vamos a proyectar esta trayectoria sobre el
plano x-y del sistema K’, lo que nos evita el engorro del potencial vector señalado. Por
tanto, vamos a considerar en todo lo que sigue que el ángulo entre el eje z y el plano de

la proyección del satélite es 90 grados y además es invariable.

El ángulo que existe entre los ejes z y Z es la inclinación i de la órbita del satélite, el
mismo ángulo que hay entre el plano orbital y el plano del ecuador terrestre.

2.11 Elemento de línea

Con las suposiciones anteriores el elemento de línea en coordenadas standard refe-
rido al sistema K’ es

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 8 1 ,ds c dt cdtd dr r d

cc c

� �
�

� � � �
� � � � � �� � � �
	 
 	 


A
r

��es el potencial kepleriano. Para el caso de una esfera homogénea que tiene un momen-
to angular de rotación J, el potencial vector es (2.5).

El vector de posición de la proyección del satélite sobre el plano x-y es

cos sinr r� �� �r i j
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como

x y zJ J J� � �J i j k

entonces un cálculo directo lleva a

2 2 2 2 2 2

2 3 2

2 4 cos 2
1 1 .

GJ i
ds c dt cdtd dr r d

c c r c

� �
� �

� � � �
� � � � � �� � � �
	 
 	 


3.11 Ecuación de movimiento del satélite

Se trata de estudiar el movimiento del satélite en torno a la Tierra y posteriormente
considerar la proyección de este movimiento sobre el plano x-y

cando la ecuación de movimiento resultante al caso en que 0 � y . El resultado
obtenido será el mismo que si desde un principio tomamos 0 � y . Es decir, lo
que vamos realmente a estudiar es el movimiento de la proyección del satélite sobre el
plano x-y.

La lagrangiana invariante relativista del satélite es
2

2

1 1

2 2

k

k

ds
mu u m

d�
� � �

donde ��representa el tiempo propio del satélite. Teniendo en cuenta el elemento de
línea (1.11)

2

donde el punto significa derivación respecto al tiempo propio del satélite.
Las componentes covariantes del tetramomento del satélite son

mGJ i

x c c r

c r
�

�

�

��
� �

� � �

��

�

�� � �
� �

� � �

como las coordenadas 0x  y���son ignoradas, es decir

0
0; 0,

x �

�� ��
� �

��
entonces sus momentos asociados son constantes. Hacemos las definiciones

0

E
p

c

p L
�

�

� �

siendo E y L constantes de movimiento.
Es necesario obtener las componentes contravariantes del tetramomento, para ello

previamente es necesario calcular la inversa del tensor métrico. Si despreciamos térmi-
nos de orden mayor que el tercero respecto a la inversa de c, se encuentra que la inversa
del tensor métrico, es decir sus componentes contravariantes son

(1.11)
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como puede comprobarse por sustitución directa 1G G I�� � .

La componente contravariante temporal del tetramomento del satélite es

0 0 00 0 0

0 2 3 3

2 2 cos
1

k r

k r

E GJ i
p g p g p g p g p L

cc c r

�

�

�� �
� � � � � � � �� �

	 


y cálculos similares se hacen para las otras dos componentes

0

0 2 3 3

2 cosk

k

r rr

L GJ i E
p g p g p g p

cr c r

� � �� �

�� � � � �

� �

donde todos los cálculos van a ser limitados a órdenes menores de cuatro respecto a la
inversa de c.

Ahora ya se pueden aplicar las ecuaciones primeras del movimiento del satélite,
que en relatividad toman la forma

2 2
,

k

kp p m c�

que en nuestro caso será

0 2 2

0
,

r

r
p p p p p p m c�

�
� � �

utilizando el mismo orden de aproximación, nos queda que la ecuación de movimiento
de la proyección del satélite en el plano x-y es

E L GJ i LE

c

4.11 Ecuación de movimiento en función

del semieje mayor y de la excentricidad

De la ecuación (2.11) se obtiene

donde se ha tomado la masa del satélite como la unidad. Haciendo la definición
2

2

2

E
E c

c

� �
� � �� �

	 

la ecuación de movimiento queda

r MLr c r
� �
� �

A orden 0 obtenemos, de la componente temporal del tetramomento, que 2
E c� ;  he-

mos hecho esta sustitución en el paréntesis del último sumando. Si hacemos la nueva

(2.11)
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definición

2 cos
1

J i

ML
� � �

entonces la ecuación de movimiento queda

GM L GML

r r c r
	

Ahora lo que queremos es expresar la anterior ecuación en función del semieje
mayor a y de la excentricidad e, en vez de usar de las constantes E’ y L. A orden 0, E’ y
L coinciden con la energía mecánica y con el momento angular orbital del satélite,
entonces buscando una similitud con la mecánica clásica, definimos los parámetros
orbitales a y e por

2
; 1 ,

2

GM
a L GMa e

E
� � � �

�
si los efectos relativistas fueran nulos, es decir, no existiera el último sumando de (3.11)
entonces E’ y L serían la energía mecánica total y el momento angular orbital, mientras
que a y e serían el semieje mayor y la excentricidad de la órbita.

La ecuación (3.11) puesta en función de a y e queda

ar c� �� �

5.11 Relación entre el tiempo propio y el tiempo coordenado

Si solo tenemos en cuenta los términos hasta el orden 2, el elemento de línea nos
queda

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 1 2
1 1 .

v
d dt dr r d dt dt

c c c c

� �
� �

� � � �
� � � � � � �� � � �
� � � �

A orden 0 la ecuación de la energía mecánica para el caso de un cuerpo en una
órbita elíptica es

2 21 2

2 2

GM GM GM GM
v v

a r r a
� � � � � �

de donde se deduce la relación entre el tiempo propio del satélite y el tiempo coordenado
para el satélite

2 2

2
1

2

GM GM
d dt

c r ac
�

� �
� � �� �
	 


ecuación que tendremos ocasión de aplicar más adelante.

6.11 Raíces de la ecuación de movimiento

Para resolver la ecuación (4.11) tenemos que obtener las raíces de la expresión entre
corchetes, es decir resolver la ecuación de tercer grado

3 2 2 2 2 2

2

2
2 1 1 0.

GM
r ar a e r a e

c

�
� � � � � �

A segundo orden de la inversa de c una de las raíces de (6.11) es

(3.11)

(4.11)

(5.11)

(6.11)
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2 2 2 2

3 32 2

2 2
1 1 0

GM GM
a e r a e r

c c

�
�� � � � � �

donde se han despreciado los términos 3

3r y 2

3r por ser de orden superior al segundo.
Las otras dos raíces deberán ser muy parecidas a las correspondientes soluciones

clásicas, por esto definimos

1 21 ; 1r a e r a e� � � �� � � �

a’ y e’ deberán ser muy cercanos a los parámetros a y e, por lo que

1 ; 1a a e e� �� �� � � �

siendo �  y � parámetros pequeños, que procedemos a determinar a continuación.

7.11 Determinación de los parámetros�� y �

La ecuación (6.11) se puede poner en función de sus raíces

1 2 3
0,r r r r r r� � � �

igualando los términos de segundo orden de (8.11) y de (6.11) se encuentra
2 2

1 2 3
2r r r r ar� � � � �

aplicando los resultados del epígrafe anterior tenemos

2 2

2
2 2 1

GM GM
a a a a

c c

� �
�� � � � � � �

de donde se deduce

2 2
1 .

GM GM
a a

c a c a

	 	



� ��� � � � �� �
� �

Para calcular � consideramos el término de orden cero de (6.11)

2 2

1 2 3 2

2 2 2 2

2 2

2
1

2 2
1 1

GM
r r r a e

c

GM GM
a e a e

c c

�

� �

� � � �

� �� � �

de donde se obtiene a primer orden de los parámetros e� y �

2 2 2 2
1 2 1 1a e a e� �� � � �

teniendo en cuenta el pequeño valor de �  se encuentra

2

2 2 2
1 1 1 ,

GM
e e e e

e c ae


 	



� � � �� � � � � � �� � � 	
� � 
 �

y por la segunda ecuación de (7.11)

2

2 2
1 .

GM
e

c ae

�
� � � �

8.11 Ecuación de movimiento en función

de la anomalía excéntrica relativista

Se define la anomalía excéntrica relativista � por la ecuación

1 cos .r a e �� �� �

(8.11)

(9.11)

(10.11)

(7.11)

(11.11)
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Se trata de poner la ecuación de movimiento (4.11) en función de �, en vez de la distan-
cia r. Es decir, obtener la función t t �� .

Derivando (11.11)
2

2 2 2
sin ,

dr
a e

d
�

�

� �
� ��� �

	 

despejando sin � de (11.11) y sustituyéndola en la anterior ecuación

2

2 2 2
1 2 .

dr
a e r ra

d�

� �
� � �� � � � �� �

	 

De la identificación de (6.11) y (8.11) se encuentra

2 2

1 2 2 3 1 3
1r r r r r r r a e r� � � �

al sustituir el valor de cada una de las raíces

2 2 2 2

2

4
1 1

GM a
a e a e

c

�
� �� � � �

que al llevarla a (12.11) queda
2

2 2 2

2

4
1 2

dr GM a
a e r ra

d c

�

�

� �
�� � � � � �� �

	 

o bien

2

2 2 2

2 2

4 2
1 2

dr GM a GM
a e r ra r

d c c

� �

�

� �
� � � � � � �� �

	 

que dentro de la aproximación que estamos considerando se transforma en

2

2 2 2 2 2

2 2

2 2
1 2 1 1 ,

dr GM GM
r ra a e a e

d c r c r

� �

�

� � � �
� � � � � � � �� � � �

	 
	 

comparando la anterior ecuación con la (4.11) obtenemos

22

2 2

2
1 .

dr GM dr GM

d dar c r

�

� �

� �� � � �
� �� �� � � �

� � � �� �
Despejando el tiempo propio, teniendo en cuenta que trabajamos en la aproxima-

ción de segundo orden respecto a la inversa de c, que las órbitas son de pequeña
excentricidad y poniendo r en funcion de la anomalía excéntrica se llega a

3

2

1
1 1 cos 1 cos .

a GM
d e d e d

GM nc a

�
� � � � �

� � �
� ��� � � � �� �� �
	 
� �

Ahora es necesario introducir el tiempo coordenado. Para esto utilizamos la rela-
ción (5.11), ponemos r en función de la anomalía excéntrica y aproximamos hasta
segundo orden

2 2

2 2

1 2
1 1 cos

2

1 2 1 cos
1 cos 1

1 cos2

GM GM
dt e d

n c r ac

GM GM e
e d

n a eac c

� �

�
� �

�

� � ��� � � � �� �
	 


� ���� �
��� � � �� �� � ��	 
� �� �

(12.11)
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donde en vez de a’ se ha puesto a en el último sumando. Como la relación entre e’ y e��
es de segundo orden, la anterior fórmula queda en nuestra aproximación como

2 2

2 2 2

1 2
1 cos 1

2

1 3 3
1 1 1 1 cos

2 2 2

GM GM
dt e d

n ac c a

GM GM GM
e d

n c a c a c a

� �

� �

� � ���� � � � �� �� �
	 
� �

� � � � � � � ��� � � � �� � � � � �� �
	 
 	 
 	 
� �

de donde resulta finalmente

1
1 cos ,dt e d

n
� ����� �

�
que es la ecuación que íbamos busando, siendo

2

2

2
; 1 .

3
1

2

n GM
n e e

GM c a

c a

� �
� ��� ��� � �� �

	 
�

9.11 Periodo anomalístico relativista

Se define el periodo anomalístico como el tiempo coordenado transcurrido entre
dos pasos consecutivos del satélite por el pericentro de su órbita. Téngase en cuenta
que la anomalía excéntrica se cuenta desde el pericentro. En efecto, cuando 0� �
entonces 1r a e� �� � , es decir el menor valor de la distancia, o sea el pericentro. Para
calcular el periodo anomalístico se integra (13.11) desde 0 a 2�

2
.

ano
T

n

�
�

�
Es posible seguir el razonamiento con las coordenadas standard o bien elegir las

coordenadas armónicas, la diferencia en los resultados utilizando unas u otras, se
debe a la distinta interpretación de las distancias. No obstante, el resultado final no
depende de la distancia, es decir es el mismo con independencia de las coordenadas
usadas, por esta razón continuaremos nuestro razonamiento con el sistema de coorde-
nadas standard.

En la primera ecuación de (14.11) tenemos que expresar a en función del semieje
mayor relativista a’, entonces invirtiendo (9.11) y tomando hasta términos de segundo
orden

3 3 2

3
1

2

GM GM GM
n

a a c a

�� �
� � �� �� 	 


por lo que el movimiento medio relativista será

3 2 2

3 3 cos
1 ,

GM GM GJ i
n

a c a c aL

� �� � � �� �� 	 

y el periodo anamalístico queda

3 2

2 1 2
2 2

2 6 6 cos
2

1
ano

a na J i
T

n GM c c M e

� � �
�

� �
� � � �

� �

donde estamos identificando a y a’ cuando ponemos la expresión hasta segundo or-
den.

(13.11)

(14.11)
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Si en vez de coordenadas standard optamos por coordenadas armónicas, tendre-
mos que hacer la transformación

2
1
GM

a a
c a

� �� � �� �
� �

y entonces queda

3 2

2 1 2
2 2

2 9 6 cos
2 ,

1
ano

a na J i
T

n GM c c M e

� � �
�� � � �

� �

pero como ya advertimos, en el tercer sumando, que es el término que nos interesa, no
aparece la distancia, por este motivo se obtiene la misma expresión ya sea utilizando
unas coordenadas u otras.

Los tres sumandos en que se descompone el periodo anomalístico son

0ano GE GM
T T T T� � �

el primer término es el periodo kepleriano, el segundo es la corrección gravitoeléctrica
y el tercero es la corrección gravitomagnética.

La inclinación de la órbita es el ángulo entre los vectores L y J, es decir, que si el
satélite gira en el mismo sentido que la Tierra el ángulo i está comprendido entre 0 y 90
grados y por tanto cos i  es positivo. Ahora bien, si el satélite gira en sentido contrario a
la Tierra, entonces el ángulo entre los vectores L y J tienen un valor comprendido entre
90 y 180 grados, lo que significa que cos i  es negativo.

La diferencia entre los periodos anomalísticos de dos satélites que describen igua-
les órbitas pero en sentidos contrarios vendrá dada por

1 2
2 2

12 cos

1
ano ano

J i
T T

c M e

�
� �� � �

�

y aquí tenemos la base de un posible experimento para detectar la inducción
gravitomagnética producida por el movimiento de rotación terrestre. Tanto el término
clásico como el gravitoeléctrico no dependen del sentido de giro del satélite, pero esta
situación no se da con el término gravitomagnético.

Entonces el experimento se basa en poner en órbita dos satélites de iguales órbitas
pero de sentidos contrarios y determinar la diferencia entre sus periodos. Sin embargo,
más que el periodo anomalístico (tiempo entre dos pasos consecutivos por el pericentro),
medimos el periodo sideral (tiempo que tarda la ascensión recta del satélite en aumen-
tar en 360º).

10.11 Tiempo que tarda el satélite en recorrer un arco de la órbita

La velocidad lineal de un satélite que sigue una órbita elíptica varía según su posi-
ción. En este apartado vamos a determinar el tiempo que tarda el satélite en recorrer un
arco infinitesimal de su órbita. Partimos de la ecuación clásica de Kepler

sinnt e� �� �

donde ahora ��es la anomalía excéntrica clásica. Diferenciando la anterior ecuación

,
r

dt d
na

��

utilizando la ecuación de la órbita elíptica
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2

0

1

1 cos

a e
r

e 

�
�

�

siendo 0
  la anomalía verdadera de donde se encuentra el arco infinitesimal recorrido

por el satálite, por tanto
2

0

1
.

1 cos

e
dt d

n e
�

�

�
�

�

Se trata ahora de expresar la anomalía excéntrica clásica en función de la anomalía
verdadera. Para esto igualamos las dos expresiones siguientes

2
1

1 cos ; ,
1 cos

a e
r a e r

e
�

�

�
� � �

�
se encuentra después de algún cálculo

1 2
2

1
,

1 cos

e
d d

e
� �

�

�

�

�

con lo que podemos obtener la relación buscada
3 2

2

2

0

1

.

1 cos

e
dt d

n e

�
�

�
�

	

Hay que advertir la importancia que tiene el ángulo 
0

 , que hace variar sensible-
mente el tiempo que el satélite tarda en recorrer un mismo ángulo d� . Este tiempo es
mínimo cuando 

0
0 �  y es máximo cuando 

0
180 � º.

12.11 Precesión del pericentro en el plano orbital

El pericentro del satélite está sometido a un desplazamiento respecto al sistema fijo
K, lo que significa que es diferente el periodo anomalístico y el periodo sidéreo. Para
calcular este último es necesario saber lo que se ha desplazado el pericentro respecto a
K.

La velocidad angular total del pericentro por efecto gravitomagnético viene dada
por la ecuación (7.9) y está dada por dos términos: uno es la precesión del pericentro
respecto a la órbita y el otro es la precesión que se origina por la rotación de la línea
nodal. El primero de los anteriores términos viene dado por

1 3 2
2 3 2

6 cos

1

GJ i

c a e
� �

�
Ω n

donde el vector unitario n tiene la misma dirección y sentido que el momento angular
orbital y J es ahora la componente z del momento angular de rotación de la Tierra, es
decir que puede tener signo positivo o negativo.

Supongamos que la rotación de la Tierra se dirige hacia la parte positiva del eje Z, o
sea J es un número positivo. Si el satélite rota en el mismo sentido que la Tierra, el
ángulo i estará comprendido entre 0 y 90 grados, por lo que su coseno será positivo.
entonces nos encontraríamos que el pericento tiene una rotación contraria al satélite: el
pericentro va al encuentro del satélite, por lo que se trata de una precesión, o sea el
pericentro precede con respecto a su antigua situación.

(15.11)
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Supongamos ahora que el satélite tiene una rotación contraria a la Tierra, entonces
la inclinación de la órbita tendrá un valor comprendido entre 90 y 180 grados, es decir,
su coseno será negativo: la rotación del pericentro será del mismo sentido que el del
satélite; el pericentro ahora antecede al antiguo pericentro.

En definitiva, en ambas situaciones el movimiento del pericentro ocasionado por
este primer término que estamos analizando lleva un sentido contrario a la rotación de
la Tierra.

El otro término de la precesión del pericentro, el originado en la rotación de la línea
nodal de la órbita, es dado por

3 2 3 2
2 3 2 2 3 2

2 2

1 1

GJ G

c a e c a e
� �

� �

J
n

donde n’ es el vector unitario en la dirección y sentido del momento angular de rotación
del astro central. El vector precesión proyectado sobre el plano de la órbita es por tanto

2 3 2
2 3 2

2 cos
,

1

GJ i

c a e
�

�
Ω n

entonces la precesión que ocasiona es del mismo sentido que el de rotación de la Tierra,
pudiendo ser una precesión o una «antecesión», según el sentido de movimiento del
satélite.

A las anteriores precesiones le tenemos que añadir la precesión de Einstein

3 2 2

6
,

1

GM

c a e T

�
� �

�

esta velocidad angular tiene el sentido de la rotación del satélite, ya que es positiva, lo
que indica que el argumento de latitud del pericentro va aumentado y este ángulo (que
representamos por��) va del nodo ascendente al pericentro en el sentido de movimiento
del satélite. Entonces podemos poner la ecuación anterior en forma vectorial

3 2 2

6
.

1

GM

c a e T

�
�

�
Ω n

Si se proyecta la órbita, como estamos haciendo, sobre el plano fijo x-y, el pericentro
de esta órbita proyectada tendrá una velocidad de precesión dada por

1 2 3 3 22 2 2 3 2

6 4 cos
,

1 1

GM GJ i

c a e T c a e

�
� 
� �� � � � �
� �� �� �

Ω Ω Ω Ω n

en un periodo orbital el ángulo girado respecto al plano orbital es

3 22 2
2 3 2

6 8 cos
* .

1 1

GM GJ i

c a e nc a e

� �
�� � �

� �

Si el plano orbital estuviera fijo en el espacio, la relación entre los periodos sidéreo
y anomalístico sería

*sid ano
T T t

��
� �

donde 
*

t
��

 es el tiempo que tardaría el satélite en recorrer el ángulo *�� . Pero esto no
es lo que ocurre, puesto que el plano orbital está rotando a consecuencia de la precesión
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de su línea nodal. Esto significa que en un periodo sideral, la ascensión recta	�aumen-
ta en 24 horas (o 360º) pero en el mismo tiempo la longitud u ( u � � � medida a partir
del nodo ascendente en el sentido del movimiento del satélite) excede a una circunfe-
rencia completa en una cantidad � o sea

0 0
24 2 ,

h

T T
u u� � �� � � � � � �

como luego veremos � puede ser positivo o negativo.
Como��  es un ángulo medido en el plano orbital, resultará que el periodo sidéreo o

de cierre acimutal será

*sid ano
T T t t

�� �
� � �

donde t
�

 es el tiempo que tarda el satélite en recorrer el ángulo �.

12.11 Transformación de coordenadas del sistema K al K’

Para determinar la relación entre las coordenadas de los sistemas K y K’ es necesa-
rio hacer dos rotaciones. Una de ellas es alrededor del eje Z, de valor � (longitud del
nodo ascendente) para hacer coincidir el eje X con el nodo ascendente de la órbita del
satélite en el momento inicial. Luego hay que hacer otra rotación alrededor del eje x y de
valor la inclinación i.

Por la primera rotación

cos sin 0

sin cos 0 ,

0 0 1

X x

Y y

Z Z

� �

� �

�� � � �� �
� � � �� ���� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

la segunda rotación es

1 0 0

0 cos sin ,

0 sin cos

x x

y i i y

Z i i z

� � � � � �
� � � � � �� � �� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

por tanto la transformación global es

cos sin cos sin sin

sin cos cos cos sin .

0 sin cos

X i i x

Y i i y

Z i i z

� � �

� � �

�� � � �� �
� � � �� �

� �� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �

13.11 Cálculo del ángulo �

Anteriormente hemos considerado la proyección del satélite sobre el plano fijo x-y

donde inicialmente se encontraba. Pero el satélite no permanece en el mismo plano,
puesto que existe la precesión de los nodos. Por tanto al cabo de un periodo, el satélite
o bien se encontrará por encima del plano x-y o bien por debajo.

Las coordenadas del satélite respecto al sistema K’ son

cos ; sinx u y u z rH u� �� � �

donde��� es la proyección del radio vector del satélite en el plano x-y. Como r se diferen-
cia solo infintesimalmente de��  entonces podemos poner sin error apreciable z H u�� .
Como z es muy pequeño, H u es el ángulo que sube o baja el satélite con referencia al
plano x-y.
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Pasando a coordenadas del sistema K

cos cos sin cos sin sin sin

sin cos cos cos sin cos sin

X u i u H u i

Y u i u H u i

� � � � � �

� � � � � �

� � �

� � �

expresiones que nos permiten calcular la ascensión recta

sin cos cos cos sin cos sin
tan ,

cos cos sin cos sin sin sin

u i u H u iY

X u i u H u i

� � �


� � �

� �
� �

� �

ahora ponemos la condición de que en una revolución sidérea, mientras que la ascen-
sión recta aumenta en 24 horas, la longitud del satélite aumenta en 360º más una
diferencia dada por �

0 0 0

0 0 0

sin cos cos cos sin cos sin

cos cos sin cos sin sin sin

sin cos cos cos sin cos sin

cos cos sin cos sin sin sin

T T T

T T T

u i u H u i

u i u H u i

u i u H u i

u i u H u i

� � �

� � �

� � �

� � �

� �
�

� �

� �
�

� �

donde 
T

u  es la longitud celeste al cabo de una revolución sidérea. Resolviendo la
anterior ecuación se llega a

0 0
cos sin cos sin

T T
i u u H u u i� �

como el ángulo 
0T

u u� � �  es muy pequeño, se puede hacer coincidir el seno con el
ángulo

0
cos tan .

T
H u u i� �

Ahora procedemos a determinar T
H u . Sean �r  y �r , donde O es el

centro de la Tierra. P es un punto de la órbita. Si no existiera precesión del plano orbital,
al cabo de un periodo el satélite volvería a estar en P.  El punto  P ’ sería la posición que
ocuparía el satélite al cabo de un periodo si existe rotación de la línea nodal. �� � �r r r

es un vector perpendicular a r, por ser �r  muy pequeño y describir el punto P el arco de
una circunferencia. Nótese que la rotación de la línea nodal es alrededor del eje Z, por
tanto �r  es un vector paralelo al plano X-Y.

El punto P se traslada al P ’ cuando tiene lugar la rotación del plano orbital, de tal
forma que P y P ’ se encuentran en un plano paralelo a X-Y. Es decir, el punto P ’ ya no
se encontrará en el plano x-y. Sea P��  la proyección del punto P ’ sobre el plano x-y.

Obtenemos el triángulo de la figura 1.11.

Se trata de determinar el ángulo �. Fijémemos en la figura 2.11, en la que se represen-
ta el plano orbital fijo x-y y el plano del ecuador X-Y. Supongamos en un principio que
el punto P que ocupa el satélite en su órbita en el caso de  que no  hubiera  precesión,

plano X-Y
P

�

z

Figura 1.11

�r

P��

P�
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estuviera situado en el nodo ascendente. Entonces el vector  es igual a �r  al ser
perpendicular al vec tor r, también es perpendicular a la línea nodal y por tanto forma
un ángulo i con su proyección sobre el plano ecuatorial. O sea, si C es la proyección del
punto A, entonces del triángulo de la figura 3.11 se obtiene

sin .
AC

i
PA

�

Ahora, supongamos que el punto P es un punto cualquiera de la órbita y que tiene una
longitud angular dada por 

0
u r hasta

hacer coincidir su origen con el del vector  de la figura 2.11. El vector de la figura
2.11 es por tanto, un vector del mismo sentido y paralelo a��r, aunque no tienen el
mismo módulo. Del triángulo PAB de la figura 2.11 se deduce

0
cos .

PA
u

PB
�

Fijémenos en el triángulo PBD, donde D es la proyección del punto B sobre el plano
ecuatorial y por la figura 2.11 se cumple P

es el �, ya que como  hemos dicho, el vector  es paralelo al vector � �r , por tanto

0 0

0

sin cos sin cos
cos

BD BD AC
u i u

PB PA u PA
� � � � �

P

A

C

B

i

Figura 2.11

CP

A

i

Figura 3.11

0
u
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con lo que queda determinado el ángulo ��tal como íbamos buscando.
Volviendo a la figura 1.11 se encuentra

0 0 0
sin sin cos sin cos sin cos

z
i u z i u i u� �

�
� � � � � � � � ��

�
r

r

donde el signo menos viene a significar que si�	 es positivo z es negativo y viceversa.
��  es el ángulo que gira la línea nodal en un periodo. Por la definición de H u  se
deduce

0
sin cos ,

T
H u i u� ���

con lo que ya podemos determinar �
2

0
sin tan cos ,i i u� � ��	

y sustituuendo el valor del ángulo rotado por el nodo
2 2

0

3 2
2 3 2

4 tan cos cos

1

GJ i i u

c na e

�
� � �

�

que es el ángulo que íbamos buscando.

14.11 Cálculo del periodo sidéreo

Notemos que el ángulo � es medido en la órbita, por tanto para calcular el tiempo t
�

que tarda en recorrerlo el satélite tenemos que usar (15.11) y (16.11)
2 2

0

22 2 3

0

4 tan cos cos
.

1 cos

GJ i i u
t

c n a e

�


�
�

�

Con lo que ya podemos determinar el tiempo sidéreo o de cierre acimutal

*

3 2

2 1 2
2 2

2 2
1 2

2 0

2 2 22 2 2 3

0 0

6 6 cos
2

1

4 tan cos cos2 4 cos
3 1 ,

1 cos 1 cos

sid anoT T t t

a na J i

GM c c M e

J i i uGJ i
GM e

nanc a e c n a e

�

� �
�

��

� �

� �
� � � �

� �
� � � �

�

� �
� � � �� 	


 �� �

que tras simplificar queda

1 2
2

2

0

2 2

0

2 3 1 2 2
2

0

2 13
1 2

1 cos2
2

2 2 tan coscos 3

1 cos1

sid

eGM

ec a

T
n

i uGJ i

c na ee


�



� �� �
� �� �� � �
� �� ��
� � � �

� � �
� � ��
� �� �� �
� �� ���� � !

que se puede descomponer en tres sumandos

0

GE GM

sid sid sidT T T T� � �

que son el término clásico, el gravitoeléctrico y el gravitomagnético. El término
gravitoeléctrico es independiente de la inclinación de la órbita, es decir es el mismo con
independencia del sentido de giro del satélite.

(16.11)

(17.11)
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El razonamiento que hemos hecho no es válido para cuando 90ºi � , porque enton-
ces cos 0i �  y la tangente de la inclinación se hace infinita. También es necesario que
��  sea pequeño, solo en este caso � �r r . Para que ��  sea pequeño es necesario que
la excentricidad no sea muy cercana a la  unidad.

15.11 Detección de la perturbación gravitomagnética

del periodo sideral de un satélite

Notemos que cuando se produce un cambio de sentido en el movimiento del satéli-
te, el signo de cos i  cambia, es decir la perturbación gravitoeléctrica permanece inalte-
rable pero la gravitomagnética cambia de signo, de tal forma que la diferencia entre los
periodos sidéreos de dos satélites que tienen iguales órbitas pero que las describan en
sentidos contrarios es

2 2

0

2 1 2 2
2

0

2 2 tan cos4 cos 3
,

1 cos1
sid sid

i uJ i
T T

c M ee

�



� �

� ��� �� � �
� ���� �

en el caso particular en que la órbita sea circular

2 2

02

4 cos
1 2 tan cos

sid sid

J i
T T i u

c M

�� �� � �

y si además es un movimiento ecuatorial

2

4
.

sid sid

J
T T

c M

�� �� �

Si lo que queremos es hallar la diferencia entre los tiempos propios a bordo de dos
satélites, debemos tener en cuenta que la diferencia entre el tiempo propio y el coordenado
es

2
,t O c� �

� �

o sea, la fórmula (18.11) es la misma ya se utilice el tiempo coordenado o el tiempo
propio de los satélites.

En el caso de órbitas esféricas (aquellas que tienen excentricidad nula), aunque no
sean circulares a causa de la precesión de los nodos, tendríamos

2 2

02

4 cos
1 2 tan cos .

J i
i u

c M

�
�� � �
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12

El experimento de Michelson-Morley

y la rotación de la Tierra

1.12 Introducción

El análisis del clásico experimento interferométrico de Michelson-Morley supone
que, dado el corto recorrido de la luz, se realiza en un sistema de referencia inercial. No
obstante, el experimento es observado sobre la superficie de la Tierra; o sea, respecto a
un sistema rotante para el que existe un campo gravitatorio.

Vamos a suponer que los brazos del interferómetro están orientados en las direc-
ciones N-S y E-W y están unidos a la superficie de la Tierra, es decir que la observación
es realizada en un sistema rotante para el que despreciamos los efectos procedentes del
gravitomagnetismo.

Es lógico suponer que el recorrido de la luz en la dirección del meridiano no se verá
afectada por la rotación de la Tierra. Sin embargo, no ocurrirá lo mismo con el movi-
miento a lo largo del paralelo, ya que la duración del viaje de la luz será diferente según
se haga en el mismo sentido que la rotación de la Tierra (duración mayor) o en el
sentido contrario.

Hay que señalar que la solución de este asunto se encuentra en el marco de la
relatividad especial y no viene afectado por el gravitomagnetismo. En contra de lo que
algunos han supuesto, la diferencia del tiempo de viaje de la luz en las dos direcciones
perpendiculares del interferómetro no es causada por la inducción gravitomagnética,
sino que es fruto de la rotación del sistema de referencia desde el cual se observa.

2.12 El elemento de línea

Partimos del elemento de línea de Lense Thirring

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 8 2
1 1 sinds c dt d cdt dr r d r d

cc c

� �
 � 

� � � �
� � � � � � � �� � � �
	 
 	 


A r

que es válido para un sistema no rotante para el que existe un campo gravitatorio, es
decir corresponde al sistema K fijo en el centro la Tierra pero que no gira con ella. No
tendremos en cuenta los términos de cuarto orden en el tensor métrico porque no serán
necesarios en la precisión que vamos a considerar.

Vamos a suponer que el eje de rotación de la Tierra está dirigido hacia la parte
positiva del eje z. Entonces para hacer la transformación del sistema K no rotante al
sistema K‘ que gira con la Tierra, habrá que hacer uso de las siguientes ecuaciones de

(1.12)
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transformación

cos sin

sin cos ,

x x t y t

y x t y t

� �

� �

� �� �

� �� �

al sustituirlas en el elemento de línea queda, tras eliminar las primas en las nuevas
coordenadas

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

22 2
1 2 1 sin .cds c dt d cdt dr r d r d

cc c c

�� �
� � �

�� � � �
� � � � � � � � �� � � �
� � � �

ω r
r

siendo � c el potencial centrífugo, que en el caso considerado en que el cuerpo está
rotando alrededor del eje z es

2 2 21
,

2
� �� � �c x y

nótese, por último, que en el caso del sistema K‘ el término gravitomagnético no lo
estamos considerando.

3.12 Tiempo tardado por la luz en el viaje N-S

Vamos a suponer que los rayos de luz viajan por una superficie caracterizada por
�r cte , o sea, estamos tratando con una trayectoria no geodésica, que sigue paralela a

la superficie de la Tierra, que consideramos esférica.
Si la luz se propaga en la dirección N-S el rayo irá a través de un meridiano carac-

terizado por una longitud geográfica��� constante. El vector de posición de un punto
por donde pase el rayo de luz es

cos sin sin sin cos�  �  � � �r i j kr r r

donde��es la colatitud del lugar. Téngase en cuenta que suponemos que la parte posi-
tiva del eje x está dirigida hacia el primer meridiano terrestre y que las longitudes están
medidas hacia el este. Como el planeta gira alrededor del eje z en su sentido positivo
tendremos

sin sin cos sin� �  � � � � � �ω r i jr r

como

cos cos sin cos sin�   �    � � �r i j kd r d r d r d

entonces se encuentra

0 ,� � �ω r rd

por lo que el elemento de línea queda

2 2 2 2 2

2 2 2

22 2
1 1 ,

�� �
�

� � � �
� � � � �� � � �
� � � �

cds c dt r d
c c c

la trayectoria de la luz obedece a la ecuación

2 2 2 2

2 2 2

22 2
0 1 1 ,c c dt r d

c c c

�� �
�

� � � �
� � � � �� � � �
� � � �

despejando dt

2

2 2 2 2

2 2

1 2

1 2 2

�


� �

�
�

� � c

c
c dt r d

c c

de donde se deduce después de extraer la raíz cuadrada

(2.12)
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2
1

��
�

� �
� � � �� �

� �
cr

dt d
c c c

el signo menos hay que usarlo si la latitud de la trayectoria del rayo de luz va aumen-
tando (el rayo va hacia el norte), mientras que el signo más se usa cuando en el camino
seguido por la luz la latitud va disminuyendo (el rayo va hacia el sur).

Integrando la anterior expresión se obtiene el tiempo que tarda la luz de ir desde el
extremo sur al extremo norte del interferómetro

2 2

1 1

2 2 2

2 3

2 1
1

2
S N

r r
t d x y d

cc c

�
 � 

� �

�

� �

� �
� � � � �� �

	 
� �

siendo 
1

"  y 
2

"  las colatitudes del extremo sur y norte del brazo del interferómetro.
Vamos a suponer que el rayo viaja hacia el norte en el plano x-z, lo que no representa
ninguna limitación. En este caso la segunda integral queda

2 2 2 2

1 1 1 1

2 3 2 3 2

2 2

3 3 3

3 2

2 1

2 13

1 1
sin cos 2

2 22 2 2

1
sin 2 0,

2 42

� � �
� � � � � �

�

� � � �

� � � �

� �
� � � �� 	

� 	
 �

� ��� �
� � � �� �� 	
 �

� � � �
r r r

x d d d d
c c c

r

c

donde hemos supuesto pequeño el ángulo asociado con el arco del meridiano descrito
por la luz y por tanto sustituyendo el seno por el ángulo. *  Entonces el tiempo que tarda
la luz de ir del sur al norte es

2

1

2 1

2 2

2 2
1 1 .S N

rr
t d

c cc c

� �


�

�

�

" �"� � � �
� � � � � �� � � �

	 
 	 
�

Para el recorrido del rayo de norte a sur hay que tener en cuenta que el ángulo�� va
aumentando, por lo que habrá que usar el signo menos delante del signo integral

1

2

2 1

2 2

2 2
1 1 ,N S

rr
t d

c cc c

� �


�

�

�

" �"� � � �
� � � � �� � � �

	 
 	 
�

en resumen, el tiempo total de ida y vuelta de la luz en su trayecto a través del meridia-
no es

2 1

2 2

2 2 2 2
1 1

S N S

r l
t

c cc c

� �
� �

� �� � � � �
� � � � �� � � �

� � � �
donde l es la longitud del brazo del interferómetro. Nótese que 

2 1
" # " , por lo que el

tiempo de viaje de la luz es una cantidad positiva.

4.12 Tiempo tardado por la luz en el viaje W-E

Analicemos a continuación el tiempo que tarda la luz en hacer su recorrido en la
dirección oeste-este. Ahora la trayectoria luminosa es a través de un paralelo por lo que
la colatitud � permanece constante. En este caso

* El término que hemos despreciado representa para el caso de un interferómetro de un brazo
de 1 kilómetro un tiempo de 18

2 10
�

�  segundos, muy por debajo de los 15
4.7 10

�

�  segundos del

término principal.

El experimento de Michelson-Morley y la rotación de la Tierra 149



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

cos sin sin sin cos

sin sin cos sin .

� � � � �

� � � � � �

� � �

� � �

r i j k

r i j

r r r

d r d r d

Entonces

sin sin cos sin� �  � � � � � �ω r i jr r

y
2 2

sin� � �
 � �ω r rd r d

con lo que el elemento de línea (2.12) resulta

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

22 2
1 2 sin 1 sin ,

�� �
� � � � �

� � � �
� � � � � �� � � �
� � � �

cds c dt r dtd r d
c c c

para el caso de un rayo de luz tendremos la ecuación de segundo grado

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

22 2
1 2 sin 1 sin 0

�� �
� � � � �

� � � �
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� � � �
c c dt r dtd r d

c c c

resolviendo esta ecuación
2 2

2 2 2

4 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 sin

2 1 2 2

4 sin 4 1 2 2 1 2 sin
,

2 1 2 2

� 
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� �

c

c

c

r
dt d

c c c

r c c c r c
d

c c c

simplificando y no teniendo en cuenta los términos de cuarto orden respecto a la inver-
sa de c

2 2 2

2 2 2
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2 2 2

2 2 2

2 2 2
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2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
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sin sin 1 1
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1 2 2

sin
sin sin 1 1
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c

c

c

c

c

c c

c

r
r rc c

c c
dt d

c c c

r
r rc c

c
d

c c c

r rc c c
d

c c c

una simplificación posterior nos lleva a

2 2

2 2 2

2sin sin 2
1 .

��   �
�

� � �
� $ � �� �� �

	 
� �

cr r
dt d

cc c c

Ahora tenemos que interpretar el doble signo que aparece en la anterior fórmula. El
término

2

sin 2
1

 �
�

� �
�� �

	 


r
d

c c

es el tiempo tardado por la luz en ausencia de rotación de la Tierra pero teniendo en
cuenta el efecto de su gravedad. Esto significa que tendremos que utilizar el signo
positivo siempre y cuando la longitud aumente, es decir cuando el rayo vaya hacia el
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este. El signo menos será el que hay que utilizar cuando el rayo vaya hacia el oeste, pero
en este caso el signo de d�  será negativo. Al integrar nos sale

3 2 3 2 2

2 3 2

3 2 3 2 2

2 3 2

sin 2 sin sin
1

sin 2 sin sin
1

� � � � � �

� � � � � �

�

�

� �
� � � � �� �� �

� �

� �
� � � � �� �� �

� �

W E

E W

r r r
t

c c c c

r r r
t

c c c c

donde�%�es la longitud geográfica del extremo este del brazo del interferómetro; el otro
extremo se encuentra a longitud 0 como antes hemos supuesto. El tiempo de ida y
vuelta del viaje en la dirección este-oeste es

3 2 3 2 2 2

2 3 2 3

2 sin 2 2 sin 2 2 2 sin
1 1

W E W

r r l r
t l

c cc c c c
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� �

� � � �
� � � � � � � �� � � �

� � � �
hemos supuesto que las longitudes de los dos brazos del interferómetro son iguales. La
anterior expresión nos viene a decir que es mayor el tiempo de viaje por el paralelo que
por el meridiano. La diferencia de tiempo es

2 2 2 2 4 2 2

3 3 2 2

2 sin 2 sinr l M r
t l

c c M r

� � ��
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M es la masa de la Tierra. El momento angular de rotación de la Tierra depende de su
distribución de masas, pero es tal que

2
�	J Mr

con un factor numérico cercano a la unidad, que en el caso de una esfera homogénea es
2/5. Si definimos el coeficiente a por

�
J

a
Mc

nos quedará que la diferencia de tiempo entre los viajes de los dos rayos es
2

2

2
sin .

l a
t

c r
�� �

Si el experimento se realizara en los polos no se encontraría ninguna variación en
los tiempos de viaje de los dos rayos luminosos ya que la colatitud� es nula. Pero en el
ecuador la diferencia tomaría un valor máximo.

La diferencia de tiempo entre el movimiento de los dos rayos corresponde a una
diferencia de camino óptico, pero esta situación no es observable. Es necesario alterar
la orientación del interferómetro para observar el desplazamiento de las líneas
espectrales.

Si se gira el interferómetro noventa grados, cambiará la duración de los tiempos de
viaje de los dos rayos. La situación es equivalente al desplazamiento de las líneas
espectrales que se produciría en un montaje de dos espejos en cuña si uno de ellos
variara una distancia

2

2

2
2 sin

a
c t l

r
� � � �

lo que induciría un desplazamiento de las franjas dada por

2
.

�

�
� �m
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Una estimación numérica para un interferómetro de 1 kilómetro de longitud de su
brazo y para luz amarilla nos daría para el caso de que el experimento fuera realizado
en el ecuador de la Tierra los valores

17
1.6 10

0.079.

�

� � �

� �

t s

m

El experimento que hemos descrito exige unas guía de ondas para conseguir que
los rayos luminosos vayan a través de trayectorias caracterizadas por r cte� . Otra
opción experimental sería que los rayos desscribieran trayectorias geodésicas, o sea,
siguieran un camino libre. Sin embargo, dada la pequeñez de la longitud de los brazos
del interferómetro con respecto al radio terrestre, el tiempo que aumenta el recorrido de
los rayos en trayectorias geodésicas con relación a los que siguen la trayectoria r cte�

es despreciable.

5.12 Diferencia de tiempos entre rayos luminosos que circundan

una esfera rotante en las direcciones N-S y W-E

El anterior experimento se puede modificar haciendo que las guías de ondas per-
manezcan fijas (o sea, no rotantes). El experimento de laboratorio consistiría en un
cuerpo rotando y un doble sistema de guías de ondas que circulen el cuerpo según su
ecuador y a través de un meridiano. Las guías de ondas se encontrarían en reposo, al
igual que el interferómetro situado en uno de los puntos de cruce de las dos guías de
ondas.

Entonces habrá un efecto gravitomagnético, producto de la rotación del cuerpo
central. Nótese que para la explicación de este fenómeno sí hay que hacer uso de la
teoría gravitoelectromagnética, algo que no fue necesario en el precedente experimento.

Para analizar este experimento partimos del elemento de línea de Lense-Thirring
en coordenadas no rotantes (1.12), donde el potencial vector para el caso de un cuerpo
esférico con densidad uniforme viene dado por (2.5). Para la trayectoria de la luz se
cumple 2

0ds �  lo que para el caso del movimiento en la dirección N-S será

2 2 2 2

2 2

2 8 2
0 1 1 .c dt d cdt r d

cc c
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A r

Supongamos que el rayo luminoso viaja por el meridiano (por tanto 0d� �A r ) y
que la fuente está rotando en el sentido positivo del eje z. Entonces la ecuación de la
trayectoria de este rayo de luz queda

2 2 2 2

2 2

2 2
0 1 1c dt r d

c c
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de donde obtenemos para el tiempo de viaje alrededor del meridiano

2

2 2
1 .

m

r
t

c c

� �� �
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Ahora vamos a calcular el tiempo de viaje del rayo que circunda la esfera por un

paralelo, entonces la ecuación de la trayectoria luminosa será

2 2 2 2 2 2

2 2 2

42 2
0 1 sin 1 sin ,zGJ

c dt d dt r d
c rc c

� �
 �  �

� � � �
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al resolver la ecuación de segundo grado, se encuentra para el tiempo del viaje alrede-
dor de un paralelo en el sentido este-oeste es
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2

4 2

2 2 sin 2
sin 1 ,z

e

GJ r
t

crc c

� �  �


� �
� � � �� �

	 

en efecto, si no existiera gravitomagnetismo el primer sumando sería nulo, entonces el
tiempo de viaje sería el segundo sumando, que debe tener el signo positivo, descartan-
do el signo negativo que surge al resolver la ecuación de segundo grado. La integración
se ha hecho de 0 a 2�, ya que la longitud geográfica la estamos contando positiva hacia
el este, por este motivo sale el signo menos en el primer sumando.

Para el caso de que el rayo viaje en el sentido W-E, se encuentra

2

2 4

22 sin 2
1 sin .z

e

GJr
t

c c rc

��  �


� �
� � �� �

	 

La diferencia de tiempo entre los dos recorridos de la luz es

4 3

4 4
m e

GJ GM a
t t

rrc c

� �
� � �

que es un término de cuarto orden y por tanto completamente despreciable. En efecto, si
tomamos una esfera de 10 kilogramos, 1 metro de radio y que gira con una frecuencia
de 1.000 revoluciones por segundo, entonces 39

2.6 10t s�

� � � .
Debemos notar que en este experimento, el dispositivo para la medición del desfase

de tiempo entre ambos rayos se encuentra unido al montaje, que como hemos dicho no
participa de la rotación del cuerpo central.

6.12 Referencias
1.- TARTAGLIA, Angelo; RUGGIERO, Matteo Luca: «Angular momentum effects in Michelson-Morley

type experiments», General relativity and Gravitation 34-9 (2002) 1371-1382.
2.- RUGGIERO, M. L.; TARTAGLIA, A.: «Gravitomagnetic effects», Il Nuovo cimento B, 117-07 (2002)
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13

Rotación del plano de oscilación de un

péndulo por efecto gravitomagnético

1.13 Rotación del plano de un péndulo

por efecto del gravitomagnetismo

Supongamos un péndulo que oscila en el plano x-z (figura 1.13) a una latitud geo-
gráfica��. Sea l la longitud del péndulo y 

0
	  su máxima amplitud, supongamos tam-

bién que en el momento inicial su amplitud tenga ese mismo valor, encontrándose tal
como se representa en el siguiente dibujo.

�

�x

y

z

155

90 -�

Figura 1.13

Si tratamos con pequeñas amplitudes se cumple la relación

0 0
cos t	 	 ��

donde 	  es la amplitud en el instante t y 
0

�  es la pulsación del péndulo. Para pequeñas
amplitudes, el desplazamiento x del péndulo es

x l	�

y el módulo de su velocidad lineal

t 0 s�
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0 0 0
sinv l t	 � ��

vectorialmente queda

0 0 0
sinl t	 � ��v i

que nos muestra que inicialmente la velocidad se dirige hacia la parte positiva del eje x.

El vector momento angular de la Tierra tiene las componentes

cos sin .J J� �� � �J i k

El rotacional del potencial gravitomagnético es

2

5 2
3

2

G
r

r c
�� � � �A J r r J

en el caso considerado en que el vector r�r k

3 2
cos sin

GJ

r c
� ��� � � �A i k

donde r  es el radio de la Tierra. El correspondiente término de la ecuación de movi-
miento (12.4) es

0 0 03 2

4
4 sin sin .

d GJ
l t

dt r c
� 	 � �� � �� �

v
v A j

Esta aceleración, que tiene la dirección del eje y, produce el giro del plano de oscilacion
del péndulo. Para calcular la velocidad angular de este giro hay que resolver la ecua-
ción

2

0 0 02 3 2

4
sin sin

d y GJ
l t

dt r c
�  � ��

al integrar queda

0

03 2

0

sin4
sin ,

tGJ
y l t

r c

�
� 

�

� �
� � �� �

� �
que cumple el requirimiento de que inicialmente la velocidad de rotación del plano de
vibración es nulo.

En medio periodo de oscilación del péndulo hay un desplazamiento del plano de
oscilación. El péndulo se traslada a lo largo del eje y la cantidad

0

0 3 2

0

4 sin
0

GJ l
y y y

r c

� � 	
� �

�
� � � �

mientras que la variación de la coordenada del eje x es

0
2 ,x l	� �

entonces el ángulo descrito es

3 2

0

2 sin
,

y GJ

x r c

� �

�

�
�

�

al dividirlo entre el tiempo transcurrido, que es medio periodo, se encuentra la veloci-
dad angular de rotación del plano de oscilación del péndulo

3 2

0

3 2

0

2 sin

2 sin
.

GJ

r c GJ

r c

� �

� �

� �
� � �
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Debemos de notar que el efecto es máximo en los polos y nulo en el ecuador. En el
caso de que el experimento se realizase en el hemisferio norte, la rotación del plano de
oscilación sería del mismo sentido que las agujas del reloj y contrario si el montaje se
encuentra en el hemisferio sur.

Si suponemos una Tierra esférica de radio 6,378 kilómetros y densidad uniforme, se
encuentra aplicando (1.13) que la velocidad con que gira el plano del péndulo en el
polo es

��� �

al tener en cuenta los valores reales del radio y del momento angular de la Tierra se
encuentra el valor

��	 �

Este  experimento tiene que ser hecho en los polos, porque allí el efecto es más
acusado como hemos señalado, pero sobre todo para poder anular la rotación de
Foucault que si existiera enmascararía al pequeño efecto gravitomagnético. El polo sur
es preferible por la existencia en la zona de instalaciones científicas donde se podría
hacer el experimento.

2.13 Referencias
1.- PASCUAL-SÁNCHEZ, J. F.: «TELEPENSOUTH project: Measurement of the Earth gravitomagnetic
field in a terrestrial laboratory», Current Trends in relativistic astrophysics, edited by L.

Fernández-Jambrina and L. M. González Romero, Lecture Notes in Physics 617 (2003) 330.
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14

Deflexión de rayos luminosos causada

por un cuerpo en rotación

1.14 Introducción

Cuando un rayo luminoso pasa por la cercanía de un cuerpo se ve obligado a
abandonar su trayectoria rectilínea y curvarse más o menos según la masa del cuerpo.
Se trata de un fenómeno gravitatorio estático predicho por Einstein y medido experi-
mentalmente por Eddington.

Lo que tratamos de estudiar en este capítulo es la modificación de la curva descrita
por el rayo luminoso a consecuencia de la rotación del cuerpo. Es decir, vamos a estu-
diar la influencia que tiene el gravitomagnetismo en la deflexión del rayo.

Consideremos un rayo que incide por el borde de un astro que tiene un momento
angular J. Vamos a elegir un sistema de coordenadas con origen en el centro del astro,
tal que el rayo se encuentre inicialmente en el plano x-y y que sea paralelo al eje x. El
momento angular de rotación del astro tendrá las componentes

.x y zJ J J� � �J i j k

Debemos de distinguir cuatro problemas diferentes: el gravitoeléctrico estático, cuya
causa es el potencial escalar �, y los efectos gravitomagnéticos producidos por cada
una de las tres componentes del momento angular del astro.

Dado el carácter lineal de las ecuaciones de campo gravitoelectromagnético pode-
mos estudiar los cuatro efectos por separado y luego sumarlos.

El potencial escalar produce una curvatura del rayo luminoso que pasa a una
distancia mínima b del centro del astro de masa M, que es dada por la fórmula

1 2 2 2

4 4GM GM

c b c b
�� � � � � �n b

donde �n  es la variación que experimenta el vector unitario paralelo al rayo. Este es un
efecto de segundo orden respecto a la inversa de c y corresponde al conocido efecto de
Einstein.

2.14 Rayo incidente por el plano ecuatorial del astro

1.2.14 Lagrangiana del rayo
Con relación al rayo existen tres situaciones diferentes según la disposición que

mantenga respecto al momento angular del astro: rayo incidente que viaja por el plano
ecuatorial del astro; rayo incidente paralelo al eje de rotación y rayo incidente perpen-
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dicular al eje de rotación del astro pero que pasa por uno de sus polos.
En efecto, la figura 1.14 representa un plano que pasando por el centro del astro es

perpendicular a la dirección de propagación del rayo luminoso que incide por el punto
P cercano al astro central, que tiene un momento angular de rotación J. Establecemos
un sistema de coordenadas con origen en el astro que rota, con sus ejes tal como indica
la figura. Respecto a este sistema se descompone el vector J, resultando que el rayo
incidente pasa por el plano ecuatorial asociado a la componente 

z
J ;  está alineado con

la componente 
y

J  y pasa por el polo de la componente 
x

J , tal como antes habíamos
advertido.

Analicemos el primer caso, por lo que suponemos que el rayo se desplaza por el
plano ecuatorial. Elegimos el eje z como el de rotación, es decir 

z
J  es la única compo-

nente que existe del momento angular. En general el vector de posición del rayo lumi-
noso es

sin cos sin sin cos ,r r r �  � � � �r i j k

entonces el elemento de línea cuando solo se tiene en cuenta el efecto gravitomagnético
producido por el momento angular es

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3

4
sin sin .zGJ

ds c dt cdtd dr r d r d
c r

 �  � � � � � �

La ecuación geodésica para la segunda coordenada angular es

2

3

2
0

i k

ik

d dx dx

dp dpdp


� � �

donde p es un parámetro afín sin significación física alguna. La ecuación geodésica es

2
2 0

2 3 3

2
sin cos sin cos 0,zGJd d dx d

dp dp dpdp c r

 � �
   

� �
� � �� �

	 

si inicialmente 90º � y 0� � � (es decir, el movimiento del rayo se encuentra en el
plano x-y), * entonces 0� �� � , lo que significa que no variará � � , que seguirá siendo 0 y
��seguirá siendo 90 º. Lo que viene a significar que el rayo permanecerá en el plano x-

y. Entonces el elemento de línea nos quedará como

* Las primas representan derivación respecto al parámetro afín p.
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2 2 2 2 2 2

3

4GJ
ds c dt cdtd dr r d

c r
� �� � � �

de donde se deduce la lagrangiana a la que obedece el rayo de luz
2 2

0 0 2 2 2

2

1 1

2 2

ds
x fx r r

dp
� �

� � � � � �& � � � � �� �� �

donde hemos hecho

3

4
,zGJ

f
c r

�

hay que notar que 
z

J es la componente del momento angular del astro, es decir que
puede ser positivo o negativo, según su sentido de rotación.

2.2.14 Ecuaciones primeras del movimiento del rayo
Los «momentos lineales» asociados a las distintas coordenadas tienen por componen-
tes covariantes

0

0
0

2 0

1

2

1

2

r

p x f
x

p r
r

p r fx
�

�

�
�

�& � �� � �
��

�&
�� � �

��

�& ��� � � �
��

ahora bien, como las coordenadas 0
x  y �� son ignoradas, sus momentos asociados

serán constantes, por lo que hacemos

�
� �

E y L son constantes positivas. Los dos signos en la última ecuación nos distingue si el
rayo incide por una parte u otra del astro que está rotando. Si el «momento angular» del
rayo se dirige hacia la parte positiva del eje z es necesario tomar el signo menos porque
de esta forma la variación del ángulo � es positiva, tal como debe ser, al haber definido
su sentido positivo como el dado por el sentido contrario a las agujas del reloj; mientras
que el signo mas corresponde al caso de un rayo que incide con un «momento angular»
que se dirige hacia la parte negativa del eje z.

De las anteriores ecuaciones se obtiene

0 0

2 2

1
;

2 2

E L f
x f x

c r r
� �� �� �� � � $ �

y resolviendo el sistema anterior

2 2

0

2

L fE

r cr

x
c r

� � � $ �

� �

donde el primer signo hay que tomarlo cuando el «momento angular» de la luz tenga
el sentido positivo del eje z.

Las componentes contravariantes del tensor métrico hasta la aproximación de ter-
cer orden son

 (1.14)
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00 0 0 2

1 0

0 2 2

1 0 2

0 1 0

2 0 1

r

ij r rr r

r

g g g f r

G g g g g

g g g f r r

�

�

� � ��

�

� � � �
� � � �

� � � �� � � �
� �� � �	 
	 


como se puede comprobar por sustitución directa.
Ahora podemos obtener las componentes contravariantes de los «momentos» del

rayo luminoso

0 0 0 00 2 0 0 0

0 2

1 1

2 22

r

r

r

f
p g p g p g p r fx x f x

r

p r

p

�

�

�

� �

�

� � � �� � �� �� � � � � � � � �� � � �
� � � �

��

��

con lo que se puede formular la ecuación primera del movimiento del rayo

0
k

kp p �

o bien

0,
r c r c

utilizando las ecuaciones (1.14) obtenemos una ecuación que nos relaciona r con �

2 2 2 2

2 2 2 2 2
0,

2

dr L fE L E fEL

d r cr r c r c�

� � � �
� � � � � �� �� � � �� �

tras algunas operaciones y despreciando términos de orden mayor que tres respecto a
la inversa de c se encuentra

r r c L�� �
� �

3.2.14 Ecuación de la trayectoria
Para resolver la ecuación (2.14) debemos tener en cuenta que el punto de mayor

acercamiento de la luz al astro corresponde a un mínimo de la función r r �� por
tanto

0

0

r r

dr

d�
�

� �
�� �

� �

donde 
0

r es el punto de menor acercamiento. Hay que señalar que este punto es ligera-
mente diferente del parámetro de impacto b. Por la anterior propiedad encontramos

2

2 2 2

0

1 E

r c L
�

que es una ecuación de tercer orden respecto a E cL . El subíndice 0 significa que el
valor está tomado a la menor distancia del astro, es decir en 

0
r r� . La solución de

(3.14) se puede obtener por aproximaciones sucesivas. Como primera solución se tiene

0

1E

cL r
�

(2.14)

(3.14)
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y la siguiente aproximación es

entonces la ecuación de la trayectoria (2.14) queda

	 
 	 


Manipulando la anterior ecuación se llega a
2

1 1 1
0

dr

r r r�

� �
� �
� �

donde hemos hecho

0 3 3

0

4
.zGJ

g
r c

�

La ecuación de la trayectoria se obtiene haciendo la integral de

.
dr dr

d� � �

Como
2 2

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1 1 r r r r r r

r r r r rr r r r r r r r r

� �
� � � � �

� � �

entonces

� 	�
 �
con lo que la integral queda

2

2

0 0

0 0 0

.

1 1

r
dr

r
r r

r g r
r r r r

� �
�

�

� �
� �

� �� � �� �

�

De los dos signos que posee la raíz del integrando, es necesario tomar el negativo
cuando el «momento angular» de la luz tiene el sentido positivo (o sea, está a lo largo
de la parte positiva del eje z); es decir, cuando el rayo incide por la derecha del astro, en
el supuesto de que el eje z esté dirigido hacia arriba. Hecha esta elección, de la anterior
integral se comprueba que a medida que avanza el rayo, va aumentando el valor del
ángulo��, como en efecto debe de ocurrir. Si además suponemos que el rayo incide
paralelo al eje x y en el sentido de las x decrecientes, entonces 0�

�
�  y la integral nos

queda

0

1

r

r
r

r

�
�

�
� �

�� �
� �
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donde hemos asociado el signo menos de la raíz con el primero de los signos del
término grativomagnético, pues tal como ya habíamos dicho este signo corresponde a
la incidencia del rayo con «momento angular» positivo.

La solución de la integral es

1 0 0

0 0

0

1
sin 1 ,

2

r r r
r g r

r r r
� �

� ��� �
� � � � �� �� � � �� � �� �

de nuevo indicar que el primer signo del primer sumando corresponde al rayo que
incide con «momento angular» positivo. Obsérvese que 

0
g  puede ser positivo o nega-

tivo, según la rotación del astro central sea hacia la parte positiva o negativa del eje z.
El primer sumando de (4.14) corresponde al trayecto del rayo en ausencia de gravi-

tación, es decir, el que corresponde a una trayectoria rectilínea; mientras que el segun-
do nos da el giro que experimenta a consecuencia de la rotación del astro.

Como la trayectoria es simétrica respecto al punto de mayor acercamiento, el ángulo
de deflexión es

� �

donde eliminamos (o añadimos, según sea el sentido del rayo) los 180º asociados a la
trayectoria rectilínea, por tanto el ángulo de deflexión es

0 0 2 3

0

4 zGJ
g r

r c
� �� � � � � �

el mismo signo se da ya sea el rayo incidiendo por uno o por otro lado del astro. La
anterior fórmula viene a indicar que siempre la deflexión del rayo tiene sentido contra-
rio a la rotación del astro, en lo que podríamos denominar un efecto antimachiano,
indicando con ello que la rotación del astro no arrastra al rayo en su mismo sentido de
giro, sino en el sentido contrario.

Combinando las dos expresiones que aparecen en (1.14) se encuentra
2

2
d Lc

r
dt E

�

�

� �
� $� �

	 

pero clásicamente

2 d
r bc

dt

�
� � �r v

donde b es el parámetro de impacto. Por tanto

Lc
b

E
�

con lo que podemos establecer la relación entre el parámetro de impacto y la mínima
distancia del rayo al astro por la relación (3.14)

2 2

0

1 1

r b
�

es decir b y 
0

r se diferencian en términos de tercer orden, por lo que se puede poner sin
error apreciable

2 3

4G

b c
�� � � �J m

donde m es el vector unitario en la dirección y sentido del «momento angular» de la luz.

(5.14)
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La fórmula (5.14) también se puede poner como

2 3 2

4 1
.

G

b c b
� � � �n b n J b

donde �n  es la diferencia entre el vector unitario en la dirección del rayo deflectado y
el vector unitario en la dirección en la que incide.

3.14 Rayo incidente paralelo al eje de rotación

Estudiemos el segundo caso, en el cual el rayo luminoso incide con dirección para-
lela al momento angular del astro. Supongamos que J está dirigido hacia la parte
positiva del eje x y que el rayo de luz incide por el plano x-y, siendo paralelo al eje x y
llevando el sentido de las x decrecientes.

El elemento de línea en esta situación es

2 2 2 2 2 2

3 3

4
,x

GJ
ds c dt zdy ydz cdt dx dy dz

c r
� � � � � �

siendo las componentes significativas del tensor métrico

02 033 3 3 3

4 4
; .x x

GJ GJ
g z g y

c r c r
� � �

Los símbolos de Christoffel de interés son

2 2

2 2 3 3

10 30 10 203 5 3 3 2 3 5 3 3 2

6 2 6 23 3
; 1 ; ; 1 .x x x x

GJ GJ GJ GJx x
xz xy

c r c r r c r c r r

� � � �
� � � � � � � � � � �� � � �

	 
 	 

Con estos datos se obtiene que la ecuación de la geodésica del rayo luminoso para la
coordenada y es

2 0 0

2 2

10 302
2 2 0,

d y dx dx dz dx

dp dp dp dpdp
� � � � �

dz dp  representa la deflexión por efecto gravitomagnético que experimenta la coorde-
nada z, que es de tercer orden, como 2

30
�   es también de tercer orden, el último término

es de orden seis y por tanto despreciable, quedando la ecuación de la geodésica

2 0

2 3 5

12
0,xGJd y dx

xz
dpdp c r

� �

en las proximidades del cuerpo en rotación, cuando r es pequeño, z es la medida de la
deflexión, que es de tercer orden, por tanto de nuevo el segundo sumando de la anterior
ecuación es superior al tercer orden y por tanto despreciable. Como 2 2

0d y dp �  e
inicialmente habíamos supuesto que el rayo es perpendicular al eje y, entonces y per-
manece constante y la podemos tomar con buena aproximación como el parámetro de
impacto b.

Lo anterior nos dice que la deflexión del rayo por causa gravitomagnética debe ser
exclusivamente para la componente z. La ecuación de la geodésica para esta compo-
nente es

2 0 0

3 3

10 102
2 2 0,

d z dx dx dy dx

dp dp dp dpdp
� � � � �

el último sumando es nulo en nuestra aproximación por serlo dy dp . Tomando como
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parámetro afín el tiempo coordenado, la anterior ecuación queda
2

2 2 5

12
,x

GJd z dx
xy

dtdt c r
� �

nótese que en este caso el segundo miembro no se puede despreciar, ya que es del
mismo que se espera para la deflexión de la luz.

Tras una primera integración

2 2 2 2

4 1

1

x
GJdz

dt c b x b
�

�

en la que se ha supueto que a distancia infinita del astro dz dt  es nula. Lo que nos
interesa es la trayectoria del rayo luminoso, es decir z z x�  para lo que tenemos en
cuenta

dz dz dx dz
c

dt dx dt dx
� � �

entonces

3 2 3 2
2 2

4 1
.

1

x
GJdz

dx c b x b
� �

�

La pendiente de la trayectoria descrita por la anterior expresión a gran distancia ( x b�� )
del astro rotante es nula, lo que indica que la trayectoria seguida por el rayo cuando ya

x. La representación
gráfica de la trayectoria es la siguiente

entonces el astro rotante lo único que hace es trasladar paralelamente al rayo que pasa
por sus cercanías, no produciendo deflexión. En el dibujo anterior, el rayo se mueve
(despreciendo el efecto gravitoeléctrico) en un plano paralelo al x-z y a una distancia b

del astro. La separación que alcanza el rayo respecto al plano x-y es dada por

3 2 3 2 3
2 2

4 8
.

1

x x
GJ GJdx

d
c b c bx b

�

��

� �

�

�

4.14 Rayo incidiendo por uno de los polos de astro

1.4.14 La trayectoria del rayo
Vamos a considerar el último caso posible, en cuanto a la relación entre el rayo

incidente y el momento angular del astro. Ahora el rayo incide por uno de los polos del
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astro y su dirección es perpendicular al eje de rotación. Podemos suponer un sistema
de coordenadas tal que el eje de rotación se encuentre hacia la parte positiva en el eje z
y que el rayo se encuentra en el plano x-z y perpendicular al eje z.

Vamos primeramente a demostrar que el rayo permanece siempre en el mismo pla-
no horizontal. Utilizando coordenadas rectangulares se encuentra que el elemento de
línea es

2 2 2 2 2 2

3 3

4
.z

GJ
ds c dt xdy ydx cdt dx dy dz

r c
� � � � � �

Las únicas componentes de los símbolos de Christoffel que interesan son

3 3

14 243 5 3 5

6 6
;z z

GJ GJ
yz xz

c r c r
� � � � �

con lo que la ecuación geodésica toma la forma

2 4

2 3 5

6
0z

GJ zd z dx dx dy
y x

dp dp dpdp c r

� �
� � �� �

	 

y poniendo  la expresión entre paréntesis en coordenadas esféricas

2 0

2 2

2 3 5

6
sin 0.z

GJ zd z dx d
r

dp dpdp c r

�
�� �

La variación del ángulo ��es de segundo orden para el efecto gravitoeléctrico y de
tercer orden para el gravitomagnético. Por tanto, el segundo sumando es de orden 5
respecto a la inversa de c y por tanto despreciable,  quedando la ecuación de la geodésica

2

2
0.

d z

dp
�

Como al principio 0dz dp � , seguirá con ese valor, es decir z mantendrá siempre su
valor que es igual al parámetro de impacto b.

2.4.14 Cálculo de la deflexión polar
El elemento de línea es

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3

4
sin sin .z

GJ
ds c dt r d cdt dr r d r d

r c
� � � � �� � � � �

Pero como cosz r cte�� � , entonces

2

2 2 2

2 2
cos sin 0 ,

b
dr r d r d dr

r b
� � � �� � � �

�
además

2 2 2 2 2 2 2
sin cosr r r r b� �� � � �

y
2

2 2 2 2

2 2
.

r
dr r d dr

r b
�� �

�
Haciendo el cambio de coordenadas

2 2
r̂ r b� �

el elemento de línea se transforma en
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2 2 2 2 2 2 2

3 3

4
ˆ ˆ ˆ .z

GJ
ds c dt r d cdt dr r d

r c
� �� � � �

La lagrangiana es formalmente la misma que la obtenida para el primer caso (epí-
grafe 2.14). Por lo que volvemos a encontrar la ecuación

2 01
ˆ

2
r fx L� ��� � � �

donde L es una constante positiva y las primas representan derivación respecto al
parámetro p. Nótese que f es definida ahora como

2

3 3

4
ˆ .

GJ
f r

r c
�

De (6.14) se observa que a gran distancia, antes de acercarse el rayo al astro, tanto f

como � � son nulas por lo que 0L � , entonces

0

2
.

ˆ2

d f
x

dp r

� ��

La coordenada 0x  también es ignorada y por tanto

0 1

2

E
x f

c
�� �� �

pero como � �es de tercer orden podemos despreciar el segundo sumando del primer
miembro de la ecuación anterior y poner simplemente 0x E c� � , por tanto

2
.

ˆ2

d fE

dp r c

�
�

De la ecuación primera de movimiento 0
k

k
p p � y teniendo en cuenta que L es nulo

se encuentra
2 2

2

ˆ ˆ
.

dr E dr E

dp dp cc

� �
� � � �� 	


 �
A medida que se acerca el rayo al astro, la distancia va disminuyendo hasta llegar a la
mínimo distancia. Como vamos a hacer la integración para la primera mitad de la
trayectoria del rayo, tendremos que tomar el signo negativo en la anterior expresión.

Ya estamos en condiciones de relacionar r y �

3 3 3 3 2
2 2

ˆ2 2
ˆ ,

ˆ

z z
GJ GJ dr

d dr
r c c r b

� � � � �
�

que nos viene a decir que si 
z

J  es positivo, o sea la rotación del astro se dirige hacia la
parte positiva del eje z, entonces el ángulo��va disminuyendo, o sea, la deflexión del
rayo luminoso es de mismo sentido que la rotación del astro.

La distancia de menor acercamiento del rayo al eje z es 
0

r̂ . Ahora bien, como el
ángulo de deflexión producido por la rotación ��  es de tercer orden, no se comete error
apreciable si en los límites de la integración ponemos 0 en vez de 

0
r̂

0

3 3 2
2 2

0

ˆ2
,

ˆ

z
GJ dr

d
c r b

�

�

�
� �

� �
�

� �

donde 
0

�  es la correspondiente coordenada angular del rayo en el punto de menor
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acercamiento. Nótese que la trayectoria de la luz es simétrica con respecto al punto de
menor acercamiento, entonces

0
2� � �
�

� � � �

donde ��  es un valor correspondiente a la desviación del rayo, definido de tal forma
que es positivo cuando la deflexión del rayo tiene el mismo sentido que la rotación del
astro, entonces

3 2

4
z

GJ

c b
�� �

donde hemos tenido en cuenta el cambio considerado de 180º que aparece en la fórmu-
la, puesto que solo representa el cambio brusco que experimenta el rayo al pasar del
lado positivo al negativo del eje x.

En notación vectorial el ángulo de deflexión queda

3 2

4
.

G

c b
� � � n n J

Reagrupando todos los resultados se llega a la siguiente fórmula que nos da la
deflexión que sufre un rayo que pasa con un parámetro de impacto b por la cercanía de
un astro que se encuentra en rotación

2 2 2 3 2

4 4 2
.

GM G

c b b c b

 �
� � � � � � � �� �

� �
n b b n J b n J

6.14 Deflexión de rayos que pasan por el interior

de una esfera hueca

 Consideremos una esfera hueca de radio R, masa M y que gira con una velocidad
angular���dirigida hacia la parte positiva del eje z. Analicemos el caso en que un rayo
de luz incide por el plano ecuatorial de la esfera, paralelo al eje x y hacia las x decrecien-
tes; vamos a determinar la deflexión que sufre este rayo por su paso por el interior de la
concha esférica; sin tener en cuenta la deflexión durante su movimiento en el exterior.

En el interior de la esfera hueca, el potencial gravitomagnético es (4.5), de donde se
deriva que

2 2

2
sin

3

GM
d r d

c R
� � �� � �A r

haciendo uso de coordenadas esféricas. Entonces el elemento de línea es

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3

8
sin sin ,

3

GM
ds c dt r d cdt dr r d r d

c R
� � � � � �� � � � �

al igual que en 2.4 solo tenemos en cuenta el efecto gravitomagnético.
Al utilizar el mismo razonamiento que en el epígrafe 2.14 se encuentra que el rayo

luminoso permanece en el plano ecuatorial cuando viaja a través del interior de la
esfera, es decir que 90º� � . Entonces sólo tenemos que considerar la geometría del
plano x-y que viene dada por el elemento de línea

2 2 2 2 2 2ds c dt fd cdt dr r d� �� � � �

donde hacemos la definición

2

3

8
.

3

GM
f r

c R

�
�

(7.14)
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Al seguir el mismo razonamiento que en 2.14 se llega a las mismas ecuaciones para
la trayectoria del rayo, con excepción del nuevo valor de f dado por (8.14) . Ahora
definimos

0 3 3

0

8 1
,

3

GM
g

c R r

�
�

al igual que antes, 
0

r  es la mínima distancia del rayo al centro de la esfera. Con esta
definición de 

0
g  la ecuación de la trayectoria del rayo queda

2

4 2 2

0

1 1 1
.

dr

dr r r�

� �
� � �� �

	 

Manipulando la anterior expresión y limitándonos hasta términos de tercer orden,

se encuentra

2

4

0 0
2

0

0

1 ,

1

dr r
d g r

r
r

r
r

�
� �� �
� �� � � 	
� �
 �� � � �

�� 	

 �

el primero de los sumandos anteriores corresponde al movimiento rectilíneo del rayo,
mientras que el segundo nos da la deflexión que sufre el rayo a su paso por el interior
de la esfera y por causa del gravitomagnetismo.

Al hacer la integración hay que tener presente que el término gravitomagnético solo
existe dentro de la esfera; fuera de ella sólo existe el primero de los sumandos de (9.14),
que describe el movimiento rectilíneo. Por esta razón la integral la vamos a descompo-
ner en dos partes

0

0 0

r
r r

r r

�

� 	
� �
 �� �

� �� 	 � 	

 � 
 �

donde hemos puesto el doble signo delante de las integrales para representar así el
movimiento del rayo que se dirige hacia la parte negativa del eje x y hemos puesto

0�
�
�  de acuerdo con la elección de las coordenadas. Al hacer la integración se obtie-

ne

2 2

1 4 40

0 0 0 0

0 0

1 1
sin 1 1.

2 2

r r R
r g r g r

r r r
� �

� � � �� �
� � � � � �� 	 � 	� 	


 � 
 � 
 �
Al igual que hicimos en 2.14, utilizamos la propiedad de la simetría de la trayecto-

ria respecto al punto de menor acercamiento, por tanto la deflexión viene dada por

� �

o bien

2 2

0 0 03

0 0

8
1 1,

3

R GM R
g r r

r rc R

�
�

� � � �
� � � � �� 	 � 	


 � 
 �
comprobamos que la deflexión que sufre el rayo es del mismo sentido que la rotacion de
la esfera, lo que entendemos como un efecto machiano. Nótese que � puede ser positivo
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o negativo, pero en cualquiera de estos dos casos el sentido de la deflexión será coinci-
dente con el de rotación de la esfera. Démonos cuenta que, como ocurre con otros
fenómenos ya estudiados, los efectos inductivos dentro y fuera de la esfera rotante son
de sentidos contrarios.

Por un procedimiento similar al realizado en 2.14 encontramos que, al orden de
aproximación considerado, podemos identificar la mínima distancia con el parámetro
de impacto. Entonces la ecuación (10.14) se expresa vectorialmente por

2

3

8
1 .

3

GM R

bc Rb

� �
� � � � � � �� � � �

	 

n b n ω b
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15

Velocidad de la luz y el

gravitomagnetismo

1.15 Velocidad de la luz

El principio básico sobre el que se asienta la relatividad especial es el de la constan-
cia de la velocidad de la luz en el vacío, que afirma que la luz viaja a través del vacío con
una velocidad c independiente de los movimientos de la fuente emisora y del receptor.

El principio de la constancia de la velocidad de la luz es válido para sistemas de
referencia inerciales y en ausencia de gravedad. A continuación vamos a investigar el
valor de la velocidad de la luz cuando la observación es hecha desde un sistema no
inercial o en presencia de campo gravitatorio.

Tanto para el caso de un sistema no inercial como cuando existe campo gravitatorio
el elemento de línea espacio-temporal * es dado por

2 i k

ik
ds g dx dx�

por el desarrollo del epígrafe 7.1 se tiene
2

2 2 0

00
,ds d g dx dx

�

�� �� � � �

donde d� es la distancia propia infinitesimal. Dividiendo la expresión anterior entre
dt y limitándonos al caso de señales luminosas donde 0ds � , encontramos

2
2

002
0.

d dx
g c

dtdt

�

�

�
�

� �
� � � �� 	


 �
Si hacemos las definiciones

;
dx d

w w w w
dt dt

�
� � �

��

�
�� � �

podemos poner

w we
� �

�

representando e � las tres componentes de un vector unitario (cosenos directores) que
definen la dirección de propagación de la señal luminosa. Sustituyendo se encuentra

* La única diferencia se encuentra en que el espacio-tiempo es euclídeo cuando se trata de un

sistema acelerado y riemaniano cuando existe campo gravitatorio.
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00

1

g c
w

e
�

�
�

�

�

expresión que nos da el valor de la velocidad de transmisión de la luz. Démonos cuenta
que esta velocidad depende de la dirección de propagación, así como del lugar de
propagación y en general no es igual a c.

2.15 Velocidad de la luz medida en un experimento tipo Fizeau

En este tipo de experimentos se envía un rayo luminoso que realiza una trayectoria
de ida y vuelta. Conocida la distancia y el tiempo transcurrido se puede determinar la
velocidad de la luz. Consideremos un rayo de luz que es enviado desde un punto
P x �  a un punto próximo P x dx

� �

� � , puntos tan cercanos entre sí que podemos
considerar que las componentes 0,0 y 0,� del tensor métrico toman el mismo valor en
todos los puntos del recorrido.

El tiempo tardado en el recorrido de ida es

1

00

1 e
dt d

g c

�

�
�

�
�

�

donde d�  es la distancia propia entre los dos puntos. El tiempo tardado en el trayecto
de vuelta es

2

00

1
,

e
dt d

g c

�

�
�

�
�

�

por lo tanto el tiempo total transcurrido desde la salida a la llegada de la luz es

1 2

00

2
.

d
dt dt dt

g c

�

� � �

Es decir, si el tiempo es medido en tiempo coordenado, 
00

g c  es la velocidad media de
la luz en un experimento tipo Fizeau. *

Si el tiempo de ida y vuelta es medido por un reloj físico situado en el punto P,
entonces el tiempo propio medido será

00

2d
d g dt

c

�
� � �

o sea, la velocidad de la luz que es medida en este experimento tipo Fizeau es c.
Hay que tener presente que cuando las componentes del tensor métrico varían de

un punto a otro, la velocidad promedio de la luz ya no será c

3.15 Efecto Shapiro estático

Hemos visto que la velocidad de propagación de la luz depende de la existencia de
campo gravitatorio, de tal forma que se frena cuando pasa por la cercanía de un cuerpo.
Por esta razón la luz que va de un planeta a otro debe tardar más que lo previsto en el

* Nótese que el camino recorrido por la luz no tiene por que ser infinitesimal. Lo que se exige
en el razonamiento es que las componentes 0,0 y 0,�� del tensor métrico tomen el mismo valor

en todos los puntos por donde pasa el rayo luminoso.
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caso de ausencia de gravedad a consecuencia de la gravitación solar. Se trata del efecto
Shapiro estático.

Consideremos un rayo luminoso que incide paralelo al eje z sobre el borde de un
astro con un parámetro de impacto b. Despreciando la deflexión que produce el astro
tendremos que la distancia del astro al rayo luminoso es dada por

2 2
.r z b� �

Del elemento de línea bajo la condición de geodésica nula seguida por el rayo, tenemos
para el campo gravitatorio estático considerado

2 2 2

2 2

2 2
1 1 0.c dt dz

c c

� �� � � �
� � � �� � � �

� 	 � 	
El rayo va del punto 

1
, , 0z b al 

2
, , 0z b  y suponemos  

2 1
z z
 , es decir el rayo va hacia

la parte positiva del eje z. Entonces el tiempo coordenado tardado en hacer ese recorri-
do es

2

1

2 2

2 22 1 2 1

3 3
2 2 2 2

1 1

2 2
ln ,

z

z

z z bz z z zGM dz GM
t

c cc cz b z z b

� �� �
� � � �

� � �
�

donde el primer término es el tiempo tardado en el movimiento rectilíneo, siendo el
segundo sumando el retraso experimentado por el rayo por el efecto Shapiro. Por tanto
el efecto Shapiro o retraso de la luz al pasar por el borde de un astro es

2 2

2 2

3
2 2

1 1

2
ln .S

z z bGM
t

c z z b
�

� �
�

� �

4.15 Modificación del efecto Shapiro por el gravitomagnetismo

Consideremos un rayo luminoso que incide por el borde de un astro que tiene un
momento angular de rotación J. Supongamos que el rayo sigue una dirección paralela
al eje z, dirigido hacia su parte positiva y que el astro se encuentra en el origen. Si b
representa el parámetro de impacto, las coordenadas x, y del rayo son

cos ; sinx b y b� �� �

donde el ángulo��  da la orientación del rayo incidente y es medido respecto al eje x.
Considerando una orientación cualquiera del momento angular de rotación del

astro tenemos

sin cos sin sin cosJ J J� � � � �� � �J i j k

que lo hemos expresado en coordenadas esféricas. Entonces el elemento de línea será

2 2 2 2 2 2

3 3

cos sin sin
4

cos sin cos

sin sin sin cos

y z dx
GJ

ds c dt x z dy cdt dx dy dz
c r

x y dz

� � �

� � �

� � � �

� �� �
 �

� � � � � � � � �
 �� �� �

donde solo hemos considerado el efecto producido por la rotación del astro y no el
efecto producido por la gravedad estática que es el conocido efecto Shapiro, ambos
efectos se suman como consecuencia del carácter lineal de la teoría. Nótese que esta-
mos considerando un astro con simetría esférica, en cuyo caso es de aplicación (2.5).

Para el caso de un rayo de luz incidente tenemos

 (1.15)
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2
0; 0; 0ds dx dy� � �

entonces del elemento de línea se obtiene

2 2 2

3 3

4
sin sin 0.

GJb
c dt dzcdt dz

c r
� � �� � � �

Resolviendo la anterior ecuación de segundo grado queda

3 3

2
sin sin

GJb
cdt dz dz

c r
� � �� � �

el primer sumando corresponde a la propagación rectilínea de la luz y el segundo
sumando es el efecto Shapiro producido por la rotación del astro central. Integrando
este sumando para posiciones de partida y llegada del rayo infinitamente lejos

4 3

2
sin sin .S G

GJb dz
t

c r
� � � �

�

�

��

� � �
Desarrollando la integral

3 3 2 3 2 2 3 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2
,

1

dz dz dz du

r b bx y z z b u

� � � �

�� �� �� ��

� � � �

� � � �

� � � �

por tanto el exceso de tiempo registrado por el rayo a consecuencia de la rotación del
astro es

4

4
sin sin .

S G

GJ
t

c b
� � � �

�
� �

Si el rayo fuera de 
1

z  a 
2

z  con el parámetro de impacto b y con la orientación��, el
retraso de tiempo será

2 1

4
2 2 2 2

2 1

2
sin sin .

S G

z zGJ
t

c b z b z b
� � � �

�

� �
� � �� �� �� �� 	

El sin � �� puede ser positivo o negativo. Si es positivo entonces

0 180 180 ,� � � � �� � � � � � �

esta situación significa que el rayo avanza en sentido contrario que el cuerpo rotando,
siempre y cuando el ángulo ���esté comprendido entre 0 y 180º. Entonces si la marcha
del rayo es de sentido contrario  que la rotación se registrará un retraso en la marcha del
rayo, lo que significa que la velocidad de la luz disminuye en este caso. Si el sentido del
rayo es el mismo que el de rotación del cuerpo tendremos un adelanto del tiempo, o sea,
que aumenta la velocidad de la luz.

El experimento para medir este efecto consiste en enviar dos rayos, uno a cada lado
del astro y luego medir la diferencia entre sus tiempos de llegada. Los dos rayos ten-
drán los mismos parámetros excepto que el ángulo de orientación es en un caso �� y en
el otro � �� . Entonces la diferencia entre los tiempos de llegada de ambos rayos es

4

8
sin sin

S G

GJ
t

c b
� � �

�
� � �

suponiendo que la distancia del punto de emisión y del punto de recepción al astro es
suficientemente grande en comparación con el parámetro de impacto.

Si elegimos unas coordenadas tal que el rayo vaya por el plano x-z y sea paralelo al

 (2.15)

(3.15)
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eje z, el ángulo�� será nulo y el retardo del efecto Shapiro gravitomagnético quedará

4

8
sin sin .

S G

GJ
t

c b
� �

�
� �

5.15 Retraso por efecto geométrico

La deflexión que sufre el rayo cuando pasa por el borde del astro aumenta el recorri-
do que tiene que hacer hasta llegar al lugar de observación. Hagamos referencia a la
figura 1.15, que representa el rayo deflectado AB y un rayo que sigue en línea recta AC.
El astro que produce la deflexión está en el centro y el círculo exterior representa la
órbita de la Tierra, donde se encuentra el observador.

Debemos advertir que el rayo AC no se encuentra en el mismo plano que el AB, a
consecuencia de que la deflexión del rayo tiene una componente horizontal 

H��  (o sea,
en el plano de la órbita) y una deflexión vertical V�� . El ángulo de deflexión total es

2 2

.

H V
� � �� � � � �

Ahora bien, el retraso ocasionado por el desplazamiento vertical del rayo es desprecia-
ble frente al correspondiente retraso del desplazamiento horizontal. Ambos desplaza-
mientos son del mismo orden, pero como la observación es hecha en la órbita terrestre,
es mucho más acusado el efecto horizontal que el vertical.

El ángulo que interesa es el formado por las líneas OA y AB, que al despreciar el
desplazamiento vertical es 90

H
��� .

La distancia d que recorrería la luz si no sufriera ninguna deflexión sería

2 2
d R b� �

donde R es el radio de la órbita terrestre ya que estamos considerando el caso de que el
rayo es defelctado por el Sol, no obstante este razonamiento es extensible a otra situa-
ción diferente como veremos más adelante. Haciendo uso del teorema del coseno se
calcula d �  (distancia AB) que recorre la luz al ser curvada un ángulo ��

2 2 2
2 cos 90 ,

H
R b d bd �� �� � � ��
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resolviendo esta ecuación de segundo grado

,
H

d b d�� � � �

donde hemos tenido en cuenta que el ángulo de deflexión es muy pequeño; por tanto en
el caso de deflexión, el rayo tarda un exceso de tiempo dado por

.Hb

c

��

Cuando se trata de la deflexión de Einstein, el anterior incremento de tiempo es el
mismo para los dos rayos que bordean el astro por cada uno de sus lados, * pero para
la deflexión producida por la rotación del astro ya no ocurre lo mismo, puesto que en
un caso incrementa a la deflexión estática y en el otro la disminuye.

Como el ángulo de deflexión �
 producida por la rotación es de tercer orden, la
diferencia de tiempo entre los dos rayos a consecuencia de esta deflexión es de cuarto
orden, es decir del mismo orden que el efecto Shapiro gravitomagnético, por lo tanto
debe ser tenido en cuenta.

La deflexión del rayo por efecto gravitomagnético es dado por (7.14)

2 3

4G

b c
� � � � � �n b n J b n J

donde n es el vector unitario del rayo incidente, �n  la variación que experimenta el
vector unitario del rayo al deflexionar y b es el vector parámetro de impacto.

Vamos a elegir un sistema de coordenadas tal que el rayo incida por el plano x-z,
paralelo al eje z y que se acerca por la parte negativa de este eje, es decir estamos
tomando 0� � , entonces

sin cos sin sin cosJ J J

b

� � � � �� � �

�

�

J i j k

b i

n k
por tanto

2 3

4
y x

G
J J

b c
� � � �n i j

y el ángulo deflectado horizontalmente es

3 2

4
sin sin

H

GJ

c b
� � �� � �

lo que significa que el tiempo transcurrido en exceso por la curva descrita por el rayo a
consecuencia de la rotación del astro, o sea el efecto geométrico, es

4

4
sin sin

G

GJ
t

bc
� � �� �

y el mismo valor y signo sería encontrado para el rayo que bordea el astro por el otro
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* El tiempo de retraso a consecuencia de la geometría ocasionada por la deflexión del rayo por
efecto estático es

3

2b GM
t

c c

�
�

�
� �

es decir, independiente del parámetro de impacto.

(5.15)



lado, es decir cuando 180º� � . Ahora estamos en condiciones para calcular el tiempo
total de retraso, para lo que es necesario sumar el efecto Shapiro gravitomagnético
(2.15) y el efecto geométrico (5.15). Ambas cantidades son numéricamente iguales; pero
mientras el efecto geométrico tiene siempre el mismo signo, el gravitomagnético cambia
de signo según el rayo incida por un lado u otro del astro. El resultado es que en un caso
se restan los dos efectos y en el otro se suman, no existiendo retraso de tiempo en un
rayo y duplicándose en el otro. Pero la diferencia entre los tiempos de llegada de ambos
rayos, que es lo que interesa en vista de una comprobación experimental, seguirá sien-
do el mismo que el encontrado anteriormente (4.15).

También hay que tener en cuenta que al curvarse el rayo se acerca más al cuerpo
central lo que ocasiona que aumente el efecto Shapiro estático. Pero este efecto ya es de
tercer orden y dependería de la deflexión que es de segundo orden la estática y de tercer
orden la gravitomagnética, por tanto también despreciable.

En (5.15) comprobamos que el resultado es independiente de R, lo que significa que
es extrapolable para el caso de la deflexión producida por un astro distinto del Sol.

7.15 Tiempo de retraso de rayos que viajan por el interior

de una esfera hueca

Consideremos una esfera hueca de espesor despreciable, masa M, radio R’ y que
gira con una velocidad angular �. Se trata de determinar el retraso que experimenta un
rayo cuando pasa por el interior de esta concha esférica.

Vamos a suponer que el rayo incidente es paralelo al eje z y se dirige hacia la parte
positiva. El potencial gravitomagnético en el interior de la esfera hueca es (4.5)

2
.

3

GM

c R
� �

�
A r ω

Siguiendo un cálculo similar al caso exterior se encuentra para el elemento de línea

2 2 2 2

3

8
sin sin ,

3

GM
ds c dt b dzcdt dz

R c
� � � �� � � �

�
para el caso de la luz 2

0ds �  y resolviendo la ecuación de segundo grado resultante

2 2

2 2

2 2

4 4

4 8
sin sin sin sin .

3 3

R b

S G

R b

GM GM
t b dz b R b

R c R c
� � � � � � � � �

� �

�

�� �

�� � � � �
� ��

Nótese que al igual que para el caso exterior, el efecto Shapiro gravitomagnético
puede ser un atraso o un adelanto, según el lado por donde viaje  el rayo luminoso. Si
el rayo incide con un sentido igual que el de rotación se tiene un retraso de tiempo
(velocidad de la luz es mayor que en ausencia de gravitomagnetismo) y lo contrario si
la incidencia de la luz es de sentido contraria al de rotación del astro.

8.15 Tiempo de retraso de rayos que viajan

por el interior de una esfera maciza

Ahora consideremos el caso en que la esfera sea maciza, tenga una densidad��, que
por simplicidad vamos a considerar constante y un radio R. Se trata de determinar el
efecto Shapiro gravitomagnético correspondiente.

Para una delgada concha de esta esfera el retraso correspondiente es dado por
(6.15), si dm es su masa tendremos un retraso
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2 2

4

8
sin sin ,

3
S G

Gdm
dt b R b

R c
� � � �

�
�� � �

�

y al integrar el efecto producido por todas las conchas esféricas que van de b a R se
obtiene

2 2

4

3 2
2 2

4

32
sin sin

3

8
sin sin 1 ,

3

R

ext

S G

b

G
t b R R b dR

c

GM
b b R

c

�
� �� � � �

� � � �

�
� � �� � � �

� � �

�

pero a este retraso habría que añadirle el efecto producido por la parte interna de la
esfera que viene dado por (2.15).

Si suponemos que el astro es una esfera homogénea, su momento angular de rota-
ción es

22
,

5
J M b��

entonces el retraso producido por el efecto Shapiro gravitomagnético para la esfera
interna es

int

4

8
sin sin

5
S G

GM
t b

c
� � � � �

�
� �

con lo que retraso total es

3 2
2 2

4

8 5
sin sin 1 1 ,

35

total

S G

GM b
t b R

c

�
� � � �

�

� �
� � � � �� �

nótese que los efectos de la parte exterior e interior de la esfera se suman.

9.15 Variación de la frecuencia a consecuencia del efecto Shapiro

Los movimientos relativos del astro que curva la luz, del emisor y del receptor
originan una variación de la frecuencia a consecuencia del efecto Shapiro gravi-
tomagnético.

Vamos a suponer que el emisor está suficientemente lejos, entonces los rayos que
llegan al observador lo hacen paralelamente, es decir, solo nos tenemos que preocupar
por el efecto Shapiro gravitomagnético y no por la modificación geométrica de la tra-
yectoria de los rayos.

Solo tenemos que considerar el movimiento relativo del receptor respecto al astro
que curva la luz. En el instante 0 el emisor envía una señal que llega al observador. El
tiempo de retraso (o adelanto) de esta señal por efecto Shapiro es 0

S
t .

En el instante posterior T se envía otra señal, el tiempo de retardo (o adelanto) es

S
t T , diferente del anterior porque ahora el rayo pasa a diferente distancia relativa
del astro y se verá afectado de forma diferente por el efecto Shapiro gravitomagnético. Si
T representa el periodo de la señal enviada por el emisor, el periodo tal como es obser-
vado después de pasar por la cercanía del astro es

0 .
S S

T T t T t� � �� � �� �
Hay que indicar que no estamos considerando el efecto Doppler que surge en este

problema, ya sea por el movimiento del emisor o del receptor. Solo estamos consideran-
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do la variación de frecuencia ocasionada por el movimiento transversal del emisor
respecto al astro, que es un fenómeno relacionado con el gravitomagnetismo. Entonces
la variación del periodo de la señal es

0 ,S ST t T t� � �

utilizando el teorema de los valores medios

0 .S S S

S S

dt dt dtdb T db
T t T t T T

dt db dt T db dt

�	 �
�

	
� � � � � � � � �

10.15 Cálculo de la variación de frecuencia

Podemos considerar para un periodo corto de tiempo que la velocidad transversal
relativa del observador t

v  es constante, aunque para largos periodos de tiempo esto no
sea así ya que el observador llevará en general un movimiento oblícuo respecto al rayo.
Con nuestra suposición tenemos

0 t
b b v t� �

donde el signo menos significa que el cuerpo receptor está acercándose al astro que
deflexiona el rayo y

0
b  es el parámetro de impacto en el instante 0. El signo + en la

fórmula anterior habría que ponerlo en el caso en que el receptor se alejara del astro.
Démonos cuenta que además de una velocidad transversal al rayo, el observador pue-
de tener también una velocidad longitudinal que produciría un efecto Doppler, que
nada tiene que ver con el gravitomagnetismo.

Si 
1
z  y 

2
z  representan las distancias del emisor y observador al astro central respec-

tivamente, el efecto Shapiro estático viene dado por un retraso del tiempo dado por
(1.15) y el gravitomagnético por (3.15). Derivando (1.15) queda

3
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1

2
.S S t

dt dt GMvdb b b

dt db dt c z b z z b z b z z b

� 
� � � �� �

� � � � � �� �� �
Suponemos que el origen de nuestro sistema pseudocartesiano se encuentra en el astro
y que elegimos la parte negativa del eje z hacia donde está el emisor, que consideramos
está a distancia infinita, por tanto habrá que hacer el límite

1 1

1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
2

1 2 2

1 1

lim lim

1 1

2
lim

1 1
1 1 1

2 2

z z

z

b b

z b z z b z b z z z b z

b

bb b
z

z z

��� ��

��

� �
� � � � � � �

� �
� � � �

� � � �� � � �
� 	 � 	

entonces

3
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 3
2 22 2 2 2

22 2 2

2 2

2 22 2
.

S t

t t

dt GMv b

dt bc z b z z b

b z z b z z z bGMv GMv

c c b z bb z b z z b

� �
� � � � �

� � � �� �

� � � � �
� �

�� � �

En cuanto al efecto Shapiro gravitomagnético (3.15) obtenemos al derivar
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2 1

4
2 2 2 2

2 1

3 2 3 2

2 2 1 1

4 3 2 3 2
2 2 2 2 2 2

2 1

2
sin sin

2 2 2
sin sin ,

S G t

t

dt GJv z b z bd

dt dbc z b z b

GJv z z b z z b

c b z b b z b

� � �

� � �

� � �
� � � � �� �� �� �� 	

� � �
� � � � �� �

� �� �� �
ahora tomamos el límite

1 1

3 23

1 11 1

3 2 3 22 2 22 2 2

1 11

1 22 1
lim lim

1z z

z b zz z b

bb z b zb z b
��� ��

� ��
� � �

��

de donde obtenemos
3 2

3 2 2 2

2 2 2

4 3 2
2 2 2

2

22
sin sin .S G t

z z b z bdt GJv

dt c b z b
� � ��

� � �
� �

�

Ahora vamos a suponer que � donde R es la distancia desde el centro del
astro hasta la posición del observador. De (7.15) se obtiene

2 2

2 2 2

3 3
2 2 2 2

2 2

2

3 2 3 3 2

2

2 2
1

2 41
1 1 ,

2

S t t

t t t

z z bdt GMv GMv z

dt c b c bz b z b

GMv GMv GMv bb

c b z c b c R

� � � �
� � � �� �� �� �� 	

� �
� � � � �� �

� 	
si llamamos 2GM c
 � entonces queda

12

4
.S t t

dt v v b

dt cb cR


 

�� � � �

En cuanto al término gravitomagnético (7.15) nos queda cuando �

2

4 2 3 2 3 2
2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 1 2
sin sin 1

1 1

4
sin sin ,

S G t

t

dt GJv b

dt c b b z z b z

GJv

c b

� � �

� � �

�
� �

� � � � � �
� � �� �

� �

si se define a J Mc� entonces

2

4
sin sin sin sin .S G t

dt av

dt cb



� � � � � � �� � � � � �

Con lo que el efecto total será

2 2

4 4
sin sin .t t t

v v vT b a

T b c c cR b

� 
 
 

� � �� � � �

El cambio de frecuencia experimentado por el rayo se obtendrá de

1 2 0 1 2
sin sin 1 sin sin .

T

T

�	 �
� � � � � 	 	 � � � � �

	
� �� � � � � � � � � �� �

11.15 Propuesta de experimento

El experimento para observar la variación de la frecuencia hay que hacerlo con la
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radiación proveniente de un astro que es ocultado por el Sol a través de su ecuador.
Vamos a suponer que el momento angular del astro se dirige hacia la parte positiva del
eje y, entonces 90º, 90º� �� � . Supongamos también que la estrella emisora se oculta
por la derecha del astro (visto desde el receptor), es decir 0� � . Cuando la estrella
emerge será 180º� � ; en el primer caso sin sin 0� � �� � y negativo en el segundo.
Por tanto la frecuencia de la estrella que se oculta viene dada por

0 1 2
1� � � �� � �

donde el signo más se usa cuando la estrella se oculta y el menos cuando reaparece.
Si suponemos que la señal enviada por la estrella es armónica, la función de la onda

recibida cuando se oculta es

1 0 0 1 0 2
sin 2 1 2 ,t t� � �� � �� �� � �� �	 


luego se registra la señal cuando la estrella reaparece (entonces el parámetro de impac-
to va en aumento), entonces al invertirla temporalmente queda

2 0 0 1 0 2
sin 2 1 2 .t t� � �� � �� �� � �� �	 


En un proceso off-line hacemos interferir ambas señales resultando

1 2 0 0 1
sin 2 1 t� � � � �� ��� � � �

donde obtenemos una amplitud modulada por la función

0 0 0 2
2 cos 2 t� � �	 �� �

que posee una frecuencia

2 0

4
,t

av

cb



	 	�

mientras que la señal procedente de la interferencia tiene una frecuencia

1 0 2

4
1 t t

v vb

b c cR

� �
	 	

� �
� � �� �

� 	
por tanto, midiendo la señal resultado de la interferencia se puede determinar el mo-
mento angular del astro.

12.15 Referencias
1.- TARTAGLIA, A.; RUGGIERO, M. L.: “Gravitomagnetic measurement of the angular momentum
of celestial bodies”, General Relativity Gravity 36 (2004) 293-301.
2.- TARTAGLIA, A.; RUGGIERO, M. L.: “Gravitomagnetic measurement of the angular momentum
of celestial bodies”, The Tenth Grossmann Meeting, editors Mário Novella et al, Word Scientific
Publishing, 2005, p. 1889.
3.- CIUFOLINI, I.; RICCI, F.: “Gravitational Lensing and Gravitomagnetic Time Delay”, arXiV:gr-
qc/0301030v1 (2003).
4.- SERENO, Mauro: “Gravitational Faraday rotation in a weak gravitational field”, Physical
Review D 69-8 (2004) 087501.

Velocidad de la luz y el gravitomagnetismo 183



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH



16

Efectos gravitomagnéticos sobre la

radiación electromagnética polarizada

1.16 Arrastre de los sistemas inerciales

Unida a una partícula de prueba que se encuentra sometida únicamente a la grave-
dad de un cuerpo que está girando, existen los sistemas de referencias K y ���K (ver
epígrafe 3.10). Mientras que el sistema ���K  tiene unos ejes permanentemente alineados
con las «estrellas fijas», el sistema K es el sistema libremente cayendo (o localmente
inercial) y sus ejes son definidos por las tres líneas ortogonales que seguirían cuerpos
libres (o bien los ejes serían definidos a partir de los ejes de rotación de giróscopos
libremente girando). Por el principio de equivalencia, K es un sistema inercial, al me-
nos en un entorno de su origen.

Como ya hemos visto, el sistema K rota respecto a ���K ; es decir, está girando respecto
a las «estrellas fijas», fenómeno que es denominado arrastre de los sistemas inerciales.

Consideremos un giróscopo aislado que cae libremente en el campo gravitatorio. El
eje de este giróscopo mantiene una dirección inalterable respecto al sistema inercial K
(ya que sobre el giróscopo no actúa ninguna fuerza ajena a la gravedad y K es un
sistema inercial), por tanto su orientación variará respecto a ���K .

El eje de rotación del giróscopo  está sometido a un movimiento de precesión respec-
to a ���K  con una velocidad angular dada por (9.10)

2

3
2

2
v

c
�� � � � � ��Ω A

donde A y���son los potenciales vector y escalar producidos por el cuerpo central en
rotación. Ω  también es la velocidad angular de rotación del sistema K respecto al
sistema ���K .

Consideremos ahora una onda luminosa linealmente polarizada. El vector campo
eléctrico del rayo (y también el vector campo magnético) es perpendicular a la dirección
de propagación del rayo. El plano de vibración de la luz permanece inalterable respec-
to a un sistema de referencia inercial.

Siempre podemos considerar que el rayo de luz va pasando por la inmediata cerca-
nía de sistemas de referencias libremente cayendo. Consideremos uno de estos siste-
mas inerciales K. Durante un intervalo de tiempo dt el plano de polarización de la luz
permanece fijo respecto a K, ya que el plano de vibración de la luz debe permanecer
inalterable respecto a un sistema inercial. Pero durante este intervalo de tiempo el
sistema libremente cayendo está sometido a un giro producto del arrastre de los siste-
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(1.16)

186

mas inerciales. Esto viene a significar que el plano de polarización de la luz también se
ve sometido a un giro respecto a las «estrellas fijas».

Para conocer la rotación total que experimenta el plano de vibración de la luz que
pasa por la cercanía de un astro, tendremos que sumar todas las rotaciones experimen-
tadas por los sistemas inerciales por los que pasa la luz.

2.16 Caso de una esfera de densidad uniforme

Consideremos un sistema localmente inercial K con origen en la cercanía por donde
pasa el rayo luminoso que describe una trayectoria rectilínea, es decir, la curvatura que
experimenta el rayo por causa de la gravedad la vamos a despreciar. Vamos a conside-
rar que la luz avanza a lo largo del eje x del sistema K y hacia su parte positiva. Sea

0
K el sistema inercial con origen en el centro del cuerpo central. Elegimos sus ejes de tal
forma que el rayo de luz viaje por el plano 

0 0
x y� . La rotación que experimentará el

plano de polarización es el mismo que el registrado por los ejes y-z del sistema K, es
decir el ángulo girado en el intervalo dt es

1
,

dx
d dt dt dx

dx c
� � � � � � �Ω i Ω i Ω i

al orden de precisión en el que operamos hemos identificado la distancia propia con la
distancia coordenada. Nótese que los cálculos lo hacemos en relación al sistema 

0
K .

Suponemos, además, que b es el parámetro de impacto del rayo, es decir la mínima
distancia entre el rayo y el centro del cuerpo central. Dada la orientación de los ejes de

0
K , b está dirigido a lo largo del eje y, por tanto el vector de posición del origen de cada
uno de los sistemas localmente inerciales que consideramos es x b� �r i j .

Si sumamos los ángulos girados por cada uno de los sistemas inerciales K, encon-
tramos

2 2

1 1

1 2
dx dx

c c
�� � � � � � � �� �Ω i A i

donde 1 y 2 son las posiciones inicial y final ocupadas por el rayo. *
Debemos advertir que la precesión geodética no interviene en este proceso. En efec-

to, de (11.10)

2 2 3

3 3
,

2 2

GM

c c r
�� �� � �v r v

pero en el sistema considerado c�v i , entonces 0	 
 �r v i .
El potencial vector aplicable en este caso es (6.5) y su rotacional cumple

2 3 2 3
2

G G

c r c r

�� � � �
� � �� � � � � � � �� � � �

� 	 � 	

r r J
Ω A J

entonces el ángulo rotado por el plano de vibración de luz cuando va del punto 1 al 2 es
22

12 3 3 3 3

11

.

G G
dx

c r c r
�

� �� �
� � � �� �

	 

�

r J r J
i

* Debemos recordar que en el caso exterior, el arrastre de los sistemas inerciales es de sentido
contrario que en el caso interior, siempre que sea el mismo el sentido del campo gravitomagnético
[véase epígrafe (4.5)].



Ahora vamos a considerar que las distancias desde la que viene y a donde va el rayo

1 2
,r r  son mucho mayores que el parámetro de impacto b, de tal forma que se puedan

despreciar los términos 2 2
b r , lo cual se ajusta bien a lo que podría ser un experimento

para detectar este fenómeno. Suponemos también que el rayo, procedente de la parte
negativa del eje x, es observado en un punto de la parte positiva del mismo eje y se
propaga por el plano x-y. Es decir, que el rayo atraviesa la zona donde se encuentra el
astro. Con las simplificaciones establecidas se tiene

2 2 2 2 2
r x b x r b r� � � � � � � �

entonces de (1.16)
2 2

2 1

12 3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 11

x y x x x
xJ bJG G xJ G r J G r J

c r c r c r c r
�

�
� � � � �

y se obtiene finalmente

1 2
c r r	 


donde J es la componente del momento angular del astro paralela a la dirección del
propagación del rayo luminoso, que en nuestro caso es la componente a lo largo del eje
x. Nótese que J puede ser positivo o negativo, es decir puede tener el mismo sentido o
sentido opuesto al de la marcha del rayo, lo que hace cambiar el sentido de rotación del
plano de polarización que coincide con el de la componente paralela al rayo del mo-
mento angular de rotación del astro.

 Si el rayo proviniese de una distancia infinita y fuese detectado a otra distancia
infinita, no habría rotación del plano de vibración. También hay que señalar que la
fórmula (2.16) para la rotación del plano de vibración de un rayo que pasa por un astro
rotante no depende del parámetro de impacto.

3.16 Caso de una esfera hueca

Supongamos que el rayo de luz viaja por el interior de una concha esférica de
paredes delgadas, de masa M, radio R y que gira con una velocidad angular��. La
fórmula general para calcular el ángulo girado por el plano de polarización de la luz es
la misma que la del caso anterior, aunque ahora el potencial gravitomagnético viene
dado por la fórmula (4.5)

2 2

2
,

3 3

GM GM

c R c R
� � � �� � �A r ω A ω

entonces la rotación que sufre el plano de polarización mientras que la luz viaja por el
interior de la concha esférica es

int 2

2 2

3

GM
dx

c c R
�

�
� � � �� ω i

donde elegimos un sistema de referencia 
0

K  tal que el rayo luminoso se encuentre en el
plano 

0 0
x y�  y vaya en una dirección paralela al eje

0
x  y en su sentido positivo

Haciendo referencia a la figura 1.16 encontramos los límites de la anterior integral

R b

�

� �

� � � ��
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Ahora es necesario calcular la rotación que experimenta el plano de polarización
del rayo mientras viaja fuera de la concha esférica; tanto antes de entrar como después
de haber salido de su interior. Para calcular la rotación antes de entrar el rayo en la
concha esférica usamos (1.16)

2 2

2 2

3 3 3 2 3

1
,

x R b
r R

x y y

x

xJ bJ bJb RG G
J

c r c R R
�

�� �

�

��

� �� �
� �� � � � �
� �
	 


haciendo el mismo cálculo para determinar la rotación del plano de vibración tras la
salida del rayo de la concha esférica y sumando ambos efectos se encuentra

donde se ha sustituido el valor del momento de inercia de la concha esférica. Finalmen-
te se encuentra que la variación total del plano de polarización para un rayo que
proveniente del infinito es observado en el infinito tras pasar por una concha esférica
rotante es

3

4

3

GM
b R

c
� �� � �

Nótese que la rotación del plano de polarización tiene sentido contrario según la luz
viaje por el interior que por exterior de la concha esférica. Mientras que en su viaje por
el interior de la esfera la luz gira su plano de polarización en el mismo sentido que la
rotación de la concha, con un comportamiento que podría ser llamado machiano; en el
exterior la rotación del plano es de sentido contrario al de rotación de la concha, o sea,
un comportamiento antimachiano.

4.16 Caso de la luz atravesando una esfera maciza

En esta ocasión la luz atraviesa una esfera de densidad uniforme. La esfera la
dividimos en dos partes, una interna y otra externa. Si suponemos que la luz procede
del infinito y marcha al infinito la parte interna no afecta a la rotación del plano de

Figura 1.16

R

b

R

2 2
R b�

2 2R b� �

�
x

y

�

�



Figura 2.16
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�
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yb

R

R

�

�

2 2
R b�

2 2
R b� �

polarización de la luz, sólo se vería afectado por la concha esférica de grosor R b� , tal
como se aprecia en la figura 2.16.

Una delagada concha esférica de radio r’ y masa dM contribuirá a la rotación del
plano de polarización en la cantidad

2 2

3

8
1 ,

3
x

GdM
d b r

c
� � �� �

introduciendo la densidad ��encontramos que

2 2 2

3

32
1 .

3
x

G
d r b r dr

c

�
� � � � � �� �

Ahora hay que integrar entre b y R
3 2

2

2 2 3

3 3

32 32
1 ,

3 9

R

x x

b

G G b
r r b dr R

Rc c

� �
� � � � �

� � �� � �
 � � � �� �� �
� 	� �

�
si ahora introducimos la masa total de la esfera nos queda

3 2

c

5.16 Efecto Zel’dovich

Existe una interacción entre la helicidad de la luz y el campo gravitomagnético.
Como resultado, se produce una variación de la frecuencia de la radiación según que
su polarización circular sea levógira o dextrógira, fenómeno descubierto por Zel’dovich
en el año 1965.

Consideremos que desde un punto de latitud�� de un astro que está rotando, se
emiten dos señales electromagnéticas polarizadas circularmente en cada uno de los
dos sentidos posibles. La radiación es observada en una posición muy alejada de la
fuente.
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Para analizar este fenómeno elegimos un sistema de coordenadas K fijo en el espa-
cio y con origen en el punto de emisión, con su eje z dirigido en la dirección radial y el
eje y definido de tal forma que el vector momento angular del astro J se encuentre en el
pano z-y (ver figura 3.16). La coordenadas angulares respecto al sistema K son��  y��. Si
R representa el radio del astro, se encuentra

cos sin

cos sin sin sin cos

R

J J
 


� � � � �

�
� � �
� � �

R k

J j k

e i j k

donde e es el vector unitario en la dirección que une el punto de emisión de las señales
y el punto de observación.

�

�

R

z

y

J

Figura 3.16

Coincidente con K en el momento de emisión existe un sistema libremente cayendo K’,
que se encontrará rotando respecto al sistema K con una velocidad angular dada por
(6.5), que en nuestro caso adopta la forma

2 3
cos 2sin .

GJ

c R
� �� � �Ω j k

Las dos señales electromagnéticas de helicidades opuestas llevan la dirección y el
sentido dado por e, de tal forma que sus vectores campo eléctrico son normales a esa
direccion, girando uno en sentido levógiro y el otro en el dextrógiro.

Respecto al sistema libremente cayendo K’, las dos señales con polarizaciones cir-
culares tienen la misma frecuencia, pues K’ es un sistema inercial para el que no existe
ninguna orientación privilegiada. No obstante, para un sistema inercial alejado, para
el que no existe arrastre gravitomagnético, el giro de los vectores campo eléctrico de las
dos señales será diferente, siendo por tanto también diferente la frecuencia de las dos
señales cuando son medidas por el observador.

La velocidad angular de arrastre en la dirección e respecto a K es

2 3
cos sin sin 2sin cos ,

e

GJ

c R
� � � � �� � � � � �Ω e

con respecto al sistema K’ los vectores de campo eléctrico de las dos ondas rotarán con
velocidades angulares dadas por

, ,
d l

� � �� � �ω e e

(3.16)
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entonces las velocidades de rotación de los vectores campo eléctrico que medirá el
observador alejado será

e�
� � �ω ω Ω

donde no estamos considerando diferencia entre el tiempo propio y el coordenado,
pues al ser de segundo orden, sólo añadiría términos de cuarto orden al efecto
gravitomagnético. La relación entre � y la frecuencia de la radiación es 2� �	� , enton-
ces las ondas circularmente polarizadas que salen de un astro que está rotando expe-
rimentan, para un observador lejano, una variación de su frecuencia dada por

2 3
cos sin sin 2sin cos ,

2

GJ

c R
�	 � � � � �

�
� � �

es el conocido efecto Zel’dovich, que es equivalente al efecto Zeeman electromagnético.
Si la emisión tiene lugar desde un punto de latitud��� y siendo normal a la superfice

del astro 0� � , tendremos

2 3
sin ,

GJ

c R
�	 �

�
��

de tal forma que las radiaciones con helicidades diferentes tendrán en el infinito las
frecuencias 	 �	� y 	 �	� .

Debemos advertir que existe un fenómeno similar al anterior, de carácter cinemático
y no relativista, producido por la rotación del astro y que se anula en los polos. De aquí
que la medición del efecto Zel’dovich gravitomagnético deba de hacerse para emisio-
nes procedentes de los polos, evitando así su enmascaramiento por  el efecto cinemático,
mucho más intenso que el gravitomagnético.

Notemos por último, que para el caso especial de una radiación saliendo del polo y
en dirección tangencial a la superficie 90; 90� �� � encontramos 0.�	 �

6.16 Diferencia de la velocidad de fase de la radiación

según la helicidad de su polariación

La variación de frecuencia (4.16) que experimenta una onda polarizada circular-
mente cuando sale de un astro rotando y que es detectada por un observador lejano,
trae aparejada una modificación de su velocidad de fase, que a su vez producirá una
diferencia de tiempo en la llegada de la fase, según el sentido de la polarización de la
luz.

Vamos a considerar que las señales salen desde una posición situada en el eje de
rotación del astro, siendo sus trayectorias perpendiculares a esta dirección y con un
parámetro de impacto b. La pequeña deflexión que experimentan los rayos por efecto
gravitatorio no va a ser considerada, por lo que tomaremos una propagación rectilínea.

Para calcular la velocidad de fase a lo largo de la trayectoria seguida por las seña-
les, consideramos que en cada uno de sus puntos hay un sistema localmente inercial
cuyo eje z tiene la dirección radial y con un eje y tal que el momento angular J del astro
se encuentre en el plano z-y (ver figura 4.16).

Respecto a estos sistemas localizados en cada punto de la trayectoria, el vector
unitario e paralelo a la trayectoria de los rayos es

sin cos .� �� �e j k

Estos sistemas libremente cayendo tienen una rotación por efecto del arrastre de los

Efectos gravitomagnéticos sobre la radiación electromagnética polarizada 191

(4.16)



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

sistemas inerciales dada por la velocidad angular (3.16), donde ahora usamos r en vez
del radio del astro R. Como r es la distancia desde el centro del astro al punto de la
trayectoria seguida por la radiación, se encuentra la relación

,
sin

b
r



�

entonces la rotación del sistema libremente cayendo en la dirección de e y correspon-
diente a la latitud � es para un observador inercial alejado

4

2 3

3
sin cos .

e

GJ

c b
� �� � � � �Ω e

Ahora dividimos la trayectoria seguida por las señales en pequeños segmentos de
longitud dx, tan pequeños que podemos suponer que mientras lo recorren las señales
no se ven sometidas a variación de sus frecuencias. O dicho de otra forma, suponemos
que durante el recorrido de londigutd dx no se modifica la velocidad de fase de las
señales.

El sistema libremente cayendo en el punto A (ver figura 4.16) no rota en la dirección
de e. Esto significa que para el sistema libremente cayendo K las frecuencias de las
radiaciones se verán modificadas en la cantidad

� �

�
� �

respecto a la frecuencia que tenían al ser emitidas en el punto A.
La variación que experimenta la velocidad de fase de las señales al recorrer dx es

c� �	�
donde  es la longitud de onda. Donde tenemos en cuenta que la periodicidad espacial
de la radiación no queda alterada por la gravedad, solo lo es la periodicidad temporal.
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La distancia dx se puede poner en función de la latitud (ver figura 4.16)

2
.

sin sin

rd bd
dx


 



 

� �

La velocidad de fase durante el recorrido dx correspondiente a la latitud��� es

c c� ���� �

donde c es la velocidad de la radiación en el punto A.
El tiempo dt que tardará la luz en recorrer la distancia dx es

2 2 2 2 2

2

1 ,
sin sin sin sin

sin 1

dx bd bd bd bd bd
dt

c cc c c c
c

c
� �

� � � �	 � � �	

�	� � � �
�

� �
� � � � � � �� �

� � � 	�� �
� 	

siendo el primer término del último miembro el tiempo que la radiación tardaría en
recorrer la distancia dx si no hubiese modificado su velocidad, mientras que el segundo
término es el tiempo en que aumenta (o disminuye) el tránsito por el segmento de
longitud dx. Para el caso de radiación dextrógira este tiempo es

2

2 2 2 4

3
sin cos ,

sin 2

bd GJ
t d

c b c


 ��	 �
� 
 
 



 �
�
� �

al integrar para todo el recorrido se encuentra el tiempo que excede la fase de una onda
circularmente polarizada en sentido dextrógiro a una onda con polarización lineal. La
misma expresión, salvo el signo, es válida para el caso de luz polarizada en sentido
levórigo, por tanto la diferencia de tiempo detectada por el observador entre las fases de
ambas ondas es

2

2

4 2 4 2

0

3
sin cos .

GJ GJ
t t t d

c b c b

�

� �

 
 


� �
� �


 � � � ��
Se puede repetir el cálculo pero suponiendo que la emisión se produce en un punto

de latitud��, aunque manteniendo una trayectoria tangencial. Utilizando (4.16) y te-
niendo en cuenta que 90º� �� � se encuentra

4 3 4 2
sin

G GJ
t t t

c b c b

 
�

� �
� �

�
� � � � �

J b

donde b es el vector que va del centro del astro al punto de emisión de las señales.

7.16 Efecto de la helicidad en la deflexión de la luz

por causa del gravitomagnetismo

Ya hemos visto que la gravedad curva los rayos que pasan por su cercania por dos
causas: la gravitoelectricidad (o deflexión de Einstein) y el gravitomagnetismo (ver
capítulo 14). Ahora vamos a añadir una tercera deflexión resultado de la interacción
helicidad-gravitomagnetismo.

Vamos a considerar que la radiación sale (al igual que en el epígrafe 6.16) de un
punto situado sobre el polo de un astro rotando y que tiene una trayectoria normal al
eje de rotación, por lo que sigue siendo válida la figura 4.16.

Para los sistemas libremente cayendo K, las dos radiaciones con diferentes estados
de polarización circular son observadas con frecuencias también diferentes; no obs-
tante, sus longitudes de onda (que nos informe de la periodicidad espacial de las
ondas) son iguales en ambos casos.
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El sistema libremente cayendo en A no rota respecto a la dirección de propagación
e. Es decir, las señales que salen de A no varían su frecuencia cuando son observadas
en el infinito. Pero los sistemas K están rotando, por tanto respecto a ellos las frecuen-
cias de las ondas varían y por consiguiente su velocidad de fase.

Como la velocidad de fase va variando de punto en punto, la propagación de la luz
ya no será rectilínea, es más, como las velocidades de fases son diferentes según el
sentido de la helicidad, la trayectoria de los rayos polarizados circularmente en uno y
otro sentido, serán diferentes, o sea, hay una deflexión a consecuencia de su paso por
las cercanías de un cuerpo rotando producida por la interacción helicidad-
gravitomagnistmo.

Dado que los tres tipos de deflexiones que sufren los rayos son muy pequeñas,
podemos considerar sin error importante, que los rayos llevan la trayectoria rectilínea
que se ve en la figura 5.16. Los dos rayos pasarán por los segmentos de longitud dx que
se ve en la figura 5.16, como en cada segmento la velocidad de la luz es diferente,
podemos aplicar la ley de Snell de la refracción para cada intervalo y calcular así la
deflexión que experimentan los rayos al recorrer cada intervalo de longitud dx.

Al aplicar la ley de la refracción en el punto B (figura 5.16) se encuentra

sin 90 sin 90 ,
d

c c
d

c c
� � �

� � �
�

� � � �

donde suponemos que el ángulo de refracción se diferencia del de incidencia en el
pequeño ángulo d� . Utilizando (6.16) se encuentra

�
	

� �
� � � � �� �

� 	
y la misma fórmula se aplica para el cálculo de d

c� ��

� ��

Figura 5.16

(7.16)
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De (7.16) y teniendo en cuenta que K es de segundo orden queda

5 3 3
1 sin 4sin cos cos ,K d d� � � � � �� �� � � �� �

e integrando
0

4 2 3

2 3 3 3

0 2

1
sin cos 4sin cos ,

3 2 2

GJ GJ
d K d K

c b c b

�

�


� � � � � � �

� 	 �
� � � � � � � � � �� �

que representa el ángulo que se dispersa cada una de las dos radiaciones de helicidades
opuestas respecto a la trayectoria rectilínea. Por tanto, el ángulo de separación entre
ambas radiaciones será el doble del ángulo anterior.

Si las radiaciones salieran en sentido opuesto al considerado anterioremente, hu-
bieran tenido el mismo ángulo de deflexión por razones de simetría. Y si la trayectoria
seguida hubiera sido del infinito al punto A, también se habría tenido la misma
deflexión. Esto quiere decir que si las radiaciones provienen del infinito, pasan por un
punto sobre el polo norte del astro y continuan hasta el infinito se habrán dispersado
entre sí el ángulo

3 3

2
.

GJ

c b



�
� �

Si comparamos este resultado con la deflexión que en igual situación sufre el rayo
por efecto gravitomagnético, tal como es dado por (7.14), se encuentra que la deflexión
gravitomagnética, ya de por sí muy pequeña, es para el Sol unas 16

10  veces mayor que
la resultante de la interacción helicidad-gravitomagnetismo.
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17

El efecto Sagnac y el

gravitomagnetismo

1.17 El efecto Sagnac clásico

Consideremos una guia de ondas  circular (o un montaje de espejos que permita que
un rayo de luz realice un recorrido cerrado) que está rotando con una velocidad angu-
lar �. Desde un punto de este anillo se lanzan dos rayos de luz simultáneamente en
direcciones opuestas. Cuando los rayos vuelven al punto de partida tienen entre sí una
diferencia de camino óptico que se puede detectar mediante un montaje interferométrico.

Este fenómeno es clásico y no exige el concurso de la relatividad especial. El fenó-
meno fue explicado dentro de la antigua teoría del éter estacionario, o sea que el éter
(entendido como el medio en que se propaga la luz) permanece fijo respecto al espacio
absoluto newtoniano. Sea c la velocidad de la luz respecto al éter. Supongamos un
sistema de referencia K que permanece unido al centro del anillo pero que no gira con
él, estando a su vez en reposo respecto al éter. La velocidad de la luz es c para el sistema
K que está en reposo respecto al éter, pero el rayo que gira en el sentido del anillo tiene
que recorrer la circunferencia completa más la parte que avanza el anillo, por lo que se
cumple la relación

1 1
2 R vt ct� � �

donde R es el radio del anillo, v es la velocidad lineal de un punto del anillo y 
1
t el

tiempo que tarda el rayo en volver al punto de salida. Para el rayo luminoso que va en
sentido contrario al movimiento del anillo se tendrá

2 2
2 R vt ct� � �

siendo 
2
t  el tiempo que tarda en volver al punto de salida.

La diferencia de tiempo es
2 2

2 2 2 2

1 1 4 4
2

1 1

R v c S c
t R

c v c v v c v c

� �
�

� �
� � � � �� �

� � � �� 	

donde S es el área del círculo limitado por el anillo. Hasta el segundo orden respecto a
la inversa de c se tiene

2

4
.

S
t

c

�
� �

Este resultado se vuelve a reencontrar si hacemos el análisis desde el sistema K´ que
rota conjuntamente con el anillo por donde circulan los rayos luminosos. La relación

(1.17)
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entre los ángulos medidos por ambos sistemas de referencia K y K’ es t� � �� � � ,
donde suponemos que el sistema K´ gira en el sentido de las agujas del reloj y los
ángulos son medidos en el mismo sentido. Supongamos un punto que gira en torno al
centro de ambos sistemas, la relación entre las velocidades angulares que se miden en
los dos sistemas es ��� � � � , de donde deducimos la relación entre las velocidades
lineales u u v� � � , por tanto la velocidad de la luz que se mueve en el sentido de giro es

1
c c v� � y la velocidad del rayo que va en sentido contrario 

2
c c v� � , entonces los

tiempos tardados en hacer el recorrido completo son

1 2

1 2

2 2
;

R R
t t

c c

� �
� �

reencontrando la ecuación (1.17).

2.17 Relación entre las velocidades de la luz medidas

en dos sistemas de referencias en mecánica no relativista

Consideremos dos sistemas de referencia moviéndose uno, que denominamos K,
respecto al otro sistema K´ con una velocidad v a lo largo del lado positivo del eje x. En
este caso es válida la ecuación de transformación de Galileo

t� � �r r v

donde �r y  r son los vectores de posición como son medidos en los sistemas K´y K.
Consideremos un rayo luminoso (o una partícula material) que se mueve respecto a

K con una velocidad u, formando un ángulo ��respecto a la parte positiva del eje x.
Diferenciando (2.17) queda

� � �u u v

o bien

cos cos

sin sin

u u v

u u

� �

� �

� � � �

� � �
donde � � es el ángulo que forma el rayo luminoso con el eje x� . Las anteriores ecuaciones
se pueden poner como

cos cos

sin sin

u u v

u u

� �

� �

� �� �

� ��

elevando al cuadrado y sumando queda

1 2
22 2

,u u v� �� � �� � � � � �� 	v e v e

siendo �e  el vector unitario referido al sistema K´y tangente a la trayectoria del rayo (o
de la partícula en su caso).

3.17 Experimento de Michelson-Gale

El experimento de Michelson y Gale determina la velocidad angular de la Tierra
haciendo uso del efecto Sagnac. El montaje experimental está formado por un rectán-
gulo que tiene en sus esquinas espejos capaces de conducir la luz en los dos sentidos.
Dos lados del cuadriáltero están alineados con el eje N-S y los otros dos con el eje E-W.

Esta experiencia se puede analizar clásicamente, suponiendo que el éter es estacio-
nario, o sea que permanece fijo al espacio absoluto, con independencia de los cuerpos

(2.17)

(3.17)
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que se mueven a través de él. Sea K´ el sistema fijo respecto a uno de los lados orienta-
dos en la dirección E-W (o sea, tiene su origen fijo en la superficie de la Tierra), y que por
tanto, está rotando respecto al éter. El sistema K es el sistema fijo respecto al éter, que a
su vez está en reposo respecto al espacio absoluto. Como los brazos del montaje son
pequeños comparados con el radio terrestre y el tiempo considerado es igualmente
pequeño, podemos suponer que K´ se mueve respecto a K con movimiento uniforme y
rectilíneo con velocidad v (que es la velocidad tangencial de la Tierra en el lugar donde
se encuentra el sistema K’). Entonces la relación entre las velocidades del rayo en uno
y otro sistema es dado por (3.17).

Para los rayos que van en dirección N-S  la velocidad medida en K´ es

2

2
1 ,

v
c c

c
� � �

ya que v es perpendicular a la trayectoria seguida por los rayos tal como es medida por
K´. La velocidad calculada es la misma independientemente que el rayo se dirija hacia
el norte o hacia el sur. En cuanto a la velocidad en la dirección E-W es

c c v� � �
dependiendo el signo del sentido en que va el rayo: positivo para el que va hacia el
oeste y negativo cuando va al este.

Los lados orientados en la dirección N-S tienen longitud h, el mismo valor para
ambos lados. Pero los lados en la dirección E-W son 

1
l  para el colocado al norte y 

2
l

para el que está al sur. Estas longitudes son ligeramente diferentes, ya que son diferen-
tes los arcos de los paralelos terrestres correspondientes al mismo ángulo. Suponemos
el experimento realizado en el hemisferio terrestre norte, estando el arco 

2
l  más al norte

que el de longitud 
1
l .

También son diferentes las velocidades con que se mueven los lados 
1
l  y 

2
l , por

corresponder a arcos situados en paralelos diferentes. Sea 
1

v  y 
2

v  sus correspondien-
tes velocidades tangenciales.

Los tiempos que tardan los rayos luminosos, que se mueven en uno u otro sentido,
en recorrer el trayecto N-S es el mismo, por tanto no intervienen en el cálculo, pues al
hacer la diferencia de tiempo se eliminarán. Nos queda calcular el tiempo que tardan
los dos rayos en recorrer las direcciones E-W.

El tiempo 
1

t  que tarda el rayo que va en el sentido de las agujas del reloj en hacer su
recorrido en el sentido E-W y en el W-E es

1 2

1

1 2

,
l l

t
c v c v

� �
� �

el tiempo que tarda el rayo que va en sentido contrario a las agujas del reloj es

1 2

2

1 2

l l
t

c v c v
� �

� �

y la diferencia entre ambos

1 1 2 2 1 1 2 2

2 1 2 2 2 2 2

1 2

2 2
2 .

l v l v l v l v
t t t

c v c v c

�
� � � � � �

� �

Sea 
0
l  la longitud de un arco del ecuador que forma el mismo ángulo que los lados

1
l  y 

2
l . Entonces se cumple

(4.17)
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1 0 1

2 0 2

cos

cos

l l

l l





�

�

donde 
1

�  y 
2

  son las latitudes donde están colocados los dos brazos del montaje. Las
velocidades con que se mueven estos dos brazos son

1 1

2 2

cos

cos

v R

v R

� 

� 

�

�

donde R es el radio de la Tierra y �  es su velocidad angular. Sustituyendo estas ecuaciones
en (4.17) se encuentra

2 20

1 22

2
cos cos .

Rl
t

c

�
 � � �

Como la diferencia de latitud es muy pequeña se puede poner

2 1

h

R
 � �

entonces

2 2

2 2

2 1 1 1 1 1

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 12

cos cos cos cos sin sin cos sin

2 2
cos sin cos sin cos cos sin ,

h h h h

R R R R

h h h

R RR

� � � � � �

� � � � � � �

�  �  � �
� � � � � � �� �� � � �� � � � � 	

� � � � �

al sustituir en (5.17) queda

0 1

1 1 12 2

4 4
cos sin sin

l h l h
t

c c
�   � � � �

o bien

2 2

4 4
sin sin ,

lh S
t

c c
�  � � � �

donde S es el área del cuadrilátero que recorre la luz y �es la latitud del lugar de
observación.

La diferencia de fase entre los dos rayos es

2 1
kr kr� � �

donde 
1
r  y 

2
r  son las distancias recorridas por cada uno de los rayos y k es el número

de ondas. La diferencia de fase se puede poner también como

2 1

2 8
sin .

S
k r r c t

c

� �
� � � � � � �

� �
donde �   es la longitud de onda. Cuando la diferencia de fase cumple 2 m� �� existe
interferencia constructiva, donde m es un número entero. En nuestro caso sólo se habrá
producido un desplazamiento entre las franjas de interferencia m�

8
sin 2

S
m

c

�
�  �� �

�
entonces el desplazamiento que experimentan las franjas de interferencia es

4
sin

S
m

c
� � �

�

(5.17)
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donde el ángulo��se mide en radianes.

4.17 Sistema de referencia rotante

Sea K un sistema de referencia inercial. El sistema K´ gira con respecto a K alrededor
del eje z, común a ambos sistemas. Para este caso las ecuaciones de transformación son

cos sin

sin cos

x x t y t

y x t y t

� �

� �

� �� �

� �� � �

donde � es la velocidad angular de rotación y suponemos que el sentido es el de las
agujas del reloj, midiendo el ángulo de rotación en este mismo sentido.

El elemento de línea en el sistema K en una zona libre de campo gravitatorio es el de
Minkowski. Al diferenciar (6.17) se obtiene el elemento de línea en el sistema rotante K’

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2
1 2

x y
ds c dt dx dy dz d cdt

cc

�� �� �
� � � � � � � �
� �

ω r
r

donde hemos suprimido las primas en las nuevas coordenadas espacio-temporales.
Vamos a interpretar el último de los sumandos. Si con �r  y d �r  representamos las

proyecciones de los vectores r y dr sobre el plano perpendicular al eje de rotación, se
cumple

d d� �� � � � �ω r r ω r r

como se puede obtener por cálculo directo, ahora poniendo

;x y d dx dy� �� � � �r i j r i j

y haciendo referencia a la figura 1.17 se encuentra que

d d sin�� � � �	 �r r r r

(6.17)

�
�
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Figura 1.17

donde � es el ángulo entre los dos vectores. De la figura 1.17 se deduce que

cos cos 90 sin� � �� � � �
�

h

r
entonces

2� � � � �� � � �
�

r r r r r
r

h
d d h d dS

�rd

�r
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dS es el área elemental formada por la proyección de la superficie barrida por el vector
de posición de la partícula sobre el plano perpendicular al eje de rotación. Con este
resultado ponemos el elemento de línea de la forma

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2
1 4 .

x y dS
ds c dt dx dy dz cdt

cc

� �� ��
� � � � � � �
� �

El último sumando puede tener signo positivo o negativo, según sea el signo de
	 
ω r rd  . Supongamos que el sistema K´ fuera rígido con la superficie de la Tierra,

entonces si el cuerpo se desplaza hacia el este, el ángulo formado entre �ω r  y dr es
menor de noventa grados y por tanto el signo será positivo. Siendo negativo si el des-
plazamiento del cuerpo es hacia el oeste.

5.17 Interpretación relativista del efecto Sagnac

Consideremos de nuevo el experimento de un tubo circular rotante por donde viaja
la luz en dos direcciones opuestas. Sea K´ el sistema de referencia que rota con el tubo.
La luz obedece a la relación 0�ds o bien

2 2 2

2 2 2 2 2

2
0 1 2 ,

�� �� �
� � � � � � � �
� �

ω r
r

x y
c dt dx dy dz d cdt

cc

haciendo la definición

2 2 21

2
� �� � �c x y

siendo �
c
el potencial centrífugo. Queda al resolver la ecuación de segundo grado

2

2

2

2

22 2
4 1

2
2 1

�
�

�

� � � �� �
� � � � �� � � �

� 	 � 	
�

� �
�� �

� 	

ω r ω r
r r c

c

d d d
c c c

cdt

c

donde
2 2 2 2

.� � � �d dx dy dz

Nótese que

2
2 � �

c
c

pues en caso contrario la velocidad de la partícula sería mayor que la velocidad de la
luz. Lo que significa que hay que tomar el signo +, pues en caso contrario obtendríamos
un intervalo de tiempo negativo, lo que no tiene sentido físico.

Las dos soluciones correspondientes a los dos sentidos en que se mueven los rayos
de luz son

2
2 1 2 c c

� �

��

donde � es el recorrido seguido por luz y  en el mismo sentido que la rotación del tubo.

r
c

t t t d
c c
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1
t  es el tiempo tardado por la luz en hacer el recorrido en el mismo sentido que la
rotación del tubo y

2
t  es la velocidad de la luz cuando gira en el sentido contrario al

tubo. Por tanto la diferencia entre la llegada de las dos señales como es medida en el
sistema K’ en el caso de un recorrido circular es

2 2

2 4
2 .

S
t r r

c c

�
� �� � �

o sea, el mismo resultado clásico. Podemos obtener un término de cuarto orden al tener

en cuenta el potencial centrífugo
2 3

4

4
.

�
�
 �

r S
t

c

La fórmula (7.17) se puede aplicar al experimento de Michelson-Gale, que lo supo-
nemos realizado en el hemisferio norte

2 20

2 12

2
cos cos

Rl

c

�
 � �

que es la ecuación (5.17). Los tiempos tardados en los tramos dirigidos en la dirección
N-S son los mismos para los rayos que van en direcciones opuestas.

6.17 El efecto Sagnac en presencia de campo gravitatorio estático

Consideremos el elemento de línea para el caso de un campo gravitatorio débil y en
función de los potenciales escalares y vectorial (ver epígrafe 5.4)

2

2 2 2 2 2 2

2 4 4 2

2 2 2 8 2
1 1

� � � �� � � �
� � � � � � � � � �� � � �
� 	 � 	

A rds c dt d cdt dx dy dz
cc c c c

.

Ahora supongamos un nuevo sistema de referencia K´ que se encuentra rotando
con respecto al anterior. En este sistema el elemento de línea es

2

2 2 2

2 2 4 4

2 2 2

2 2

22 2 2 8
1

2 2
1 2 1 .



 
 �


 


� �
� � � � � � � �� �
� 	

�� � � �
� � � � � � �� � � �
� 	 � 	

A r

ω r
r

cds c dt d cdt
cc c c c

dx dy dz d cdt
cc c

Ahora podemos calcular el tiempo que tarda la luz en hacer un recorrido cerrado,
poniendo 2

0�ds  y resolviendo la ecuación de segundo grado se encuentra

2

2
2 1 2

c
c


 


 
� �

donde hemos despreciado, por ser excesivamente pequeños, los términos de cuarto
orden y no hemos considerado el potencial vector. El doble signo, al igual que antes, se
usa según sea el sentido de rotación de la luz con respecto al giro del tubo por donde
viaja.

Si ahora calculamos la diferencia de tiempo entre dos rayos que circulan en senti-
dos contrarios encontramos
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2

.r
c

c
t d

c c

Despreciando el potencial centrífugo en comparación con el gravitatorio, obtenemos
para el caso de campo débil y un recorrido circular

GM
t d d d

c c c c r

En el caso de que los dos rayos circunvalen la Tierra por el ecuador, tendríamos
para el primer sumando de la expresión anterior

7

2

4
4.13 10

� �� � � �
S

S
t s

c

donde 2
��S r y r es el radio ecuatorial terrestre. Para seguir adelante es necesario

interpretar el significado geométrico de la variable r. Estamos usando coordenadas
armónicas, llamadas así porque hacen que el tensor métrico cumpla la condición gauge
armónica. Si r�  es la coordenada radial standard, la relación entre la coordenada r  y
r �  es (ver epígrafe 7.4)

2 2
1

GM
r r r

c c

�� �� �� � � �� �
	 


por lo tanto el término principal de Sagnac lo podemos poner como

2

2 2

2 2 2 2 2 2 4

4 4 4 2 4 8
1 1

� � � � � � ��
� �

� �� � � �� �� � � � � � � �� � � �
� 	 � 	

S

S S GMr
t r r

c c c c c c c

el primer sumando corresponde al término clásico de Sagnac y el segundo contribuirá

al término de cuarto orden cuando se sume a

� � � ��GM GMr GMr
d

c r c c

quedando como término de cuarto orden

16

4 4 4

16 8 8
5.8 10 .

�

� � � � � � �
� � �

� � � � � �
GMr GMr GMr

t s
c c c

Lo que realmente medimos es el tiempo propio del lugar de observación, es decir, el
de un observador fijo en el sistema rotante K’. En este caso tenemos que hacer uso de la
relación 

00
d g dt� �  por tanto

1 2 � �� �

ω r
r

c

d
c c c

reencontrándose el término Sagnac clásico

2

7

2

4
4.13 10 s

S

r

c

��
� �

�

 � � �

y el término Sagnac producto de la gravedad estática queda ahora

16

4 4 4

12 8 8
2.88 10 s.

GMr GMr GMR

c c c
�

� � �
� � � � �

� �
� � � � � �
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7.17 Corrección al efecto Sagnac por el gravitomagnetismo

Vamos ahora a añadir al campo gravitatorio estático el campo gravitomagnético
producido por un cuerpo rotando. Se quiere encontrar la corrección que es necesaria
realizar al efecto Sagnac clásico. Volvemos al elemento de línea (8.17), pero ahora tene-
mos en cuenta el potencial gravitomagnético A. Considerando exclusivamente el térmi-
no clásico y el originado en el gravitomagnetismo se encuentra que la diferencia de
tiempo entre los dos rayos que van en sentidos opuestos es

,t d d
c c

o sustituyendo el valor del potencial gravitomagnético de un cuerpo que tiene momen-
to angular de rotación J

.
G

t d d
c c r

En el caso particular de un rayo que recorra el ecuador terrestre hay que tener en cuenta
que �r J forma 180 grados con dr cuando el rayo se dirige hacia el este, por lo que la
corrección debida a la rotación de la Tierra tiene signo contrario al efecto Sagnac clási-
co. El valor de la corrección gravitomagnética es

16

4

8
1.89 10 s ,

A

GJ

c r

�
� �� � � � � �

hemos tenido presente que a este orden el tiempo coordenado coincide con el tiempo
propio del lugar de observación.

8.17 El efecto Sagnac y la inducción gravitomagnética

Consideremos una concha esférica muy delgada que se encuentra rotando con una
velocidad angular��. En su interior se encuentra la fibra óptica circular de las experien-
cias anteriores, ahora en reposo. Se trata de averiguar si la rotación de la concha podría
inducir el efecto Sagnac en la fibra óptica.

El potencial vector producido por la concha esférica es por (4.5)

2 2
.

3 3

�
� � � � �A r ω r ω

GM

c c R

El elemento de línea en el interior de la concha respecto a un sistema de coordenadas
que no gira es

2 2 2 2

2 2

2 2
1 8 1 .

� �
�

� � � �
� � � � � �� � � �
� 	 � 	

A
rds c dt d cdt d

cc c

La luz cumple la condición 2
0�ds  entonces

2 2 2

2 3 2

2 8 2
0 1 1 .

3
c dt d dct d

c c c

� � �
�

� � � �
� � � � � � �� � � �
� 	 � 	

r ω r

Resolviendo la ecuación anterior y hallando la diferencia entre los tiempos tardados
por los rayos que viajan en ambos sentidos, se llega a

.

Nótese que ω representa aquí la velocidad de rotación de la concha esférica, que es la
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opuesta de la que relativamente lleva el circuito cerrado por donde se desplaza la luz.
De aquí la aparente diferencia de signo con (7.17).

Para que se reproduzca el efecto Sagnac es necesario que se cumpla

2

4
1

3

�
�

c

o bien

2

3
,

4
�

GM

c R

una relación que aparece con coeficientes numéricos del mismo orden en otros plantea-
mientos referidos al principio de Mach.
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18

Cosmología y principio de Mach

1.18 Introducción

Lo expuesto hasta ahora muestra que la relatividad general contempla fenómenos
de inducción gravitatoria. Es necesario proseguir y estudiar si la acción inductiva
producida por el conjunto del Universo es capaz de explicar el origen de la inercia. Es
decir, si el principio de Mach se deduce de la teoría general de la relatividad.

El principio de Mach, en la versión que utilizamos, afirma que la inercia (o masa
inercial) de un cuerpo no es una propiedad intrínseca, sino que es adquirida a conse-
cuencia de la acción que sufre dicho cuerpo por parte de todo el resto del Universo. Si
tenemos en cuenta el carácter dinámico del cosmos, debemos admitir que la inercia de
un cuerpo debe ser una propiedad que va cambiando a medida que lo hace el Universo,
es decir, la masa inercial cambia con el tiempo.

En los cálculos de los capítulos anteriores nos hemos desentendido de los valores
retrasados que aparecen en las expresiones de los potenciales, ya que la cercanía de la
fuente propiciaba que el tensor energía-momento cambiara poco entre la emisión y
recepción de la acción gravitatoria.

No obstante, cuando el cálculo se extiende a todo el Universo, la situación cambia
radicalmente. La extrema lejanía de los cuerpos que componen el Universo hace que
los efectos retrasados deban de ser considerados. Ciertamente, el tensor energía-mo-
mento de las fuentes cósmicas es muy diferente en el momento de emisión y en el de
recepción. Es más, como las fuentes del cosmos que generan la inercia de un cuerpo de
prueba están a distancias diferentes, sus acciones debieron ser emitidas en momentos
también distintos, al objeto que todas lleguen al cuerpo de prueba en el mismo momen-
to. O dicho de otra forma, no solo todos los cuerpos del Universo intervienen en la
generación de la inercia, sino que estas acciones provienen de todos los momentos,
desde el big bang hasta el instante actual.  Es decir, el cosmos desde su mismo comien-
zo está actuando sobre los cuerpos que ahora observamos para dotarlos de inercia.

Si bien a la inercia de un cuerpo contribuyen todas las épocas del Universo, cabe
esperar que la acción de unas sea más intensa que en otras, efecto causado por la
combinación de varias circunstancias como veremos más adelante.

Los cálculos que haremos a continuación serán efectuados dentro del modelo
cosmológico standard (ver apéndice B). Haremos uso del elemento de línea de Robertson-
Walker y de las ecuaciones de Friedman, donde la constante cosmológica será tenida
en cuenta.

Lo que pretendemos es calcular la aceleración inductiva que actúa sobre un cuerpo
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de prueba que se encuentra acelerado. Supondremos que la aceleración de un cuerpo
es equivalente a la aceleración, en sentido contrario, del resto del Universo, por tanto
habrá que calcular la inducción gravitatoria que esta situación crea sobre la partícula
de prueba. O sea, suponemos válido el principio de Mach y tratamos de comprobar si
a partir de la relatividad general podemos obtener el valor observado de la fuerza de
inecia.

De nuevo vamos a partir del modelo de la concha esférica de espesor infinitesimal
y de densidad uniforme. Y posteriormente haremos la integración a todo el Universo.
En el siguiente razonamiento vamos a usar la teoría linealizada, válida para campos
gravitatorios débiles. Ciertamente el potencial gravitoeléctrico��� producido por el con-
junto del Universo en un punto es del orden de 2

c  y por tanto no es débil. Pero resulta
que este potencial es constante (o tiene una muy débil dependencia del tiempo), por lo
que puede ser eliminado por una simple transformación de la coordenada temporal,
por tanto tiene consistencia el uso de las ecuaciones linealizadas para tratar con el
problema planteado. Debemos advertir que la teoría que vamos a desarrollar es pura-
mente especulativa, no obstante refleja la potencialidad de la relatividad general para
entender el princpio de Mach.

2.18 Elección de las coordenadas

Elegimos un sistema de coordenadas con origen instantáneo en el centro de la
esfera, tal que el punto del campo donde se encuentra la partícula de prueba esté cerca
del centro y en la parte positiva del eje z, a una distancia propia dada por

.r�r k

El eje y lo elegimos de manera que la aceleración de la concha esférica se encuentre en
el plano y-z, por tanto

cos sina a� �� �a j k

donde � es el ángulo entre el vector aceleración y la parte positiva del eje y.
El vector de posición de un punto de la concha es dado en coordenadas esféricas

por

sin cos sin sin cos� � � � � � � �� � �σ i j k

donde �  representa distancia propia.
El vector �r  es el que va de un punto fuente, perteneciente a la concha esférica, al

punto del campo, entonces

� � �r r σ

r � es una distancia propia y calculada en el tiempo atrasado, lo mismo que ocurre con
el radio de la concha��.

Debe notarse que la concha esférica participa de la expansión del Universo, por
tanto su distancia propia dependerá del factor de escala cósmico R t , por esta razón
la distancia atrasada será diferente a la actual y esta diferencia dependerá del momen-
to de emisión. Sin embargo, la distancia propia del punto del campo, que hemos repre-
sentado por r, no se ve afectada por la expansión universal, por lo que hay una identi-
dad de distancia propia y coordenada, al considerar que el entorno es euclídeo.

3.19 Tensor energía-momento

Vamos a considerar al Universo formado por un gas perfecto, por tanto su tensor
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energía-momento es
2

,ik i k ikT p c u u pg�� � �

donde�� es la densidad de energía y p es la presión. Vamos a considerar como uno de
los constituyentes del Universo a la materia en polvo, que no produce presión y cuyo
parámetro de densidad es (ver apéndice B)

2

8

3
M M

G

H

�
�� �

donde  M
�  se refiere a la densidad de materia en el momento actual. Por definición de

densidad crítica 
c

� tendremos

.
M c M

� �� �

La densidad de radiación electromagnética se pone en función del correspondiente
parámetro densidad como 

R c R
� �� � . Finalmente, la densidad del vacío también se

puede poner en función de su parámetro de densidad 
V c

� �
�

� � .
En cuanto a las presiones tenemos (ver apéndice B)

2 2 2 21 1
0; ; .

3 3
M R R c R V V c

p p c c p c c� � � �
�

� � � � � � � � �

Por la ecuaciones de Friedman existe la siguiente relación entre los parámetros de
densidad (ver apéndice B)

1
M R k�

� �� �� � ��

de donde se obtiene que la densidad total de energía es

1 .
M R V c k

� � � � �� � � � �

Mientras que la presión total es

2 21
,

3
c R cp c c� �

�
� � � �

por lo tanto el tensor energía-momento de la materia cósmica es

2 21 1
1 .

3 3
ik c k c R c i k c c R ik
T u u c c g� � � � �

� �

�  � �
� �� � � � � � � � �� �� �
� � � 	

La traza de este tensor es
2

4 .
c M

T c�
�

�  � 

Las fuentes de los campos escalar y vector son *

00
T  y *

0
T �

 respectivamente y sus
valores, en el caso de despreciar la radiación, son

* 2

00 00 00

*

0

1 1
2 2

2 2

4
.

3

c M R

c M R

T T T c

T cu� �

� �

�

�
� � � � � � � �

� �
� � � �� �

� 	

4.18 Potenciales escalar y vectorial

Vamos a calcular el potencial escalar��� y vectorial A que produce una concha esféri-
ca de radio��, de espesor infinitesimal y densidad de materia��, sobre un punto cercano
a su centro.

(1.18)
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La solución de la ecuación de campo linealizada es por (17.4)

*

4

4 ik

ik

TG
h dV

rc

� � � �� �
��

donde r �  se refiere a la distancia propia de la partícula fuente en el momento de
emisión e igualmente el corchete significa valores retrasados. De esta expresión y te-
niendo en cuenta (1.18) se obtiene para el potencial escalar

2 2
,

C M R
G dV

r

�
�

�
� � � � �� �� � �� �

��
mientras que el potencial vectorial es por (18.4)

2

4 3
.

c M R
uG

A dV
rc

�

�
�� � � �� � �� �

��
A continuación es necesario expresar la densidad crítica y los parámetros de densidad
con valores actuales, para ello lo que hacemos es un desarrollo en serie.

5.18 Desarrollo en serie de los potenciales retardados

En el epígrafe 16.4 se ha desarrollado el potencial escalar en serie de potencias,
conservando hasta el término de segundo orden en la inversa de c. Cuando se aplica
este desarrollo al conjunto del Universo, se encuentra que la serie converge muy lenta-
mente, no como ocurre cuando se trata de problemas sobre gravitoelectromagnetismo
local, donde la pequeñez de los términos del desarrollo viene dado en función de la
inversa de c.

Pero lo que buscamos son los términos que dependan linealmente de la aceleración
y esos términos solo aparece en el sumando de segundo orden respecto a la inversa de
c en el desarrollo en serie del potencial escalar. O sea, que la ecuación (23.4) es ajustada
al problema que tenemos planteado, que consiste en comprobar que la inducción
gravitatoria de todo el Universo es capaz de producir toda la inercia de un cuerpo de
prueba. De tal forma que el potencial escalar lo tenemos que deducir de la expresión

2
,

2

G
G dV dV

r rc

�
� �

� �
� �� � �

� �� �
r a

donde solo hemos considerado el término que puede generar fuerza de inercia. Los
demás términos que aparecen en el desarrollo en serie, como aquellos que dependen de
la velocidad, que no son lineales en la aceleración o que dependen de derivadas supe-
riores, deben anularse cuando se evalúan para el conjunto del Universo, cumpliéndose
que la fuerza de inercia es proporcional a la aceleración y no depende de la velocidad.

6.18 Los potenciales de una concha esférica del Universo

Para el caso de una concha esférica compuesta de polvo, el potencial vector es dado
por

2

ˆ ˆˆ 4 3
,

c M RG
A u dV

rc

� �
� � � �

�� �
��

donde el acento sobre los símbolos significa que son los valores correspondientes al
momento de recepción de la señal gravitatoria t̂  y no al momento de emisión t. El

(2.18)
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momento de recepción no tiene porqué corresponder al momento actual, o edad del
Universo 

0
t . La velocidad que aparece en la expresión anterior se refiere a su valor

atrasado, o sea el que tenía el cuerpo que crea el campo en el momento de emitir la señal
gravitatoria, mientras que la densidad crítica y los parámetros de densidad son los
correspondientes al momento de observación.

r � debe ser entendida como la distancia propia desde el punto del campo al punto
fuente en el momento atrasado. Utilizando coordenadas esféricas se encuentra

2
sindV d d d� � � � 	� �

siendo �   el radio propio atrasado de la concha esférica. Como ya hemos hecho en otras
ocasiones se establece la relación

2

1 2 cos 1 cos ,r r r B C� � � � � �� � � � � �

donde

2 2

2 2

2
1 ;

1

r
B r C

r

�
�

�
� � �

�
entonces la integral que nos interesa queda

2

0 0

sin
4

1 cos

dV
d d d d

r B C

� �
� �

� � � �� �
�

�
� �

� �
� � �

donde estamos teniendo en cuenta que la densidad de la concha esférica es uniforme y
que tiene un espesor infinitesimal d�. Con el anterior resultado el potencial vector es

2

4 ˆ ˆˆ 4 3 .
c M R

G
d

c

�
� � �� � � � �A u

A consecuencia de que el punto de observación está cerca del centro de la concha
esférica en comparación con su radio, suponemos que las señales que, provenientes de
todos los puntos de la concha llegan en un momento determinado al punto del campo,
partieron en el mismo instante retrasado.

Pasemos a continuación a calcular el potencial escalar producido por la concha
esférica en un punto cercano a su centro. El primer sumando de (2.18) no genera fuerza
alguna en el interior de la esfera, por lo que solo hay que considerar el segundo de los
sumandos.

Con las definiciones realizadas en 2.18 se encuentra

sin cos sin sin sin cos ,ar a a� � � � � � � �� � � � �r a

y haciendo la misma descomposición que antes nos encontramos con las siguientes
tres integrales

2

1 2

0 0

2

2 2

2 2

0 0

2

2

3 2

0 0

sinˆ ˆ ˆˆ 2 2 sin
2 1 cos

cosˆ ˆ ˆˆ 2 2 sin sin
2 1 cos

sinˆ ˆ ˆˆ 2 2 sin cos .
2 1 cos

c M R

c M R

c M R

G ar
I d d d

c B C

G a
I d d d

c B C

G a
I d d d

c B C

� �

� �

� �

�
�   � � �

�

�
�   � � � �

�

�
�   � � � �

�

�

�

�

� � � � � �
�

� � � � � � �
�

� � � � � � �
�

� �

� �

� �
La segunda de las integrales anteriores es nula. Para el cálculo de las otras dos tenemos
en cuenta que

(3.18)
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0 0

sin sin cos 2
2; ,

31 cos 1 cos

r
d d

B C B C

� �
� � �

� �
�� �

� �
� �

� �
por lo tanto el potencial escalar de inducción producido por la concha esférica es

2

4 ˆ ˆ ˆˆ 2 2 sin .
3

ind c M R

G
ar d

c

�
� � �� �

�
� � � � � �

7.18 Cálculo de la aceleración inducida

Teniendo ya los valores del potencial escalar y del vectorial por (3.18) y (4.18) pode-
mos aplicar la ecuación de movimiento (12.4) que en nuestro caso, donde solo estamos
considerando los términos que dependen linealmente de la aceleración, se reduce a

* 4
t

�
�

� �� �
�

A
a

donde *a es la aceleración inducida sobre la partícula.
Para hallar la divergencia del potencial escalar vamos a escoger un nuevo sistema

de coordenadas, tal que la aceleración de la esfera se encuentre dirigida hacia la parte
positiva del eje z y que el eje y sea tal para que el punto del campo se encuentre en el
plano y-z, entonces sinr z� � y la divergencia del potencial resulta ser

2

4 ˆ ˆ ˆˆ 2 2 ,
3

c M R

G
d

c

�
� � � �

�
� � � � � � � a

de donde se obtiene que la aceleración inductiva es

2 2

16 4ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ* 4 3 2 2 .
3

c M R c M R

G G
d d

c c

� �
� � � � � �

�
� � � � � � � � � �a a a

Hay que indicar que la densidad  crítica y los parámetros de densidad son los valores
que existen en el momento de la llegada de la señal gravitatoria al punto del campo, o
sea, no representan los valores retrasados. La expresión (5.18) nos da la aceleración
inducida sobre una partícula de prueba que se encuentra en el interior de una concha
esférica de radio atrasado�� (es decir, el radio que tenía la esfera en el momento de la
emisión de la señal, que está sometido a una variación a consecuencia de la expansión
cósmica), de espesor d�  y que lleva una aceleración a respecto a la partícula que está en
el punto del campo. Obsérvese que (5.18) es válida para cualquier valor de la curvatura
escalar k.

La fórmula (5.18) se simplifica al introducir el valor de la densidad crítica en el
momento t̂  quedando

2

2

ˆ11
ˆ ˆ ˆ* 7 .

2
M R

H
d

c
� �

�

� �
� � � � � �� �
� 	

a a

La aceleración inducida a* refleja la existencia de una fuerza de inercia. En efecto, si
en vez de poner la aceleración a de la concha respecto al cuerpo de prueba, ponemos la
aceleración del cuerpo respecto a la esfera, el resultado (6.18) cambia de signo y apare-
ce una aceleración inducida contraria a la aceleración del cuerpo, tal como es exigido
por la fuerza de inercia.

Volvemos a recordar que para hallar este resultado suponemos que los movimien-
tos son relativos, por lo que es lo mismo considerar que es la concha la que se encuentra
acelerada, o que sea el cuerpo quien tiene la aceleración.

(5.18)

(6.18)

(4.18)
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8.18 Variación de la masa inercial

La masa inercial de un cuerpo es definida como el cociente entre la fuerza de inercia
y la aceleración del cuerpo respecto al conjunto del Universo. En el momento 

1
t  la masa

inercial 
1

m t  de un cuerpo que lleva una aceleración a es

1

1
,

t
m t � �

F

a

el signo menos obedece a que la fuerza de inercia 
1
tF  es opuesta a la aceleración. En

otro instante 
2

t  el mismo cuerpo tendrá otra masa inercial definida por

2

2
.

t
m t � �

F

a

El movimiento relativo del cuerpo respecto al Universo genera una aceleración
inducida *a , que origina una fuerza sobre el cuerpo proporcional a esta aceleración

1 1

2 2

*
,

*

t t

t t
�

a F

a F

o dicho de otra forma, las aceleraciones inducidas son proporcionales a las masas
inerciales.

Llamamos coeficiente de inercia t�  a la relación entre la aceleración inducida *a

sobre un cuerpo de prueba y la aceleración relativa a de este cuerpo con relación al resto
del Universo

* .t�� �a a

Como la aceleración inducida es proporcional al coeficiente de inercia entonces de
(7.18) se halla

1 1

2 2

.
m t t

m t t

�

�
�

Si con 
0

m  representamos la masa inercial en el momento presente, tenemos que la masa
inercial en un momento genérico t es dada por 

0
,m t t m�� por tanto, el mismo tipo

de variación tiene la masa inercial que el coeficiente de inercia.

9.18 Inducción producida por el conjunto del Universo:

aplicación al modelo cosmológico de Einstein-de Sitter

Podemos suponer que el Universo está formado por una sucesión de conchas esfé-
ricas, de distintos radios��  y de espesores d�. Para calcular la aceleración inductiva
total hay que integrar (6.18) desde el momento inicial 

0
0t t� � �  hasta el momento 
̂ .

Vamos a aplicar (6.18) a un Universo de Einstein-de Sitter, que viene caracterizado
por tener curvatura escalar nula 0k � y solo contener materia, por lo que la energía de
la radiación y el vacío se consideran nulas y así también sus correspondientes
parámetros de densidad. Este modelo cósmico no se ajusta al real, no obstante, tiene
expresiones muy simples que nos van a ayudar a comprender el problema tratado.
Utilizando (10.B) y (12.B) la expresión (6.18) adopta la forma

ˆ

2 2 3 1 3 1 3 2 3

0

2 5
ˆ ˆ ˆ* 22 ,

3 3
d

�

� � � � � � ��� � ��a a

nótese en que se ha tomado el valor absoluto en d�. La razón es que, como se puede ver

(7.18)

(8.18)
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de la gráfica 1.B, la derivada de la distancia propia de donde parte la señal es negativa
a partir del máximo de la función ˆ,� � � �� . A partir del máximo de esa función, que
ocurre en 

max
ˆ ˆ8 27 0.296� � �� � , las señales que salen de la parte más externa de la

concha esférica de espesor d�, salen antes que las de la parte más interna y lo contrario
ocurre para las señales emitidas antes del máximo.

El resultado de la integral anterior es

ˆ* 0.483 � �� � � �a a a

donde ahora a representa la aceleración de la partícula de prueba, que es opuesta a la
aceleración del conjunto del Universo. A ˆ� � le llamaremos coeficiente de inercia,
donde 
̂  es la edad del Universo, o el instante en que llegan las señales al punto del
campo. En el Universo real tenemos para el momento presente 1 1� � , mientras que
en el modelo de Universo de Einstein-de Sitter apenas alcanza la mitad del valor co-
rrecto.

En general, el coeficiente de inercia depende de la edad del Universo, no obstante en
el modelo de Einstein-de Sitter no tiene esa dependencia, lo que viene a significar que la
inercia de los cuerpos en este modelo cósmico es siempre la misma. Pero en general el
coeficiente de inercia depende del tiempo, o sea, la masa inercial del cuerpo no perma-
nece constante sino que varía según evoluciona el Universo, tal como veremos más
adelante

Otro asunto de interés es que las señales gravitatorias que llegando en el momento
presente a un cuerpo son responsables de la generación de la inercia, fueron produci-
das en momentos diferentes: desde el comienzo del cosmos hasta el presente. Se trata
de analizar cómo las distintas épocas cósmicas contribuyen a la formación de la masa
inercial. Esta influencia viene dada en la gráfica 1.18, que representa el tanto por ciento
de la masa de inercia que es generada en función del momento en que salió la señal
gravitatoria. La gráfica se obtiene realizando la integración de (8.18) en intervalos de
tiempo de 0.05� . O sea, descomponemos la integral de (8.18) en sumandos, en cada
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uno de ellos el integrando solo es distinto de cero en un intervalo de  0.05� .
Lo primero que hay que señalar es que el 50% de la masa inercial de los cuerpos en

el momento presente 
0

t  es creada por emisiones gravitatorias producidas entre el big
bang y el momento 8 27� � , lo que significa que las primeras etapas del Universo
contribuyen en mayor medida a la masa inercial de los cuerpos. Para reflejar este hecho
indicar que desde el comienzo del Universo hasta el instante 0.05� � (correspondiente
a una edad del Universo de unos setecientos millones de años), salieron las señales que
dan a los cuerpos el 16.8 % de sus masas. Indicar también que durante 0.3� � el Uni-
verso participó mínimamente en la generación de las masas inerciales. Igualmente las
interacciones gravitatorias que llegan en el momento actual provenientes de cuerpos
cercanos, participan débilmente en la generación de la masa inercial; dicho de otra
forma, los cuerpos que actualmente se encuentran cercanos generan poca inercia.

9.18 Inducción producida por el conjunto en un Universo

caracterizado por = 0k  y � � 0.7
M

Seguimos usando la fórmula (6.18) pero ahora con diferentes valores de la densi-
dad critica y de los parámetros de densidad. Con referencia a un Universo de curvatura
escalar nula y 0.7

�
� � , por (5.B) encontramos la relación 

0 0
0.9537H t � , que nos per-

mite calcular la densidad crítica del Universo actual en función de su edad
2

0 0

2

0

3 2.7286
.

8 8
c

H

G Gt
�

� �
� �

Podemos usar con buena aproximación para este Universo la misma función �� ��

(gráfica 2.B) que para el Universo de Einstein-de Sitter, entonces tenemos
1

2 2

0

0

0.1975 .d c t�� �� ��
Con todos estos datos podemos evaluar la ecuación (6.18) para el momento actual,
encontrándose

0
* 0.4221t�� � � �a a a

donde a es la aceleración de la partícula de prueba respecto al resto del Universo.
Resultado que sigue estando alejado de la realidad, pues el valor observado en el
momento actual es 

0
1t� � .

10.18 El coeficiente de inercia

Al contrario de lo que ocurre en el modelo de Einstein-de Sitter, en general el coefi-
ciente de inercia varía con el tiempo. En efecto, tanto la relación entre t y H, como los
parámetros de densidad, dependen del tiempo. Esto nos muestra que en el Universo la
masa inercial de un cuerpo es dependiente del tiempo.

Vamos a calcular el coeficiente de inercia para un instante cualquier t . De (4.B) se
calcula el factor de escala cósmico y su derivada respecto a 

0
t t� � , con estos datos se

determina la «constante» de Hubble para el momento t

0 0 0
R t R t H R

� �
� � �

el punto significa derivación respecto al tiempo cósmico t y el apóstrofo es la deriva
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ción respecto a �.
La densidad crítica en un momento cualquiera es

2 22

0

2 2

0 0 0

3 3 1 1

8 8
c c

H R R
t

G G R Rt t H
� �

� �

� �� � � �
� � �� � � �

� 	 � 	

donde 0

c�  es la densidad crítica en el momento presente 
0

t . El parámetro de densidad
del vacío en función de a es

2 2 2
2 22 0 0

0 0 0 0 02 2 2 2

1 1

33

c c a
t t H t H

H aR R R R
� � �

� �
� � � � � � �

�� �

siendo 0

�
�  el valor del parámetro de densidad del vacío en el momento actual. El

parámetro de densidad de la materia varía con el factor de escala cósmico según
3

0

20 0

0 00 2 2 2

0 0

1
.

1

M M

M M

c c

R R
t H

a at H R R

� �

� �
� � � � �

��

El parámetro de densidad de la radiación para un momento cualquiera es

4
0

20 0

0 00 2 2 2 2

0 0

1
.

1
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R R

c c

R R
t H

a at H R R

� �

� �
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��

Finalmente debemos tener en cuenta la relación

0
.

a a
tH t H

a a
�

� �
� � �

El coeficiente de inercia para un momento t se deriva de (6.18)

ˆ
2

0 2 2

0 0

11 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ 7 ,
2

M R
t H d

c t

�

� � �� �
�

� �� � �� � � � ��  �� �
� 	 � �

�

Gráfica 2.18
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donde hemos tenido en cuenta que la integral depende linealmente de 2 2

0
c t . De la

anterior expresión se deduce

ˆ0 0
20

0 03 4 2 2

0 0

11 1
ˆ ˆ ˆ7 , ,

ˆ ˆ2

M R t H d
a a c t

�

� � � � � � � � �
�

� �� �� �
�� � ��� �  �

� 	 � �
�

expresión que nos da la variación del coeficiente de inercia con el tiempo en función de
los valores actuales de la constante de Hubble, de los parámetros de densidad y de la
edad del Universo.

Como ˆ ˆ ˆ0, , 0 �  � �� � entonces
ˆ ˆ

0 0

0,d d

� �

�� � � �� � �� �
cuando 

max
� ��  entonces ˆ,� � �  alcanza su máximo valor, por tanto 

max
ˆ, 0� � �� �

por lo que a patir de 
max

�   , ˆ,� � ��  será negativo, por tanto

max max

max max

ˆ ˆ ˆ

0 0 0

0 ,d d d d d

� �� � �

� �

�� � �� � �� � �� � �� �� � � � �� � � � � �� � � � �

entonces

max max
ˆ

2

max

0 0 0

ˆ2 2 , .d d d

� ��

 �  �    � �� �� � �� � �
Por lo que (10.18) queda

0 0
20 2

0 0 max3 4 2 2

0

11 1
ˆ ˆ7 ,

ˆ ˆ2

M R t H
a a c t

� � � � �
�

� �� �� �
� � ��� �  �
� 	 � �

debiendo tenerse en cuenta que 
max

�  depende de 
̂ .
Podemos descomponer el coeficiente de inercia según de donde proceda su induc-

ción: materia, radiación o vacío

ˆ ˆ ˆ ˆ
M R

� � � � � � � �
�

� � �

cada uno de esos términos tiene una variación diferente con respecto al momento en
que son medidos.

En la gráfica 2.18 se muestra una familia de curvas que representa el valor 
0
t� en

función de los parámetros de densidad de la materia y del vacío, suponiendo nulo el
parámetro de densidad de la radiación. La línea recta horizontal discontinua corres-
ponde a 

0
1t� � .

Notamos que el valor correcto para el momento actual del coeficiente de inercia se
alcanza a altos valores del parámetro de densidad del vacío y  todos los casos dibuja-
dos corresponden a modelos cósmicos de curvatura escalar negativa, 1k � � .

El coeficiente de inercia va variando con el tiempo. Como ejemplo de esta variación
aplicamos (6.18) a un Universo caracterizado por los parámetros 0

0.1M� � , 0
1.2

�
� � y

0
0R� � , el resultado viene indicado en la gráfica 3.18.

11.18 Consecuencias de la variación de la masa inercial

La información que se recibe en el momento presente de objetos lejanos fue produci-
da en un tiempo pasado, es decir, cuando la masa inercial de todos los cuerpos era

(10.18)

(11.18)
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diferente de la actual. Si la información que analizamos procedente de esos cuerpos
lejanos depende de la masa inercial, entonces podemos comprobar su variación con el
tiempo. Concluimos entonces, que si bien es imposible detectar la dependencia de la
masa con el tiempo en un laboratorio terrestre dada la lentitud de su variación, sí es
posible la detección cuando se analizan fenómenos cósmicos.

Un efecto que tiene la variación de la masa con el tiempo está en el corrimiento de las
líneas espectrales, ya que su frecuencia depende de la masa de los electrones que son
llevados a niveles superiores de energía cuando absorven fotones. Por ejemplo, la fre-
cuencia de las líneas espectrales del átomo de hidrógeno es proporcional a la constante
de Rydberg 

H
R , que a su vez depende de las masas inerciales del electrón y del protón

según

1

e
H

e p

m
R

m m
�

�

siendo 
e

m  y pm las masas del electrón y el protón respectivamente. Como la dependen-
cia con el tiempo de la masa inercial es la misma para cualquier tipo de partícula,
encontramos que la constante de Rydberg en el momento t de emisión de la señal está
relacionada con su valor en el momento actual 

0
t  por

0
,

H H
R t t R t��

e igual relación debe de existir entre las frecuencias de las líneas espectrales emitidas
en el momento t con las frecuencias de las mismas líneas tal como son medidas actual-
mente en el laboratorio, o sea

0
.t t t	 � 	�

El corrimiento de las líneas espectrales z es definida por la relación

0

0

,e b

b

z
	 	

	

�
�
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donde 
e

	  es la frecuencia con que fue emitida y 
0b

	  la frecuencia con la que es observa-
da. Nótese que si z es positivo existe un desplazamiento hacia el rojo y si es negativo el
desplazamiento de las líneas es hacia el azul. Sea 

0
	  la frecuencia con la que se emite

una determinada línea en la Tierra en el momento actual, entonces el desplazamiento
hacia el rojo de esa línea viene dado por

0

0

,
ob

b

t
z

� 	 	

	

�
�

t es el momento atrasado o instante en que fue emitida la señal. Entonces cuanto mayor
sea el coeficiente de inercia, mayor será el desplazamiento hacia el rojo y viceversa.

Lo anterior nos viene a decir que es necesario corregir los datos provenientes de los
estudios que relacionan el módulo de distancia ( m M� , diferencia entre la magnitud
relativa y absoluta de un objeto galáctico) con el desplazamiento hacia el rojo observa-
do en esa galaxia. O dicho de otra forma, los parámetros característicos del Universo
que se obtienen por este procedimiento deben ser modificados. En particular, esta mo-
dificación puede producir una alteración sustancial del parámetro de densidad del
vacío. Se trata de estudiar si los valores experimentales que se obtienen a partir de estos
estudios son conformes con alguno de los valores del parámetro de densidad que dan
valores correctos para el coeficiente de inercia en el momento actual.

Definimos z�  como el corrimiento hacia el rojo en el caso de que la masa inercial
permaneciera inalterable en el tiempo, o sea

0 .ob

ob

z
	 	

	

�
� �

Entonces

1
1 1z t z

a t
� �� � � �

que nos permite obtener la función z z z�� . En efecto, conocido a t  y dado un valor
de z�  se resuelve (12.18) y se determina el valor de t correspondiente al momento de la
emisión de la señal. Con este valor se determina z.

Por (16.B) conocemos la relación teórica ( )m m z�  en función de los parámetros de
densidad del Universo. Sin embargo, lo que nosostros medimos no es z sino z� , por este
motivo es necesario obtener la función ( )m m z�� , para confrontarla con las medidas
observacionales. Por lo tanto, lo que habría que saber qué parámetros de densidad
hacen concordar las observaciones de m y z. Parámetros que deben satisfacer que 

0
t�

sea igual a la unidad.

12.18 Referencia
1.- MARTÍN, J.; RAÑADA, Antonio F.; TIEMBLO, A.: «On Mach’s principle: Inertia as gravitation»,
arXiv:gr-qc/0703141v1, 2207.
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Apéndice A

Velocidades superlumínicas

1.A  Violación del principio de causalidad

Puede pensarse que no es equivalente la rotación de un sistema de referencia que la
rotación de todo el Universo en sentido contrario, ya que en este caso los cuerpos
lejanos superarían la velocidad de la luz, lo que parece contradecir a la relatividad
especial, que exige que c sea un límite insuperable.

Lo que realmente prohíbe la relatividad especial es la transmisión de la informa-
ción a una velocidad mayor que la de la luz. Si esto ocurriera se incumpliría el princi-
pio de causalidad, en el sentido de que existirían sistemas de referencia que observa-
rían como el efecto se produce con anterioridad a la causa, lo que es entendido como
imposible.

En efecto, supongamos un sistema inercial de referencia K, que observa un movi-
miento con una velocidad V mayor que la de la luz; podría tratarse de un cuerpo o de
algún tipo de radiación. Supongamos que en un momento 

1
t  el anterior cuerpo se

encuentra en la posición 
1

x  y en el instante posterior 
2

t  se encuentre en 
2

x , donde
suponemos que el movimiento tiene lugar a lo largo del eje x y hacia su parte positiva.
Entendemos que el suceso 1 es anterior al 2, o bien que lo ocurrido en el instante 1 es el
efecto de lo que se produce en el instante 2. Entonces

2 1

2 1

.
x x x

V c
t t t

� �
� � 


� �

Consideremos ahora otro sistema inercial de referencia K’ que se mueve con velocidad
v hacia la parte positiva del eje x del sistema K. En este caso la ecuación de transforma-
ción de Lorentz toma la forma

2 2

2 2 2 2

1
,

1 1

t v c x vV c
t t

v c v c

� � � �
�� � � �

� �

si la velocidad de K’ cumpliera las condiciones
2c

c v
V

� �

entonces por (A.1) t��  sería negativo, indicando que para K’ el suceso 2 se produce
antes que el 1, lo que contradice el principio de causalidad, que entendemos como
principio fundamental e irrenunciable de la Física, lo que nos lleva a la conclusión de
la imposibilidad de un movimiento, que teniendo una velocidad mayor que c, pueda
ligar causalmente dos sucesos.

(A.1)
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En el caso que nos ocupa del movimiento relativo de rotación de todo el Universo,
nos encontraríamos, en efecto, con cuerpos cuyos movimientos son superiores a la de
la luz, no obstante todos ellos se mueven al unísono. En esta situación ninguno de los
cuerpos del Universo transporta información causal. Se trata de un movimiento de
carácter geométrico que no infringe el principio de causalidad. Ciertamente existirían
sistemas de referencia K’ para los cuales se incumpliría este principio, pero estos siste-
mas K’ serían puramente geométricos, no estarían ligados a cuerpos materiales, ya que
todos los cuerpos del Universo tiene que ser partícipes del movimiento de rotación.

Concluimos por tanto que las velocidades superlumínicas de los objetos celestes
que se observan desde sistemas en rotación no inclumplen la relatividad especial.

222



Apéndice B

Cosmología

1.B Elemento de línea de Robertson-Walker

Haciendo uso exclusivo del principio cosmológico que exige la homogeneidad e
isotropía del espacio, se llega al elemento de línea aplicable al Universo como un todo

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
sin

1

dr
ds c dt R t r d r d

kr
� � �

� �
� � � �� �

�� 	
donde R t  es el factor de escala cósmico y k es la curvatura espacial que puede tomar
los valores 1, 0, -1. Cuando k es 0 se trata de un espacio tridimensional plano. Si k toma
el valor +1, entonces el mayor valor posible de la coordenada r es la unidad, es decir se
trata de espacios espacialmente cerrados y finalmente en el caso de que la curvatura
espacial sea -1, r puede tomar cualquier valor, o sea se trata de espacios abiertos.

Se le llama corrimiento hacia el rojo a

e ob

ob

z
	 	

	

�
�

siendo 
e

	  la frecuencia con la que fue emitida la radiación procedente de una galaxia
y 

ob
	  la frecuencia con la que es medida por el observador en la Tierra. Con carácter

general el desplazamiento hacia el rojo es

1
ob

e

R t
z

R t
� �

donde 
ob

t  es el momento de la observación de la señal y 
e

t  el momento en que fue
emitida.

2.B Ecuaciones de Friedman

Al aplicar las ecuaciones de Einstein al elemento de línea de Robertson-Walker se
obtienen las siguientes dos ecuaciones que permiten determinar el factor de escala
cósmico

c

donde el punto significa derivación respecto al tiempo cósmico y no respecto a 0
x . � es

la densidad propia de energía (es decir la densidad respecto al volumen propio), p es la
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presión y � es la constante cosmológia.

3.B Ecuación de conservación

En relatividad general la ecuación de conservación de la energía-momento toma la
forma

0.
ik

kD T �

Suponemos que el sustrato universal corresponde a un fluido perfecto, por tanto el
tensor energía-momento es

2
.

ik i k ikT p c u u pg�� � �

Teniendo en cuenta: que la derivada covariante del tensor métrico es nula, que la deri-
vada de un escalar es igual a su derivada parcial, que el tensor de energía-momento es
simétrico y que la materia que forma el sustrato cósmico es comóvil, es decir que 0

u c�

y 0u
�

� , se encuentra

2 2

0 0

1
0

p
g p c c

x xg
�

� � � �� � � �� �� �

como 3 2 2
sin 1g R t r kr�� �  la ecuación de conservación queda

3 3 2 .
dp d

R t R t c p
dt dt

�� �� �� �

Debemos de señalar tres situaciones especiales. En la primera de ellas predomina la
materia en forma de polvo, lo que significa que es nula la presión ejercida. Al aplicar la
ecuación (1.B) se encuentra la variación que experimenta la densidad de materia a
medida que varía el factor de escala cósmico

3
.

M
R t� �

�

En el caso de que en el Universo predomine la radiación de cuerpo negro,  la relación
entre su presión y densidad de energía es dada por

21
,

3
R R

p c��

por tanto de (1.B) se obtiene la evolución de la densidad de energía de la radiación
4

.
R

R t� �
�

Si fuera el vacío quien predominara, tendríamos (tal como veremos más adelante) que
su densidad de energía está relacionada con la presión que ejercería por

2
,V Vp c�� �

por tanto de (1.B) se llega a que la densidad de energía del vacío permanece constante
con independencia de la variación del factor de escala cósmico.

Se puede establecer una ecuación de estado que relacione densidad de energía con
la presión y que cumple de forma genérica la relación

i i i
p � ��

donde 
i

� es un factor que depende de si se trata de materia, radiación o vacío y toma los
valores

2 2
0; 3;M R Vc c� � �� � � �

mientras que la relación entre la densidad de energía y el factor 
0

a R R�  (
0

R  es el

(1.B)
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factor de escala en el momento actual) es

,i
n

i a�
�

�

y fácilmente se puede comprobar que se cumple

3; 4; 0.
M R V

n n n� � �

4.B Ecuaciones de Friedman en función

de la densidad de energía y de la presión

Se define la «constante» de Hubble por

)H t
R t

�

y el parámetro de desaceleración por

.� �

Con estas definiciones se pueden volver a escribir las ecuaciones de Friedman (sin
término cosmológico) que toman la forma

2

2

2

2 2

2

2

3

8

1 2 .
8

kc
H

G R

c kc
p H q

G R

�
�

�

� �
� �� �

� 	

� 
� � � �� �

� �
Si aplicamos las ecuaciones al momento actual encontramos que existe una densidad
crítica a partir de la cual el Universo cambia de abierto a cerrado. Utilizando el subíndice
0 para representar los valores actuales, la densidad crítica actual del Universo es

2

0 0
3

8
c

H

G
�

�
�

si la densidad es mayor que ese valor, entonces k es positivo y el Universo es
espacialmente cerrado, si el valor de la densidad del Universo en el momento presente
es menor que el anterior valor tendríamos una curvatura negativa, lo que significa un
Universo abierto. Finalmente, si la densidad que hay ahora en el Universo tuviera el
preciso valor de la densidad crítica, entonces el Universo sería plano, o sea sin curva-
tura espacial.

5.B La edad del Universo cuando no existe término cosmológico

La densidad de energía de la materia (en forma de polvo, o sea, sin presión) varía
con respecto al factor de escala cósmico según la ley

3

0

0

t R t

t R t

�

�

� �
�  �
 �� �

además, en el caso de dominio de la materia, por la segunda de las ecuaciones de
Friedman (y al suponer presión nula) se obtiene

2 2 2

0 0 0
2 1kc R q H� �
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y utilizando este resultado en la primera de las ecuaciones de Friedman

2

0 0 0

8
2

3

G
q H

�
� �

donde el subíndice 0 representa valores actuales.
Si volvemos a la primera de las ecuaciones de Friedman

32 2

2 0

02 3 2

8 8

3 3

RG kc G kc
H t

R R R

� �
� �� � � �

y haciendo uso de las fórmulas anteriores, llegamos a la ecuación diferencial

2 20

0 0 0 02

0

2 1 2
R

q H q H
RR

� � �

de donde se deduce

1 2

0

0

0

21
1 2 ,

q
dt q da

H a

�

� �
� � �� �

� 	
esta fórmula nos permite obtener la función factor de escala respecto al tiempo, conoci-
da la constante de Hubble y el parámetro de desaceleración en el momento presente.

En el caso de un Universo abierto que está permanentemente en expansión, su edad
se calcula por

1 21

0

0 0

0 0

21
1 2 ,

q
t q da

H a

�

� �
� � �� �

� 	
�

donde 1 es el valor de a que corresponde al momento actual del Universo y el valor 0 es
el que toma a en el big bang.

Cuando el radicando que aparece en la integral anterior se hace negativo deja de
haber solución, lo que nos viene a decir que existe un valor máximo de R, o sea que nos
encontramos con un Universo que colapsa. Este máximo valor se obtiene anulando la
derivada de R en (2.B)

0

0 0max

2
,

2 1

qR

R q

� �
�� �

�� 	
entonces cuando el Universo es cerrado, es decir colapsa, su edad en la fase de expan-
sión también se calcula mediante (3.B), mientras que el tiempo que tarda el Universo en
evolucionar desde el big bang hasta el estado de máxima expansión es

0

0

2

1 22 1

0

0

0 0

21
1 2 .

q

q

m

q
t q da

H a

��

� �
� � �� �

� 	
�

6.B Presión y densidad de energía del vacío

La ecuación de campo de Einstein en presencia de término cosmológico toma la
forma

� �� � � � � � � � �

considerando, como antes, que el sustrato universal es un fluido perfecto

(2.B)

(3.B)
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�

entonces

c ��

donde ��y p son la densidad de energía y la presión de la materia y de la radiación. Las
últimas igualdades hay que entenderlas como la existencia de una energía y presión
asociada a �, aún en el caso de que no exista ni materia ni radiación, es decir, es
necesario asociar al vacío la densidad de energía

2

2 8
V

c

Gc
�

��

� �
� �

y la presión
2 .V Vp c�� �

7.B Definición de los parámetros de densidad

Se definen los parámetros de densidad de la materia, de la radiación, del vacío y de
curvatura por las relaciones

2 2

2 2 2 2 2

8 8
; ; ; ,

3 3 3
M M R R k

G G c kc

H H H H R

� �
� �

�

�
� � � � � � � � �

que dependen de la edad del Universo. De las anteriores definiciones se deduce

; .� � � � � �� � � � � �
M M c R R c V V c

De la primera de las ecuaciones de Friedman se encuentra la relación
2 2

2

2

8

3 3

G kc c
H

R

�
�

�
� � �

con � se representa la suma de las  densidades de energía de la materia y de la radia-
ción. La anterior ecuación se transforma en

1.
�

� �� �� �� �
M R k

Al igual que se hizo con las ecuaciones de Friedman sin término cosmológico,
podemos despejar la densidad y la presión (se entiende presión y densidad de la
materia y de la radiación, excluida la del vacío), entonces tendríamos las ecuaciones

2 2 2 2 2

2 2

2 2

3
; 1 2 .

8 3 8 3

kc c c kc c
H p q H

G GR R
�

� �

� � � �� �
� � � � � � � �� �  �

� 	 � �

8.B Ecuaciones cosmológicas cuando se considera la radiación

La densidad de energía de la radiación en un Universo en expansión disminuye
más rápidamente que la correspondiente densidad de energía de la materia. Entonces,
si partimos de que actualmente la densidad de energía es una parte de la densidad de
materia, hay que suponer que en un pasado la radiación debió dominar sobre la mate-
ria. De aquí la necesidad de considerar Universos dominados por la radiación.

Teniendo en cuenta que la densidad de energía es la suma de la debida a la materia
y a la de la radiación, tenemos
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3 4

0 0

0 03 4
� � � � �� � � �

M R M R

R R

R R

por tanto la primera de las ecuaciones cosmológicas queda
3 4 2 2

2 0 0

0 03 4 2

8 8
.

3 3 3

� �
� �

�
� � � �

M R

R RG G c kc
H

R R R

La anterior ecuación cosmológica se puede poner como
2 3 4

2 0 0 0 2 0 20 0

0 02M R k

R RdR
H R R

dt R R
�

� �� �
� � �� �� ��� �� �

� 	 � 	
donde los parámetros de densidad son calculados para el tiempo actual. Introducien-
do el factor 

0
a R R�

2 0 0

2 0 2 0

0 2

M R

k

da
H a

dt a a
�

� �� �� �
� � �� ��� �� �

� 	 � 	
o bien

2

2 0 0 0 2

0 2

1 1
1 1 1 1 .

M R

da
H a

dt a a
�

� �� � � � � �
� �	 � �	 � �	 �
 � 
 � 
 �� 

� � � � � �� �
De la anterior expresión se obtiene el factor de escala cósmico para un momento t
cualquiera mediante

0
1 2

0 0 0 2

2

0 0

1 1 1
1 1 1 1 ,

R R

M R
t a da

H a a

�

�
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�

si introducimos una nueva variable 
0

t t� � donde 
0

t  es el tiempo actual o edad presen-
te del Universo, podemos poner

0
1 2

0 0 0 2

2

0 0 0

1 1 1
1 1 1 1

R R

M R
a da

H t a a
�

�

�
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�

de donde se obtiene la función .a a �� Para calcular la edad del Universo en la actua-
lidad aplicamos la fórmula

1 21

0 0 0 2

0 2

0 0

1 1 1
1 1 1 1 .

M R
t a da

H a a

�

�


 �� � � �
� �� � �� � �� �� � � � �

� 	 � 	� �
�

Tomemos como ejemplo un Universo caracterizado por 0�k , 0
0.7

�
� �  y

0
0.0002

R
� � . A partir de (5.B) se calcula la edad de este Universo en función de la
constante de Hubble para el momento actual, resultando

0

0

1
0.9634 .t

H
�

9.B Distancia propia

Consideremos una concha esférica de radio coordenado r, de donde parte una señal
luminosa (o cualquier otra que viaje a la velocidad de la luz) en el instante retrasado t,
llegando al observador situado en el centro de la concha esférica en el momento t̂ . Se
trata de determinar el radio propio ��de esa esfera en el momento de emitir la señal.

Según  el elemento de línea de Robertson-Walker, el movimiento de un rayo que se

(4.B)

(5.B)
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acerca al centro de la esfera viene dada por la expresión

2

.

1

dr cdt

R tkr
� �

�

Introduciendo la variable
0

t t� �  e integrando desde el momento en que partió la señal
hasta el momento de llegada

ˆ

0

0

0ˆ

,
ctd d

r ct
R R a

� �

� �

� �

� �

� � � �� �
� � �� � � �

� �� � � �� 	 � 	
� �S S

debemos advertir que r no depende del tiempo, ya que los cuerpos que componen el
sustrato cósmico son comóviles y sus coordenadas invariables. La función S  queda
definida de la siguiente forma: si 1�k  entonces sin�x xS ; si 1� �k , sinh�x xS

y si 0�k �x xS .
De la métrica de Robertson-Walker se deduce que la distancia propia radial desde el

origen a un punto de coordenada r es

2

0 1

r
dr

R t
kr

� �
�

�

y de (6.B) se encuentra
ˆ

0
ˆ,

d
ct a

a

�

�

�
� � � �

�

�
�

��
Haciendo el cálculo numérico, por ejemplo, para el modelo con 0k � , 0

0.3M� � y
0

0.7
�

� �  se encuentra la curva representada en la gráfica 1.B.
Volvemos a insistir que se trata de distancias propias retardadas, es decir la que

tenía la fuente en el momento de la emisión. Por ejemplo, los puntos cerca del origen
corresponden a la emisión de luz por cuerpos en el big bang y que por tanto se encon-
traban muy cerca del punto de observación, aunque la luz que emitieron sea observable

(7.B)

(8.B)

Gráfica 1.B

(6.B)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

�

�

�

ˆ 1� �

Apéndice B: Cosmología 229



GRAVITOELECTROMAGNETISMO Y PRINCIPIO DE MACH

Gráfica 2.B

en el momento presente y esos cuerpos se encuentren actualmente a gran distancia.
Obsérvese que, en nuestro ejemplo, existe un máximo de la distancia propia que

corresponde al momento 0.306� � . Para este tiempo el valor de la distancia propia es

0
0.4256 .ct� �

Una de las expresiones que tenemos que manejar en el capítulo 18 es la integral de

d d� � � � � � ���

donde la evaluación se hace a todo el Universo conectado causalmente con el observa-
dor. La derivada de la distancia propia se obtiene de (8.B)

ˆ

0
ˆ, 1

d
ct a

a

�

�

�
� � � �

�

� ��
� �� �� �

�� �� 	
�

aplicando este resultado, como ejemplo, al modelo cósmico considerado y para el mo-
mento presente,  se obtiene la gráfica 2.B.

De la gráfica 1.B se observa que la pendiente de la curva es positiva hasta llegar al
máximo, es decir � �  es positivo. Pero en la zona de descenso de la curva, la pendiente
es negativa y así también lo es � � . Para evitar esta situación que no tiene sentido físico,
en la gráfica 2.B se ha dibujado el valor absoluto de �� � , por lo que toda la curva
aparece en la parte positiva.

10.B Universo de Einstein-de Sitter

Vamos a aplicar los conceptos anteriores al Universo de Einstein-de Sitter, caracte-
rizado por contener solo materia y cumpliendo 0k � y 0

�
� � . En este caso la densi-

dad del Universo corresponde a su valor crítico y de (4.B) se obtiene
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2

2

0

1da
H

dt a

� �
�� �

� 	
que al integrar queda

2 3

3 2

0 0

0

2 3
,

3 2

R
H t a H t

R


 �
� � �  �

� �

cuando 
0

t t� ocurre que 
0

R R� entonces 
0 0

2 3H t � y la ecuación (9.B) queda

2 3

2 3

0

0

.
t

R t R a
t

� �

 �

� � � �
� �

De la anterior ecuación se obtiene que la «constante» de Hubble tiene la siguiente
dependencia con el tiempo cósmico

2 1
.

3
H t

t
�

La densidad de este Universo es
2

2

2 2

0

3 1 1 1 1
.

8 6 6
c

H t
t t

G G Gt t
� � �

� � �

�� � � �

La coordenada radial de donde se encontraba un cuerpo que emitió la señal en t  y que
llega en el momento t̂ al observador es, según (6.B)

ˆ

1 3 1 30 0

0 0

3
ˆ .

ct ctd
r

R a R

�

�

�
� �

�

�
� � �

��
La correspondiente distancia propia es

1 3 2 3

0
ˆ ˆ, 3 ,R t r ct� � � � � �� � �

(9.B)

(10.B)

(11.B)
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mientras que

2 2 2 3 1 3 1 3 2 3

0

2 5
ˆ ˆ9 .

3 3
d d c t d� � �� � � � � � � �


 ��� � � � �
� �

La señal que salió de la posición más alejada y que llega en el momento presente al
observador, debió partir en el momento

3

max

2
ˆ ˆ0.296 ,

3
� � �

� �
� �� �

� 	
y la distancia propia desde la que salió esta señal es 

max 0
ˆ4 9 .ct� ��

11.B Distancia luminosidad

Supongamos un objeto galáctico con una luminosiad absoluta L, que representa la
energía que emite por unidad de tiempo. Sea l la luminosidad relativa, es decir, la
energía que llega al observador por unidad de tiempo y unidad de área. Si el espacio
fuera euclídeo, L

d representaría la distancia a la que se encuentra el objeto y se cumple

2
,

4 L

L
l

d�
�

en un espacio curvo (13.B) será la expresión que define lo que llamaremos distancia de
luminosidad. Vamos a suponer que el objeto galáctivo emite fotones de igual frecuencia

e
� , entonces el número total de fotones emitidos en un intervalo de tiempo 

e
t�  es

e

e

L t
N

h

�

�
�

donde h es la constante de Planck. El área de una esfera centrada en el objeto luminoso
y que pasa por el observador en el instante de llegada de los fotones en el tiempo 

0
t , se

obtiene a partir del elemento de línea de Robertson-Walker
2 2

0
4 ,�A R r�

donde 
0

R  es el valor del factor de escala cósmica en el momento de la observación, que
suponemos es el momento presente. Para la deducción anterior hemos tenido en cuen-
ta que el objeto galáctico se encuentra en una posición con coordenadas fijas. Si 

e
t�

representa el periodo de la señal emitida y 
0

t�  el periodo de la misma señal en el lugar
de recepción, se encuentra por el elemento de línea que existe la relación

0

0

�e

e

t t

R t R t

� �

donde se ha tenido en cuenta que tanto el emisor como el receptor se encuentran inmó-
viles. Entonces

0

1 .
 � e
h

z
h

�

�

Con los resultados anteriores se obtiene que la luminosidad relativa o aparente es

0

22 2

0 0

.

4 1

� �
�

Nh L
l

A t R r z

�

� �

Si definimos la distancia de luminosidad por la relación (13.B) se encuentra

0
1� �

L
d R r z (14.B)

(13.B)

(12.B)
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que es la fórmula que vamos a utilizar para encontrar la relación entre la magnitud
aparente de una galaxia y su desplazamiento hacia el rojo.

12.B Relación entre el módulo de distancia

y el desplazamiento hacia el rojo

Por la definición de magnitud absoluta como la magnitud estelar que tendría un
objeto si estuviera situado a una distancia de 10 parsec, se encuentra que el módulo de
distancia m M� (m es la magnitud relativa y M la magnitud absoluta) está relacionada
con la distancia por

0
5log 25 5log 5log 25,� � 
 � � 


L L
m M d D H

Ld  es medida en megaparsec, 
0

�L LD H d y 
0

H  es la constante de Hubble en el momento
de observación, normalmente expresada en las unidades 1 1� �

kms Mpc . En vez de la
magnitud absoluta se prefiere la magnitud de punto cero, definida por

0
5log 25,� � 
M HM

agrupando de esta manera los dos parametros M y 
0

H , entonces la relación (15.B)
queda

5 log .
L

Dm ��M

Para obtener la relación entre el módulo de distancia y el desplazamiento hacia el
rojo, es necesario previamente hallar la relación existente entre la distancia de lumino-
sidad y z, para lo que utilizamos la relación (14.B) donde debemos poner su segundo
miembro en función de z.

Por definición de k
�

2

0 0 0 0 0

0 0
1

k M R

c kc c k
R

H H
�

� �
� �

� �� �� ��

válida siempre que 0�k . 
0

H  y 0

k�  son los correspondientes valores en el momento de
la observación.

De (6.B) se encuentra que para un rayo que proceda de una galaxia en la posición r

que salió en el momento et y que llegó a la posición del observador 0r �  en el momento

0
t

1

0 1

1 21

0 0 0 2 1

2

0 0 1

1 1
1 1 1 1 .

r

z

M R

z

c
a a da

R H a a

�

�

�

�

�

�

�

�
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� 
 � � 
� � 
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� 	 � 	� �
�

Poniendo la integral del segundo miembro en función de z y resolviendo la integral del
primer miembro, queda al aplicar (14.B)

1 2

2 20 0 0

00

1
1 1 2 1 2

z

L M R

c z
d z z z z z z z dz

H
�

�

�

�

� �
 � �� �� � � � � � � �� 
 
� 
 
 
 � � 
 �� �� �
� �� �

�S

cuando k es positivo sin�x xS  y 0 0 0
1

M R
�

�
� � � � � � � ; si k es negativo sinh�x xS

y � es igual que antes; finalmente si 0�k  entonces �x xS y 1�� .
Ya estamos en condiciones de expresar la magnitud relativa de un objeto galáctico

(15.B)
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de mangitud de punto cero M  en función del desplazamiento hacia el rojo para el caso
en que se desprecie el efecto de la radiación

1 2

2 0 0

0

5log
1

1 1 2 ,

z

M

c z
m z z z z z dz�

�

�

�
�

� �� �
� � ��� �� � � � �� 
 
� � 
 �� � ��� �
� � ��� �� �

�M S

c tiene que venir expresada en 1�kms  si 
0

H  viene en 1 1� �kms Mpc . El parámetro M , al
igual que los parámetros de densidad, se obtiene ajustando los datos observacionales.
Esto se puede conseguir utlizando exclusivamente para el ajuste los pequeños valores
de z o bien usar tanto los pequeños como los grandes valores de z. En el caso de usar
como referencia las supernovas del tipo Ia entonces -3.17�M .
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1.- CARROLL, Sean M.; PRESS, William H.; TURNER, Edwin L.: «Cosmological constant», Annual
review of Astronomy and Astrophysics 30 (1992) 499-542.
2.- CARROLL, Sean M.: «The Cosmological Constant», arXiv:astro-ph/0004075v2, 2000.
3.- PERLMUTTER, S. and others: «Measurements of the Cosmological Parameters W and L from

the First seven Supernovae at 0.35z � », Astrophysical Journal 483 (1997) 565-581.
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Apéndice C

La supuesta variación

de la masa inercial

1.C La variación de la masa inercial según Einstein

En el celebrado libro El significado de la relatividad publicado por primera vez en
el año 1922 y resultado de las conferencias pronunciadas por Einstein en Princeton,
aparece la conclusión de la que masa inercial de un cuerpo es afectada por otras masas
colocadas cerca de él. En palabras del propio Einstein: «La masa inerte es proporcional
a 2
1 c�� y, por lo tanto, aumenta cuando masas ponderables se aproximan al cuerpo

considerado.»
En las ediciones sucesivas revisadas de este libro, la última en el año 1955, esta

conclusión permaneció inalterada. Lo curioso de este asunto es que los cálculos de
Einstein contienen un doble error: uno matemático y otro conceptual, y no fueron corre-
gidos hasta el año 1962 en que Brans demostró que la supuesta variación de la masa
inercial no es cierta.

Einstein parte de las ecuaciones linealizadas, encontrando que las componentes
del tensor métrico son

00 02 2 3

2 2 2

2 2 4 4
1 1 ;

2 2
1 1 ; 2

uG G
g dV g dV A

r r cc c c

G
g dV g

rc c c

�

�

�

�� �� ��

�� �

� � �
�

� �� �� � � 
 � � �

� � � � � 
 �

� �

�
representando los corchetes valores retrasados.

El tiempo propio lo relaciona en esta aproximación al tiempo coordenado por

2
1 2d c dt� �� �

con lo que la ecuación geodésica queda

2
2

1 2
1

1 2

i k

ik

d dx dx dx

d dt dt dt cc

�
� �

� �


 � 
 �
� �� � � � � � ��� �

o bien

2 2
1 1

i k

ik

d dx dx dx

dt dt dt dtc c

�
�� �� �� � � �

� � �� �� � � � �
� 	 � 	� �

y al despreciar el cociente 2c� , queda
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2
1 .

i k

ik

d dx dx dx

dt dt dt dtc

�
��� �� �

� � ��� � �
� 	� �

A continuación Einstein obtiene los siguientes valores para la conexión

33 2 3

00 00 0

00 00

1 1
; ; 0

2 2

gg g g

x x x x
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� ��� � �

� �
�� � �� �� � � 
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� � � �� 	
y al sustituir en la ecuación de la geodésica queda

2
1 4 4 .

d

dt tc

�
�

� � �� �
� � �� � 
 � � �� � � �� 	� �

A
v v A

De este resultado, Einstein concluye que la «masa inerte es proporcional a 2c� , por lo
tanto, aumenta cuando las masas ponderables se aproximan al cuerpo considerado».
Einstein reconoce que este efecto no es relevante pero «existe ciertamente de acuerdo
con la teoría general de la relatividad», y significan un «fuerte apoyo a las ideas de
Mach».

Lo que hizo Einstein fue comparar (1.C) con la ecuación clásica

0

i g

d
m m

dt
�� � �

v

donde 0

im  es la masa inercial y gm la masa gravitacional pasiva del cuerpo, ambas son
iguales por el principio de equivalencia. Entonces, para el caso de potencial vector
nulo, la ecuación de Einstein queda

0

2
1 ,

i g

d
m m

dtc

�
�


 �
� � � � �

� �

v

lo que viene a significar que la masa inercial, tal como es definida en la mecánica
newtoniana, se ve alterada con la presencia de un campo gravitatorio por la cantidad

0

2
1 ,

i i
m m

c

�
 �
� � �

� �
por tanto, Einstein concluye que la masa inercial de un cuerpo varía a medida que se
acumulan cuerpos en su cercanía.

Cabe otra interpretación del resultado de Einstein. Si la ecuación se pone

0

2
1 ,

i g

d
m m

dt c

�
�


 �
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� �

v

entonces cabe suponer que la variación se refiere a la masa gravitacional pasiva del
cuerpo, de tal forma que la nueva masa gravitacional sería

2
1 .

g g
m m

c

�
 �� � � �
� �

Todavía es admisible otra interpretación, si la ecuación de Einstein se pone de la
forma

2

1
1

d
G m

dt rc

�� � � �
� 
 �� �� �

� 	� 	

v

se podría interpretar como una variación de la constante de gravitación, de tal manera
que diminuye con el potencial gravitatorio

(1.C)
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2.C Errores en el trabajo de Einstein

El análisis de Einstein por el que obtiene las ecuaciones de movimiento de una
partícula a baja velocidad en un campo gravitatorio débil [ecuación (1.C)] contiene
varios errores de cálculo. En primer lugar hay que señalar que las ecuaciones de campo
linealizadas no nos permiten determinar la componente 0,0 del tensor métrico a orden
4. En efecto, cuando se obtienen las ecuaciones linealizadas se desprecia parte del
tensor de Ricci, pero estos términos contienen componentes de orden 4 cuando se
evalúa la componente 0,0 del tensor de Ricci, que a su vez nos permite determinar la
componente 0,0 del tensor métrico.

Al obtener las componentes de la conexión se han despreciado términos de orden 2
que intervienen en la ecuación de movimiento. En la derivación de Einstien no se ha
tenido en cuenta �

��� a segundo orden, que no es nulo sino que tiene el valor dado en
(11.4). Aunque cuando se evalúa la ecuación de la geodésica a pequeñas velocidades el
sumando que contiene estas componentes se puede despreciar.

Se han despreciado términos de orden 4 en la componente 
00

�� , algo que no puede
hacerse porque esta componente está multiplicada por c al cuadrado en la ecuación de
movimiento, es decir, de ella se obtienen términos de orden 2 y por esto no es lícito
despreciarlo. Las componentes de los símbolos de Christoffel necesarias para obtener
la ecuación de movimiento a orden 2 son las que vienen dadas en (11.4).

3.C La ecuación de movimiento para el caso de campo débil

y pequeñas velocidades

Vamos a obtener la correcta ecuación de movimiento para el caso de campo débil y
velocidades pequeñas comparadas con la velocidad de la luz. La ecuación de movi-
miento a segundo orden es (12.4). Si tomamos pequeñas velocidades de la partícula
con relación a c se encuentra

2

2 2 2 2

2 4 1
4 1 4

d

dt t tc c c c

� 	 �
� � 	

� �� �� �
� �� � �� 
 � � 
 � � � �� �� �

� �� 	� 	

v A A

o sea que contiene un término de segundo orden que estaba ausente en (1.C) y también
varía en cuanto a los coeficientes. Al orden de aproximación de nuestros cálculos
también se puede poner

2 2

4 1
1 4 ,

d

dt tc c

�
� �

�� �
� � � � � � �� 	

�
 �

v A

ecuación válida en la aproximación de segundo orden, cuando el campo gravitatorio
es débil y pequeña la velocidad de la partícula. Es necesario hacer el cálculo del último
término, para ello se necesita averiguar la expresión del tensor energía-momento para
un sistema de partículas.

4.C El tensor de energía-momento para un sistema de partículas

Consideremos un conjunto de partículas puntuales. El tetramomento de la partícu-
la n es definido por

(2.C)
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.

k

k k n

n n n n

dx
p m u m

d�
� �

El tetramomento del sistema de partículas por unidad de volumen es

3
,

k

n

n

p t t� � � �� �� r r

definiendo la delta de Dirac mediante

3f t dV f t� � � � � � �	 
 	 
� r r r r

extendida la integral a todo el espacio tridimensional.  Se comprueba que

3k k

n n n

n n

p t t dV p t� � � � �� �� �� r r

lo que muestra que (3.C) es la densidad de volumen de tetramomento del sistema de
partículas. Hacemos la definición

0 3
, ,

k k

n n

n

T t c p t t�� � � �� ��r r r

el vector r es la variable y n
tr  la posición de cada partícula en el instante t.

La densidad de corriente de tetramomento es el tetramomento por unidad de volu-
men multiplicado por la velocidad, es decir

3
,n

n

n

dx
T p t t

dt

�

�� � �� � � �� �� r r

las dos expresiones anteriores se puede unificar

3
.

k

ik i n

n

n

dx
T p t t

dt
�� � � �� �� r r

Vamos a demostrar que lo anterior es un tensor en el espacio-tiempo de Minkowski.
Definimos la función delta de Dirac en el espacio tetradimensional como

4k k k kx x x d x� � �� � � � ��
donde d� es el elemento de volumen del espacio tetradimensional de Minkowski.
Además se cumple  la relación

4 4 3
.

k kx x dx t� ��� � � � �	 
� r r

Con esta definición se puede poner el tensor energía-momento

0 4

k

ik i k k n

n n

n

dx
T dx p t x x

dt
� �� �� �� ���

o bien como la t es una simple variable, podemos sustituirla por el tiempo propio

0 4

k

ik i k k n

n n

n

dx
T dx p x x

dt
� � �� �� �� ���

expresión que tiene carácter tensorial frente a transformaciones de Lorentz. La anterior
fórmula también se puede poner como

4

k

ik i k k n

n n

n

dx
T cd p x x

d
� � � �

�
� �� �� ���

que es la que utilizaremos para calcular el tensor energía-momento en ausencia de

(3.C)

(4.C)
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campo gravitatorio.
Ahora es necesario transformar la definición del tensor energía-momento para dar-

le carácter tensorial en un espacio tetradimensional de Riemann. La ecuación (4.C) es
invariante por ser una definición, pero como gd�  es el volumen tetradimensional
invariante, también lo es

41 k kx x
g
� ��

por tanto la expresión del tensor energía-momento tiene que ser generalizada a la
forma

4ik i k k k

n n n

n

c
T p x x dx

g
� � �� �� �� ���

que tiene carácter tensorial frente a transformaciones genéricas de coordenadas.

5.C El potencial �

Vamos a suponer que tratamos con una concha esférica de masa M y de densidad �
que tiene una masa m pequeña en su centro. Consideramos que tanto la velocidad u de
la concha como la velocidad v de la partícula son pequeñas (o incluso nulas). Se trata
de determinar el potencial 	  que viene dada por la expresión (17.4). La componente 0,0
del tensor energía-momento será la suma del correspondiente a la concha esférica y a la
partícula

2

00 00 00 2 0 4 0

2 2

2 3
.

k k

M m

dt c
T T T c p x x dx

d g

dt mc dt
c t

d dg

� �
�

� �
� �

� �
� �� 
 � 
 � �� �

� 	

� �
� 
 �� �

� 	

�

r r

para el caso de pequeñas velocidades y campo gravitatorio débil
2 2

2 2 2 2

2 2
1 1 ; 1 ,

dt u dt

d dc c c c

� � �

� �

� �
� � 
 � � � �� �

� 	
téngase en cuenta que el potencial � en la fórmula (5.C) es el que existe en el punto
donde se encuentra la partícula fuente y causado por el resto de todos los cuerpos. Si se
trata de un punto de la concha esférica, �
es la suma del potencial de la esfera  

0
�  (que

es el mismo en todos los puntos interiores) más el potencial producido por la partícula
m en un punto de la concha, término que denominaremos 

0
� � . Si el punto en cuestión es

la partícula m, entonces
� que aparece en la ecuación (5.C) es solamente el potencial que
la esfera produce en su interior 

0
� . En lo que sigue con
� representaremos el potencial

total, suma del potencial de la esfera 
0

�  y del potencial de la masa m � � .
El determinante del tensor métrico en nuestra aproximación es

3

00 11 22 33 2 2 2

2 2 4
1 1 1g g g g g

c c c

� � �� �� �
� � 
 � � �� �� �

� 	� 	
entonces el tensor energía-momento queda

00 2 2 30 0 0 0

2 2 2

2 2 2 2
1 1 1T c mc t

c c c

� � � � �
� �

� �� �
 � 
 �
 �
� � � � � � �  � �

� � � �� �
r r

(5.C)
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y a orden 0 que es el que nos interesa en orden a calcular el potencial 	 es

0

00 3

0 0 0
2 2 .T m t� � � � � �� �� � 
 
 
 �r r

Calculemos ahora la componente ��� del tensor energía-momento

4 4

3 2 3
1 1

k k k kc c dx
T p x x dx p x x dt

dtg g

dx
p t mv t

dtg g

�

�� � � �

�
�

� �

� �

� �� � � � �

� � � � � � � �� 	 � 	

� �

r r r r

y a la aproximación de orden 0

0

2 3T mv t�� �� � � �	 
r r

pero como la velocidad de la partícula es muy pequeña, podemos despreciar este térmi-
no. Entonces el potencial 	 es

0 0 0 3

0 0 0 0

2 2
2 2

m
G dV G t dV

r r

� � � � �
	 � � � � � � �

� �� 
 

� � �� � � � � � 
 
 
� � r r

si ahora despreciamos los términos de orden 2� �  entonces nos queda definitivamente

0 0 0 0
2 .� � � � � �� �� � � �

6.C Ecuación de movimiento de una partícula de prueba

en el interior de una concha esférica con una masa en su centro

Ya estamos en condiciones de calcular la ecuación de movimiento de una partícula
de prueba colocada en el interior de una concha esférica de masa M que tiene en su
centro una pequeña masa m.

Aplicando la ecuación (2.C) y de (6.C) obtenemos

0 0

02 2

4 5
1 1

d d

dt dtc c

� �
� � � �

� � � �
� � �� � 
 � � � � � � ��� � � �

� 	 � 	

v v

donde hemos tenido en cuenta que la divergencia nula de f en todo el interior de la
esfera. La ecuación (7.C) es la que tenemos que interpretar a continuación.

7.C Interpretación de los resultados

La crítica que hace Brans se centra en que la fórmula (7.C) se expresa en función de
las coordenadas espacio-temporales, y que para compararla con la fórmula de la mecá-
nica newtoniana es necesario usar la distancia y el tiempo propio.

Al nivel de la aproximación que estamos considerando la relación entre el tiempo
coordenado y propio y entre la distancia y la coordenada espacial es

2 2
1 ; 1d dt d dr

c c

� �
� �

� � � �
� 
 � �� � � �
� 	 � 	

entonces (7.C) se puede poner como

2

5 1
1

d
Gm

dt rc

� �� � � �
� � � �� �

� � 	� 	

v

r

o utilizando coordenadas espacio-temporales propias,
� y �

(6.C)

(7.C)
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22

2 2 2
2

15 1
1 1

1

c d
Gm

dc cc

�� �

� ��

� �
 � 
 � 
 �
� � �  � �  �

� � �� � � ��

σ

σ

tras simplificar
2

2

1d
Gm

dt �

� 
 �
�  �

� � �

σ

σ

es decir la misma fórmula de la mecánica newtoniana. Con esto se concluye que el
efecto de la variación de la masa inercial predicho por Einstein no es más que una
ilusión, resultado de tomar las coordenadas espacio-temporales y no sus valores tales
como son medidos experimentalmente. La anterior afirmación se puede mantener al
menos cuando se trabaja a segundo orden en la inversa de c.
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