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Sección 2. -

Apartado 1 . -

Lorenzo Peña

DEL SISTEMA ML DE QUINE AL SISTEMA COMBINATO-
RIO CD

La escapatoria de Freqe y el planteamiento de
Quine

Af tomar conocimiento de1 descubrimiento por R de Ia
c6l-ebre antinomia en su sistema, lo remenaó f' cief siguien-
te modo. Detect6 primero el origen de la drficultadr gü!
era PA, a saber (escribiendo en todo este apartado "pt" ert
Iugar de una fórmula igual a p sólo que conteniendo ocu-
rrencias Iibres de 'z' únicamente dondequiera que p conten
ga sendas ocurrencias libres de 'x'): Uzl*.p4=p'). Luego
procedió a debilitar ese axioma reemplazándo1o por éste:
Uz(*.pz=.lip.p'). Lo cual signif j-ca que e1 c. de entes ta-
les que p abarca a un ente ssi ese ente es diverso de1 pro
pio c. en cuestión y es además tal que p. Es curioso que
esa tesis tiene al-qo en común con el principio de predica-
tividad o (de excl-usión) deI círculo vicioso, a saber: un
c. no puede ser un ente cuya especificación conlleve que
uno de los entes que satisfagan 1a condición de membría
estipulada en taI especificación sea eI propio ente en
cuestión; a1 revés, la especifj-cación de un c. cualquiera,
ip, se hará siempre sobreentendiéndose que el c. de entes
gue p no tiene por qué abarcar a todos l-os entes gue p,
sino tan sóIo a aqueJ-Ios que, no siendo (idénticos a) eée
mismo c. (*p), sean tales que b. En otro sentido, sln em-
barqo, ese nuevo postulado infringe, por supuesto, eI prin
cipio del círculo vicioso, toda vez que 1a especificación
de ip de alguna manera presupondrá la existencia de np, o
sea contendrá un cuantificador cuya variabl-e tendrá un cam
po de variación en e1 que forzosamente esté ef proplo ip.
Y es que, a tenor de tal postulado, np=*(xlip.p): el c. de
entes que p es (1o mismo que) el c. de entes que, sj-endo
diversos del c. de entes que p, son tales gue p.

Como fo demuestra Q en (Q4) (pp.492ss (N.23)) ef sis-
Lema fregeano a5í enmendado da lugar a demostrar gue só1o
existe un único objeto, }a cl-ase universal, 1a cial sin
embargo no abarcará nada; esa cLase serla idéntica a 1a
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clase nul-a o vacÍaf pues abarcaría a todo objeto existente
diverso de sí mismo, o sea a ninguno: ella serla el único
obj eto.

En (04) analiza Q fas raíces de esa escapatoría de
F --a partlr de una sugerencia de Geach. Tenemos eI PA, ya
citado. Tenemos eI princlpio de coextensión, PCE para abre
viar, a saber Ux(p=qC.ip=ig). Tenemos el converso de éste,
CPCE, a saber Ux(*p=iqC.p=q¡ (o sea, desprenexado: ip=iqC
ux(p=q) ). un c. puede que venga especificado de atqún mo-
d9, puede que no. Lo que nos _preocupa es qué pasa cuando
sa vrene asr especificado, eué sucede con un c. gue para
cierta matriz o fórmula "q" es iq. Lo primero que parece
no hemos de cuestionar es PCE, pues si-n ese principio po-
dría suceder quer p.ej., el c. de entes gue sufren fuera
diverso del de los que sufren y sufren, pese a la idempo-
tencia de la conyunción (identidad entre p y p-y-p). En
cambio CPCE ya no es tan evidente. Muestra Q gue este prin
cipio vi-ene entrañado por PA --pero, habría que precisar,
supuesto PE, o sea Ey(xy=zyc.x=z). La reconstrucción inten
tada por F conllevaba un sácrlficio de CPCE (o una matizal
ción, lo que para eI caso es igual). Con e1Io había tam-
bi6n de abandonar la versi-ón irrestricta de PA.

Para Q concul-car PA sin cejar en la utilización de1
signo '*p' encierra una grave dificultad: la de gue no pa-
rece tener sentido seguir empleando la locución "el c. de
entes que p" cuando ese c. o no abarca a todos los entes
que p o abarca a algún ente gue no p. (La negación es aquí
--como en todos los autores de los que vengo ocupándome en
el presente artlculo-- siempre negación fuerte, eguivalien
do, pues, a 'no... en absolutot; únicamente en el últlmo
apartado de esta Sección se introducj-rá una negación no
fuerte. En ese como en otros lugares presupone Q que, si
existe el c. de (todos l-os) entes que p enLonces es un c.
de todos esos entes, y, por 1o tanto, entonces existe un
c. tal, o sea un c. que, para esa matriz p, satisface PA.
Un fallo de PA conllevaría, pues, inexlstenci-a del respec-
tivo c. de los entes que p. Hasta tal punto está normalmen
te convencido de ello gue en muy diversos lugares equipara
sin más ambas cosas. Para Q PA equival-e al principio de
agregaclón, P.Ag, a saber: EyUx(yx=p), suponiendo que 'y'
carezca de ocurrencj-as en "p". En (Q4) sostiene que la ven
taja de P.Ag. estriba en que 6ste no emplea 1a expreslón
"e1 c. de entes gue ptt, o seatt*p", de suerte que negar
una instancia de P.Ag. no acarrea decir que ip, eI c. que
abarca sólo a todos los entes que p no es un c. gue abar-
que sóIo a todos los entes gue p. Ahora bien, esas consi-
deraciones de Q no son tan sin vuelta de hoja como pudiera
parecer a sobrehaz. En efecto, distingamos tanto de PA
cuanto de P.Ag. eI principio de comprensión, PC, a saber
"Existe *p". Supuesto PC, PA entraña P.Aq. El entrañamien-
to inverso suele meramente estipularse decretando que cada
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instancia de PA es una mera abreviación de Ia correspon-
diente instancj-a de P.Ag. (o sea estipulando que "*p""
abrevia "EyUx(yx=p.yz)r'. Sj-n embargo, en (Q3), con fa in-
tr<¡ducción, utillsima, de la notación de "clases virtua-
les", PA resulta váIiao por definición, mientras que P.Ag.
no es verdadero en general (por no serlo PC). Pero, si
bien PC es una premisa requerida para deducir --a menos de
hacerlo por estipulación definicional-- P.Ag. de PA, una
instancia de PC no entraña por sí sola ni la correspondien
te de PA ni tampoco la cofrespondiente de P.Ag. iPor guÉ
iba a entrañarlas? éSíguese de que exlsta el c. de holga-
zanes que a ese c. pertenecen sóIo todos -los holgazanes?
Así sin máso no. éQué premisa adiclonal es menester aducir
para que se siga eso? Hace falta afegar que eI c. de todos
1os holgazanes es un c. de (sóto) todos 1os holgazanes.
Alegato que puede basarse en eI argumento de que la des-
cripción deflnida entraña 1a indefinida: "el- ente que p,
si existe, es un ente que p"; si veo al cartero, veo a un
cartero. Llamemos a ese esquema el principio de descrip-
cion, PD. Puede invocarse a su favor e1 principio de espe-
cificación, a saber "El ente que p es tal- gue p". Ninguna
teoría de descripciones definidas puede defender una forrna
tan irrestricta de este úttimo prlncipio safvo cayendo en
resultados difícilmente admisibfes (n.25). Pero el PD es,
en cambio, mayoritariamente admitido. I"las no unánimemente,
En teorías de descripciones definidas como la de F para
Ienguajes formales, las de Carnap y e1 propio Q admítese
en ciertos casos la existencia de1 ente que p sin gue sea
(en absoluto) un ente que p, a saber: cuando "p" "" satis-
fecho por varios entes o no Io es por ninguno ( en absolu-
to): entcnces "el ente que p" denota al c. vacío. Y hay
mucho gue decir a favor de una opción así. Pero hay un de-
fecto común a todas las teorlas de descripciones hoy dis-
ponibles ( incluidas las dos propuestas por eI autor de es-
tas páginas), a saber: no toman previ-siones para e1 caso
en que, no existiendo (en absoLuto) un solo ente que p (o
hay varios o no hay ninquno en absoluto), sí hay un ente
que es el único en ser ta1 gue g, donde "q" está suficien-
temente "próximo" a t'p" en "signif1cado" (o incluso, en
vez de que haya un único ente gue g, hay varios pero uno
de eflos se destaca de los demás por algo --mayor grado de
satisfacción del- predicado o lo que sea-- que hace más
"propio" decir que é1 es tal que q). En un caso así no es
seguro que el uso cotidiano de1 lenguaje imponga abstener-
se de reconocer la existencia del ente que pr el cual se-
rá, en tal caso, no un ente que p, mas sí un ente gue q.
Algunos tratadi-stas de estas cuestiones (como SauI Kripke
y Ruth Barcan Marcus) hacen hincapié en una dizque discon-
tinuidad radical y tajante entre nombres y descripciones
definidas; cuando se reconoce Ia existencia del ente gue p
sin reconocerse La de un ente que p --nos dicen--, está



usándose la expresión "el ente que p" como un mero nombre
propio, denotativa mas no ilconnotativamente"; así en 'eI
Sacro Imperio Romano Germánico'. Dudo que lleven raz6n. La
discrepancia no es tan tajante. Porque hay grados de pro-
piedad en fa aplicación de una denominación o un predica-
do. Así es menos inapropiado llamar 'Imperio Romano Germá-
nico" al de los Otones --de la Casa de Sajonia-- que aI de
José fI" También hay grados de metaforicidad. No es tan
metafórico llamar a Somoza 'el monarca de Nicaragua' como
1o sería l-lamar a Rodrigo Borja 'ef monarca de1 Ecuador';
de hecho 1o primero es casi, casi literal.
Apartado 2.- EI Principj-o de Comprensión: Zcatervas o

corrill"os?
Teniendo todo eso en cuenta, podemos aceptar una ins-

tancia de PC sin aceptar la correspondiente de PA. Y de
hecho eso es 1o gue viene a hacer Q én (Q4), sóIo que, más
gue usando, en eI vernácu1o idioma, "el c. de entes que p",
valiéndose de fa expresión "ip" o "Ia extensJ-ón correspon-
diente aI predicado "p"", o circunloguios así. Dejando de
l-ado esa cuestlón (n.261 como si fuera una logomaquia, vea
mos Io gue nos dice Q sobre su propio sistema ML. De cuan-
tas tcc axiomáticas han sido propuestas (dentro del marco
de la lógica cIásica) es ML (el sistema expuesto en (Q2))
la única que permite introducir un operador 'i' de exten-
sión de (para cualquier predicado dado) de manera general.
Y ¿por qué? Porque para que sea aplicable en general ese
operador hace falta que haya de entre todos los cc. uno
que sea eI que esté más cerca de ser eI de los entes que
p. Y es eso lo que pasa en e1 sistema ML. Aunque fracasa-
do, e1 intento de recomposicj-ón de su sistema llevado a
cabo por F en 1 903 iba en tal sentido, en eI sentido de
poder seguir usando siempre ese operador de extensión como
la mejor aproximación a 1o que idealmente sería, en cada
caso, el c. que abarca sólo a todos los entes que p; sacri
ficando con ello, eso sl, el CPCE (vide aI comienzo del
precedente Apartado), o sea Ux(ip=Qqg.p=q).

Si, como es obwio, no podemos postular, en general y
sin reservas o restricciones, P.A9., ni por tanto PA, pero
gueremos abrazar eI irrestricto PC (a saber ip existe),
entonces habrá que adoptar medidas compensatorias adecua-
das. El c. de entes que p será, a veces, un c. que abarque
sóIo a cuantos entes sean tales gue p; pero otras veces
no. Cuando no 10 sea, aqu6 seráa ofr6cense dos afterhati-
vas. La primera es que abargue a algo más; pero (espera-
mos) que sea el más pequeño de cuantos cc. abarquen a to-
dos ios entes que p. Ni F ni Q ni nadie hasta ahora ha ex-
plorado esa vla. Y es que hay motivos para no optar por
ella, según 1o vamos a ver. Un c. que sea así (el más pe-
queño de l-os que abarquen a todos los entes que p pero
abarcando a algo más) vendrá ahora llamado una caterva, Ia
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de .l-os entes que p. En cambio, a un c. que
cuantos abarquen sóIo a entes que p podrá
rrillo de entes que p.

Tanto F cuanto Q (y, a Ia zaga de éste, el autor de
estas páginas en precedentes trabajos) (n.271 han preferi-
do 1a postulación de corrillos a fa de catervas. áPor gué?
Probablemente porque a menudo queremos averiguar caracte-
rísticas de Ias cosas sabiendo que vienen abarcadas por
determinados cc. (a saber: averiguamos que cumpLen sendas
condiciones características de pertenencia a esos cc.), 10
cual no es posibl-e si tales cc. son catervas. Verdad es
que, a cambio, resul-taría más fácíl demostra¡ gue afgo per
tenece a, un c. si no hubiera corriflos aunque sí hubiera
catervas. Pero esa ventaja serla seguramente menos impor-
tante, porgue en las apficaciones más interesantes de Ia
tcc pueden tomarse ajustadas medidas adicionales --aunque
sean un poguitín ad hoc-- para contrarrestar la pérdida,
en general, de PA. Y no resulta quizá ni tan claro ni tan
plausible ni acaso tan fáci1 tomar medidas adecuadas en
caso de postulación de catervas.

En efecto, si hay corrillos, podemos suponer gue eJ-
c. de entes que p, ip, será una clase que abarque a todo
1o que cumpla dos condiciones: 1a ) ser tal que p; 2al aI-
quna adicional (quizá especificable para todos 1os casos,
quizá no). Con ldóneas postufaciones podemos asegurar que
en muchísimos casos, por 1o demás inocuos mas no anodinos,
se cumple esa segunda condición. Alternativamente, si- 1o
que postulamos son catervas tendremos que ip será una cla-
se gue abarque a entes que: o bien son tales que p; o
bien cumplan una condición aLternativa. Aunque determi-ne-
mos que algo cumple esta última condlción y guer por ende,
es abarcado por ip, no descubrimos nada iobre si es ta1
que p. En general el camino epistémico de saber que algo
es abarcado por una clase a saber cómo es parece mucho más
frecuentemente practicable que e1 inverso. En particular
las aplicaciones matemáticas de l-a tcc parecen mejor ase-
guradas con sistemas que --como le sucede a ML-- aceptan
corrillos que con otros gue só1o acepten iatervas.

Y ¿por qué no intentar6 una solución ecléctica, Ia de
aceptar para unas especificaciones corrillos y para otras
catervas? Porque seguramente una tcc así sería tremendamen
te inmanejable. No podríamos tener en ell-a ninguna de fa-s
dos mitades de PA, a saber: ni Uz(ipzCp') ni Uz(p'Cipz)
(mantengo aquí ta convención sobre "p" del apartado ante-
rior). Y sin duda deseamos que al menos una de esas dos
mitades sí sea teoremátj-ca en nuestro sistema, junto con
la mayor aproximaci.ón posible a l-a otra mltad.

Ilustremos todo eso con un ejemplo: ef c. de R. Sabe-
mos que, si vale PA, y sj- además aceptamos PC irrestricto,
o sea que ip existe, entonces *n(xx)*N(xx)=N(iN(xx)*N(xx)):

sea eI mayor de
]lamarse e1 co-
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eI c. de R se abarca a sí mismo ssi no fo hace. para evi-
tar esa contradicción, podemos pensar o que il¡(xx) es un
corri1lo, o que es una caterva. Si Io primero, entonces,
aunque cumplirá la condición para 1a pertenencla a sí mis-
mo, no se pertenecerá, sino que se dejará ("indebidamente"
o ttinesperadamente", en todo caso anómalamente) fuera de
sl mlsmo. Si lo segundo, si es una caterva, entonces sí se
pertenecerá a sí mismo, pero sin cumplir la condición (nor
mal) para tal pertenencia: "indebida" o insólitamente se
abarca a sÍ mismo sin ser una de las cosas que no se abar-
can a sl mismas.

Aunque Ias precedentes observaciones no pretenden ni
mucho menos desalentar exploracj-ones gue averigüen cuán
viabfe, plausible o fecunda sea una tcc que postule cater-
vas, prefiero aquí seguir pensando (conjeturando) qlie es
más útil y más fundado en cómo es la realj-dad eI postular
corrillos pero no catervas.
Apartado 3.- Los elementos y la condición de estratifica-

-
cion: New Foundations

Ya vimos cuál-es eran los corril-los de F: ip era el
de los entes xl*p tales gue p. En ef sistema de Q ML *p es
eI corrillo de elementos tales que p. Un elemento es algo
perteneclente a uno u otro c. (La idea fue el-aborada en
1925 por von Neumann, pero, al igual que tantas otras, tie
ne sus precursores (n.28).) Conque el- PA de ML dice que
viene abarcado por ip todo ente que, vlniendo abarcado por
uno u otro c., es tal que p. Y ácuáles entes son elemen-
tos? Hay en ML un esquema axiomático adicional, ef princi-
pio de elementaridad, eu! dice que es un efemento todo c.
ip tal que la matriz "p" cumple ciertas condiciones, a sa-
ber: 1 ) rrprr está estratificada; 2l cada cuantificador enrrpr! está restringido a efementosi 3) además la instancÍa
en cuestión de ese esquema es afirmada sólo condicionalmen
te, como apódosis de una premisa que diqa "Si es un efemeñ
to x], y lo es tambíén x¿, ..., y fo "é también xn" dondé
xl,,.. rxn son todas las variables que figuren libres en "p".

La condición (3) asegura que no se cuelen i¡rclirecta-
mente entre los elementos entes que no puedan serlo. Algo
similar pasa con 1a condición (21 (n.29). Bien, lo único
gue nos ha de ocupar ahora es la condlción ( 1 ). EI punto
de partida es fa teoría simple de tipos. En elfa una con-
caténación o yuxtaposici6ñ-Íxy" está sintácticamente bien.
formada sóIo si 'x' es def tipo inmediatamente superior a
'y'. En la teoría de tipos originaria había también tipos
de relaciones; una concatenación'xyt...yn'que no sea una
subconcatenación de otra más Iarga está bien formada si
(expresando por 't(z)' el tipo de la variable 'z', para
cualguier "z"l L(x) = <t(yt)r...,t(yn)>. Wiener y Kuratows
kl contribuyeron a idear un procedimiento para p.escindi?
de tipos no monádicos. En vez de concebir una relación diá
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dica r como un algo que venga atribuido en cada caso a dos
entes "tomados en cierto ordenrr, pasa r a ser concebj-da
como una propiedad (monádica) no de esos entesr urvr sino
de la díacia (dúo ordenado) (ürv), donde taI díada viene-* : t vr t - ,

definida como eI dúo {{u},{u,v}}, o sea un dúo (c. de dos
miembros) que abarca sóIo, por un lado a {u}, por el- otro
lado a {u,v}; {ui es i(x=u), al paso que {u,v} es i(x=u o
bien x=v). (Hubiera podido definirse {urv} como {{v},
{u,v}j desde luego; poco importa, con ta1 de que se haga
siempre igual.) El tratamiento de l-as refaclones según ese
procedimiento de Kuratowski suscita un cierto número de
dificultades (n.30). Así y todo, imaginemos aquí que re-
suel-ve satisfactoriamente los problemas y t en adelante,
limitémonos a las propiedades monádicas (salvo lo que se
dirá más abajo, en el Ap. siguiente, sobre e] tratamiento
combinatorio ) .

El requisíto ( 1 ) para cualguier instancia del princi-
pio de elementaridad es que "p" sea una fórmula que, tra-
ducida aI lenguaje de la teoría (simple) de tipos, tendría
sentido en la misma. Como ML no es una teoría de tipos,
las variabfes no 1l-evan índices superescritos o suscritos,
sino que son generales. Pero, si tradujéramos a la teoría
de tipos una fórmula de ML, deberíamos en cada caso asig-
nar a cada variable uno u otro tipo. Bien, si hay una tra-
ducción así de una fórmula p de ML que sea una fórmula co-
rrectamente formada de fa teorÍa de tipos, entonces (con
tal de que se cumplan los otros dos requisitos para "p" )
ip es un elemento. Lo cual significa que toda clase cuya
existencia tenga sentido afirmar en la teoría de tipos se-
rá un elemento en ML. En la teoría de tipos só1o tiene sen
ti-do afirmar ]a existencia de un c. cuando es teoremática
esa afirmación; por ende, só1o tiene sentido negar la exis
tencia de un c. cuando tal negación es decl-aradá falsa poi
ta propia teoría. Al pasarse de 1a teoría de tipos a ML
sucede, en cambio, que todo c. que la teoría de tipos de-
clara ser un elemento --y fa teoría de tipos declara que
cada conjunto es un elemento-- es también reconocido como
un elemento por ML; fos demás cc- son reconocidos como
existentes, pero no siempre como elementos. Muchos cc. cu-
ya existencia o inexistencia no tenía sentido decir en fa
teoría de tipos son proclamados en ML como no-elementos,
entes incl-asificables, pero así y todo cc. Aunque habrá
algunas de tales clases que en ML no sófo existan sino que
sean elementos ( su condición de tal-es vendrá probada indi-
rectamente). así pasa con fa cl-ase universal, V(=*(x=x) ).
Como 1a matriz "x=x" cumple los tres requisitos, i(x=x)
resul-ta ser un elemento; y t una vez probado eso, resulta
así ya sin sujeción ninguna a típos. En teoría de tipos
para cada variable 'x' existe i(x=x), pero eso dísimula el
hecho de que no existe ningún c. universal sino uno para
cada nivel o tipo. En I\4L es transitorio e1 paso por f as
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horcas caudinas de l-as construcciones sintácticas de 1a
teoría de tiposi una vez efectuado, se emancipa 1a expre-
sión de toda sujeción a tipos. (Además demuéstrase en ML
que i(x=x) r o sea V, es idéntico a ify(yy.yx..x=x), aunque
en teoría de tipos Ia matriz gue fiqura en este último de-
sj-gnador de clase ni siquiera está bien formada. )

iDe qué no se habrá motejado a tal principio de ele-
mentaridadl (En otro lugar discutlré esas objeciones. ) La
verdad es gue, cualquj-era que sea la base "intuitiva" de
1a teoría de tipos (y alguna habrá que reconocerle, Lno?l ,
se conserva incólume en ML, sólo que mucho mejor (n.31).
En efecto: ópara qué tildar de "sin sentido" ciertos aser-
tos cuando se evitan las paradojas reputando muchos de esos
dj-zque sinsentidos meramente como afirmaciones falsas --y
alguno que otro, de paso, como una tesis verdaderar puesto
gue sóIo a causa de un rebote indeseado venla excluido por
Ias draconianas restricciones de la teoría de tipos? EI
engorro de tener que adjudicar tipos a las variables ya no
es aguí --sí 1o eia en teoría de tipos-- un amargo vla cru
cis que había que seguir recorriendo a todo 1o largo de
cualquier demostración de arriba abajo --y de cualquier
serie de ellas--, sj-no tan sólo un requisito para aseverar
una instancia cualquiera del principio de elementaridad.

Sin detenernos en esta cuestión, sl conviene apuntar
algo sobre Ia rel-ación entre ese sistema propuesto por Q

en 1940 (ML) --ulteriormente perfeccionado por Hao Wang
para curarl-o de su inconsistencia inicial-- y otro propues
to por Q tres años antes, NF, hasta ahora resistente a in-
tentos de probar gue es incoherente (Hao Wang ha probado
gu!, si no lo es, tampoco lo es ML). En NF --al igual que
en 1a teorla de tipos-- todo ente es un el-emento (y, por
supuesto, viceversa), pero no se postula eI PC, "*p existd'
(en general), sino un PC más restringido: Si 'rprr es una
fórmu1a estratificada, ip existe. La relación entre ML y
NF es, más o menos, ésta: todo c. cuya existencia viene
afirmada en NF es un elemento en ML; pero en ML existen
además otros entes, gu! son cc., pero que no vienen abar-
cados por nada aunque eflos sí abarcan a1go. Cuando NF ase
vera la existencia de *p, ¿cuáI es eI ente, ip, gue en I\4L

es un elemento? Aguel cuyas variables vienen restringidas
a entes cuya existencia se postulaba en NF --para lo cual
están fas condiciones (2) y (3) del principio de elementa-
ridad. (Restringir a elementos 1os cuantificadores signi-
fica gue no hay ninguna cuantificación universal, "U"q",
gue no sea t'UxlelenxCq')", ni cuantificación existencial
alguna "Exqttque no sea de fa forma "Ex(elenx.qt)tt --donde
'telenx" significa t'x es un elemento'r.) La relación entre
NF y 1a teoría de tipos es ésta: todo c. que en ésta úfti-
ma viene reconocido como existente tambi6n lo es en NF;
casi todos l-os demás son considerados como inexistentes en
NF (. saber los no el-ementos de ML), pero, aI igual que en
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ML, en NF algunos cc. inaceptables en teoría de tipos con-
siguen, j-ndirectamente, e1 reconocimiento de ser elementos.

No permlti6ndome la angostura de espacio explayarme
en estos temas, diré no más para concluir este apartado,
que tanto NF cuanto ML son sistemas filosóficamente plau-
sibl-es, muy potentes, basados en consideraciones juiciosas,
exentos de la tremenda adhocidad de las postulaciones de
casos particulares del PC que con cuentagotas vienen efec-
tuadas en otras tcc (Ia teoría estándar, tan en boga en-
tre 1os matemáticos, de zF y otras afines como NB). NF
ofrece la ventaja adicional de que puede ser verdadera --
puede en eI sentido epistémico de'poderr, a saber: eI de
que no tenemos pruebas suficientemente fuertes de que sea
falsa--, al paso gue, desgraciadamente, no 1es sucede 1o
propio ni a ML ni a ninguna versión de Ia teoría estándar;
porque para que sea verdadera una tcc hace falta que sea
verdadero 1o que dice; NF dice que hay un c. universal y
que éI abarca a todo; ML dice que lo hay pero no abarca a
todo; 1a teoría estándar dice que no 1o hay. Pero, si es
verdadera una tcc, entonces tiene un modelo, gue es la
Real-idad; si existe 6sta, existe e1 c. universafi si deja
sin abarcar algo, ese algo no es real. Luego sóIo NF cum-
ple la condición de poder tener a l-a Realidad como model-o.
(Só1o, de entre esas alternativas, claro.) Lo malo es que
NF no carece de inconvenientes. Paso por alto e1 que con
eIla se prueban resultados reputados "raros" pues las ma-
temáticas pululan en consecuencj-as sorprendentes, gue 1o
dejan a uno de piedra. No, 1o malo de NF es que no permite
probar ninguna versión fuerte de1 principio de inducción
matemática. Y mal-o también es que no acepte en general PC,
fa existencia de *p, para cualquier t'p". (Con 1o cual, por
cierto, vienen consiguientemente restringldos los dos prin
cipios Pa y P.Ag., el primero con una premisa de existen-
cia de *p, el segundo con la condición de estratlficación
de "p".) En cualquier caso, 10 que no cabe soslayar es que
tanto NF como ML, heredando ambas cuanta base justificati-
va sana pudiera abonar a favor de 1a teoría simple de ti-
pos, están exentas de las dificultades fi-l-osóficas que ase
ái.ba., a esa teoría, como su inefabilidad, la plurivocidad
de los prefijos cuantifi-cacionafes'U'y'E'y 1a falta de
una noción general de existencia --con 1o cual ni siquiera
estaba claro qué se quería decir al proferir Ias oraciones
(condenadas, por 1o demás, como sinsentidos por Ia propia
teorla) que aseveraban fa existencla en 1o real tanto de
entes de cierto nivel cuanto de entes o cc. de niveles su-
periores. Si algún núc1eo de verdad había en }a teoría sim
pfe de tipos, agotábase en brlndar una manera de obvj-ar
las paradoj as aduciendo e1 comportami-ento "normal" deI
abarque --o no abarque-- de cc. de nj-vel- inferj-or por los
de nivel j.nmediatamente superior. La realidad será --así
1o reconocen ML y NF-- normal en l-os más casos; pero no en
todos.
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Apartado 4.- Una alternativa difusa, paraconsistente y
combinatori_a: CD

No sóIo en l-a lógica clásica (LC en adelante) sino
también en l-a mayor parte de 1os sistemas de 1ógicas no-
cl-ásicos e1 cá1cu1o cuantificacional (de primer órden) es
una extensión del sentencial, aI p"so qnó 1a tcc es una
extensión deI cálcu1o cuantj-ficacional. isegún 1o ha pues-
to de relieve Q en diversos lugares, 1os llamados cálculos
cuantificacionales de órdenes superiores a 1 no son sino
tcc de Ia índole, precisamente, áe teorías de tipos; son,
pues, tcc plurisortales, donde un sistema es plurisortal
si tiene varios tipos de variables no intercambiables, e.
d. si es tal que, no porque dos signos, 'f', tx', se combi-
nen, por separado, con un mismo prefijo cuantificativo 'U'(o 'E') para formar cuantificadores 'Uftr'Ux', no por eso
van a ser reemplazables en otros contextos esos dos signos
sin desmedro de Ia corrección sintáctica.) Las lógicas com
binatorias son en cambio sistemas en 1os cuales existen
ciertos_signos primitivos, entre e1los unos combinaggres,
de tal- índole que mediante concatenaciones cuáTEE[üiera-le
e]los se obtienen las f6rmulas no só1o del cálculo senten-
cial- y de1 cuantificacional, sino también de la tcc. (O
sea: al venir reducidas a notación primitiva, 1as fórmulas
del- cálcuto sentencial y del cuantificacional son ya fór-
mulas de la tcc; en vez, pues, de que venga ésta construi-
da con vocabufario adicional af del cáfcufo cuantificacio-
nal, éste está formado por fórmulas gue son abreviaciones
de sendos asertos teórico-conjuntuales. Eso no obsta para
que, en un sentido menos fuerte, también en una lógj-ca com
binatoria 1a tcc propiamente dicha sea extensión de1 cáI--
culo cuantificacional, a saber: éste es un subc. propio de
los teoremas, al paso que aquélla no 1o es.) Los axiomas,
postulados y reglas de inferencia aseguran que eI sistema
tenga, asl, toda fa fuerza de una tcc al par gue, con ello
naturalmente también, de un cá1cul-o cuantificacional y tpor ende, de un cáIcu1o sentencial. Además, las tcc a!í
obtenidas pueden ser muy potentesi aunque habrá que pagar
eI precio de que el- cálculo sent.encj.al sacrifj-que afqó del
de LC, so pena de incoherencia (delicuescencj_a).

Un combinador es un signo $ que viene caracterizado
porque, para todos (o muchos) signos p1rp2r...rpn, la con-
catenación $ptp'...pn (con asociátividad hacia la izquier-
da --o sea pqr=(pq)r etc.) es reemp1azable con verdad, en
virtud de 1os postulados del_ sistema por otra en Ia que
ya no figura la ocurrencia inicial de g y que es el_ resul-
tado de combinar de diversos modos pt r...rpn; o sea, la
nueva concatenación es 1a concatenación de cóncatenaciones
de.. . de concatenaciones d" pt r...pn (no forzosamente de
todos elfos). En un sistema combj_natorio, cualquier combi-
nación o concatenación (yuxtaposición) de signos es tam-
bi6n un signo. Una manerá parÉicularmente elelante de in-
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troducir un cálcul-o combinatorio es con ayuda de dos com-
binadores primitivos, L,L, tales gue, para todos (omuchos)
sírnbolos p,qr: Ipgr=pr(qr) ; ApS=p. 'I' denotará a l-a re-
1ac1ón gue se dar p.ej., entre ef adrnirar, 1a belleza y
Narciso, puesto que Narciso admira su propia belleza --o
sea: Narciso se admira La befleza--: trátase, pues, del
operador de voz media o automediador; A será la relación
gue se da entre un ente y otro cualquiera en la medida en
que existe eI primero de ellos --una relación tal que el
gue se dé entre Ceilán y Singapur es, ni más ni menos, el
proplo Cellán; con otras palabras A será l-a determinación
de ser un ente, x, tal que existe la determinación de ser
un ente, z, LaI que existe x.

Con ayuda de esos dos combinadores defínense otros.
Uno, A, es así: defínese como I(AI)A; y es ta] que para
todos (o muchos) argumentos p,q,r: Apqr=p(gr); es un aso-
ciadoL (es, p.ej., fa relación que hay entre 1a fama, la
cruefdad y Alejandro en ]a medj"da en que sea famosa la
crueldad de Alejandro). otro combinador, f, viene definido
como I(AAI)(AA ) y es tal- que para todos o muchos prgrr!
lpqr=prq; es, pues, un operador de conversión: .Ia relación
gu!, p.ej., se da entre el conquistar, Ia Galia y César,
en ese orden. (Si p=amar, fp=ser amado.) Luego tenemos 1,
definido como IAA, gu! es la existencia (o verdad): una
determinación ta1 que, para cualquier p, 1p=p (ya que, en
efecto, cada ente es 1o mismo que su existencia, según he
tratado de probarlo en diversos trabajos). Otro combinador
es Q, definido como fX1, que es tal que, para todos o mu-
chos p¡e: Opq=pqq: trátase deI Lefle¡11¿1zA4ol (una rela-
ción que guarda eI coronamiento con NaFolé6n cuando Napo-
1eón se corona a sí mismo).

Supongamos que tales ecuaciones valen sin restricción
alguna y gue el- sistema contiene un operador de negación
N. Entonces pruébase l-o siguiente. Sea R definido como
f¿(AN); demuéstrase fácilmente esto: RR=N(RR). Ahora, si el
sistema contiene también reglas que de /p=S/ y /+rp/ (don-
de '+'es la disyunción'o': nótese que esta última fórmu-
1a sería usualmente escríta así: "p*r'") permitan deducir
/*rq/, entonces, si el sistema contiene el principio de
tercio excl-uso /+(Np)p/, de RR=t'¡1¡p) cabrá deducir
/+(N(RR))(N(RR))/, lo cual- es obvj-amente equivalente a
N(RR) (pues /+pp/=p¡. De manera simil-ar se demostrará Rn.
y así tendremos ]a contradicción: RR.N(RR) (donde '.' es
la conyunción'y'), si es gue el sistema es copulativo (e.
d. tal que contenga la regla p , q / p.q: to gue es verda-
dero por separado es también verdadero junto, conyuntado
1o uno con lo otro).

Una solución esr precj-samente, ta que consiste en
abandonar el prlncipio de tercio excluso. Ta1 es el enfo-
que de Fitch, en su sistema Q (n.32), Nótese gue R es el
c. de Russell (también podemos denotarlo con la expresión
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lI(AN)(I11 ) | ). En e1 si-stema Q de Fitch demuéstrase, pues,
que e1 autoabargue de R por sí mismo es idéntico af no au-
toabargue de R por sí mlsmo; con otras palabras, que taf
autoabargue es 1o mlsmo gue 1a inexistencia del mismo. Pe-
ro no se deduce ninguna contradicción o antinomia de Ia
forma ttp.Npt'.

Que una lóqica combinatoria como la de Fitch consti-
tuye una poderosa tcc muéstralo eI hecho de que en la mis-
ma valen sin reservas Ios princi.pios de comprensión (PC)
--o sea Ia existencia en general del c. de entes que p-- y
de abstracción (PA), o sea que e} que ese c. abarque a al-
got x, es idéntico a que ese x sea tal que p. En efecto,
definimos asi las expresiones abstractivas. (Por razones
gue pueden omitirse aqul, usamos, en este contexto, e1 ope
rador l-ambda minúscula, en vez del circunflejo sobre una
letra. ) Para una fórmula cualquiera r, dada otra fórmula
p, defínese lrp así: si r=p, trrp=1; si r no figura en p,
lrp=¡p; cuando no se da ninguna de esas dos circunstancias
y p=sq, entonces lrp=¡¡¡=¡tg. Con esas definiciones prué-
banse PC y PA. (Nótese que en un sístema combinatorio no
hacen fal-ta variables, aunque pueden introduci-rse como sím
bolos deflnidos; eI cuantificádor --sea el- universal, U;
sea ef existencial, E-- viene postulado como un primitivo
--sl U es primi-tivo, defínese E así: X(A(I(AN)U))(¡(AN)) t
y viceversai la universalidad, lo denotado por rU' es aque
Ila determinación que abarca a una determinación o clase,
sea la que fuere, sóIo en la medida en gue ésta, a su vez,
abarque a cualguier entei !s, pues, la determinación de
abarcarlo todo. )

Pero el precio a pagar es demasiado a1to. E1 princj--
pio de tercio excluso es el- más útit y evidentemente ver-
dadero de todos los principlos lógicos, Ninguno tanto como
61 anda en Ia boca de cualquiera, del hombre de la calle,
a cualquier hora; ni.nguno como éI es férti1 para demostra*
ciones científicas; décimos: o bien p, o bién no-p; si p,
tal- cosa; si no-p, tal otra; luego o taf cosa o ta1 otra.
Despojarnos de 1a legitimidad de tales modos de razonar
parece un costo excesivo para, a ca¡nbio, lograr tener un
PC y un PA irrestrictos; la plausibilidad de estos dos
principios es menor que la del tercio excluso.

Mas, áno hay contraejemplos aparentemente persuasivos
contra e1 tercio excluso? Aparte de que se ha alegado que
fal-la en oraciones cuyos sujetos sean j-nexistentes --1o
cual es muy discutible y¡ a mi juicio, eguivocado--, y apar
te también de fos presuntos fallos de ese principio procla
mados por 1os adeptos de la matemática intuicionista, aque
lIo que más a melnudo se ha aducj-do contra la corteccióÁ
greneral del tercio excluso es Ia existencia de propiedades
difusas. No podría --al6gase-- decirse tEs guápo o no lo
és' , porque hay grados de guapura y puede gue tenga tal
propiedad só1o hasta cierto punto. Bien, efectivamente,
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pero eso no entraña que no pueda decirse esa disyuncj_ón:
s+t tiene guapura hasta cierto punto, tiene guapura. (TaI
es la regla de apencamiento, basada en este principi_o: es
verdadero cuanto no sea totalmente falso. ) para que sea(en a1gún grado, mayor o menor) correcto, fieJ- a fa reali-
dad --verdadero, en suma-- decir algo no es menster que 10
así dicho sea plenamente verdadero, sino gue basta con que
tenga (en ese grado) verdad, a secas. Una prolación es to-
tafmente falsa si no mienta o denota hecho alguno real;
pero si denota a1go, un hecho gue posea algún grado de
existencia, alto o bajo, entonces Ia prolación será --en
ese mismo grado-- verdadera. Y, por eso mismo, cuando nos
topamos con hechos difusos o graduales --como 1os que con-
sisten en e1 abarque de un individuo por una determinación
o cl-ase en un grado no pleno--, no es que nos abstengamos
tanto de decir "slttcuanLo de decir ".ro" y asimismo de de-
cir "sl o no"; antes bien decimos: tNi es calvo ni deja de
serlo' (o tni es calvo ni no es calvor ) , tni me gusta ni
deja de gustarme', 'ni fue divertido ni dejó de serlo',
'ni llueve ni no lluever, 'ni es árido ni deja de serlo'
etc. etc. Ahora bien, tanto LC cuanto en el- sistema Q de
Fitch y, en verdad, en Ia mayor parte de 1os cálculos 1ó-
gicos, "ni p ni no q" equivale a "q y no-p" (tal equivalen
óia se deduce de uná de las leyes de De Morgan más 

-el priñ
cipio de involutividad); por consiguiente, "ni p ni no p"
equivaldrá a "p y no p". 'Ni llueve ni no flueve'equivale
a'Llueve y no llueve'; que es 1o que efectivamente suefe
decirse en casos de garúa u orballo. Lo propio sucede con
cada uno de los demás ejemplos.

Resulta entonces que Io entrañado por Ia existencia
de determinaciones difusas, y de abarques di-fusos o gradua
les por tales determinaciones de unos u otros entes, es,
no una quiebra del tercio excluso, sino, antes bien, la
existencia de verdades mutuamente contradictorias. Lo cual
no constituye tampoco una gui-ebra del principio de no con-
tradicción, una ausencia de verdad de este principio, sino
una presencia, junto a é1, de verdades que son negaciones
de instancias particulares de dicho principio. Nos hace
fa1ta, pues, no una lógica sin tercio excluso, sino una
tógica que, con é1, asl como también con e1 principio de
no-contradicción, autorice a fa vez la existencia de ver-
dades mutuamente contradictorias, e.d. de contradicciones
verdaderas (verdaderas y simul-táneamente --en vi-rtud del
principio de no contradicción-- falsas). Una Iógica así
será una lógica paraconsistente. ¿Qué requisitos há de cum
piir una fógica para ser paraconsistent.e? No entronrzar Lá
regla de Escoto (aquella que de un par de premisas mutua-
mente contradictorias, sean 1as que fueren, permite con-
cluir cualquj-er cosa). Para evitar esa regla de Escoto hay
gue abandonar también eI silogismo disyuntivo: p+q , Np / q.
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E1 cáIculq de ¡leteqmlnaciones, CD, es una 1ógica com-
binatori 'de Lsras ,ási;;; y ex-puesta en otros trabajos (n.33). Concl_uiré este artícufo
enumerando algunos rasgos de ese sistema.

A1 -igual que en cualquier otro sistema combinatorio,
cada ente es una rel-ación. EI gue p est6 guardando una
ci-erta relación r con un ente que viene expreÁado así: rpq;
o sea, consiste en que eI venir abarcado p por r abarque a
su vez a 9 (prq serán entes cualesquj-era). El amor de Buda
es, pues, la determinación de ser amado por Buda.
-- Hay en cD dos negaciones, una d6bil-, tNt, y otra fuer-
te, o superneqación, tFt; la últj-ma se define así:
F=I(AH)N y se fee'no... en absoluto'. ('H'es un operador
de superafirmación, o afirmación fuerter eü! cabe leer:
'Es totalmente verdad que'o'Es del todo (1008 etc.) ver-
dad gue'. Para la negación débj-I valen las leyes de De Mor
gdnr invol-utividad (N(Np)=p), no-contradicción, tercio ex-
c1uso, y otrasi para Ia negación fuerte valen DeMorgan, no
contradicción, tercio excluso, y una versión atenuada de
1a invol-utividad, así como eI silogismo disyuntivo y, por
Io tanto, Escoto.
-- En CD hay un functor'I'de equivalenci-a tal que para
que sea verdad 'rplq" es menester que p sea igual de verda-
dero (o falso) que q, ni más ni menos.
-- En CD hay un functor 'B' que es bastante similar a un
operador modal de necesidad y podemos leerlo rEs afirmable
con verdad que' o 'Es verdad en todos los aspectos guet .
La principal diferencia entre tB' y el operador de necesi-
dad de una 1ógica modal c1ásica estriba en que en CD vale
Ia regla p / Bp sin restricciones (pues, en efecto, de Ia
premisa de que es verdad que p vale concluir que es afir-
mable con verdad que p).
-- En CD no se acepta el principio clásico de extensiona-
lidad (IJx,yEz(xz=yzC.x=y) ) r pero sí este otro ( siendo 'O'
una constante definida que se l-ee '(Existe) Io absotutamen
te falso' y qr. no significa o denota nada): Ux,yEz(B(xOI
y0..xzlyz)c.x=y¡¡ son idénticas dos determi-naciones si es
afirmable con verdad que Ia una abarca a cualquier ente
en la misma medida en que 1o haga la otra y si, además, es
también afi-rmabfe con verdad que la una abarca a 1o abso-
Iutamente inexistente en 1a misma medi-da en gue 1o haga
Ia otra. Val-e también en CD esta regfa de extensionalrrcle@¡
x0ryO ..xzryz / x=y --aunque no rffiexten-
sionalidad, a saber. xz=-yz / x=y. (N6tese que es teoremá-
tico en CD el esquema: plgC.p=q; mas no el- recíproco p=qC.
plq; porque plq significa que p y q son igual de verdade-
ros (o falsos), al paso que p=q (p ssi g) únicamente exclu
ye que uno de los dos sea verdadero y ef otro enteramente
falso. ) (n.34)
-- En CD hay una implicación 'D' (que se fee así: 'imp1i-
ca' o 'a l-o sumo en Ia medida en que' o ' sól-o en tanto en
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cuantor), definido así: "pDq" abrevia a "p.qrp". Es más
fuerte gue eI mero condicional_: "pDgC.pCg" es teoremático;
pero no Io es eI esguema recíproco.
-- En CD vale la mitad del PA: ).rprDp.
-; En CD vale para una amplia gama de casos el esquema re-
ciproco del anterior, o sea 1a otra mitad de pA. En parti-
cular valen las ecuaciones siguientes ( la identidad = en
CD se define asl: "p=g" abrevii "B(prg)"): lxxp=p; .\xqp=p
(si "p" no fi-gura en "q"); lxpr=pt (si p' es el resultado
de reempJ-azar uniformemente en p 1as ocurrencias libres
de x. por sendas ocurrencias libres 4" r, y si r es una ex-
preslón que no contenga ni tH' ni 'I', ni tampoco 'U');
además de esas ecuaciones, muchas otras inltancias de
PA son demostrabtes en CD, pero su formulación es algo más
Iarga.
-- En CD val-e también este otro PA restringido: cada fór-
mula estratj-ficada de Ia forma "p=lrpr" es un teorema; pe-
ro Ia estratificación no se formu]a como en los sistemas
de Q --siguiendo la pauta de Ia teoría simple de tipos--,
sino de un modo gue se inspira más en Ia teoría ramificada
de tipos, en el principio de predicatividad. Por ello, el
teorema de Cantor no es en general teoremático --aunque sl
son teoremáticos muchos casos particulares de1 mismo.

CD es un sistema contradictorio (n.35). Contiene, en
particular, contradicciones como ésta (definiendo R como
más arriba): RR.N(RR). En cambj-o, cuando se def ina 'Rt co-
mo 'f2(AF)' o su eguivalente "trxF(xX)t', entonces pruébase
F(RR), pero no RR. Por ello pruébase para algunas fórmufas
"p" y "r": F( lrpr=p¡. ),xF(xx) es un corrillo y, a }a vez I
un ente zafadízo, segregable o marginable --en particular
se segrega o margina a sí mismo.
-- En CD, al igual que en cualquler otro sistema combina-
torio, no hay diferencia entre fórmulas y otras expresio-
nes. Cada expresión es una fórmula, pueJ cada enté es 1o
mismo que el hecho de su existencia (o "verdad" en el sen-
tido ontolóqico). En CD no hay barreras categoriales (ni
siquiera las pocas gu!, implícitamente, guedaban todavía
en fos sistemas de Q, como aguella que se daba en ellos
entre fos "entoides" --o 1o que sean-- denotados por func-
tores del cálcul-o sentencj-al y 1os entes propiamente di-
chos ) .
-- Pero hay en CD una diferencia entre entes real-mente rea
Ies, o existentes en todos los aspectos, y entoldes que
existan sólo en algunos aspectos. Para realzar esa discre-
pancla, explotamos Ia dualidad de vocablos 'determinación'
vs 'conjunto', reservando este úItimo (o el de 'propiedad'),
en un sentido más estricto, para denotar con á1 a un ente
realnente real. (Las determlnaciones en general pueden tam
bién ltamarse 'cúmufos' . )

En CD vale eI PC con una
existe salvo si lxp=40 (donde

sola excepción, a saber ¡xp
0 es según se dijo más arri-
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rriba;0
esto: H1:

puede definirse como N1, pues en CD es un teorema
la Realidad es totalmente real --o verdadera).

ANEJO: E] sistema CD

El sistena CD, en 1a presentacíón que aquí brÍndo de é1, se ha
origlnado por un proceso de rectificaciones a partir de su ancestro,
el sistema An , que vino expuesto por prinera vez en mi tesis doctoral
(Contradiction et vérité, Universidad de Lieja, 1979). Hasta qué punto
pueda decirse que e1 mismo sistema persiste a través de alteraciones
es asunto que, como cuanlos atañen a 1a identidad diacrónica, resulta
dificilísimo de zanjar. Si prefiere sostener uno que cualquier altera-
ción en 1os axionas, postulados o reglas de inferencia de un sistema
entraña e1 reemplazo del rnismo por otro, entonces considérese que este
CD es un sistema nuevo aquí présentado por vez prinera. P"ro eI ait6i
no ve en é1 un producto fina1, sino un resultado provisional, una con-
jetura (como todas nuestras elaboraciones teoréticas en cualquÍer cam-
po, sín excepción) avalado por evidencia abundante y estimable, mas
merecedor sin duda de ulteriores meioras.

51.- La base de1 sisterna CD

Vayan por delante ciertas convenciones. La concatenacíón o yuxta-
posición de dos signos es un signo. Ta1 concatenación se entenderá
siempre asociativa hacla la izquierda (ttpq.t' equivale a "(pq)rrr), vi-
niendo interrumpida tal asociación por e1 espaciamient.o: "p qrrr equi-
vale a p(qr); un espaciamiento mayor separa rnás que otro menor: t'p qr
str! equivale a I'p(qr)(st)". Sin embargo, para evitar confusiones acu-
diremos (informalmente, eso sí) a paréntesis desambiguantes --y nunca
en la práctica haremos separaciones de diversa longitud--, que son nás
comúnmente comprendidos, según 1os acabamos de introducir (parentéti-
camente) como procedimiento de explicación; pero los paréntesis no
forman parte de nuestra notación oficial.
REGLAS DE FORMACION:
(1) /^/, /+/, /H/, /u/, /r/, /B/, /t/, /L/, /a/ son slgnos
(2) Sr /p/, /q/, /r/ son si-gnos, también 1o son /pq/ y /p qr/. (En ca-

sos de signos incompuestos supri.rniremos las barras que 1os rodean
cuando están solos).

ABREVIACIONES
'A' abr. '/f, ItZ It/ '; 'f ' abr. '/t LLl, ItA/t; tf,¿t abr. , /lL ZI¡A/,;iNr abr. t/Q*/'; '+'abr. '/¡ ¡t'¡ */; '.'abr. '/A fAN l*N/t;
'F'abr. ,/LHN/t; 'L'abr. '/AN AHN/'; ,Drabr. t/ALI ./,itCt abr. t /l L+F/'; t]t abr. 'flaaf ,; tXt abr. , /fl^/,;
'0' abr. '!+(N(I(AN)N))(+(rla) F(r+ N+))'; '1'abr. '/NO/';tSt abr. '/O A.N/'; 'nr abr. '/L^Na/, ; tm' abr. '/A(ANn)N/,;
'=' abr. '/I(A(AI(AC)).)+/'; 'Y' abr. '/Q(L. Ia)/';
'fr abr. '/Q(L. LFY/'; '&' abr . '/I(LL.)L/' ;
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'E' abr.'I(A(I(AN)U))(I(AN))';'Zt abr.'/I(AI(A(4.)D))(f(A(AF)D))/';
'Y' abr. '/I(I(A(A&)Z)n) AfS/'; 'K' abr. '/L Atlx N/';
'J' abr. '/ts AFB Fl'; '=' abr. 'A(AB)I'; 'F' abr. 'ABF'

Procederemos además con arreglo a las sÍgulent.es convenciones.
Llamaremos : f unctores monádicos a los signos H,B,N, F, L,X, n,n,Y, f , Y'K, J;

luncqqqes diáai."" . 1." sigr"s ^,*,I,i,.,D,C,= ,&,%. lln slgno total
GTil;-/tZ, .p"t"cerá con Jupresión de las barras inclinadas que 1o
rodean como indicación de 1o si-gulente: (l) cuando en p figure un func
tor diádico $ en e1 signo /$rr'f, reemplazamos éste por (1o "abrevia-
mos" como) /r'/$/r/; en cambio (2) introducimos dentro de p barras pa*
ra delÍmitar los signos a 1os cuales (e.d. a cuya estructura interna)
no se aplica la convención (1) ni 1a (3) a continuación; llamamos fó¡-
mula (no total) a un signo entre barras y' si r',r son iórmulas y S-il"
fun.tor diádico, fórmula es también r$r; (3) Si $ es un funclor rnoná-

dico y r una fórmu1a, figurando en p $(r), reemplazamos eslo por $r
quu ei tarnbién una fórnula, estipulándo que $ rige a la fórmu1a más

corta que 1c siga (con una salvedad estlpulada en e1 punto (5) más aba
jo); (4) cuando no haya confusión 1as barras internas se reemplazan
por paréntesis o se suprimen; (5) dos fórmulas yuxtapuestas están más

unidas, formando una fórmula, que cualquiera de el1as por separado con
un functor monádico o diádico: sl r,rt,rtt son fórmulas, r+rtrtt se en-
tiende como r+(rtr"), y Nrrtse entiende como N(rrt). En especía1, l1a
maremos fórmulas (no requiriéndose encerrarlas en barras ni parénte-
sis) a esEos signos: a,1,0,1. Así pues, dentro de una fórinula total,
una ocurrencia detltno es una fórmula, mas sí 1o es una d'e'/L/';
igualmente un functor, 'N'p."j., no es fórnu1a, pero sí 1o es /N/: si
p es fórmula, entonces --cuando y donde se apliquen estas estipulacio-
nes, o sea dentro de una fórmul-a total-- "NNp" abrevia attN(Np)" mien-
tras que "N/N/p" equiuale-á-f(Ñ)p"). En lo sucesivo, 1as letras esque
mátlcas p,q,r, etc, son usadas só1o para hacer 1as veces de fórmulas
(1o cual de hecho no restringe su generali-dad, como es obvio).

Con arreglo atalesconvenciones, procedemos a ulteriores esquemas
abreviativos (donde p,q son fórmulas): "pDDq" abr. "B(pDq)"; "pIIq"
abr. "B(plq)"; "plq" abr. t'F(pIIq)".

otras convenciones abreviativas a tener en cuenta son éstas: Si r
es un signo que no figura en p, \r/p/ abrevia a ll/p/ i si r=p, \r/p/ =
(IAA); si rlpq figura en pq, ).r/pql abrevla a Xlrplrq, ).xyp abrevia a
lx).yp etc.

Introducimos variables como letras esquernáticas pero con una res-
tricción: en un esquema de fórmu1a, p, una ocurrencia de una variable
x no puede reemplazarse por una fórmula q más que cuando se haya demos
trado e1 teorema ttJqtt. Como letras esquemáticas que son, 1as variables
pueden ser afectadas por igual que 1as letras esquemáticas p,q,r, etc.'
en 1o que precede. Así lx/p/ es un esquema claramente explicado ya.
Las estipulaciones sobre variables libres y ligadas son 1as usuales.
t'Uxp" abreviará a ttUlxp"

Si p es una fórnula, ttUxp" será una fórrnula; cada prefijo cuantí-
ficacíonal (tUxt,rUyr, etc.) rige a la fórmula más corta que 1o siga
inmediatamente mas con una salvedad idéntica a la de los functores mo-
nádicos, a saber un prefijo cuantificacional liga menos estrechameote
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que la yuxtaposición entre fórmulas, de suerte que "Uxpq", si p,q son
fórnulas, equivale a "Ux(pq)". ttUBxptt abrevia a t'Ux(BxCp;t'; ttExptt abre
vla a "E).xprt; t'EBxptt abrevia a ttEx(Bx&p 

) ".
En 1o que precede inmediatamente, a1 igual que en 1o que sigue,

usamos las variables como metavariables; 1o cual slgnifica que en ta-
1es esquemas 't' p.uj. (o cualquier variable) puede reemplazarse, con
ta1 de que sea unifo¡memeote, por cualquier otra variable --obedecién-
dose, donde proceda, las estipulaciones "o5i6-1u" 

restricciones que
sean de1 caso acerca de 1as ocurrencias de tales vari.ables en e1 con-
texto.
ESQUEMAS AXIOMATICOS
A01 p.qCp A02 r.sIpC(p*qI.q*s+.q*r)
A03 pIqC(rIqI. plr ). .KXpIp. .Yp+Yq+FY(p^q). . f Sp. f SqC(p^qZp) . . p. qC. p"q
A04 q. p+pIp. .Hp.HqILH(p. q) . . pIqC(Hp+HrIH(q+r ) ). . p"qDp. . p" 1Ip
A05 pINqI(NpIq)..pIpI*..p'.pIqC(q^r^sI.s"r^p..s^p'^t)..Yp.fNqCFYN(p^mq)
A06 pIqC( qCp ) . .mpDrnnp+Hp. . mpDnp= (Yp+YNp ) . . qDnp+( plmq) . Lp+. pDq
A07 Bp+BFBLp . . BpIp+FBp . . pDDq&BpDBq
A0B Uxp^UxqTUx ( p ^q) . . UxsZrCEx( s%r ) . . Uxp. ExqDEx( p. q ) . . UxFpDFExp. .

nrZrCEx ( rDExpD. rDp )
A09 pIIqC. prlqr. . rplrq
A10 UxB(p0lq0. . pxlqx)C. plq
Al t pDExp..Jq.UpDpq.F(40)..BpCF(p0)
AI2 / Itpq/ ¡p.Ez(yzDp&yxD),zpx). . lxprs r . . . snC. lxprsl . . . snlp's1 . . . sn

En A08 r no debe tener ni-nguna ocurrencia libre de la variabletxt. En A12 pueden faltar varios o todos 1os signos sr, s2, ..., sfl,
a1 paso que pt debe ser el resultado de sustituir en p cada ocurrencia
libre de x por una, tarnbién libre, de r.

Antes de presentar 1os siguientes esquemas axiomáticos hemos ne-
nester de unas aclaraciones terminológicas.

Una fórmula es blanda sólo si en e1la no figura ninguno de los
tres signos: I,H,U.

Una fórmula ttp" e= estratificada si cumple estas condíciones: 1a)
en "p" cualquier o.u..enEiá dEGole 1os Conbinadores 'I', 'A' está
dentro de un functor o de1 cuantificador tEt o de una fórmu1a abstrac-
tiva del tipo tttrrqtt, de suerte que no hay en "pt' cornbinadores aparen-
tes (aunque sí puede haber fórmulas como "Xxyz(xz yz)" y "trxy(x)", res
pectivanente equivalentes --por 1o que se postulará en seguida-- a tll
y atAt)l 2e) e. "p" no hay ninguna variable libre (e.d. ninguna ocu-
rrencia de1 prefijo rr).xtt); Ja) hay cómo asignar uniformemente órdenes
--o nejor, números de orden-- a todas las fórmulas gnttptt del siguien-
te modo: (i) .ua"do figura "qtqt. . .qn", Ne(qr)>¡o1Otn2¡,¡o(qt), . . .,Nn(qn)
(ii) Na(lrq)>Na(r); (iii) si en q figura "lsr", entonces Ne(trrq)>Na(lsr)
(iv) si figura en "p" "qlr", entonces Nq(q)=l¡e(r); (u) Si Na(rq)=No(sq),
entonces Nq(r)=No(s¡; (vi) cuando "p" contenga una expresión "q" ta1
que sea demostrable ttqlrrt, siendo t'rtt más corla que t'qtt, entonces reem
plazar, !D t'pt', "qtt por t'rt'no ha de alterar 1os números de orden asig
nados; (vii) cuando Nn(pq)=Nn(pr), entonces Nq(q)=Ne(r); (viii) cuando
en "ptt figure una expresión abstractiva t'lrl...rnq" (e.d. "lrl).r2.,.
).rnqt') seguida de un número m de signos sl,._..,sm(n=m), entonces 1os
mismos números de orden vienen asignados a rt y á St,..', á fm y a sm.
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Sittpt', "qt'son fórmulas y si "$" es un functor (monádico), enton
ces "p$qt'(t'$pt') es una verifunción dettp" y de "q." (d"ttpttsóto); uni
verifunción de una verlfunción de "pt'(y de t'qt') es también una veri-
función du "p" (y d. ttq").

Para cualquier signo p definimos (p)2 corno I(Ap)p. Y para cual-
quier signo (p)j donde j=2, definimos (p)j+1 como I(Ap)(p)j.

ULteri"ores esquemas axiomáticos :

A13 Bp rC./Xqrp/I.qp(rp)
Donde se cunple uno de estos üos requisitos: (1) pt=p; (2) pres

cualquier instancia sustitutiva de A01 y entonces: o blen (i) p es una
fórmu1a blanda; o bien (ii) tanto q como r son fórmulas blandas; o
bien (iii) uno u otro (o ambos) de los combinadores I, A no figura en
"qrttmás que, sl acaso, dentro de functores o de1 cuantificador tEr; o
bien (iv): esa ú1tima condición se aplica a t'p" (no hay en "p" ocurren
cias tanto de I cuant.o de A fuera (unas y otras) de functores y de1
cuantificador'E'); o bíen (v) r=0; o bien (vi) q=l mientras que r=As
(para algún s); o bien (vii) hay a1gún s ta1 que lqr=(s)J donde j=2.
Ai 4 pD.\rpr

A14 viene rest.ringido así: cada i.nstancia de A14 debe ser una fór
nula estratifi.cada (se excluyen reemplazos en ttp" o en ttrt' que hagai-
no estratificada la fórmula total resultante de 1os mlsmos); y, si se
aduce (una instancia de) A14 en una deducción a partir de premisas
(que ncl sean teoremas), ha de ser estratificada la conyunción de esas
premÍsas con esa instancia de A14.
A15 qlq'

Donde q es una verifunción y q' se obtiene de q.si.n-más que una
serie de reemplazos de concatenaciones de la forma t'Ir'r'r'" por res-
pectivas concatenaciones tt(rlr3 r2.3)", o viceversa, y de "Asts" por
st, o viceversa.
(Observación: decir que una fórmu1a es una verifuncíón --a secas-- es
declr que se construye a partir de fórmulas.u.Iesq,ri.ra, tomadas como
átomos, nediante functores monádicos o diádicos; en A15 se entiende
que 1os átomos en q permanecen inalterables en qr . )
NUEVAS ABREVIACIONES
'G' abr, 'A(AB)Cr ; ti' abr. 'Ixy(y=x)'
' cantL' abr.'),uxEz,y(iy(Ixz)+1y(Izx)+iy(XxO)+iy(XOx)&uy)'
'Q' abr. 'I(41)(Al)'; to' abr. 'IAt; tot abr ilxEy(x=ña.y=ya\..oy--x)t
'*t abr. t,\zxyEu(oru&uzxy)t;
' nr.;ryn' abr.'lxyUu,v(Iuv=xG(xy=uy(vy))..IuO=xG.xy=uyQ)'
' cLgn' abr. t \xylJz(*conzL(ix)zGnonnzy)'
'Y' abr . 'LU(lagz)' ; 'é' abr . 'LIJctgn'
A16 (abreviando como "Uxp" Ia expresión "Ux(VxCp)" --para cualquier va-
riable en lugar de 'x'--):
lJ*' ,... ,xn(pxlx2. . .xnllqxlx2. . .*n¡CUx1, . . . ,.xn(px1. . ,xnllqx1. ..xn). .
0pC0( rp )

REGLAS DE INFERENCIA
t4!01 (modus ponens): pcq , p l- q E"fO2 p l- Bp
rin¡O: p I q (aonde q es el resulrado de-prefijui á "i" uno o más

de entre 1os cuantificadores universales "Ux", "Uy", ...)
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(Nótese que, según los casos, llamamos luqntúlqqlgr universat, (gjfr-
tencial) o a1 solo 'u' 1'¡') o al .."ufficon una
variable, 1o cual abrevia a1 resultado de concatenarlo con un prefijo
abstractivorlx';1o ú1timo es un símbo1o incompleto, un pseudosigno,
por supuesto; de modo que, en rigor, sólo 'Et y tUr son signos cuanti-
ficacionales; pero, no habiendo lugar a confusión, podemos hablar como
1o hacemos para abreviar.)
POSTULADOS ADICJONALES
(P1) 0 bien "J(pO) es un reorema, o, si tto, s I F(p0).s
(P2) 0 bien "FB().rpr) es un teorema, o si no, "trrprlp" es un teorema.

(De donde se sigue que, a menos que t'FB(lrpr)t'sea un teorema.t'lrprlp" es, o bien demostrable a partir de 1os (otros) axiomas y
reglas de lnferencia, o, si no, un axiorna nás.)

(P3) A 1o sumo una de 1as dos fórmulasttptt,ttFpttes un teorema.
(P4) 0 bien p es un combinador, o bien esto es un teorema: VpCOp
(Aclaración respecto a1 postulado (P4). Un signo p que no sea la con-
catenación de dos signos es el único constituyente de sí misrno. Una
concatenación qr tiene como únicos constituyentes últirnos suyos a 1os
que sean únicos constituyentes últimos de q o de r (o de ambos). Así X

es e1 único constituyente ú1cino de X; a1 paso que si p=IA(H^), al ser
p una concatenación de IA con H^ tiene como únj.cos constituyentes ú1-
timos 1os que 1o sean de üno u otro de esos dos signos; siendo, como
son, cada uno de e1los una concatenación, les sucede 1o propio; conque
1os únicos constituyentes últimos de p serán estos cuatro: I,4,H,". Un
cornbinador es un signo $ tal que es demostrable: $=|¡1...Xnp, donde p
t.iene como únicos constituyentes últimos a algunos (o todos) de entre
xtr...rxn.)
LECTURAS
^: No sólo... sino tarnbién; H: Es totalmente verdad que; B: Es afir-
mable con verdad que; {: Ni... ni; I: En 1a (misma) medida en que;
U: Es universal(mente) poseída); a: 1o infinitesimalmente verdadero
(es verdadero); pq: eJ. hecho de que (exista) p es una determinación
del hecho de que (exista) q; lrp: la determinación de ser un ent(oid)e,
r, tal que p; (I: la determlnación relacional que guarda a1go, p, con
otros algos, q,r, en 1a medida en que el que p sea una determinación
de r es, a su vez, una determinacÍón de1 que q sea una determinación
de r); J: en algunos aspectos, de un modo u otro, relativamente por
1o menos; X: rnuy; K: a1 menos un poco; f: un tanto; y: infinitesi-
malmente, un sí es no; C: só1o si; D: implica, só1o en la medida en
que; .: y; +: o; F: no es verdad en absoluto que; N: no; n: Es
superverdad que; m: Viene a ser verdad que; S: Es y no es verdad que;
L: más o menos, basta cíerto punto por 1o m..ros; lZ: Es menos verdad
que... que no que---; f: ssi; &: siendo verdad gue...,---i 1: 1o
totalmente verdadero; 0: 1o totalmente falso; ]: 1o igualmente ver-
dadero que falso; Exp: Hay a1go, x, ta1 que p; UBxp: Íodo (verdade-
ro) ente es tal que p; EBxp: A1gún (verdadero) ente és ta1 que p.

52 con e1 sistera
CD

-En CD demuéstranse, entre otros, estos resultados:

26



(l) ExUyBH(xy): existe un cúnu1o que abarca absolutamente (totalmente
en todos 1os aspeclos) a cada uno de 1os entes.

(2) Ux(lx=x): 1a Existencia (o Verdad) es ra1 que el que la misma abar
que a un ente es, ní más ni menos, ese mismo ente.

(3) lx0=0: 1a determinación de ser tal- que sea verdadero 1o absoluta-
mente falso es 1o absolutamente fa1so.

(4) Ex(x=p)CJEz(pz+p0): Si p es un ente (si es algo existente), enton-
ces, al menos en algunos aspectos, hay algo abarcado por p o bi-en
p abarca a 1o absolutanente fa1so.

(El que p --o 1o que sea-- abarque a 10 absolutamente falso consiste
en que, cuando va a tomar un argumento, e.d. a aplicarse a a1go, y no
encuentra argumento --e.d. no 1e viene facilitado ningún ttalgo"--, en-
tonces, motu proprÍo, produce de suyo un va1or.)
(5) Ux!(.\xpx)^F(),xp0)+Ez(z=lxp): e1 cúmu1o de entes que p es algo

(existente) a menos que no só1o no haya absolutanente nada abar-
cado por é1 sino que, además, ni siquiera venga abarcado por é1
1o absolutamente falso.

(6) J),xp=JEx().xpx+).xp0): el que sea a1 menos relat.ivamente exístente
e1 cúmulo de entes que p es 1o mismo qire eI que, siquiera en a1-
gunos aspectos, exista un ente abarcado por ese cúmulo a no ser
que éste últirno abarque a 10 absolutamente fa1so.

(7) FExFEz(xz).NJ(x0): No hay en absoluto una determinación ta1 que nl
haya absolutamente nada abarcado por el1a ni tampoco venga, ni
siquiera relalivamente, abarcado por e1la 1o absolutament.e Írreal.

(B) ).x(zx)=z: cada ente es idéntico a1 cúmulo de cosas abarcadas por
ét. (Caaa ente es, pues, su propio abarque --su propio abarcar--,
a1 i.gua1 que es su propio existir.)

(9) lxy(zxy)=zt cada determinaclón es idéntica a la relación que guar-
da un ente con otro en 1a ¡nedida en que éste último viene abarca-
do por e1 abarque de1 prinero por dicha deterninación.

(10) 1=lxy(xy): la existencia es 1a relacíón de abarque. (Existlr es
abarcar. )
(Como inciso filosófico cabe apuntar, o sugerir, que 10 abarcado

por un hecho t'intranseúnLett, como el denotado por una oración forrnada
con un sujeto y un verbo intransitivo, p.ej. tdormirt, puede ser ese
mismo hecho; 1o cual explica las construcciones de I'acusativo interno'r:
caminar su camino, vivir su vida, dormir su sueño, morir su muerte;
por otro lado 1os individuos o cuerpos son cúrnulos de sus respectj-vas
partes --una de e11as es el propio cuerpo, parte total: si hay átornos,
entes corpóreos indescomponibles o incompuestos, cosa dudosísima, en-
tonces e11os son "indlviduost' en la acepción quineana considerada n¡:ás
arriba (vide supra (n.8); aunque también 1os hechos intranseúntes se-
rán --a tenor de la conjetura recién propuesta-- ttindividuostt en esa
acepci"ón. )

53 Inrroducción de ]a ariLmécica y otros campos matemáticos

E1 procedimiento
ción al de Firch (op.
plicadísima adaptación
de Fítch posee un PA

que voy aquÍ a seguir
cit. en (n.32) ) , pero
del mismo a1 presente
irrestricLo, fo cual

debe en parte su inspira-
ha sido menester una com-
sistema, toda vez que e1

desde luego dist'a de ser
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verdad de cD. (Y' además, muchísimas ocras discrepancias hondas se dan
entre ambos enfoques, pese a 1o mucho también que 1os acerca uno a1
otro. )

NUEVAS DEF]N]CIONESte' abr. 'AI(AA)' ; 'ñ' ub.. 'AI(A. )'; 'T' abr. | \xzlJy(zyDDxy)¡ ;
'2'. abr. 'o1'; t3'abr. t02t; t4tabr, t03r;
'xlyt abr. ').uvEz(xuz,yzv)'; 'x"t abr. tALlx'; t*,t abr. '2ALxl1'

LECTURAS
i es la identidad. La identidad de x es e1 singulo de x, e.d. 1a deter
minación de ser, ni más ni menos, (e1 propio)-x. (ixz es 1o mismo qu6
x=z), e es 1a adlción. O es 1a intersección (entre dos cúmulos)
0 es e1 cero: la determinaci,ón de ser un enle, x, ta1 que existe 1a
determinación de ser un ente, z, taI qt:e 2.fi=\y772). Para cualesquiera
entes x,z, 0xz=2. 1 es, a Ia vez,1á Existencia (=Verdad) y el núme-
ro uno. Para cualquier ente x lx=x. 2 es e1 número dos: para cuales-quiera entes x,z, 2xz=x(xz). Similarmente 3 es ta1 que, para cuales-
quiera entes x,z, 3xz=x(x(xz)). Así, p.ej,, sl x es 1a bel)-eza y z
Venus, úxz es Venus; 1xz es 1a belleza de Venus; 2xz es 1a belleza de
la belleza de Venus; 3xz es 1a belleza de esa belleza; y así sucesiva-
mente. Sirnilarmente, si tomamos I (1a relación de inclusÍón): 0nx=x es
x; lnx=nx es 1a inclusión de x, e.d. e1 cúmulo de determinaciones in-
cluidas en (o por) x; 2tx es fi(Tx): el cúmulo de determinaciones in-
cluidas en rx; y así sucesivamente.

Otro caso interesante: como N es 1a determinación d.e no ser ver-
dadero (existente), o sea 1a inexistencia o falsedad --e1 cúmu1o de
cosas que no existen, e.d.: una determinación poseída por algo en aque
11os aspectos (momentos, lugares, 1o que sea) en qu" no ex1éta y pre_
cisamente en 1a qedi4a en que no exista--, tendremos que 0N=1; 1N=N=
3N=5N,... ;- 2N=1=4N=6ñ;]]*Yasí para cualesquiera números, respecrl-
vamente nones y pares. En cambio, la negación fuerte, F, que es la de_terminación de no exístir en absoruto, iendrá, no doá, Áino tres resul
!?d9s 91 respecto: u-na cosa es @F=1 (pues, para cualquier p, @p=I);2F=¿+F=6F=,.., donde 2F=¡ i1u determinación de ser, po.á o,utúo, realo verdadero); mientras que F=1F=3F=5F etc. En cambÍt, p.ej,, siendo X1a determinación de ser muy exislente, tenemos Xl2Xl3Xt'4X.'.. etc. (pe_
se a que abarcan, todos e11os, 1os mismos miembros).
xlz es e1 producto relativo de x con z: si x es calumniar y z es libe_rar entonces un calurnniador de Garibaldl guarda 1a relación xl, co'rtalia, siendo calumniador de un liberador áe rtaria. Siriru.r"nr" iJ,
::"1.. relación- de. ab_arcgr algo que guarde la relación x con; .sí qu"¿\rlx)z sera eL cúmufo de entes con 1os. que guarde 1a relac.ión:< aigo
con 1o cual guarde, a su vez, la relación x uno u otro miembro de z.x"z es 1a imagen de z po.r 1a relación x (nótese que x"=¡y2guiyu&xur));
x: es lo misno que ),y(fi(xy)) o sea el cúmu1o de enLes tá1es que exis_te la imagen por el abarque (i.e. por la existencia) de 1a pertenencia
de1 ente en cuestión a x.
Notemos ahora estas ecuaciones: 1:(xy) = x:y:]"(xy) = luEv(xyv&vu).x:y es, no (como suele leerse) e1 valor de'la función * pu." á1.rgu_
mento y, sino: e1 único ente perteneci.ente al valor de x para e1 argu_
mento y. En efecto: en cierto sentido cada deterninación es una fun-
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ción, pues es a1go, x, que, dándosele un argumento z --dándosele a su
acción de abarque-- produce un (so1o) resultado, o ninguno, según que
de hecho abarque --aI menos relativamente-- o absolutamente deje de
abatcar a z. xz está, pues, unívocamente determinado si es que exis-
te. En otro sentido, sin embargo, llamamos función, o, mejor dicho,
relación funcional, a un cúmu1o x ta1 que: Uy,u,v(xyu.xyvG.u=v), o sea
ta1 que nada guarda x con dos entes diferentes. Sl x es una función en
este sentido, entonces x:z es aquel ente, si es que existe, con el
cual guarda z la relación xi y, si r'lo Lo hay, ni siquÍera relativamen-
Íe, x'.2 no existe tampoco en absoluto pues es =lx0=40=0. Pero, cuando
x es una rel-ación no funcional, entonces x:z es 1a unión o sürna de 1a
imagen por x de1 cúmulo iz, o sea es el cúmu1o de cuantas cosas abar-
ca, por separado, uno u otro de los entes ccn los cuales guarda z Ia
relación x. (Así, engendrar: Jacob es 1a suma mereológica de Rubén,
Simeón, Leví, Judá e!c., e.d, un cúmu1o que abarca a cada parte de uno
u otro de esos entes.) Nótese que 1:x es la suma o unión de x, e.d. el
cúmulo de cosas abarcadas por uno u otro ¡nlembro de x,
* es el ancestral. Sln embargo, 1a noción de ancestral aquí articulada
no coincide con la usual (con 1a que viene empleada en teoríasde con-
juntos no combinatorias). Usualmente, en efecto, si x es 1a relación
de engendrar, *x es la relación de engendrar a o engendrar a un engen-
drador de o...; al paso que con nuestro ancestral *eng sería otra cosa.
En efecto, si x es Jacob, entonces (engx) = e1 cúmu1o de Rubén, Simeón,
Leví, Judá, Benjarnín, José, etc.; (2engx) será e1 cúmu1o de entes en-
gendrados por engx, no distributi-va sino colectivamente. Ahora bien,
no hay nada engendrado por engx, e.d. por el cúmulo de entes engendra-
dos por Jacob. Por e11o *engx sería igual a1 cúmu1o de miembros (par-
tes) e hijos de x, nada más. Es fáci1, no obstante, definir e1 ances-
tral usual en nuestro sistema. He aquí la definición:
' anc'-61 t,luv(*(u") (iv) ) I . Con aireglo a esra def lnición, attc(eng)
es una relación que guardará x con aquellos entes que o blen son idén-
ticos a x, o bien son engendrados por x, o bien 1o son por alguno de
éstos ú1timos, o por alguno de éstos últimos, eEc. etc. Similarmente,
si x es la relación que guarda un número natural con 1os resultados de
multiplicarlo por algún núrnero natural 13, cnc(x) será una re1ac1ón
que guarde, p.ej., e1 número 5 con 1os números 0,5,10, 15,2O,30,40,45,
60 etc. Nótese, eso sí, que (/nc es no el ancestral (usua1) propio, que
es el de Russell y Whitehead, sino e1 lmpropio (el de Frege y de
Quine), que es la unión del ancestral de una relación cualqulera con
1a identldad. Pero ambas nociones son interdefinibles (vide (Q2), p.
22I); y, según 1o muestra Quine (1oc. cit.) et impropio es mucho más
úti1. (Para evitar confusiones termíno1ógicas, dígase que anees e1
ancestral en 1a acepción usual, y * es e1 ancestral en 1a acepcíón
combinatoria. )

La relación o es = lzxu(x zxu); es 1a t'sucesión". Si x es la de-
terminación de ser algo de 1o cual se ocupan los maternáticos, u es 1a
determinación de ser un tri.ángulo, entonces es verdad que o?rxu, puesto
que es algo de 1o cual se ocupan los maternátícos e1 hecho de que 1os
triángulos sean cosas de 1as cuales se ocupan 1os matemátj-cos. (n es,
recuérdese, Ia relación de inclusíón.)
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Defini.mos la relación 'aq' como t).xy(y=6¡¡;t; ahora bien, anc(,sq)=
lx(*(zq")(ix)). Conque ctnc(.tq) es 1a relación de predecesión: aquella
que guarde un número natural .o.r @ores que
é1 (ordinalmente). De hecho anc(zq) es demosrrablemente idéntico a:
lxyEu(o.ru..uox=y), que es otra manera, más conveniente quizá (más sim-
ple, en todo caso) de definir 1a relación 

= 
entre los números natura-

1es. Esta defi.nlción va a jugar un imporlante papel en 1o que sigue.
NUEVAS DEFINICIONES
"xfy" abr.'F(x:y)'r''e' abr.'lt' 1=¡1¡1¡1))(I(AA)1));
'X' abr. r),xy(nxy+xy)'; 'B' abr. r*(s*)*r; t3' abr, 'B¡co';
'Lnonrl'abr.'),y(Ux(n(yx)(2(y")(íx)).F(yxx)).Uz,uEv(zvGEu(zu..yvu+yuv)

. nzuGExUv(vlx. uvGyxv. ux) ) ) 
|

t¿e,tt abr. t\yEu(Xnonrlu.IJz,x(yz.yxG.úzx+úxz..ox.ozG.uxz=.anc(.tq)xz..xlz)t
t ne.gt abr. r),x(Qx.Yx)' ; '!' abr. ' fi(QX)fxUy(yxyGnz-gy..rxyG,setry)' ;

'o,' abr. I ),xUz(Uu(zuGxu)G.Ez=).uEg(ryu))'
Axioma 417: M).EB

En virtud de1 conyunto izquj-erdo de A17 pruébanse estos teorerras
y esquemas teoremáticos: Uy(xyGtr-ry)C.Ex=),zEy(xyz);
Ey (ury&p ) =|2¡y(try&pz ) ; Uy ( xyGt¡ry ) C . Ex=),zuEy ( xyzu) ;
Ey(t¡y&.i,zp)=lzEy(6y&p )

Este ú1timo es e1 más importante y cabe leerlo así: e1 que haya
a1gún número natural con relación a1 cual exista e1 cúmu1o de entes
que p es 1o rnismo que e1 que exista e1 cúmu1o de entes que con rela-
ción a a1gún número natural sean tales que p. En otros términos: la
existencia de1 cúmulo de entes que se relaclonan así o asá con a1gún
número natural es 1o mismo que e1 que exista algún número natural ta1
que exista eI cúmulo de entes relacionados con é1 así o asá.

Parece seguro que tales esquemas Ro son d.emostrables en CD, salvo
a1 adoptarse dentro de1 sistema e1 axloma A17. En verdad son bastante
evidentes ¡nuchas instancias de tal axioma --e.d. muchas consecuenci-as
que se deducen innedíatamente del mismo sin más que aplicar la regla
de instanciación universal: iJxp I pt, donde pr difiere de p sólo por
reenplazo de las ocurrencj-as libres de'x'por sendas ocurrencias li-
bres de otra varj-able; además --según se va a ver tres párrafos más
abajo-- es un cami-no seguro para probar resultados interesantes sobre
e1 ancestral (combinatorio), *, y sobre B, Por otro 1ado, sin embargo,
hay también dos motivos para abstenerse de aseverar ta1 axioma; e1
principal de ellos --en seguida mencionaré otro-- es que puede que ese
axioma entre en conflicto con e1 principio de gradualidad, que es la
tesis de que cualesquiera dos entes propiarnente dichos (entes realmen-
te reales, existentes en todos 1os aspectos) se poseen uno a otro en
alguna medida, slquiera infinitesimal; en otros térnainos, que, si un
cúmu1o es un ente realmente rea1, entonces abarca en una u otra medida
a cualquier ente realmente real. Hay muchos motivos filosóficos para
adherirse a ese principio de gradualidad; 1os he explorado en diversas
publicaciones previas (particularnente en E1 ente y su ser y en Funda-
mentos de ontología dialéct.ica, Madrid, Sigfo XXÍ, 1987¡ fero rampoco
esos motivos son absolutamenle decisivos (no los hay tales ni en filo-
sofía nj- en ninguna otra activi.dad humana). Así pues, hoy por hoy, pa-
rece sensato oscilar entre una firme adhesión a ta1 princlpio y 1a
postulación --a títu1o, siquiera, de hipótesis verosími1-- de AI7; ná-
xime cuando tampoco se ha demostrado que sean inconpatibles.
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Fuera de esa motívación --que más de uno reputará excesivamente
metafísica-- para poner en duda 1a verdad de1 cónyunto izquierdo de
A17, otro motivo emanaría de un escrúpulo extensionalista, o, mejor,
extensivista (superextensionalista). Si son extensionales los conjun-
tos (suponÍendo ahora que sea 1o mis¡ro cúmu1o que conjunto), meros
conjuntamientos de sus respecEivos miembros, entonces no será verdad
que exista e1 mismo conjunto de estrellas hace un mitlón de años que
ahora (a no ser que se diga que, si bien son dos conjuntos diversos,
existen ambos o siempre o atemporalmente); pues bien, para que sea
afirmable con verdad algo, ese algo tiene que existir o ser-verdadero
síernpre; supongamos que siempre (en cada momento) hay un número nat.u-
ral, j, ta1 que existe el cúrnulo de 1as j estrellas existentes, no ha-
bíendo (en absoluto) ninguna no abarcada (en absoluto) por ese cúrnu1o;
Zdedúcese de ahí que siernpre existe el cúrnu1o de entes tales que hay
un núrnero natural, j, ta1 que dichos entes son exactamente j (e.d. tan
tos cuantos números naturales hay menores que j) y son todas las estrá
11as exÍstentes? Alguien diria: no: siempre hay un número natural así.1
j, pero, corno varía, según 1os períodos, cuál sea ese número, no siem-
pre existe el cúmulo o conjunto de 1as j estrellas existentes, para
uno u otro j; que, si sí existen --siempre o atemporalmenle-- esos di-
versos conjunlos (e1 de 1as j estrellas existentes en ta1 fecha,-61
de las jrestrellas existentes en ta1 otra fecha, etc.), entonces cada
uno de e11os ha de especificarse como e1 cúmu1o de estrellas exÍsten-
tes en tal momento determinado --y no como e1 cúrnu1o de 1as j estre-
11as existentes para a1gún número natural j. Sin embargo, esa dificul-
tad emana de un extensivismo extremo que he criticado en Ícl-ógica com-
blnatoria o teoría estándar de conjuntos?" (Arbor, 1989). No hay moti-
vo suficientemente razonable para rechazar que un cúmu1o cambie de
rniembros de un lapso tenporal a otro sin dejar de ser el mismo cúmu1o.
Si 1o básico en 1a noción de cúmu1o (o en 1a de conjunto) es 1a espe-
cificación "en comprensiónt' como 1a totalidad o muliitud (o congrega-
ción, o agrupación) que une o abarca ("abraza", amplectÍtur) Jófo a
todos 1os entes con ta1 o cual característica en-Eoñ3n-fEi-1ugar de
ser 1a especificación meramente extensiva de: esos diversos entes tten

cuantorr conjuntados, o sea puestos juntos), entonces pierde su atrac-
tivo e1 extensivismo o superextensionalismo.

A1 rnargen de ese género de consideraciones, es nuy plausible el
conyunto izquierdo de A17. Veámoslo con una serie de instancías y de
corolarios de1 mismo. E1 que exista el cúmulo de cúmulos con j miem-
bros, siendo j a1gún número non, es 1o mlsmo que el que haya a1gún nú-
mero non, j, tal que existe e1 cúmu1o de cúmulos con tantos miembros
como (números naturales hay menores que) j. E1 que exista e1 cúmulo de
personas que han pensado alguna vez en la naturaleza de a1gún número
natural es 1o mismo que e1 que exista algún número natural ta1 que
existe el cúrnulo de personas que han pensado alguna vez en 1a natura-
leza de1 mismo. E1 que exista el cúmu1o de los entes ídénticos a algún
número natural es 1o mismo que el que haya algún número natural ta1
que existe el cúmulo de entes idénticos a é1. Hay a1gún número primo
gemelo (de otro menor que é1) mayor que cualquié, oiro núrnero primo
que tenga un gemelo si es que exi-ste e1 cúmufo que abarca tan só1o a
todos 1os números primos genelos, habiendo uno de e11os mayor que to-
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dos 1os demás (seguramente no existe). E1 que haya algún número i>2
ta1 que exista el cúnulo de soluciones a fa ecuación diofantina xieyi=
zr es lo mismo que e1 que exista e1 cúmulo de soluciones a ta1 ecua-
ción para algún número natural i (no existirá según 1a conjetura de
Fermat). Hay a1gún número natural que no sea 1a suma de dos primos si
existe e1 cúmulo que abarca sólo a algún número natural así (tampoco
exlstirá según la hÍpótesis de Goldbach), E1 que exista el cúnu1o de
factores de a1gún número perfecto non es 1o mismo que e1 que haya al-
gún número perfecto non ta1 que exista e1 cúmulo de sus factores.

Aparte de cuán plausible sea o deje de ser todo eso, e1 conyunto
izquierdo de A17 permite probar, con respecto a1 ancestral (combinato-
rio), que éste es una función de cualquier adicidad (finita). Con 1o
cual resulta esto: el hecho de que el ancestral (cornbinatorio) una a
Eres entes, x,2,1.t, en ese orden, es 1o mismo que e1 cú¡nulo de entes,
v, tales que e1 ancestral une a xrzru,v, en ese orden. Más en general
--gracias al conyunto izquierdo de A17--: para cualesquiera enE.es x',
.,.,{n, *x1x2...xn.eq [a unión (coniunríslica) de x2.,.xn, Xl.,.Xn,
*t1*t*2¡.,,xn, 3x1x2...rn, 4xtx2..ixn, eLc. por consiguiente, el hecho
de que ta1 ancestral, *, se una a sí mÍsmo consigo mísno es, todavía,
una función, un cúnulo, a saber: el cúmu1o de entes para con 1os cua-
1es hace eso. Así pues, como, para cualesquiera x,z, *xz es 1a unión
de 1os cúmulos z, xz,Zzx,3zx, etc,, e,d. es el cúmulo de entes, u,
que, o son abarcados por z, o 1o son por xz (e.d. z guarda con ellos
1a relación x) o lo son por x(xz), etc. resulta que, cuando tomamos al
propio * en lugar de x, **z deberá ser igualmente una unión así. 0 sea,
dado un argumento rnás, a la derecha, u, **zu deberá ser la unión de
zu, *zu,2xz! eluc. Y simllarmente para **zuv, x*zyuv, etc. etc. Tales
resultados, sin embargo, únicanente se denuestran con ayuda de A17
(aunque, desde 1uego, podrían postularse otros axiomas alternativos
que permitieran probarlo). Porque, sin A17, *'kzu seríattsólo" el (rne-
ro) hecho de que hay a1gún número natural, v, ta1 que z guarda con u
la relación v*; de que para cada número natural v exista e1 cúmu1o de
entes con 1os cuales u guarde la relación v*z no se segui.ría 1a exis-
tencia del cúmu1o de entes, x, tales que, para a1gún número natural,
v,uguarda con x la relación v*z; menos aún se seguiría que ese cúmu1o
(esa unión) sea, precisamente, **zu.

Vamos a considerar ahora qué cúmulo de entes (determinaciones) es
B. Empezamos por uJ, que es eI cúmulo de 1os números naturales, 0,t,2,
... Luego tenemos Xo que es e1 cúmu1o de los mlembros y subcúnulos de
cu. 2¡ur es e1 cúmulo de mienbros y subcúmulos de ¡to (incluyendo entre
1os últimos a cúmu1os que abarquen lndistintamente a miembros y a sub-
cúnulos de o). Vienen 1uego, en sucesivos estadios, 3¡o, 4¡ra, etc, iCó
mo sabemos que todo 1o hasta ahora aludido pertenece a B? Por Io sil
guiente. 0 pertenece a o; 1uego, si algo pertenece a @(e*)*X{¡, perte-
nece a D; mas 0(e*)1Xr¡ = *Xo; pues bien todo 1o anteriormente aludido
es demostrablemente abarcado por *Xo. iQué pasa con el propio cúmulo-
1ímite *¡crl? Que también pertenece a D, En efecto: leu-r; luego l(e*)*Xtrl
está incluido en B; 1o cual signÍfica que **¡clr es un subcúrnulo de 8;
ahora bien: **Xo es 1a unión de Xrr-r; *Xr¡; *(*X)co; 3*Xo; 4*Xcrr; etc.; to-
memos *(*X)o, e.d. 2*¡trr: es 1a unión de: ur; *¡o; *X(*Xr¡); 3(*X)rrr; etc.;
tomemos a *X(*Xo), e.d. 2(*X)r¡: es la unión de: *Xr¡; X(*Xr¡); 2x(*Xrrl);
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3x(*xcu); etc.; de 1os elementos de esta ú1tima lista, e1 segundo --y,por ende, cada uno de l_cs que siguen__ abarca. *Xr¡, pu"s é=ie es, evidentemente, un subcúmulo del cúmilo de miembros y"subcúmutos ¿.-¿i ,i"mo (cualquier enle xexx, salvo que x sea un ente marginable, ;";;";;:gle). Reanudemos ahora nuestra enumeración: íbamos p"; 3;X;;'4*Xó etc.,1a unión de todos 1os cuales es **¡ut. Similarmente a co¡no se acaba dehacer con relación a *Xrll, pruébase luego que **¡rrt, lo mismo que cada
uno de sus mienbros y subcúmu1os, p"rt"né." u a.' F, igualmente se de-muestra que pertenecen a B no sólo todos 1os miembros y subcúmu1os propios de ***¡to, de ****Xo, etc., sino también cada una áe estas g;;"á;;uniones de cúmu1os (x es un subcúmu1o propio de z si es un su6cúmu1ode z pero xlz), B es la unión de todas esas grandes uniones. Cada pe1_
daño o estadio lncluye a 1os anteriores y támbién los abarca.

Acerca de la cardtnalldad de esos címu1os, he aquí mis conjetu_ras. ul tiene, claro está, cardlnalidad u_r, e.d. aleph_sub_cero; card(xco)
=aleph-sub-1; card(*¡o) = aleph-sub_ur; card(2*¡r,o) = aleph_sub_r¡2;
card(**Xio) = aleph-sub-(aleph-sub-l); card(*(l*X(6; ='= al eph-sub(a I eph-sub-Ixa I eph-sub_O) :
carci( 2**¡rri) = aleph-sub( 1aIeph-sub-1)0) ;card(***¡o) = aleph-sub-(aleph-sub-ur) ;'card(****X0l) - e1 primer punto fijo de 1a función aleph; o sea:aleph-sub-(aleph-sub-(...a1eph-sub-o))... ) (infinitas'uáces). Segura_
mente I es otro punto fijo de esa función. i cabe con¡eturar que B in_cluye a un cúmu1o, cuya cardinalidad sea un punto ti3o ae la funcióna1eph, de cúmu1os cada uno de 1os cuales sea tal que su cardinalidades un punLo fijo de la mjsma.

Sea de ello 1o que_ fuere, síguese de 1o precedente que g incluyea todos sus rniembros salvo a aquellos que son miembros de rrr (1os núme_ros naturales). Lo recíproco tro 
"" u.id.d: no todo subcúmuio de , esun miernbro de D. Porque para que algo sea un miembro de B ha de perte_necer a uno de esos grandes estadlos (*Xu.r, **Xr¡, etc.) así como a 1osque anteceden, mas no a los que siguen; en tanto que un subcúmulo de Ipuede tener mlembros en todos eso-s estadlos. Sin embargo, obviamente1cs subcúmulos de I son mi-embros de XB. y, por el axloma A17, todose11os (incluyendo, por ende, e1 propio cúmuío gigantesco B) son entesinsegregables --y, a fuer de ta1es, puesto que no son combinadores__,ta¡nbién universalmente agregativo", e.d. agregados__ y, por añadidura,perteneclentes al ámbito de aplica¡ilidad-dEf-Errioma -dá 

elección. Enefecto: 1o postulado por A17 á1 respeclo es la buena ordenabilldad deD, e,d, que existe uná relación a unt.. miembros de B, Ia cual es unabuena ordenación, e.d. una relación que satisface 1as condicíones deconexidad (*.t o y<x-o x=y para cualesquiera x,y eB), transitiui¿u¿(*iy,y'z I- x<z) ' irreflexividad (xlx) y existencia de un prlmer elemen_to en cada subcúmulo no vacío de g (e.d. cada subcúmulo no vacío C esta1 que hay un miembro x de C ta1 que cada u miembro de C pero fx estal que x<u); con 1a puntualización adlcional de que esa reiación, a1restringirse a 1os números naturales, es 1a intersección de la diver_sidad con el ancestrar de 1a predecesión. Esa postulación 
"" *á" f.,..-te incluso que oLras versiones del axioma de eiección, p.ej,1a de se_

i ecci on¿bi I i dad de cuarqui er subcúmulo no uu.io-J"i 
";¿r;i;';" 

i 1.. ¡ onu_b1e en cuestión. (Un cúmu1o es seleccionable ss1, siendo un cúmulo rle
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cúnulos no vacíos, pero disjuntos entre sí, existe una función $ tal
que para cada uno de esos cúmulos, x, $xex.) Precisemos, sin enbargo,
que, postulados en su plena generalidad o sin restricciones, son equi-
valentes e1 principio de buena ordenabilidad --cualquier cúmu1o está
bien ordenado por alguna relación de orden--, e1 de seleccionabÍ1idad,
y cientos de otras versiones que han sido ampliarnente estudiadas --a1-
gunas de ellas curiosas y hasta divertidas, Pero, según 10 ha mostrado
Rosser, cuando se postulan tales principios con restricciones --o sea
tan só1o para cierto ánblco de cúmu1os--, no son equivalentes. El de
buena ordenabilidad es el más fuerte: para que sea bien-ordenable un
cúmulo de determinada cardlnalidad ha de ser seleccionable un cúmu1o
que 10 incluya de cardinalidad nucho mayor. Aun así, nuestra postula-
ción de A17 nos exime de aseverar e1 irrestricto axioma de elección
--en cualquiera de sus versiones (una d;-"il'"" 

"u-ría 
que A1 está bien

ordenado)--, ya que éste es difícilmente admisible por sü lncompatibi-
lldad con otros principios plausibles en teoría superior de conjuntos.

Otras consecuencias de A17 son éstas. Ante todo, B es un ámbito
de aplicación de1 teorema de Cantor, o sea: cada cúmu1o de miembros de
B es menor que su respectivo potenclal --y de ahí que, por 1o tanto,
cada uno de ellos, x, sea menor que su sigulente en 1a serie, Xx, pues
éste lncluye al potencial de x, rx. Aplícase eso Íncluso a r, que es
menor (más pequeño) que XB. iQué pasa con XD? Quizá sea un ente margi-
nable y, por e1lo, caiga fuera de1 ámbito de aplicación de1 teorema de
Cantor. Quizá no.

l,a postulación, en nuestro sistema CD, de A17 constituye una con-
cesión a los adalides de 1a corrj.ente actual entre quienes profesan 1a
teoría de conjuntos desde una vocación nás natemática que filosófica
(n.36). Para los efectos de una matemática menos bombástica bastara
con postular, en lugar de ED, algo infinitamente más modesto, p.ej.
!(*Xr¡), 1o cual todavía permitlría apllcar tanto e1 teorema de Cantor
cuanto e1 axioma de elección a un enorme cúmu1o, a saber: 1a unión de
(1), con Xo, con ¡(Xo) etc., o sea de cúmu1os que son -*en virtud de1
teorema de Cantor que les seguiría siendo aplicable-- respectivamente
de cardinalidades aleph-0, aleph-l, aleph-2, etc., hasta aleph-u-r. Ade-
más, a1 hacerlo así hubiéramos podido --a esEos efectos-- ahorrarnos
e1 conyunto izquierdo de Al7. Lo cua1, por otra parte, a Io mejor, se-
ría preferible dado que ese conyunto i"zqulerdo de A17 no es tan seguro
como otros postulados de1 sistema; y, sín é1, no se ha encontrado to-
davía 1a manera de introducir en CD un cúmu1o como ,. Claro que no fa1
tan motivos de otro género para posLular 1a verdad del conyunto izl
quierdo de A17, según se dijo más arriba.

Concluyendo ya, vamos a exponer algunas otras deflniciones:rr¡(y" abr, ttx*y . . ux.uy. anc(.tq)xy+. F(r'ry) . . ( ñ oy)x+. ( I ñ nyx) . F(ox) "
En 1a deflnición de número va a jugar un importante papel 1a

unión de un cúmulo dado con su respectivo potencial (e.d, el X de taf
cúmu1o), ya que por un 1ado, ta1 unión viene garantízad,a como (ordi-
nalmente) mayor que el cúmulo dado, según la precedente definiclón, a1
paso que, por otro 1ado, permite alcanzar 1a doble meta de ordenar a
1os números tanlo por pertenencla cuanto por inclusión --obteniendo
con e11o un orden con las ventajas de 1a ordenación de los ordinales
en 1a teoria de conjuntos de von Neumann-- así como, además, asegurar
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que el siguiente de un número sea mayor que é1 no sólo ordinal sino
tarnbj"én cardi.nalmente (e.d. no só1o en el sentido de posterior según
e1 orden <, sino tamblén en e1 sentido de más grande que, de más tama-
ño que). Por ello voy a introducir estas definiciones más:
'6' abr. 'luv(iv ¡u)'; t¡tutn' abr. t),x(rrrx+B(A6(1:))(6ul)x)t n¿un es un
subcúmu1o de B que só1o abarca a: los miembros de o; e1 propio rr-r; Xo,
2Xu,,.., *Xt¡, X(*Xr¡), 2X(*Xo), ..., 2(*X)cu, 3(*X)u1, ..., **Xr¡, ***Xur,
etc. (0 sea, a 1os ,estadios" o pisos de1 edificio,)

Está claro qre nltm es un subcúrnulo de I y que cada miernbro de nun
que no sea un número natural (e o) será un cúmulo que abarque e inclu-
ya a los números que lo preceden. No obstante, un número abarca tam-
bién a muchas otras cosas que no son números Xo, e1 menor de los núne-
ros mayores que o, abarca, p.ej., a todos 1os subcúmulos de o --asíco-
mo a 1os miembros de ot; rnas, de esos subcúmulos, só1o uno (e1 propio
ur) es un número.

iCuántos números hay iguales o menores que un núnero cualquiera
dado? En particular, icuál es la cardinalidad de nun? (iCuántos rniern-
bros tiene rutn?) Podenos conjeturar q:ue rutn es un cúmulo enumerable,
e.d. que su cardinalidad es tl-l; y eso se probaría fácilmente una vez
demostrado e1 siguiente lema: no hay miembro alguno de rutn que no sea
denotable por a1gún signo de CD. Si ese lema es --según parece verosí-
mi1-- demostrable es un tema de1 cual me ocuparé en otro monento.

He aquí ahora otras definiciones z .t{,,,x}' abr.'),2(z<x)' 1'func' abr.'lxUy,u,v(xyv.xyuGiuv)'txdy' abr.'Eu(/uncu,n(ut'y)x)t;' cont abr,'\x(/uncx.lunc(Ix))'
'x"y' abr. rEu(coau..n(u"y)x..n((fu)"x)y)t
t ccud-t = 'Xzx(runx.. { , , ,x} =z) t ; catzrlzz será e1 cardinal de z.

Mostrar en detalle cómo, dado e1 axioma A17, bastan esas defini-
ciones para desarrollar una teoría general de cardinales, e igualmente
cómo es posible graclas a Al7 desarrollar la aritmética y e1 análisis
o teoría de 1os números reales son tareas que dejo para otro 1ugar, E1
lector puede entretenerse de momento con esas demostraciones. En par-
ticular he aquí una lista interesante de problemas propuestos:
- Encontrar versiones demostrables en CD (con A17) del teorema de
Schróder-Benstein (a saber: Ux, z(x42.(z/x)C.z:x)) restringidas a B.
(n.37).
- Encontrar diversas variantes de 1os teoremas usualmente considerados
como equivalent.es a1 axioma de elección (1ema de Zorn, postulado de la
buena ordenación, etc.) que sean demostrables en CD restrlngidos a B y
con ulteriores restricciones de algunos cuantificadores a entes inse-
gregables.
- Averiguar si puede probarse que en CD es indemostrable 1a exisLencia
de cardinales inaccesibles (n.38).

54 Unas pocas puntualizaciones adicionales
(l) Siguiendo a Fltch (op. cir. en (n.32), pp.61ss) cabe definir

1a multiplicación ent.re números naturales asíl tuxv' abrevia a rArü'.
Demuéstranse para 1a multiplicación leyes como 1as de asociatividad
(para cualesquiera miembros de 8, x,u,v: A(Axu)v : Ax(Auv)) así como
existencia de elemento neutro (l 1o es: Alx=Axl=x); con aplicación res
tringida al dominio ¡¡ de los números naturales, esa multiplicación es
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también conmutativa. Fi-th, loc, cit., justlfica el denominar multipli-
cación al combj-nador en cuestj-ón (escrito en su notacíón ¿. oEi-o- ,no¿o)
con estas palabras: ese combinador tis a kind of multipli-cation. In
fact, ln the theory of groups, j"f the elements of a group are regarded
as beÍng transformations, then the fundamental group operation of mu1-
tiplication is exactly this kind of multiplicationr. Así, e1 producto
de dos rotaci-ones $,y, será AQY, o sea una rotacÍón doble ta1 que, pa-
ra un argumento normal (insegregable) x, AÓYx=o(Yx): el resultado de
efecluar primero 1a rotación y luego 1a ó, Por eso A es 1o que también
suele denominarse coml-g-gic¿-on de operaciones y escribirse to t ' Defi-
niéndose, luego, la expon.n-EG.ción xz como zx,. obteniéndose asimismo
para los miembros de o todas 1as leyes de 1a exponenclación aritméti-
ca. (Para más detalles vide cap. 4 de1 libro de Fitch, pp. 78ss. Nóte-
se, empero, que su sistema tiene muchos rasgos diversos de CD y que
sus demostraciones no pueden de nlngún modo ttcalcarse", ni siquiera
recomponerse o arreglarse fácilmente, para aplicarlas a CD.)

(2) Una característica que poseen tanto CD cono varios de los sis
temas de Fitch es que no son sistemas recursivamente axionatizables.
Un sistema es recursivamente axíomatizable si hay un procedirnlento de
decÍsión mecánico para saber, dada una fórmu1a, si es o no un axioma
del sistema. Los sistemas recursivament.e axi-omatizables tienen sendos
conjuntos de teoremas recursivamente enumerables. Un conjunto es recur
sivamente enumerable si hay un procedi.nlento de decisión mecánico pa-
ra, dado un miembro del conjunto, determj.nar, en un número finito de
pasos, que efectivamente pertenece al conjunto; si un conjunto x es
recursivamente enumerable y si tamblén 1o es su complemento relativo
(en este caso, el conjunto de 1as fórmulas no pertenecientes a x), en-
tonces x es recursivo. Hay una importante demoslración debida a CraiS
a cuyo tenor, si un sistena es axiomatizable con un conjunto de axio-
mas que sea recursivamente enumerable, entonces es recursivamente axio
matizable (e.d. es axiomatizable con un conjunto de axiomas no só1o
recursivamente enumerable sino incluso recursivo). Como CD y 1os sis-
tenas de Fitch no son recursÍvamente axiomatizables, ni por ende --a
tenor de1 teorema de Craig-- axiomatizables de manera recursivamente
enumerable, sus respectivos conjuntos de axiomas no son ni siquiera
como 1os conjuntos de teoremas de 1as teorías estándar. (Con otras pa-
labras, ninguna teoría estándar puede probar como teoremas sólo todos
los axiornas de CD.) La relación de demostrabilidad en CD es mucho más

amplia y laxa, menos rígida, que en 1os sistemas estándar. En éstos
una prueba o denostración es una secuencia de enunciados decidible,
o sea ta1 que hay cómo programar (en principio) una computadora para
que reconozca y acredite fehacientemente, tras un número finito de pa-
sos, que efectivamente se trata de una prueba. Que eso no es una exi-
gencia arbitraria muéstralo cuán hondas raíces tiene ne nuestra concel
ción de Ia razón: no aceptamos cualquier secuencia de prolaciones como
un argumento, sino que debe tratarse de una secuencia trimparcialmentett
reconocible como eso, como un argumento o razonamiento. Pero 1a recur-
sividad es una exigencia excesiva; a 1o sumo un desideraturn que sólo
vale como ideal para casos lírnite, pero de1 cual es 1ícito despegarse
o alejarse si es para granjearse ventajas nayores. Y las ventajas no
son pequeñas, en este caso: evitar 1a incompletabilidad que --según
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demostró Gódet-- afecta a todo sistema recursivamente axiomatizable
que contenga 1a arltnética --bajo una u otra versión--; arcanzar ra
mayor aproximación posible a un irrestricto pA sin renunciar ni a1 tercio excluso ni a la exlstencia de negación fuerte (aproximación qre el
cD se consigue graclas, además de ros otros axiornas, a1 postulado dis-yuntivo (P2) a cuyo tenor só1o deja de ser un teorena ).rpr=p cuando es
un teorema Mprlp, e.d. cuando existen motivos específicos demoslra-
blernente 1o bastante fuertes como para excluír una de esas ecuaclones,
Ahondar más en este y otros puntos es tarea que abordaré en otro tra-
bajo.

Insrituro de Filosofía de1 CSIC

NOTAS

* Publicamos aquí la Segunda parte de1 presente artículo. La primera
Parte del mismo salió publicada en contextos Ns rr. Reproducirnos aquí,
de Lodos modos, -La bibliografÍa ¿ef-a.rlculo. Cabe iecordar _Las sj-
guientes abreviaciones empleadas a 1o largo de este artícu1o: tRt portRussellt; 'Ft por.tFreget; tQt por tQuinet; tc.t por tcon¡untot
(rcc'.por.rconjuntos'); 'pA' por 'piincipio de abstra..ión'; 't.I' po,
'teoría(s) de conjuntosr; 'pE' por 'prlncipio de extensionalidaá' ;
'PC' por princlpio de comprensióni. La"-referóncias bibliográficas tle
nen la formar(Q1)'etc.
(n.23) Una demostración más simple brínda1a p. Geach, en un trabajo
contenido eir 1a mis¡na antología en que figura (Qa), a continuación áe
éste (pp.5O2ss). Geach e*ager.,.ro ób"t..,t", e1 resultado --en su pre
sentación informal de1 mismo. Lo que prueba no es una contradiccián;
no es que sea inconsistente e1 sistema de F remendado; sino só1o que
en ese sistema se demuestra que sólo existe un objeto. Es curioso que
en algunas tcc con PA irrestricto basadas en clertas 1ógicas paracon-
sistentes demuéstrase exactamente eso mismo, que con razén viene tacha
do de un grave inconveniente de tales tcc.
(n.24) Suplico indulgencia para con las (fácilmente expllcables o has-
ta excusables) fluctuaclones terminológicas en este asunto. En otros
muchos lugares he llamado tprincipio de separaciónt a 1o que 11amo
aquí rprincipio de abstracclón'. La primera de esas denominaciones pro
cede de ZermeLo, cuyo Absonderungsaxiom, sin embargo, era r.rn. ,.."iói
restringldísln¡a de 1o que ,q,-rí ll.rno ?.Ag'( ,princifio de segregación,)
En Zermelo esa denominación de principio de desgajamiento o separación
viene de que e1 esquema que é1 propone es éste:-UuEyUx(yx=.,.rr.p;, dudo
un c. u exlste otro c. que abarca só1o a todos 1os miembros de u tales
que p.

f::?5l,Er *i libro Fundamenros de onrología dlalécrica (cir. supra (n.
1ó)) dlscutÍ la articulabilidad de una teoría así tildándo1a derteo-
ría 1lbre de descripciones', si bien no es 1o que más comúnmente reci-
be esa denominación, pues esto ú1timo se parece antes blen a una de
1as_,teorías que yo mismo he propuesto tanto en e1 lugar cltado comoen E1 ente y su ser (también citado en 1a (n.18)).
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(n.26) Aunque el debate terminológico no es tan baladí como pudiera
pensarse. En efecto: puede que haya buenas razones para abogar por una
teoría de descrlpciones flexj-ble, como 1a aquí aludida. Sótó qué i¡aUrá
que trabajar durament.e antes de haber resuefto 1as pavorosas dificul-
tades que acarrea; sin embargo es dudoso que, sin resolverlas, 1legue-
mos a tener una teoría de descripciones parecida a Ia de1 lenguaje na-
tura1, pues en e1 habla corriente menciónase t'a1 ente que ptt cuando
hay analogía suficiente (variando según 1os contextos cuánta suficien-
cia sea menester) ent.re cómo sea e1 ente así llamado y cóno sería un
ente, sl 1o hubiera, que plenamente mereci.era esa denominación.

(n.27) Con 1a excepción, no obstante, de algunas "teorlas de propieda-
destt neomeinongianas diseñadas para un tratamiento de 1os entes lite-
rarios. Otra excepción parcial son mis proplas tcc donde 1os entes
transcendentes o perantiomáticos (la Existencia misma y sus Atributos,
1os entes que en todos los aspectos tengan un grado de realidad infi-
nito) vienen abarcados por muchos cc sin cumplir, o sin cunplir en
ninguna medida aproximadarnente igual, 1a condición de pertenencia co-
rrespondiente. Además en mis tcc precedentemente elaboradas cada ente
realmente real (existente en todos 1os aspectos, pues sólo e11os entra
ban en tales teorías en el campo de variaóión de 1as varj.ables) pertel
nece a todo c., aunque sea só1o infinitesimalmente. Pero con convenien
tes ajustes, como 1os que de hecho se dan en esas teorías, ese desborl
damiento de 1os cc no acarrea inconvenientes, a1 paso que filosófica-
mente ofrece 1a ventaja de venir molivado por e1 principio de gradua-
lidad --1a tesis de que todas 1as diferencias son de grado--, que mu-
chas consideraciones contrÍbuyen a hacer plausible. No discutíré aquí
todo eso, que vendrá aclarado en (e1 cap. 1q de) mi próximo libro:0n-
tofántica: hallazgos filosóficos.
(n.28) Von Neumann las 11amó rclases proplasty, 

"n escritos posterio-
res, Q las. ha denorninado tclases últimas'. La idea, al parecer, se re-
monta a Konig (1905) y Cantor (1899) (víde (Q3), p.302). Los dos sis-
temas en 1os que más fecunda se ha revelado esa j-dea de admitir no
elementos, entes inclaslficables son e1 propio sistema ML de Q y e1 de
NBG (von Neumann-Bernays-Góaet). Simplificando bastante, cabe decir
que éste ú1timo es a1 de ZF cono ML es a1 sistema precedente de Q --del cual se hablará rnás abajo--, NF. Só1o que NBG es muchísimo más apo
cado y parco en su agrandamiento del universo Ce ZF. NBG só1o acepta
e1 PC, la existencj-a de ip, cuando 1os cuantificadores en t'pt'vengan
restringidos a elementos, (vide (Q3), pp. 31Oss.)
(n.29) La condición (2) fue añadida por Hao Lrang, pues faltaba en la
primera edlción de (Q2) , razón por 1a cual el sistemu de esa primera
edición era inconsistente (y, en 1ógica clásica, inconsistente signi-
fica también delicuescenLe). Otros problemas sobre 1as tcc de Q ñ V
NF vendrán abordados en otro artículo, en preparación ya.
(n.30) Sobre ese tratamiento de las relaciones víde Fundamentos de on-
lol,ogía dieléctica (op. cit. en ta (n.lB) supra), ca!'l-TT.TOll!.7!s.
Vide también mi artícu1o "Notes on Bergmannti New 0niology and-Account
of Relatlons", Philosophy Research Archives l2 (1986), pp. 22I-49.
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(n.31) Desde 1a perspectiva de ML cabe reconocer que la base "Íntuiti-
va" de la teoría de cipos es, precisamente, que sólo hay garantía de
que un ente, en general, sea clasificable cuando pueda venir especifi-
cado sin infri-ngir la estratificación; no porque carezca de sentido
toda infracción de la estratificación; ni siquiera porque toda infrac-
ción hayaforzosamente de ser falsa; sino por esto so1o, a saber: que
un c. especificable de manera estratificada es un ente la pertenencia
al cual no conlleva anomalías susceptibles de enredarlo en líos o di-
flcultades si é1 misrno viniera luego a pertenecer a otros cc. (o a sí
mismo, que suele ser 1o más escabroso). Reconócese que 1o ttnormaltt es
un escalonamiento de abarques: el abarque por un c. de cc. derrnivelrt
inmediatamente inferior y así sucesivamente. (Aunque 1uego, indirecta-
nente, pruébase que esa normalidad no se da de manera general.) Ade-
más, los niveles no son rasgos consustanciales e inamovibles, sino pa-
peles que se desempeñan.

(n.32) Vide Frederic B. Fitch, Elenrents of Combinatorv Logíc, New Ha-
ven: Yale U,P., 1914.

(n.33) E1 sistema aquí propuesto, CD, es e1 result.ado de reforzar (en
algunos puntos considerableriente) e1 sistema &, quu he presentado en
e1 trabajo t'Algunos resultados recientes en 1a articulación de 1ógicas
temporalestr, por publlcarse en las Actas de1 IV Congreso de Lenguajes
Naturales y Lenguajes Formales (celebrado en Lérida, sept. de 1988),
ed. por C. Martín Vide, Universídad de Barcelona, 1989. Entre otras
cosas, el presente sistema asegura (cosa que resulta dudoso que hicie-
ra Ac) que )xp sea e1 mayor de 1os cúmu1os de enles Que p, e.d. una
una determir^ación que abarca a cuanto venga abarcado por otra, z, taI
que todo miembro de z sea tal que p.

(n.34) En 1a práctica, vale para casi todos los casos una regla de ex-
tensionalidad más fuerce, a saber xzlyz I a=y. (Para probar esa regla
úsase 1a regla, derivada en CD, de unj.versalizacií¡ existencial: p l-
Uzp.) Porque en casi todos los casos se prueba fácilmente o bien xOIyO
o bien F(x0Iy0). Y sólo en algún caso muy excepcional es verdad
UzB(xzTyz) y, sin embargo, xly --por 1a interferencia de 0, que en
esos casos es ta1 que F(xOIyO). iCómo cabe eso sí t0'no denota nada?
iCómo puede esa ttnadatt venir abarcada por un cúmu1o, por una determi-
nación? Porque una determlnación es algo que, dándosele un argunento,
haga (o no) corresponderle un va1or, pero también algo que, yendo a
tomar argumento y no recibiéndolo (en absoluto), puede así y todo dar
--espontáneamente-- un valor. Ta1 es el caso, p.ej., de F (e.d, ABF),
la determinación de ser absolutamente falso o inexistente (totalmente
falso en todos 1os aspectos), 1a cual es tal que para ningún ente x
existe Fx, pero en cambio sí exj-ste F0, que es 1o absolutamente real,
e.d. la Realidad (=Verdad, 1a Existencia), 1o denotado por 11'. Alter-
nativamente, podría reforzarse el sistema con un PE más fuerte
(Ux,yEz(xz=yzO.x=y)), pagando e1 precio de introducir una serie de me-
didas compensatorias, entre e11as que se restrinjan ulteriormente 1os
PP.A (en CD hay, no un único esquema generalmente válido que sea tte1"

PA, sino una serie de esquemas así con unas u otras restricclones) con
esta prótasis:OlqC.lqpq=p (cuando 1a apódosis esté ahora slendo un PA

dentro de 1a presente versión de CD). Paréceme, de momento, vent;Joso
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atenerme a la actual versión del sistema. (y e1 que sea ventajoso es
un indicio que nos permite conieturar que 1a realiáad es así.)
(35) Ni cD ni sus irunedlatos antepasados --1os sistemas de la familia
/, que he venido construyendo deJde 1a segunda mltad de 1a década de
1os 70-- son los únicos sistemas de tcc contradictorial. Otros así
son: (1) 1os sistemas de tcc construidos con 1ógicas relevantes como
1a de Routley (Sy1van, que ofrece característícas muy interesantes,
pues careciendo de la 1ey de contracción (p+(p+q)+.p+q) parece escapar
lncluso a la paradoja de Curry-Moh Shaw-Kwei aun con un PA irrestricto
(aunque eso no esseguro); (2) 1os sistemas de tcc construi-dos sobre 1a
base de los cá1cu1os sentenciales C de da Costa, sistemas ampliamente
investigados por A.I. Arruda, hasta su muerle, y que desgraciadamente
suelen saldarse con resultados indeseables, pues incluso con el más
débi1 de tales cálcu1os, C6, asoman consecuencÍas sumamenLe indesea-
bles (con un PA irrestricto, como la existencia de un único c. (Vide
supra, Ap. I de 1a Secc. IT de este artículo); (3) un esbozo de sisre-
ma elaborado por N. Rescher y R. Brandom (en The Logic of Inconslsten-
cy, 0xford: Blackwel1, 1980, pp.36ss., cuya idea central estriba en
partlr e1 PA en dos mitades: una que estipula 1a condición suficiente
de pertenencla a un c.; la otra que enuncia 1a condiclón necesaria;
ese sistema no es copulat.ivo, así que de1 par de premisas p,q no se
desprende 1a conclusión p-y-q. Conque de que e1 c. R sea ta1 que, para
todo x, N(xx)CRx y tambi-én ta1 que RxCN(xx) no se sigue Ux(Rx=N(xx)).
Incluso si se demuestra (1o cual no está claro) que, por un lado, RR,
por otro lado N(RR), no se sigue (RR.N(RR) ('.'es 1a conyunción). A1-
gunos críticos atribuyen a Rescher una división de1 cúmulo de entes
que p en dos: uno e1 de todo 1o que p; y el otro, el de sólo 1o que p.
Esa no parece ser 1a idea de Rescher, pero sí se entroncaría con nues-
tra precedente discusión, más arriba, sobre las condiciones necesarias
y suficientes de abarque de una cosa por e1 c. o cúmu1o de entes que
p, con 1as cuatro opciones de aceptar catervas o aceptar corrillos, o
ambas cosas, o ninguna, De ser fundada esa aludida lectura, la propues
ta de Rescher y Brandom estribaría en reemplazar e1 c. únlco R por una
caterva y un corril1o, cada uno de e11os provisto de medio PA. En su
libro Many-Valued Logic (vide (Rl) en 1a bibliografía), pp.208-9, ya
exponía--RÉEih?r intEi6lantísimas consíderaciones sobre e1 tratamiento
de la paradoja de R en 1ógicas multivalentes.
(n,36) A1 decir que mi postulación de A17 es una concesión a 1os segui
dores de la corriente que hoy prevalece no deseo insinuar que esa pos-
tulación sea un simulacro o una finta. No, no: hay un grado indesdeña-
ble de sinceridad en 1a misma. Só1o que, precisamente, 1a convicción
se da por grados. Y mi convencimÍento de que es verdadero el axioma
A17 es muchísimo menor que e1 que tengo acerca de la verdad de 1os
otros axiomas y postulados. Lo que digo sobre cuán difícil resulta na-
dar contra 1a corriente ha de entenderse, no como que, meramente, cues
te trabajo promover puntos de vista que no gocen del favor de 1os cír-
culos que marcan la pauta en e1 momento en que se esté, sino algo más
hondo: só1o hacíéndose uno t'violencia" logra no dejarse influir por
esa corriente. Y allende cierto punto, acaso no valga 1a pena hacerse
tal vlolencia. Aunque (ino 1o olvidemos!) hay grados, en eso como en
casi todo,
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(n.37) Vlde supra (n.20). Otra versión interesante del teorema de

Schróder-Bernstein es e1 que --dentro de1 slstema NF de Q-- prueba J-
B. Rosser en Logic for Mathematicians (New York: Chelsea, 2a ed-,
1978), p. 353, a saber (más o menos) : x=2.(¡¡tz). ("=y)'(nxy)C.x=u- Lo

cual signlfica que, si un cúmulo es de1 mismo tamaño que un subcúmu1o
de otro que es, a su vez, del mismo tamaño que un subcúmu1o de1 prime-
ro, ambos cúmu1os son de 1gual tamaño. En CD no parece poder probarse
ese teorema más que en versiones restringidas' P.ej. en verslones que

se ciñan a subcúmulos o miembros de B. Lo cual es sufj.clente, desde
luego, perrnitiendo probar aquel corolario de dicho teorema que se re-
flere a 1os números cardinales en general (vide Rosser, op. cit. p.
376): tJx,y(ruLnx.numyC.xfyC.x<y+.y<x). Lo cual es un principio de cone-
xidad u orden total entie 1os números. (Sobre e1 teorema de Schróder-
Bernstein, cf. de F.R. Drake, Set Theorv: An Introduction to Large
Cardinals, North-Holland, I974, pp. 46ss. Otros resultados interesan-

(incluso-sin tener en cuenta 1a aplicabllidad de1 axioma de eleccj-ón a

todos 1os miembros y subcúmulos de ts y, por 1o tanto, a 1os de nun) es

que para cualesquiera números transfinitos (=o), x,z, xlz ssi x#2. En

ese sentido, todos nuestros números son ordinales inlciales en la ace¿
ción de von Neumann (vide Drake op. cit. ' p.4l), de suerte que cada
número es igual a1 cúnulo de 1os que son de tamaño menor que é1- Sin
embargo, una cosa es e1 tamaño o cardinalidad de un número, otra e1

tamañó del cúmu1o de números pertenecientes a ese número.Xtt-t es un cú-
mulo de cardlnalidad inenumerable (pues es 31TúJ), a1 menos según e1 teo
rema de Cantor (aplicable a n)tm en virtud del axioma A17); mas el cú-
mulo de números pertenecientes a XuJ (o sea 1a intersección (1nun(Xu))
es un cúmu1o que abarca só1o a ue1 números, e.d. a o números. ¿Cuá1 es

e1 menor número que abarque a 2tr) números?

(n.38) Defínese un cardinal x como inacceslble si cumple estas tres
condlciones: (1) ro<x; (2) para cualquier cardinal z<x, Xz<xi (3) para
cualquier cúnu1o z de cardinales menores todos que x tal que e1 cardl-
na1 de z sea menor que x (o sea z abarca a menos de x cardinales)
I:zfx y F(x<1:z). (Vide p.ej. J.R. Schoenfield, Mathematíca1 Logic,
Reading (Mass. ): Addíson-Wesl.ey, 1967 , p.304; F.R. Drake, op. cit. su-
pra (n,37,. sub fine), p.61. Una úti1 deflnlción hál1ase en el trabajo
de Kurt Góde1 "¿Qué es e1 problema de1 continuo de Cantor?", (G2), p.
354.) Resulta práctlcamente seguro qte Xnm no abarca a ningún cardi-
na1 inaccesible (aunque también es probabilísimo que el universo de
CD, o sea 41, sí sea, é1 mismo, un cúmulo "inacceslblet'en una acep-
ción que consiste en una fácil y sencilla generalización de 1a noción
de lnaccesibilidad de cardinales recién inlroduclda). Cuán interesante
sea toda la teoría de los grandes cardinales (habría que añadir 1os
hiperinaccesibles, hiperhiperinaccesibles etc.: vide Kenneth Kunen,
"Combinatorles", ap, Handbook of Mathenatlcal Logic, ed. por J- Bar-
wise, North-Hol1and, 1977, pp.396ss) es, desde 1uego, un tanto dudoso.
Todo eso tiene aire de cuento de hadas, o, acaso más bien, de algo co-
mo 1a jerarquía de las escalas angé1icas de Dionisio Areopagita --aun-
que no sé si las haya inaccesibles--, con una dlferencia, sin embargo:
1a coherencÍa de 1os cuentos de hadas parece más asegurada y, hasta
donde 1o coherente sea metafísicamente posible --que no síempre 1o es
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desde luego-- podemos conjeturar que esos cuentos, siendo relat'os de
hechos posibles, describen 1o que efectivamente sucede en algunos as-
pectos de 1o real o ttmundos-posiblesrt, aunque sean aspectos recóndiLos
y menos reales que los de1 mundo de la experiencia cotidiana. Mas hay
tres razones para guardar un marcado escepticísmo hacia 1a teoría de
1os cardlnales transfinitos, especlalmente de los llanados large y 1os
huge o enornes, a saber: (1) resulta dificilísi.mo probar 1a coherencia
de los postulados que perniten demostrar 1a existencia de cardinales
transfinitos como los aludidos; (2) es muy oscura 1a relación entret'estudio't y otros dominios de 1a matemátlca un poco más sobrios; (3)
por añadidura, efectúase ese t'estudiort en tcc que entronizan irrestric
tamente el teorema de Cantor y e1 axiorna de elección, ambos dudosísi-
mos en cualquier verslón de 1os nismos que sea irrestrictamente uni-
versal, Mas, como 1e es a uno tan cosloso ir totalmente contra la co-
rriente, he postulado e1 axioma A17 para dar en mi sistema cabida a
una parte nada menosprecíab1e de esas lucubraciones sobre 1os transfí-
nitos. Sin ernbargo, mi convÍcción de 1a verdad de A17 es nuchísimo me-
nor que la que tengo en 1a verdad de los oI-ros axiomas del sist.ema.
(Cf. supra, (n.21).) (Nótese, por últirxo, que en las definiciones de
esta nota tmayort(tmenor') se toma indist-intamente, y a la vez, en
e1 sentido ordi.nal de posterior (anterior) y en el cardinal de más
grande (más pequeño), ya que varías teorías de cardinales --no todas,
sin embargo: no 1o hacen las de F, R y 1a de Rosser construida sobre
1a base de NF de Q-- consi-guen, mediante definiciones, que ambas rela-
ciones coincidan en e1 canpo de 1os cardinales. La teoría aquí propues
ta hace 1o proplo para cardinales transfinitos.)
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