CONSIDERACIONES FILOSOFICAS SOBRE
ILLA TEORIA DE CONJUNTOS II1L*

Lorenzo Pefa

Seccidén 2.- DEL SISTEMA ML DE QUINE AL SISTEMA COMBINATO-
RIO CD

Apartado 1.- La escapatoria de Frege y el planteamiento de
Quine

Al tomar conocimiento del descubrimiento por R de la
célebre antinomia en su sistema, lo remendd F del siguien-
te modo. Detectd primero el origen de la dificultad, que
era PA, a saber (escribiendo en todo este apartado "p'" en
lugar de una férmula igual a p sblo que conteniendo ocu-
rrencias libres de 'z' {inicamente dondequiera que p conten
ga sendas ocurrencias libres de 'x'): Uz(%pzZp'). Luego
procedid a debilitar ese axioma reemplazandolo por éste:
Uz (&pz=.#%p.p'). Lo cual significa que el c. de entes ta-
les que p abarca a un ente ssi ese ente es diverso del pro
pio c. en cuestidn y es ademds tal que p. Es curioso que
esa tesis tiene algo en comiin con el principio de predica-
tividad o (de exclusidén) del circulo vicioso, a saber: un
c. no puede ser un ente cuya especificacidn conlleve que
uno de los entes que satisfagan la condicidén de membria
estipulada en tal especificacidén sea el propio ente en
cuestidn; al revés, la especificacidén de un c. cualquiera,
%p, se hard siempre sobreentendiéndose que el c. de entes
gque p no tiene por qué abarcar a todos los entes que p,
sino tan sblo a aquellos que, no siendo (idénticos a) ese
mismo c. (Xp), sean tales que p. En otro sentido, sin em-
bargo, ese nuevo postulado infringe, por supuesto, el prin
cipio del circulo vicioso, toda vez que la especificacidn
de Xp de alguna manera presupondrd la existencia de &p, o
sea contendrd un cuantificador cuya variable tendrd un cam
po de variacidn en el gue forzosamente esté el propio Xp.
Y es que, a tenor de tal postulado, Xp=X(x#%p.p): el c. de
entes que p es (lo mismo que) el c. de entes que, siendo
diversos del c. de entes que p, son tales que p.

Como lo demuestra Q en (Q4) (pp.492ss (N.23)) el sis-
tema fregeano asi enmendado da lugar a demostrar que sdlo
existe un Unico objeto, la clase universal, la cual sin
embargo no abarcard nada; esa clase seria idéntica a la
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clase nula o vacia, pues abarcaria a todo objeto existente
. PAR . P
diverso de si mismo, o sea a ninguno: ella seria el Gnico

objeto.
En (Q4) analiza Q las raices de esa escapatoria de
F --a partir de una sugerencia de Geach. Tenemos el PA, ya

citado. Tenemos el principio de coextensidn, PCE para abre
viar, a saber Ux(pzgC.%p=%g). Tenemos el converso de éste,
CPCE, a saber Ux(Zp=%qgC.p=q) (o sea, desprenexado: &p=3%qC
Ux(p=q)). Un c. puede que venga especificado de algln mo-
do, puede gue no. Lo gue nos preocupa es qué pasa cuando
si viene asi especificado, qué sucede con un c. que para
cierta matriz o fdormula '"g" es %g. Lo primero que parece
no hemos de cuestionar es PCE, pues sin ese principio po-
dria suceder que, p.ej., el c. de entes que sufren fuera
diverso del de los que sufren y sufren, pese a la idempo-
tencia de la conyuncién (identidad entre p y p-y-p). En
cambio CPCE ya no es tan evidente. Muestra Q que este prin
cipio viene entranado por PA --pero, habria que precisar,
supuesto PE, o sea Ey(xy=zyC.x=z). La reconstruccidn inten
tada por F conllevaba un sacrificio de CPCE (o una matiza-
cidén, lo que para el caso es igual). Con ello habia tam-
bién de abandonar la versidn irrestricta de PA.

Para Q conculcar PA sin cejar en la utilizacidén del
signo 'Xp' encierra una grave dificultad: la de gque no pa-
rece tener sentido seguir empleando la locucidn "el c. de
entes que p'" cuando ese c. o no abarca a todos los entes
que p o abarca a algln ente gue no p. (La negacidén es aqufi
--como en todos los autores de los gue vengo ocupandome en
el presente articulo-- siempre negacidén fuerte, eguivalien
do, pues, a 'no... en absoluto'; fGnicamente en el {ltimo
apartado de esta Seccién se introducird una negacidén no
fuerte. En ese como en otros lugares presupone Q que, si
existe el c. de (todos los) entes que p entonces es un c.
de todos esos entes, y, por lo tanto, entonces existe un
c. tal, o sea un c. que, para esa matriz p, satisface PA.
Un fallo de PA conllevaria, pues, inexistencia del respec-
tivo c. de los entes que p. Hasta tal punto estid normalmen
te convencido de ello gue en muy diversos lugares equipara
sin mas ambas cosas. Para Q PA equivale al principio de
agregacidén, P.Ag, a saber: EyUx(yxZp), suponiendo gque 'y'
carezca de ocurrencias en "p'". En (Q4) sostiene que la ven
taja de P.Ag. estriba en que éste no emplea la expresidn
"el c. de entes que p", o sea "Xp", de suerte que negar
una instancia de P.Ag. no acarrea decir que X®p, el c. que
abarca sblo a todos los entes que p no es un c. que abar-
que sdlo a todos los entes que p. Ahora bien, esas consi-
deraciones de Q no son tan sin vuelta de hoja como pudiera
parecer a sobrehaz. En efecto, distingamos tanto de PA
cuanto de P.Ag. el principio de comprensién, PC, a saber
"Existe %p'". Supuesto PC, PA entrafia P.Ag. El entrafiamien-
to inverso suele meramente estipularse decretando que cada



instancia de PA es una mera abreviacidén de la correspon-
diente instancia de P.Ag. (o sea estipulando que "Zpz"
abrevia "EyUx(yxZp.yz)'". Sin embargo, en (Q3), con la in-
troduccidn, utilisima, de la notacidn de '"clases virtua-
les", PA resulta valido por definicidn, mientras que P.Ag.
no es verdadero en general (por no serlo PC). Pero, si
bien PC es una premisa requerida para deducir --a menos de
hacerlo por estipulacidén definicional-- P.Ag. de PA, una
instancia de PC no entrafa por si sola ni la correspondien
te de PA ni tampoco la correspondiente de P.Ag. <{Por qdé
iba a entrafarlas? ¢Siguese de que exista el c. de holga-
zanes que a ese c. pertenecen solo todos los holgazanes?
Asi sin més, no. ¢Qué premisa adicional es menester aducir
para que se siga eso? Hace falta alegar que el c. de todos
los holgazanes es un c. de (sblo) todos los holgazanes.
Alegato que puede basarse en el argumento de que la des-
cripcién definida entrafia la indefinida: "el ente que p,
si existe, es un ente que p"; si veo al cartero, veo a un
cartero. Llamemos a ese esquema el principio de descrip-
cibén, PD. Puede invocarse a su favor el principio de espe-
cificacidén, a saber "El ente que p es tal que p". Ninguna
teoria de descripciones definidas puede defender una forma
tan irrestricta de este iltimo principio salvo cayendo en
resultados dificilmente admisibles (n.25). Pero el PD es,
en cambio, mayoritariamente admitido. Mas no unadnimemente.
En teorias de descripciones definidas como la de F para
lenguajes formales, las de Carnap y el propio Q admitese
en ciertos casos la existencia del ente que p sin que sea
(en absoluto) un ente que p, a saber: cuando "p" es satis-
fecho por varios entes o no lo es por ninguno (en absolu-
to): entonces "el ente que p" denota al c. vacio. Y hay
mucho que decir a favor de una opcidn asi. Pero hay un de-
fecto comin a todas las teorias de descripciones hoy dis-
ponibles (incluidas las dos propuestas por el autor de es-
tas paginas), a saber: no toman previsiones para el caso
en gue, no existiendo (en absoluto) un solo ente que p (o
hay varios o no hay ninguno en absoluto), si hay un ente

que es el Unico en ser tal que g, donde "g" estd suficien-

temente "proximo" a "p" en "significado" (o incluso, en
vez de que haya un Unico ente gque g, hay varios pero uno
de ellos se destaca de los demds por algo --mayor grado de
satisfaccion del predicado o lo que sea-- que hace méas
"propio" decir que é1 es tal que g). En un caso asi no es
seguro que el uso cotidiano del lenguaje imponga abstener-
se de reconocer la existencia del ente que p, el cual se-
rad, en tal caso, no un ente que p, mas si un ente que g.
Algunos tratadistas de estas cuestiones (como Saul Kripke
y Ruth Barcan Marcus) hacen hincapié en una dizque discon-
tinuidad radical y tajante entre nombres y descripciones
definidas; cuando se reconoce la existencia del ente que p
sin reconocerse la de un ente gque p --nos dicen--, esté



usandose la expresidén "el ente que p" como un mero nombre
propio, denotativa mas no '"connotativamente"; asi en 'el
Sacro Imperio Romano Germdnico'. Dudo que lleven razdn. La
discrepancia no es tan tajante. Porque hay grados de pro-
piedad en la aplicacidén de una denominacidén o un predica-
do. Asi es menos inapropiado llamar 'Imperio Romano Germa-
nico" al de los Otones --de la Casa de Sajonia-- que al de
José II. También hay grados de metaforicidad. No es tan
metafdrico llamar a Somoza 'el monarca de Nicaragua' como
lo seria llamar a Rodrigo Borja 'el monarca del Ecuador';
de hecho lo primero es casi, casi literal.

Apartado 2.- El Principio de Comprensidn: ¢écatervas o
corrillos?

Teniendo todo eso en cuenta, podemos aceptar una ins-
tancia de PC sin aceptar la correspondiente de PA. Y de
hecho eso es lo que viene a hacer Q en (Q4), sdlo que, mas
gue usando, en el verniculo idioma, "el c. de entes que p'
valiéndose de la expresidn "&p" o "la extensidn correspon-
diente al predicado "p"", o circunloquios asi. Dejando de
lado esa cuestidn (n.26) como si fuera una logomaquia, vea
mos lo que nos dice Q sobre su propio sistema ML. De cuan-
tas tcc axiomdticas han sido propuestas (dentro del marco
de la 16gica cldsica) es ML (el sistema expuesto en (Q2))
la Gnica que permite introducir un operador 'RX' de exten-
sidén de (para cualquier predicado dado) de manera general.
Y ipor qué? Porque para que sea aplicable en general ese
operador hace falta que haya de entre todos los cc. uno
que sea el gque esté mids cerca de ser el de los entes que
p. Y es eso lo que pasa en el sistema ML. Aunque fracasa-
do, el intento de recomposicién de su sistema llevado a
cabo por F en 1903 iba en tal sentido, en el sentido de
poder seguir usando siempre ese operador de extensidén como
la mejor aproximacidén a lo que idealmente seria, en cada
caso, el c. que abarca sblo a todos los entes qgue p; sacri
ficando con ello, eso si, el CPCE (vide al comienzo del
precedente Apartado), o sea Ux(%p=%gC.pzq).

Si, como es obvio, no podemos postular, en general y
sin reservas o restricciones, P.Ag., ni por tanto PA, pero
gueremos abrazar el irrestricto PC (a saber Xp existe),
entonces habrd que adoptar medidas compensatorias adecua-
das. El c. de entes gue p serd, a veces, un c. gue abarque
sblo a cuantos entes sean tales que p; pero otras veces
no. Cuando no lo sea, iqué serd? Ofrécense dos alternati-
vas. La primera es que abarque a algo mas; pero (espera-
mos) que sea el mads pequefio de cuantos cc. abarquen a to-
dos los entes que p. Ni F ni Q ni nadie hasta ahora ha ex-
plorado esa via. Y es que hay motivos para no optar por
ella, segin lo vamos a ver. Un c. que sea asi (el mas pe-
gqueno de los que abarquen a todos los entes gque p pero
abarcando a algo mas) vendrd ahora llamado una caterva, la
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de los entes que p. En cambio, a un c. que sea el mayor de
cuantos abarquen sdlo a entes que p podra llamarse el co-
rrillo de entes que p.

Tanto F cuanto Q (y, a la zaga de éste, el autor de
estas paginas en precedentes trabajos) (n.27) han preferi-
do la postulacidn de corrillos a la de catervas. ZPor qué?
Probablemente porque a menudo queremos averiguar caracte-
risticas de las cosas sabiendo que vienen abarcadas por
determinados cc. (a saber: averiguamos que cumplen sendas
condiciones caracteristicas de pertenencia a esos cc.), lo
cual no es posible si tales cc. son catervas. Verdad es
que, a cambio, resultaria mids ficil demostrar que algo per
tenece a un c. si no hubiera corrillos aunque si hubiera
catervas. Pero esa ventaja seria seguramente menos impor-
tante, porque en las aplicaciones mads interesantes de la
tcc pueden tomarse ajustadas medidas adicionales --aungque
sean un poquitin ad hoc-- para contrarrestar la pérdida,
en general, de PA. Y no resulta quizd ni tan claro ni tan
plausible ni acaso tan ficil tomar medidas adecuadas en
caso de postulacidén de catervas.

En efecto, si hay corrillos, podemos suponer que el
c. de entes gue p, Xp, serd una clase que abarque a todo
lo gque cumpla dos condiciones: 12) ser tal que p; 22) al-
guna adicional (quizi especificable para todos los casos,
quizd no). Con iddneas postulaciones podemos asegurar que
en muchisimos casos, por lo demds inocuos mas no anodinos,
se cumple esa segunda condicidén. Alternativamente, si lo
gue postulamos son catervas tendremos que X¥p serd una cla-
se que abarque a entes que: o bien son tales que p; o
bien cumplan una condicidén alternativa. Aunque determine-
mos que algo cumple esta Gltima condicidn y que, por ende,
es abarcado por Xp, no descubrimos nada sobre si es tal
gque p. En general el camino epistémico de saber que algo
es abarcado por una clase a saber cémo es parece mucho mas
frecuentemente practicable gqgue el inverso. En particular
las aplicaciones matemédticas de la tcc parecen mejor ase-
guradas con sistemas que --como le sucede a ML-- aceptan
corrillos gue con otros que sdlo acepten catervas.

Y épor qué no intentaré una solucidén ecléctica, la de
aceptar para unas especificaciones corrillos y para otras
catervas? Porque seguramente una tcc asi seria tremendamen
te inmanejable. No podriamos tener en ella ninguna de las

dos mitades de PA, a saber: ni Uz(XpzCp') ni Uz(p'CRpz)
(mantengo agqui la convencidén sobre "p" del apartado ante-
rior). Y sin duda deseamos que al menos una de esas dos

mitades si sea teoremidtica en nuestro sistema, junto con
la mayor aproximacidn posible a la otra mitad.

Ilustremos todo eso con un ejemplo: el c. de R. Sabe-
mos que, si vale PA, y si ademis aceptamos PC irrestricto,
o0 sea que Xp existe, entonces XN(xx)XN(xx)ZN(XN(xx)IN(xx)):
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el c. de R se abarca a si mismo ssi no lo hace. Para evi-
tar esa contradiccidén, podemos pensar o que XN(xx) es un
corrillo, o que es una caterva. Si lo primero, entonces,
aunque cumplird la condicidn para la pertenen01a a si mls—
mo, no se pertenecera, sino que se dejara ("indebidamente"
o "inesperadamente'", en todo caso andmalamente) fuera de
si mismo. Si lo segundo, si es una caterva, entonces si se
pertenecera a si mismo, pero sin cumplir la condicidn (nor
mal) para tal pertenencia: "indebida" o insdlitamente se
abarca a si mismo sin ser una de las cosas que no se abar-
can a si mismas.

Aungue las precedentes observaciones no pretenden n1
mucho menos desalentar exploraciones gque averigluen cuan
viable, plausible o fecunda sea una tcc que postule cater-
vas, prefiero aqui seguir pensando (conjeturando) que es
mids Gtil y mds fundado en cdémo es la realidad el postular
corrillos pero no catervas.

Apartado 3.- Los elementos y la condicidén de estratifica-
cion: New Foundations

Ya vimos cuales eran los corrillos de F: X%p era el
de los entes x#X%p tales que p. En el sistema de Q ML R%p es
el corrillo de elementos tales que p. Un elemento es algo
perteneciente a uno u otro c. (La idea fue elaborada en
1925 por von Neumann, pero, al igual gue tantas otras, tie
ne sus precursores (n.28).) Conque el PA de ML dice que
viene abarcado por %p todo ente que, viniendo abarcado por
uno u otro c., es tal gue p. Y lcudles entes son elemen-
tos? Hay en ML un esquema axiomatico adicional, el princi-
pio de elementaridad, que dice que es un elemento todo c.
%p tal que la matriz "p" cumple ciertas condiciones, a sa-
ber: 1) "p" estd estratificada; 2) cada cuantificador en
UpY esta restringido a elementos; 3) ademds la instancia
en cuestidn de ese esquema es afirmada sblo condicionalmen
te, como apbdosis de una premisa que diga "Si es un elemen
to x', y lo es también x?, ..., y lo es también x"" donde
x',...,%x" son todas las variables gue figuren libres en "p'.

La condicidn (3) asegura que no se cuelen indirecta-
mente entre los elementos entes que no puedan serlo. Algo
similar pasa con la condicién (2) (n.29). Bien, lo Gnico
que nos ha de ocupar ahora es la condicidn (1). El punto
de partida es la teoria simple de tipos. En ella una con-
catenacidn o yuxtaposicidén "xy" estd sintdcticamente bien-

formada sélo si 'x' es del tipo inmediatamente superior a

'v'. En la teoria de tipos originaria habia también tipos
de relaciones; una concatenacidn 'xyl...y”' gque no sea una
subconcatenacidn de otra mads larga estd bien formada si
(expresando por 't(z)' el tipo de la variable 'z', para
cualquier "z") t(x) = <t(y'),...,t(y")>. Wiener y Kuratows
ki contribuyeron a idear un procedimiento para prescindir

de tipos no monaddicos. En vez de concebir una relacidn dia
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dica r como un algo que venga atribuido en cada caso a dos
entes "tomados en cierto orden", pasa r a ser concebida
como una propiedad (monaddica) no de esos entes, u,v, sino
de la diada (dGo ordenado) <u,v>, donde tal diada viene
definida como el dio {{u},{u,v}}, o sea un dio (c. de dos
miembros) que abarca sdlo, por un lado a {u}, por el otro

lado a {u,v}; {u} es R(x=u), al paso que {u,v} es &(x=u o
bien x=v). (Hubiera podido definirse {u,v} como {{v},

{u,v}} desde 1luego; poco importa, con tal de que se haga
siempre igual.) El tratamientc de las relaciones segln ese
procedimiento de Kuratowski suscita un cierto nimero de
dificultades (n.30). Asi y todo, imaginemos aqui que re-

suelve satisfactoriamente los problemas y, en adelante,
limitémonos a las propiedades monaddicas (salvo lo que se
dird mds abajo, en el Ap. siguiente, sobre el tratamiento
combinatorio).

El requisito (1) para cualquier instancia del princi-
pio de elementaridad es que "p" sea una fdérmula que, tra-
ducida al lenguaje de la teoria (simple) de tipos, tendria
sentido en la misma. Como ML no es una teoria de tipos,
las variables no llevan indices superescritos o suscritos,
sino que son generales. Pero, si tradujéramos a la teoria
de tipos una fdormula de ML, deberiamos en cada caso asig-
nar a cada variable uno u otro tipo. Bien, si hay una tra-
duccidn asi de una férmula p de ML que sea una férmula co-
rrectamente formada de la teoria de tipos, entonces (con
tal de que se cumplan los otros dos requisitos para "p")
Xp es un elemento. Lo cual significa que toda clase cuya
existencia tenga sentido afirmar en la teoria de tipos se-
rd un elemento en ML. En la teoria de tipos sdlo tiene sen
tido afirmar la existencia de un c. cuando es teoremitica
esa afirmacidn; por ende, sblo tiene sentido negar la exis
tencia de un c. cuando tal negacidn es declarada falsa por
la propia teoria. Al pasarse de la teoria de tipos a ML
sucede, en cambio, que todo c. que la teoria de tipos de-
clara ser un elemento --y la teoria de tipos declara que
cada conjunto es un elemento-- es también reconocido como
un elemento por ML; los demds cc. son reconocidos como
existentes, pero no siempre como elementos. Muchos cc. cu-
ya existencia o inexistencia no tenia sentido decir en la
teoria de tipos son proclamados en ML como no-elementos,
entes inclasificables, pero asi y todo cc. Aunque habra
algunas de tales clases gque en ML no sdlo existan sino que
sean elementos (su condicidén de tales vendrd probada indi-
rectamente). Asi pasa con la clase universal, V(=%(x=x)).
Como la matriz "x=x" cumple los tres requisitos, &(x=x)
resulta ser un elemento; y, una vez probado eso, resulta
asi ya sin sujecidn ninguna a tipos. En teoria de tipos
para cada variable 'x' existe X(x=x), pero eso disimula el
hecho de que no existe ningin c¢. universal sino uno para
cada nivel o tipo. En ML es transitorio el paso por las
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horcas caudinas de las construcciones sintacticas de la
teoria de tipos; una vez efectuado, se emancipa la expre-
sidén de toda sujecidén a tipos. (Ademids demuéstrase en ML
gue X(x=x), o sea V, es idéntico a REy(yy.yx..xX=x), aunque
en teoria de tipos la matriz que figura en este Gltimo de-
signador de clase ni siquiera estd bien formada.)

iDe qué no se habra motejado a tal principio de ele-
mentaridad! (En otro lugar discutiré esas objeciones.) La
verdad es que, cualquiera que sea la base "intuitiva" de
la teoria de tipos (y alguna habrd gque reconocerle, éno?),
se conserva incdlume en ML, sdlo que mucho mejor (n.31).
En efecto: ¢para qué tildar de "sin sentido" ciertos aser-
tos cuando se evitan las paradojas reputando muchos de esos
dizque sinsentidos meramente como afirmaciones falsas --y
alguno que otro, de paso, como una tesis verdadera, puesto
gque sdlo a causa de un rebote indeseado venia excluido por
las draconianas restricciones de la teoria de tipos? El
engorro de tener que adjudicar tipos a las variables ya no
es aqui --si lo era en teoria de tipos-- un amargo via cru
cis que habia que seguir recorriendo a todo lo largo de
cualquier demostracidén de arriba abajo --y de cualquier
serie de ellas--, sino tan sblo un requisito para aseverar
una instancia cualgquiera del principio de elementaridad.

Sin detenernos en esta cuestidn, si conviene apuntar
algo sobre la relacidon entre ese sistema propuesto por Q
en 1940 (ML) --ulteriormente perfeccionado por Hao Wang
para curarlo de su inconsistencia inicial-- y otro propues
to por Q tres afos antes, NF, hasta ahora resistente a in-
tentos de probar que es incoherente (Hao Wang ha probado
gue, si no lo es, tampoco lo es ML). En NF --al igual que

en la teoria de tipos-- todo ente es un elemento (y, por
supuesto, viceversa), pero no se postula el PC, "&p existé
(en general), sino un PC mids restringido: Si "p" es una

férmula estratificada, &p existe. La relacidn entre ML y
NF es, mas o menos, ésta: todo c. cuya existencia viene
afirmada en NF es un elemento en ML; pero en ML existen
ademds otros entes, que son cc., pero gque no vienen abar-
cados por nada aunque ellos si abarcan algo. Cuando NF ase
vera la existencia de &p, <écudl es el ente, %p, gque en ML
es un elemento? Aquel cuyas variables vienen restringidas
a entes cuya existencia se postulaba en NF --para lo cual
estan las condiciones (2) y (3) del principioc de elementa-
ridad. (Restringir a elementos los cuantificadores signi-
fica que no hay ninguna cuantificacidn universal, '"Uxq",

gque no sea "Ux(elemxCqg')", ni cuantificacidén existencial
alguna "Exq" que no sea de la forma "Ex(elemx.g')'" --donde
"elemx" significa "x es un elemento".) La relacidn entre

NF y la teoria de tipos es ésta: todo c. que en ésta Glti-
ma viene reconocido como existente también lo es en NF;
casi todos los demds son considerados como inexistentes en
NF (a saber los no elementos de ML), pero, al igual que en
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ML, en NF algunos cc. inaceptables en teoria de tipos con-
siguen, indirectamente, el reconocimiento de ser elementos.

No permitiéndome la angostura de espacio explayarme
en estos temas, diré no mids para concluir este apartado,
gue tanto NF cuanto ML son sistemas filosdficamente plau-
sibles, muy potentes, basados en consideraciones juiciosas,
exentos de la tremenda adhocidad de las postulaciones de
casos particulares del PC que con cuentagotas vienen efec-
tuadas en otras tcc (la teoria estdndar, tan en boga en-
tre los matematicos, de ZF y otras afines como NB). NF
ofrece la ventaja adicional de gue puede ser verdadera --
puede en el sentido epistémico de 'poder', a saber: el de
que no tenemos pruebas suficientemente fuertes de gue sea
falsa--, al paso que, desgraciadamente, no les sucede lo
propio ni a ML ni a ninguna versidén de la teoria esténdar;
porque para que sea verdadera una tcc hace falta que sea
verdadero lo que dice; NF dice que hay un c. universal y
que él abarca a todo; ML dice que lo hay pero no abarca a
todo; la teoria estdndar dice que no lo hay. Pero, si es
verdadera una tcc, entonces tiene un modelo, gque es la
Realidad; si existe ésta, existe el c. universal; si deja
sin abarcar algo, ese algo no es real. Luego sbdlo NF cum-
ple la condicidén de poder tener a la Realidad como modelo.
(S6lo, de entre esas alternativas, claro.) Lo malo es que
NF no carece de inconvenientes. Paso por alto el que con
ella se prueban resultados reputados ''raros" pues las ma-
tematicas pululan en consecuencias sorprendentes, que lo
dejan a uno de piedra. No, lo malo de NF es que no permite
probar ninguna versidn fuerte del principio de induccidn
matemdtica. Y malo también es que no acepte en general PC,
la existencia de Xp, para cualquier "p". (Con lo cual, por
cierto, vienen consiguientemente restringidos los dos prin
cipios Pa y P.Ag., el primero con una premisa de existen-
cia de %p, el segundo con la condicidén de estratificacidn
de "p".) En cualquier caso, lo que no cabe soslayar es que
tanto NF como ML, heredando ambas cuanta base justificati-
va sana pudiera abonar a favor de la teoria simple de ti-
pos, estan exentas de las dificultades filoséficas que ase
diaban a esa teorfa, como su inefabilidad, la plurivocidad
de los prefijos cuantificacionales 'U' y 'E' y la falta de
una nocidn general de existencia --con lo cual ni siquiera
estaba claro qué se queria decir al proferir las oraciones
(condenadas, por lo demids, como sinsentidos por la propia
teorfa) que aseveraban la existencia en lo real tanto de
entes de cierto nivel cuanto de entes o cc. de niveles su-
periores. Si algin nicleo de verdad habia en la teoria sim
ple de tipos, agotdbase en brindar una manera de obviar
las paradojas aduciendo el comportamiento "normal'" del

abarque --o no abarque-- de cc. de nivel inferior por los
de nivel inmediatamente superior. La realidad serd --asi
lo reconocen ML y NF-- normal en los mids casos; pero no en
todos.
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Apartado 4.- Una alternativa difusa, paraconsistente vy
combinatoria: CD

No sdlo en la 16gica cldsica (LC en adelante) sino
también en la mayor parte de los sistemas de 1l6gicas no-
clésicos el cdlculo cuantificacional (de primer orden) es
una extensidén del sentencial, al paso que la tcc es una

extensidén del calculo cuant1f1cac1onal {Segln lo ha pues-
to de relieve Q en diversos lugares, los llamados cdlculos
cuantificacionales de Ordenes superlores a 1 no son sino

tcc de la indole, precisamente, de teorias de tipos; son,
pues, tcc plurisortales, donde un sistema es plurisortal
si tiene varios tipos de variables no intercambiables, e.
d. si es tal que, no porque dos signos, 'f','x', se combi-

nen, por separado, con un mismo prefijo cuantificativo 'U'

(o 'E') para formar cuantificadores 'Uf','Ux', no por eso
van a ser reemplazables en otros contextos esos dos signos
sin desmedro de la correccidn sintédctica.) Las lbgicas com

binatorias son en cambio sistemas en los cuales existen
ciertos signos primitivos, entre ellos unos combinadores,
de tal indole gque mediante concatenaciones cualesqulera de
ellos se obtienen las formulas no sblo del cidlculo senten-
cial y del cuantificacional, sino también de la tcc. (O
sea: al venir reducidas a nota01on primitiva, las férmulas
del calculo sentencial y del cuantificacional son ya for-
mulas de la tcc; en vez, pues, de que venga ésta construi-
da con vocabulario adicional al del calculo cuantificacio-
nal, éste estd formado por fdrmulas que son abreviaciones
de sendos asertos tedrico-conjuntuales. Eso no obsta para
gue, en un sentido menos fuerte, también en una ldégica com
binatoria la tcc propiamente dicha sea extensién del cal-
culo cuantificacional, a saber: éste es un subc. propio de
los teoremas, al paso que aquélla no lo es.) Los axiomas,
postulados y reglas de inferencia aseguran que el sistema
tenga, asi, toda la fuerza de una tcc al par que, con ello
naturalmente también, de un cédlculo cuantificacional Y,
por ende, de un calculo sentencial. Ademds, las tcc asi
obtenidas pueden ser muy potentes; aungue habra que pagar
el precio de que el cdlculo sentencial sacrifique algo del
de LC, so pena de incoherencia (delicuescencia).

Un combinador es un signo $ gque viene caraﬂterizado

porque, para todos (o muchos) signos p',p?,...,p", la con-
catenacion $p'p?...p" (con asociatividad hacia la izquier-
da --o sea pgr=(pg)r etc.) es reemplazable con verdad, en

virtud de los postulados del sistema por otra en la que
ya no figura la ocurrencia inicial de $ y gque es el resul-
tado de combinar de diversos modos p pe=oPV; © sea, la
nueva concatenacidén es la concatenac1on de concatenaciones
de... de concatenaciones de p',...p" (no forzosamente de
todos ellos). En un sistema combinatorio, cualquier combi-
nacién o concatenacidén (yuxtaposicidn) de signos es tam-
bién un signo. Una manera particularmente elegante de in-
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troducir un cdlculo combinatorio es con ayuda de dos com-
binadores primitivos, X,A, tales que, para todos (omuchos)

simbolos p,qr: Zpgr=pr(qr) ; Apg=p. 'Z' denotard a la re-
lacidn que se da, p.ej., entre el admirar, la belleza vy
Narciso, puesto que Narciso admira su propia belleza --o
sea: Narciso se admira la belleza--: tratase, pues, del

operador de voz media o automediador; A serd la relacidn
que se da entre un ente y otro cualguiera en la medida en
gue existe el primero de ellos --una relacidén tal que el
que se dé entre Ceildn y Singapur es, ni mads ni menos, el
propio Ceildn; con otras palabras A serad la determinacidn
de ser un ente, x, tal que existe la determinacidn de ser
un ente, z, tal gue existe x.

Con ayuda de esos dos combinadores definense otros.
Uno, A, es asi: definese como Z(AZ)A; y es tal gque para
todos (o muchos) argumentos p,d,r: Apgr=p(gr); es un aso-
ciador (es, p.ej., la relacidén que hay entre la fama, la
crueldad y Alejandro en la medida en que sea famosa la
crueldad de Alejandro). Otro combinador, I', viene definido
como X(AAZ)(AA) y es tal gque para todos o muchos p,q,r:
I'pgr=prqg; es, pues, un operador de conversidn: la relacidn

que, p.ej., se da entre el conquistar, la Galia y César,
en ese orden. (Si p=amar, [p=ser amado.) Luego tenemos 1,
definido como ZAA, que es la existencia (o verdad): una

determinacidén tal que, para cualquier p, 1p=p (ya que, en
efecto, cada ente es lo mismo que su existencia, segin he
tratado de probarlo en diversos trabajos). Otro combinador
es , definido como ['Z1, que es tal gque, para todos o mu-
chos p,q: 9pg=pqq: tratase del reflexivizador (una rela-
cidén que guarda el coronamiento con Napoledn cuando Napo-
ledn se corona a si mismo).

Supongamos que tales ecuaciones valen sin restriccidn
alguna y que el sistema contiene un operador de negacidn
N. Entonces pruébase lo siguiente. Sea R definido como
Q(AN); demuéstrase facilmente esto: RR=N(RR). Ahora, si el
sistema contiene también reglas que de /p=q/ y /+rp/ (don-
de '+' es la disyuncidn 'o': ndtese que esta Ultima formu-
la seria usualmente escrita asi: "p+r") permitan deducir
/+rg/, entonces, si el sistema contiene el principio de
tercio excluso /+(Np)p/, de RR=N(RR) cabra deducir
/+(N(RR))(N(RR))/, lo cual es obviamente equivalente a
N(RR) (pues /+pp/=p). De manera similar se demostrara RR.
Y asi tendremos la contradiccidén: RR.N(RR) (donde '.' es
la conyuncidn 'y'), si es que el sistema es copulativo (e.
d. tal que contenga la regla p,q / p.9: lo que es verda-
dero por separado es también verdadero junto, conyuntado
lo uno con lo otro).

Una solucidén es, precisamente, la que consiste en
abandonar el principio de tercio excluso. Tal es el enfo-
que de Fitch, en su sistema Q (n.32). NOtese que R es el
c. de Russell (también podemos denotarlo con la expresidn
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T(AN)(Z11)'). En el sistema Q de Fitch demuéstrase, pues,
que el autoabarque de R por si mismo es idéntico al no au-
toabarque de R por si mismo; con otras palabras, que tal
autoabarque es lo mismo gque la inexistencia del mismo. Pe-
ro no se deduce ninguna contradiccidén o antinomia de la
forma "p.Np".

Que una ldgica combinatoria como la de Fitch consti-
tuye una poderosa tcc muéstralo el hecho de que en la mis-
ma valen sin reservas los principios de comprensidn (PC)
--0 sea la existencia en general del c. de entes que p-- y
de abstraccidn (PA), o sea que el que ese c. abarque a al-
go, x, es idéntico a que ese x sea tal que p. En efecto,
definimos asi las expresiones abstractivas. (Por razones
que pueden omitirse aqui, usamos, en este contexto, el ope
rador lambda min(scula, en vez del circunflejo sobre una
letra.) Para una fbrmula cualquiera r, dada otra formula
p, definese Xp asi: si r=p, AMrp=1; si r no figura en p,
Arp=Ap; cuando no se da ninguna de esas dos circunstancias
y p=sqg, entonces Arp=Iirsirqg. Con esas definiciones prué-
banse PC y PA. (NOotese que en un sistema combinatorio no
hacen falta variables, aungque pueden introducirse como Sim
bolos definidos; el cuantificador --sea el universal, U,
sea el existencial, E-- viene postulado como un primitivo
--si U es primitivo, definese E asi: Z(A(Z(AN)U))(Z(AN)) ;
y viceversa; la universalidad, lo denotado por 'U' es aque
lla determinacidén que abarca a una determinacidén o clase,
sea la que fuere, sdlo en la medida en que ésta, a su vez,
abarque a cualquier ente; es, pues, la determinacidén de
abarcarlo todo.)

Pero el precio a pagar es demasiado alto. El princi-
pio de tercio excluso es el mds (til y evidentemente ver-
dadero de todos los principios 1dgicos. Ninguno tanto como
&l anda en la boca de cualguiera, del hombre de la calle,
a cualquier hora; ninguno como &l es fértil para demostra-
ciones cientificas; decimos: o bien p, o bien no-p; si p,
tal cosa; si no-p, tal otra; luego o tal cosa o tal otra.
Despojarnos de la legitimidad de tales modos de razonar
parece un costo excesivo para, a cambio, lograr tener un
PC y un PA irrestrictos; la plausibilidad de estos dos
principios es menor que la del tercio excluso.

Mas, ¢éno hay contraejemplos aparentemente persuasivos
contra el tercio excluso? Aparte de que se ha alegado que
falla en oraciones cuyos sujetos sean inexistentes --1o
cual es muy discutible y, a mi juicio, equivocado--,y apar
te también de los presuntos fallos de ese principio procla
mados por los adeptos de la matemdtica intuicionista, agque
llo que mas a menudo se ha aducido contra la correccidn
general del tercio excluso es la existencia de propiedades
difusas. No podria --alégase-- decirse 'Es guapo o no lo
es', porque hay grados de guapura y puede que tenga tal
propiedad sdlo hasta cierto punto. Bien, efectivamente,
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pero eso no entrana que no pueda decirse esa disyuncidn:
si tiene guapura hasta cierto punto, tiene guapura. (Tal
es la regla de apencamiento, basada en este principio: es
verdadero cuanto no sea totalmente falso.) Para que sea
(en algin grado, mayor o menor) correcto, fiel a la reali-
dad --verdadero, en suma-- decir algo no es menster gue lo
asi dicho sea plenamente verdadero, sino que basta con gque
tenga (en ese grado) verdad, a secas. Una prolacidn es to-
talmente falsa si no mienta o denota hecho alguno real;
pero si denota algo, un hecho gue posea algiin grado de

existencia, alto o bajo, entonces la prolacidn serd --en
ese mismo grado-- verdadera. Y, por eso mismo, cuando nos
topamos con hechos difusos o graduales --como los que con-

sisten en el abarque de un individuo por una determinacidn
o clase en un grado no pleno--, no es gue nos abstengamos
tanto de decir "si" cuanto de decir "no" y asimismo de de-
cir "si o no"; antes bien decimos: 'Ni es calvo ni deja de
serlo' (o 'ni es calvo ni no es calvo'), 'ni me gusta ni
deja de gustarme', 'ni fue divertido ni dejd de serlo',
'ni llueve ni no llueve', 'ni es arido ni deja de serlo'
etc. etc. Ahora bien, tanto LC cuanto en el sistema Q de
Fitch y, en verdad, en la mayor parte de los cdlculos 16-
gicos, "ni p ni no g" equivale a "g y no-p" (tal equivalen
cia se deduce de una de las leyes de De Morgan mas el prin
cipio de involutividad); por consiguiente, "ni p ni no p"
equivaldrd a "p y no p". 'Ni llueve ni no llueve' equivale
a 'Llueve y no llueve'; que es lo gque efectivamente suele
decirse en casos de garta u orballo. Lo propio sucede con
cada uno de los demds ejemplos.

Resulta entonces que lo entranado por la existencia
de determinaciones difusas, y de abarques difusos o gradua
les por tales determinaciones de unos u otros entes, es,
no una quiebra del tercio excluso, sino, antes bien, la
existencia de verdades mutuamente contradictorias. Lo cual
no constituye tampoco una gquiebra del principio de no con-
tradiccidn, una ausencia de verdad de este principio, sino
una presencia, junto a &1, de verdades que son negaciones
de instancias particulares de dicho principio. Nos hace
falta, pues, no una légica sin tercio excluso, sino una
16gica que, con él, asi como también con el principio de
no-contradiccidn, autorice a la vez la existencia de ver-
dades mutuamente contradictorias, e.d. de contradicciones
verdaderas (verdaderas y simultidneamente --en virtud del
principio de no contradiccidén-- falsas). Una 1ldgica asi
serd una ldgica paraconsistente. {Qué requisitos ha de cum
plir una ldgica para ser paraconsistente? No entronizar la
regla de Escoto (aquella que de un par de premisas mutua-
mente contradictorias, sean las que fueren, permite con-
cluir cualqguier cosa). Para evitar esa regla de Escoto hay
gue abandonar también el silogismo disyuntivo: p+qg , Np / a.
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El cidlculo de determinaciones, CD, es una lbgica com-
binatoria construida por el autor de estas padginas y ex-
puesta en otros trabajos (n.33). Concluiré este articulo
enumerando algunos rasgos de ese sistema.

-- Al igual que en cualquier otro sistema combinatorio,
cada ente es una relacidn. El que p esté guardando una
cierta relacidén r con un ente gue viene expresado asi: rpg;
O sea, consiste en que el venir abarcado p por r abarque a

su vez a g (p,q seran entes cualesquiera). El amor de Buda
es, pues, la determinacidon de ser amado por Buda.

-- Hay en CD dos negaciones, una débil, 'N', y otra fuer-
te, o supernegacidén, 'F'; 1la dGltima se define asi:
F=Z(AH)N y se lee 'no... en absoluto'. ('H' es un operador

de superafirmacidén, o afirmacidén fuerte, que cabe leer:
'Es totalmente verdad que' o 'Es del todo (100% etc.) ver-
dad que'. Para la negacidén débil valen las leyes de De Mor
gan, involutividad (N(Np)=p), no-contradiccidn, tercio ex-
cluso, y otras; para la negacidén fuerte valen DeMorgan, no
contradiccidn, tercio excluso, y una versidn atenuada de
la involutividad, asi como el silogismo disyuntivo y, por
lo tanto, Escoto.

-- En CD hay un functor 'I' de equivalencia tal que para
que sea verdad "pIg" es menester que p sea igual de verda-
dero (o falso) que g, ni mas ni menos.

-- En CD hay un functor 'B' que es bastante similar a un
operador modal de necesidad y podemos leerlo 'Es afirmable
con verdad que' o 'Es verdad en todos los aspectos que'.
La principal diferencia entre 'B' y el operador de necesi-
dad de una ldgica modal cldsica estriba en gue en CD vale
la regla p / Bp sin restricciones (pues, en efecto, de la
premisa de que es verdad gque p vale concluir que es afir-
mable con verdad que p).

-- En CD no se acepta el principio clasico de extensiona-
lidad (Ux,yEz(xzZyzC.xX=y)), pero si este otro (siendo '0°'
una constante definida que se lee '(Existe) lo absolutamen
te falso' y que no significa o denota nada): Ux,yEz(B(x0I
y0..x2zIyz)C.x=y): son idénticas dos determinaciones si es
afirmable con verdad gque la una abarca a cualquier ente
en la misma medida en que lo haga la otra y si, ademis, es
también afirmable con verdad que la una abarca a lo abso-
lutamente inexistente en la misma medida en gue lo haga
la otra. Vale también en CD esta regla de extensionalidad,
x0Iy0..xzIyz / x=y --aungue no la regla clasica de exten-
sionalidad, a saber: xzZyz / x=y. (NOtese que es teorema-
tico en CD el esquema: pIgC.p=g; mas no el reciproco p=zgC.
plg; porque pIg significa que p y g son igual de verdade-
ros (o falsos), al paso gue pZg (p ssi g) Gnicamente exclu
ye que uno de los dos sea verdadero y el otro enteramente
falso.) (n.34)

-- En CD hay una implicacidén 'D' (que se lee asi: 'impli-

ca' o 'a lo sumo en la medida en que' o 'sélo en tanto en
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cuanto'), definido asi: "pDg" abrevia a "p.gqIp". Es mas
fuerte que el mero condicional: "pDgC.pCq" es teoremidtico;
pero no lo es el esqguema reciproco.

-- En CD vale la mitad del PA: ArprDp.

-- En CD vale para una amplia gama de casos el esquema re-
ciproco del anterior, o sea la otra mitad de PA. En parti-

cular valen las ecuaciones siguientes (la identidad = en
CD se define asi: "p=q" abrevia "B(pIq)"): Axxp=p; Axgp=p
(si "p" no figura en "g"); Axpr=p' (si p' es el resultado

de reemplazar uniformemente en p las ocurrencias libres
de x por sendas ocurrencias llbres de r, vy si r es una ex-

pre51on que no contenga ni 'H' ni 'I', ni tampoco 'U');
ademads de esas ecuaciones, muchas otras instancias de
PA son demostrables en CD, pero su formulacidn es algo mas
larga.

-- En CD vale también este otro PA restringido: cada for-
mula estratificada de la forma "p=Arpr" es un teorema; pe-
ro la estratificacidn no se formula como en los sistemas
de Q --siguiendo la pauta de la teoria simple de tipos--,
sino de un modo que se inspira mas en la teoria ramificada
de tipos, en el principio de predicatividad. Por ello, el
teorema de Cantor no es en general teoremdtico --aunque si
son teoremdticos muchos casos particulares del mismo.

-- CD es un sistema contradictorio (n.35). Contiene, en
particular, contradicciones como ésta (definiendo R como
mas arriba): RR.N(RR). En cambio, cuando se defina 'R' co-
mo 'Q(AF)' o su equivalente " AxF(xx)", entonces pruébase
F(RR), pero no RR. Por ello pruébase para algunas férmulas
"p" y "r": F(Arpr=p). AxF(xx) es un corrillo y, a la vez,
un ente zafadizo, segregable o marginable --en particular
se segrega o margina a si mismo.

-- En CD, al igual gque en cualquier otro sistema combina-
torio, no hay dlferenc1a entre fdérmulas y otras expresio-
nes. Cada expresidén es una fdrmula, pues cada ente es lo
mismo que el hecho de su existencia (o "verdad" en el sen-
tido ontoldgico). En CD no hay barreras categoriales (ni
siquiera las pocas que, implicitamente, quedaban todavia
en los sistemas de Q, como agquella que se daba en ellos
entre los "entoides" --o lo gue sean-- denotados por func-
tores del calculo sentencial y los entes propiamente di-
chos).

-- Pero hay en CD una diferencia entre entes realmente rea
les, o existentes en todos los aspectos, y entoides que
existan sdlo en algunos aspectos. Para realzar esa discre-
pancia, explotamos la dualidad de vocablos 'determinacidn'

vs 'conjunto', reservando este {ltimo (o el de 'propiedad'),
; P : -

en un sentido mas estricto, para denotar con &l a un ente

realmente real. (Las determinaciones en general pueden tam

bién llamarse 'cimulos'.)
-- En CD vale el PC con una sola excepcidn, a saber AXp
existe salvo si Axp=A0 (donde 0 es segln se dijo mas arri-
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rriba; 0 puede definirse como N1, pues en CD es un teorema
esto: H1: la Realidad es totalmente real --o verdadera).

ANEJO: El sistema CD

El sistema CD, en la presentacién que aqui brindo de é1, se ha
originado por un proceso de rectificaciones a partir de su ancestro,
el sistema Am , que vino expuesto por primera vez en mi tesis doctoral
(Contradiction et vérité, Universidad de Lieja, 1979). Hasta qué punto
pueda decirse que el mismo sistema persiste a través de alteraciones
es asunto que, como cuantos atafen a la identidad diacrénica, resulta
dificilisimo de zanjar. Si prefiere sostener uno que cualquier altera-
cién en los axiomas, postulados o reglas de inferencia de un sistema
entrana el reemplazo del mismo por otro, entonces considérese que este
CD es un sistema nuevo aqui presentado por vez primera. Pero el autor
no ve en él un producto final, sino un resultado provisional, una con-
jetura (como todas nuestras elaboraciones teoréticas en cualquier cam—
po, sin excepcidén) avalado por evidencia abundante y estimable, mas
merecedor sin duda de ulteriores mejoras.

§1.- La base del sistema CD

Vayan por delante ciertas convenciones. La concatenacién o yuxta-
posicién de dos signos es un signo. Tal concatenacién se entenderd
siempre asociativa hacia la izquierda (''pqr" equivale a "(pq)r'"), vi-
niendo interrumpida tal asociacién por el espaciamiento: "p qr" equi-
vale a p(qr); un espaciamiento mayor separa mds que otro menor: '"p qr
st" equivale a "p(qr)(st)". Sin embargo, para evitar confusiones acu-
diremos (informalmente, eso si) a paréntesis desambiguantes —--y nunca
en la practica haremos separaciones de diversa longitud--, que son més
cominmente comprendidos, seglin los acabamos de introducir (parentéti-
camente) como procedimiento de explicacién; pero los paréntesis no
forman parte de nuestra notacién oficial.

REGLAS DE FORMACION:

1y /~/, /¥/, /84/, /u/, /1/, /B/, /%/, /N, /a/ son signos

(2) si /p/, /q/, /r/ son signos, también lo son /pq/ v /p qr/. (En ca-
sos de signos incompuestos suprimiremos las barras que los rodean
cuando estan solos).

ABREVIACIONES

'A" abr. "/Z AZ A/'; 'T' abr. '/I AAT AA/';  'Q abr. '/TI ZAA/';
'N' abr. "/Q¥/'; '+' abr. '/A AN ¥/; '.' abr. '/A TAN T¥N/';

'F' abr. '/AHN/'; 'L' abr. '/AN AHN/'; 'D' abr. '/A II ./';

'C' abr. '/T A+F/'; '3' abr. '"/Iaa/'; 'X' abr. '/Q"/';

'0' abr. "+(N(Z(AN)N))(+(I%a) F(Ii N3))'; '"1' abr. '/NO/';

'S' abr. '"/Q AN/'; 'n' abr. '"/A"Na/'; 'm' abr. '/A(ANR)N/';

'St abr. "/Z(A(AZ(AC)).)+/'; 'Y abr. '/Q(A. Ia)/';

'f' abr. '/Q(A. AFY/'; '&' abr. 'JT(AN)L/ '
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'E' abr. 'S(ACZ(AN)U))(Z(AN))'; 'Z" abr. '/Z(AZ(A(A.)D))(T(A(AF)D))/';
"Y' abr. "/IZ(Z(A(A&)Z)n) AfS/'; 'K' abr. '/A ANX N/';
'J' abr. '/A AFB F/'; '=' abr. 'A(AB)I'; 'F' abr. 'ABF'

Procederemos ademds con arreglo a las siguientes convenciones.
Llamaremos: functores monddicos a los signos H,B,N,F,L,X,n,m,Y,f,¥,K,J;
functores diadicos a los signos *,+,I,+,.,D,C,=,&,%. Un signo total
(solo), /p/, aparecerd con supresién de las barras inclinadas que lo
rodean como indicacién de lo siguiente: (1) cuando en p figure un func
tor diddico $ en el signo /$rr'/, reemplazamos éste por (lo "abrevia-
mos" como) /r'/$/r/; en cambio (2) introducimos dentro de p barras pa-
ra delimitar los signos a los cuales (e.d. a cuya estructura interna)
no se aplica la convencién (1) ni la (3) a continuacién; llamamos fér-
mula (no total) a un signo entre barras y, si r',r son férmulas y $ un
functor diadico, férmula es también r$r; (3) Si $ es un functor moné-
dico y r una férmula, figurando en p $(r), reemplazamos esto por $r
que es también una férmula, estipuiando que $ rige a la férmula mas
corta que 1o siga (con una salvedad estipulada en el punto (5) més aba
jo); (4) cuando no haya confusién las barras internas se reemplazan
por paréntesis o se suprimen; (5) dos férmulas yuxtapuestas estén mas
unidas, formando una férmula, que cualquiera de ellas por separado con
un functor monaddico o diddico: si r,r',r" son férmulas, r+r'r" se en-
tiende como r+(r'r"), y Nrr' se entiende como N(rr'). En especial, lla
maremos férmulas (no requiriéndose encerrarlas en barras ni parénte-
sis) a estos signos: a,%,0,1. Asi pues, dentro de una férmula total,
una ocurrencia de 'Z' no es una férmula, mas si lo es una de '/Z/';
igualmente un functor, 'N' p.ej., no es férmula, pero si lo es /N/: si
p es férmula, entonces --cuando y donde se apliquen estas estipulacio-
nes, o sea dentro de una férmula total-— "NNp" abrevia a "N(Np)" mien-
tras que "N/N/p" equivale a "(NN)p"). En lo sucesivo, las letras esque
miticas p,q,r, etc. son usadas sélo para hacer las veces de férmulas
(lo cual de hecho no restringe su generalidad, como es obvio).

Con arreglo atales convenciones, procedemos a ulteriores esquemas
abreviativos (donde p,q son férmulas): "pDDq" abr. "B(pDq)"; '"pIlq"
abr. "B(pIq)"; "piq" abr. "F(pIlIg)".

Otras convenciones abreviativas a tener en cuenta son éstas: Si r
es un signo que no figura en p, Ar/p/ abrevia a A/p/; si r=p, Ar/p/
(ZAN); si r#pq figura en pq, Ar/pq/ abrevia a ZArpArq, Axyp abrevia a
AxAyp etc.

Introducimos variables como letras esqueméticas pero con una res-—
triccién: en un esquema de férmula, p, una ocurrencia de una variable
x no puede reemplazarse por una férmula q més que cuando se haya demos
trado el teorema "Jq". Como letras esquemdticas que son, las variables
pueden ser afectadas por igual que las letras esqueméticas p,q,r, etc.
en lo que precede. Asi Ax/p/ es un esquema claramente explicado ya.
Las estipulaciones sobre variables libres y ligadas son las usuales.
"Uxp" abreviard a "Ulxp"

Si p es una férmula, "Uxp" seréd una férmula; cada prefijo cuanti-
ficacional ('Ux','Uy', etc.) rige a la férmula mis corta que lo siga
inmediatamente mas con una salvedad idéntica a la de los functores mo-
naddicos, a saber un prefijo cuantificacional liga menos estrechamente
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que la yuxtaposicién entre férmulas, de suerte que "Uxpq", si p,q son
férmulas, equivale a "Ux(pq)". "UBxp'" abrevia a "Ux(BxCp)"; "Exp" abre
via a "EXxp"; "EBxp" abrevia a "Ex(Bx&p)".

En lo que precede inmediatamente, al igual que en lo que sigue,
usamos las variables como metavariables; lo cual significa que en ta-
les esquemas 'x' p.ej. (o cualquier variable) puede reemplazarse, con
tal de que sea uniformemente, por cualquier otra variable —-obedecién-
dose, donde proceda, las estipulaciones sobre las restricciones que
sean del caso acerca de las ocurrencias de tales variables en el con-

texto.

ESQUEMAS AXTOMATICOS

A0l p.qCp AO2 r.sIpC(p¥ql.q¥s+.q¥r)

AO3 pIqC(rIqI.pIr)..KXpIp..Yp+Yq+FY(p“q)..£Sp.£SqC(p"q%p)..p.qC.p"q

AO4 q.p+pIp..Hp.HqILH(p.q)..pIqC(Hp+HrIH(q+r))..p"qDp..p"1Ip

A05 pINQI(NpIq)..pIpI3..p'.pIqC(q r*sI.s"r"p..s"p"'"r)..¥p.ENQCF¥N(p mq)

AO6 pIqC(qCp)..mpDmnp+Hp..mpDnp=(Yp+YNp)..qDnp+(pImq).Lp+.pDq

AO7 Bp+BFBLp..BpIp+FBp..pDDg&BpDBq

A08 Uxp"UxqIUx(p”q)..UxsZrCEx(s%r)..Uxp.ExqDEx(p.q)..UxFpDFExp..
nrZrCEx(rDExpD.rDp)

AO9 pIIqC.prIqr..rplrq

A10 UxB(pOIqO..pxIqx)C.plq

All pDExp..Jq.UpDpq.F(AO)..BpCF(p0)

Al2 /Apq/Ip.Ez(yzDp&yxDAzpx)..Axprs’...snC.Axprs'...snIp's’...sn

En AO8 r no debe tener ninguna ocurrencia libre de la variable
'x'". En Al2 pueden faltar varios o todos los signos s', s*, ..., s,
al paso que p' debe ser el resultado de sustituir en p cada ocurrencia
libre de x por una, también libre, de r.

Antes de presentar los siguientes esquemas axiomdticos hemos me-
nester de unas aclaraciones terminoldgicas.

Una férmula es blanda sélo si en ella no figura ninguno de los

tres signos: I,H,U.

Una férmula "p" es estratificada si cumple estas condiciones: 12)

en "p" cualquier ocurrencia de uno de los combinadores 'Z', 'A' estéd
dentro de un functor o del cuantificador 'E' o de una férmula abstrac-
tiva del tipo "Arq", de suerte que no hay en "p" combinadores aparen-
tes (aunque si puede haber férmulas como "Axyz(xz yz)" y "Axy(x)", res
pectivamente equivalentes --por lo que se postulard en seguida—— a 'Z'
y a "N'); 22) en "p" no hay ninguna variable libre (e.d. ninguna ocu-

rrencia del prefijo "Ax"); 32) hay cdémo asignar uniformemente dérdenes

—-o0 mejor, nimeros de orden-- a todas las férmulas en "p" del siguien-

te modo: (i) cuando figura "gq'q®...qn", N°(q})>N°(q’q?),N2(q?),...,N2(qn)
(ii) N°(Arq)>Ne(r); (iii) si en q figura "Asr'", entonces N2(Arq)>N¢(Asr)
(iv) si figura en "p" "qIr", entonces N2(q)=N°(r); (v) Si N2(rq)=N%sq),
entonces N2(r)=N°(s); (vi) cuando "p" contenga una expresién '"q" tal

n.n mnon

que sea demostrable "qIr", siendo "r" mds corta que "q", entonces reem
plazar, en "p", "q" por "r" no ha de alterar los nimeros de orden asig
nados; (vii) cuando N2(pq)=N°(pr), entonces N°(q)=N°(r); (viii) cuando
en "p'" figure una expresidn abstractiva "Ar'...r"q" (e.d. "Ar‘ir?...

Ar"q") seguida de un nimero m de signos s',...,s™(nzm), entonces los

mismos nimeros de orden vienen asignados ar  y a s ,..., ar™y a smh
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Si "p", "q" son férmulas y si "$" es un functor (monadico), enton
ces "p$q" ("$p") es una verifuncién de "p" y de "q" (de "p" sélo); una
verifuncién de una verifuncién de "p" (y de "q") es también una veri-
funcion de "p" (y de "q").

Para cualquier signo p definimos (p)? como Z(Ap)p. Y para cual-
quier signo (p)J donde j22, definimos (p)J*! como Z(Ap)(p)J.

Ulteriores esquemas axiomAticos:

Al13 Bp'C./Zqrp/I.qp(rp)

Donde se cumple uno de estos Hos requisitos: (1) p'=p; (2) p' es
cualquier instancia sustitutiva de AOl y entonces: o bien (i) p es una
férmula blanda; o bien (ii) tanto q como r son férmulas blandas; o
bien (iii) uno u otro (o ambos) de los combinadores Z, A no figura en
"qr'" mds que, si acaso, dentro de functores o del cuantificador 'E'; o
bien (iv): esa Gltima condicién se aplica a "p" (no hay en "p" ocurren
cias tanto de Z cuanto de A fuera (unas y otras) de functores y del
cuantificador 'E'); o bien (v) r=0; o bien (vi) g=1 mientras que r=As
(para algln s); o bien (vii) hay algin s tal que Zqr=(s)J donde jz2.
Al4 pDArpr

Al4 viene restringido asi: cada instancia de Al4 debe ser una fér
nula estratificada (se excluyen reemplazos en "p" o en "r" que hagan
no estratificada la férmula total resultante de los mismos); y, si se
aduce (una instancia de) Al4 en una deduccién a partir de premisas
(que no sean teoremas), ha de ser estratificada la conyuncién de esas
premisas con esa instancia de Al4.

Al15 qIq'

Donde q es una verifuncién y q' se obtiene de g sin més que una

serie de reemplazos de concatenaciones de la forma "Ir'r?r3" por res-
pectivas concatenaciones "(r'r?® r?r3®)", o viceversa, y de "As's"  por
s', o viceversa.
(Observacidn: decir que una férmula es una verifuncién --a secas—— es
decir que se construye a partir de férmulas cualesquiera, tomadas como
4dtomos, mediante functores monddicos o diddicos; en Al5 se entiende
que los atomos en q permanecen inalterables en q'.)

NUEVAS ABREVIACIONES

'G' abr. 'A(AB)C'; 'i' abr. "Axy(y=x)'
'const' abr. 'AuxEz,y(iy(Ixz)+iy(Zzx)+iy(Zx0)+iy(Z0x)&uy)’
"P" abr. 'Z(AL)(AL)'; 'o' abr. 'SA'; 'w' abr ' AxEy (x=P+.y=yo@. .oy=x)"

'*' abr. '"XzxyEu(wuuzxy)';
"noam' abr. "AxyUu,v(Zuv=xG(xy=uy(vy))..ZuO=xG.xy=uy0)'
'agn' abr. 'MxyUz(*const(ix)zGnoamzy)'

"W abr. 'AU(Tagr)'; '®' abr. 'AUagn'

Al6 (abreviando como "Uxp" la expresién "Ux(¥xCp)" —-para cualquier va-

riable en lugar de 'x'--):

le,...,X”(pxlxz...x”IIqxlxz...x”)Cle,...,x”(pxl...x”IIqxl...x”)..

opCo(T'p)

REGLAS DE INFERENCIA

rinfOl (modus ponens): pCq , p | q rinf02 p | Bp

rinf03 p - q (donde q es el resultado de prefijar a "p" uno o més
de entre los cuantificadores universales "Ux", "Uy", ...)
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(Nétese que, segln los casos, llamamos cuantificador universal (exis-
tencial) o al solo 'U' ('E') o al resultado de concatenarlo con una
variable, lo cual abrevia al resultado de concatenarlo con un prefijo
abstractivo 'Ax'; lo Gltimo es un simbolo incompleto, un pseudosigno,
por supuesto; de modo que, en rigor, sélo 'E' y 'U' son signos cuanti-
ficacionales; pero, no habiendo lugar a confusién, podemos hablar como
lo hacemos para abreviar.)

POSTULADOS ADICIONALES
(P1) O bien "J(pO) es un teorema, o, si no, s F F(p0).s
(P2) O bien "FB(Arpr) es un teorema, o si no, "Arprlp" es un teorema.
(De donde se sigue que, a menos que "FB(Arpr)" sea un teorema,
"Xrprip" es, o bien demostrable a partir de los (otros) axiomas y
reglas de inferencia, o, si no, un axioma més.)
(P3) A lo sumo una de las dos férmulas "p", "Fp" es un teorema.
(P4) O bien p es un combinador, o bien esto es un teorema: YpCdp
(Aclaracién respecto al postulado (P4). Un signo p que no sea la con-
catenacién de dos signos es el (nico constituyente de si mismo. Una
concatenacién qr tiene como Gnicos constituyentes Gltimos suyos a los
que sean Unicos constituyentes Gltimos de q o de r (o de ambos). Asi I
es el Unico constituyente Gltimo de Z; al paso que si p=IA(H"), al ser
p una concatenacién de ZA con H" tiene como Gnicos constituyentes 0l-
timos los que lo sean de uno u otro de esos dos signos; siendo, como
son, cada uno de ellos una concatenacién, les sucede lo propio; conque
los Gnicos constituyentes Gltimos de p serédn estos cuatro: I,A,H,". Un
combinador es un signo $ tal que es demostrable: $=Ax'...x"p, donde )
t%ene como Gnicos constituyentes Gltimos a algunos (o todos) de entre
K yew s oig X0, )

LECTURAS

": No s6lo... sino también; H: Es totalmente verdad que; B: Es afir-
mable con verdad que; ¥: Ni... ni; I: En la (misma) medida en que;
U: Es universal(mente) poseida); a: lo infinitesimalmente verdadero

(es verdadero); pq: el hecho de que (exista) p es una determinacidn
del hecho de que (exista) q; Arp: la determinacién de ser un ent(oid)e,
r, tal que p; (Z: la determinacién relacional que guarda algo, p, con
otros algos, q,r, en la medida en que el que p sea una determinacién
de r es, a su vez, una determinacién del que q sea una determinacién

de r); J: en algunos aspectos, de un modo u otro, relativamente por
lo menos; X: muy; K: al menos un poco; f: un tanto; Y: infinitesi-
malmente, un si es no; C: s6élo si; D: implica, sb6lo en la medida en
que; .: y; +: o; F: no es verdad en absoluto que; N: no; n: Es

superverdad que; m: Viene a ser verdad que; S: Es y no es verdad que
L: mds o menos, hasta cierto punto por lo menos; %: Es menos verdad
que... que no que---; =: ssi; &: siendo verdad que...,-——; 1: lo
totalmente verdadero; O0: lo totalmente falso; +: lo igualmente ver-
dadero que falso; Exp: Hay algo, x, tal que p; UBxp: Todo (verdade-
ro) ente es tal que p; EBxp: Algln (verdadero) ente es tal que p.

§2 Algunos resultados tedrico-conjuntuales conseguibles con el sistema
[o5)
En CD demuéstranse, entre otros, estos resultados:
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(1) ExUyBH(xy): existe un clmulo que abarca absolutamente (totalmente
en todos los aspectos) a cada uno de los entes.

(2) Ux(1x=x): la Existencia (o Verdad) es tal que el que la misma abar
que a un ente es, ni mds ni menos, ese mismo ente.

(3) Ax0=0: la determinacién de ser tal que sea verdadero lo absoluta-
mente falso es lo absolutamente falso.

(4) Ex(x=p)CJEz(pz+p0): Si p es un ente (si es algo existente), enton-
ces, al menos en algunos aspectos, hay algo abarcado por p o bien
p abarca a lo absolutamente falso.

(El que p --0 lo que sea-- abarque a lo absolutamente falso consiste

en que, cuando va a tomar un argumento, e.d. a aplicarse a algo, y no

encuentra argumento --e.d. no le viene facilitado ningin "algo'--, en-
tonces, motu proprio, produce de suyo un valor.)

(5) UxF(Axpx) "F(AxpO)+Ez(z=Xxp): el clmulo de entes que p es algo
(existente) a menos que no sélo no haya absolutamente nada abar-
cado por él sino que, ademds, ni siquiera venga abarcado por é1
lo absolutamente falso.

(6) Jixp=JEx(Axpx+Axp0): el que sea al menos relativamente existente
el cimulo de entes que p es lo mismo que el que, siquiera en al-
gunos aspectos, exista un ente abarcado por ese cumulo a no ser
que éste Gltimo abarque a lo absolutamente falso.

(7) FExFEz(xz).NJ(x0): No hay en absoluto una determinacién tal que ni
haya absolutamente nada abarcado por ella ni tampoco venga, ni
siquiera relativamente, abarcado por ella lo absolutamente irreal.

(8) Ax(zx)=z: cada ente es idéntico al cémulo de cosas abarcadas por
él. (Cada ente es, pues, su propio abarque --su propio abarcar--,
al igual que es su propio existir.)

(9) Axy(zxy)=z: cada determinacién es idéntica a la relacidén que guar-
da un ente con otro en la medida en que éste Gltimo viene abarca-
do por el abarque del primero por dicha determinacién.

(10) 1=Axy(xy): la existencia es la relacién de abarque. (Existir es
abarcar.)

(Como inciso filos6fico cabe apuntar, o sugerir, que lo abarcado
por un hecho "intranselnte", como el denotado por una oracién formada
con un sujeto y un verbo intransitivo, p.ej. 'dormir', puede ser ese
mismo hecho; lo cual explica las construcciones de "acusativo interno':
caminar su camino, vivir su vida, dormir su suefio, morir su muerte;
por otro lado los individuos o cuerpos son climulos de sus respectivas
partes —-una de ellas es el propio cuerpo, parte total: si hay atomos,
entes corpéreos indescomponibles o incompuestos, cosa dudosisima, en-
tonces ellos son "individuos" en la acepcién quineana considerada mas
arriba (vide supra (n.8); aunque también los hechos intranselintes se-—
rén --a tenor de la conjetura recién propuesta—- "individuos" en esa
acepcién.)

§3 Introduccién de la aritmética y otros campos matemiticos

El procedimiento que voy aqui a seguir debe en parte su inspira-
cién al de Fitch (op. cit. en (n.32)), pero ha sido menester una com-
plicadisima adaptacién del mismo al presente sistema, toda vez que el
de Fitch posee un PA irrestricto, lo cual desde luego dista de ser
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verdad de CD. (Y, ademds, muchisimas otras discrepancias hondas se dan
entre ambos enfoques, pese a lo mucho también que los acerca uno al
otro.)

NUEVAS DEFINICIONES

'®' abr. "AZ(AA)'; "M' abr. 'AX(A.)'; "m' abr. 'AxzUy(zyDDxy)';
'2" abr. 'ol'; '3' abr. 'o2'; '4' abr. '63';

"x|y" abr. "AuvEz(xuz.yzv)'; 'x"' abr. "AL|x'; 'x:' abr. '2ALx|1'
LECTURAS

i es la identidad. La identidad de x es el singulo de x, e.d. la deter
minacién de ser, ni més ni menos, (el propio) x. (ixz es lo mismo que
x=2). @ es la adicién. {) es la interseccién (entre dos cimulos)

# es el cero: la determinacién de ser un ente, x, tal que existe la
determinacién de ser un ente, z, tal que z.@=Axz(z). Para cualesquiera

entes x,z, fxz=z. 1 es, a la vez, la Existencia (=Verdad) y el nime-
ro uno. Para cualquier ente x lx=x. 2 es el ndmero dos: para cuales-—
quiera entes x,z, 2xz=x(xz). Similarmente 3 es tal que, para cuales-
quiera entes x,z, 3xz=x(x(xz)). Asi, p.ej., si x es la belleza y =z

Venus, @Pxz es Venus; lxz es la belleza de Venus; 2xz es la belleza de
la belleza de Venus; 3xz es la belleza de esa belleza; y asi sucesiva-
mente. Similarmente, si tomamos 7 (la relacién de inclusién): @mx=x es
x; lmx=mx es la inclusién de x, e.d. el ctmulo de determinaciones in-
cluidas en (o por) x; 2mx es 7(7mx): el cimulo de determinaciones in-
cluidas en mx; y asi sucesivamente.

Otro caso interesante: como N es la determinacién de no ser ver—
dadero (existente), o sea la inexistencia o falsedad --el cémulo de
cosas que no existen, e.d.: una determinacién poseida por algo en aque
llos aspectos (momentos, lugares, lo que sea) en que no exista y pre—
cisamente en la medida en que no exista-—, tendremos que @ON=1; 1IN=N=
3N=5N,...; 2N=1=4N=6N,... Y asi para cualesquiera nimeros, respecti-
vamente nones y pares. En cambio, la negacién fuerte, F, que es la de-
terminacién de no existir en absoluto, tendrd, no dos, sino tres resul
tados al respecto: una cosa es @F=1 (pues, para cualquier p, Pp=1);

2F=4F=6F=..., donde 2F=L (la determinacién de ser, poco o mucho, real
o verdadero); mientras que F=1F=3F=5F etc. En cambio, p.ej., siendo X
la determinacién de ser muy existente, tenemos X£2X£3X#4X... etc. (pe-

se a que abarcan, todos ellos, los mismos miembros).

xlz es el producto relativo de x con z: si x es calumniar y z es libe-
rar entonces un calumniador de Garibaldi guarda la relacién x|z con
Italia, siendo calumniador de un liberador de Italia. Similarmente 1|x
es la relacién de abarcar algo que guarde la relacidn x con; asi que
2(1|x)z serd el cémulo de entes con los que guarde la relacién x algo
con lo cual guarde, a su vez, la relacién x uno u otro miembro de z.
x"z es la imagen de z por la relacién x (nbtese que x"=AyzEu(yu&xuz));
x: es lo mismo que Ay(1"(xy)) o sea el ciémulo de entes tales que exis-
te la imagen por el abarque (i.e. por la existencia) de la pertenencia
del ente en cuestién a x.

Notemos ahora estas ecuaciones: 1:(xy) = x:y = 1"(xy) = AuEv(xyv&vu).
x:y es, no (como suele leerse) el valor de la funcidn x para el argu-
mento y, sino: el dnico ente perteneciente al valor de x para el argu-
mento y. En efecto: en cierto sentido cada determinacidn es una fun-
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cién, pues es algo, x, que, dindosele un argumento z --dandosele a su
accién de abarque-- produce un (solo) resultado, o ninguno, segiin que
de hecho abarque --al menos relativamente-— o absolutamente deje de
abarcar a z. xz esté, pues, univocamente determinado si es que exis-—
te. En otro sentido, sin embargo, llamamos funcidén, o, mejor dicho,
relacién funcional, a un c@mulo x tal que: Uy,u,v(xyu.xyvG.u=v), o sea
tal que nada guarda x con dos entes diferentes. Si x es una funcidn en
este sentido, entonces x:z es aquel ente, si es que existe, con el
cual guarda z la relacidn x; y, si no lo hay, ni siquiera relativamen-
te, x:z no existe tampoco en absoluto pues es =Ax0=N0=0. Pero, cuando
x es una relacién no funcional, entonces x:z es la unién o suma de la
imagen por x del clmulo iz, o sea es el clmulo de cuantas cosas abar-
ca, por separado, uno u otro de los entes con los cuales guarda z la
relacién x. (Asi, engendrar: Jacob es la suma mereolégica de Rubén,
Simeén, Levi, Judd etc., e.d. un cmulo que abarca a cada parte de uno
u otro de esos entes.) Notese que 1:x es la suma o unidén de x, e.d. el
cimulo de cosas abarcadas por uno u otro miembro de x.

* es el ancestral. Sin embargo, la nocién de ancestral aqui articulada
no coincide con la usual (con la que viene empleada en teoriasde con-
juntos no combinatorias). Usualmente, en efecto, si x es la relacidn
de engendrar, *x es la relacién de engendrar a o engendrar a un engen-—
drador de o...; al paso que con nuestro ancestral *eng seria otra cosa.
En efecto, si x es Jacob, entonces (engx) = el climulo de Rubén, Simedn,
Levi, Jud4, Benjamin, José, etc.; (2engx) serd el ctmulo de entes en-
gendrados por engx, no distributiva sino colectivamente. Ahora bien,
no hay nada engendrado por engx, e.d. por el cimulo de entes engendra-
dos por Jacob. Por ello *engx seria igual al cimulo de miembros (par-
tes) e hijos de x, nada mds. Es facil, no obstante, definir el ances-
tral usual en nuestro sistema. He aqui la definicién:

'anc' abr. 'Auv(*(u")(iv))'. Con arreglo a esta definicién, anc(eng)
es una relacién que guardard x con aquellos entes que o bien son idén-
ticos a x, o bien son engendrados por x, o bien lo son por alguno de
éstos ultimos, o por alguno de éstos Gltimos, etc. etc. Similarmente,
si x es la relacién que guarda un ndmero natural con los resultados de
multiplicarlo por algln ndmero natural =3, wnc(x) serd una relacién
que guarde, p.ej., el ndmero 5 con los nimeros 0,5,10,15,20,30,40,45,
60 etc. Notese, eso si, que wnc es no el ancestral (usual) propio, que
es el de Russell y Whitehead, sino el impropio (el de Frege y de
Quine), que es la unién del ancestral de una relacidén cualquiera con
la identidad. Pero ambas nociones son interdefinibles (vide (Q2), p.
221); y, segln lo muestra Quine (loc. cit.) el impropio es mucho més
Gtil. (Para evitar confusiones terminolégicas, digase que ances el
ancestral en la acepcién usual, y * es el ancestral en la acepcién
combinatoria.)

La relacién 0 es = Azxu(x zxu); es la "sucesién". Si x es la de-
terminacién de ser algo de lo cual se ocupan los matemdticos, u es la
determinacién de ser un tridngulo, entonces es verdad que OTxu, puesto
que es algo de lo cual se ocupan los matemdticos el hecho de que los
tridngulos sean cosas de las cuales se ocupan los matemdticos. (T es,
recuérdese, la relacién de inclusién.)
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Definimos la relacién '4¢' como 'Axy(y=o0x)'; ahora bien, anc(sqg)=
Ax(*(»¢")(ix)). Conque anc(s¢) es la relacién de predecesidn: aquella
que guarde un ndmero natural con cuantos sean iguales o mayores que
é1l (ordinalmente). De hecho anc (4¢) es demostrablemente idéntico a:
AxyEu(wu..u0x=y), que es otra manera, mis conveniente quizd (mis sim-
ple, en todo casc) de definir la relacién = entre los nimeros natura-—
les. Esta definicién va a jugar un importante papel en lo que sigue.

NUEVAS DEFINICIONES

"x#y" abr. "F(x=y)"; 'e' abr. 'T1'" (=I(A(Z1))(Z(AA)1));

'x' abr. "Axy(mxy+xy)'; 'B' abr. "*(e*)*'; 'B' abr. 'Byw';

Ybnord' abr. "Ay(Ux(m(yx)(2(y")(ix)).F(yxx)).Uz,uEv(zvGEu(zu..yvu+yuv)
.TzuGExUv (v#x.uvGyxv.ux)))"'

'sen' abr. 'AyEu(fnordu.Uz,x(yz.yxG.uzx+uxz..wx.wzG.uxz=.anc(sq)xz. .x#z)

'neg' abr. '"Ax(®x.¥x)'; 'g£' abr. ' A()AxUy(xxyGregy..mxyGseny)";

'a' abr. '"AxUz(Uu(zuGxu)G.Ez=AuEg(zyu))'

Axioma Al7: ow.ER

En virtud del conyunto izquierdo de Al7 pruébanse estos teoremas
y esquemas teorematicos:  Uy(xyGwy)C.Ex=XzEy(xyz);
Ey(wy&p)=AzEy(wy&pz); Uy (xyGuwy )C.Ex=AzuEy(xyzu);
Ey(wy&Azp)=AzEy(wy&p)

Este Gltimo es el mis importante y cabe leerlo asi: el que haya
algin nlmero natural con relacién al cual exista el cimulo de entes
que p es lo mismo que el que exista el clmulo de entes que con rela-
cién a algin nimero natural sean tales que p. En otros términos: la
existencia del clmulo de entes que se relacionan asi o asd con algln
nimero natural es lo mismo que el que exista algln nlmero natural tal
que exista el climulo de entes relacionados con él asi o asi.

Parece seguro que tales esquemas no son demostrables en CD, salvo
al adoptarse dentro del sistema el axioma Al7. En verdad son bastante
evidentes muchas instancias de tal axioma --e.d. muchas consecuencias
que se deducen inmediatamente del mismo sin més que aplicar la regla
de instanciacién universal: Uxp - p', donde p' difiere de p sélo por
reemplazo de las ocurrencias libres de 'x' por sendas ocurrencias li-
bres de otra variable; ademids --seglin se va a ver tres parrafos mds
abajo-- es un camino seguro para probar resultados interesantes sobre
el ancestral (combinatorio), *, y sobre #. Por otro lado, sin embargo,
hay también dos motivos para abstenerse de aseverar tal axioma; el
principal de ellos ——en seguida mencionaré otro-- es que puede que ese
axioma entre en conflicto con el principic de gradualidad, que es la
tesis de que cualesquiera dos entes propiamente dichos (entes realmen-—
te reales, existentes en todos los aspectos) se poseen uno a otro en
alguna medida, siquiera infinitesimal; en otros términos, que, si un
climulo es un ente realmente real, entonces abarca en una u otra medida
a cualquier ente realmente real. Hay muchos motivos filoséficos para
adherirse a ese principio de gradualidad; los he explorado en diversas
publicaciones previas (particularmente en El ente y su ser y en Funda-
mentos de ontologia dialéctica, Madrid, Siglo XXI, 1987). Pero tampoco
esos motivos son absolutamente decisivos (no los hay tales ni en filo-
sofia ni en ninguna otra actividad humana). Asi pues, hoy por hoy, pa-
rece sensato oscilar entre una firme adhesién a tal principio y la
postulacidén --a titulo, siquiera, de hipétesis verosimil-- de Al7; mi-
xime cuando tampoco se ha demostrado que sean incompatibles.
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Fuera de esa motivacién --que mds de uno reputard excesivamente
metafisica-- para poner en duda la verdad del conyunto izquierdo de
Al7, otro motivo emanaria de un escripulo extensionalista, o, mejor,
extensivista (superextensionalista). Si son extensionales 1los conjun-
tos (suponiendo ahora que sea lo mismo cdmulo que conjunto), meros
conjuntamientos de sus respectivos miembros, entonces no serd verdad
que exista el mismo conjunto de estrellas hace un millén de afios que
ahora (a no ser que se diga que, si bien son dos conjuntos diversos,
existen ambos o siempre o atemporalmente); pues bien, para que sea
afirmable con verdad algo, ese algo tiene que existir o ser-verdadero
siempre; supongamos que siempre (en cada momento) hay un ndmero natu-
ral, j, tal que existe el clmulo de las j estrellas existentes, no ha-
biendo (en absoluto) ninguna no abarcada (en absoluto) por ese ctmulo;
idedicese de ahi que siempre existe el clmulo de entes tales que hay
un nimero natural, j, tal que dichos entes son exactamente j (e.d. tan
tos cuantos nimeros naturales hay menores que j) y son todas las estre
1llas existentes? Algulen diria: no: siempre hay un numero natural asi,
j, pero, como varia, segin los periodos, cuidl sea ese nimero, no siem—
pre existe el ctmulo o conjunto de las j estrellas existentes, para
uno u otro j; que, si si existen --siempre o atemporalmente-- esos di-
versos conjuntos (el de las j estrellas existentes en tal fecha, el
de las j' estrellas existentes en tal otra fecha, etc.), entonces cada
uno de ellos ha de especificarse como el cémulo de estrellas existen-
tes en tal momento determinado --y no como el ctimulo de las j estre-
1las existentes para algin ndmero natural j. Sin embargo, esa dificul-
tad emana de un extensivismo extremo que he criticado en "iLégica com-
binatoria o teoria estandar de conjuntos?" (Arbor, 1989). No hay moti-
vo suficientemente razonable para rechazar que un ciimulo cambie de
miembros de un lapso tpmporal a otro sin dejar de ser el mismo cimulo.
LS o) b351c0 en la nocién de cimulo (o en la de conjunto) es la espe-
cificacién "en comprensién" como la totalidad o multitud (o congrega-
cién, o agrupacién) que une o abarca ("abraza", amp]ectltur) sélo a
todos los entes con tal o cual caracteristica en comdn (en lugar de
ser la especificacién meramente extensiva de: esos diversos entes 'en
cuanto' conjuntados, o sea puestos juntos), entonces pierde su atrac-
tivo el extensivismo o superextensionalismo.

Al margen de ese género de consideraciones, es muy plausible el
conyunto izquierdo de Al7. Vedmoslo con una serie de instancias y de
corolarios del mismo. El que exista el clmulo de cémulos con Jj miem-
bros, siendo j algln ndmero non, es lo mismo que el que haya algin n(-
mero non, j, tal que existe el clUmulo de cumulos con tantos miembros
como (nimeros naturales hay menores que) j. El que exista el ctmulo de
personas que han pensado alguna vez en la naturaleza de algln nlmero
natural es lo mismo que el que exista alglin nlmero natural tal que
existe el cimulo de personas que han pensado alguna vez en la natura-
leza del mismo. El que exista el ctmulo de los entes idénticos a algin
nimero natural es lo mismo que el que haya algin ntmero natural tal
que existe el cuUmulo de entes idénticos a é1. Hay alglin ndmero primo
gemelo (de otro menor que é1) mayor que cualquier otro nidmero primo
que tenga un gemelo si es que existe el cdmulo que abarca tan sélo a
todos los nlmeros primos gemelos, habiendo uno de ellos mayor que to-
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dos los demds (seguramente no existe). El que haya alg(in nlmero 1>2
tal que exista el clmulo de soluciones a la ecuacién diofantina xi@yi=
zl es lo mismo que el que exista el climulo de soluciones a tal ecua-
cién para algin nimero natural i (no existird segln la conjetura de
Fermat). Hay algln nlmero natural que no sea la suma de dos primos si
existe el clmulo que abarca sélo a algln ndmero natural asi (tampoco
existird seglin la hipdtesis de Goldbach). El que exista el cimulo de
factores de algin nimero perfecto non es lo mismo que el que haya al-
gin nlmero perfecto non tal que exista el cdmulo de sus factores.
Aparte de cudn plausible sea o deje de ser todo eso, el conyunto
izquierdo de Al7 permite probar, con respecto al ancestral (combinato-
rio), que éste es una funcién de cualquier adicidad (finita). Con lo
cual resulta esto: el hecho de que el ancestral (combinatorio) una a
tres entes, x,z,u, en ese orden, es lo mismo que el cimulo de entes,
v, tales que el ancestral une a x,z,u,v, en ese orden. Mis en general

. ¢ ” . 1
—-gracias al conyunto izquierdo de Al7--: para cualesquiera entes x°,
; . . 1
'i"%né *xlxz...xﬂleg la unién (conjuntistica) de x2...x", x'...xn,
X TR e, X0y B ix D 4x'x?...x", etc. Por consiguiente, el hecho

de que tal ancestral, *, se una a si mismo consigo mismo es, todavia,
una funcién, un clmulo, a saber: el cimulo de entes para con los cua-
les hace eso. Asi pues, como, para cualesquiera x,z, *xz es la unién
de los ctmulos z, xz, 2zx, 3zx, etc., e.d. es el cimulo de entes, u,
que, o son abarcados por z, o lo son por xz (e.d. z guarda con ellos
la relacidén x) o lo son por x(xz), etc. resulta que, cuando tomamos al
propio * en lugar de x, **z deberd ser igualmente una unidén asi. O seg,
dado un argumento mds, a la derecha, u, **zu deberd ser la unién de
zu, *zu, 2%*zu etc. Y similarmente para **zuv, **zyuv, etc. etc. Tales
resultados, sin embargo, Unicamente se demuestran con ayuda de Al7
(aunque, desde luego, podrian postularse otros axiomas alternativos
que permitieran probarlo). Porque, sin Al7, **zu seria "sélo" el (me-
ro) hecho de que hay algin nlmero natural, v, tal que z guarda con u
la relacién v*; de que para cada ndmero natural v exista el cdmulo de
entes con los cuales u guarde la relacién v*z no se seguiria la exis-—
tencia del climulo de entes, x, tales que, para algin nlmero natural,
v, uguarda con x la relacién v*z; menos ain se seguiria que ese clmulo
(esa unidén) sea, precisamente, **zu.

Vamos a considerar ahora qué cimulo de entes (determinaciones) es
3. Empezamos por w, que es el cumulo de los nimeros naturales, @,1,2,
... Luego tenemos xw que es el cimulo de los miembros y subclimulos de
w. 2xw es el cimulo de miembros y subctmulos de Yw (incluyendo entre
los Ultimos a cdmulos que abarquen indistintamente a miembros y a sub-
climulos de w). Vienen luego, en sucesivos estadios, 3xw, 4xw, etc. (CoH
mo sabemos que todo lo hasta ahora aludido pertenece a 3? Por lo si-
guiente. @ pertenece a w; luego, si algo pertenece a @(e*)*yw, perte-
nece a f; mas P(€*)*Xw = *yw; pues bien todo lo anteriormente aludido
es demostrablemente abarcado por *¥w. ¢Qué pasa con el propio clmulo-
limite *xw? Que también pertenece a B. En efecto: lew; luego 1(e*)*yw
estd incluido en B; lo cual significa que **Yw es un subcimulo de B;
ahora bien: **yw es la unién de Xw; *Xw; *(*¥)w; 3*xw; 4*Yw; etc.; to-
memos *(*Y)w, e.d. 2*xw: es la unidn de: w; *¥w; *x(*yw); 3(*Y)w; etc.;
tomemos a *X(*xw), e.d. 2(*y)w: es la unién de: *yw; X(*xw); 2x(*xw);
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3x(*xw); etc.; de los elementos de esta Ultima lista, el segundo --y,
por ende, cada uno de los que siguen-- abarca a *yw, pues éste es, evi
dentemente, un subctmulo del cémulo de miembros y subctmulos de é1 mis
mo (cualquier ente xeyx, salvo que x sea un ente marginable, segreba-
gle). Reanudemos ahora nuestra enumeracidn: ibamos por 3*yw, 4*yw etc.,
la unién de todos los cuales es **¥w. Similarmente a como se acaba de
hacer con relacién a *yw, pruébase luego que **)w, lo mismo que cada
uno de sus miembros y subctmulos, pertenece a 5. E igualmente se de-
muestra que pertenecen a A no sélo todos los miembros y subcimulos pro
pios de *¥**yy, de ****yy, etc., sino también cada una de estas grandes
uniones de ctimulos (x es un subctmulo propio de z si es un subcdmulo
de z pero x#z). B es la unién de todas esas grandes uniones. Cada pel-
dafo o estadio incluye a los anteriores y también los abarca.

Acerca de la cardinalidad de esos cimulos, he aqui mis conjetu-
ras. w tiene, claro estd, cardinalidad w, e.d. aleph-sub-cero; card(xw)
=aleph-sub-1; card(*Yw) = aleph-sub-w; card(2*yw) = aleph-sub-w?;
card(**yw) = aleph-sub-(aleph-sub-1); card(*(**yx(w) =
= aleph-sub(aleph-sub-1xaleph-sub-0);
card(2**yw) = aleph—sub((aieph—sub—l)w);
card(***yw) = aleph-sub-(aleph-sub-w);
card(****yw) 2z el primer punto fijo de la funcién aleph; o sea:
aleph—sub—(aleph—sub—(...aleph—sub—w))...) (infinitas veces). Segura-
mente 5 es otro punto fijo de esa funcién. Y cabe conjeturar que 3 in-
cluye a un c@mulo, cuya cardinalidad sea un punto fijo de la funcidn
aleph, de clGmulos cada uno de los cuales sea tal que su cardinalidad
es un punto fijo de la misma.

Sea de ello lo que fuere, siguese de lo precedente que A incluye
a todos sus miembros salvo a aquellos que son miembros de w (los nime-
ros naturales). Lo reciproco no es verdad: no todo subcdmulo de 3 es
un miembro de 4. Porque para que algo sea un miembro de B ha de perte-
necer a uno de esos grandes estadios (*xw, **¥w, etc.) asi como a los
que anteceden, mas no a los que siguen; en tanto que un subclmulo de A3
puede tener miembros en todos esos estadios. Sin embargo, obviamente
lcs subctmulos de 3 son miembros de XB. Y, por el axioma Al7, todos
ellos (incluyendo, por ende, el propio clmulo gigantesco 3) son entes
insegregables —-y, a fuer de tales, puesto que no son combinadores—-,
también universalmente agregativos, e.d. agregados-- y, por afadidura,
pertenecientes al ambito de aplicabilidad del axioma de eleccién. Fn
efecto: lo postulado por Al7 al respecto es la buena ordenabilidad de
B, e.d. que existe una relacién < entre miembros de B, la cual es una
buena ordenacién, e.d. una relacidn que satisface las condiciones de
conexidad (x<y o y<x o x=y para cualesquiera x,y €7), transitividad (x<y
y<z F x<z), irreflexividad (x£x) y existencia de un primer elemen-
to en cada subctmulo no vacio de B (e.d. cada subctmulo no vacio C es
tal que hay un miembro x de C tal que cada u miembro de C pero #x es
tal que x<u); con la puntualizacién adicional de que esa relacién, al
restringirse a los nlmeros naturales, es la interseccién de la diver-—
sidad con el ancestral de la predecesién. Esa postulacién es mds fuer—
te incluso que otras versiones del axioma de eleccidn, p.ej. la de se-
leccionabilidad de cualquier subctimulo no vacio del ctmulo selecciona-
ble en cuestién. (Un clmulo es seleccionable ssi, siendo un cOmulo de
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cimulos no vacios, pero disjuntos entre si, existe una funcién ¢ tal
que para cada uno de esos clmulos, x, ¢xex.) Precisemos, sin embargo,
que, postulados en su plena generalidad o sin restricciones, son equi-
valentes el principio de buena ordenabilidad --cualquier cdmulo esté
bien ordenado por alguna relacién de orden-—, el de seleccionabilidad,
y cientos de otras versiones que han sido ampliamente estudiadas --al-
gunas de ellas curiosas y hasta divertidas. Pero, segin lo ha mostrado
Rosser, cuando se postulan tales principios con restricciones --o sea
tan s6lo para cierto ambito de clmulos--, no son equivalentes. El de
buena ordenabilidad es el mids fuerte: para que sea bien-ordenable un
cimulo de determinada cardinalidad ha de ser seleccionable un ctmulo
que lo incluya de cardinalidad mucho mayor. Aun asi, nuestra postula-
cién de Al7 nos exime de aseverar el irrestricto axioma de eleccién
——en cualquiera de sus versiones (una de ellas seria que Al estéd bien
ordenado)-—, ya que éste es dificilmente admisible por su incompatibi-
lidad con otros principios plausibles en teoria superior de conjuntos.

Otras consecuencias de Al7 son éstas. Ante todo, A es un ambito
de aplicacién del teorema de Cantor, o sea: cada climulo de miembros de
B es menor que su respectivo potencial --y de ahi que, por lo tanto,
cada uno de ellos, x, sea menor que su siguiente en la serie, Xx, pues
éste incluye al potencial de x, Tx. Aplicase eso incluso a B, que es
menor (més pequefio) que ¥3. (Qué pasa con X3?7 Quizd sea un ente margi-
nable y, por ello, caiga fuera del ambito de aplicacidén del teorema de
Cantor. Quizé no.

La postulacién, en nuestro sistema CD, de Al7 constituye una con-
cesibén a los adalides de la corriente actual entre quienes profesan la
teoria de conjuntos desde una vocacién més matemdtica que filoséfica
(n.36). Para los efectos de una matemdtica menos bombadstica bastara
con postular, en lugar de £3, algo infinitamente mds modesto, p.ej.
£(*xw), lo cual todavia permitiria aplicar tanto el teorema de Cantor
cuanto el axioma de eleccién a un enorme cumulo, a saber: la unién de
w, con Xw, con X(xw) etc., o sea de clmulos que son --en virtud del
teorema de Cantor que les seguiria siendo aplicable-- respectivamente
de cardinalidades aleph-0, aleph-1, aleph-2, etc., hasta aleph-w. Ade-
més, al hacerlo asi hubiéramos podido —-a estos efectos-- ahorrarnos
el conyunto izquierdo de Al7. Lo cual, por otra parte, a lo mejor, se-
ria preferible dado que ese conyunto izquierdo de Al7 no es tan seguro
como otros postulados del sistema; y, sin él, no se ha encontrado to—
davia la manera de introducir en CD un céimulo como 3. Claro que no fal
tan motivos de otro género para postular la verdad del conyunto iz-
quierdo de Al7, segin se dijo mis arriba.

Concluyendo ya, vamos a exponer algunas otras definiciones:

"x<y" abr. ‘'x#y..wx.wy.enc(s¢)xy+.F(wy)..(Owy)x+.(ZOATyx) . Fwx)"

En la definicién de nlmero va a jugar un importante papel la
unién de un ctmulo dado con su respectivo potencial (e.d. el x de tal
cimulo), ya que por un lado, tal unién viene garantizada como (ordi-
nalmente) mayor que el clmulo dado, segln la precedente definicién, al
paso que, por otro lado, permite alcanzar la doble meta de ordenar a
los nlmeros tanto por pertenencia cuanto por inclusién --obteniendo
con ello un orden con las ventajas de la ordenacién de los ordinales
en la teoria de conjuntos de von Neumann-- asi como, ademis, asegurar
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que el siguiente de un nimero sea mayor que él no sbélo ordinal sino
también cardinalmente (e.d. no sélo en el sentido de posterior segin
el orden <, sino también en el sentido de mis grande que, de mis tama-
no que). Por ello voy a introducir estas definiciones més:

'S' abr. 'Auv(iv xu)'; 'awm' abr. "Ax(wx+B(AS(1:))(Sw)x)' num es un
subctimulo de 3 que sélo abarca a: los miembros de w; el propio w; Xw,
20y ey TR, XORRWY, 2XCRNWY, ey 20500, 3(R0W, o0 YW, TR,

etc. (0 sea, a los "estadios" o pisos del edificio.)

Esta claro que num es un subctmulo de B y que cada miembro de num
que no sea un numero natural (€ w) serd un clmulo que abarque e inclu-
ya a los nlmeros que lo preceden. No obstante, un nimero abarca tam-
bién a muchas otras cosas que no son nlmeros yw, el menor de los nime-
ros mayores que w, abarca, p.ej., a todos los subclmulos de w --asico-
mo a los miembros de w; mas, de esos subcimulos, sélo uno (el propio
w) es un nimero.

iCuéntos nlmeros hay iguales o menores que un nimero cualquiera
dado? En particular, écudl es la cardinalidad de nuwm? (iCudntos miem-
bros tiene num?) Podemos conjeturar que num es un cumulo enumerable,
e.d. que su cardinalidad es w; y eso se probaria facilmente una vez
demostrado el siguiente lema: no hay miembro alguno de nwm que no sea
denotable por algin signo de CD. Si ese lema es --segin parece verosi-
mil-- demostrable es un tema del cual me ocuparé en otro momento.

He aqui ahora otras definiciones:

"{,,,x}" abr. '"Az(z<x)'; 'Zunc' abr. 'AxUy,u,v(xyv.xyuGiuv)'

'x=Xy' abr. 'Bu(Zuncu.m(u"y)x)'; ‘'cor' abr. 'Ax(funcx.func(Tx))'
'x2y' abr. 'Eu(cosu..m(u"y)x..m((Tu)"x)y)"'
‘cand' = "Nzx(numx..{,,,x}=z)"'; cand:z serd el cardinal de z.

Mostrar en detalle cbémo, dado el axioma Al7, bastan esas defini-
ciones para desarrollar una teoria general de cardinales, e igualmente
cémo es posible gracias a Al7 desarrollar la aritmética y el andlisis
o teoria de los nimeros reales son tareas que dejo para otro lugar. Fl
lector puede entretenerse de momento con esas demostraciones. En par-
ticular he aqui una lista interesante de problemas propuestos:

- Encontrar versiones demostrables en CD (con Al7) del teorema de
Schroder-Benstein (a saber: Ux,z(x<z.(2z=%x)C.z2x)) restringidas a 3.
(n:37)%

- Encontrar diversas variantes de los teoremas usualmente considerados
como equivalentes al axioma de eleccién (lema de Zorn, postulado de la
buena ordenacién, etc.) que sean demostrables en CD restringidos a 8y
con ulteriores restricciones de algunos cuantificadores a entes inse-
gregables.

- Averiguar si puede probarse que en CD es indemostrable la existencia
de cardinales inaccesibles (n.38).

84 Unas pocas puntualizaciones adicionales

(1) Siguiendo a Fitch (op. cit. en (n.32), pp.6lss) cabe definir
la multiplicacién entre nimeros naturales asi: 'uxv' abrevia a 'Aru'.
Demuéstranse para la multiplicacién leyes como las de asociatividad
(para cualesquiera miembros de 3, x,u,v: A(Axu)v = Ax(Auv)) asi como
existencia de elemento neutro (1 lo es: Alx=Axl=x); con aplicacidn res
tringida al dominio  de los nlmeros naturales, esa multiplicacién es
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también conmutativa. Fith, loc. cit., justifica el denominar multipli-
cacién al combinador en cuestién (escrito en su notacién de otro modo)
con estas palabras: ese combinador 'is a kind of multiplication. In
fact, in the theory of groups, if the elements of a group are regarded
as being transformations, then the fundamental group operation of mul-
tiplication is exactly this kind of multiplication'. Asi, el producto
de dos rotaciones ¢,Y, serd AdY, o sea una rotacién doble tal que, pa-
ra un argumento normal (insegregable) x, Adyx=4(Yx): el resultado de
efectuar primero la rotacién y luego la ¢. Por eso A es lo que también
suele denominarse composicién de operaciones y escribirse '°'. Defi-
niéndose, luego, la exponenciacién xZ como zx,. obteniéndose asimismo
para los miembros de w todas las leyes de la exponenciacién aritméti-
ca. (Para mis detalles vide cap. 4 del libro de Fitch, pp. 78ss. Note-
se, empero, que su sistema tiene muchos rasgos diversos de CD y que
sus demostraciones no pueden de ninglin modo '"calcarse", ni siquiera
recomponerse o arreglarse facilmente, para aplicarlas a CD.)

(2) Una caracteristica que poseen tanto CD como varios de los sis
temas de Fitch es que no son sistemas recursivamente axiomatizables.
Un sistema es recursivamente axiomatizable si hay un procedimiento de
decisi6n mecéanico para saber, dada una férmula, si es o no un axioma
del sistema. Los sistemas recursivamente axiomatizables tienen sendos
conjuntos de teoremas recursivamente enumerables. Un conjunto es recur
sivamente enumerable si hay un procedimiento de decisién mecédnico pa-
ra, dado un miembro del conjunto, determinar, en un nimero finito de
pasos, que efectivamente pertenece al conjunto; si un conjunto x es
recursivamente enumerable y si también lo es su complemento relativo
(en este caso, el conjunto de las férmulas no pertenecientes a x), en-
tonces x es recursivo. Hay una importante demostracién debida a Craig
a cuyo tenor, si un sistema es axiomatizable con un conjunto de axio-
mas que sea recursivamente enumerable, entonces es recursivamente axio
matizable (e.d. es axiomatizable con un conjunto de axiomas no sélo
recursivamente enumerable sino incluso recursivo). Como CD y los sis-
temas de Fitch no son recursivamente axiomatizables, ni por ende --a
tenor del teorema de Craig-- axiomatizables de manera recursivamente
enumerable, sus respectivos conjuntos de axiomas no son ni siquiera
como los conjuntos de teoremas de las teorias esténdar. (Con otras pa-
labras, ninguna teoria estdndar puede probar como teoremas s6lo todos
los axiomas de CD.) La relacién de demostrabilidad en CD es mucho més
amplia y laxa, menos rigida, que en los sistemas esténdar. En éstos
una prueba o demostracién es una secuencia de enunciados decidible,
0o sea tal que hay coémo programar (en principio) una computadora para
que reconozca y acredite fehacientemente, tras un numero finito de pa-
sos, que efectivamente se trata de una prueba. Que eso no es una exi-
gencia arbitraria muéstralo cudn hondas raices tiene ne nuestra concep
cién de la razén: no aceptamos cualquier secuencia de prolaciones como
un argumento, sino que debe tratarse de una secuencia "imparcialmente'
reconocible como eso, como un argumento o razonamiento. Pero la recur-
sividad es una exigencia excesiva; a lo sumo un desideratum que sélo
vale como ideal para casos limite, pero del cual es licito despegarse
o alejarse si es para granjearse ventajas mayores. Y las ventajas no
son pequenas, en este caso: evitar la incompletabilidad que --segin
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demostré Godel-- afecta a todo sistema recursivamente axiomatizable
que contenga la aritmética --bajo una u otra versién--; alcanzar la
mayor aproximacién posible a un irrestricto PA sin renunciar ni al ter
cio excluso ni a la existencia de negacién fuerte (aproximacién que en
CD se consigue gracias, ademis de los otros axiomas, al postulado dis-
yuntivo (P2) a cuyo tenor sélo deja de ser un teorema Arpr=p cuando es
un teorema Arpr#p, e.d. cuando existen motivos especificos demostra-—
blemente lo bastante fuertes como para excluir una de esas ecuaciones.
Ahondar méds en este y otros puntos es tarea que abordaré en otro tra-
bajo.

Instituto de Filosofia del CSIC

NOTAS

* Publicamos aqui la Segunda Parte del presente articulo. La Primera
Parte del mismo salié publicada en Contextos N© 11. Reproducimos aqui,
de todos modos, la bibliografia del articulo. Cabe recordar las si-
guientes abreviaciones empleadas a lo largo de este articulo: 'R' por

'Russell'; 'F' por 'Frege'; 'Q' por 'Quine'; 'c.' por 'conjunto’

('cc' por 'conjuntos'); 'PA' por 'principio de abstraccién'; 'tec' por

'teorfa(s) de conjuntos'; 'PE' por 'principio de extensionalidad';
t

'PC' por principio de comprensién'. Las referencias bibliogréaficas tie
nen la forma '(Ql)' etc.

(n.23) Una demostracién mis simple brindala P. Geach, en un traba jo
contenido en la misma antologia en que figura (Q4), a continuacién de
éste (pp. 502ss). Geach exagera, no obstante, el resultado —-en su pre
sentacién informal del mismo. Lo que prueba no es una contradiccién;
no es que sea inconsistente el sistema de F remendado; sino sblo que
en ese sistema se demuestra que sélo existe un objeto. Es curioso que
en algunas tcc con PA irrestricto basadas en ciertas légicas paracon-
sistentes demuéstrase exactamente eso mismo, que con razdén viene tacha
do de un grave inconveniente de tales tcc.

(n.24) Suplico indulgencia para con las (fAcilmente explicables o has-
ta excusables) fluctuaciones terminolégicas en este asunto. En otros
muchos lugares he llamado 'principio de separacién' a lo que llamo
aqui 'principio de abstraccién'. La primera de esas denominaciones pro
cede de Zermelo, cuyo Absonderungsaxiom, sin embargo, era una versidn
restringidisima de lo que aqui I1lamo 'P.Ag'('principio de segregacidén')
En Zermelo esa denominacién de principio de desgajamiento o separacidn
viene de que el esquema que é1 propone es éste: UuEyUx(yx=.ux.p): dado
un c. u existe otro c. que abarca sblo a todos los miembros de u tales
que p.

(n.25) En mi libro Fundamentos de ontologia dialéctica (cit. supra (n.
18)) discuti la articulabilidad de una teoria asi tildandola de 'teo-
ria libre de descripciones', si bien no es lo que més coménmente reci-
be esa denominacidn, pues esto dltimo se parece antes bien a una de
las teorias que yo mismo he propuesto tanto en el lugar citado como
en Kl ente y su ser (también citado en la (n.18)).
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(n.26) Aunque el debate terminolégico no es tan baladi como pudiera
pensarse. En efecto: puede que haya buenas razones para abogar por una
teoria de descripciones flexible, como la aqui aludida. Sélo que habra
que trabajar duramente antes de haber resuelto las pavorosas dificul-
tades que acarrea; sin embargo es dudoso que, sin resolverlas, llegue-
mos a tener una teoria de descripciones parecida a la del lenguaje na-
tural, pues en el habla corriente mencidénase "al ente que p" cuando
hay analogia suficiente (variando segiin los contextos cudnta suficien-
cia sea menester) entre cémo sea el ente asi llamado y cémo seria un
ente, si lo hubiera, que plenamente mereciera esa denominacién.

(n.27) Con la excepcidén, no obstante, de algunas '"teorias de propieda-
des" neomeinongianas disefadas para un tratamiento de los entes lite-
rarios. Otra excepcién parcial son mis propias tcc donde los entes
transcendentes o perantiomiticos (la Existencia misma y sus Atributos,
los entes que en todos los aspectos tengan un grado de realidad infi-
nito) vienen abarcados por muchos cc sin cumplir, o sin cumplir en
ninguna medida aproximadamente igual, la condicién de pertenencia co-
rrespondiente. Ademds en mis tcc precedentemente elaboradas cada ente
realmente real (existente en todos los aspectos, pues sélo ellos entra
ban en tales teorias en el campo de variacién de las variables) perte-
nece a todo c., aunque sea sélo infinitesimalmente. Pero con convenien
tes ajustes, como los que de hecho se dan en esas teorias, ese desbor-
damiento de los cc no acarrea inconvenientes, al paso que filosbéfica-
mente ofrece la ventaja de venir motivado por el principio de gradua-
lidad --la tesis de que todas las diferencias son de grado--, que mu-
chas consideraciones contribuyen a hacer plausible. No discutiré aqui
todo eso, que vendréd aclarado en (el cap. 1° de) mi préximo libro: On-
tofantica: hallazgos filos6ficos.

(n.28) Von Neumann las llamé 'clases propias' y, en escritos posterio-
res, Q las ha denominado 'clases Gltimas'. La idea, al parecer, se re-
monta a Konig (1905) y Cantor (1899) (v1de (Q3), p.302). Los dos sis-
temas en los que mas fecunda se ha revelado esa idea de admitir no
elementos, entes inclasificables son el propic sistema ML de Q y el de
NBG (von Neumann-Bernays-Godel). Simplificando bastante, cabe decir
que éste Ultimo es al de ZF como ML es al sistema precedente de Q —-
del cual se hablard mis abajo--, NF. S6lo que NBG es muchisimo mis apo
cado y parco en su agrandamlento del universo de ZF. NBG sélo acepta
el PC, la existencia de %p, cuando los cuantificadores en "p" vengan
restringidos a elementos. (Vide (Q3), pp. 310ss.)

(n.29) La condicién (2) fue afadida por Hao Wang, pues faltaba en la
primera edicién de (Q2), razén por la cual el sistema de esa primera
edicién era inconsistente (y, en loglca clésica, inconsistente signi-
fica también delicuescente). Otros problemas sobre las tcc de Q ML y
NF vendrédn abordados en otro articulo, en preparacién ya.

(n.30) Sobre ese tratamiento de las relaciones vide Fundamentos de on-
tologia dialéctica (op. cit. en la (n.l18) supra), cap. II.10, pp.72ss.
Vide también mi articulo "Notes on Bergmann's New Ontology and Account
of Relations", Philosophy Research Archives 12 (1986), pp. 221-49.
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(n.31) Desde la perspectiva de ML cabe reconocer que la base "intuiti-
va" de la teoria de tipos es, precisamente, que sélo hay garantia de
que un ente, en general, sea clasificable cuando pueda venir especifi-
cado sin infringir la estratificacién; no porque carezca de sentido
toda infraccién de la estratificacién; ni siquiera porque toda infrac-
cibén haya forzosamente de ser falsa; sino por esto solo, a saber: que
un c. especificable de manera estratificada es un ente la pertenencia
al cual no conlleva anomalias susceptibles de enredarlo en lios o di-
ficultades si é1 mismo viniera luego a pertenecer a otros cc. (o a si
mismo, que suele ser lo mis escabroso). Reconbécese que lo '"normal" es
un escalonamiento de abarques: el abarque por un c. de cc. de '"nivel"
inmediatamente inferior y asi sucesivamente. (Aunque luego, indirecta-
mente, pruébase que esa normalidad no se da de manera general.) Ade-
mds, los niveles no son rasgos consustanciales e inamovibles, sino pa-
peles que se desempenan.

(n.32) Vide Frederic B. Fitch, Elements of Combinatory Logic, New Ha-
ven: Yale U.P., 1974.

(n.33) E1 sistema aqui propuesto, CD, es el resultado de reforzar (en
algunos puntos considerablemente) el sistema Ac, que he presentado en
el trabajo "Algunos resultados recientes en la articulacidén de légicas
temporales", por publicarse en las Actas del IV Congreso de Lenguajes
Naturales y Lenguajes Formales (celebrado en Lérida, sept. de 1988),
ed. por C. Martin Vide, Universidad de Barcelona, 1989. Entre otras
cosas, el presente sistema asegura (cosa que resulta dudoso que hicie-
ra Ac) que Xxp sea el mayor de los climulos de entes que p, e.d. una
una determinacién que abarca a cuanto venga abarcado por otra, z, tal
que todo miembro de z sea tal que p.

(n.34) En la préctica, vale para casi todos los casos una regla de ex-
tensionalidad mas fuerte, a saber xzlyz F x=y. (Para probar esa regla
Usase la regla, derivada en CD, de universalizacidén existencial: p

Uzp.) Porque en casi todos los casos se prueba fédcilmente o bien x0IyO
o bien F(x0Iy0). Y sélo en algin caso muy excepcional es verdad
UzB(xzlyz) y, sin embargo, x#y --por la interferencia de O, que en
esos casos es tal que F(x0Iy0). ¢Cémo cabe eso si 'O' no denota nada?
(Cémo puede esa '"nada" venir abarcada por un clmulo, por una determi-
naci6én? Porque una determinacién es algo que, dandosele un argumento,
haga (o no) corresponderle un valor, pero también algo que, yendo a
tomar argumento y no recibiéndolo (en absoluto), puede asi y todo dar
—-espontaneamente-— un valor. Tal es el caso, p.ej., de F (e.d. ABF),
la determinacién de ser absolutamente falso o inexistente (totalmente
falso en todos los aspectos), la cual es tal que para ningin ente X
existe Fx, pero en cambio si existe FO, que es lo absolutamente real,
e.d. la Realidad (=Verdad, la Existencia), lo denotado por 'l'. Alter-
nativamente, podria reforzarse el sistema con un PE méds fuerte
(Ux,yEz(xz=yzD.x=y)), pagando el precio de introducir una serie de me-
didas compensatorias, entre ellas que se restrinjan ulteriormente los
PP.A (en CD hay, no un dnico esquema generalmente vdlido que sea "el'
PA, sino una serie de esquemas asi con unas u otras restricciones) con
esta prétasis: 0#qC.Agpg=p (cuando la apédosis esté ahora siendo un PA
dentro de la presente versién de CD). Paréceme, de momento, ventajoso
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atenerme a la actual versién del sistema. (Y el que sea ventajoso es
un indicio que nos permite conjeturar que la realidad es asi.)

(35) Ni CD ni sus inmediatos antepasados --los sistemas de la familia
A, que he venido construyendo desde la segunda mitad de la década de
los 70-- son los (nicos sistemas de tcc contradictorial. Otros asi
son: (1) los sistemas de tcc construidos con légicas relevantes como
la de Routley (Sylvan, que ofrece caracteristicas muy interesantes,
pues careciendo de la ley de contraccidén (p>(p+q)+.p>q) parece escapar
incluso a la paradoja de Curry-Moh Shaw-Kwei aun con un PA irrestricto
(aunque eso no esseguro); (2) los sistemas de tcc construidos sobre la
base de los calculos sentenciales C de da Costa, sistemas ampliamente
investigados por A.I. Arruda, hasta su muerte, y que desgraciadamente
suelen saldarse con resultados indeseables, pues incluso con el més
débil de tales célculos, Cy, asoman consecuencias sumamente indesea-
bles (con un PA irrestricto, como la existencia de un tGnico c. (Vide
supra, Ap. 1 de la Secc. II de este articulo); (3) un esbozo de siste-
ma elaborado por N. Rescher y R. Brandom (en The Logic of Inconsisten-—
cy, Oxford: Blackwell, 1980, pp.36ss., cuya idea central estriba en
partir el PA en dos mitades: una que estipula la condicién suficiente
de pertenencia a un c.; la otra que enuncia la condicién necesaria;
ese sistema no es copulativo, asi que del par de premisas p,q no se
desprende la conclusién p-y-q. Conque de que el c. R sea tal que, para
todo x, N(xx)CRx y también tal que RxCN(xx) no se sigue Ux(RxZN(xx)).
Incluso si se demuestra (lo cual no estd claro) que, por un lado, RR,
por otro lado N(RR), no se sigue (RR.N(RR) ('.' es la conyuncién). Al-
gunos criticos atribuyen a Rescher una divisién del clmulo de entes
que p en dos: uno el de todo lo que p; y el otro, el de sblo lo que p.
Esa no parece ser la idea de Rescher, pero si se entroncaria con nues-
tra precedente discusién, mds arriba, sobre las condiciones necesarias
y suficientes de abarque de una cosa por el c. o cimulo de entes que
p, con las cuatro opciones de aceptar catervas o aceptar corrillos, o
ambas cosas, o ninguna. De ser fundada esa aludida lectura, la propues
ta de Rescher y Brandom estribaria en reemplazar el c. finico R por una
caterva y un corrillo, cada uno de ellos provisto de medio PA. En su
libro Many-Valued Logic (vide (R1) en la bibliografia), pp.208-9, ya
exponia Rescher interesantisimas consideraciones sobre el tratamiento
de la paradoja de R en légicas multivalentes.

(n.36) Al decir que mi postulacién de Al7 es una concesién a los segui
dores de la corriente que hoy prevalece no deseo insinuar que esa pos-
tulacién sea un simulacro o una finta. No, no: hay un grado indesdefia-
ble de sinceridad en la misma. S6lo que, precisamente, la conviccidn
se da por grados. Y mi convencimiento de que es verdadero el axioma
Al7 es muchisimo menor que el que tengo acerca de la verdad de los
otros axiomas y postulados. Lo que digo sobre cudn dificil resulta na-
dar contra la corriente ha de entenderse, no como que, meramente, cues
te trabajo promover puntos de vista que no gocen del favor de los cir-
culos que marcan la pauta en el momento en que se esté, sino algo més
hondo: sélo haciéndose uno '"violencia" logra no dejarse influir por
esa corriente. Y allende cierto punto, acaso no valga la pena hacerse
tal violencia. Aunque (ino lo olvidemos!) hay grados, en eso como en
casi todo.
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(n.37) Vide supra (n.20). Otra versidén interesante del teorema de
Schroder-Bernstein es el que —-dentro del sistema NF de Q-- prueba J.
B. Rosser en Logic for Mathematicians (New York: Chelsea, 22 ed.,
1978), p. 353, a saber (mds o menos): x=z.(muz).(u=y).(mxy)C.x=u. Lo
cual significa que, si un clOmulo es del mismo tamafio que un subcimulo
de otro que es, a su vez, del mismo tamafio que un subcUmulo del prime-
ro, ambos cimulos son de igual tamafio. En CD no parece poder probarse
ese teorema mAs que en versiones restringidas, p.ej. en versiones que
se cifian a subctmulos o miembros de B. Lo cual es suficiente, desde
luego, permitiendo probar aquel corolario de dicho teorema que se re-—
fiere a los nlmeros cardinales en general (vide Rosser, op. cit. p.
376): Ux,y(numx.numyC.x#yC.x<y+.y<x). Lo cual es un principio de cone-
xidad u orden total entre los nimeros. (Sobre el teorema de Schroder-
Bernstein, cf. de F.R. Drake, Set Theory: An Introduction to Large
Cardinals, North-Holland, 1974, pp. 46ss. Otros resultados interesan-—
tes que pueden obtenerse con respecto a nuestro cumulo o coleccidn num
(incluso sin tener en cuenta la aplicabilidad del axioma de eleccidn a
todos los miembros y subctmulos de 3 y, por lo tanto, a los de num) es
que para cualesquiera nlmeros transfinitos (zw), x,z, x>z ssi x%z. En
ese sentido, todos nuestros nimeros son ordinales iniciales en la acep
cién de von Neumann (vide Drake op. cit., p.47), de suerte que cada
nimero es igual al climulo de los que son de tamafio menor que él. Sin
embargo, una cosa es el tamano o cardinalidad de un nimero, otra el
tamafio del camulo de nimeros pertenecientes a ese nimero.xw es un cl-
mulo de cardinalidad inenumerable (pues es =Tw), al menos segln el teo
rema de Cantor (aplicable a num en virtud del axioma Al7); mas el cli-
mulo de nlmeros pertenecientes a ¥w (o sea la interseccién Nnwm(xw) )
es un ctmulo que abarca sélo a wdl nimeros, e.d. a w nimeros. (Cudl es
el menor nlmero que abarque a 2W numeros?

(n.38) Definese un cardinal x como inaccesible si cumple estas tres
condiciones: (1) w<x; (2) para rualquier cardinal z<x, Xz<x; (3) para
cualquier clmulo z de cardinales menores todos que x tal que el cardi-
nal de z sea menor que x (o sea z abarca a menos de x cardinales)
l:z#x y F(x<l:z). (Vide p.ej. J.R. Schoenfield, Mathematical Logic,
Reading (Mass.): Addison-Wesley, 1967, p.304; F.R. Drake, op. cit. su-
pra (n.37, sub fine), p.67. Una atil definicién héllase en el trabajo
de Kurt Godel "iQué es el problema del continuo de Cantor?", (G2), p.
354.) Resulta précticamente seguro que Xnwm no abarca a ningln cardi-
nal inaccesible (aunque también es probabilisimo que el universo de
CD, o sea Al, si sea, é1 mismo, un ctmulo "inaccesible'" en una acep-
cibén que consiste en una facil y sencilla generalizacién de la nocidn
de inaccesibilidad de cardinales recién introducida). Cudn interesante
sea toda la teoria de los grandes cardinales (habria que afadir los
hiperinaccesibles, hiperhiperinaccesibles etc.: vide Kenneth Kunen,
"Combinatories", ap. Handbook of Mathematical logic, ed. por J. Bar-
wise, North-Holland, 1977, pp.396ss) es, desde luego, un tanto dudoso.
Todo eso tiene aire de cuento de hadas, o, acaso mas bien, de algo co-
mo la jerarquia de las escalas angélicas de Dionisio Areopagita —-aun-
que no sé si las haya inaccesibles—-, con una diferencia, sin embargo:
la coherencia de los cuentos de hadas parece mas asegurada y, hasta
donde lo coherente sea metafisicamente posible --que no siempre lo es
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desde luego-- podemos conjeturar que esos cuentos, siendo relatos de
hechos posibles, describen lo que efectivamente sucede en algunos as-
pectos de lo real o "mundos-posibles", aunque sean aspectos recénditos
y menos reales que los del mundo de la experiencia cotidiana. Mas hay
tres razones para guardar un marcado escepticismo hacia la teoria de
los cardinales transfinitos, especialmente de los llamados large y los
huge o enormes, a saber: (1) resulta dificilisimo probar la coherencia
de los postulados que permiten demostrar la existencia de cardinales
transfinitos como los aludidos; (2) es muy oscura la relacién entre
"estudio" y otros dominios de la matemdtica un poco més sobrios; (3)
por anadidura, efectliase ese "estudio" en tcc que entronizan irrestric
tamente el teorema de Cantor y el axioma de eleccidén, ambos dudosisi-
mos en cualquier versi6n de los mismos que sea irrestrictamente uni-
versal. Mas, como le es a uno tan costoso ir totalmente contra la co-
rriente, he postulado el axioma Al7 para dar en mi sistema cabida a
una parte nada menospreciable de esas lucubraciones sobre los transfi-
nitos. Sin embargo, mi conviccién de la verdad de Al7 es muchisimo me-
nor que la que tengo en la verdad de los otros axiomas del sistema.
(Cf. supra, (n.21).) (Nétese, por Gltimo, que en las definiciones de
esta nota 'mayor' ('menor') se toma indistintamente, y a la vez, en
el sentido ordinal de posterior (anterior) y en el cardinal de més
grande (mids pequefio), ya que varias teorias de cardinales --no todas,
sin embargo: no lo hacen las de F, R y la de Rosser construida sobre
la base de NF de Q-- consiguen, mediante definiciones, que ambas rela-
ciones coincidan en el campo de los cardinales. La teoria aqui propues
ta hace lo propio para cardinales transfinitos.)
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