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Resumen ()

[Objetivo] El estudio tuvo como objetivo examinar bajo la mirada de la teoria APOE (accidn, proceso,
objeto y esquema), la produccion de estudiantes de educacién secundaria al aboradar 11 items
relacionados con la funcidn exponencial. [Metodologia] El enfoque fue de corte cualitativo, a través del
andlisis de contenido. La muestra fue de 15 estudiantes (entre 15 a 18 afios), nominados de manera no
probabilistica con interés de obtener la mayor cantidad de informacion. Para el disefio del instrumento
intencionado desde la teoria, se construyé una descomposicién genética hipotética del concepto de
funcion exponencial como objeto cognitivo de acuerdo con las estructuras (accién, proceso, objeto y
esquema) y mecanismos mentales (interiorizacién, coordinacién, encapsulacion, desencapsulacion,
reversion), para interpretar la construccién mental que realizan los estudiantes sobre la funcién en
estudio, con base en su desarrollo histérico epistemoldgico, la presentacién en textos escolares y la
experiencia del investigador. [Resultados] En el nivel de resultados se evidencié que 13 estudiantes
muestran una concepcion accién de la funcién estudiada y 2 estudiantes que llegaron a construir el
concepto como proceso. [Conclusiones] Se concluye que los estudiantes construyen el concepto de
funcion exponencial como accidn, es decir, todo lo relacionado con procesos repetitivos y mecénicos con
potencias, calculo de imégenes, representacion gréfica, solucion de ecuaciones exponenciales, incluso
algunos estudiantes dan respuesta a los items sin realizar explicitamente todos los pasos requeridos en
la resolucién. Dichos resultados evidencian ausencia de un proceso mental de la funcion exponencial y
por consecuencia la encapsulacién de él en el objeto funcién exponencial.

Palabras clave: teoria APOE; funcién exponencial; contexto escolar.
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Abstract

[Objective] The objective of this study was to examine, in the light of the APOS theory (action, process,
object, and schema), the results produced by secondary school students when addressing 11 items related
to the exponential function. [Methodology] The approach was qualitative, using content analysis. The
sample consisted of 15 students between 15 and 18 years old, chosen in a non-probabilistic way to obtain
the greatestamount of information. Based upon the theory, an instrument was designed which consisted of
a hypothetical genetic decomposition of the concept of exponential function as a cognitive object, according
to structures (action, process, object and schema) and mental mechanisms (interiorization, coordination,
encapsulation, decapsulation, and investment), to interpret the mental construct that students create
about the function being studied, based on its historical epistemological development, its presentation in
school textbooks and the experience of the researcher. [Results] At the level of results, it was found that 13
students showed an action conception of the function being studied and 2 students built the concept at the
process level. [Conclusion] Students most often built the concept of an exponential function at the action
level, that is, everything related to repetitive and mechanical processes with powers, image calculation,
graphic representation, solution of exponential equations; some students even responded to the items
without explicitly performing all the steps required for their resolution. These results demonstrated the
absence of a mental process related to the exponential function and its consequent encapsulation into an
exponential function object.

Keywords: APOS theory; exponential function; school context.
Resumo

[Objetivo] O objetivo do estudo foi examinar, sob a perspectiva da teoria APOE (acdo, processo, objeto e
esquema),aproducdodealunosdoensino médioaolidaremcom 11itensrelacionadosafuncéo exponencial.
[Metodologia] A abordagem foi qualitativa, por meio de analise de contetido. A amostra consistiu em 15
alunos (comidades entre 15 e 18 anos), nomeados em uma base ndo probabilistica com o objetivo de obter
o méaximo de informacdes possivel. Para a elaboracdo do instrumento baseado na teoria, foi construida uma
decomposi¢ao genética hipotética do conceito de fungdo exponencial como objeto cognitivo, de acordo com
as estruturas (acdo, processo, objeto e esquema) e 0s mecanismos mentais (internalizagdo, coordenacao,
encapsulamento, desencapsulamento, reversao), a fim de interpretar a construcao mental feita pelos alunos
sobre a funcdo em estudo, com base no seu desenvolvimento epistemoldgico histérico, na apresentacéo em
textos escolares e na experiéncia do pesquisador. [Resultados] Em nivel de resultados, ficou evidente que
13 alunos apresentam uma concepgao de acdo da fungdo estudada e 2 alunos que conseguiram construir
0 conceito como um processo. [Conclusdes] Conclui-se que os alunos constroemo conceito de funcdo
exponencial como uma a¢do, ou seja, tudo o que esta relacionado a processos repetitivos e mecanicos com
poténcias, célculo de imagens, representacao grafica, solucdo de equacbes exponenciais, inclusive alguns
alunos dao respostas aos itens sem realizar explicitamente todos os passos exigidos na resolucdo. Esses
resultados mostram a auséncia de um processo mental da funcdo exponencial e, consequentemente, o
encapsulamento dele no objeto da fungdo exponencial.

Palavras-chave: teoria APOE; fungdo exponencial; contexto escolar.
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Introduccion

El objeto funcién exponencial (FE)
resulta complejo cuando se centra la mirada
en como lo aprenden los estudiantes (Sure-
da y Otero, 2013; Garcia y Martinez, 2018),
esto se debe a diversos factores implicitos
en el objeto funcion como son las variables,
la relacion entre variables, nocién y signi-
ficado de parametro, dominio y recorrido.
Sumamos a lo anterior las propiedades de
las potencias para el caso de la FE.

Las raices de tales dificultades tienen
que ver con tres factores, la evolucion del
concepto funcion y FE, la cual fue extre-
madamente compleja en la descripcion de
variables, pardmetros e incluso en la fusion
entre grafica y condicion (Boyer, 1986);
como se ensefia el concepto matematico
(Sureda y Otero, 2019; Figueroa, 2012) y
como es presentado en los libros de textos
(Cuero, 2021).

Todos esos factores complejizan la
enseflanza y el aprendizaje del objeto FE en
los estudiantes de educacion secundaria. En
relacion con lo anterior, Manghiert e Ingar
(2019), realizan un estado del arte de inves-
tigaciones cuyo foco es la FE en educacion
secundaria, afirmando que existe gran inte-
rés por investigar este objeto matematico
debido a multiples factores que influyen en
el proceso de ensefanza y aprendizaje y que
centran su ensefianza principalmente en la
introduccion del concepto mediante mode-
lamiento matematico, direccionando a que
los estudiantes no infieran las propiedades
de la FE y su crecimiento o decrecimiento.

Por otro lado, Campo-Meneses y Gar-
cia-Garcia (2020) plantean que entender lo
que sucede en la relacion estudiante y FE,
resulta importante para caracterizar el tipo
de conexion que realizan los estudiantes
cuando resuelven tareas en el ambito de
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educacion secundaria, como también en
contexto universitario.

En contexto de ensefianza superior
Rodriguez, Ledezma, Vergara y Gregori
(2021) realizan una indagacién a estudian-
tes que ya han tenido un acercamiento al
concepto, focalizado en qué procedimientos
matematicos, estrategias y argumentos con-
tribuyen a la construccion del concepto de
FE. De estos trabajos, se desprende la nece-
sidad de conocer los significados de las pro-
ducciones de los estudiantes de educacion
media (14 a 18 afios) cuando aprenden y
trabajan actividades relacionadas con la FE.

Diversas investigaciones se han centra-
do en el estudio de la FE utilizando distintos
enfoques. Canibano et al. (2017) analizan la
utilizacion de sus propiedades en problemas
contextualizados, especificamente analizan
la propiedad: “cambios aritméticos iguales
en la variable x conducen a cambios pro-
porcionales iguales en la variable y” (p. 5),
reportando la importancia de esta propiedad
para la resolucion de problemas.

Castro et al. (2017) utilizan distintos
tipos de representaciones, segun la teoria de
registros de representacion semidtica de Du-
val (1993), de la funcién exponencial (escri-
to, grafico, tabular y algebraico) para analizar
el efecto en el indice de la ganancia norma-
lizada y de entendimiento de Hake (1998) y
los niveles de comprension de Hitt (1998).

En este estudio se realiz6 un cuestio-
nario inicial, luego una instruccion de este
objeto a estudiantes universitarios mediante
una secuencia didactica, y posteriormente,
un cuestionario final, concluyendo con base
en ambos indices que hay un mayor nivel
de entendimiento en grupo experimental en
comparacion con un grupo control.

Por otro lado, Birgin y Acar (2020) re-
portan un estudio donde se constato el efec-
to positivo de las actividades de aprendizaje
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colaborativo asistido por computadora
CSCL utilizando el sofiware GeoGebra en
el aprendizaje de la FE y logaritmica, cen-
trandose en el comportamiento geométrico,
variacion de parametros, propiedades de las
funciones. Gordon y Yang (2016) analizan
el problema de aproximacion de la FE y lo-
garitmica, a través de polinomios de Taylor
por medio de interpolacion, estableciendo a
esta como estrategia propicia para profundi-
zar en el estudio de la FE.

En Educacion Matematica se encuen-
tran diversas investigaciones que estudian
FE desde distintas teorias o perspectivas de
aprendizaje, entre ellas, el enfoque ontose-
miotico (EOS) considerado por Castro et al.
(2017) y Ruiz (2022); la teoria antropologi-
ca de lo didactico (TAD) considerada en el
estudio de Reyes, De Oliveira, Garcia, Ve-
lloso y Kuo (2017); aprendizaje colaborati-
vo asistido por computadora (CSCL) anali-
zado por Birgin y Acar (2020) y la tipologia
utilizada en la resolucion de tareas para
identificar las conexiones matemadticas en
Campo-Meneses y Garcia-Garcia (2020).

Otra perspectiva tedrica que ha sido
intensamente utilizada para desarrollar
investigacion en Matematica Educativa
en las ultimas dos décadas es la teoria
APOE, desarrollada por Dubinsky y co-
laboradores (Arnon et al., 2014; Cottrill
et al.,1996), la cual describe un camino
cognitivo de como el estudiante aprende
un concepto matematico. Este enfoque
proporciona elementos para disefar una
ruta que idealmente debe seguir el estu-
diante para aprender un concepto mate-
matico, utilizando ciertos mecanismos de
construccion relacionados con estructuras
mentales (Arnon et al., 2014).

Se realiz6 una busqueda exhaus-
tiva en revistas WoS y Scopus de Ma-
tematica Educativa de acceso abierto y
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se encontrd solo un articulo que indaga
la construccion de la FE desde la teoria
APOE en la ensefnanza universitaria, sin
embargo, no se encontrd investigaciones
en ensefianza secundaria.

Es precisamente en el escenario an-
terior que la presente investigacion se fo-
caliza en mostrar evidencias con sustento
tedrico en APOE, de como estudiantes de
educacion secundaria construyen la FE,
identificando ademas dificultades asociadas
al proceso de aprendizaje de este concepto.

Utilizando la teoria APOE Rodri-
guez et al. (2021) realizan un andlisis de
las construcciones mentales que muestran
22 estudiantes del profesorado de mate-
matica y de maestria en didactica de la
matematica del concepto FE. En este es-
tudio se utilizé un cuestionario con una
serie de actividades que pretendian mos-
trar como los argumentos, estrategias y
procedimientos matematicos contribuyen
al aprendizaje de la FE.

Los resultados destacan el rol que des-
empefia la grafica, el uso de patrones, la po-
tenciacion para identificar restricciones en la
base de la relacion exponencial y la multipli-
cacion recursiva de un niimero real positivo.
A diferencia de los informantes de este tltimo
estudio, esta investigacion pretende dar cuenta
por medio de un cuestionario como aprenden
los estudiantes de ensefianza secundaria la FE
no centrado especificamente en los argumen-
tos, estrategias y procedimientos, sino que en
estructuras y mecanismos mentales explicitos.

Con base en los antecedentes de in-
vestigaciones realizadas en Matematica
Educativa existe escasa evidencia que estu-
dien el aprendizaje de la FE en estudiantes
de educacioén secundaria, con base en la teo-
ria APOE.

Desde una perspectiva constructivis-
ta, resulta taxativo que el estudiante para
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aprender un concepto matematico utilice las
nociones previas, identificando y constru-
yendo los significados del nuevo objeto. En
relacidn con esto ultimo, para disefiar la ruta
cognitiva que seguird un estudiante para
construir la FE se consideraron los concep-
tos previos que el curriculo escolar chileno
prevé para matematicas de tercero medio,
tales como intervalos y sus definiciones
basicas, funciones, funciones polindomicas,
potencias, raices y logaritmo, ademas de los
elementos propios del contenido matemati-
co de la FE (MINEDUC, 2022).

Resulta relevante poner el foco en
los estudiantes de secundaria para anali-
zar como construyen la FE tomando como
base la teoria APOE y dando respuesta a la
siguiente pregunta de investigacion ;cua-
les son las construcciones mentales de los
estudiantes de ensefianza secundaria para
comprender el objeto de FE? Para reve-
lar aquellas construcciones, el objetivo de
la presente investigacion es indagar en las
producciones que muestran estudiantes de
enseflanza secundaria, para aprender la FE,
con base en la teoria APOE.

Marco tedrico: la teoria APOE

Este estudio se basa en la teoria APOE,
desarrollada por Ed. Dubinsky y el Grupo
RUMEC (Research in Undergraduate Ma-
thematics Education Community), definida
como un modelo cognitivo que describe
como un estudiante puede aprender concep-
tos matematicos (Arnon et al., 2014).

La teoria APOE, cuyas siglas repre-
sentan las estructuras mentales de accion,
proceso, objeto y esquema, es una teoria
constructivista basada en la epistemologia
genética de Piaget (Roa-Fuentes y Oktac,
2012), la cual describe de qué forma un
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estudiante construye (en el sentido de apren-
der) un determinado concepto matematico.

Dos elementos principales de la teo-
ria APOE son la descomposicion genética
la cual modela la construccion cognitiva de
un concepto matematico y la abstraccion re-
flexiva (Cottrill et al., 1996) que es sobre la
cual se basan los mecanismos mentales de
APOE. Se entiende por abstraccion reflexi-
va a “la construccion de los objetos menta-
les y de las acciones mentales en estos obje-
tos” (Dubinsky, 1991, p. 114).

APOE contempla cinco abstracciones
reflexivas (interiorizacion, coordinacion,
encapsulacion, desencapsulacion y rever-
sion), etiquetadas en este enfoque como
mecanismos mentales de construccion de
un concepto (Arnon ef al., 2014). Los cua-
tro primeros mecanismos determinados por
Piaget y el Gltimo agregado por Dubinsky,
como caso particular para abordar la cons-
truccion de topicos matematicos especificos.

En Asiala et al. (1996) y Arnon et al.
(2014) se presenta la descripcion de cada uno
de estos mecanismos mentales de construc-
cion, que se han considerado en esta investi-
gacion y que ha venido desarrollando el grupo
RUMEC desde hace casi tres décadas. A con-
tinuacion, se enuncian brevemente.

1.  Interiorizacién: es la construccion
mental de un proceso que se relaciona
con una serie de acciones sobre obje-
tos cognitivos.

2. Coordinacion: es el acto cognitivo de
considerar dos 0 mas procesos y usar-
los para construir uno nuevo.

3. Reversion: una vez que el proceso
existe internamente, al sujeto le es po-
sible invertirlo, en el sentido de des-
hacerlo, para construir un nuevo pro-
ceso original.
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4.  Encapsulacion: es la transformacion
mental de un proceso dindmico en un
objeto cognitivo estatico. Este objeto
puede ser visto como una entidad total
y puede ser transformado mentalmen-
te por otras acciones O procesos.

5. Desencapsulacion: es el proceso men-
tal de volverse desde un objeto al pro-
ceso desde el cual fue encapsulado el
objeto o tuvo su origen.

Estos mecanismos propiciaran la
construccion de diferentes estructuras men-
tales de accion, proceso, objeto y esquema
(Oktag, 2019), con la finalidad de interpre-
tar la construccion mental de un concepto
matematico, por medio de la produccion de
los estudiantes.

Las estructuras mentales de accion,
proceso, objeto y esquema

Segtin Arnon et al. (2014), la accion
sobre un concepto matematico F es una
transformacion que el estudiante realiza a
F con base en instrucciones externas, en la
cual cada paso no se puede omitir, ni ima-
ginar. Aunque la accion es la mas bésica de
las estructuras, esta es fundamental para dar
paso a la siguiente estructura, ya que la ac-
cion es el inicio de la construccion de cual-
quier concepto matematico (Roa-Fuentes y
Parraguez, 2017).

La complejidad de esta transforma-
cion sobre F dependeréd del contexto en el
que se trabaje y de la experiencia que tenga
la persona con el concepto, ya que no es lo
mismo solicitar al estudiante el resultado de
una suma de numeros reales, que el calculo
de una integral definida (Arnon et al., 2014).

Las acciones son mas limitadas que
otras construcciones mentales, pero son el
principio transcendental en la construccion
del conocimiento, es decir, no se puede
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pasar por alto, ni tomar a la ligera por su
baja dificultad (Arnon et al., 2014). Cuan-
do estas acciones sobre F se interiorizan, es
decir, ya no son mecanicos los pasos de la
transformacion sobre F y se pueden omitir,
o bien revertir, se dice que un estudiante
muestra una construcciéon mental proceso
sobre F (Oktag, Trigueros y Romo, 2019)

Aunque el producto final de la accién
sobre F y el proceso de F es el mismo, lo
que difiere es que en el segundo se tiene un
mayor control de F, es decir, el estudiante
es capaz de invertir los pasos o imaginar-
selos, a diferencia de cuando se aprende el
concepto como una accion de F (Arnon et
al., 2014).

Cuando el estudiante es capaz de con-
cebir el proceso de F como un todo, y de
reflexionar acerca de todos los pasos cons-
truidos, entonces se dice que ¢l estd eviden-
ciando este proceso como un objeto de F.
Cuando se toma conciencia de los procesos
de F y se tiene real dominio de estos, se dice
que se ha encapsulado en un objeto de F
(Simg y Trigueros, 2022).

Si las acciones, procesos y objetos de
F se organizan y relacionan de una mane-
ra coherente y estructurada en la mente de
un estudiante, entonces se dice que se ha
construido un esquema de F (Oktag, 2019);
y este también puede estar relacionado con
otros esquemas de diferente contexto mate-
matico (Fuentealba, Sénchez-Matamoros,
Badillo y Trigueros, 2017).

El esquema de F es una estructura
donde el estudiante tiene un real dominio
del concepto F, ya que maneja en su tota-
lidad los procesos que se tienen que llevar
a cabo para desarrollar distintos tipos de
problemas relacionados con F (Arnon et al.,
2014). En la figura 1 se presenta un diagra-
ma de la relacion entre las estructuras y me-
canismos mentales.
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Esquema

interiorizacién

acciones

procesos
coordinacién

objetos reversion

encapsulacién

desencapsulacién

Figura 1. Estructuras y mecanismos
mentales (Arnon et al., 2014, p. 18)

La ruta cognitiva construida con base en
estructuras y mecanismos mentales que guia
la construccion de un concepto matematico se
llama descomposicion genética (DG) y es un
modelo cognitivo que actia como hipotesis
en la investigacion (Oktac, 2019; Gonzalez y
Roa, 2017; Rodriguez, Parraguez y Trigueros,
2018). Cabe senalar que la DG no es unica, por
tanto, necesita ser validada o refinada a través
de la investigacion (Borji, Martinez-Planell y
Trigueros, 2022; Simg y Trigueros, 2022).

Metodologia

La presente investigacion se inscribe
bajo un paradigma interpretativo de corte
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cualitativo (Rehman y Alharthi, 2016), cuyo
interés se centra en la comprension de la
construccion cognitiva de los estudiantes so-
bre el topico matematico FE. En el estudio
se pretende comprender, a través de las pro-
ducciones escritas de los estudiantes, cuales
son las construcciones mentales para apren-
der este objeto matematico especifico.

Considerando a Stake (1999), el dise-
flo que se utilizara en la investigacion sera
el estudio de caso, debido a que se pretende
analizar una particularidad de los educandos
en una determinada actividad bajo ciertas
circunstancias, proporcionando informacion
respecto a las construcciones mentales de los
estudiantes, a través de documentos.

Este estudio de caso Unico consisti-
rd en analizar de manera profunda los do-
cumentos derivados de la aplicacion de un
cuestionario de 11 items a estudiantes de
educacion secundaria (15 a 18 afios) en
contraste con las estructuras y mecanismos
mentales dispuestos en una DG disenada
para la FE, con la finalidad de comprender
el aprendizaje del concepto matematico de
FE en un contexto escolar.

Este estudio de caso lo insertaremos
en el diseio metodolégico que propone
APOE (ver tabla 1), el cual consiste en tres

Tabla 1
Participantes y caso de estudio
Etapas Disefio metodolégico
1 Disefio de l1a DG
2 Disefio y aplicacion de instrumentos
Fuente: Estudio de caso
Caso Participantes Nivel Caracteristicas  Identificacion
Caso unico 15 Secundaria 15 a 18 afios El,E2, ..., El5

Técnica: Cuestionario individual de 11 items
3 Analisis y verificacion de datos
Los datos obtenidos con la aplicacion de las técnicas seran analizados desde la DG
hipotética propuesta, detectando qué estructuras encontradas en ellos no han sido
consideradas en la DG o cudles de las incluidas hipotéticamente no se perciben.

Nota: fuente propia de la investigacion.
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etapas: (1) disefio de la DG con base en el
analisis teorico del concepto en estudio; (2)
disefio y aplicacion de instrumentos y; (3)
andlisis y verificacion de datos (Arnon et
al., 2014).

A continuacion, se describen cada una
de las etapas presentadas en la tabla 1.

Etapa 1. Disefio de la descomposi-
cion genética hipotética

El disefio de la DG hipotética —porque
ain no es validado— del concepto de la FE
en contexto escolar deriva de cuatro anali-
sis, que se presentan a continuacion:

Breve andalisis historico epistemolo-
gico del concepto: algunos hitos en el de-
sarrollo del concepto son la utilizacion de
las progresiones geométricas de los babi-
lonicos, egipcios y griegos; el concepto de
potencia utilizado por los babilonicos para
determinar area (n x n) y volumen (n x n x
n); la representacion numérica para abreviar
nimeros muy grandes en época de Arqui-
mides (287-212 a. C.), ademads de encontrar
en su obra E/ Arenario registro de sucesio-
nes de potencia de igual base “a’, a® @, &,
..., con motivo de lo que se expreso en la
afirmacion equivalente: a" - a™= a"™” (Rib-
nikov, 1987, p. 141); el célculo de poten-
cias con base entera y racional por Oresme
(1320-1382); la utilizacion de exponentes
enteros positivos para representar super in-
dices (n® para expresar n X n x n)) por Des-
cartes; el trabajo de Stifel (1487-1556), con
término exponente y ademas, la introduc-
ciéon de exponentes racionales arbitrarios
y finalmente, Napier (1550-1617) y Burgi
(1552-1632) tienen el primer acercamiento
con exponentes reales de manera intuitiva
(Meléndez y Grueso, 2021); la notacion y
comportamiento de la FE que establece Eu-
ler (1707-1783), utilizada hoy (Cantoral y
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Farfan, 2004, p. 103) y también los apor-
tes realizados por otros matematicos, tales
como, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
que establecid que la FE cumple con la pro-
piedad f(x +y) = f(x) - f(v) para todos los
reales x e y (Velasquez, 2014).

Definicion de concepto en estudio: al
considerar las nociones fundamentales del de-
sarrollo histdrico epistemolodgico del concep-
to, se considerard la FE, cuya representacion
algebraica es f(x) = b* definida de R a R" con
b>0y b+ 1, dominio en el conjunto de los
numeros reales y recorrido los nlimeros reales
positivos, cuyo lugar geométrico tiene como
asintota al eje x, siendo creciente para b > 1y
decreciente para el caso 0 <b < 1.

La presentacion de la FE en textos
escolares: en la activaciéon de conceptos
previos se requiere el conocimiento de con-
diciones para que una relacion sea funcion;
desarrollo de ecuaciones exponenciales;
representacion grafica; determinacion de
dominio y recorrido; analisis grafico; repre-
sentacion de una funcion dada en un contex-
to (MINEDUC, 2022).

La experiencia del investigador: ellos
son docentes de Matematica que han ejer-
cido ensenanza en las aulas, identificando
ademas de los elementos de construccion
mencionados anteriormente, el analisis de
inyectividad, sobreyectividad y biyectivi-
dad; variacion de pardmetros en una FE del
tipo f(x) = a - b* + ¢ con a y ¢ nimeros
reales; interseccion con los ejes; propiedad
invariante exponencial del cuociente que
se consideraron claves para visualizar las
construcciones y mecanismos mentales de
los estudiantes.

Como producto del analisis anterior,
se ponen de relieve los conceptos que se
relacionan con la FE, las habilidades que
tienen que desarrollar los estudiantes para
aprenderlos, aunado al desarrollo historico,
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permitiendo sentar las bases para el disefio
de una DG hipotética del concepto en estu-
dio, es decir, describir las posibles acciones
que realizaran los estudiantes para aprender
(construir) la FE como un objeto, lo que se
resume en la figura 2 y se describe con deta-

lle a continuacion.
Con base en la figura 2, para iniciar la

construccion de la FE como objeto y consi-
derando la presentacion de la FE en los tex-
tos escolares, es necesario que el estudiante
muestre conocimientos previos respecto a:
nocién de potencia como operacion, signi-
ficado de potencia con exponente natural
como una multiplicacidn iterada, propieda-
des de las potencias, nocion del concepto
de funcion, resolucion de ecuaciones en R,
conocimiento de los conjuntos numeéricos
R, Q, Z y N, con la finalidad de lograr la
construccion de las estructuras y mecanis-
mos mentales que se requieren.
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Etapa 2. Disefio y aplicacion de
instrumentos

Con la finalidad de validar o refinar
la DG hipotética de FE que se presenta en
la figura 2, se disefid un cuestionario de 11
items validado por juicio de expertos, los
que se categorizan a priori, segun la es-
tructura mental de la FE que el estudiante
estaria mostrando al resolver los items y el
mecanismo de construccidon que €l eviden-
ciaria, como se describe en la tabla 2.

En el item 1 del cuestionario se le
daba una FE al estudiante y con ella tenia
que calcular una operacion de resta entre
dos imagenes; en el item 2 los educandos
debian realizar una representacion grafica
de una determinada FE; en el item 3, resol-
ver una ecuacion exponencial dado que se
daba una funcién que modela el crecimiento
de una bacteria y se pedia determinar en qué

Propiedad invariante exponencial e
(Producto) in RCrIon &
PROCESO PROCESO 12 PROCGE'S‘(; e Variacion de parametros
(P2) (P5) PROCESO
(P9)
INTERIORIZA 4
INTERIORIZA INTERIORIZA
Imagen de una FE Crecimiento
ACCION ——INTERIORIZA— PROCESO ————————COORDINA
Propiedad invariante exponencial _—1 (A1) (P3)
(Cuociente) JTERIOR'ZA |
EROCEST) | ENCAPSULA
(P1) INTERIORIZA
Funcion exponencial
ENCAPSULA OBJETO
(01, 02)
ENCAPSULA }c ABSULA
| T~
Funcidn Sobreyectiva Recorrido de una FE Dominio de una FE Grafica de una FE
PROCESO ——INVIERTE— PROCESO —COORDINA— PROCESO —INVIERTE—] PROCESO ——INTERIORIZA
(P11) (P8) P7) (P4)
|
INTERIORIZA
Funcion inyectiva Ublcacion de " |
COORDINA PROCESO m;:::a Cttars
(P10) ENCAPSULA ACCION
(A2)
Preimagén de una FE
ACCION

Funcion Biyectiva
PROCESO
(P12)

INTERIORIZA

Interseccion eje X |\NTERIORIZA—
PROCESO

Figura 2. DG hipotética de la FE

Fuente: propia de la investigacion.

Expresion algebraica
OBJETO

Ecuacion exponencial
ACCION
(A3)
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tiempo habrian cierta cantidad de bacterias;
en el item 4 los alumnos debian primeramen-
te, calcular iméagenes de una FE, para luego
deducir la propiedad f'(a-b) = f (a) / f (b); en
el item 5, también tienen que determinar tres
imagenes dada una funcion, pero ahora deben
deducir la propiedad f (a+b) = f'(a) - f(b); en
el item 6 se debe determinar el dominio y re-
corrido de una FE dada; en el item 7 se da
una FE y deben responder a las preguntas:
(qué sucede graficamente cuando crece?,
(cudndo decrece?, jen algin momento la
grafica intersecta al eje x?; en el item 8 de-
ben categorizar 5 funciones en crecientes
o decrecientes; en el item 9 se presenta un
problema de una FE multiplicada por una
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constante y se pregunta qué sucedera grafi-
camente, si esa constante disminuye, luego
se consulta qué sucede graficamente, si se
le suma una constante y finalmente, se pre-
gunta por la preimagen e imagen de 0 en el
contexto del problema; en el item 10 se pide
analizar si una determinada FE es inyectiva,
sobreyectiva o biyectiva; en el item 11 se
les da una grafica de la FE, solicitando su
representacion algebraica.

Participantes

Debido a la accesibilidad de un in-
vestigador, el estudio se llevo a cabo en
un establecimiento particular de educa-
cion secundaria de la zona centro-sur del

Tabla 2.
Descripcion de estructuras y mecanismos de construccion de la FE como objeto e items
relacionados
Estructura mental  Descripcion de estructuras y mecanismos de construccion Rotulo  Items
Accion de FE: A-FE  -Determina el valor numérico de la variable x e y dada la funcion. Al 1,4,5
-Ubica puntos en el plano cartesiano de acuerdo con FE. A2 2
-Resuelve una ecuacion exponencial. A3 3
Proceso -Interioriza la accion de comparar la diferencia de la variable
P de FE: independiente y el cociente de la variable dependiente, y aplica
P-FE la propiedad:
f(a)
fla—Db) )

-Interioriza la accion de comparar la adicion de la variable
independiente y el producto de la variable dependiente y aplica

la propiedad:

fla+b)=f(a) f(b)

-Interioriza la accion calcular la imagen de un niimero,

conociendo su base.
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-Interioriza accion de ubicar los puntos en el plano, sin tener que
recurrir al remplazo de niimeros en la variable independiente.
-Interioriza accion de determinar imagen para obtener asintota
de la funcion.

-Interioriza accion de determinar imagen de una funcion, para
determinar interseccion con el eje y.

Revierte el proceso de ubicar los puntos en el plano para
determinar dominio de una funcion.

-Interioriza accion de determinar imagen de una funcion para
determinar recorrido del concepto.
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Estructura mental  Descripcion de estructuras y mecanismos de construccion Rotulo  Items
-Coordina proceso de identificar funcién creciente o decreciente, P1 5
con el de graficar, para construir en el nivel de proceso las P2 4
funciones del tipo: P3 7,8
f)=b+kf(x)=k- b P4 8
P5 7,9
-Coordina proceso de determinar dominio de la funcion y P6 9
proceso de determinar recorrido, para construir en el nivel de P7 6
proceso la funcion inyectiva. P8 6
-Revierte el proceso de céalculo de recorrido de la funcion para P9 9
crear uno de analisis de condicion, para que una funcion sea P10 10
sobreyectiva. P11 10
-Coordina proceso de inyectividad y sobreyectividad, para P12 10
construir proceso de biyectividad.
Objeto de FE: O-FE -Encapsula el proceso de la determinacion de la gréfica de la 0] 11
funcion, es decir, el estudiante identifica la funcion, dada su gréfica. 02 11

-Encapsula en el objeto FE y su representacion algebraica y gréfica,
dominio, recorrido, crecimiento, decrecimiento y propiedades.

Nota: fuente propia de la investigacion.

pais, donde se analiz6 la produccion de 15
estudiantes (14 a 18 afios) seleccionados
mediante muestreo intencional (Hernan-
dez et al., 2014).

Lo anterior, con el objetivo de va-
lidar o refinar la DG propuesta de la FE.
Simbolizaremos como El1, E2, E3, ...,
E15 la producciéon de los estudiantes
participantes del caso para comunicar el
posterior andlisis de los documentos de-
rivados de la aplicacion del cuestionario,
respetando el acuerdo de consentimiento
firmado por los padres o apoderados y
asentimiento firmado por estudiantes.

Cabe senalar que los estudiantes El,
E2, E3, ..., E15 dentro de su carga acadé-
mica de matematica tenian 4,5 horas apro-
ximadamente, en la semana, y en afios an-
teriores habian estudiado el objeto funcion,
pero no especificamente este tipo; incluso
ya habian tenido un acercamiento al con-
cepto de FE en clases anteriores, hecho que
se constato al aplicarles un cuestionario de
11 items abiertos en formato fisico, previa-
mente validado y que tuvo una duracion de
90 minutos.

Luego se realizé un andlisis de con-
tenido en las tematicas de dominio y reco-
rrido, imagen y preimagen, representacion
grafica, crecimiento y decrecimiento, biyec-
cioén y propiedades de la FE, atendiendo a
las categorias de andlisis determinadas por
la DG propuesta que fundamenta el estu-
dio y que permiti6 definir conocimientos
previos para la construccion de la FE. Esta
técnica es de tipo indirecta, la cual permitio
recolectar y analizar las producciones de los
estudiantes (Hernandez et al., 2014).

Analisis de resultados

Etapa 3. Analisis y verificacion de
datos

Para el analisis de informacion se co-
dificaron los items realizados en el cuestio-
nario, posteriormente, se realiz6 una trian-
gulacién metodoldgica, donde se compar6
lo que dice la teoria, atendiendo a la DG
hipotética de la FE de la figura 2 y tabla 2
en contraste con la produccion de los estu-
diantes del caso Unico.
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A continuacion, se presentan los re-
sultados con base en cada una de las estruc-
turas mentales de la FE que fueron descritas
en la tabla 2.

Concepcion accion de la funcion ex-
ponencial: A-FE

De acuerdo con los items disefiados
para poner en evidencia la concepcion 4-FE.
En el item 1 el total de los estudiantes contes-
ta de manera esperada, utilizando concepto
de imagen, preimagen y propiedad de expo-
nente negativo, a través de lo cual muestra la
accion Al. De acuerdo con el item 2, de los
15 estudiantes informantes, 12 desarrollan
los items de manera esperada, construyendo
una tabla de valores identificando las varia-
bles x e y, determinando los puntos (x, y) en
el plano cartesiano, mostrando evidencias de

la accion A2, como es el caso de ES.
En el item 3 al consultar por la preima-

gen de una funcion, dada su imagen, solo el
estudiante E3 contestd de manera incorrecta
como se observa en la figura 4, ya que su pro-
cedimiento fue realizar divisiones iteradas,
sin embargo, le falt6 realizar la ultima divi-
sion de “2:2” —un analisis casi correcto—, no
obstante, la accion A3 no se evidencia en E3.

De los 14 faltantes que contestaron de
manera esperada el item 3, se destacan dos
procedimientos. Uno es aquel que trabaja
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con potencias, utilizando la propiedad de a*
=a' = x =y, es decir, el 2048 se expresd
como 2'', y de acuerdo con ello concluyeron
que x = 11. El segundo procedimiento —que
predomind— fue trabajar con operacion in-
versa de potencia, es decir, se trabajé con la
ecuacion y luego se aplico logaritmo (opera-
cion inversa a la exponencial), para asi poder
determinar el resultado correspondiente. Con
base en los dos procedimientos anteriores,
el desarrollo del item 3 muestra que 14 es-
tudiantes evidencian una concepcion A-FE.

Analizando las producciones de los
estudiantes para los items 4 y 5 los resulta-
dos obtenidos muestran que la mayoria (9
de 15 estudiantes), pese a que determinaron
de manera correcta la imagen en los subi-
tems 1), i) y iii) (figura 4), mostrando un
dominio respecto a accion Al, no relacio-
nan aquellos resultados para interiorizar la
accion Al en los procesos P1 y P2 como se
puede ver en la figura 4.

Concepcion proceso de la funcion
exponencial: P-FE

De acuerdo a los items enfocados en
construccion P-FE, observamos que nin-
guno de los participantes utilizd de manera
adecuada las relaciones obtenidas en subi-
tems 1), i1) y iii), para responder con base
en ellos el item i1v). Un argumento de esto

ultimo puede ser el no uso

2. A partir de la funcion f(x) = (%5 . Realiza la representacion grafica de dicha funcion.

de la propiedad f(a + b) =
f(a) - f(b) para la FE, lo
v cual infiere desde nuestra
i perspectiva teorica que los
o estudiantes no muestran
o evidencias del proceso P1-
FE. Sin embargo, pese a
ello, hubo al menos 8 es-

,\‘5,;:(_»1\)‘—‘0‘%
m\w

Figura 3. Produccion ES.

Fuente: propia de la investigacion.

tudiantes que estan en vias
de alcanzar la construccion
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5. De acuerdo a la funcién h(x) = 0,25", determina:

i f-2)

i. f3)

iii. f(5)

iv. {Qué relacidon se puede establecer de acuerdo con los resultados obtenidos
anteriormente?

V. La relacion mencionada anteriormente, se cumplira para cualquier funcién
exponencial a(x) = b*

N fey=heo=0,257
hx)- 16
1) £ @ ey -0p®
hxy=1/,
i) § (8= (xy=0,25°
h (g

= /1o

V) Se puede wer pretar gue mientras menor sea (x) menor
Serf el resuifado de la funcidn.

V)i, %e puede comphe para calquielr Concién exponencial.

Figura 4. Produccion ES.

Fuente: Propia de la investigacion.

4. De acuerdo a la funcion g(x) =(§)‘, determina:

i. f(7) — wns/128

i. f(2) — 25/

ii. f(5) —— 3125/32

iv. ¢Que relacion se puede establecer de acuerdo con los resultados obtenidos
anteriormente? Hienfas mayor €5 x , mayor es el resultado

v. La relaciéon mencionada anteriormente, se cumplira para cualquier funcién
exponencial g(x) = b

No, ya qoe si ‘b se encventro entre los valores

de 0 41, es decir [0<b<1], \a Cuncidn sed

de . > “u
creciente, ya a mayor 4 menor Sefd el resultado.

Figura 5. Produccion de E15.

Fuente: propia de la investigacion.

6. Respecto de la funcion R—R, definida como f(x) = (g)’ , determina:
>4
i. Dom(f)
ii. Rec(f) —@ 2 :4
)
ey
£
Dom LR
Rec {R} (%) <t

Figura 6. Produccion de E4.

Fuente: propia de la investigacion.
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del proceso P1-FE, como se

muestra en la figura 5.
Con base en la figura

5, se puede observar que a
partir de los resultados obte-
nidos en los subitems i), ii) y
iil), E15 analiza e infiere que
para el subitem iv) mientras
mayor sea el valor de la pre-
imagen, mayor sera el valor
de la imagen, para el caso de
una funcién creciente. Ade-
mas, en el subitem v) relacio-
na el crecimiento o decreci-
miento de la funcién, por lo
que se muestra evidencia de
interiorizar la comparacion
de funciones crecientes y de-
crecientes en el proceso P4-
FE y en el proceso P9-FE. Lo
mismo ocurre con €l item 5,
que busca evidenciar si el es-
tudiante muestra indicios del
proceso P1-FE.

El desarrollo del item
6 de E4 muestra que no
evidencia el mecanismo de
construccion reversion, por-
que para determinar el domi-
nio recurre al reemplazo del
valor numérico en la variable
independiente.  Asimismo,
E4 no evidencia el P8-FE,
porque calcula la imagen de
la funcion para determinar
recorrido de la FE, ademas
de mostrar una dificultad
desde el punto de vista con-
juntista, ya que escribe los
numeros reales entre parénte-
sis, lo cual es una idea erro-
nea como se muestra en la
figura 6.
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En el item 7, examinamos las produc-
ciones de E1 y E4 como se muestra en la fi-
gura 7, en la cual podemos notar que el pri-
mero necesita disefiar una tabla de valores
para identificar crecimiento de la FE. Esto
ultimo interpretado desde la DG significa
que E1 ha construido la accion A3-FE.

En contraste con E1, el estudiante E4
menciona una informacion de velocidad
de crecimiento, evidenciando que ha cons-
truido el proceso P9-FE. En el subitem iii)
tres estudiantes ademas de dar una respues-
ta correcta justifican su accionar mediante
afirmaciones que dan a entender que han
construido el proceso P5-FE, E1 menciona
“No, nunca intersecta al eje x, debido a que
el recorrido de la funcién exponencial son
todos los reales positivos”.

7. De acuerdo con las funciones 7(x) = 1,2"y f) = 3°.

XYy x|y

1. ¢Qué sucede graficamente cuando x crece? T'I,_l 4_ i

Cuando x crece va aumentando y o \o 2[an 219

Ve3 e5 Creciente. 34328 3[2
Iy 4181

II. ¢Cuando x decrece?

Se mantiene \a felacion, nimporto s disminuye
B nomero siempre secd creciente ge iguol Sormo,

lll. ¢En algin momento la gréfica intersecta al eje x?

NO,nunca invtersecta ai ege x| debido
Q qgue el fecorrido de \a, Qunc\én,

exponencial so
s iy N Todos \og feales

7. De acuerdo con las funciones f(x) = 1,2*y f(x) = 3*.
1. ¢Qué sucede graficamente cuando x crece?
A N .
mbas incrementon & valor en *\% pero o funcidn
(3*) aumenta mds que 1 (4,27)
II. ¢Cuéndo x decrece?

Ambos disminuyen 0 valor en o v, T oo

x
(1,2") disminuye menos que la (3%)
Il ¢ En algin momento la gréfica intersecta al eje x?

En nin%ﬁn mome\'\’co,v\m%m\o intersecta al “x", siempre
Serdn >al 0.

Figura 7. Produccion de E1 y E4,

respectivamente.
Fuente: propia de la investigacion.

Respecto al item 8, siete estudian-
tes categorizaron las funciones de mane-
ra correcta, sin embargo, no justifican la
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respuesta, por lo que no se puede asumir
que han construido el proceso P6-FE. Sin
embargo, solo el estudiante E§ comunico
la respuesta correcta con argumentos que
muestran evidencias de construccion del
proceso P9-FE, justificando su respuesta
de acuerdo con la base de la FE, es decir,
si la base es mayor que 1, la funcién es
creciente, si estd entre cero y uno, enton-
ces es decreciente.

8. De acuerdo a las funciones que se muestran a continuacion, categorizalas si son
creciente o decreciente

-fg =6
CRECIENTE | 6>1
9= (%)
creciente, (5 >4)
-f(x) = 0,03*
DECRECIENTE, 0,03 LA
- fx) = 5,2%
cReCieNTe | (52)>4

)= (1)

DecrecieNTe, (4)>1

Figura 8. Produccion de ES.

Fuente: propia de la investigacion.

En el item 9, los estudiantes debian
reconocer que cambios se producian grafi-
camente y en contexto, ante la variacion de
los elementos k y r en una funcion del tipo,
f(x) = k - b* + r para identificar intersec-
cion con los ejes y contextualizarlos segun
el problema. En general, menos de la mitad
de los estudiantes respondié de manera co-
rrecta los cuatro subitems correspondientes,
lo que muestra que ellos no han construido
el proceso P7-FE.

Respecto al subitem 1) y ii), donde se
consulta por rol geométrico de la constante
ky r, fue posible evidenciar que solo tres es-
tudiantes construyen el proceso P9-FE, sin
recurrir al calculo de imagenes, para cons-
truir como proceso las funciones que son
multiplicadas o sumadas por una constante.
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Un ejemplo de ello es la produccion del
E15 como se muestra en la figura 9, que pre-
senta un dominio respecto al proceso P9-FE,
ya que en el primer subitem sabia que el 40
indicaba la méxima cantidad de elemento ra-
dioactivo y en el segundo subitem justifica su
respuesta argumentando que la constante que
se le sume actuara como asintota, evidencian-
do construccion del proceso P5-FE.

Respecto al subitem iii), la produccion
de E11 muestra el proceso P5-FE, ya que
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comprende que en la FE la imagen nunca
sera cero y ello ademas lo justifica mediante
el recorrido, como se observa en la figura 10
Cabe senalar que, en este tipo de pre-
guntas, los estudiantes no muestran un do-
minio respecto a la notacion algebraica, ya
que justifican su respuesta, utilizando la mi-
nima simbologia matematica. En el subitem
iv) nueve estudiantes evidencian el proceso
P6-FE, sin embargo, de esos nueve, solo seis
justifican su respuesta con base en el calculo
de imagen, cuya pre-

-0,03t

no puede sec negativo

gl 140 es el ualor méximo que puede fomar lo
Quncion, entonces si disminuye, el valor MAximo
de lo. funcicn disminoifg.

el valor constante que <2 agfeque:

9. Un elemento radioactivo se desintegra segun f(t) = 40 - 2 * ", donde f(t) es la cantidad de
elemento presente en gramos (g) y t es el tiempo transcurrido en afios.
S

i. Si la constante 40, comienza a disminuir, ¢qué sucede graficamente?

ii. Y si a la funcion se le suma una constante positiva, graficamente, qué sucede?

€50 constante octuard como osintota, tambien, toda

lo Suncion se elevard, es el ege A4/l “y", seqin
2

imagen es cero.

De los estu-
diantes que respon-
dieron de manera in-
correcta, dos de ellos
dan como respuesta
para el inicio del
estudio, 39.17 grs.,
utilizando como pre-
imagen el valor de
1, esto significa que
los estudiantes no

Figura 9. Produccion de ES.

Fuente: propia de la investigacion.

evidencian el proce-
so P6-FE, mediante
la preimagen igual a

El cecorrido de \o Suncidn no
puede ser O, por \o Yonto en

iii. ¢En alglin momento la cantidad de elemento radiactivo sera de 0 gramos?

MNQEN momento puede ser O QrONOS,

cero. En el contexto anterior, se
considera la produccion del es-
tudiante E8 que muestra domi-
nio del proceso, donde reconoce

Figura 10. Produccion de E11.

Fuente: propia de la investigacion.

que el inicio del estudio equivale
a considerar el tiempo con valor
numérico de 0, y con ello calcu-

la la imagen de la

> 5': Se considera €\ NGO ComMO | Hempo

entonces tubo  4g. 928

iv. Cuando se inicia el estudio, ¢cual es la cantidad de elemento radiactivo?

funcién, para lue-
go responder a la
pregunta de acuer-

=4Q-9° do con el contexto,
=401 gxfsTe no cantided como se muestra
- 1o mcial de 40 gramos en la figura 11.

Figura 11. Produccion de ES.

Fuente: propia de la investigacion.
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El item 10 del cuestionario que ob-
tuvo una gran cantidad de respuestas in-
correctas, en cual se les solicitaba analizar
biyectividad de una FE. Siete respondieron
de manera equivoca, sin embargo, de estos
siete, cabe destacar que el andlisis que mas
se realizo para responder la inyectividad fue
el argumento de la recta horizontal. Pese a
ello, se evidencia que en ningun desarro-
llo analizado los estudiantes utilizan la no-
tacion “una funcién es inyectiva, se debe
cumplir que Vx, y x, € Dom(f), si f(x) =
f(x,) entonces x, = x,”.

El argumento anterior, es muy par-
ticular, ya que se utiliza la recta como un
recurso informal y que no inter-
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de los informantes relacionan la gréafica con
una tabla de valores, para asi obtener la FE,
debido a que sus resultados (imagenes) son
potencias de dos.

En contraste con lo esperado, algunos
de los estudiantes determinan la funcion
mediante ecuaciones para asi obtener la
base y con ello la funcion. Por lo anterior,
se puede inferir que los estudiantes pueden
determinar la grafica, como lo muestra la fi-
gura 18 en la produccién de E4, pero con
ayuda de la acciéon A1 y A2, no obstante, el
relacionar la grafica con pares ordenados
demuestra que los estudiantes han eviden-
ciado el objeto O1-FE.

cepte a la funcion en dos puntos _
en su trazado finito y acotado, no 77

se podria inferir la inyectividad, X = Log 4 pero A0 €5 sobreyectiva

debido a que la representacion » & porgue [ funcion  iNversa

gréfica de la funcion es infinita. §<X e Log P tene  restricciones | por 1o
3

No obstante, el estudiante

/Q funcion e iNyecHva

lanto Ne s biyectiva.

que mas se acerco a la respuesta
esperada fue el E11, argumen-
tando su desarrollo con base en
la funcion inversa, aunque no haya justifi-
cado por qué la funcion efectivamente era
inyectiva. De acuerdo con lo anterior, se
puede inferir que E11 no ha construido el
proceso P10-FE. También catorce estudian-
tes no evidencian en sus argumentos el pro-
ceso P11-FE, es decir, se omite el hecho de
que: sea f:A = B, f es sobreyectiva si: ¥ y
€ B, 3x € 4: f(x) = y, como se muestra en
la figura 12.

Concepcion objeto de la funcion ex-
ponencial: O-FE

El item 11 del cuestionario fue dise-
flado para analizar la estructura de construc-
cion objeto-FE, en la cual el estudiante de-
bia determinar la funcion, dada su grafica.
En esta, se evidencia que la mayoria (80 %)

Figura 12. Produccion de E11.

Fuente: propia de la investigacion.

Determina la funcién exponencial, dada su grafica

/8

Figura 13. Produccion de E4.

Fuente: propia de la investigacion.
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De la figura 13, se observa que, a par-
tir de la grafica de una funcion, el estudiante
E4 realiza una correspondencia entre pun-
tos pertenecientes a la grafica y potencias de
base 2, luego relaciona la secuencia numéri-
cal, 2,4y 8 como resultados de la potencia
de base 2, mostrando dominio respecto al
objeto O2-FE, ya que de inmediato lo rela-
ciona con una funcidn creciente cuya base
es mayor que 1.

Discusion y conclusiones

Los resultados de esta investigacion
permiten mostrar las construcciones y me-
canismos mentales que sustentan el apren-
dizaje de la FE en estudiantes de secundaria.
Entre las estructuras mentales mas relevan-
tes sobresale la concepcion accion de la
inversa de una potencia, la cual emerge a
través del trabajo en actividades que cono-
ciendo el valor explicito de un elemento del
recorrido de una funcidon exponencial (ima-
gen), se le solicita determinar la preimagen
correspondiente bajo esa funcion a través de
evaluar la imagen en y = f(x).

Esto ultimo, se evidencia cuando se
conoce la imagen de una funcién exponen-
cial dada (y,), el estudiante trabaja con la
ecuacion que describe a esa funciéon y lue-
go le aplica la funcidn logaritmo como una
operacion inversa de la exponencial, para
asi determinar la preimagen correspondien-
te, (x,), a través del siguiente argumento:
siy, = f(x,) = e entonces In(y,) = In(e"),
lo que equivale a decir: In(y,)) = x, In (e),
y aplicando la propiedad que /n(e) = 1, se
obtiene que In(y,) = x,.

Ahora, en relacion con la construc-
cion de la FE, el analisis de los resultados
obtenidos indica que los estudiantes que
logran su construccion mostraron eviden-
cias en sus argumentos observables de las
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siguientes estructuras y mecanismos menta-
les asociados a ellas.

a)  La concepcion proceso de la funcion
inversa de una potencia. Esta cons-
truccion se logra via la interiorizacion
de la accioén funcidon inversa de una
potencia a través de la compuesta de
dos funciones. Esa interiorizacion se
evidencia cuando se conoce la imagen
(y) de una funcion exponencial dada y
= e* y luego se compone con la fun-
cion logaritmo (funcion inversa de la
exponencial), obteniendo el proceso
In(y) = In(e*), lo que equivale a decir
que: /n(y) = xIn(e).

Ese ultimo proceso se coordina con la
propiedad /n(e) = 1, para llegar a obtener la
concepcion proceso /n(y) = x. El hecho de
construir esta concepcion proceso, permite
determinar puntos que pertenecen a la fun-
cion y con base en ellos construir un bos-
quejo de su grafica y explorar con base en la
comparacion de puntos su comportamiento
como funcion creciente o decreciente.

Las evidencias obtenidas dan cuenta
que la no construccion de esta concepcion
proceso de la funcion inversa de una potencia
imposibilita la construccion P-FE via grafi-
ca de puntos y también, emitir una respuesta
acerca de su crecimiento o decrecimiento.

b)  La concepcion objeto de la FE. Se ob-
tiene de dos formas, por un lado, en-
capsulando el proceso que es el resul-
tado de determinar la gréfica de la FE,
como producto de coordinar la traza
o huella de los puntos de una funciéon
con el proceso tabla de valores de
ellas a través de la correspondencia
entre los elementos del dominio y el
recorrido de la representacion grafica
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de una funcion que tiene la forma al-
gebraica de y = e*.

Por otro lado, también se construye
mediante la desencapsulacion de la expre-
sion algebraica de una funcion en la cual es
posible distinguir procesos algebraicos que
hacen posible determinar una base para es-
cribir la expresion algebraica de la funcion
de la forma y = e*.

En general podemos decir que los re-
sultados de esta investigacion permiten dar
respuesta a la pregunta de investigacion
y cumplir con el objetivo planteado en la
delimitacion del problema, donde se pue-
de concluir que en general los estudiantes
construyen la accion del concepto FE, ya
que mostraron argumentos observables en
sus respuestas que se basan en determinar
imagenes, preimagenes y su representacion
gréfica. Sin embargo, realizan procedimien-
tos mecanicos frente a estimulos externos,
donde los pasos de la resolucién no se omi-
ten, ni se imaginan completamente en su
mente para interiorizar las acciones-FE.

Respecto a la concepcion proceso-FE,
evidenciamos que casi la totalidad de estu-
diantes (13) no la muestra, ya que en la ma-
yoria de los items solo la mitad o menos de
los alumnos mostraban un dominio respecto
a los mecanismos de construccion, es decir,
como una accion-FE los estudiantes no tie-
nen problemas en dar respuesta a los items
del cuestionario, sin embargo, cuando se re-
quiere que esas acciones-FE se interioricen
para determinar ya sea dominio, recorrido,
crecimiento, decrecimiento o aplicar pro-
piedades de una FE, no lo logran.

Ademéas, se pudo evidenciar que los
estudiantes no coordinan los procesos de-
terminacion de biyectividad de la FE, ele-
mentos claves en la construccion del objeto
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matematico, como se mencion6 en la cons-
truccion de la DG hipotética.

En relaciéon con la concepcidon obje-
to-FE que pretendia mostrar el item 11, se
concluye que los estudiantes no encapsulan
la determinacion de la FE dada su represen-
tacion grafica, utilizando como herramienta
cambios de registros de grafico a numérico
y con ello visualizando la base de la FE.

Otro de los hallazgos fue la dificultad
en el tipo de registro que maneja el estudian-
te, ya que segun lo observado en la mayoria
de los items el registro que predomind fue
el tabular, lo que de cierta manera dificulta
rotular el objeto FE, hallazgo que coincide
con Castro et al. (2017).

A través del presente estudio se vali-
do la descomposicion genética hipotética, y
como resultado se relaciono el anélisis de las
producciones de estudiantes de educacion
secundaria con el modelo construido en la
figura 2, contextualizacioén que ha sido poco
estudiada segln la literatura consultada (FE,
teoria APOE y estudiantes de secundaria) y
que ademas amplia lo reportado por Rodri-
guez et al. (2021) en educacion superior.

De acuerdo con la estructura mental
de esquema-FE, se puede observar que los
estudiantes no muestran una concepcion es-
quema acabado de la FE, ya que no domi-
nan una coleccidon de acciones, procesos y
objetos, porque en sus argumentos observa-
bles a los diferentes items no se evidencia, a
procesos ni objetos para dar respuesta a una
problematica en contexto real.

Ademas, en cada uno de los items se
puede inferir que no existe un dominio real
del concepto que se estd estudiando, cuyo
desarrollo carece de sustento en cuanto
a la notacion algebraica, es decir, el estu-
diante no muestra una estructura organiza-
da respecto al concepto FE, que le permita
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establecer relaciones logicas con los ele-
mentos detallados en la DG hipotética.

Consentimiento informado

Los estudiantes fueron informados
acerca del estudio previamente firmando un
asentimiento voluntario y ademas se les in-
form¢é a padres o apoderados firmando un

consentimiento voluntario.
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Los autores declaran no tener algin
conflicto de interés.
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Todos los autores afirmamos que se
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lo. El porcentaje total de contribucidon para
la conceptualizacion, preparacioén y correc-
cion de este articulo fue el siguiente: V. C.
C.40 %, M. A.D. 30 % y M. P. G. 30 %.

Declaracion de disponibilidad
de los datos

Los datos que respaldan los resulta-
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sicion por el autor correspondiente [M. A.
D.], previa solicitud razonable.
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