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Resumen ()

[Objetivo] El objetivo del trabajo fue evaluar el nivel de razonamiento proporcional y estrategias en problemas
de comparacién de razones de estudiantado costarricense y espafiol entre 11y 16 afios. [Metodologia]
Mediante un enfoque de investigacién interpretativo, se propone a 704 estudiantes uno de dos cuestionarios
con tres items sobre comparacion de razones (en total seis niveles diferentes de razonamiento proporcional,
seguin Noelting). Se presenta el porcentaje de respuestas correctas y niveles de razonamiento proporcional y
el resultado de un andlisis de contenido de las estrategias correctas e incorrectas. [Resultados] La mayoria
de estudiantes responden correctamente a los problemas de menor nivel de razonamiento proporcional
de Noelting (IA a IIA), disminuyendo esta proporcion en los cursos 6° a 8° de Educacion General Bésica al
aumentar el nivel de razonamiento proporcional del problema. Resultados similares se obtienen respecto
a las estrategias correctas. Las estrategias incorrectas mas frecuentes fueron la comparacién de los primeros
términos de las razones y las comparaciones aditivas. Practicamente la totalidad de estudiantes alcanza los
dos primeros niveles de razonamiento proporcional de Noelting, y conforme avanza el curso, una proporcion
mayor consigue los siguientes niveles de razonamiento, pero una cantidad pequefa de estudiantes, nisiquiera
en el décimo curso de Educacién Diversificada llega al nivel 1A correspondiente a las operaciones formales.
[Conclusiones] Se concluye la necesidad de reforzar en la ensefianza el razonamiento sobre comparacion de
razones, y tenerlo en cuenta en los temas mateméticos basados en este razonamiento.

Palabras clave: Evaluacidn; Nivel de razonamiento; Proporcionalidad; Comparacién de razones; Estudio
comparado.
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Abstract

[Objective] This study seeks to evaluate the level of proportional reasoning and strategies in ratio
comparison problems of Costa Rican and Spanish students between 11 and 16 years old. [Methodology]
Using an interpretative research approach, 704 students were given one of two questionnaires with three
items on ratio comparison (a total of six different levels of proportional reasoning, according to Noelting).
The percentage of correct answers and levels of proportional reasoning, and the result of a content analysis
of correct and incorrect strategies are presented. [Results] The majority of students correctly answered the
problems with the lowest Noelting proportional reasoning level (IA to I1A), with this proportion decreasing
in grades 6 to 8 of General Basic Education as the proportional reasoning level of the problem increased.
Similar results were obtained with respect to correct strategies. The most frequent incorrect strategies were
the comparison of the first terms of ratios and additive comparisons. Virtually all students reached the first
two proportional reasoning levels of Noelting, and as the course progressed, a higher proportion attained
the following levels of reasoning, but few students achieved level IlA, corresponding to formal operations,
even in the highest grade (grade 10). [Conclusions] It was concluded that it is necessary to reinforce the
teaching of reasoning about comparison of ratios, and to take it into account in the mathematical topics
based on this reasoning.

Keywords: Evaluation; level of reasoning; proportionality; comparison of ratios; comparative study.

Resumo

[Objetivo] O objetivo deste estudo foi avaliar o nivel de raciocinio proporcional e estratégias em
problemas de comparacdo de proporcées de estudantes costarriquenhos e espanhéis entre 11 e 16 anos.
[Metodologia] Através de uma abordagem de pesquisa interpretativa, é proposto a 704 alunos um
de dois questiondrios com trés itens sobre comparacdo de proporcées (no total seis niveis diferentes de
raciocinio proporcional, segundo Noelting). Sdo apresentados o percentual de respostas corretas e os niveis
de raciocinio proporcional e o resultado de uma anélise de contetido das estratégias corretas e incorretas.
[Resultados] A maioria dos alunos responde corretamente aos problemas de Noelting com um menor
nivel de raciocinio proporcional (IA a I1A), diminuindo essa propor¢do no 6° ao 8° ano da Base Nacional
Comum, aumentando o nivel de raciocinio proporcional do problema. Resultados semelhantes sdo
obtidos com relagdo as estratégias corretas. As estratégias incorretas mais frequentes foram comparacéo
dos primeiros termos das razées e comparacdes aditivas. Praticamente todos os alunos atingem os dois
primeiros niveis de raciocinio proporcional de Noelting, e a medida que o curso avanga, uma proporcéo
maior atinge os seguintes niveis de raciocinio, mas um pequeno nimero de alunos, mesmo no décimo
ano do Ensino Diversificado, ndo atinge o nivel IlIA correspondente as operagdes formais. [Conclusdes]
Conclui-se a necessidade de reforcar no ensino o raciocinio sobre comparagao de razées, e levé-lo em conta
nos topicos mateméticos baseados nesse raciocinio.

Palavras-chave: avaliagdo; nivel de raciocinio; proporcionalidade; comparacdo de proporcdes; estudo
comparativo.
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Introduccion

El razonamiento proporcional tiene
un papel relevante en los curriculos escola-
res de Matematica, debido a sus conexiones
con temas de geometria, dlgebra, estadistica
y probabilidad, constituyéndose un com-
ponente del pensamiento formal y base del
razonamiento algebraico elemental; ademas
de su aplicabilidad en la resolucion de pro-
blemas de la vida real (Lamon, 2007).

El nimero racional se estudia tanto
en Espafia (Ministerio de Educacion, Cul-
tura y Deporte, MECD, 2014; 2015) como
en Costa Rica (Ministerio de Educacion
Publica, MEP, 2012). En Educacién Prima-
ria se introduce el concepto de fraccion, su
lectura, escritura, representacion gréfica,
relacion de orden y operaciones basicas,
para posteriormente diferenciar entre las
fracciones propias e impropias. También se
introducen las fracciones equivalentes y se
emplean porcentajes simples y regla de tres
en situaciones de proporcionalidad directa
para resolver problemas de la vida cotidia-
na. En los dos primeros afios de Educacion
Secundaria, en ambos paises, se siguen uti-
lizando los numeros fraccionarios y distin-
tas estrategias de calculo para simplificar las
operaciones. En 1° curso de Educacion Se-
cundaria Obligatoria (ESO) en Espafia y 7°
curso de Educacion General Basica (EGB)
en Costa Rica se trata la proporcionalidad
inversa. En 8° curso de EGB se introduce el
concepto de numero racional y sus propie-
dades; mientras que en Espafia se incorpo-
ra en 3° curso de la ESO. En los siguientes
cursos no aparecen de forma directa nuevos
contenidos asociados al razonamiento pro-
porcional, aunque sigue estando presente de
manera indirecta este tipo de razonamiento
en la resolucion de diversos problemas.
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El progreso en el razonamiento pro-
porcional supone un largo periodo de tiem-
po, y finaliza en la transicion de las opera-
ciones concretas a las operaciones formales
(Lamon, 2007; Post et al., 1988). Aun asi,
el sujeto puede tardar algunos afios para re-
solver las tareas que corresponden a su de-
sarrollo logico (Van Dooren et al., 2018) y
gran cantidad de estudiantes encuentra di-
ficultades en el razonamiento proporcional
después de la instruccion (Gonzélez-Forte,
2022; Noelting, 1980a, 1980b; Pérez-Eche-
verria et al., 1986; Van Dooren et al., 2018).

Por todo ello, ha recibido un gran in-
terés en la investigacion didactica, como se
recoge en trabajos de sintesis, tales como
Behr et al. (1992); Ben-Chaim et al. (2012);
Carpenter et al. (1993); Kieren (2020); La-
mon (2007); o Van Dooren et al. (2018). Sin
embargo, no se cuenta con investigaciones
realizadas en Costa Rica ni estudios com-
parativos con estudiantes de Espafia. Con-
siderando esta carencia, el objetivo de este
trabajo es realizar un estudio comparado del
razonamiento proporcional en tareas de com-
paracion de razones con estudiantado costa-
rricense y espaiol de 11 a 16 afios de edad.

Marco teorico

La investigacion realizada se sustenta
en elementos tedricos sobre la razén, pro-
porcién y comparacion de razones, el desa-
rrollo evolutivo del razonamiento propor-
cional y los antecedentes del trabajo, que se
describen a continuacion.

Razon, proporcion y estrategias de
comparacion de razones

El razonamiento proporcional permite
establecer relaciones multiplicativas entre
dos cantidades y extenderla a otro par. Méas
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concretamente: “Sustenta afirmaciones he-
chas sobre las relaciones estructurales entre
cuatro cantidades (a, b, ¢, d) en un contexto
que simultdneamente involucre la covaria-
cioén de cantidades y la invariancia de razo-
nes o productos” (Lamon, 2007, p. 637).
Este razonamiento se puede conside-
rar desde el punto de vista intuitivo, caracte-
rizado por el uso de argumentos cualitativos
en la comparacion de razones o formalmen-
te por la aplicacion de procedimientos arit-
méticos y algebraicos-funcionales. Lamon
(2007) diferencia las siguientes interpreta-
ciones del nimero racional (un estudio de
los niveles de algebrizacion implicados se
puede consultar en Burgos y Godino, 2020):

. La relacion parte-todo. En ella el sim-
bolo a/b indica la parte del todo conteni-
da en una determinada cantidad. Se in-
troduce en la escuela, desde edades muy
tempranas, utilizando el 4rea o la recta
numérica (Tournaire y Pulos, 1985).

. Cociente. Aparece al dividir un ni-
mero natural por otro y el simbolo
a/b indica una operacion. Permite in-
troducir la clase de equivalencia de
fracciones que representan el mismo
numero racional (Behr et al., 1983).

. Razon. Es una relacion que permite
introducir las magnitudes intensivas
como la velocidad y puede conside-
rarse como un indice comparativo
entre dos nimeros. Se dividen dos
cantidades entre si y se cuantifica una
relacion multiplicativa entre dos mag-
nitudes (Behr et al., 1983).

. Proporcion. Se construye sobre la
igualdad de dos razones. Cuatro va-
riables,a,b,cyd(a#0,b#0,c#0,d
# 0) formaran una relacion proporcio-
nal en las dos situaciones siguientes
(Ben-Chaim et al., 2012, pp. 33-34):
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1. Cuando a/b=c/d. Se trata de una
proporcion directa: el cociente de las
dos partes de la razén, a y b, es cons-
tantemente igual al de c y d.

2. Cuando a x b =c x d. Se trata de una
proporcion indirecta: el producto de
las dos partes de la razén, a y b, es
constantemente igual al de c y d.

En este trabajo se utiliza la propor-
cién, y mas concretamente, los problemas
de mezcla, en los que se comparan dos ra-
zones con la misma unidad de medida de las
magnitudes implicadas (numero de vasos de
zumo o de agua). En la investigacion sobre
este tema se han identificado las siguientes
estrategias (Tournaire y Pulos, 1985):

. Estrategias correctas: a) estrategias
multiplicativas donde los términos de
una razon se relacionan multiplicati-
vamente con los de la otra, general-
mente entre el numerador y denomina-
dor de cada razon o los numeradores y
denominadores de las dos razones; b)
correspondencia, es un método valido
para problemas sencillos o cuando no
se cuenta con el calculo de fracciones,
y consiste en establecer una relacion
dentro de una razon y extenderla a la
segunda o establecer relaciones mul-
tiplicativas entre términos homologos
de las dos razones, utilizando en caso
necesario alguna operacion aditiva.

i Estrategias incorrectas: usar solo
una parte de los datos, por ejemplo,
comparar solo los numeradores de las
razones, realizar comparaciones adi-
tivas, restando los elementos de cada
razon o usar una unidad arbitraria de
comparacion.

También se ha observado que, aun-
que un estudiante sea capaz de usar una
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estrategia multiplicativa en un problema,
suele utilizar estrategias aditivas cuando no
es capaz de resolver otro.

Desarrollo del razonamiento
proporcional

Entre los trabajos pioneros sobre el de-
sarrollo del razonamiento proporcional des-
taca el de Inhelder y Piaget (1958), quienes
indican que la etapa de pre-proporcionalidad
supone la coordinacion de funciones, mientras
la de proporcionalidad implica la coordinacion
de operaciones. Las primeras estrategias de
comparacion de fracciones son aditivas, pues
los nifios y las nifias creen que la equivalencia
de razones implica la igualdad de diferencia
entre los términos. Seguidamente, aparece un
periodo donde se usan comparaciones aditivas
suponiendo que las diferencias cambian en
funcién del tamafio de los numeros. Contintia
una etapa de operaciones logicas, donde se
comprende la relacion entre los cuatro térmi-
nos de una proporcion y que a/b=c/d implica
que al aumentar a, debe disminuir d.

Noelting (1980a, 1980b) ampli6 estos
estudios. El autor planted el problema de
mezcla de agua y zumo de naranja, expre-
sando cada mezcla como un par ordenado
(a, b)y(a,b,), donde el primer termino
corresponde al nimero de vasos de zumo de
naranja (a) y el segundo al nimero de vasos
de agua (b). Cada etapa involucra estrate-
gias y razonamientos para resolver proble-
mas cada vez mas complejos.

El periodo preoperacional o intuiti-
vo esta caracterizado por estrategias que se
basan en comparar en valor absoluto térmi-
nos de la razon (niveles 1A, IB e IC). En
el de operaciones concretas las estrategias
conducen a la construccion de un par orde-
nado (etapa I1A) o pares ordenados (niveles
ITA, IIB). Cuando las comparaciones se rea-
lizan después de reconstruir mentalmente
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equivalencias se da el periodo de opera-
ciones formales (I11A y I1IB). Se anade una
etapa simbolica, donde solo se comparan
elementos. Las estrategias caracteristicas en
cada nivel son las siguientes:

. Nivel 0: simbdlico. Se diferencian
los dos elementos en cada conjunto a
comparar.

. Nivel IA: intuitivo inferior. La estra-
tegia que se aplica es la comparacion
de los primeros términos (a, y a,) sin
tener en cuenta los segundos (b, y b,).

. Nivel IB: intuitivo medio. Al observar
que los primeros términos son igua-
les (a,=a,), se comparan los segundos,
que se perciben como reciprocos de
los primeros.

. Nivel IC: intuitivo superior. Se cons-
tituye la razén y se comparan las dos
relaciones internas en los términos de
las razones que se aceptan como com-
plementarias. Por ejemplo, si a <a,y
b >b, entonces (a,, b)) <(a,, b,).

. Nivel IIA: operacional concreta in-
ferior. Se determina por la clase de
equivalencia de la unidad (a,/b=a,/
b,=1). Las cuatro relaciones entre tér-
minos (correspondencias) deben te-
nerse en cuenta y surge la necesidad
de emplear la multiplicacion.

. Nivel IIB: operacional concreta su-
perior. Se caracteriza por la clase de
equivalencia diferente a la unidad (a /
b, =a,/b,=m/n).

. Nivel IIIA: operacional formal inferior.
Surge una estrategia nueva, que com-
bina multiplicacién y suma. El sujeto
primero identifica una relacion en la
primera razon, y luego la compara con
la segunda razén a través de una opera-
cién aditiva. Por ejemplo, si ma=b,, y
ma,,>b,, entonces (a,, b)) <(a,, b,).
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. Nivel IIIB: operacional concreta su-
perior. Se comparan fracciones cua-
lesquiera, generando dos fracciones
equivalentes a las dadas con comun
denominador, y se realiza una compa-
racion aditiva adicional de los prime-
ros términos de las nuevas fracciones.

Antecedentes

Una amplia investigacion evalaa dife-
rentes componentes del razonamiento pro-
porcional de estudiantes, y se ha recogido
en trabajos de sintesis, como los de Ben-
Chaim et al. (2012); Kieren (2020) y La-
mon (2007). En estas investigaciones se uti-
lizan variadas tareas aplicadas a estudiantes
de diferentes edades, por ejemplo, Gémez y
Dartnel (2019) estudian la comparacion de
fracciones numéricas por 502 estudiantes de
6° a 8° de EGB en Chile. Los autores sefia-
lan el sesgo del nlimero natural, que con-
siste en suponer mayor la fracciéon cuando
los nimeros que la conforman son mayores
(ver también Gonzalez-Forte et al., 2022).

He et al. (2018) sugieren que los ni-
fos y las nifias pueden razonar proporcio-
nalmente antes del periodo de operaciones
formales. Por ello, Vanluydt et al. (2022a)
proponen a 315 sujetos de 5 a 8 afios proble-
mas proporcionales de reparto equitativo, y
observan un inicio de este razonamiento en
los 8 afios. También indican que tienen una
preferencia por relaciones aditivas o multi-
plicativas y tienen mads €xito en problemas
elementales de razonamiento proporcional
(Vanluydt et al., 2022b).

Boyer y Levine (2015) utilizaron pro-
blemas de mezcla similares a los del presen-
te estudio, con estudiantes de 8 y 10 afios,
quienes tuvieron mucha dificultad al ser las
unidades utilizadas (vasos de zumo y de
agua) discretas, mientras la mezcla es un
continuo. Mostraron tendencia a comparar
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las cantidades aditivamente y no proporcio-
nalmente. Con 30 estudiantes de 5 y 6 afios,
He et al. (2018) también emplearon proble-
mas de mezclas, representandolas mediante
rectangulos coloreados de la misma base y
diferente altura. Concluyeron que solo una
parte del estudiantado era capaz de recono-
cer la proporcionalidad cuando las fraccio-
nes a comparar eran equivalentes.

Otros trabajos sobre razonamiento pro-
porcional, con cuestionarios mas generales,
no centrados en los problemas de compa-
racion de fracciones, son los de Butto et al.
(2019) con 109 estudiantes de 4°y 5° grados
de primaria y 1° grado de secundaria y el de
Fernandez y Llinares (2012) con 755 estu-
diantes con problemas aditivos y proporcio-
nales (con cantidades discretas y continuas).

La investigacidon que mas se relaciona
con este estudio es la de Pérez-Echeverria
et al. (1986), quienes propusieron a 20 es-
tudiantes de 12 afios y otros grupos de 20
de 17-18 afios 10 problemas de compara-
cioén de razones, similares a los que utiliza-
remos en este trabajo que se describen en
la seccion de metodologia. Los autores es-
tablecen cuatro niveles de dificultad en los
problemas, de acuerdo con la estrategia de
resolucion necesaria:

. Nivel 1: problemas donde el numera-
dor o denominador de cada razén es
el mismo y se pueden resolver sin for-
mar las razones.

. Nivel 2: hay proporcionalidad entre
los numeradores y denominadores de
cada razén o entre los dos numerado-
res y los dos denominadores, es decir,
se trabaja con fracciones equivalentes.
Se resuelven estableciendo una corres-
pondencia entre dos términos de una
razon y comparandola con la relacion
entre los dos términos de la otra.
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. Nivel 3: problemas que presentan pro-
porcionalidad solo entre los numera-
dores o entre los denominadores de
las dos razones. Se resuelven mediante
correspondencia de dichos términos.

. Nivel 4: no existe relacion alguna
de proporcionalidad entre los cuatro
términos. Requieren comparacion de
fracciones, reduciendo previamente a
fracciones equivalentes.

Solo el 12 % de los sujetos de su
muestra usaron la comparacion multiplica-
tiva en las tareas. Ademas, algunos sujetos
que habian usado una estrategia proporcio-
nal para resolver problemas de nivel de difi-
cultad 2 o 3 volvian a las estrategias aditivas
o de comparacion de cantidades absolutas
para resolver los de nivel de dificultad 4.
También hubo mayor uso de estrategias de
correspondencia en los estudiantes de mas
edad (50 %).

Los trabajos realizados con estudian-
tes de Espafia han utilizado tUnicamente
muestras pequefias y no incluyen todas las
edades en que se supone se lleva a cabo el
desarrollo evolutivo del concepto; ademas,
muchos estudios han utilizado cuestionarios
centrados en tareas diferentes a la compara-
ci6n de razones. Por otro lado, no se han en-
contrado trabajos de este tipo en Costa Rica.
Para complementar estos trabajos, se anali-
za el razonamiento proporcional en este tipo
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de tareas de estudiantes costarricenses des-
de los 11 a los 16 afios y se comparan con
estudiantado espainol de la misma edad.

Metodologia

El enfoque de la investigacion es in-
terpretativo, centrado en comprender un
fenomeno educativo, como es el desarrollo
del razonamiento proporcional en estudian-
tes de 11 a 16 afos de edad. Para ello se
analizan elementos cualitativos deducidos
de las respuestas a un cuestionario (Cerron,
2019; Gil et al., 2017).

Muestra participante

La muestra estuvo formada por 704
estudiantes, 292 costarricenses y 412 es-
panoles y espafiolas, que se distribuyeron
en el ultimo curso de educacién prima-
ria (6° de Educacion General Basica EGB
en ambos paises) y cada uno de los cuatro
cursos de Educacion Secundaria Obligato-
ria (ESO) espafiola y cursos equivalentes
(7° 2 9° de EGB y 10° del Ciclo Diversifi-
cado CD) en Costa Rica, con la composi-
cion que se presenta en la Tabla 1, junto con
el tipo de cuestionario (A o B) asignado a
cada estudiante, que se describe en la si-
guiente seccion. Se realizd un muestreo de
conveniencia (Otzen y Manterola, 2017),
seleccionando instituciones educativas por

Tabla 1. Composicion de la muestra, segun curso escolar, pais y cuestionario

Curso Cuestionario A Cuestionario B Total
Costa Rica Espaia Costa Rica Espaia Costa Rica Espaiia
6°EGB 35 39 33 39 68 78
7°EGB/1°ESO 26 43 26 37 52 80
8°EGB/2°ESO 31 32 33 31 64 63
9°EGB/3°ESO 26 50 26 46 52 96
10°ED/4°ESO 27 55 29 40 56 95
Total 145 219 147 193 292 412

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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su ubicacion geografica y disponibilidad
de colaboracion. En Espana, participaron
cuatro centros educativos publicos, dos de
educacion primaria, uno de Almeria y otro
de Granada, y dos de educacion secundaria,
uno de Almeria y otro de Sevilla. La mues-
tra de estudiantes costarricenses se tomo6 de
una Unica institucion privada de la provin-
cia de Cartago.

Cuestionario utilizado

Como se ha indicado, a cada sujeto se
le proporcioné uno de dos cuestionarios Ay
B, cada uno con tres problemas de compa-
racion de razones, de nivel de razonamiento
proporcional creciente y similares a los em-
pleados por Boyer y Levine (2015); Noel-
ting (1980a, 1980b); Karplus et al. (1983);
Pérez Echeverria, et al. (1986) y Tournaire
y Pulos (1985). En conjunto, entre los dos
cuestionarios se propusieron problemas de
seis niveles diferentes de razonamiento pro-
porcional, de acuerdo con Noelting (1980a,
1980b). Cada uno de los cuestionarios se
dio a la mitad de los sujetos de cada curso
escolar y pais, de modo que se tuviese apro-
ximadamente igual nimero de estudiantes
de las mismas caracteristicas respondien-
do cada item (Tabla 1). La razén de partir
el cuestionario en dos partes fue evitar la
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repeticion de la respuesta al avanzar en la
resolucion de muchos items similares. En
la Tabla 2 se especifican las caracteristicas
de cada uno de los items, ordenados en la
tabla por nivel creciente de razonamiento
proporcional (Noelting 1980a, 1980b). En
estos items, se pide comparar dos razones
(a,b)y(a,b,), donde el primer término de
cada par es el numerador (o dividendo) de
la razon vasos de zumo/vasos de agua 'y el

segundo el denominador (o divisor).
En la Figura 1 se presenta el item 1

(cuestionario A), donde se comparan las ra-
zones (2, 3) vs. (1, 3). Los otros cinco items
tienen la misma estructura, variando el nu-
mero de vasos de zumo y de agua.

Categorias de estrategias utilizadas
en el analisis

Con las respuestas al cuestionario se
realiz6 un analisis de contenido (Krippen-
dorff, 2013), que permite establecer cate-
gorias de modo objetivo como resultado
del analisis sistematico realizado. Este
andlisis se complementa con informacion
numeérica que se muestra mediante tablas
para el porcentaje de respuestas correc-
tas y de cada estrategia en cada item, asi
como de niveles de razonamiento propor-
cional por curso.

Tabla 2. [tems del cuestionario segin nivel de razonamiento proporcional (Noelting,
1980a, 1980b) y nivel de dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986)

Item Cuestionario Razones por

comparar

Nivel de razonamiento Edad Nivel de
proporcional Noelting esperada

dificultad P.

(a,b)vs(a,b) (afios-meses) Echeverria
1 A (2,3)vs(1,3)  IA. Intuitiva inferior (3-6) 1
2 B (5,1)vs(5,4) IB. Intuitiva media (6-4) 1
3 A (2,2)vs (4,4)  IIA. Operacional concreta inferior 8-1) 2
4 B (3,1)vs (6,2)  IIB. Operacional concreta superior (10-5) 2
5 A (3,1)vs(4,2)  IIA. Operacional formal inferior (12-2) 3
6 B (3,2)vs (4,3)  IIB. Operacional formal superior (15-1) 4

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Observa el dibujo.

Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 2 vasos de zumo de limén con 3 vasos de agua. Juan mezcla
1 vaso de zumo de limén con 3 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido.

Elena

Juan

Zumo de limén Agua

88 668

Zumo de limén A

g &8

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?

( ) La de Elena. (Opcidn correcta)
( )La de Juan.

( )Las dos igual.

( )No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

Figura 1. Enunciado del item 1.
Fuente propia de la investigacion.

La clasificacion de las estrategias que
puede utilizar el estudiantado para resolver
las tareas planteadas parte de las identifica-
das en trabajos previos (Noelting, 1980a,
1980b; Pérez-Echeverria et al., 1986; Tour-
naire y Pulos, 1985) y se fue completando
mediante el andlisis de contenido. A conti-
nuacion, se describen las estrategias previs-
tas, agregando un ejemplo de respuesta de
un estudiante en cada una de ellas, indican-
do como “Ex” estudiante nimero Xx.

Comparar totales en cada razon, es
decir, el total de vasos (zumo de limén y
agua) en cada mezcla; por ejemplo, si a +b,
> a,+b, entonces (a,, b) > (a,, b)). No es
correcta en ningln item del cuestionario,
aunque podria generar respuestas correctas
en el item 1. En el ejemplo E29, el argu-
mento del estudiante no tiene fundamento
logico, aunque arroje una respuesta correc-
ta para este item, porque, habiendo el mis-
mo numero de vasos de agua, en la primera
mezcla hay més sabor a limén porque tiene
mayor cantidad de vasos de zumo de limoén
que la segunda mezcla.

E29: Porque Elena ha mezclado mas limo-
nada que Juan (item 1, opcion correcta).

Comparan los primeros términos de
las razones, sin considerar los segundos tér-
minos. Da respuestas correctas solo cuando
los segundos términos son iguales (b, =b,) y
la pueden utilizar estudiantes que se encuen-
tran en el nivel de razonamiento proporcional
intuitivo inferior (IA) de Noelting (1980a,
1980b) (Ver E346). El alumnado debe dife-
renciar los dos términos de la razén. En el
estudio seria una estrategia correcta para el
item 1, correspondiente al nivel IA.

E346: Porque tiene mas zumo (item 1, op-
cion correcta).

Comparar los segundos términos “b”
de las razones. Da respuestas correctas si
los primeros términos son iguales (a, = a,).
El alumnado debe comprender que con el
mismo numerador la razén es mayor si el
denominador es mas pequefio; lo que re-
quiere entender que “b” es el reciproco de
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“a”. Corresponde al nivel intuitivo medio
(IB) de Noelting (1980a, 1980b). Esta es-
trategia incluye a la anterior, puesto que pri-
mero debe comparar los primeros términos
y notar que son iguales. En el estudio daria
respuestas correctas en el item 2 (Ver E172),
de nivel IB, por ejemplo:

E172: Porque Elena tiene un vaso de agua y
Juan tiene cuatro (item 2, opcion correcta).

Comparar la diferencia entre los tér-
minos de cada razon. Considera los cuatro
términos, pero realiza comparaciones adi-
tivas, analizando la diferencia entre térmi-
nos. Segun Noelting (1980a, 1980b) el estu-
diantado construye la razén como un todo,
analizando las relaciones internas entre sus
términos. Corresponde al nivel intuitivo su-
perior (IC) de Noelting (1980a, 1980b), y en
el estudio seria correcta para los items 1y 2
del cuestionario (Ver E39).

E39: Porque la de Elena tiene un vaso
mas de agua que de zumo y la de Juan
tiene dos vasos mas de agua que de zumo
(item 1, opcion correcta).

Relacion de equivalencia a la unidad.
Se compara el valor de una razén (a,/b,) con
la otra razén (a,/b,), es decir, se utiliza una
operacion multiplicativa aplicada a los tér-
minos de ambas razones, encontrando que
son equivalentes a la unidad. Esta estrategia
implica la diferenciacion y combinacioén no
solo de la razon entre los términos dentro
de una misma razén (a /b)) sino también de
dicha razén con la otra (a /a,). Da respuestas
correctas solo cuando los términos en cada
una de las razones sean iguales y corres-
ponde al nivel operacional concreto inferior
(ITA) de Noelting (1980a, 1980b). En el es-
tudio seria valida para el item 3.
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E421: Porque ambas limonadas tienen la
misma cantidad de zumo y agua en dife-
rentes litros (item 3, opcion correcta).

Relacion de equivalencia entre razo-
nes. Se compara el valor de una razon (a /b))
con la otra razon (a /b,), encontrando equiva-
lencia entre las mismas. Esta estrategia dara
respuestas correctas solo cuando las razones
pertenezcan a una misma clase de equivalen-
cia de fracciones, cuya comprension es un
paso esencial en el razonamiento proporcio-
nal (Vanluydt et al., 2022a). Corresponde al
nivel operacional concreto superior (IIB) de
Noelting (1980a, 1980b) y en el estudio seria
una estrategia correcta para el item 4.

E317: Porque la cantidad de limonada
de Elena es menor y el agua también, los
de Juan son como si se multiplicara por 2
(item 4, opcion correcta).

Correspondencia entre términos de las
razones. Se establece un criterio de propor-
cionalidad entre los términos de una razén
(a,/b)), para luego comparar si la relacion en
la otra razon (a,/b,) es menor o mayor (Ver
E506). Este tipo de estrategias daran respues-
tas correctas siempre y cuando dos de los
cuatro términos a comparar sean multiplos.
Corresponde al nivel operacional formal in-
ferior (IIIA) de Noelting (1980a, 1980b). En
el estudio seria correcto utilizarla en el item 5
en el cuestionario y los anteriores.

ES06: Esta concentrado en menos canti-
dad de agua. Por cada vaso son 3 de li-
mon por lo que Juan debia usar 6 vasos
de limon par ser igual de acido que Elena
(item 5, opcion correcta).

Proporcionalidad. Se reducen las ra-
zones a fracciones con comun denominador
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y se comparan. Con esta estrategia se logra
comparar cualquier tipo de razones, por lo
que se pueden obtener respuestas correctas
para todos los items del cuestionario. Co-

rresponde al nivel operacional formal supe-
rior (ITIB) de Noelting (1980a, 1980b).

E80: Porque el porcentaje de zumo de
limon en la limonada de Elena (60%) es
mayor que el de Juan (57%) (item 6, op-
cion correcta).

Analisis y resultados

A continuacion, se analizan las respues-
tas correctas en cada item, pais y curso, las es-
trategias empleadas y nivel de razonamiento
proporcional (Noelting 1980a, 1980b).

Respuestas correctas en cada item

En la Tabla 3 se presenta el porcentaje
de estudiantes en cada nivel escolar y pais que
eligid la opciodn correcta en cada item. Con-
forme aumenta el nivel de razonamiento pro-
porcional del item requerido para resolver las
tareas (Noelting 1980a, 1980b), el porcenta-
je de respuestas correctas disminuye, siendo
pequefio (entre 15,2 % y 37,5 %, segln cur-
so y pais) en el item 6 (nivel I1IB). Hay que
recordar que la edad promedio esperada para
alcanzar el nivel de razonamiento IIIB segin
Noelting (1980a, 1980b) es de 15 afios y un
mes, por lo que la mayor parte de estudiantes
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del tltimo curso debieran haberlo alcanzado y
resolver correctamente dicho item.

Casi la totalidad de estudiantes, inde-
pendientemente del curso y pais, responde co-
rrectamente los items 1y 2, correspondiente a
los niveles de razonamiento proporcional IA
y IB de Noelting (1980a, 1980b), obteniendo
resultados similares a la tarea del mismo nivel
de dificultad (nivel 1) en Pérez-Echeverria et
al. (1986), para estudiantes de cursos equiva-
lentes. En los demads items, los porcentajes de
respuestas correctas aumentan con el curso, lo
que se explica por la mayor edad e instruccion.
Sin embargo, es evidente que no todo el estu-
diantado alcanza cada nivel de razonamiento
proporcional en esta tarea a la edad esperada

por Noelting (1980a, 1980b).
Al comparar los resultados en los dos

paises, los porcentajes de correccion son
similares en los cursos 6° de EGB y 1° de
ESO/ 7° de EGB. En los demas cursos, a
partir del nivel IIA los porcentajes de co-
rreccion en estudiantes costarricenses (ex-
cepto en el item IIIA para estudiantes de 3°
de ESO/9° de EGB) tienden a ser un poco
inferiores al del estudiantado espaiol. En el
item 6, que requeria el nivel I1IB, se obtuvo,
a partir de 2°ESO, porcentajes de correccion
superiores al 30 % en estudiantado espafiol,
y fueron inferiores en todos los cursos los
resultados de estudiantes costarricenses.
Para esta tarea, los promedios de respues-
tas correctas fueron 33,1 % (Espafia) y 22,2
% (Costa Rica) de la muestra. Este item se
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Tabla 3. Porcentaje de estudiantes que elige la opcion correcta por item y pais

ftems Nivel 6°EGB T°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO
Noelting CR  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.

1 1A 91,4 89,7 92,3 88,4 90,3 93,8 92,3 86,0 96,3 94,5

2 IB 90,9 87,2 96,2 91,9 97,0 96,8 100,0 95,7 96,6 92,5

3 A 657 641 692 79,1 80,6 84.4 76,9 82,0 704 945

4 1IB 30,3 28,2 423 40,5 48,5 71,0 53,8 71,7 58,6 77,5

5 1A 40,0 41,0 57,7 46,5 48,4 59.4 50,0 36,0 48,1 58,2

6 111B 152 17,9 23,1 27,0 18,2 35,5 26,9 32,6 27,6 37,5

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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categoriza en el mayor nivel de razonamien-
to proporcional en Noelting (1980a, 1980b)
y mayor nivel de dificultad en Pérez Eche-
verria et al. (1986).

Por otro lado, al considerar toda la
muestra, los porcentajes de correccion
son muy similares a obtenidos por Noel-
ting (1980a, 1980b) en items equivalentes
segin nivel de razonamiento proporcio-
nal requerido: TA (91,0 % vs. 99,4 % en
Noelting (1980a, 1980b)), IB (94,0 % vs.
95,6 % en Noelting (1980a, 1980b)), ITA
(77,0 % vs. 78,2 % en Noelting (1980a,
1980b)), 1IB (41,2 % vs. 48,6 % en Noel-
ting (1980a, 1980b)), HIA (47,3 % vs.
43,9 % en Noelting (1980a, 1980b)), I1IB
(26,5 % vs. 15,6 % en Noelting (1980a,
1980b)). Hay que hacer la salvedad de que
la muestra de Noelting (1980a, 1980b) es
de 6 a 16 afios y la de este estudio es de
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11 a 16 afios; sin embargo, es notable la
similitud en cuanto a la proporcion de res-
puestas correctas.

Estrategias correctas

En la Tabla 4 se presenta el porcen-
taje de estudiantes que usa diferente tipo
de estrategia correcta en cada curso y pais,
para cada item. Se considera que una estra-
tegia es correcta en un item si aporta la so-
lucion matematicamente valida. Como se
puede apreciar en esta tabla, en los items
1 y 2 (niveles IA e IB) las estrategias mas
utilizadas fueron la comparacion del valor
absoluto del primero o segundo término
de la razén y comparacion de diferencias
entre los términos. Entre estas tres estrate-
gias, los porcentajes suman mas de dos ter-
ceras partes del estudiantado en estos items
en cada curso y pais.

Tabla 4. Porcentaje de estrategias correctas por item y pais

6°’EGB 7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO  9°EGB/3°ESO  10°ED/4°ESO
Estrategia item CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.
Comparar primeros 11A) 543 71,8 69,2 72,1 58,1 50,0 53,8 40,0 51,9 50,9
términos
Comparar segundos  2(IB) 45,5 51,3 76,9 59,5 60,6 51,6 53,8 47,8 34,5 40,0
términos
Comparar 1(T1A) 22,9 10,3 7,7 9,3 32,3 18,8 11,5 30,0 29,6 20,0
diferencias
2(IB) 424 17,9 154 27,0 15,2 41,9 26,9 28,3 37,9 27,5
Equivalencia a la 3(MA) 68,6 51,3 654 69,8 58,1 62,5 57,7 62,0 59,3 45,5
unidad
Equivalencia de 4(1IB) 24,2 17,9 30,8 35,1 242 64,5 23,1 54,3 41,4 30,0
razones
Correspondencia 1(1A) 3,8 3,7
2(1B) 3,0
3(IT1A) 7,0 3,2
4(11B) 5,1 3,8 2,7 6,1 3,8 2,2 2,5
5(I1A) 11,4 7,7 11,5 16,3 19,4 43,8 26,9 12,0 25,9 20,0
Proporcionalidad 1(1A) 11,5 4,0 3,7 18,2
2(IB)
3(ITA) 2,6 3,8 2,3 3,2 12,5 11,5 10,0 11,1 40,0
4(1IB) 3,0 3,8 2,7 9,1 3,2 15,4 8,7 10,3 37,5
5(IITA) 2,6 3,8 6,3 3,8 10,0 11,1 30,9
6(111B) 5,4 3,0 9,7 7,7 8,7 10,3 30,0

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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En el item 3 (nivel IIA), mas de la mi-
tad de estudiantes de cada curso identifican
que en las razones representadas existe una
relacion de equivalencia a la unidad, y ex-
cepto en 4° curso de la ESO, otras estrategias
de mayor nivel de razonamiento proporcio-
nal fueron usadas por menos del 12,5 %.

En el item 4 (nivel IIB), predomina uti-
lizar la equivalencia de razones. A excepcion
de los cursos 2°y 3°de la ESO y 10° de ED,
menos de las dos quintas partes de cada curso
utilizaron esta estrategia, y a excepcion de 4°
curso de la ESO, menos de una quinta parte
por curso emplearon estrategias de mayor ni-
vel de razonamiento proporcional.

En el item 5 (nivel IIIA), aparecen las
estrategias de correspondencia y proporcio-
nalidad, pero con pequefia frecuencia, que
aumenta en los cursos superiores. El item 6
(nivel IIIB) solo se puede resolver correcta-
mente utilizando la proporcionalidad, pero a
excepcion del 4° curso de ESO, menos del
11 % de estudiantes por curso utilizo esta es-
trategia. A partir del item 3, entre 30 % y 40
% de estudiantado espafiol de 4° curso de la
ESO empled la proporcionalidad. En la in-
vestigacion de Pérez-Echeverria et al. (1986)
tan solo el 12,5 % de estudiantes del ultimo
curso de bachillerato, empleo estrategias pro-
porcionales en la tarea de nivel 4 de dificul-
tad; y resulto superior el porcentaje obtenido
(30,0 %) en este estudio con estudiantado es-
pafiol de menor edad (4° de la ESO).
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Para tener una visién mas completa
del uso de estrategias correctas, en la Ta-
bla 5 se presentan los porcentajes totales
estas estrategias para cada item por curso
y pais.

Se puede apreciar que conforme au-
menta el nivel de Noelting (1980a, 1980b)
en el item, disminuyen los porcentajes de
estrategias correctas utilizadas, sobre todo
del nivel IIA en adelante, lo que es razona-
ble puesto que las estrategias que son vali-
das en estos items requieren un nivel mayor
de razonamiento proporcional. En los items
1y 2, que se pueden resolver correctamente
mediante la comparacion del valor absoluto
de los términos de las razones y compara-
cion de sus diferencias, los porcentajes de
estrategias correctas son similares por cur-
so, con una diferencia aproximada de 10 %
entre un item y otro.

Los porcentajes de estrategias correc-
tas aumentan (o se mantienen similares) con
el curso. Hasta el nivel IIB, mas de la mitad
de estudiantes por curso y pais realizan es-
trategias correctas; sin embargo, a partir de
este nivel hay cursos que no alcanzan el 50
% de estrategias correctas. A partir del nivel
ITA, el alumnado espafiol obtiene porcenta-
jes mayores de estrategias correctas respec-
to a estudiantes costarricenses (excepto en
6° curso de EGB).

Tabla 5. Porcentaje total de estrategias correctas por item y pais

ftems Nivel 6’EGB 7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO
Noelting CR  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.

1 1A 77,2 82,1 80,7 81,4 90,4 68,8 76,8 74,0 88,9 89,1

2 IB 87,9 69,2 92,3 86,5 78,8 93,5 88,4 78,3 79,3 71,5

3 ITA 68,6 53,9 69,2 79,1 64,5 75,0 69,2 72,0 70,4 85,5

4 1IB 27,2 23,0 38,4 40,5 394 67,7 423 65,2 51,7 70,0

5 A 1,4 103 153 16,3 19,4 50,1 30,7 20 370 509

6 111B 5,4 3,0 9,7 7,7 8,7 10,3 30,0

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Estrategias incorrectas dos términos de las razones (que es correcta
solo para los items 1 y 2). Se ha usado en los
items 3 a 6, que requieren estrategias multi-
plicativas, por estudiantes que no alcanzan el
nivel de razonamiento proporcional requerido
para resolverlas (Tournaire y Pulos, 1985). Un
ejemplo se muestra a continuacion.

Para completar el anélisis de estrate-
gias y comprender mejor los puntos dificiles
en los diferentes items, se presenta la Tabla
6 con los porcentajes de diferentes estrate-
gias incorrectas empleadas por curso y pais.
Una estrategia se considera incorrecta si es
incorrecta en cualquier item o proporciona
respuestas incorrectas en items especificos.

La estrategia incorrecta mas utilizada
fue la comparacion de las diferencias entre los

E458: Porque en ambos hay un vaso me-
nos de agua que de zumo de limon. (Item
6, opcion incorrecta).

Tabla 6. Porcentaje de estrategias incorrectas por item y pais
6°EGB  7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO

Estrategia items CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.

Comparar totales 1(1A) 11,4 7,7 3,8 23 9,4 3,8 4.0 1,8
2(IB) 2,6 6,9
Ay 2,9 7,7 7,7 2,0
4@B) 3,0 5,1 5,4 6,9
S5(ITA) 5,7 3,1 1,8
6(111B) 2,6 154 5,4 3,0

Comparar primeros términos 2(IB) 3,0 154 38 8,1 12,1 32 3,8 6,5 10,3 2,5
3(A) 11,4 154 7,7 9,3 16,1 6,3 7,7 80 74 1,8

4(IIB) 18,2 38,5 19,2 243 15,2 6,5 23,1 152 13,8 12,5
5(IMA) 14,3 17,9 23,1 233 12,9 6,3 23,1 10,0 3,7 9,1

6(1lIB) 3,0 12,8 7,7 13,5 3,0 7,7 87 103 5,0
Comparar segundos términos  1(IA) 7,7 2,3

3(11IA) 2,6 38 2,3 32 32 2,0

41B) 3,0 3,8 5,4 9,1 3,8 43 69 2,5

5(IITA) 8,6 20,5 154 18,6 9,7 3,1 7,7 20 74 1,8
6(llIB) 6,1 7,7 17,7 13,5 6,1 16,1 154 13,0 6,9 7,5
Comparar diferencias 3(HA) 5,7 103 3.8 23 6,5 6,1 3,7 7,3
4(1IB) 48,5 23,1 23,1 16,2 242 16,1 19,2 43 17,2 5,0
5(IITA) 34,3 20,5 30,8 11,6 38,7 94 19,2 32,0 29,6 21,8
6(IIIB) 72,7 46,2 423 351 51,5 452 46,2 348 44,8 27,5

Equivalencia a launidadode  1(IA) 2,0
razones 2(1IB) 3,0
5(IMA) 5,7 2,6 3,8 4,6 9,4 7,4
6(IlIB) 9,1 129 7,7 2,7 9,1 9,7 3,8 22 69 2,5
Confusas, no matematicas o 11A) 11,4 10,2 7.6 14,0 9,7 18,8 19,2 20,0 11,1 9,0
no argumenta la estrategia 2(1B) 3,0 12,8 0,0 54 6,1 32 00 152 0,0 20,0
3(ItA) 11,5 10,3 153 7,0 9,7 18,7 154 16,0 18,5 5,4
4B) 0,0 10,3 153 8,1 12,2 6,4 11,5 10,8 34 10,0

5(IIA) 20,0 28,2 11,5 25,6 194 18,7 19,2 340 14,8 14,5
6(IIB) 3,0 18,0 153 243 213 129 192 304 13,8 250
Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Esta estrategia aumenta a mayor nivel de
dificultad del item. Interpretamos que al igual
que en Pérez-Echeverria et al. (1986), algun
estudiantado que empleo estrategias multipli-
cativas en items sencillos volvio a las aditivas
en los problemas de mayor nivel de dificultad.
Puede notarse, también, que esta estrategia es
mas frecuente en estudiantes costarricenses
y se empled mas en el item 6, sobre todo por
estudiantes de 6° curso de EGB (46,2 % estu-
diantado espafiole y 72,7 % costarricense). En
Pérez-Echeverria et al. (1986), en la tarea de
nivel 4 de dificultad, el 65 % de estudiantes
de 8°EGB uso estrategias aditivas; resultados
parecidos se obtuvieron en este estudio en el
item 6 (nivel 4), con estudiantes de edad simi-
lar (63,6 % en 8°EGB y 61,3 % en 2°ESO).

Aunque en menor porcentaje, destaca
también la comparacion de los primeros tér-
minos de las dos razones, especialmente en
el item 4, donde hay equivalencia entre ra-
zones (ver E57). Fue usada en este item por
el 38,5 % de estudiantado espafiol y el 18,2
% de costarricense de 6° de EGB.

ES7: Porque Juan ha mezclado mas limon
que Elena. (item 4, opcién incorrecta).

También, aparecen estrategias con-
fusas, en las que no queda claro como se
obtuvo la respuesta, otras que emplean cri-
terios subjetivos, donde no se usa alguna
operacion matematica o no se argumenta la
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respuesta seleccionada. De los items 1 al 4
los porcentajes no superaron el 20 %; se en-
contraron porcentajes mayores en los items
5y 6, y sobresalié un mayor nimero de res-
puestas en blanco (estudiantes no supieron
justificar), lo cual es normal debido a que
son tareas de mayor dificultad.

El total de estrategias incorrectas se
presenta en la Tabla 7. Logicamente el com-
portamiento global es complementario al de
las estrategias correctas, son mas numerosas
las incorrectas en los items de nivel supe-
rior, especialmente en los cursos 6° de EGB.
El porcentaje global de estrategias incorrec-
tas disminuye por curso, aunque es muy alto
todavia en el Gltimo curso en los items 5 y 6

(Niveles 1A y IIIB).
El desarrollo de estas estrategias tiene

bastante coincidencia en los dos paises, con
mas variacion por item, dentro de cada cur-
so en Espana que en Costa Rica.

Nivel de razonamiento proporcional

En la Tabla 8 se presentan los porcen-
tajes de estudiantes en cada nivel de razo-
namiento proporcional de Noelting (1980a,
1980b), por curso y pais. Para calcular el
nivel que corresponde al estudiantado se
considera que haya resuelto correctamen-
te el item asociado a dicho nivel (es decir,
que proporcione en el item respuesta y ar-
gumento correcto) y todos los items de ni-
veles inferiores. Se afiade un Nivel 0, que
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Tabla 7. Porcentaje total de estrategias incorrectas por item y pais

items Nivel 6°’EGB 7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO
Noelting CR  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.
1 1A 22,8 17,9 19,3 18,6 9,6 31,2 23,2 26 11,1 10,9
2 B 121 308 77 13,5 21,2 6,5 11,6 21,7 207 225
3 IIA 31,4 46,1 30,8 20,9 35,5 25 30,8 28 29,6 14,5

4 1IB 72,8 77 61,6 59,5 60,6 323 57,7 34,8 48,3 30

5 A 88,6 89,7 84,7 83,7 80,6 49,9 69,3 78 63 49,1

6 111B 100 100 100 94,6 97 90,3 92,3 91,3 89,7 70

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Tabla 8. Porcentaje de estudiantes segun nivel de razonamiento proporcional alcanzado,
POr curso y pais

Nivel 6’EGB 7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO
Noelting CR  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp.
Nivel 0 11,8 16,7 11,5 11,3 14,1 17,5 13,5 14,6 10,7 11,6
1A 11,8 17,9 11,5 6,25 12,5 0,0 5,8 6,3 10,7 4,2
1B 30,9 26,9 26,9 22,5 21,9 14,3 23,1 10,4 17,9 7,4
A 294 23,1 250 33,75 219 143 23,1 292 196 29,5
IIB 132 11,5 173 16,25 18,8 27,0 173 28,1 204 20,0
A 2,9 3,8 5,8 8,75 9,4 22,2 13,5 8,3 14,3 18,9
I11B 1,9 1,25 1,6 4,8 3,8 3,1 5,4 8,4

Nota: Fuente propia de la investigacion.

corresponde a estudiantes que, habiendo
completado los items no resolvieron correc-
tamente ninguno de ellos, por fallar en la es-
trategia o la respuesta. Observamos en este
nivel un porcentaje importante (entre 11,3
%y 17,5 %) en todos los cursos, que indica
las dificultades que todavia tiene este estu-
diantado con el razonamiento proporcional.
Es una cantidad pequefia de estudiantes la
que alcanza el nivel superior I1IB ni siquiera
en el ultimo curso y hay coincidencia en los

dos paises.
En los cursos de 6° de EGB de los dos

paises, menos de la mitad de estudiantes
consigue al menos el nivel IIA (Operacional
concreto inferior); en estudiantes de Espafia
solo el 38,5 % y en costarricenses el 45,5 %.
Esto implica que la mayoria de estudiantes se
ubica en la etapa intuitiva, donde no llegan a
comparar los cuatro términos de las dos frac-
ciones. Puesto que en este curso tienen 11 o
12 afios, se esperaria que la mayoria alcanza-
ra el nivel ITA de Noelting (1980).

En los cursos equivalentes 1° curso de
ESO y 7° de EGB (12-13 afios), 60 % y 50
% de los estudiantes en Espafia y Costa Rica,
respectivamente, logran al menos un nivel
ITA; sin embargo, se esperaria un nivel IIIA
correspondiente a las operaciones formales.

En los cursos 2° de ESO, 3° de ESO y 4°
de ESO (13 a 16 afios) mas de las dos terceras

partes de estudiantes de Espafia logra al me-
nos un nivel de l[IA y entre un 52 % y un 61 %
de estudiantes de cursos equivalentes en Cos-
ta Rica. En estas edades habria que esperar el
nivel de razonamiento proporcional IIIB en
el curso superior segun Noelting (1980), que
poca cantidad de estudiantes alcanza.

En Noelting (1980a, 1980b), los por-
centajes de estudiantes con edades similares
se ubican en niveles de razonamiento pro-
porcional superior: Estudiantes de 12 afios
(6°EGB) el 82,4 % se ubica entre los nive-
les ITA y IIIA, de 13 afios (7°’EGB/1°ESO)
el 83,8 % esta entre I1IB y IIIA, de 14 anos
(8°EGB/2°ESO) el 80 % se ubica entre los
niveles de IIIA y IIIB, de 15 afos (9°EG-
B/3°ESO) la totalidad y 16 afios (10°E-
D/4°ESO) casi la totalidad (94,7 %) alcan-
zan como minimo el nivel IIB.

En resumen, aunque aumenta el por-
centaje de los niveles de razonamiento su-
perior, segin el curso escolar, la edad a la
que se alcanzan, al menos en el tipo de ta-
reas propuestas en este trabajo, es algo su-
perior a lo supuesto por dicho autor.

Conclusiones

En este trabajo se realiz6 un estudio
comparado de las respuestas, estrategias y
nivel de razonamiento proporcional, segiin
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Noelting (1980a, 1980b) en la comparacion
de razones. Los resultados obtenidos com-
plementan los estudios sobre razonamiento
proporcional en la comparacion de razones,
como los de Boyer y Levine (2015); Noel-
ting (1980a, 1980b); Karplus, Pulos y Sta-
ge (1983) y Pérez-Echeverria ef al. (1986),
donde pocos resultados se han obtenido en
Espaifia con muestras de tamaio razonable y
no hay estudios comparados con otros pai-
ses; es el primer trabajo que estudia esta pro-
blematica en Costa Rica y no hay estudios
comparados en Espafia con otros paises.

El analisis de las respuestas a las ta-
reas planteadas sugiere que estudiantes de
la muestra realizan sin dificultad los items
correspondientes a los primeros niveles
de razonamiento proporcional de Noelting
(1980a, 1980b) (etapas IA e IB), donde em-
plean estrategias de comparacion de los va-
lores absolutos de los numeradores o deno-
minadores de las razones o bien estrategias
aditivas. Esto concuerda con los resultados
de Vanluydt et al. (2022b), donde se con-
cluye que, al preferir relaciones aditivas, se
tiene mas éxito en problemas elementales
de razonamiento proporcional. Dichas es-
trategias producen respuestas correctas en
estos items, aunque no son validas para el
nivel superior.

No se evidencid ninguna dificultad
asociada al uso de unidades discretas y mez-
cla continua como se encontrd en Boyer y
Levine (2015); ya que en los dos primeros
items casi la totalidad de la muestra obtuvo
respuestas correctas; utilizo las mismas uni-
dades en todos los items. Las dificultades
aparecen o van aumentando al requerirse
estrategias multiplicativas, en concordancia
con trabajos previos como el de Pérez Eche-
verria, et al. (1986), pues mucho estudianta-
do recurre otra vez a estrategias aditivas, que
pueden encubrir el sesgo del nimero natural
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(Goémez y Dartnel, 2019; Gonzalez-Forte et
al., 2022) También, como se aprecia en los
resultados obtenidos, se conserva la dificul-
tad relativa de los problemas propuesta por
Pérez-Echeverria et al. (1986), aunque la
variedad de estrategias correctas e incorrec-
tas ha sido mayor que las identificadas por
dichos autores.

Al igual que en He et al. (2018), se
concluye que un porcentaje considerable de
estudiantes son capaces de reconocer la pro-
porcionalidad cuando las fracciones a com-
parar son equivalentes; sin embargo, se en-
cuentra que fue mas sencillo identificar las
que son equivalentes a la unidad, donde mas
de las dos terceras partes de estudiantes, sin
importar curso y pais, obtuvieron respuestas
correctas, a diferencia de cuando las frac-
ciones eran equivalentes, pero distintas a la
unidad (item 4), donde solo los tres cursos
espafioles superiores sobrepasaron la mitad
de respuestas correctas. El andlisis de los
niveles de razonamiento alcanzados en fun-
cion del curso escolar (que corresponde a la
diferente edad de estudiantes) contradice las
edades promedio en que se debieran alcan-
zar estos niveles en el estudio de Noelting
(1980a, 1980b) donde se espera que el 50
% de estudiantes logre el nivel operacional
formal inferior (IITA) a los 12 afios y 2 me-
ses de edad, y la misma proporcién a los 15
afios y 1 mes, en el nivel IIIB, niveles que
son alcanzados por un tamafio de muestra
mucho menor.

Fue poco el estudiantado que alcanzd
el nivel IIIB, ni siquiera en el 10° curso, y
apenas un 20 % el nivel IIIA (un poco mas
en Espafia que en Costa Rica). Suponemos
que es porque la proporcion de estudiantes
usando estrategias correctas de correspon-
dencia y proporcionalidad fue pequena,
menor en Costa Rica que en Espafia. En
este sentido, se recomienda al profesorado
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plantear en sus clases no solo problemas
aritméticos, sino otros en que se deba em-
plear el razonamiento proporcional, como
semejanza y homotecia, comparacion de
probabilidades y relaciones funcionales.

Es importante también tener en cuenta
en cada pais el nivel de razonamiento pro-
porcional mas frecuente en cada curso, para
adaptar las tareas propuestas a dicho nivel
y ayudar al estudiantado a progresar al in-
mediatamente superior. Asi en Costa Rica
el 45,5 % de estudiantes de 6° de EGB y el
50 % de 7° de EGB consigue al menos el
nivel ITA operacional concreto; y entre un
52 % y un 61 % de estudiantes de cursos
8° a 10°. En Espaiia, por otra parte, el 38,5
% de estudiantes de 6° de EGB y el 60 %
en 1° de ESO razona al menos al nivel IIA.
En los cursos 2° de ESO, 3° de ESO y 4° de
ESO (13 a 16 afios) mas de las dos terceras
partes del estudiantado espafiol logra al me-
nos un nivel de ITA. Esta informacion puede
permitir al profesorado disefiar tareas ma-
tematicas que requieran este tipo de razo-
namiento de acuerdo con el nivel alcanzado
segun edad.

Ademas, en Espaiia se debiera ayudar
a estudiantes a comprender que la compa-
racion Unica del primer o segundo término
de la razon solo es valida en caso de que el
otro término sea igual a las dos razones. En
Costa Rica, por otro lado, el mayor esfuerzo
seria enfatizar en la comprension del con-
cepto de proporcion, empleando distintas
representaciones, ya que el alto porcentaje
de estrategias como la comparacion de to-
tales de las dos fracciones y la diferencia de
términos, revelan una débil comprension de
su significado.

Es importante tener en cuenta estos
resultados en la ensenanza para mejorar en
lo posible este razonamiento en el estudian-
tado, debido a su importancia en el inicio
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del razonamiento algebraico elemental y el
desarrollo del pensamiento formal (Burgos
y Godino, 2019; Kieren, 2020; Obando et
al., 2014).

Igualmente se deben considerar las
conexiones del razonamiento proporcio-
nal con otros temas matematicos, como
la probabilidad, magnitudes y funciones
(Van-Dooren. 2018). Todos estos temas,
donde el principal objetivo de aprendizaje
no es el nimero racional (aunque permiten
aplicarlo y reforzar su aprendizaje), pueden
introducirse de manera efectiva, si los ni-
veles de razonamiento proporcional de las
tareas se controlan teniendo en cuenta las
capacidades estudiantiles, segiin su edad.

Finalmente recordamos que la com-
paracion de razones enfatiza la propor-
cionalidad, que es Unicamente uno de los
posibles significados del ntimero racional
(Behr et al., 1983; Burgos y Godino, 2020;
Lamon, 2007). Por ello sugerimos la nece-
sidad de continuar este trabajo comparando
sus resultados con los obtenidos en otras
tareas que involucren otros significados del
numero racional. Igualmente, seria de in-
terés analizar la influencia del nivel de ra-
zonamiento proporcional de estudiantes en
el desempeno de tareas que involucren este
razonamiento de forma implicita, por ejem-
plo, la comparacion de probabilidades.
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