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Se presenta un control de formación para múltiples Veh́ıculos Submarinos Autónomos con

estructura de tipo ĺıder-seguidor. El controlador se modela como un sistema multi-agente

representado por un d́ıgrafo compuesto por vértices y artistas que simbolizan los agentes

(veh́ıculos) y el sistema de comunicación, respectivamente. Se empleó la matriz Laplaciana

compleja del d́ıgrafo, para calcular la formación geométrica y enseguida se evalúa

la respuesta de consenso de la formación utilizando la teoŕıa evolutiva dinámica del

replicador-mutador. Finalmente, se integran las dos respuestas y se calcula la posición

de cada agente seguidor. Las simulaciones muestran que combinando estas dos teoŕıas se

puede garantizar una perfecta formación geométrica en todo momento y que se pueden

emplear un sinnúmero de agentes en la estructura.
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This article shows the research results to design a formation control to multiple

autonomous submarine vehicles with a structure type tracker-leader. The controller

is modeled as a multi-agent system represented by a diagraph composed by vertices

and edges that represent the agents (vehicles) and the communication system,

respectively. It is used the complex Laplacian matrix of the diagraph to calculate

the geometric formation, and immediately is evaluated the consensus response of

the formation using the dynamic theory of the mutator – replicator. Finally, it

integrates both responses and it calculates the position of each tracker agent. The

simulations show that combining these theories can be guaranteed a perfect geometric

formation all the time and also can be used any number of agents in the structure.
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1. Introducción

Un grupo de múltiples Veh́ıculos Submarinos Autónomos
(AUV, autonomous underwater vehicle, por sus siglas en
inglés) proporcionan flexibilidad, robustez y eficiencia,
más allá de lo posible con un solo AUV; además, permite
estudiar grandes áreas oceánicas de una manera más
rápida y económica [1]. La coordinación de los AUV
mejora la exploración marina e incrementa los resultados
de las diferentes aplicaciones bajo el agua [2].

Las flotillas de AUV se construyen como sistemas
distribuidos; aunque su diseño se convierte en un
reto debido a que los AUV poseen una capacidad de
percepción y comunicación limitada. Además, el uso y la
coordinación de múltiples veh́ıculos tienden a aumentar
la complejidad de las comunicaciones. A fin de mitigar
los inconvenientes mencionados, hasta cierto punto, se
emplean los sistema multi-agente [3].

Diferentes autores han sugerido la definición de
un sistema multi-agente, uno de ellos propone que se
encuentran compuestos por elementos computacionales
que poseen acción autónoma, y que son capaces de
interactuar entre śı, no solo para el intercambio de
mensajes, sino también para un tipo más elaborado
que se asemeja a la actividad social (cooperación,
coordinación, negociación, etc.) [4]. Puede definirse
también como una estructura manipuladora distribuida
que tiene varios agentes [5]. Sistemas que inicialmente se
centraban en la estructuración organizativa y protocolos
de negociación [6]. Sin embargo, la coordinación
descentralizada de los sistemas multi-agente se ha
convertido en un área activa de investigación y ha atráıdo
mucho interés de diversas disciplinas, incluyendo el
comportamiento animal, la teoŕıa de control, la biof́ısica,
ciencias sociales y ciencias de la computación [7]. La
tecnoloǵıa de los sistemas multi-agente con muchos tipos
de robots submarinos tiene un amplio campo en futuras
investigaciones bajo el agua. Por ejemplo, en campos
como la investigación de contaminación de agua, control
de la acuicultura, o la investigación de los arrecifes de
coral [8] [9].

Un agente es un sistema informático, que tiene la
capacidad de comportarse de forma automática con
el fin de lograr un objetivo durante el proceso de
diseño [5]. Wooldridge y Jennings [10] señalan que las
propiedades de un agente son: autonomı́a, habilidad
social, reactivo y proactivo. Los agentes también se
pueden caracterizar por el hecho de ser benevolentes
(cooperativos) o competitivos [11]. La organización los
agentes involucra el desarrollo de la coordinación en
actividades de cooperación [12]. Es aśı como dichos
agentes pueden utilizar diferentes protocolos y formas de
descubrimiento para la coordinación y la comunicación
en sus interacciones [13].

La coordinación es una propiedad de un sistema de
agentes que realizan alguna actividad en un entorno
compartido. El grado de coordinación se da en la medida
en que evitan bloqueos, puntos muertos y mantienen de
las condiciones de seguridad vigentes. Hay dos tipos de
coordinación (cooperación o competencia) que dependen
de si el agente es benévolo o competitivo, respectivamente
[14]. El control de formación en un sistema multi-agente
es un problema de coordinación t́ıpico para los AUV
cooperativos, que se ha estudiado ampliamente en los
últimos años. Un método tradicional para hacer control
de formación es la estructura ĺıder-seguidor [15], en donde
los agentes ĺıderes cuentan con diferentes equipos de
navegación, mientras que los agentes seguidores llevan
dispositivos de una precisión relativamente baja.

En [16], se propone un algoritmo de formación tipo
ĺıder-seguidor, basado en una función potencial artificial
que evita colisiones entre los veh́ıculos. Aunque es
dif́ıcil mantener una formación geométrica, en tanto
fue diseñado solo para seguir un camino. El algoritmo
propuesto en [17] mantiene una formación geométrica
en una, dos o tres dimensiones, sin ningún cambio
en la ley de control. Además, se puede ampliar para
incluir un gran número de veh́ıculos. Sin embargo, el
sistema de navegación limita el número máximo de
veh́ıculos en una formación. En [16], se estudia una
estrategia que mantiene la formación triangular deseada.
El ĺıder puede ir a través de la ruta asignada y los
seguidores se adaptan a su propio ritmo a lo largo de
la distancia de la trayectoria del ĺıder; aunque el sistema
no puede evaluarse contra posibles colisiones dentro de
la formación.

En resumen, los principales problemas se presentan
cuando se añaden veh́ıculos y se mantiene una forma
geométrica, ya que provoca un aumento en el tiempo
de convergencia y genera potenciales colisiones entre los
veh́ıculos. Una posible solución es garantizar que los
veh́ıculos lleguen a un acuerdo de su posición dentro de
la formación geométrica, es decir, que los agentes lleguen
a un consenso [15].

Teniendo en cuenta las mencionadas dificultades, se
propone un nuevo método para resolver el problema del
control de formación de un sistema multi-agente con
estructura ĺıder-seguidor, a partir del consenso con el fin
de modificar el tiempo de convergencia y mantener una
formación geométrica en todo momento. El art́ıculo se
divide en cuatro secciones: en la segunda se encuentran la
descripción del control de formación propuesto, en el que
emplea una técnica evolutiva; en la tercera los resultados
de simulación en el seguimiento de varias trayectorias con
diferentes formaciones; y en la cuarta las conclusiones y
el trabajo futuro.
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2. Control de formación de veh́ıculos
submarinos autónomos

El sistema multi-agente con el que se modelo la formación
de los veh́ıculos está integrado por múltiples AUV;
es decir, que un agente es un Veh́ıculo Submarino
Autónomo. El control de formación propuesto es del tipo
ĺıder-seguidor. Por lo tanto, hay dos clases de agentes uno
que se comporta como ĺıder y otro como seguidor.

2.1. Agente ĺıder

El agente ĺıder es uno de los veh́ıculos que encabeza
la formación y es el encargado de señalar la ruta por
donde deba moverse el sistema. Se considera que es un
veh́ıculo que cuenta con un sistema de comunicación que
puede enviar a los veh́ıculos seguidores las coordenadas
de su ubicación. La principal tarea del ĺıder es dirigir
la expedición, entonces se asume que posee un sistema
de navegación y un sistema sensorial para determinar
los posibles obstáculos dentro de una determinada
trayectoria. El veh́ıculo puede tener predeterminada una
trayectoria a seguir o podrá encontrarla autónomamente.

El sistema multiagente se modelará como un d́ıgrafo
que se define como (G;E), en donde V corresponde a
los vértices del grafo y que representa a un agente del
sistema. E son las aristas que unen a los vértices y que se
toma como el sistema de comunicación entre los agentes.
Como se trata de un d́ıgrafo la orientación de las aristas
indica el sentido en el que se env́ıa la comunicación. Por
lo tanto, un agente ĺıder no tendrá en el grafo una arista
con una orientación hacia él porque el veh́ıculo no se
preocupa por la posición de sus seguidores, ni recibe
información de ningún otro agente.

2.2. Agente seguidor

El agente seguidor corresponde al veh́ıculo submarino
autónomo encargado de cumplir la formación geométrica.
Se asume que el veh́ıculo tiene un sistema de
comunicación que le permite recibir la información de
la ubicación de los ĺıderes y que además le brinda la
capacidad de enviar las coordenadas de su posición a
los demás veh́ıculos seguidores. Al igual que el agente
ĺıder, el seguidor se representa como un vértice en el
grafo y su sistema de comunicación será la arista. La
diferencia con el ĺıder radica en el sistema de navegación
y de comunicación.

Teniendo en cuenta la anterior descripción, el agente
seguidor debe tener por lo menos una conexión que
provenga de un veh́ıculo ĺıder y otra de un veh́ıculo
seguidor. Esto le permitirá mantener el estado relativo
de su posición con respecto al ĺıder y al seguidor con el
que se comunique.

2.3. Control de formación del modelo multi-agente

Se considera que el consenso es el acuerdo establecido
entre los agentes para lograr una formación geométrica
en donde el objetivo es alcanzar un estado de acuerdo
mutuo entre los veh́ıculos. Se propone que los agentes
ĺıderes determinan la trayectoria y los agentes seguidores
realizan la formación geométrica, con respecto a la
posición de los ĺıderes. El enfoque de consenso empleado
se basa en la teoŕıa de juegos evolutiva (dinámica del
replicador-mutador) [18]. Esta teoŕıa fue propuesta en
primer lugar por Taylor y Jonker en [18] y describe la
evolución de las frecuencias de las estrategias en una
población. En 2002, un importante estudio realizado por
Page y Nowak [19] combinan la mutación con la dinámica
del replicador, en la que se considera una frecuencia de
selección y mutación.

La topoloǵıa del sistema multi-agente propuesto se
representa por un diágrafo, donde los agentes son los
nodos y los bordes simbolizan la infraestructura de
comunicación. Se considera como una población evolutiva
dinámica que se puede modelar como un juego evolutivo,
donde los agentes son las estrategias. Entonces, se supone
que una estrategia puede ser replicada o mutada.

La replicación o la mutación dependen de la fuerza
de mutación µ Si µ = 0 significa que es una réplica
perfecta y si µ = 1 es una mutación perfecta. El control
de formación propuesto reúne todas las probabilidades
en una matriz llamada Q = qij y sus entradas satisfacen
la condición de

∑
j qij = 1. La probabilidad qij se puede

escribir en términos del valor de la mutación, que viene
dada por [20]:

qij =
µ

N − 1
, para i 6= j

qij = 1− µ, para i = j

En donde, N son las distintas estrategias Si, i =
1, 2, . . . , N . Cada estrategia tiene una frecuencia x ∈
[0, 1]. Además, se debe cumplir que

∑N
i=1 xi = 1.

Entonces el vector de distribución de la población seŕıa
x = [x1, . . . , xN ]T . El equilibrio se obtendŕıa cuando las
frecuencias empleadas por los seguidores sean iguales,
pues en el juego todos tendŕıan la misma probabilidad
de ganar. Dado que los ĺıderes no reciben información de
ningún agente sus frecuencias deben ser cero. La matriz
de pagos B (1) corresponde a los valores de cada posible
confrontación y tiene en cuenta los beneficios por ganar
y los costos invertidos. Dicha matriz estará dada por:

B = [bij ] ∈ RN×N (1)

en donde bij es el costo por cambiar de la estrategia
i a la estrategia j. Se considera que la matriz de pagos
está dada por la matriz Laplaciana normalizada de la
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formación ĺıder-seguidor, es decir que cada nodo es una
estrategia Si. Se supone que el pago total en el juego
es una función de adaptación (fitness) que mide el éxito
evolutivo y depende de la frecuencia del comportamiento
de la población. La evolución óptima de la formación
resulta cuando hay un balance entre los beneficios y
los costos, es decir que se maximice dicha función [21].
La función fitness Fi de los agentes con estrategia Si

está dada por

Fi =

N∑
k=1

bikxk

La función fitness total es F = [F1, . . . , Fn]T . Para
los ĺıderes la función debe ser cero, porque ellos no
reciben información de los seguidores y no tienen una
frecuencia asociada. El promedio de la población se
obtiene multiplicando la función total por el vector de
las estrategas, está dado por

φ = FTx

donde x es el estado o estrategia empleada y φ es
el promedio de la adaptación. En donde el consenso se
alcanzaŕıa cuando las funciones fitness sean todas iguales
al promedio de la adaptación. Por último, la ecuación de
la dinámica del replicador-mutador está dada por

ẋi =

N∑
j

xjFj(x)qij − xiφ (2)

La ecuación 2 se soluciona y la respuesta corresponde
a la evolución de las estrategias. El resultado obtenido se
combina con la matriz Laplaciana compleja del d́ıgrafo
que considera Nl co-ĺıderes y Nf agentes seguidores.
Para esto, se calculan los pesos complejos del d́ıgrafo que
representan las conexiones del grafo de tal manera que
ωij ∈ para cada borde j, i. La matriz puede definirse
como:

Lc =


0 si i 6= j y j 6∈ Ni

−ωij si i 6= j y j ∈ Ni∑
j∈Ni

−ωij si i = j

La matriz Laplaciana compleja debe tener la siguiente
forma:

Lc=

[
0(Nl×Nl) 0(Nl×Nf )

Lfl(Nf×Nl) Lff(Nf×Nf

]
,

en Lfl(Nf×Nl)
es la submatriz de interacción de los

ĺıderes hacia los seguidores y Lff(Nf×Nf )
la submatriz

de interacción entre los seguidores. Teniendo en cuenta
que entre los ĺıderes no hay comunicación y que tampoco
reciben información de los seguidores, entonces los demás
elementos son cero.

Para lograr la formación, primero se determina
cuál seŕıa la topoloǵıa geométrica y cuál la cantidad
de veh́ıculos/agentes que integrarán el esquema.
Posteriormente, se realizan los cálculos de consenso
estableciendo siempre que µ=1 (mutación perfecta).
Enseguida se calcula la matriz Laplaciana compleja y
se encuentra la posición de los seguidores a partir de las
posiciones en un plano complejo que los ĺıderes alcancen
estipuladas en el vector columna llamado El cálculo se
realiza empleando la siguiente ecuación:

Pf = [−Lff ]−1[gi + LlfPl], (3)

en donde [−Lff ]−1 es la matriz inversa de [−Lff ] y
gi es la solución de (2). El resultado es un vector columna
Pf que indica las posiciones de los agentes seguidores.

Ahora bien, en la siguiente sección se presentan los
resultados obtenidos en dos diferentes simulaciones para
el control de formación propuesto y se compara el primer
resultado con el control de formación realizado con el
Laplaciano complejo [22].

3. Resultados de simulación

El control de formación propuesto se simuló en Matlab R©.
Para el primer caso se empleó la topoloǵıa presentada en
la Figura 1. Los ĺıderes están marcados con l1 y l2 y los
seguidores como f1, f2, f3 y f4.

Figura 1: Topoloǵıa con seis agentes

Fuente: elaboración propia.
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El Laplaciano complejo de la formación está dado por:


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
−1 0 2,5− 0,5i −1 −1 0,5 + 0,5i
0 −1 −1 3 + 2i −1 −2i
0 −1 −1 1 1− 2i 2i
−1 0 1 −1 −2i 1 + 2i


Con µ = 1 se obtiene la matriz Q y posteriormente

se calculan las frecuencias de las estrategias, quedando
como x = [0 0 1

4
1
4

1
4

1
4 ]T . Entonces la función fitness

total se expresa FT = [0 0 1
16

1
16

1
16

1
16 ]T . Por lo tanto,

el promedio de la población seŕıa φ = 1
64 . Luego se

calculan las posiciones de los seguidores. En la Figura
2 se muestra el resultado obtenido para el seguimiento
de una trayectoria en el plano complejo de medio arco de
circunferencia.

Figura 2: Trayectoria con seis agentes empleando
replicator-mutator

Fuente: elaboración propia.

La respuesta (Figura 2) permite determinar que la
propuesta del control de formación garantiza que los
veh́ıculos no se chocan mientras buscan su ubicación
y que la formación geométrica se mantiene durante el
recorrido. El análisis de la respuesta de consenso (Figura
3) muestra que los agentes llegan al consenso en φ = 1

64 ,
tal y como se calculó previamente.

Figura 3: Resultado del consenso en la formación

Fuente: elaboración propia.

El control de formación se comparó con el modelo del
Laplaciano complejo propuesto en [12]. Las posiciones
iniciales de los seguidores se asignan aleatoriamente en
un rango comprendido entre 12i y 5+16i. La trayectoria
de los ĺıderes corresponde al mismo medio arco de
circunferencia simulado anteriormente.

La respuesta (Figura 4) muestra que al inicio del
recorrido no puede garantizarse que los veh́ıculos no
choquen entre ellos. Aunque una vez se estabilice la
formación geométrica se mantiene.

Figura 4: Trayectoria con seis agentes empleando el
Laplaciano complejo

Fuente: elaboración propia.
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En la siguiente simulación se realizó el seguimiento
a una trayectoria en donde los ĺıderes no trazan un
recorrido similar. Es decir, que el primer ĺıder tiene
predeterminada una ĺınea recta creciendo en el eje real,
su posición inicial es 9 + 5i y el segundo ĺıder recorre
una ĺınea recta, aunque creciendo hacia la parte negativa
del eje imaginario, su posición inicial es 9 + i. Los
resultados se presentan en la Figura 5. Las posiciones
iniciales se trazan con asteriscos y las finales con un
ćırculo. Se observa que, aunque los ĺıderes no vayan en
sentidos iguales, la formación no se pierde y los seguidores
buscan el recorrido que se ajuste proporcionalmente al
movimiento de los ĺıderes.

Figura 5: Trayectoria no uniforme para los ĺıderes
empleando replicator-mutator

Fuente: elaboración propia.

Figura 6: Segunda trayectoria no uniforme para los
ĺıderes empleando replicatormutator

Fuente: elaboración propia.

Se realizó una segunda trayectoria en donde el primer
ĺıder describe la recta y = 2xi+ 13 con x iniciando en 9.
En el segundo agente se colocó una trayectoria de medio
arco de circunferencia con radio de 20 e iniciando en
la posición (15; 20i). El resultado (Figura 6) es similar
al anterior caso. Es decir que los agentes seguidores no
rompen la formación. Aunque, debido a las trayectorias
distintas de los ĺıderes ellos, se alejan para lograr la
convergencia en la formación geométrica. Lo anterior,
muestra que si las posiciones de los co-ĺıderes tienen
cruces podrán ocasionar un choque entre los veh́ıculos
seguidores porque tienden a garantizar la formación
geométrica con respecto a todos los co-ĺıderes y no a uno
solo.

Una segunda simulación se realizó incluyendo ocho
agentes de los cuales dos son co-ĺıderes f1 y f2) y los
demás seguidores (l1, l2, l3, l4, l5yl6). La topoloǵıa que
se propone se muestra en la Figura 7.

Figura 7: Topoloǵıa con ocho agente

Fuente: elaboración propia.

A partir de la topoloǵıa se calcula la matriz
Laplaciana compleja y se obtiene:



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 −24 + 2i −2i− 2 0 0 0 0 0
−2 0 −2 5 + 5i −1− 5i 0 0 0
−2 0 0 −2 4 + 8i −8i 0 0
0 −2 0 0 −2 3 + 5i 1− 5i 0
0 −2 0 0 −2 −2 2 + 6i 2− 6i
−2 0 0 0 0 0 −2 + 2i 4− 2i


Las frecuencias de las estrategias quedaŕıan

denotadas como x = [0 0 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6 ]T . Entonces la

función fitness total se expresa como:
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La teoŕıa evolutiva como solución al control de formación – Evolutionary theory as solution to the formation control 27

FT = [0 0 1
72

1
108

1
108

1
108

1
108

1
72 ]

con la respuesta se calculan las posiciones de los ĺıderes
y de los seguidores.

En la Figura 8 se presenta el resultado obtenido
siguiendo una trayectoria parabólica cúbica. La respuesta
muestra que no hay choques entre los veh́ıculos y que
la formación geométrica se mantiene durante todo el
recorrido. Lo anterior se debe a la garant́ıa que brinda el
consenso aplicando la dinámica del replicador- mutador
a la formación.

Figura 8: Trayectoria con ocho agentes empleando
replicador-mutador

Fuente: elaboración propia.

Con la última simulación se puede verificar que el
algoritmo se puede aplicar cambiando tanto la cantidad
de veh́ıculos como el tipo de trayectoria. Además,
se analiza que hay coordinación entre los agentes
seguidoresdesde el inicio de recorrido, de tal manera que
los ĺıderes pueden moverse libremente y la formación
geométrica se mantiene.

4. Conclusiones

El sistema multi-agente propuesto se modeló con un
d́ıgrafo que representa el sistema de comunicación. Se
diseñó un control de formación tipo ĺıder-seguidor en
donde diferentes agentes son co-ĺıderes y otros veh́ıculos
son seguidores. El sistema multi-agente sigue una
topoloǵıa fija utilizando teoŕıa de grafos espećıficamente
el Laplaciano complejo. Para garantizar que los veh́ıculos
no se chocaran al inicio de la trayectoria se propuso
un control de formación que se basaen una teoŕıa

evolutiva (la dinámica del replicador-mutador), porque
se consideró que el sistema era evolutivo y el modelo se
estableció empleando teoŕıa de juegos evolutivos. Dicha
técnica permite manipular el consenso entre los agentes
para posteriormente llegar a la formación.

La ley de control de formación propuesta se
comparó con el modelo del Laplaciano complejo. La
respuesta mostró que el controlador puede emplearse
para cualquier cantidad de veh́ıculos y se puede utilizar
en diferentes trayectorias sin modificar la ley.

El enfoque se basa en la dinámica del
replicador-mutador y el sistema se modela como un
d́ıgrafo. El algoritmo se puede utilizar para dirigir
la formación y llegar a un consenso asegurando un
tiempo de convergencia más rápido en una formación
ĺıder-seguidor. Además, permite evitar posibles colisiones
entre los seguidores y facilita cualquier formación
geométrica. Aunque su desventaja es que las trayectorias
de los ĺıderes deben ser similares para que no ocurra un
choque entre los seguidores.

Dando continuidad al desarrollo elaborado se propone
aplicar el control de formación a cualquier tipo de
robot. Se espera que se exploren aplicaciones en
otros agentes. Por otra parte, se propone realizar
demostraciones matemáticas que permitan medir el
tiempo de convergencia del modelo del control de
formación.
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