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EDITORIAL

PATRICIA PEREZ MATUTE
Directora de Zubia
Directora del Area de Ciencias Naturales

Estimados Lectores:

Tengo el honor de presentarles el ultimo “nimero doble” de nuestra
Revista, correspondiente a los anos 2019-2020. En este volumen encontra-
ran un total de once articulos. Son resultado de trabajos de investigacion
de gran calidad desarrollados en nuestra Comunidad Auténoma y abarcan
ambitos tan diferentes como son la Botdnica, la Zoologia, las Matematicas
o la Salud.

Este dltimo ano 2020 ha sido un ano dificil que, tragicamente, quedara
indeleble en la memoria de todos. Nuestra revista también se ha visto —en
parte- afectada por la “puesta en marcha de nuevas formas de trabajar-tele-
trabajar”, y, por ello, su publicacion se ha retrasado. Vayan por delante nues-
tras disculpas y nuestro agradecimiento a la paciencia de todos sus lectores.

En este mismo sentido, también me gustaria expresar mi mas profun-
da gratitud a todos los autores de este nimero y a aquellas personas que
anonimamente han actuado como revisores de los articulos. Todos ellos, a
pesar de las circunstancias y, en muchos casos a pesar de ser personal de
primera linea contra la COVID-19, han colaborado con entrega y han dado
lo mejor de ellos mismos para que este nimero, “el de la pandemia”, sea de
una calidad extraordinaria. Gracias de corazoén.

Queda claro que la ciencia se hace con esfuerzo. La ciencia misma es
un esfuerzo colectivo, y esta humilde publicacion demuestra con su conti-
nuidad que todos los frentes cientificos deben ser atendidos para alimentar
el inmenso y necesario motor intelectual y técnico que supone para la Hu-
manidad.

Queridos lectores, disfruten ya de la lectura y, ahora mas que nunca,
mucho animo con el reto que, como sociedad, estamos atravesando.
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LA CONJETURA DE ERDOS-STRAUS*

MANUEL BELLO HERNANDEZ"
MANUEL BENITO MUNOZ2?
EMILIO FERNANDEZ MORAL?

RESUMEN

A finales de la década de 1940, Paul Erd6s y Ernst G. Straus establecieron
la siguiente conjetura (CES): Dado un niimero natural n > 2, siempre existen
niimeros naturales x, y, z que cumplen

4 1 1 1

— =4+

nox oy z
La conjetura hoy dfa sigue estando abierta. En este articulo presentamos un algo-
ritmo sencillo que en caso de parada descompone la fraccion 4/z (» > 2 entero)
como suma de tres fracciones de numerador 1 (egipcias o unitarias), llegamos a
formular varias conjeturas que ofrecen condiciones suficientes para la validez de
la CES y demostramos, por ejemplo, que CES se cumple en particular para todos
los valores 7 que estdn en la imagen del polinomio

pa,bc)=(a+1)(4b+3)(4c+3) — (a+1) — (4b+3)

cuando las variables @, & y ¢ toman valores enteros no negativos. Segtin compro-
baciones asistidas por ordenador (nosotros lo hemos hecho paran < 12 x 10%),

*  Registrado el 14 de abril de 2020. Aprobado el 19 de enero de 2021.

1. Dpto. de Matematicas y Computacion, Universidad de La Rioja, C/ Madre de Dios, 53, Edicio CCT,
26006 Logrofio. * E-mail: mbello@unirioja.es

2. Catedratico de Matemdticas jubilado. Instituto Prixedes Mateo Sagasta, Logrono. E-mail: mbenit8@
palmera.pntic.mec.es

3. Profesor jubilado. Dpto. de Matemdticas y Computacion, Universidad de La Rioja, C/ Madre de
Dios, 53, Edicio CCT, 26006 Logrofio. E-mail: emilio.fernandez@unirioja.es

La investigacion del primer autor ha sido subvencionada parcialmente por el ‘Ministerio de Economia
y Competitividad’, Proyecto MTM2014-54043-P.
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dichos valores 7 podrian incluir todos los nimeros primos de la forma 44 + 1
(¢ > 1). Yaunque, por un lado, probamos que los cuadrados no estdn en el con-
junto imagen de (N U {0})3 por la funcién polinémica p(a, b, c), por otro lado y
con ayuda de esa funcién, hemos podido dar una demostracién constructiva de
que hay un conjunto tan grande como se quiera de nimeros consecutivos para
los que CES es cierta.

Palabras clave: Conjetura de Erd8s-Straus; ecuaciones diofdnticas; fraccio-
nes egipcias.

Paul Erdds and Ernst G. Straus conjectured in the late 1940s: Given a natural
number 7z > 2 there are natural numbers x, 3, 2 such that

4 1 1 1
+ -+
n X Y Z

This conjecture (ESC) is open today. Among other results, in this paper we study
ESC, we establish some conjectures that offer sufficient conditions for the validity of
ESC, we give an algorithm which, if it stops, breaks down the fraction 4/n as a sum
of three Egyptian fractions, and, for example, we show that ESC holds for all the
values of n in the range of the polynomial

Py b o) = (a +1)(4b + 3)(4c +3) — (a +1) — (4b + 3),

when the variables a, b, ¢ take nonnegative integer values. We conjecture that the
values n of this polynomial include all the prime numbers of the form 4q+1(q > 1),

and we have done a computer-assisted verification of this fact for n < 12 x 105,

On the one hand we prove that the perfect squares do not belong to the image set of
(N U {0})? by the mapping p but, on the other, with the help of that polynomial we
have been able to give a constructive demonstration that there are arbitrarily long
sequences of consecutive numbers for which ESC is true.

Key words:  Erdds-Straus’ conjecture; Diophantine equations; Egyptian frac-
tions.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diofédnticas plantean problemas de teorfa de nimeros que co-
nectan esta rama de la matemdtica con el dlgebra, la geometria, la topologfa y el
andlisis. Se trata a veces de problemas de enunciado muy sencillo, cuya formula-
cién puede ser comprendida por un publico bastante amplio, pero que en cambio
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son muy dificiles de resolver. El ejemplo mds sefialado podria darlo el denomina-
do «dltimo teorema de Fermat», famosisimo resultado acerca de la imposibilidad
de resolver la ecuacién x” + y* = g" paran > 2y x, 9, 2 enteros no nulos, pro-
blema que quedé planteado en el siglo XVII y cuya solucién definitiva, debida a
Andrew Wiles en colaboracién con Richard Taylor, no se obtuvo hasta mediada
la década de 1990. Las técnicas empleadas o desarrolladas para la solucién de este
problema son hoy parte fundamental de la teorfa algebraica de nimeros.

Puede ser también el caso de la conjetura que estudiamos aqui. A finales de
la década de 1940, Paul Erd8s y Ernst Straus! conjeturaron (Bernstein 1962, p.1;
Erdds 1950, p. 210; Guy 1994, p. 158-166): Dado un nimero natural n > 2,
siempre existen niimeros naturales x, y, z para los que se cumple la ecuacion

4 1 1 1
—=— 4 -+ - (1)

n X Y z

Dicho de otra manera, toda fraccion racional 4/z con n > 2 se puede escribir, o
descomponer, como suma de tres fracciones unitarias (fracciones de numerador
1, denominadas también fracciones egipcias). Erdés hizo publica esta conjetura,
que Straus habfa comprobado ya hasta z = 5000, el ano 1961 en una conferen-
cia en la Universidad de Arhus. La conjetura de Erd8s-Straus, que abreviaremos
como CES, combina propiedades aditivas y multiplicativas de los nimeros natu-
rales, y a fecha de hoy estd comprobada para n < 10V pero su veracidad es atin
un problema abierto.

Existen muchos articulos y resultados sobre esta conjetura. Para conocer la
evolucién en el tiempo de CES y su estado actual se pueden mirar, por ejemplo,
las referencias (Elsholtz y Tao 2013), (Guy 1994) y (Mordell 1969). En este tltimo
libro, L. Mordell califica CES como «extremadamente interesante» y prueba que
se cumple para todos los niumeros naturales 7 excepto posiblemente para los que
pertenecen a alguna de las clases de restos

1, 121, 169, 289, 361 0 529 (méd 840).

Es inmediato ver que, si (1) tiene soluciones para un » > 2 dado, entonces

también las tiene para todos los enteros positivos divisibles por 7; por otra parte,

4 _ 1 1 , . . ,
75 = g T gy ast que CES necesita ser comprobada, en realidad, sélo

1. Paul Erd8s (1913-1996) es un matemdtico muy reconocido (Babai 1996), (Nesetiil 2000),
con més de 1400 articulos publicados con mds de 500 colaboradores cientificos. Ernst Ga-
bor Straus (1922-1983) fue el asistente de Albert Einstein en Princeton entre los afios 1944 y
1948 (Cantor ez al. 1985).
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para los niumeros 7 que sean primos de la forma 4g + 1 (¢ > 1). En nuestro ar-
ticulo damos condiciones suficientes para la validez de CES y proponemos una
conjetura (que llamamos Conjetura gq) mds fuerte. Otro de nuestros resultados
originales es (Teorema 3.4) que no es posible generar de cierta manera natural un
sistema finito de clases de congruencia para cuyos elementos se cumpla la con-
jetura de Erdés-Straus y cuya unidn contenga a todos los nimeros primos de la
forma 44 + 1. Por otra parte, hemos encontrado un polinomio en tres variables

P, bc) = (a+1)(4b +3)(4c+3) — (a +1) — (40 + 3) (2)
tal que, si se denota

N, :={n€Z:(abc)c(NU{0})ypabc)=n}

se cumple que para todo z € I\ la ecuacién (1) tiene solucién. Como se verd en
la seccién 3, el polinomio (2) proporciona una parametrizacién representativa de
los nimeros 7 tales que la descomposicién de la fraccién 4/z como suma de tres
fracciones egipcias es de tipo I, es decir, una descomposicién en la que solamente
uno de los tres denominadores es multiplo de 7. Con ayuda del polinomio (2)
hemos podido dar una demostracién constructiva de que hay secuencias arbitra-
riamente largas de nimeros naturales consecutivos 7 para los cuales la conjetura
CES es cierta.

Por otra parte, hemos disefiado un algoritmo para hallar soluciones de (1)
dado 7 > 2, que llamamos greedy, o de tipo greedyz, porque en uno de sus pasos
encuentra la fraccién unitaria méds préxima a cierta fraccién intermedia obtenida.
Seguin los experimentos numéricos que hemos realizado, nuestro algoritmo de
tipo greedy se detiene para todos los primos 7 < 12 x 10" y para clases generales
de numeros cuya unién podria contener a todos los nimeros primos de la forma
4g + 1, aunque esto no lo hemos podido probar.

La organizacién del resto del articulo, que reexpone (Bello-Herndndez ez 4.
2012) de forma abreviada, es como sigue. En la seccién 2 estudiamos la descom-
posicion de una fraccién racional como suma de dos fracciones unitarias, y deter-
minamos (Teorema 2.4) el nimero de descomposiciones de una fraccién unita-
ria como suma de dos del mismo tipo. Completamos la seccién proporcionando
(Proposicién 2.10) una condicién necesaria sobre 7 para que la fraccién £ admita
alguna descomposicién como suma de dos fracciones unitarias, cuando 2 = p7,
y > 1y pesun nimero primo impar. En la seccién 3 estudiamos la conjetu-
ra CES; mostramos cémo aparece, a través de distintas parametrizaciones, la ex-
presién del polinomio (2) (subseccién 3.1), y probamos que hay tantos nimeros

2. En espaol estd bastante extendido decir algoritmo voraz, o algoritmo del avaro, para deno-
minar a este tipo de algoritmos. En nuestro articulo seguiremos usando la expresién inglesa.
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consecutivos como se quiera para los que CES es cierta. Con ayuda del mismo
polinomio (2) planteamos nuestra Conjetura g, suficiente para la validez de CES,
que estd relacionada a su vez (Proposicién 3.8) con la posible universalidad de
cierto sistema de polinomios en tres variables. En la subseccién 3.2 vemos que en
la imagen de (N U {0})? por el polinomio (2) no hay ningtin cuadrado perfecto
(Proposicién 3.10). Dedicamos la tltima seccién al estudio del algoritmo greedy
que, en caso de parada, obtiene una descomposicién de la fraccién 4/z como su-
ma de tres fracciones unitarias; demostramos que acaba por detenerse para una
amplia clase de nimeros, y de hecho llegamos a caracterizar el conjunto de niime-
ros para los que se detiene (Proposicién 4.3). Terminamos el articulo probando
(Proposicién 4.4) la existencia de numeros que requieren de tantos pasos como
se desce antes de la parada del algoritmo.

2. SOBRE SUMAS DE DOS FRACCIONES UNITARIAS

En esta seccidon estudiamos algunas cosas relacionadas con la descomposi-
cién de una fraccién racional 2+ como suma de dos fracciones unitarias. Todos
los resultados que vamos a presentar, salvo quizd el Teorema 2.4, son bien cono-
cidos (ver Croot III ez al. 2000), y los incluimos aqui solamente en favor de una
lectura autocontenida. Destacamos especialmente la Proposicién 2.10, referida
al caso en que el numerador 7 es potencia de un nimero primo (ver Huang y
Vaughan 2011).

En general, basta considerar una descomposicion z = abc del ndmero 7 en

tres factores (una trzfactorizacion) para tener de forma inmediata una descompo-
sicién dela fraccién % como suma de otras dos fracciones unitarias, de la siguiente

forma:
1 1 1

n o aar bk Harbe 3)

Vamos a empezar probando que el nimero R(7) de descomposiciones di-

ferentes de la fraccién % como suma de otras dos fracciones unitarias es igual al
numero de trifactorizaciones de 7 de cierta forma especial. Anteponemos una
definicién sencilla.

DEFINICION 2.1. Sea n € N. Supongamos que n = abc con a,b,c € N. S
(@, b) = 1, entonces decimos que a - b - ¢ es una trifactorizacion admisible de n, y
entendemos, en ese caso, que b - a - ¢ es la misma trifactorizacion admisible de n.

Asi,sia-b-cesuna trifactorizacién admisible de , & # ¢y (a, ¢) = 1, entonces
a - ¢ - bes otra trifactorizacién admisible de 7 que es distinta de la primera. Por

3. Con lanotacién (4, b) se representa el mdximo comiin divisor de los nimeros a y b.

niim. 37-38 (2019-2020), pp. 149-176

Zubia| 0N 0213-4306

153



154

MANUEL BELLO HERNANDEZ, MANUEL BENITO MUNOZ, EMILIO FERNANDEZ MORAL

ejemplo, si z = p primo, caben dos trifactorizaciones admisibles de 7, a saber,
n=11-pyn=p-1-1Sin = pgconp # g primos, caben estas cinco:
n=p-q-Ln=p-l-gyn=q-1-pn=(pg)-1-1yn=1-1-(pq).

Dadoz € N, quedadefinida unaaplicacién @, : a-b-c — {x, y} del conjun-
to de las trifactorizaciones admisibles de 7 en el conjunto de las descomposiciones
de % como suma de dos fracciones unitarias dada simplemente, de acuerdo con
(3), porx = a(a + b)c, y = b(a + b)c. Vamos a probar, de hecho, que @, es una
biyeccién, de donde se deduce que los dos conjuntos anteriores tienen el mismo
numero de elementos. Comenzamos probando en el siguiente lema que @, es
sobreyectiva.

LemA 2.2. Sean € N fijo. Sz’% = i

admisible de n de la forman = a - b - ¢, con(a,b) = 1, siendox = ala + b)ce

y=bla+b).

+oonxy € N, existe una rrz’ﬁwrorz’zﬂcz'dn

1
x

DEMOSTRACION. Por hipétesis es xy = (x + y)n; sea (x, y) = d, de modo que
x = da,y = dbcon (a,b) = 1,y sustituyendo y dividiendo por 4 se obtiene
abd = (a + b)n, de donde se deduce que 4|n, b|n y (a + b)|d. Por lo tanto, para
a=7%b= setiene 7 = abc,x = a(a + b)e,y = bla + b)e,(a, b) = 1y

Yy . _ d
T
3). O

se verifica (
PrOPOSICION 2.3. Sea n € N. El niimero R(n) de descomposiciones diferentes de
la fraccion unitaria X como suma de dos fracciones unitarias es igual al nimero de
trifactorizaciones admisibles de n.

DEMOSTRACION. S6lo queda ver que @, es inyectiva. Supongamos que las tri-
factorizaciones a1 - by - ¢1y as - by - ¢ de n, siendo (a1, b1) = 1y (a2, b2) = 1,
generan la misma descomposicion de % como suma de dos fracciones unitarias
segtin (3), es decir, que

1 1 1 1

ai(ar + bi)a " bi(ay + by)ey  ax(as + by)es " by(az + ba)er’
Entonces, o bien
ai(ar + b))y = ar(az + ba)er y bi(ay + bi)ey = baaz + by)cr
o bien
af(ar + b))y = bylaz + b))y y  bi(ar + by)ey = ax(az + ba)eo.

Siai(a1+by)c = as(ar+bs)cr, entonces aic) = asc. Multiplicando esta igualdad
por biby, nos queda 16, = axb1. Como (a1, b)) = 1y (a2, b2) = 1, la anterior
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relacién es equivalente a que @1 = a2y by = by. En el otro caso se procede de
forma andloga y resulta que 21 = by y 2, = by. ]

TEOREMA 2.4. Sea n € Ny R(n) el niimero de descomposiciones diferentes de la

fraccidn unitaria % como suma de dos fracciones unitarias. Se cumple que R(1) = 1
. & Yy ,

Ysin = H;Zl pj’ (2 > 1) esla descomposicion del niimero naturaln > 1en factores

primos, se tiene
m

R(n) = %(H(za, 1)+ 1).

j=1

DEMOSTRACION. Usaremos la Proposicién 2.3. En primer lugar es obvio que
R(1) = 1, pues la tnica descomposicién de % como suma de dos fracciones unita-

1 1
i+i'

rias es

Cuando z = p, con p primo, se tiene R(p) = 2 como ya hemos indicado
antes. Sea n = p”, 2 > 2,y supongamos, por induccién en &, que R(p* ') = a.
Las trifactorizaciones admisibles de 7z son 1 - p* - 1y las de la forma 4 - b - (pc)
obtenidas a partir de una trifactorizacién admisible 2 - 5+ c de p* 1. Luego R(p*) =

1+R@* ) =a+1.
El caso general lo probamos por induccién sobre el nimero de factores pri-
& . .y .
mos de 7. Sean = [[/Z; p;/ conm > 2 la descomposicién en factores primos de
P m L%y _ 1 m
un entero positivo 7, y supongamos que R( Koy ) = 5( jzz(Za]- +1)+1). Ob-
servemos que siay - by ¢y az - by - son trifactorizaciones admisibles de H;Zz pj’ y

dep! respectivamente, entonces (2145 )-(b15,)-(c1¢2) es una trifactorizacién admi-
sible de ][} 1P . Ademds, si (a1, by, c1) # (L 1, Hjﬁzp;f) y (a2, b2, 2) # (L, 1, p{"),
se tiene que (albz) - (bra3) - (c1c2) es también una trifactorizacién admisible de

21 p;". De uno u otro modo resultan todas las posibles trifactorizaciones admi-
sibles de 7; por lo tanto

(H 7) = 2(R(E) - )(R(ﬁpj".‘f)1)+R(f[ﬁf>+k(p§‘l)
(2 - WR(T]7) - (R -1
/=2

(ﬁ2a1+1+1+2a1)—ac1 (ﬁzaj+1+1) O

J=1 J=1

El'siguiente resultado ofrece una caracterizacion de las fracciones que se pue-
den descomponer como suma de dos fracciones unitarias.

niim. 37-38 (2019-2020), pp. 149-176

Zubia| 0N 0213-4306

155



156

MANUEL BELLO HERNANDEZ, MANUEL BENITO MUNOZ, EMILIO FERNANDEZ MORAL

LEMA 2.5. La fraccion ” se puede descomponer como suma de dos fracciones uni-
tarias si'y solo si existen ky, ky € N tales que

/61/62 = nz, (4)
m|(n+ ki) y m|(n+ k). (5)

DEMOSTRACION. Si se cumplen las condiciones (4) y (5), se tiene que los nu-
meros naturales 2 = (n + k1)/m y b = (n + k,)/m satisfacen

7+1=m( 1 +;>= ( 2n+k + ko )
a b n+k  n+k n2 + (ky + ko)n + kiko
( 2n + ky + ko )_m
n(2n + ky + ky)

n
Reciprocamente, si 2+ = §+ %, cona, b € N, entonces para los nimeros naturales

ki =am — nyky = bm — nse cample que m|(n + k;) (j = 1, 2),y

kiky = (am — n)(bm — n) = abm* — (a + b)ymn + n*
3 m 1 1 2 2
—abmn(n—(ﬂ+b)>+n =n",

como querfamos probar. O
LEMA 2.6. Dadosa, n € N primosentre si, es decir, tales que (a, n) = 1, la ecuacion

1 1
Sec4e ©)
n X y

es resoluble en enteros positivos si y solo si existen u, v € N tales gue uv\n y a|(u + v).

4 ca _ 1 1 _ _ / _ /
DEMOSTRACION. Si 2 = © + 5 y (%) = d, entonces x = dx’, y = dy' con

(x/’.y/) — 1y
adx'y' = n(x" +9).

Como (x'y/, " +y') = 1, se tiene que &'y |, y como (4, 7) = 1, se tiene a|(x’ + ).
Reciprocamente, si existen #, v tales que #v|n y a|(u + v), entonces # + v = aa' y

a ad  u+v 1 1
—_= — = = —+ 5
n  na na' na'/u  na'fv
con na'/u y na' /v enteros por hip6tesis. O
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Con mayor generalidad, denotaremos a continuacién por R,(%), para a y
n fijos, el ntimero de soluciones {x, y} de la ecuacién (6), es decir, el ntimero de
representaciones distintas dela fraccién £ como suma de dos fracciones unitarias.
Vamos a completar esta seccién proporcionando una condicién necesaria sobre
n para que sea R,(n) = 0 cuandoa = p7,y > 1yp > 2 primo.

Recordemos que, dado un ndmero natural «, la relacién de congruencia mo-
dulo a (r = s (mbdd a) si » — 5 es multiplo de ) divide el conjunto Z de los
numeros enteros en « clases de equivalencia disjuntas, conteniendo cada una de
ellas alos nimeros que dan el mismo resto (de los « restos posibles 0, 1,..., 2 — 1)
al dividirlos por 4. El conjunto de las « clases se denota por Z,. Los elementos de
Z, se pueden denotar ahora también por 0, 1,..., 4 — 1, quedando inducidas en
este conjunto operaciones de suma y producto® (suma y multiplicacion de ente-
ros mddulo a; por ejemplo, 1 +1 = 0enZp; 2 +3 = lenZy; 2 -2 = 0 en Zy;
2-3=1enZs).

Sea Z7; el subconjunto de los elementos no nulos de Z, que son primos con
a; el conjunto Z? tiene () elementos’. Es bien conocido que Z} es un grupo
con la operacién de multiplicacién médulo 4, de orden @(4). Cuando a = p7,
y 2 1y p primo impar, se sabe que Z: €s un grupo ciclico® Y, por consiguiente,
existe ¢ € Z, tal que

Z:=(g) ={Lgg"....a %

Este elemento ¢ generador del grupo, que en general no es tnico, se llama una
raiz primitiva médulo a. Por ejemplo, paraaz = Yes Z5 = {1,2,4,5,7,8} = (2),
un grupo ciclico de orden 6. Ademds de 2, también S es rafz primitiva médulo 9.

Elsiguiente lema (ver Fraleigh y Katz 2003, Thm. 6.14), que después vamos a
utilizar, proporciona un resultado muy estindar sobre la estructura de los grupos
ciclicos (usamos notacién multiplicativa para la operacién del grupo).

LEMA 2.7. Sea G el grupo ciclico de orden n engendrado por un elemento a, y sea
s un entero no negativo. El orden del subgrupo (a’) engendrado por el elemento a°
(dicho de otra manera, el orden de 4°) es n/d, donde d = (n, 5). Ademds, si s, t son
enteros no negativos, (a') = (a*) si y solo si (n, s) = (n, t).

4. Cuyas propiedades confieren a Z,, en general, una estructura algebraica de anillo con uni-
dad. En particular, con la operacién suma, Z, es un grupo abeliano de orden a (es decir, de 2
elementos) cuya estructura es de grupo ciclico.

S.  Lafuncidn indicatriz de Euler p(m) se define precisamente como el niimero de elementos del
conjunto {# € N:1 < k < m, (k,m) =1}.

6. Isomorfo, por consiguiente, al grupo ciclico aditivo Zy(,). Esto ocurre, como ya probé C. F.
Gauss, sélo cuando 4 = 1,2, 4, p” 0 2p/, donde y > 1y p es un primo impar (Disquisitiones
Arithmetice, artt. 52-56'y 82-89).
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Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico, con lo que el siguiente resul-
tado, igualmente estindar, es una sencilla consecuencia de este lema.

COROLARIO 2.8. 87 G es un grupo ciclico de orden finito n, y H, Y H- son dos
subgrupos de G del mismo orden, entonces Hy, = H, es decir, H, y H5 estin

formacdos por los mismos elementos.

El Lema 2.6 sugiere que la posibilidad de tener soluciones en la ecuacién (6)
depende solamente de los restos médulo 4 de los factores de 7 y, por lo tanto, de
los restos médulo 4 de los factores primos de 7, lo que conduce nuestro estudio a
considerar la distribucién de los factores primos de 7 en el grupo multiplicativo
Z};. Nos ocuparemos s6lo del caso en que 2 = p” cony > 1y p es un nimero
primo impar; el orden de Z es entonces @(p7) = p? }(p — 1) = 0 (méd 2).

LEMA 2.9. Sean p un primo impar, a = p’ cony € Ny G = 7. Pongamos que
sea p(a) = 2"d conm > 1yd impar. Si g € G es una raiz primitiva modulo
a, consideremos el subgrupo de orden d, que denotaremos H,, engendrado por el
elemento gzm, es decir,

(2N 2 22 3 d-2r
Ho=lg ) ={g e 8708}
Entonces, las siguientes caracterizaciones de H,, son equivalentes:

(i) L, es el subgrupo maximal de G de orden impar.
(ii) FH, es el subgrupo maximal de G tal quea — 1 & H,,.

DEMOSTRACION. Veamos primero que la propiedad (i) caracteriza al subgrupo
H,. Se tiene |G| = ¢(a) = 2”d con m > 1. Si g es una rafz primitiva médulo 4,
se tiene {g) = Gy, aplicando el Lema 2.7, el orden del subgrupo %, (lo mismo
que el orden del elemento g) es d. Por consiguiente, g"% = ¢#@) = 1y

g;p(ﬂ)/Z :gzm—ld —a—1,
ya que (g¢(“)/2)2 = 1y las potencias de g de exponentes 1, 2,..., 2"d cubren

inyectivamente el conjunto 7 = {1,2,...,4 — 1}.

Segun el teorema de Lagrange, el orden de cualquier subgrupo de G divide
al orden de G; y segin el Corolario 2.8, para un cierto orden dado el subgrupo de
G con dicho orden es unico. Por lo tanto, como d es el mayor nimero impar que
divide a o(a) y |H,| = d, entonces F, es el subgrupo maximal de G que tiene

orden impar. Asf que (i) caracteriza al subgrupo %.

Para probar que (ii) equivale a (i) basta observar que {1, 2 — 1} es un subgru-
po de G de orden 2 y que entonces, por el teorema de Lagrange, si un subgrupo
de G contiene a2 — 1, tiene que ser de orden par. O
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Por ejemplo, cuando 2 = 9, Hs es el subgrupo (22) = {1, 4,7} C Zi,
maximal de orden impar.

PrROPOSICION 2.10. Siendo p un primo impar, scana = p¥ cony > 1y H, el
subgrupo de 1, del Lema 2.9. Sea n € N tal que (n, a) = 1y supongamos ademds
que todos los divisores primos de n pertenecen, médulo a, al subgrupo . Entonces,
R,(n) = 0.

DEMOSTRACION. Dadon € Ncumpliendo las hipStesis de la proposicién, sean
'y v dos enteros positivos primos entre si y tales que («v)|z. Todos los factores
primos de # y los de v son también factores primos de 7, luego pertenecen, mé-
dulo 4, al subgrupo multiplicativo H.,. Entonces « y v pertenecen, médulo 4, a
H.,, es decir, # = ny (mdd ) yv = vy (mdd ), conuny € H, yvo € H.,.

Pero, segun el Lema 2.9,4 — 1 £ H,, luegoa — vy £ H,, y entonces
ny 7 a — vy, es decir, g + vy 7 a. Por otra parte, se tiene 1 < #g + vy < 2a,
luego # + v # 0 (mdd 4) y deducimos que 1 # + v, lo que segtin el Lema 2.6
permite asegurar que la fraccién 2 no se puede descomponer como suma de dos
fracciones unitarias, es decir, que R,(%) = 0. OJ

Observacion 2.11. Paraa = 3 tenemos Z3 = {1, 2} = (2), de orden ¢(3) = 2 =
2 - 1, y el subgrupo 75 es (22) = (1) = {1}. De acuerdo con la proposicién
anterior, si todos los divisores primos de un nimero dado 7 son congruentes con
1 (modd 3),setendrd R3(z) = 0. Equivalentemente, sila fraccién % admite alguna
descomposicién como suma de dos fracciones unitarias, entonces alguno de los

divisores primos de 7 debe ser congruente con 0 o con 2 médulo 3. Por otro lado,
. _ . 3 1 _ 1 1 . _ 7

sin = 3ksetiene > = ¢ = 57 + 5; y,sin = (3k + 2)(3h + 1), seglin el Lema 2.6

la fraccién % es descomponible como suma de dos fracciones unitarias, ya que

3|(3k + 2 + 3h + 1). Asf concluimos que la ecuacion 3 =

3 =14 Lsiene solucion si y
n X b

solo si n tiene un divisor que es miiltiplo de 3 o congruente con 2 modulo 3.

3. LA CONJETURA DE ERDOS-STRAUS

Acabamos de ver que la ecuacién % = % + ; tiene solucién si y sélo si 7
tiene un divisor que es multiplo de 3 o congruente con 2 médulo 3; dicho de
3
n
hardn falta al menos tres, en general. La conjetura de Erd8s-Straus estd asociada

otra manera, para descomponer la fraccién 2 como suma de fracciones unitarias
en primera instancia a la cantidad minima de fracciones unitarias necesarias para
descomponer la fraccién %, pero en tltima instancia estd vinculada con propieda-
des aritméticas de los nimeros naturales como se verd en esta seccién. El siguiente
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lema es bien conocido; consultar, por ejemplo (Bernstein 1962), (Mordell 1969,
p. 287) o (Yamamoto 1965, Lemma 1).

LEMA 3.1. Sea n un niimero primo. La ecuacion (1) tiene solucion si y solo si existen
niimeros naturales a, b, ¢, d tales que se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(4abc — 1)d = (a + b)n, (7)
(4abc — 1)d = an + b. (8)

DEMOSTRACION. Si se cumple (7), o bien (8), dividiendo estas ecuaciones por
abedn obtenemos respectivamente

4 1 1 1
w aben ' bed " ad
4 1 1 1
n aben ' bed  acdn’
Reciprocamente, si (1) tiene la solucién {x, y, z}, entonces se tiene 4xyz = n(xy +
yz+2x). Yaque 7 es primo, dividird a alguno” de los ntimeros x, y 0 z; supongamos,
por ejemplo, que x = an. Entonces (1) es equivalente a

()

(10)

4a—1 1 1
na y z
es decir, a la descomposicién
1 1 1
1 _ 4 , 11
na (4a—1)y (4a —1)z (1)

Como 7 es primo, tenemos que considerar dos casos: que sea (42 — 1, ) = 10
que sea (42 — 1, n) = n.

Si(4a — 1, ») = 1, de acuerdo con el Lema 2.2 existen nimeros naturales
ay, az, az tales que a = ayazas, (nay, az) = ly

(4a — 1)y = nay(nay + az)as, (4a — 1)z = ar(nay + az)as. (12)

Como también es (na, 4a — 1) = (naiaras, 4a — 1) = 1, existen a, 8 tales que
y = anayas, 2 = [faras. Sustituyendo en (12) obtenemos (42 —1)a = (nay+az) =
(44 —1)B, de donde resulta « = A. Por lo tanto, los nimeros 4 = a1, B = a», C =
a3y D = asatisfacen la condicién

(44BC —1)D = nd + B.

1

7. Aunquenoalos tres: six = nx1, y = ny1, y 2 = na, serfa 4 = .

s 1
1

+ L < 3, absurdo.
nooa
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En el caso (42 — 1, n) = n, existe tal que

4a—1=jn. (13)

Sustituyendo esta expresién en (11) obtenemos X = L + L. De donde se sigue

a =yl
que existen enteros positivos a1, 4, a3 tales que a = ajaza3, (a1, a2) = 1y

gy =ai(ar + az)as,  jz = ax(ar + az)as. (14)

De (13) resulta que (, 2) = (, a1a2a3) = 1luego, por (14), existen «, 3 tales que
y = aaas, g = [fazas. Sustituyendo en (14) se obtiene ja = a1 + a5 = jBya = f.
Multiplicando por « la ecuacién(13) se concluye que los nimeros 4 = a1, B =
a3, C = a3y D = asatisfacen la condicién

(44BC —1)D = (4 + B)n. O

Si 7 es primo, las relaciones (7) y (8) son equivalentes, respectivamente, a (9)
y (10). El ntimero 7 divide sélo a uno de los denominadores de la descomposicién
(9), mientras que en la (10) divide a dos. Nos referiremos a ellas denomindndolas
respectivamente descomposicion de tipo I, o de tipo I, de la fraccién % Mediante
cambios de variables en (7) y (8) se obtienen inmediatamente, para los valores de
n, las parametrizaciones que aparecen y se prueban en el lema siguiente.

LEMA3.2. (i) Sea n un nimero primo. La condicion (7) se cumple si y slo st
existen niimeros naturales a, B, y, 9 tales que

on = (4afyd — 1) — 4a’y. (15)

(ii) Sea n > 2 un niimero entero. La condicion (8) se cumple st y solo s existen
niimeros naturales a, f3, v, 9 tales que

n = (4afy — 1) — 46%y. (16)

DEMOSTRACION. (i) Sizesprimoy se cumple (7), se deduce que d divide az+6,
pues suponer (d, #) = n conduce a la desigualdad 2 + b + 1 > 4ab que no tiene
soluciones enteras positivas. Sea entonces ¢ = %; de aqui resulta b = de — a,
y la condicién (7) da: en = (4acde — 1) — 4a*c. Haciendo & = ¢,a = 4,8 = d,
y ¥ = ¢ obtenemos (15). Reciprocamente, si se cumple (15), deshaciendo los
cambios anteriores obtenemos (7).

(ii) Si consideramos que se cumple (8), deducimos que & + d es divisible
por a. Seas = b;’—d; resultad = as — b, y de (8) obtenemos la relacién n + s =
4bcd. Tomandoa = 4,8 = b,y = cyd = sresulta inmediatamente (16). Y
reciprocamente, si se cumple (16), sin mds que deshacer los cambios anteriores
obtenemos (8). O
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La simetrfa de las relaciones (15) y (16) y la comparacién de ejemplos numé-

ricos hacen pensar que una fraccién 1%, con p primo, tiene una descomposicién
de tipo I'si y sélo si tiene una descomposicién de tipo II. Pero no se sabe atn si

esto es cierto, este problema estd también abierto.

Haciendo 8 = ¥ = 1en (16), se sigue que si 7 + 4 tiene un divisor con-
gruente con 3 (mdd 4) entonces la fraccién % se puede expresar como suma de
tres fracciones unitarias. Equivalentemente, si % no se puede expresar como suma
de tres fracciones unitarias, entonces 7 + 4 no tiene ningtin divisor congruente
con 3 (méd 4) y por consiguiente, como es bien conocido, es expresable como
suma de dos cuadrados. Luego la cantidad de nimeros » < N para los que (1)
no tiene solucién es a lo sumo igual a la de nimeros m < N + 4 que se pueden
expresar como suma de dos cuadrados. Por otra parte, por un teorema debido a
E. Landau (Landau 1908, p. 305-312; Hardy 1940, p. 9-10, 55, 60-64), la den-
sidad® del conjunto de los nimeros 7 para los que (1) no tiene solucién es 0. Una
estimacién mds precisa de la densidad del conjunto de nimeros 7 para los que (1)
tiene solucién se puede ver en (Vaughan 1970).

DEFINICION 3.3. Decimos que un sistema finito de congruencias 2; (mod #;),
(1 <7 < N) cubre el conjunto 4 C N cuando todo x € A verifica x = a;
(mod n;) para al menos un valor dei. Cuando A = N, el sistema de congruencias
se llama un sistema completo de restos’.

Adelantando una situacién que se va a plantear a continuacién, suponga-
mos que en la ecuacién (8), en la que 7 representa un ndmero primo, fijamos
los valores de tres de los cuatro parimetros 4, b, ¢, d, por ejemploa = b = 1,
d = 2,y dejamos libre (recorriendo N) el valor del otro, ¢ en este caso. La ecua-
cién (4¢ —1)2 = n+1nos proporciona en particular una congruencia que deberd
ser satisfecha por 7z necesariamente: z = —3 (mod 8). A veces no se concluird
una congruencia, sino sélo un conjunto finito de valores posibles de 7; por ejem-
plo, si en la ecuacién (7) se toman & = 1,¢ = 2,d = 3 dejando libre 4, resulta
3(84 — 1) = (4 + 1)n. Considerando que 7 # 3 ha de ser primo y poniendo en-
tonces 2 + 1 = 3¢, resulta en = 24¢ — 9, de donde se sigue que ¢|9, lo que da los
siguientes valores posibles para 7: 15, 21, 23, de los que sélo este tltimo es primo.

K. Yamamoto (Yamamoto 1965; ver también los resultados de A. Schinzel en
Schinzel 2000) prueba que para un cuadrado perfecto 7 no se satisface ni (7) ni
(8) con alguna restriccién en los pardmetros (ver més adelante el comienzo de la
seccién 3.2), de modo que fijando pardmetros en esas dos ecuaciones no podemos

8. Sid C Nyd, =|{k € 4:k < n}|ladensidad de 4 es el valor lim, 577 cuando este
limite existe.

9. O covering system, ver (Guy 1994, p. 251).
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obtener un sistema completo de restos. El siguiente teorema pone el énfasis en
esto sin utilizar el resultado de Yamamoto. Probamos en él que no se puede cerrar
CES argumentando con sistemas finitos de congruencias obtenidos a partir de las
relaciones (7) u(8) fijando que tres de los cuatro pardmetros 4, b, ¢, d que aparecen
en ellas tomen valores en correspondientes subconjuntos finitos de N® y dejando
el otro pardmetro libre. De hecho, los nimeros primos de la forma z = 4¢ + 1 no
se van a poder cubrir.

TEOREMA 3.4. Sean S1, S5, S3 y Sy subconjuntos finitos de N3. Cada uno de los
conjuntos

Fi = A{nprimo . nverifica(7)u (8)cona € N, (b, ¢, d) € S},

Fo = A{nprimo : nverifica(7)u (8)conb € N, (a,¢,d) € S>},

T5 == {nprimo : nverifica(7)u(8)conc € N, (a, b,d) € S5},
(7) u (8)

)
s = {n primo : nverifica(7)u (8)cond € N, (a, b,c) € Si}

d)
d)

es, en general, la union de un conjunto finito y del conjunto cubierto por un cierto
sistema finito de congruencias. Pero la union \Ji, F: no cubre el conjunto de los
niimeros primos de la forma n = 4q + 1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, los pardmetros (4, b, ¢, d) asociados a un nu-
mero 7 que satisface (8) son tales que 2 divide a b + d. De modo que cuando
(b, ¢, d) recorre el conjunto finito Sy, el pardmetro 2 queda restringido a poder to-
mar sélo un nimero finito de valores también, y eso deja sélo un nimero finito
de valores posibles para 7.

En segundo lugar, los numeros 7 generados por (8) cuando (4, b, d) € S3
estin dados por

0= dbed — 214, (17)
a

Sea T3 := mem{bd : (a,b,d) € S3}; veamos que los ntimeros 7 del conjunto
{4T5t+1: r € N} no se pueden obtener en la relacién (17) cuando (4, b, d) € S5
y ¢ queda libre. De lo contrario existirfan (ao, bo, do) € S3y o, co € N tales que

by +d
4T3t() +1= 4boCod0 _ 2 0
a0
0, equivalentemente,
by +d
1= 4bodo(co — ) — ——,
a0
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donde ¢y € N;lo que es imposible, porque de aqui se sigue

1 1 1

= —+ + .
bodo(co — e0)  aodo(co — e0)  aobo(co — eo)

4

Por otra parte, si T4 := mcm{(4abc — 1) : (a,b,¢) € S;}, los ntimeros
del conjunto {474# + 1 : + € N} no se pueden obtener como valores de 7z en
la relacién (8) cuando (4, b,¢) € Sy y d queda libre. De lo contrario existirfan
(a0, bo, c0) € Say to, do € Ntales que

ao(4Tydoty + 1) + by = (4aoboco — 1)do
y, segin el Lema 3.2, existirfan nimeros naturales a, 8o, 70 y do tales que
4T4t0 + 1 = (4aofoyo — 1)30 — 4850
o, equivalentemente,
1 = (4aoboco — 1)(30 — 4eq) — 4b5co,

con ¢y € N.Y de nuevo esto es imposible porque se sigue

. 1 ! 1
boco(ao(do — 4eo) — bo)

+ ,
agboco  aoco(ao(do — 4e) — bo)

absurdo. Por la simetria de la ecuacién (8) en los pardmetros &y d, se concluye de
la misma manera que, si 7} := mem{(4abc — 1) : (a,b,¢c) € S;}, los ntimeros
del conjunto {474# + 1 : r € N} no se pueden obtener como valores de 7 en la
relacion (8) cuando (4, b, ¢) € S4 y d queda libre.

Con andlogos argumentos tenemos, en primer lugar, que el conjunto de los
ndameros # que se pueden representar por (7) con (b, ¢, d) € S;ocon(a, ¢ d) € S
(la ecuacion es simétrica en 4 y b) es finito: siguiendo la demostracién de (15) en
el Lema 3.2, el nimero ¢ = % divide a 1 + 4a?c, de modo que si (4, ¢, d) toma
valores en un conjunto finito, también estdn en un conjunto finito los posibles
divisores de los ntimeros 1 + 44>c.

Y en segundo lugar tenemos quessi 7% := mem{abd : (a, b,d) € S3}y T} =
mem{(4abc — 1) : (a,b,¢) € S;}, entonces los nimeros 7 en las progresiones
{4T5¢ : + € N} o {4Tjr : t+ € N} no se pueden obtener como valores de 7
en (7) para(a, b, d) € S5 0(a, b, ¢) € Sy, respectivamente. Pues suponiendo, por
reduccién al absurdo, que paraun ¢y € N dado existen (4o, by, do) € S3yco € N
tales que

(ﬂo + bo)(4T3/l‘o + 1) = (440@060 — 1)d0,
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resulta que equivalentemente se tiene

ap + b()
+ ———— = 4agbo(co — ¢o),
do
ao+bo) T3t . . T
donde ¢y = %, de donde se sigue nuevamente una imposibilidad.

En conclusién, los nimeros 7 del conjunto
{4T2T3T4TéT/il +1:r€ N},

para todo £ suficientemente grande, no se pueden representar como (7) u (8) con
tres de los cuatro pardmetros en los correspondientes conjuntos Sy, S5, 53 y Ss.
Seguin el teorema de Dirichlet de las progresiones aritméticas'?, tendriamos asf
infinitos ndmeros primos # = 4q + 1 para los que las ecuaciones (7) o (8) no
tendrian solucién bajo las condiciones enunciadas. O

3.1. Sobre descomposiciones de tipo I. Conjetura ¢

En muchos articulos sobre CES se estudia la posibilidad de descomposicio-
nes como (10), de tzpo I, porque en ese caso es mds ficil obtener soluciones pa-
rametrizadas de (1). Por nuestra parte, el siguiente lema nos permite obtener una
representacién paramétrica de los nimeros 7 para los cuales la fracciéon % admite
una descomposicion de tzpo I, como (9).

LEMA 3.5. Sea n € N. Existen a,b,¢,d € N tales que se cumple (7) si y solo si se
pueden encontrar x, t, A € N tales que

xn+t n+A
—— €N eN 18
A Y 4 18)
DEMOSTRACION. Supongamos que existen naturales x, £, 4, y, 2 tales que
xn+t n+A
= = z
A PV i

Equivalentemente se cumplen

xn+t=y1 y A=dzxt—n

o bien,
(x+y)n=(4xyz — 1)
Es decir, (4abc — 1)d = (a + b)n, siponemosx = 4,y = b,z =cyt = d. Ul
10. P. G. Lejeune Dirichlet probé en 1837 el siguiente resultado: Si (4, 4) = 1, entonces la progre-
sién aritméticaa + nd, n = 1, 2,. .., contiene infinitos primos.
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Observacion 3.6. Si para un n € N se cumple (18), entonces para el niimero
N = n + 4xt]j,donde; € N es arbitrario, también se cumple (18). En efecto,

xN+t x(n+4dxtlj)+t  xn+t

2.
T - p = +4x° €N,
d N+ 4xtA7) + A A
+ =(n+ XtA ) + _n+ s2eN
4xt 4xt dxt

Y de esto se deduce, en particular, que el conjunto de los valores 7 para los que la
ecuacién (1) tiene solucién es un abierto de la topologfa de Furstenberg de Z (ver
Niven ez al., p. 34).

Ellema anterior permite probar ficilmente el siguiente resultado.

TEOREMA 3.7. Para los niimeros n = p(a, f, y) de la forma

Pl fy) = (a+1)(48 + 3)(4y +3) — (2 +1) — (48 + 3), (19)
donde o, B,y € N U {0}, la ecuacion (1) tiene solucion.

DEMOSTRACION. Paralosvalores z = p(a, 3, 7) se cumplen las condiciones (18)
conx=1Lrt=a+lyld=48+3. ]

De hecho, se puede usar la férmula més general

4 1 1 1

= + +
abc—a—b 2% 4(ac— 1)% (ac — l)ble(ﬂbc —a—b)

4

(20)

(a[% ) como suma de tres

para tener una descomposicién de tipo I de la fraccién
1

?
fracciones unitarias.

Vamos a denotar desde aqui por I\] el conjunto imagen de (N U {0})? por
el polinomio p(x, 9, 2) = (x + 1)(4y + 3)(42 + 3) — (x + 1) — (4y + 3), es decir,

No={n€Z:3(abc)c (NU{0}) talquep(a, bc)=n}.  (21)

Basindonos en una verificacién asistida por ordenador para 4g + 5 < 12 x 10°
hemos propuesto la siguiente conjetura que implicarfa la validez de CES:

11.  Por otra parte, si bc = 1(mdd m), entonces las conjeturas de Sierpiniski y Schinzel se cumplen
paran = abc—a—b. A. Schinzel conjeturd que, dado € N, laecuacion 2 = % + % + % tiene
soluciones x; y, 2 € N paratodon € N, n > n,,; el caso m = 5 habia sido considerado antes,
y comprobado paral < # < 10°, por W. Sierpiriski (Sierpiriski 1956). Ver (Erd6s 1956).
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Congjetura q. Todos los niimeros primos de la forma 4q + 5 (g > 0) pertenecen al
conjunto INj.

A continuacién veremos dos consecuencias del Teorema 3.7. La primera, en
linea con la Conjetura g, proporciona una nueva condicion suficiente para CES.
En la segunda probamos que se pueden encontrar tantos niimeros consecutivos
como se desee para los que (1) tiene solucién.

PrOPOSICION 3.8. 87, para todo g € N dado, existen x, y, z enteros no negativos
tales que se cumple alguna de las siguientes ignaldades:
q =1+ 3x+ 3y + 4xy, (22)
g =5+5x%+5y + 4xy, (23)
q= %(p(x,y, z) —5) = 2x + 2y + 3z + 3xy + 3x2 + 4y2 + 4xyz (24)

siendo p(x; y, 2) el polinomio (19), entonces CES es cierta.
DEMOSTRACION. Sitodo g € N satisface (22), (23) o (24), como se tiene

g =1+3x+3y+4xy < 49 +5 = (4x + 3)(4y + 3),
g =5+5x+5y+4xy <= 4q+5 = (4(x + 1) + 1)(4(y + 1) + 1),

entonces para los nimeros g que admiten una representaciéon como (22) o como
(23), los correspondientes niimeros 44 + S son compuestos. Por lo tanto, si g es
un nimero para el cual 49 + S es primo, entonces ¢ se tendrd que representar
por (24). De modo que en este caso se va a tener 4¢(x, 5, 2) + 5 = p(x, y, z) para
ciertos enteros no negativos x, 9, 2 y, aplicando el Teorema 3.7, concluimos que la
ecuacion (1) tiene solucién paran = 4q + S. O

PROPOSICION 3.9. Hay secuencias arbitrariamente largas de niimeros naturales
consecutivos n para los que la ecuacion (1) tiene solucidn en enteros positivos.

DEMOSTRACION. Bastard probarlo con secuencias de «ntimeros consecutivos»
delaforman = 1 (mdd 4). Sea N € NfijjoyB = {0,1,2,...,N — 1}. Si
by, by € By by # by, se tiene que el m.c.d. (461 + 3, 4b, + 3) es impar y que

(4b1 + 3, 452 + 3)| (4b1 +3— (452 + 3)) = 4(51 — bz)
Por consiguiente,

(4@1 +3, 452 + 3)|3(b1 — bz) = 3[91 +2— (352 + 2)
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Entonces, se puede aplicar el teorema chino de los restos (Hua 1982, Ch. 2, Thms.
7.1,7.2) para deducir que existe 7" tal que

T = 3bj +2 (méd 45] + 3), bj € B,
es decir, existen enteros positivos ¢ tales que, para cada bj € B,
T = (4b; + 3)c; + 3b; + 2 = 9(0, by, ;) + (b + 2),

considerando el polinomio ¢(x, 3, 2) de (24). Segun la Proposicién 3.8, la ecua-
cién (1) tiene solucién, y ademds con descomposicién de tipo I, para todo 7z =
4g + 5 donde

g=—(bj+2) (méd T), b; € B

En particular, (1) tiene solucién paran = 47Tk — 4(b;+2)+5,b; € B,k € N. Para
concluir'? basta observar que, parak = 1, el conjunto {47 —4(b;+2)+5: b; € B}
estd formado por «ndmeros consecutivos» de la forma 44 + 5. ]

3.2. El conjunto ?\@ no contiene cuadrados

El conjunto I\ se ha definido en (21). En la subseccién anterior ha quedado
probado que paratodoz € N laecuacion (1) tiene solucidn, y nuestra Conjetura
g afirma que dicho conjunto contiene a todos los niumeros primos de la forma
4q +5 (g > 0). En esta subseccién vamos a probar, en direccién contraria, que
el conjunto I\} no contiene ningtin cuadrado perfecto.

Necesitaremos utilizar alguna herramienta especial de la teorfa de nimeros:
los simbolos de Jacobi y de Legendre. Sea p un primo impar, y sea n € N tal que
(n, p) = 1; el simbolo de Legendre de n sobre p se define asi:

P

El simbolo de Jacobi se define a partir del simbolo de Legendre (ver Hua 1982,
3.1, 3.6). Si m es un nimero impar cuya descomposicion en factores primos es

(n) 1, sin esresto cuadritico médulo p,
’ —1, siz no es resto cuadritico médulo p.

p1- - P, donde los P> 2 pueden repetirse, y z € N es tal que (,m) = 1,
entonces el simbolo de Jacobi de n sobre m se define, en términos de simbolos de

(2)=11(2)

1

Legendre, por:

12.  De hecho se ha probado mds que lo enunciado: existen un nimero 7"y N restos consecutivos
médulo 7', con N tan grande como se quiera, de modo que en el conjunto cubierto por el
sistema finito de congruencias generado se cumple CES.
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ean 7 y m' nimeros naturales impares y 7 y 7’ naturales de modo que los sim-
S ym' tural y n y n’ naturales d d |

bolos de Jacobi que aparecen a continuacién tengan sentido. Las siguientes pro-
piedades del simbolo de Jacobi son bien conocidas:

Il
—
RIRS
~—

(i) Sin=n" (méd m)y (n, m) = 1, entonces (2)
(i) () Gr) = Gow)-

(i) () () = (55).

)

)

(iv) Siz =3 (mdd 4), entonces (_—1) =—1.

(v) Leyde reciprocidad cuadritica para simbolos de Jacobi. Sean m y n impares
m —1lm—1

primos entre si. Entonces (£) (2) = (-1)7 7.

(vi) Si(n,d) =1ymestalquen = —m (mdd d), entonces (%) = (%) (Hua
1982, p. 305).

PROPOSICION 3.10. El conjunto Ny no contiene cuadrados perfectos.

DEMOSTRACION. Sean € I\ existen enteros no negativos x, y,  tales que
n+(4y+3)=(x+1)((4y+3)(42+3) — 1) = (x +1)s,

donder = (4y+3)(4z+3)—1(observarques = 0 (mod 4)). Como (2 4y+3) = 1,

también es (¢ #) = 1, asf como (n, » + £) = 1.

Aplicando entonces (v) y dado que = 1 (mod 4), se tiene

( ” )("”) S ()T =1 (25)

n+t n

Por otra parte, z + t = ¢t (mdd #) implica por (i) que

(57)=6) 29

Usando que 7 = —(4y + 3) (mdd #) y (vi) se tiene

(2) - (4)/13)' (27)
Peror = —1 (mdd 4y + 3), asi que usando (i) y (iv) obtenemos
—1
(4)/:—3) - (4y+3) =1 (28)

De (26), (27) y (28) concluimos que (%) = —1, y entonces de (25) resulta

n
()
n+t

de modo que 7 no puede ser un cuadrado perfecto, ya que si (4, &) = 1, el simbolo

de Jacobi (a*/b) es igual a 1. O
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Observacion 3.11. En (Yamamoto 1965), usando el simbolo de Kronecker!?, Ya-
mamoto observa que los numeros naturales z que cumplen (4abc—1)d = (a+b)n
para 4, b, ¢, d naturales y (n, abd) = 1, no son cuadrados perfectos. Pero el con-
junto YN} contiene niimeros 7 que no se incluyen en esta clase de Yamamoro. Es
el caso, por ejemplo, del nimero 7 = 2009. Se tiene

2()09:42-7~7—42—7=p(41,1,1),
luego 2009 € I\j, pero no pertenece a la clase de Yamamoto, ya que

2009(1+293) = (4-1-293 —1)42 y (2009,293 - 42) = 7.

4. UN ALGORITMO DE TIPO GREEDY PARA CES

En esta seccién describimos y analizamos el comportamiento de un algorit-
mo sencillo, que denominamos algoritmo greedy para CES que, tras recibir la
entrada de un nimero natural 7, en caso de parada devuelve una descomposi-
cién de la fraccién % como suma de dos o tres fracciones egipciasl4. Utilizdndolo,
en sesiones de cdlculo asistido por ordenador hemos llegado a verificar CES para
todos los ntimeros primos 7 < 102,

En la Figura 1 mostramos un esquema de la secuencia de instrucciones de
este algoritmo.

En el Paso 2 del algoritmo, para cadaj = 1,2,..., después de fijar de una

% — =, se determina la fraccién
7

manera muy obvia %y hallar la diferencia 3]
unitaria -

Vi
cién J; es ya unitaria el algoritmo se detiene; si no, el algoritmo abre un bucle en

mds préxima menor o igual que 31 Entra entonces el Paso 3: si la frac-

el que busca, y de ahi el nombre que le damos, la descomposicion greedy de 5]
como suma de dos fracciones unitarias. De hecho, si 7; = —nx; (mod 47 — 1)
con7; € [1, 47 — 2], entonces

4x; —n 47 —1 1 7
_ Y _Y Y

5 .
wg ooy gy

13.  Elsimbolo de Kronecker se define en términos del simbolo de Jacobi. El simbolo de Kronec-
ker (m/n) coincide con el correspondiente simbolo de Jacobi cuando 7 es un ndmero impar
positivo, cosa que ciertamente nosotros hemos usado para escribir la propiedad (vi) del sim-
bolo de Jacobi. Remitimos al lector interesado a (Hua 1982, 12.3) o (Montgomery y Vaughan
2007, p. 296).

14. Enloscasos n = 4kyn = 4k + 2 el algoritmo no proporciona las descomposiciones mds

inmediatas. Por ejemplo, para z = 8 nos devuelve % = % + %
4 _ 1,1

,y para n = 10 nos devolverd

03715
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Entrada: Un ndmero natural z > 2

Paso 1: Sean; := 1y g := | 4| (la parte entera de %)

Paso 2: Sean x; := ¢ +/, &) := —xijeyj- = [51]1 =1+ L;’flj
Paso 3:
si2 — L — L1 —(entonces
n X Yi
4 1 1
Resultado:| — = — + — | y Fin.
A

en otro caso

siz; = 7—— € Z entonces
"y
4 1 1 1
Resultado:| — = — + — + — | yFin.
oY i &

en otro caso

‘ incrementar el indice j — 7 + 1y volver al Paso 2

Figura 1. Algoritmo greedy para CES.

El algoritmo se detendrd si, para algun 7, 7; divide a 7x;y;, y entonces el denomi-

.7 . . ’ nx;y;

nador de la tercera fraccidn unitaria serd Zj = r#y]
J

Por ejemplo, en el caso z = 97, el resultado final es

4 1 1 1

= —t—t—,
97 28 182 35308

y el algoritmo se detiene después de dejar el siguiente rastro de valores sucesivos
de las variables internas:

9| % G| Y %
24 | 25| 3/2425 | 809 | 1961825/2
24 | 26 | 7/2522 | 361 | 910442/5
24 | 27 | 11/2619 | 239 | 625941/10
24 | 28 | 15/2716 | 182 35308

W (N

En el caso n = 7969 el indice ; llega a tomar el valor 10, y el algoritmo se
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detiene (diremos que ez 10 pasos) mostrando la descomposicién

4 1 1 1
= + + .
7969 2002 409076 251014351588

Vamos a ver a continuacién que, cuando # = p(x; y, 2), donde p es el poli-
nomio definido anteriormente en (19), el algoritmo greedy aplicado al nimero »
siempre se va a detener. Por claridad de exposicién vamos a aislar previamente de
la prueba de este resultado un pequefio detalle técnico.

LEMA 4.1. Sean x,y € Non x < y. De las fmca'anes unitarias que son menorves
11 ., , , . . , . .
quelasumas = _ + 5 la fraccion 1/x es la mds proxima a s si y sélo st x(x — 1) < y.

DEMOSTRACION. La fraccion 1/x serd la mds proxima a s de todas las fracciones

unitarias que quedan por debajo de ese valor siy sélosis < con lo que la

x—1°
condicién enunciada equivale a que sea

2 =x—1
x+y ’

lo que equivale a su vez a las desigualdades

X
x—1< -2 4
X+y

equivalentes a la desigualdad tnica
w(e —1) <y O

PROPOSICION 4.2. El algoritmo greedy siempre se detiene para n = p(x, y, 2),
stendo x, y, z nikmeros enteros no negativos y p(x; y, z) el polinomio

P9, 2) = (x +1)(4y + 3)(42 + 3) — (49 + 3) — (x + 1).

DEMOSTRACION. Sin = p(x, 5, 2), poniendoa =x +1,b =4y +3yc=42+3
y usando (20) obtenemos una descomposicion de tipo I de la fraccién 4/z. Por
otra parte, para los denominadores de esta descomposicion se verifica

bc —1 bc —1 be —1

a < aac—1) <(ac—1) Y

yaque,comoa = x+1 > 1yc = 4z+3 > 3,setieneac —1 > Za,loque
da la primera desigualdad; y para obtener la segunda podemos considerar que
n=abc—a—b> a,queequivaleablac — 1) > 2a.

ntim. 37-38 (2019-2020), pp. 149-176

Zubia| 0N 0213-4306




LA CONJETURA DE ERDOS-STRAUS

Segtin el Lema 4.1, para comprobar que el algoritmo greedy aplicado a 4/
se detiene, basta demostrar que
be—1
4

a

n

bc—l(dbc—l

" " —1)§(ac—1)

o, equivalentemente, que

4(4&4_1 — 1) < (ac —1)(abc — a — b).

Y esta dltima desigualdad se puede probar observando que las expresiones 1(b) :=
ba’c/4 — a*/4 — ay ry(b) = (ac — 1)*b — a(ac — 1) son funciones lineales de &
cuyas pendientes cumplen 7{(6) = a*/4 < (ac — 1)* = rj(b), yaquea < ac — 1
yac/4 < ac — 1,y que ademds sus valores para b = 1son

c—1

(1) = 4(4 - 1) < (1) = (ac — 1)((ac — 1) — ),

yaquea <ac—1ly(a(c—1/4—1) < (a(c—1)—1) =ac—a — 1. O

El siguiente resultado caracteriza la detencién del algoritmo greedy.
PROPOSICION 4.3. Sean n = 4q + 1y j niimeros naturales. Sean s = s(g,j) y
r=r(g,j)talesque (4q + 1) (g +7) =s(45 — 1)+, 0 < r < 45 — 2.

(i) £l algoritmo greedy se detiene en a lo sumo j pasos para n = 4q + 1si'y sdlo
St

(47 — 1) — r divide a (49 + 1)(g + 7)(s + 1). (29)
(ii) Si(r 47 —1) = 1, la condicion (29) es equivalente a
(47 — 1) — rdivide a (49 + 1)*(q +j)*.
(iii) S74q + Lesprimoy4j — 1 < 4q + 1, entonces una condicion necesaria y

suficiente para que el algoritmo greedy se detenga es que (4j — 1) — r divida
a(q+))*

DEMOSTRACION. (i) El algoritmo greedy se detiene en a lo sumo ; pasos para
n = 4q +1siysdlosiexistenr st € Ntalesque 0 < < 45 — 2y

4 1 45 —1 47 —1 11

4q+1_q+j_ (49 +1)(g +/) _5(4]'—1)+r_5+1+t

B
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lo que es equivalente aque
4—1—r a 1

(49 +1)(q+))s+1) ¢
osea, aque 4/ — 1 — rdividaa (4g + 1)(g + 7)(s + 1), que es la condicién (29).

b

(ii) Observemos que

(49+1)(q+))=s(4 —1)+r=(+1) (4 —1)+r— (4 — 1),

igualdad equivalente, multiplicando ambos lados por (4 + 1)(g + ), a

(49 +1)*(g +))* = (s + D)(4g + 1)(g + /)4 — 1) + (r — (47 — 1))(4g + 1)(g +)

Si(n4/ —1) = (4 — 1 — 47/ — 1) = 1, entonces (r — (47 — 1)) divide a
(s + 1)(4q + 1)(g + /) siy sélo si divide a (49 + 1)*(g +/)*.

(iii) Si 49 + 1 es primo y 4/ — 1 < 44 + 1, entonces de la relacién

(49 +1)(g+j+1)=(4 — 1)+
equivalente a
(49 +1)(4q +1+ 47 — 1) = 4(47 — 1)s + 41,

se sigue que (47 — 1, 7) = 1. Para concluir basta aplicar (ii). O

Hasta la cota alcanzada en los experimentos numéricos que hemos realizado,
el algoritmo greedy se detiene para todos los nimeros naturales, lo que incluye en
particular a los cuadrados perfectos, que no estin en I\ como se ha visto. Pero la

detencién del algoritmo cuando se aplica a un cierto # de entrada puede requerir
muchos pasos, como se prueba en el siguiente resultado.

PrOPOSICION 4.4. Dadom € N existe n € N tal que el algoritmo greedy para
CES, aplicado al niimero n, no se detiene antes de m pasos.

DEMOSTRACION. Sean 72 > 3 un nimero natural y # el minimo comun mul-
tiplo de 47/ — 1y 37 — 1, con j recorriendo los nimeros desde 1 hasta 7. Entonces
paracadaj =1,2,..., nexistes = s(n, /) € N tal que

(n+1)(n/4 +j) = 5(47 — 1) +,

4 —1—;7=37—1 nodividea (n+1)*(n/4+ /)"

Por lo tanto, segtin la caracterizacién dada en la Proposicién 4.3 (ii), el algoritmo

greedy aplicado a (z + 1) se detiene, si lo hace, en mds de 7 pasos. O
_|niim. 37-38 (2019-2020), pp. 149-176
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CDU 582.47 (460.21)
RAFAEL FERNANDEZ ALDANA

La sabina albar (Juniperus thurifera L.) en La Rioja: nue-
vas citas y dindmica espacial

Incense juniper (Juniperus thurifera L.) in La Rioja
(Spain): new citations and spatial dynamics

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 9-36

ABSTRACT: Known distribution area of incense
juniper (Juniperus thurifera) in La Rioja (Spain) is
enlarged with new citations that can be added to
those of Arizaleta et al. (2007-2008). All these loca-
tions, the new ones and those already cited, have
been inventoried registering the number of speci-
mens, measuring some dasometric data (diameter,
ape), recording the presence of cones
aracterizing the vegetation type. Based on
this information, the abundance of the species in
the region and the current dynamics of the spe-
cies through its expansion and / or regeneration
processes have been evaluated.

Key words: Juniperus thurifera, incense juniper, spatial dy-
namics, La Rioja

Palabras clave: Juniperus thurifera, sabina albar, dindmica
espacial, La Rioja

CDU 634.8-2

FERNANDO MORENO, IGNACIO PEREZ MORENO,
VICENTE MARCO

Tablas de vida y pardmetros poblacionales de Tricho-
gramma cacoeciae y T. brassicae (Hymenoptera: Tricho-
grammatidae) sobre Lobesia botrana (Lepidoptera: Tortri-
cidae): efecto de la alimentacion

Life tables and population parameters of Trichogramma
cacoeciae and T. brassicae (Hymenoptera: Trichogram-
matidae) on Lobesia botrana (Lepidoptera: Tortricidae):
Effect of Food

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 37-54

ABSTRACT: Life tables bave been macde for an au-
tochthonous population of Trichogramma cacoe-
ciae, and another commercially obtained popula-
tion of T. brassicae using Lobesia botrana as host.
In addition, the effect that the presence/absence of
Jood (honey) exerted over the most relevant bio-
logical parameters for both populations and their
intrinsic rate of increase (7, ) was assessed.

Food had a clear effect on longevity, total fecundi-
ty per female, emergence and development period
of T. cacoeciae proving that fed individuals at-
tained better values for these parameters. Regard-
ing T. brassicae, only longevity was significantly
affected by food. For species with identical food
status, T. cacoeciae showed the best values, except
Jor development period. Trichogramma cacoeciae
also showed better population parameters than T.
brassicae, resulting in bigher r, values both for fed
individuals and food deprived ones.

Key words: Trichogramma, Lobesia botrana, food
influence, population parameters

Palabras clave: Trichogramma, Lobesia botrana, ausencia
de alimento, pardmetros poblacionales

CDU 595.79
632

FERNANDO MORENO, IGNACIO PEREZ MORENO,
VICENTE MARCO

Preferencia del parasitoide Trichogramma cacoeciae (Hy-
menoptera: Trichogrammatidae) por huevos de diferentes
huéspedes

Host preference of the parasitoid Trichogramma cacoeciae
(Hymenoptera: Trichogrammatidae) for eggs from differ-
ent hosts

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 55-68

ABSTRACT:  The preference of Trichogramma
cacoeciae Marchal for four bosts (Lobesia botrana
Den. y Schiff., Ephestia kuebniella Zeller, Spodop-
tera exigua Hiibner and Plodia interpunctella
Hiibner) was evaluated using no choice, paired-
choice and multiple choice assays. The number
of adults produced (in absolute or percentage
terms) and the sex proportion of said progeny were
used to measure preference. T. cacoeciae parasit-
ized and developed in all four bosts. In general,
E. kuebniella was the most parasitized species.
On the contrary, S. exigua was the least attacked
species. Sex proporcion remained the same in all
cases, thus rendering it useless as a measure of
preference.

Key words: biological control, host preference, Lobesia
botrana, Trichogramma cacoeciae

Palabras clave: control bioldgico, Lobesia botrana, prefe-
rencia de huésped, Trichogramma cacoeciae

CDU 565.7 (460.21)
IGNACIO PEREZ MORENO

Los registros riojanos del catdlogo de coledpteros ibéri-
cos (Insecta: Coleoptera) de D. José Maria de la Fuente
y Morales

The records from La Rioja of the catalogue of Iberian
beetles (Insecta: Coleoptera) of D. José Maria de la Fuente
2y Morales

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 69-128

ABSTRACT: D. José Maria de la Fuente y Morales
was one of the most renowned Spanish entomolo-
gists of the earliest 20th century. Among his out-
numbered published studies, the catalogue of the
Iberian beetles, published between the years 1918
and 1935, is the most prominent. In this paper,
the species from La Rioja (northern Spain) regis-
tered in this catalogue have been compiled; their
taxonomy has been updated; and the accuracy of
the citation has been analized in accordance with
the current knowledge we have about these insects
group. Furthermore, from the 414 compiled, 30
species have been excluded, due to their distribu-
tion not being compatible with their presence in
La Rioja. Likewise, as the presence of some of these
species has not been cited from this region again
since then, it requires to be confirmed.

Key words: Coleoptera, catalogue, La Rioja, Iberian Pen-
insula
Palabras clave: Coleoptera, catilogo, La Rioja, peninsula
ibérica
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MANUEL BELLO HERNANDEZ, ALEJANDRO MAHILLO
CAZORLA

Teoremas de reordenamiento de series
Series Rearrangement Theorems
ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 129-148

ABSTRACT: The sum of an infinite number of real
numbers can depend on the arranging of these
numbers. In this paper we will take you through
several resulls about rearranging the terms of se-
ries; from series of real numbers to series in R
even results about series in Banach spaces. We
do not include proofs of theorems but only their
main ideas.

First, we study the real numbers series case, in
which we see the Rie- mann rearrangement the-
orem together with other results. We will continue
with the Léevy-Steinitz theorem, an analogous re-
sult of Riemman’s theorem for vector series in R,
In particular, we will consider the Eisenstein series
defined in the complex field. Also, this series has
the property that rearrange- ment in the order of
summations results in a predictable change in the
value of the series. This series is useful in the study
of modular form. Finally, we show Pechershy’s the-
orem on rearrangement of series in Hilbert spaces.

Key words: sequences, series, rearrangements of series,
absolutely convergence, conditional convergence, uncon-
ditional convergence, summability, Banach space, Hilbert
space

Palabras clave: sucesiones, series, reordenamiento de
series, convergencia absoluta, convergencia condicional,
convergencia incondicional, sumabilidad, espacio de Ba-
nach, espacio de Hilbert

CDU 51 Erdos, Paul
929 Erdos, Paul

MANUEL BELLO HERNANDEZ, MANUEL BENITO
MUNOZ, EMILIO FERNANDEZ MORAL

La conjetura de Erdds-Straus
Erdds-Straus’ Conjecture
ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 149-176

ABSTRACT: Paul Erdds and Ernst G. Straus conjec-
tured in the late 1940s: Given a natural number
n = 2 there are natural numbers x, y, z such that

$edodod

This conjecture (ESC) is open today. Among other
results, in this paper we study ESC, we establish
some conjectures that offer sufficient conditions
Jorthe validity of ESC, we give an algorithm which,
if it stops, breaks down the fraction 4/n as a sum
of three Egyptian fractions, and, for example, we
show that ESC holds for all the values of n in the
range of the polynomial

pla, b, c)=(a+1)(4b + 3)(4c+3)—(a+1)—(4b+3),

when the variables a, b, ¢ take nonnegative in-
teger values. We conjecture that the values n of
this polynomial include all the prime numbers
of the form 4q + 1 (q = 1), and we have done a
computer-assisted verification of this fact for n
<12 X 10", On the one hand we prove that the
perfect squares do not belong to the image set of
(N U {0D? by the mapping p but, on the other, with
the belp of that polynomial we have been able to
give a constructive demonstration that there are
arbitrarily long sequences of consecutive numbers
Jor which ESC is true.

Keywords: Vitis vinifera cv. Pinot Noir, latitudinal gra-

dient, phenolic composition, solar radiation, ultraviolet

radiation

Palabras clave: Conjetura de Erdds-Straus; ecuaciones dio-

fanticas;

fracciones egipcias
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JULEN MARTINEZ TORRES, ANA CORAL LAGA CUEN,
LOURDES FERREIRA LASO, CRISTINA LORENTE ALAVA,
FELIX LOBATO SOLORES, IGNACIO PUYUELO JARNE,
ANGEL ENRIQUE FRAILE JIMENEZ, OLGA LOPEZ DEL
MORAL LOPEZ, MARIA GOLVANO SARRIA, VICTOR
MUNILLA PEREZ

Tasa transfusional en cirugia de fractura de cadera en el
hospital San Pedro. Estudio observacional descriptivo pre-
vio a la implantacion de un protocolo de ahorro de sangre

Post-transfusion rate in bip fracture surgery in San Pe-
dro’s hospital. An observational and descriptive study be-
Jore blood saving protocol

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 177-186

ABSTRACT: Perioperative anemia is the major
cause of morbidity and mortality in bip frac-
tures. In 2016 a perioperative anemia protocol
was established in San Pedro’s bhospital with the
objective of early diagnosis and treatment. 167
patients with hip fracture were evaluated in an
observational retrospective study in which main
items were evaluated: age, sex, type of surgery,
hemoglobin, blood transfusion, among others. We
Jound no statistical differences among the type of
surgery carried out and blood transfusion rate,
but we found significant associations between
preoperative hemoglobin and blood transfusion
(70% patients with preoperative bemoglobin <
10g/dl, 33% with bemoglobin < 10-13 g/dl, 9.6%
with hemoglobin 13-15 g/dl and no one with he-
moglobin > 15 g/dl). The present study provides
us with updated information about perioperative
management of bip fracture patients in San Pe-
dro’s hospital. Taking into account all cases of hip
JSracture evaluated in this study, blood transfusion
rate is 26.4%. Bearing in mind the objectives of
the perioperative anemia’s protocol, this new data
may be useful to optimize preoperative measures
in selected subgroups of patients.

Keywords: bip fractures, anemia, hemoglobin, blood trans-
Jusion, perioperative period

Palabras clave: fracturas de cadera, anemia, hemoglobina,
transfusion sanguinea, perioperatorio
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ANA CRISTINA RUIZ PENA, MARIA JOSE PUENTE
MARTINEZ, SARA ARRIETA BRETON, INES ESTEBAN
DIEZ, GERARDO RODRIGUEZ MARTINEZ, CARLOTA
CESTAFE CARO, CRISTINA FERNANDEZ GARCIA

Factores asociados con los partos pretérmino menores
de 32 semanas de gestacion en el Hospital San Pedro de
Logrono durante el afio 2018: Relacion clinica, microbio-
logica e histolégica de los hallazgos placentarios

Factors related to preterm deliveries under 32 weeks at San
Pedro’s Hospital in Logrorio during 2018: Clinical, micro-
biological and histological relation of placentary findings

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 187-204

ABSTRACT: Here we present a retrospective, de-
scriptive and observational study performed with
preterm births under 32 weeks at San Pedro’s
Hospital in Logrono during 2018 with the aim of
analyzing the clinical, microbiological and bisto-
logical relationship after examining the placentas
and exposing the neonatal results according to the
Jfindings.

Seventeen deliveries were studied with 21 new-
borns (4 twin births) of the 1869 births that oc-
curred in 2018, 0.90% of the total. There were 8
cases of chorioammnionitis and 2 cases of placental
abruption. The variables most related to preterm
births were maternal overweight and assisted re-
production treatments. The most important factors
related to preterm birth were chorioamnionitis
and placental abruption.

There is an important relation between clinical
suspicion of chorioamnionitis and premature de-
tachment of placenta normoinserta with placental
histological and microbiological findings. It was
the gestational age and the fetal weight at the time
of birth the main determinants of the days of neo-
natal admission.

Key words: Preterm birth, risk factors, chorioamnionitis,
histology, microbiology

Palabras clave: Parto pretérmino, factores de riesgo, co-
rioamnionitis, histologia, microbiologia
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MARIANO LAGUNA OLMOS, CRISTINA FERNANDEZ
GARCIA, ANA CRISTINA RUIZ PENA, CARLOTA
CESTAFE CARO, EDURNE ALVAREZ SUBERVIOLA,
CRISTINA TEJADA LAMAS, OLIVIA LAFALLA BERNAD

Utilidad del ratio sflt-1/pigf en el cribado de
preeclampsia precoz en la poblacion gestante de La Rioja

Usefulness of the sFlt-1 / PIGF ratio in the early preclamp-
sia screening across the pregnant population in La Rioja

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 205-218

ABSTRACT: Material and methods. Monocentric
cobort study carried out between September 2018
and September 2019. The reference population of
our study were all pregnant women in the Autono-
mous Community of La Rioja whose bealthcare
is centralized in San Pedro’s Hospital. The target
population were all pregnant women with a sin-
gle gestation who were asymptomatic at the time
of screening (morphologic ultrasound at 21 week)
and in whom the mean of IP AUt was pathological
(> 95" percentile for low-risk pregnant women re-
peatedly at 21" and 26" week or > 75" percentile
Jor bigh-risk pregnant women at 21 week).

Results. 27 women met the inclusion criteria of
our reference population (1896 pregnant women).
From these 27 women, 22 of them presented a val-
ue of the ratio sFlt-1 / PIGF less than 38, showing a
specificity and a negative predictive value of 88%
and 100% respectively to dismiss preeclampsia,
continuing a low-risk gestational control. Two
pregnant women presented a ratio greater than 85
and both presented adverse events related to the
placental insufficiency they suffered, premature
detachment of the normal placenta and HELLP
syndrome after fetal death. The risk factors for
preeclampsia in the first trimester screening and
the epidemiological characteristics of the patients
with this condition were compared with those who
did not develop the disease without finding statisti-
cally significant differences.

Conclusion. The imp ion of a screening
based on epidemiological factors in the first tri-
mester together with the Doppler determination
mean of IP AUt and the sFit-1 / PIGF ratio in our
population seems to be useful to dismiss early
preeclampsia, since it bas a high specificity and a
negative predictive value, similar to those reported
in the literature.

Keywords: Pre-eclampsia, Soluble fms-like tyrosine kinase
1/placental growth factor ratio, Uterine artery Doppler
Palabras clave: Preeclampsia, Tirosina-cinasa soluble de
tipo FMS/Factor de crecimiento placentario, Doppler de
las arterias uterinas
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IGNACIO PUYUELO JARNE, EDUARDO GALLINAS
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Osteotomia peroné primaria. Un recurso a tener en cuenta
en el enclavado endomedular por fractura diafisaria ais-
lada de tibia

Primary fibula osteotomy. A surgery resource in the en-
domedullary nailing used in a tibia’s diaphyseal fracture

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 219-226

ABSTRACT: The tibia’s diaphyseal fractures man-
agement has always been the source of controversy
due to the existence of a different surgical’s man-
agements very similar and widely studied, such as:
internal fixation with plates, external fixation, or
as in our case, endomedullary nailing, reamed
or not reamed, blocked or not blocked; seeking a
Jinal goal, which is none other than to allow the
patient, an early recovery with an early load based
on the least invasive surgery possible that mini-
mizes bleeding and radiation exposure as much
as possible.

In our case, we demonstrate the possibility of add-
ing to the usual endomedullary nailing, a surgical
option that has scientific evidence, which belps
more if possible to consolidate the fracture.

Kew words: Diaphyseal fractures, tibia, endomedullary
nailing, fibula osteotomy, fractures malunited

Palabras clave: Fracturas diafisarias, tibia, enclavado endo-
medular, osteotomia peroné, fracturas mal unidas
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ANA CRISTINA RUIZ PENA, CARMINA SALVADOR
BALLADA, CRISTINA FERNANDEZ GARCIA, MARIANO
LAGUNA OLMOS, M* JOSE PUENTE MARTINEZ, JUANA
HERNANDEZ HERNANDEZ

Situacion de las interrupciones voluntarias del embarazo
en La Rioja en los ultimos 5 anos

Situation of voluntary interruptions of pregnancy in La
Rioja in the last 5 years

ZUBIA, 2019-2020, 37-38, pp. 227-236

ABSTRACT: The number of Voluntary Interrup-
tions of Pregnancy in La Rioja has been signifi-
cantly increased in recent years, which has a
significant impact on both women’s reproductive
health and on the national economy, due o the
cost involved. This fact should make us reflect on
the need to design and implement more effective
policies for the prevention of unwanted pregnancy,
such as the design of strategic plans for sexual and
reproductive education and facilitate the financ-
ing of all contraceptive methods.

Keywords: Voluntary interruption of pregnancy, Abortion,
legal regulation

Palabras clave: Interrupcion voluntaria del embarazo,
Aborto, Regulacion juridica
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esta publicacion. La revista, en virtud de un acuerdo con la Universidad de La Rioja, ird
haciendo aparecer en internet (DIALNET) los articulos de forma integra.

Para su publicacion, los trabajos seran enviados por correo electrénico a la
direccion: publicaciones.ier@larioja.org. En caso de exceder el tamano permitido en el
buzén del correo, se puede adjuntar el cuerpo central del manuscrito en dicho e-mail
y las figuras/tablas/fotografias podran ser enviadas a través de dropbox u otra platafor-
ma similar identificando correctamente el manuscrito al que pertenecen. Deberdn estar
escritos en castellano, a doble espacio, en letra Times New Roman tamafio 12, notas en
Times New Roman tamano 10. La extension total de los trabajos no deberad superar las
25 paginas, incluidas tablas, figuras, fotografias, referencias bibliograficas y apéndices si
los hubiera, aunque pueden publicarse articulos de mayor extension si su interés asi lo
aconseja. Todas las lineas del manuscrito han de ser numeradas sucesivamente.

La primera pdgina incluird el titulo en espanol y en inglés. A continuacion, figurard
el autor/es, indicando con un asterisco el autor de referencia (corresponding author) del
que habrd que incluir los datos de lugar de trabajo, direccion postal y correo electronico
y quien sera la persona de contacto de la revista para llevar a cabo las revisiones perti-
nentes del manuscrito. En la segunda pagina se presentardn dos resimenes, en espafiol e
inglés, y las palabras clave que definan el trabajo, también en ambos idiomas. La exten-
sion maxima de los resimenes sera de 150 palabras cada uno y las palabras clave entre
tres y cinco.

Los apartados para los articulos originales serin: 1. INTRODUCCION, 2. METO-
DOLOGIA, 3. RESULTADOS, 4. DISCUSION, 5. CONCLUSIONES, 6. AGRADECIMIENTOS
y finalmente, sin nimero de apartado, las REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS. Si existen
conflictos de intereses, han de especificarse en el manuscrito. En los articulos de revision,
no serd necesario cumplimentar todos los apartados anteriormente citados. Los epigrafes
se numerardn jerarquicamente y responderin a la siguiente tipologia: 1. MAYUSCULAS
Y NEGRITA; 1.1. Mindsculas y negrita; 1.1.1. Mintsculas y cursiva; a) Minusculas
normal.

Las tablas, figuras y fotografias se numeraran de forma correlativa y deberdn ser de
muy buena calidad. En el texto se indicara el lugar en el que deben ir colocadas en la
publicacion final.

Las citas bibliogrificas en el texto se hardn con el autor y entre paréntesis el aio
de publicacion: Camifia (2004) o bien el autor y el afio todo entre paréntesis (Camifia,
2004). Si el trabajo corresponde a mds de dos autores, se especificard el primero, afa-
diendo posteriormente et al. Al final del texto se incluirdn las referencias bibliograficas
por orden alfabético, indicando el nombre de la revista en cursiva y de acuerdo con el
siguiente modelo:

* Gallart, F. (1990). El papel de los sucesos lluviosos de baja frecuencia en la evo-
lucién geomorfologica de las dreas de montaia. En: Geoecologia de las dreas de
montana (Garcia Ruiz, J.M., ed.). Geoforma ediciones, Logrofio, 95-113.

* Garcia, R. y Del Lemus, M.C. (1986). Flora bioldgica y sus comunidades de enci-
nares de La Rioja. Zubia, 4, 69-86.
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