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Resumen

Las asignaturas de Probabilidad y Estadistica estan presentes en los planes de estudio de muchas
titulaciones universitarias en Espafa, especialmente en aquellas con un marcado caracter cientifico.
Nuestro proyecto de innovacioén docente, principalmente destinados a estudiante de primeros cursos
de grados de ciencias, tiene como objetivo fomentar el aprendizaje significativo de conceptos basicos
del bloque de Probabilidad, como por ejemplo los sucesos equiprobables, probabilidad condicionada
y la independencia de sucesos, mediante el uso de paradojas matematicas. En este trabajo vamos a
mostrar una aplicacion de la propuesta de innovacién docente con “El problema de Monty-Hall” y cuya
resolucién se apoya en el uso simuladores de experimentos aleatorios. En primer lugar, procedemos a
examinar la paradoja de forma empirica con ayuda de simuladores informaticos; una herramienta tec-
noldgica ilustrar la situacién planteada y que es de gran utilidad para verificar las posibles soluciones
planteadas por los estudiantes. Posteriormente, se introducen los conceptos tedricos necesarios para
resolver el problema desde un punto de vista teérico. Por ultimo, se resuelve la situacion planteada
con las herramientas tedricas que hemos introducido y se compara dicho resultado con el que hemos
obtenido experimentalmente.
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Introduccion

Dentro de la gran variedad de recursos didactico, uno de los menos utilizados en el aula son las para-
dojas como herramienta de revision de los conceptos. Se entiende por paradoja a todo aquel resultado
que, a priori, es contrario a la experiencia y que lleva implicito una contradiccién légica imperceptible
a primera vista.

Son muchos los investigadores que han estudiado el valor didactico de las paradojas, a la vez que
apoyan el uso de las mismas en el aula. Por ejemplo, Lesser (1998) concibe las paradojas como un
instrumento dentro del aprendizaje constructivista, esto es, una metodologia basada en la construc-
cion por parte del estudiante de su forma de enfocar los problemas y de sus propios procedimientos
de resolucion. Asi mismo, Chavez (2011) resalta la relacion entre las paradojas y la meta cognicion,
dado que para poder enfrentarse a una situacion paraddjica el estudiante deber ser consciente de sus
propios pensamientos, un aspecto fundamental para el desarrollo de la abstraccion matematica. Tam-
bién, Konold (1994) destaca el papel motivador que tiene la resolucion de paradojas, permitiendo a los
estudiantes investigar los problemas en matematicas desde un punto de vista mas formal, asi como
formular y examinar sus propias conjeturas.

Por otro lado, recientes investigaciones destacan el papel de la simulacién como recurso esen-
cial para el aprendizaje de la probabilidad. Por ejemplo, Garcia y Martinez (2011) describen un pro-
yecto para integrar las simulaciones interactivas en la ensefianza de la probabilidad, haciendo una
recomendacion sobre los simuladores en funcién de los conceptos que se van a trabajar en el aula.
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Posteriormente, Martinez (2013) presenta hojas de trabajo donde combina nociones de probabilidad
(diagramas de Venn, probabilidad condicional, Teorema de Bayes, entre otros) con simulaciones en
GeoGebra, destacando el uso creciente de este software dinamico en el escenario educativo, asi
como las ventajas del mismo en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

En este trabajo hemos querido combinar ambos recursos: Las paradojas y los simuladores infor-
maticos en favor del aprendizaje significativo de la probabilidad, tanto en Bachillerato como en prime-
ros cursos universitarios.

Metodologia

El objetivo principal de este proyecto de innovaciéon docente es fomentar el aprendizaje significativo de
los conceptos de Probabilidad (probabilidad condicionada, sucesos independientes, etc.) con ayuda
de las paradojas y los simuladores dinamicos. Para ello, hemos disefiado una serie de actividades
para que las clases tengan un componente participativo que fomente la interaccién entre el profesor y
los estudiantes, permitiendo asi el intercambio de opiniones con los estudiantes y la identificacion de
las dificultades que presentan estos en la resolucion de los problemas planteados.

Por si solo, el uso de las nuevas tecnologias en el aula no es garantia de éxito en el proceso de
aprendizaje, sino que deben introducirse a modo de complemento y nunca como un sustituto de la
clase magistral. En esta linea, uno de los recursos informaticos mas utilizados en el aula es GeoGebra,
un software gratuito orientado al aprendizaje de las matematicas, principalmente la geometria, que
permite crear simuladores dinamicos para el estudio de la probabilidad y la estadistica. Asi mismo, es
posible encontrar en la red otros muchos simuladores de experimentos aleatorios de gran valor edu-
cativo. En la practica, se puede usar las caracteristicas de los distintos softwares para la repeticiéon de
los experimentos en los que estan involucrados las paradojas.

Las sesiones estan disefadas de tal manera que podamos combinar la clase magistral (en la que
se imparten los conceptos necesarios para la resolucion de las paradojas) con la clase practica de or-
denador (donde los simuladores dinamicos ilustran la situacion planteada). Es por ello que, tal y como
estan disefiadas las actividades con las paradojas, las principales metodologias empleadas seran el
aprendizaje por descubrimiento y el aprendizaje basado en problemas, ya que con ayuda de los simu-
ladores informaticos el estudiante puede conjeturar cual sera la solucién de la paradoja; solucién que
finalmente se obtiene de forma tedrica.

En lineas generales, el proyecto de innovacion esta compuesto por los siguientes elementos:

* Introduccién de la paradoja: Planteamos una situacion relacionada con una paradoja de proba-
bilidad. A continuacion, se proponen una serie de actividades para llevar a cabo con los simu-
ladores dinamicos.

» Uso de simuladores dinamicos: En este punto, usamos los simuladores informaticos para po-
der ilustrar la situacion presente en la paradoja. A partir de la informacién que proporciona los
simuladores dinamicos, damos la posibilidad al estudiante de formular hipétesis y refutar po-
sibles conjeturas sobre la solucién del problema planteado. Es importante mencionar que los
simuladores no han sido desarrollados por los autores, sino que estan disponibles en la libreria
gratuita de GeoGebra.

* Resolucién tedrica de las paradojas: El docente introduce los conceptos necesarios para re-
solver la paradoja (regla de Laplace, probabilidad condicionada, sucesos independientes, etc.)
desde el punto de vista tedrico y se comprueba si dicha solucion es coherente con los resulta-
dos ofrecidos por los simuladores dinamicos.
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Propuesta educativa

La idea es presentar la paradoja de probabilidad y que mediante los simuladores dinamicos los estu-
diantes puedan entender la situacion planteada, asi como conjeturar posibles soluciones al problema.
Para esta sesion sera necesario haber introducido previamente los conceptos: Regla de Laplace, pro-
babilidad condicionada y sucesos independientes.

A continuacion, presentamos una propuesta para llevar a cabo en el aula relativa a la paradoja de
Monty-Hall con ayuda del GeoGebra.

Introduccion al problema

Supongamos que estas en un concurso televisivo que consiste en un trueque a ciegas. El juego
consta de tres puertas. Detras de una de las puertas hay un coche, mientras que las otras dos puertas
estan vacias. El presentador te invita a elegir una de las tres puertas. A continuacién, abre una que no
contiene el coche. En ese momento, el presentador te pregunta: ;Te quedas con tu puerta o la cam-
bias por la otra?

Actividades en Grupo (2 6 3 personas)

* Discute con tus compafieros si es mas favorable mantener o cambiar de puerta.

» Accede al simulador en la siguiente direccion: https://www.geogebra.org/m/SesmYKXf

+ ¢ Cuadl crees que es la probabilidad de ganar el coche manteniendo la puerta elegida sin ninguna
pista?

» Con ayuda del simulador, calcula la probabilidad de éxito en este supuesto.

+ ¢ Cual crees que es la probabilidad de ganar el coche manteniendo la puerta elegida teniendo
en cuenta la pista?

» Con ayuda del simulador, calcula la probabilidad de éxito en este supuesto.

* A la vista de los resultados del supuesto anterior, ; Cual es la probabilidad de éxito si cambia-
mos de puerta teniendo en cuenta la pista?

Resolucion empirica

Para la resolucion empirica del problema usaremos un simulador que se encuentra en la siguiente
direccion: https://www.geogebra.org/m/SesmYKXf. Tal y como puede verse en la Figura 1, el simulador
que usaremos para el problema de Monty-Hall consta de los siguientes pasos:

» Paso 1: Formado por el botén Throw, que sirve para determinar de manera aleatoria las puertas
donde se situan las dos cabras y el coche.

» Paso 2: Formado por los numeros 1, 2 y 3, y que designan la primera eleccién de puerta por
parte del concursante.

» Paso 3: Formado por el botéon Hint, y que descubre una de las puertas (de las no elegidas) don-
de se encuentra una de las cabras.

» Paso 4: Formado por los numeros 1, 2y 3, y que designan la eleccion final de la puerta, pudien-
do mantener o cambiar la opcién del Paso 2.
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Figura 1. Simulador para el problema de Monty-Hall. Fuente: Elaboracién propia

La sesion se desarrollara en la sala de ordenadores o bien en el aula con acceso a dispositivos
electrénicos (mdviles o tablets), dedicando unos minutos a cada uno de los siguientes supuestos:

Mantener la puerta elegida sin dar la pista: En primer lugar, preguntaremos a los estudiantes cual
sera, siguiendo esta estrategia, las probabilidades de éxito. El razonamiento en este supuesto es sen-
cillo, ya que tenemos un evento favorable (la puerta que contiene el coche) dentro de las tres posibles
puertas y por tantos la probabilidad de ganar el coche es 1/3. Posteriormente, vamos a contrastar
dicha informacion con ayuda del simulador. Para ello hacemos que cada estudiante realice 25 repeti-
ciones del experimento y calculamos la media de los porcentajes de éxito que han obtenido, valor que
debe ser cercano a 0.33.

Proporcionar la pista y mantener la puerta elegida: En primer lugar, realizamos el experimento una
vez con el simulador. Es decir, elegimos una puerta, usamos la pista y en ese momento preguntaremos
a los estudiantes cual sera las probabilidades de éxito. Es posible que muchos de ellos respondan que
tenemos un 50% de posibilidad, ya que pueden pensar que tenemos dos puertas sin abrir y sabemos
que una de ellas contiene el coche. Ahora bien, podemos refutar dicha afirmacién usando, nuevamen-
te, el simulador. En este caso, al igual que sucedia siguiendo la estrategia anterior, las probabilidades
de éxito son cercanas al 0.33 con independencia de si nos dan la pista o no. Por lo tanto, este supuesto
pone de manifiesto que los sucesos

A = Ganar sin cambiar de puerta , B= Nos dan la pista

son sucesos independientes, ya que P (A|B) = P (A).

Proporcionar la pista y cambiar de puerta: En primer lugar, preguntaremos a los estudiantes cual
sera las probabilidades de éxito. Para ellos, debemos notar que en los supuestos anteriores la probabi-
lidad de éxito sin cambiar de puerta (con y sin pista) es cercano a 0.33. Por lo tanto, la probabilidad de
éxito cambiando de puerta una vez nos dan la pista debe ser cercana a 0.66. Al igual que en el primer
supuesto, pedimos que cada estudiante realice 25 repeticiones del experimento y calculamos la media
de los porcentajes de éxito que han obtenido, valor que debe ser cercano a 0.66.

Adicionalmente podemos mostrar a los estudiantes que, una vez conocida la pista, las probabili-
dades de ganar el coche se multiplican con el cambio de puerta. Para ello, debido al razonamiento del
primer supuesto, sabemos que la probabilidad de elegir la puerta que contiene el coche es 1/3. Ahora
bien, si no tenemos la pista y decido cambiar de puerta, la probabilidad de éxito sigue siendo la misma.
Sin embargo, si tenemos pista y decido cambiar de puerta, mis probabilidades crecen de 0.33 a 0.66,
tal y como hemos visto en el segundo supuesto. Por lo tanto, este supuesto pone de manifiesto que
los sucesos

C = Ganar cambiando de puerta , B = Nos dan la pista

son sucesos dependientes, ya que P (C|B) = 0.66 mientras que P (C) = 0.33.
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Resolucion Teorica

Para la solucion a este problema seran necesarias las propiedades de la probabilidad condicionada,
en particular la correspondiente a la probabilidad total.
En primer lugar definimos los sucesos:

A = El concursante elige inicialmente la puerta que contiene el coche
B = El concursante elige inicialmente una puerta que contiene una cabra
Ganar = El concursante gana el coche

En este caso estamos interesados en la probabilidad de ganar el coche para dos tipos de jugado-
res: el que cambia de puerta y el que no cambia de puerta. Ahora bien, nos damos cuenta de que los
sucesos Ay B forman una particién del espacio muestral, esto es,

Ganar=A UB AnB=¢g

’

Por lo tanto, en virtud del teorema de la probabilidad total resulta

P (Ganar) = P (A). P (Ganar | A+P (B). P (Ganar | B

Aplicando la regla de Laplace a los sucesos Ay B tenemos que P (A) =1/3y P (B) =2/3.
Ahora es cuando distinguimos los dos tipos de concursantes:

« Concursante que no cambia de puerta: En este caso mientras que P (Ganar v AJ=1
Por lo tanto P(Ganar v B)=0 . Por lo tanto P (Ganar) = P (A). P (Ganar| A =1/3

« Concursante que si cambia de puerta: En este caso mientras que P(Ganar v A)=0,
Por lo tanto P(Ganar v B|=1. Por lo tanto P (Ganar) = P (B) . P (Ganar | B = 2/3

En definitiva, la mejor opcion es cambiar de puerta, ya que se duplican las probabilidades de éxito
tal y como habiamos podido comprobar en la fase empirica.

Conclusiones

La probabilidad es una rama de las ciencias exactas cuya aparicién es relativamente reciente y donde
es habitual la presencia de situaciones contrarias a la intuicién (Borovcnik, Bentz, & Kapadia, A pro-
babilistic perspective, 1991). En (Székely, 1986) se puede encontrar una colecciéon de paradojas de
probabilidad y estadistica.

Las paradojas son un recurso inmejorable en los procesos de ensefianza y aprendizaje, ya que
permiten la revision de los contenidos, el desarrollo del pensamiento deductivo en los estudiantes, asi
como la capacidad de formular hipétesis a un problema planteado. Asimismo, los simuladores dinami-
cos permiten al estudiante experimentar con la situacion planteada, lo que favorece a la comprensién
del problema y dando posibilidad de, partiendo de los datos, confirmar o refutar posibles conjeturas.

Por ultimo, la continuidad del proyecto de innovacion decente pasa por la puesta en marcha de la
propuesta mediante la experiencia en el aula, permitiendo obtener resultados sobre el grado de satis-
faccién de los estudiantes en relacion a este recurso didactico.
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