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Resumen: Las conexiones matematicas representan una meta en el curriculo de
diversos paises, por lo que han sido objeto de investigacion en Matematica
Educativa. El presente articulo estd inserto en esta linea y busca responder la
pregunta ¢Qué conexiones matematicas realizan los estudiantes universitarios
que cursan carreras afines a la matematica cuando resuelven tareas que invo-
lucran a las funciones exponencial y logaritmica? Las conexiones matematicas
se entienden como un proceso en el que una persona establece una relacion
verdadera entre dos o mas ideas, conceptos, teoremas, procedimientos y signifi-
cados entre si, con otras disciplinas o con la vida real. El estudio emplea a la
Entrevista Basada en Tareas (previamente validadas) para la colecta de datos,
los cuales fueron analizados utilizando el andlisis tematico. Los resultados obte-
nidos indican la aparicion de seis tipologias de conexiones matematicas: par-
te-todo, caracteristica, significado, procedimental, reversibilidad y representaciones
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diferentes y una inclinacion, por parte de los estudiantes, para dar respuesta a
las tareas que se asocian con la funcién exponencial.

Palabras clave: conexiones matemadticas, funcidn exponencial, funcion loga-
ritmica, Entrevista Basada en Tareas, estudio de casos.

Abstract: Mathematical connections are a goal in the curriculum of several
countries, so they have been the subject of research in Educational Mathematics.
This article is inserted in this line and seek to answer the question: What
mathematical connections do university students who study careers related
to mathematics make when they solve tasks that involve the exponential and
logarithmic functions? Mathematical connections are understood as a process
in which a person establishes a true relationship between two or more ideas,
concepts, theorems, procedures and meanings with each other, with other
disciplines or with real life. The study uses the Task Based Interview (previous-
ly validated) for data collection, the results of which were analyzed using the-
matic analysis. The results obtained indicate the appearance of six types of
mathematical connections: part-whole, characteristic, meaning, procedural, revers-
ibility and different representations and an inclination, on the part of the students,
to respond to the tasks that are associated with the exponential function.

Keywords: mathematical connections, exponential function, logarithmic function,
Task-Based Interview, study of cases.

1. INTRODUCCION

Las investigaciones en Matematica Educativa revelan la importancia de realizar
conexiones matematicas —concepto que tuvo auge desde que fue incorporado
en los estandares curriculares por el National Council of Teachers of Mathema-
tics (NCTM, 1989) en el curriculum norteamericano— en el proceso de ensenan-
za- aprendizaje. Las conexiones matematicas, en la literatura en Matematica
Educativa, son entendidas como un proceso en el que una persona establece
una relacion verdadera entre dos 0 mas conceptos, ideas, teoremas, procedimien-
tos o significados entre si, con la vida real o con otras disciplinas (Garcia-Garcia
y Dolores-Flores, 2018). Su importancia estriba segun Eli et al. (2013), en que
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cuando los estudiantes conectan ideas matematicas su comprension es mas
profunda y duradera, lo que les permite ver a las matematicas como un todo
coherente e integrado. Ademas, cuando realizan conexiones matematicas es
evidencia de que le han encontrado utilidad a la matematica.

Una revision de la literatura permite identificar que el estudio de las conexiones
matematicas tiene al menos cuatro orientaciones (Garcia, 2018; Garcia-Garcia,
2019): (1) aquella que estudia las conexiones matematicas centradas en un con-
cepto matematico particular utilizando ciertas tareas matematicas (Bingolbali y
Coskun, 2016; Brutlag y Maple, 1992; Dolores y Garcia-Garcia, 2017; Dolores-Flores
etal, 2019; Eli et al, 2011, 2013; Jaijan y Loipha, 2012; Koestler et al, 2013 y Mhlo-
lo, 2012); (2) aquella que estudia las conexiones matematicas entre diferentes
representaciones (Elia et al, 2007; Moon et al, 2013; Noss et al, 1997); (3) la que
estudia las conexiones matematicas que aparecen cuando estudiantes o profeso-
res resuelven problemas de aplicacién o modelado (Baki et al, 2009; Cawley y
Foley, 2002; Glass, 2002; Frykholm y Glasson, 2005; Gainsburg, 2008; Hurst, 2007,
Yoon et al, 2010); (4) la que estudia las creencias asociadas al uso de las cone-
xiones matematicas en situacion escolar (Ji-Eun, 2012).

Entre otros resultados, las investigaciones previas indican que las conexio-
nes matematicas son un camino para lograr la comprension matematica’
(Brutlag y Maple, 1992; Cawley y Foley, 2002; Eli et al, 2013; Gainsburg, 2008;
Glass, 2002). Asi, analizar las conexiones matematicas que realice un estu-
diante, permitiria inferir su nivel de comprensién (Mhlolo, 2012). La literatura
también indica que estudiantes y profesores usan conexiones matematicas de
diversas tipologias —como procedimental, representaciones diferentes, carac-
teristica, parte-todo, etc.— cuando resuelven tareas matematicas y en el proce-
so de ensefanza (Businskas, 2008; Dolores y Garcia-Garcia, 2017; Evitts, 2004;
Garcia, 2018; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018, 2019, 2020; Mhlolo, 2012).
Asimismo, autores como Bingélbali y Coskun (2016) y Baki et al. (2009) con-
sideran que acrecentar la habilidad de hacer conexiones matematicas puede
contribuir al desarrollo de las habilidades de razonamiento y comunicacion.

Por otra parte, tanto la investigacion como el curriculum indican que estudiar
las funciones exponenciales y logaritmicas es importante por la trascendencia de

3 En este escrito asumimos que la comprension matematica tiene que ver con la capacidad que tiene
el estudiante para usar el contenido matematico para resolver diversas tareas matematicas. Esto implica que
¢l sea capaz de reconocer propiedades, representaciones y caracteristicas de un concepto, relacionarlo con
otros conceptos matematicos restantes y usarlo en diferentes situaciones (Font, 2007), es decir, cuando él
sea capaz de usar consistentemente un concepto matematico y establecer conexiones matematicas.
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estos conceptos matematicos en si mismos, asi como para entender ideas mate-
maticas mas avanzadas o para modelar situaciones de la vida real y de otras
ciencias (por ejemplo, la relacion entre presion y altura, los procesos radiactivos
simples, la reproduccion de una colonia de bacterias, algunos crecimientos o
decrecimientos demograficos, la inflacion, etc). En ese sentido, el curriculo colom-
biano (Ministerio de Educacién Nacional, 2006) muestra que son objeto de estudio
tanto en la secundaria como en los cursos de matematicas (como Célculo Dife-
rencial o Matematica Fundamental) en la universidad. Su estudio se considera
importante porque permite el desarrollo del pensamiento variacional al trabajar
con diferentes representaciones distinguiendo su variacion como una no lineal.

Entre las investigaciones referentes a las funciones exponencial y logaritmica, se
encuentran aquellas que las abordan por separado o las que consideran a ambas
de manera articulada. En relacion con la funcién exponencial, se han identificado dos
enfoques para su estudio: la teoria de registros de representacion semiotica (Sureda
y Otero, 2013; Castro et al, 2017) y el razonamiento covariacional (Ellis et al, 2015;
Ellis et al, 2016; Trejo y Ferrari, 2018). Mientras que, la funcién logaritmica ha sido
estudiada desde los siguientes enfoques: el conocimiento del profesor (Escobar, 2014)
y la comprension de estudiantes (Chua y Wood, 2005; Gruver, 2018), entre otros. Por
otra parte, las investigaciones que han atendido a estas funciones de manera articu-
lada lo han hecho desde la teoria APOE (Weber 2002) y desde el enfoque de razo-
namiento covariacional (Ferrari-Escola et al, 2016; Kuper y Carlson, 2020).

En resumen, la revision de la literatura educativa muestra que es escasa la
investigacion sobre las funciones exponencial y logaritmica desde el enfoque
de conexiones matematicas. En ese sentido, es importante y pertinente realizar
una investigacion con esta orientacion por las siguientes razones:

- Las conexiones matematicas son un tema importante en el curriculum de
diversos paises. Ademas, es vigente en la agenda de investigacion en la
literatura internacional en el campo de la Matematica Educativa.

- Los conceptos de funcion exponencial y logaritmica son complejos y
muchas veces dificiles para su comprension. No obstante, una forma de
afrontar esta dificultad puede ser mediante la ensenanza y aprendizaje
de estas desde la idea de conexiones matematicas.

- Los resultados permitiran valorar si el marco de referencia construido con
base en los datos colectados con estudiantes al resolver tareas sobre
derivada e integral es util al involucrar otros conceptos matematicos (en
el marco conceptual, se explica esto).
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- Finalmente, los resultados podrian permitir, en futuros trabajos, el diseno de
una secuencia de actividades que ayude a desarrollar en los estudiantes la
habilidad de usar conexiones matematicas y, con ello, posibilitar una mejo-
ra en su comprension matematica asociada a ambas funciones.

Estas razones nos han permitido plantear nuestra pregunta de investigacion en
los siguientes términos: dQué conexiones matematicas realizan los estudiantes
universitarios que cursan carreras afines a la matematica cuando resuelven
tareas que involucran a las funciones exponencial y logaritmica? La razon de
elegir a estudiantes que cursan una carrera afin a matematicas fue porque
consideramos que ellos podrian, como parte de su formacion profesional, abor-
dar la aplicabilidad de estas funciones, lo cual permitiria identificar las tipologias
de conexiones matematicas que emplean. Ademas, en un futuro estos podrian
ser profesores de matematicas y las conexiones matematicas que empleen
podrian ser utilizadas en su practica futura.

2. MARCO CONCEPTUAL
2.1. CONEXIONES MATEMATICAS

En las investigaciones realizadas en Matematica Educativa encontramos dife-
rentes posturas respecto a la definicion de conexiones matematicas, sin embar-
go, no hay consenso sobre como entenderlas. Por ejemplo, para Godino, et al.
(2003) implican establecer relaciones entre distintos objetos matematicos. La
postura del NCIM (2007) es consistente con esta caracterizacion, pero agrega
que es un proceso matematico a través del cual los estudiantes pueden ampliar
su comprension de la matematica basandose en conocimientos previos. Para
Singletary (2012), una conexion matematica es una relacién entre entidades
matematicas o entre estas y aquellas no matematicas.

Por su parte, Businskas (2008) considera que las conexiones matematicas
son relaciones verdaderas sobre la base de las cuales esta estructurada la
matematica y son independientes del estudiante, ademas son las relaciones
mediante las cuales los procesos del pensamiento construyen la matematica. De
Gamboa y Figueiras (2014) las entienden como una red de enlaces que permi-
ten coordinar nuevos significados. Consistente con esta postura, Eli et al. (2013)
asumen que son un enlace en el que se utilizan conocimientos previos o
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nuevos para establecer o fortalecer la comprension de las relaciones entre ideas
matematicas, conceptos y representaciones.

Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018) recogen las posturas previas, pero centra-
das en el quehacer de los estudiantes y entienden a las conexiones matematicas
como un proceso en el que una persona establece una relacion verdadera (mate-
maticamente consistente) entre dos o mas ideas, conceptos, teoremas, procedimien-
tos, significados, etc, entre si, con la vida real o con otras disciplinas. Estas emergen,
segun los autores, en el momento en que los estudiantes resuelven tareas especifi-
cas y se pueden identificar en sus producciones escritas y en los argumentos orales
0 gestuales que desarrollen. Esta es la definicion que se asume en la investigacion.

2.2. MARCO DE REFERENCIA PARA ESTUDIAR CONEXIONES MATEMATICAS

La literatura en Matematica Educativa muestra que no hay un enfoque Unico para
estudiar conexiones matematicas. Por ejemplo, encontramos investigaciones como
las de Businskas (2008) y Eli et al. (2013) que, a partir de sus datos, construyen
algunas categorias de conexiones matematicas que los profesores de matematicas
establecen. Sin embargo, es posible que los estudiantes utilicen otras tipologias
no identificadas en esas investigaciones. Por esta razén, nosotros utilizamos las
tipologias propuestas por Garcia (2018) y Garcia-Garcia (2019) como un marco de
referencia para estudiar conexiones matematicas (ver figura 1) porque fueron
construidas a partir de datos colectados con estudiantes (aunque lo hacen para
el concepto de derivada e integral). Creemos que el uso de este marco puede
extenderse a cualquier otro concepto involucrado en las tareas matematicas que
resuelvan los estudiantes. En este sentido, consideramos que esta investigacion
podria validar esta conjetura, este es, entre otros, el aporte de este estudio.

El' marco de referencia considerado se estructura en las siguientes tipologias de
conexiones matematicas, las mismas que son consideradas en esta investigacion.

* Procedimental. Aparece cuando alguien utiliza reglas, algoritmos o férmu-
las establecidas dentro de un registro semidtico para resolver tareas mate-
maticas. Tales conexiones son de la forma A es un procedimiento utilizado
cuando se trabaja con el objeto B. En este sentido, puede incluir todo aquel
medio que sirva para llegar a un resultado, por ejemplo, usar una grafica
como procedimiento.
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* Representaciones diferentes. Esta emerge cuando un mismo concepto
matematico es expresado en registros semioticos diferentes, por ejemplo:
lenguaje natural-grafico, algebraico-grafico, numérico-tabular, etc. O bien,
expresado en dos formas distintas dentro de un mismo registro.

* Caracteristica. Se manifiesta cuando un estudiante es capaz de identificar
un atributo invariante o rasgo de un concepto matematico que lo puede
distinguir de otro. O bien, para identificar elementos comunes entre dos o
mas conceptos, procedimientos o representaciones distintas.

* Reversibilidad. Es referida a las relaciones bidireccionales entre dos ope-
radores matematicos, es decir, se puede partir de un concepto A para llegar
a un concepto B e invertir el proceso partiendo de B para regresar al A.
Esto implica que los estudiantes pueden partir de un punto final y seguir
el curso de un razonamiento hasta llegar a un punto inicial y viceversa.

* Significado. Se identifica cuando los estudiantes le atribuyen un sentido a
un concepto matematico en tanto lo que para ellos es (que lo hace dife-
rente de otro) y lo que representa, puede incluir la definicién que ellos han
construido para estos conceptos. Asimismo, incluye su contexto de uso.

* Parte-todo. Se exterioriza en el momento en que los estudiantes establecen
relaciones légicas entre conceptos matematicos, bien sean de generaliza-
cién (entre casos generales y particulares) o de inclusion (un concepto
matematico contenido en otro).

Tipos de conexiones
mateméaticas

Conexiones

C -
extramatematicas

Emergen a partir de

intr icas

Emergen a partir de
Problemas de Tareas
aplicacion matematicas

Su Representaciones Su
resolucién diferentes resolucion

Problemas no

matematicos

Conducen al
planteo de un

Modelo
matematico

Permite

|

conduce a — conduce a
Caracteristica hacer

conexiones conexiones

hacer la X .
de tipo Reversibilidad de tipo

Conexion

dtica de Significado

modelado

hacer

Conduce a los estudiantes a hacer

"

Parte-todo

Figura 1. Tipologias de conexiones matematicas (Adaptada de Garcia, 2018, p. 166).
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3. METODOLOGIA

La presente investigacion es cualitativa, especificamente es un estudio de casos.
Este método es una forma de hacer investigacion a profundidad de una unidad
social (ya sea una persona, una familia, una institucion, un grupo cultural, etc),
lo que implica la observacion cuidadosa y el analisis completo de un ndmero
limitado de eventos o condiciones. Su objetivo es localizar los factores que
explican los patrones de comportamiento de la unidad dada como una totalidad
integrada (Kothari, 2004). De manera general, en este trabajo sequimos la
siguiente ruta metodologica: diseno (seleccion del caso y disefo del protocolo),
preparacion, colecta de datos, analisis y conclusion.

Como meétodo para la colecta de datos se empled la Entrevista Basada
en Tareas, ya que permite entrevistar al sujeto justo mientras resuelve una
tarea matematica, posibilitando la recoleccion de informacion escrita y verbal
(Goldin, 2000).

3.1. CONTEXTO DE LA INVESTIGACION Y SELECCION DE LOS PARTICIPANTES

La investigacion se llevé a cabo en una universidad publica de Cali, Colombia,
en una Facultad de Ingenieria —donde estudian las funciones exponencial y
logaritmica en primer semestre en la asignatura de Calculo I-y en una Facultad
de Educacion y Pedagogia —donde las funciones en estudio las trabajan en
segundo semestre en la asignatura de Iniciacién al Algebra—. Los programas
académicos en esta institucion tienen una duracion de cinco anos (equivalente
a 10 semestres en México).

Los participantes fueron siete estudiantes universitarios (dos hombres y cin-
co mujeres) de diferentes semestres, cuatro de ellos, de la licenciatura en Edu-
cacion Basica con Enfasis en Matematicas y, los otros tres, de Ingenierfa. Para
seleccionar a los estudiantes se consideraron los siguientes criterios: (1) que
hubiesen cursado y aprobado el curso de Iniciacién al Algebra, para el caso de
los de licenciatura y, Calculo |, para el caso de los ingenieros y, (2) que estuvie-
ran dispuestos a colaborar de manera voluntaria en esta investigacion. Los
estudiantes no cursaban los mismos semestres ni la misma carrera. En adelan-
te, llamaremos a estos casos como: E1, E2, E3, E4, E5, E6 y E7.

Los estudiantes de licenciatura son E1, E2, E3 y E4. E1 tenia 22 anos y se
encontraba cursando octavo semestre; E2 tenia 20 afios y cursaba sexto
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semestre; E3 tenfa 20 anos y cursaba cuarto semestre y E4 tenia 23 anos y
cursaba décimo semestre. Los estudiantes de ingenieria son E5 de 19 anos que
cursaba sexto semestre de Ingenieria Industrial; E6 de 30 afos que cursaba
décimo semestre de Ingenieria Eléctrica y E7 de 21 anos que cursaba noveno
semestre de Ingenieria Civil.

3.2. INSTRUMENTO

Para la construccion y diseno de las Entrevistas Basadas en Tareas, Goldin (2000)
establece diez principios, de los cuales se consideraron los siguientes: se selec-
cionaron tareas que fueran asequibles a los sujetos que las van a desarrollar;
tareas que incluyen estructuras ricas en representaciones; se fomento la libre
resolucion de problemas; se decidio previamente qué grabar tanto como fue
posible; se prepararon entrevistas y un test piloto y se previeron nuevas posibi-
lidades o imprevistos.

Considerando estos criterios se analizaron las tareas sobre las funciones
exponencial y logaritmica que plantean los libros de texto: Precdiculo de Stewart
et al (2012) y Cdlculo de Larson y Edwards (2010), ademas del documento la
teoria de los campos conceptuales y la conceptualizacion en el aula de mate-
mdtica y fisica de Otero et al. (2014). Se buscé que esas tareas fueran asequibles
y permitieran una variedad de reflexiones y argumentos de los estudiantes al
momento de resolverlas. Una vez disenado el instrumento inicial con seis tareas,
fue validado mediante dos procedimientos: una validacion de expertos —fue
valorado por tres investigadores que han trabajado en la linea de conexiones
matematicas—y una aplicacion piloto con estudiantes de bachillerato y de nivel
superior. Hecha la validacion, se redisefaron las tareas quedando conformado
el instrumento final por cuatro tareas (tabla 1y figura 2).

Mientras los estudiantes resolvian cada tarea, se plantearon preguntas auxi-
liares para indagar o profundizar en el razonamiento que ponian en juego. Por
ejemplo, en la tarea 3.d. se plantearon dos preguntas que fueron consideradas
en el protocolo utilizado por el entrevistador: éExiste alguna relacion entre las
dos funciones encontradas? ¢Cual? Asimismo, se recopild informacion sobre
datos personales de los participantes.
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Tabla 1. Tareas planteadas a los estudiantes

1. Completa la siguiente tabla y explica la estrategia usada.

-3 -2 0 1 2 3 5 7 9

Yo | % 1 2 4 8 16 | 32

a. Encuentra una expresion matematica que relacione el término de la segunda fila con el
término de la primera fila. .
b. ¢Qué términos de la primera fila se corresponde con 1024 y &382 de la sequnda?
2. Una enfermedad infecciosa comienza a esparcirse en un grupo de 10,000 estudiantes en una
universidad. Después de tdias, el numero de personas infectadas se modela mediante la funcion:

10000

v = 5 ase

Donde t significa tiempo medido en dias y k una constante
a. <¢Cudntas personas infectadas hay inicialmente?

b. Si después de 2 dias hay 54 personas infectadas (Sugerencia: con este dato puedes en-
contrar el valor de k). Considerando el valor de k que encontraste: {Cuantas personas esta-
ran infectadas en 5 dias?

¢ Considerando k = 1, la grafica que modela el numero de personas infectadas es la que
se muestra enseguida. Observa la grafica (ver figura 2) y responde las preguntas que se
plantean.

* ¢En cudnto tiempo habra 1000 personas infectadas?

 éCudl es el dominio de la funcién v(t)? éCual es el dominio que tiene sentido en la
situacion planteada?

» ¢Durante qué dias la infecciéon se propaga lentamente?
» (Durante qué dias la infeccion se propaga con mayor rapidez?

3. Larelacion de Ehrenberg Inw = In 2.4 + (1.84)h es una féormula empirica que relaciona la
altura h (en metros) con el peso promedio w (en kilogramos) para ninos entre 5y 13 anos.

a. Siuna nina de 8 anos pesa 28.8 kg ¢Cual es su estatura promedio?

b. ¢Cudl es el peso promedio de un nifo de 10 anos cuya altura es de 1.5 metros?

¢ <¢Cudles lafunciéon que permite conocer el peso promedio para cualquier nifio cuya edad
varia entre 5y 13 anos? Grafique la funcion.

d. ¢Cudl es la funcién que permite conocer la estatura promedio para cualquier nifio cuya
edad varfa entre 5 y 13 afos? Grafique la funcion.

4. Define qué es funcion exponencial y funcion logaritmica. ¢Existe alguna relacion entre ellas?
¢Cuadl?
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Figura 2. Gréfica de la tarea 2.

3.3. ANALISIS DE LOS DATOS

Para el analisis de los datos se empled el Analisis Tematico, el cual permite iden-
tificar y examinar patrones en datos cualitativos (Clarke y Braun, 2013). Su objeti-
vo es identificar patrones de significados (temas) a través de un conjunto de datos
proporcionados por las respuestas a la pregunta de investigacion planteada. Segun
Braun y Clarke (2006), “un tema capta algo importante acerca de los datos en
relacion con la pregunta de investigacion y representa cierto nivel de patron res-
puesta o significado dentro del conjunto de datos” (p. 86, traduccién nuestra).
Elegimos usar este método por las siguientes razones: (1) es un método flexible
que permite trabajar con pocos o muchos datos, (2) permite un analisis basado
en datos o teoria —en nuestro caso, fue basado en teoria porque usamos previa-
mente un marco de referencia para estudiar conexiones matematicas—y (3) per-
mite responder una variedad de preguntas de investigacion.
Este método se estructura en seis fases (Braun y Clarke, 2006, 2012):

Fase 1. Familiarizacién con los datos.

Implica conocer a detalle las producciones (verbales, escritas o gestuales) de los
estudiantes mediante la lectura general de las narrativas en repetidas ocasiones.
Mientras se hizo esto, tomamos notas de algunas observaciones importantes
asociadas a las primeras conexiones matematicas que identificamos.
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Fase 2. Generacion de cddigos iniciales.

En ella se organizo la informacion en grupos de un mismo significado. Para ello
se codificé la mayor cantidad posible de patrones respuesta y se incorporé en
cada codigo la informacion suficiente para no olvidar la perspectiva contextual.
Los codigos iniciales se obtuvieron a través de las lecturas realizadas en la fase
1y de una codificacion tedrica prevista sobre conexiones matematicas. Para ello,
en las narrativas se identificaron proposiciones donde los estudiantes relacio-
naran o vincularan dos o mas ideas matematicas. Por ejemplo, E4 argumento
‘la relacion (matematica) como tal entre las dos funciones (funcion exponencial
y logaritmica) es que son inversas’ cuando se le cuestiono sobre las funciones
exponenciales y logaritmicas, o que nos permitio construir el codigo: las funcio-
nes exponencial y logaritmica son funciones inversas. Esta codificacion se fue
refinando conforme avanzaba el proceso hasta analizar todas las narrativas de
los estudiantes entrevistados.

Fase 3. Busqueda de temas y subtemas.

En esta fase se revisaron los datos codificados para identificar areas de simi-
litud, se agruparon aquellos que compartian algun rasgo de tal manera que
se formaron familias de codigos y se describio la caracteristica particular de
cada una. Teniendo en cuenta esto, se asignd un tema o subtema a cada
agrupacion de cédigos que respondiera la pregunta de investigacién. Como
convencion, en este trabajo, cada tema y subtema corresponden a las cone-
xiones matematicas especificas. Se usaron como temas las tipologias de cone-
xiones matematicas consideradas en el marco teorico y los subtemas se
construyeron a partir de los datos y se organizaron en torno a cada tema.
Fase 4. Revision de temas y subtemas.

Consiste en una recodificacion y descubrimiento de nuevos temas. Para ello se
realizd una relectura de los temas y subtemas establecidos. En esta revision
consideramos que estos respondieran a la pregunta de investigacion planteada
y mantuvieran coherencia interna entre los datos. De esta manera, pudimos crear
y modificar los temas y subtemas. Por ejemplo, el subtema [a tabla de valores
registra los valores de una funcion exponencial de base 2 fue modificado por
Las parejas ordenadas ..;(-1, 1/2): (0, 1); (1, 2); ... representan la funcion expo-
nencial de base 2.

Fase 5. Definicién y denominacion de temas.

Requiere que el investigador realice y escriba detalladamente el analisis de cada
tema, identificando la esencia de cada uno, a fin de construirle un nombre

220 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2020



Explorando las conexiones matematicas asociadas a la funcion exponencial y logaritmica en estudiantes..

conciso e informativo (Braun y Clarke, 2012). En nuestro caso definimos los
temas identificados y explicamos los subtemas construidos con los datos.

Fase 6. Redaccion del informe.

Consiste en una escritura sustentada en la comprension e interpretacion de la
informacion recogida. Para ello se debe tener un conjunto de temas completa-
mente definidos y analizados para proceder a la redaccion del escrito, lo cual
implica unir la narrativa analitica y los extractos de datos, a fin de contarle al
lector una historia coherente y persuasiva sobre los datos y contextualizarla en
la literatura existente.

4. RESULTADOS

El andlisis de las producciones escritas y verbales de los siete estudiantes indican
que estos utilizan en un nivel distinto las conexiones matematicas (ver tabla 2).
Estas se corresponden con las previstas en el marco conceptual —los datos no
permitieron construir alguna otra tipologia de conexién matematica— por lo que
podemos argumentar que este es pertinente y valido cuando se exploran las
conexiones matematicas que los estudiantes establecen al resolver tareas mate-
maticas que involucran distintos conceptos matematicos. A continuacion, pre-
sentamos los resultados de acuerdo con cada tipologia de conexidn
matematica, mostrando algunos ejemplos.

Tabla 2. Conexiones matematicas esperadas y obtenidas en las tareas propuestas

Tarea  Conexiones matematicas Estudiantes que la evidenciaron
esperadas

Caracteristica

Procedimental

Significado Todos
Reversibilidad
Parte-todo

Tarea 1

Representaciones diferentes  Rt-Rs (Todos) y Rt-Rs-Rg (Solo E1)
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Caracteristica

Procedimental

Todos
Tarea 2 Reversibilidad

Parte-todo

Representaciones diferentes  Rs-Rg (Solo E1, E4 E5)

Caracteristica
Todos
Procedimental
Tarea 3  Reversibilidad Rs (Todos), Rg (Solo E4), entre dominios (E1, E2, E4, E6)
Representaciones diferentes  Rs-Rg (Todos menos E7), Rs-Rg-RIn (Solo E6).
Parte-todo Todos a excepcion de E7
Caracteristica
Todos
Tarea 4  Reversibilidad
Significado Todos a excepcion de E7

Nota: en la tabla las siglas Rs significa registro simbdlico, Rt registro tabular, Rg registro grafico y
RIn registro lenguaje natural.

4.1. CONEXION MATEMATICA CARACTERISTICA

Se esperaba que esta conexion fuera establecida por los estudiantes en las
cuatro tareas, lo cual ocurrié. Fue una de las conexiones que todos los casos
evidenciaron completamente en sus respuestas, inclinandose mas por lo que
caracteriza a la funcion exponencial. Los subtemas mas representativos y
que se evidenciaron en mayor medida en las producciones de los estudian-
tes se presentan en la tabla 3.
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Tabla 3. Resultados relacionados con el tema conexion matematica caracteristica

Subtemas Estudiantes

Las parejas ordenadas (-1, %2); (0,1); (1,2); ... representan a la fun-

cion exponencial de base 2. Bl E2y BT
El dominio de f(x) = 2*es el intervalo (0, o).
La base de una funcion exponencial debe ser mayor a cero y diferente Ely E7

de 1.
La funcion exponencial tiene la variable independiente en el exponente.

Para la funcion 2% la sucesion.., -2,-1,0, 1, 2, 3, .., son algunos valores
que toma la variable xy la sucesion %, 1, 2, 4, 8, ..., son algunos valo- | E1y E2
res de su conjunto imagen.

La funcion logaritmo natural tiene como base al ndmero e. E1, E2 E4, E5y E7

10000
El dominio de la funcion v(® =g e == es el conjunto de los nime- | £y g3 y E4 E6

ros reales y el que tiene sentido en la situacion es [0, o).

El argumento de un logaritmo debe ser mayor a cero para que tenga

g E2y E4
una solucion real.
La diferencia de dos logaritmos esalgual al logaritmo del cociente de sus E1 E2 E5, E6
argumentos (log a - log b = log ;).
En el producto de dos nimeros con la misma base, los exponentes se

Xy — qF E5 E6
suman (a*a@’ = a**).
La funcion f(x) = 2* es una funcion exponencial. E4yE6

Un ejemplo particular es el caso de E1, quien evidencio la conexion caracteris-
tica en la resolucion de las tareas 1, 2 y 3 porque logré inferir a partir de sus
caracteristicas el comportamiento exponencial de los datos. Ademads, caracterizo
los valores que puede tomar la base de una funcion exponencial y logaritmica,
la relacion entre las variables implicadas, las intersecciones de las graficas con
los ejes, el dominio y el rango de las dos funciones involucradas, ademas de
indicar algunas aplicaciones de la funcion exponencial.

En la tarea 1 (ver extracto de la entrevista E1), E1 describi¢ la relacion de los
términos de la tabla y esbozd dos caracteristicas de la funcion exponencial: la
variable independiente estd en el exponente y la base de una funcion exponen-
cial debe ser mayor a cero y diferente de 1 (tabla 3). E1 manifest6 esta tltima
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caracteristica en la tarea 4 para la funcion logaritmica y, describio cual es el dominio
y rango de esta funcion en general, tal como se muestra en la figura 3. No obstan-
te, estas dos funciones difieren en que en la funcion exponencial la variable
independiente esta en el exponente y en la logaritmica es parte del argumento.

Entrevistador: Lo que dijiste ahora éCudl es la relacion que encontraste [entre los datos de
las dos filas de la tarea 1]?

El: Los de arriba corresponden al exponente y los de abajo al resultado de la
funcién exponencial 2*

Entrevistador: éPor qué es funcion exponencial?

El: Porque lo que esté elevado es la variable, o sea x, que puede tomar cualquier

valor, y que debe ser mayor a cero y diferente de 1; es la base.

o,

QJI a,' ¥ ot 6§ & & [&H!(]c.nn-m
L S Loag\"g-z "

Dlaeoil &y R

Figura 3. Caracteristica de la funcion logaritmica segun E1.

Goathe hﬂﬁ.\xm,

En lo que respecta a la caracteristica la funcion logaritmo natural tiene como
base al numero e, tenemos que E5 la evidencio cuando explico el porqué de un
procedimiento que implicaba despejar una variable en una ecuacion exponen-

cial (124se~% = 22— 54), como se muestra en el siguiente extracto:

ES: Hay que despejar k [en v(t) = %], t vendria siendo 2 y v(t) = 54
Pasé a multiplicar el denominador y lo distribui de una vez.

Entrevistador: ¢Qué propiedad usaste?

E5: Multipliqué a ambos lados por este nimero que esta en el denominador en-

tonces el de abajo ya se cancela o se simplifica.
Aplico logaritmo natural a ambos lados.

Entrevistador: ¢Qué pasa con el logaritmo natural y la e?

E5: Es que el logaritmo natural tiene base e, entonces el exponente se baja y el
logaritmo natural de e es 1. El resultado es 0.98 y ese es el valor de k. Pero
quiero corroborar reemplazando el 2 en ty el 098 en k y si me da 54 es
porque es correcto [el resultado].
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4.2. CONEXION MATEMATICA PROCEDIMENTAL

En las tareas planteadas a los estudiantes se habia previsto que la conexion
procedimental fuera establecida por los siete casos en las tres primeras tareas,
tal como ocurrio. Fue empleada, principalmente, en el registro algebraico, aunque
algunos de los estudiantes usaron también el registro grafico como procedimien-
to. Esta conexién aparecié en los procesos que emplearon para resolver ecua-
ciones exponenciales y logaritmicas en el que usaron formulas, propiedades de
los nimeros reales y de las funciones en estudio. En la tabla 4 se muestran los
subtemas mas representativos de la conexion procedimental.

Tabla 4. Resultados relacionados con el tema conexion matemdtica procedimental

Subtemas Caso de estudio

10000
Analizando la grafica de v(®) = g5z5,7 Se encuentra el nimero de ELE2E3 EAYE6

personas infectadas y se puede ver como es la propagacion de la enfer-
medad.

Para despejar w en Inw = In 2.4 + (1.84)(1.5) se aplican los axio- E1, E2, E3 E5 E6y E7
mas de campo de los reales y el numero de Euler.

Para resolver una ecuacion exponencial se usa el logaritmo natural (in) E1, E2y E3
para despejar el exponente.

Para resolver una ecuacion logaritmica se usa el numero de Euler para  E1, E2, E4, E6y E7
quitar el logaritmo natural (In) y los axiomas de campo para despejar
la incognita.

Para despejar la constante k en la ecuacion exponencial 54 = o E2 E4 E6 y E7

se aplican los axiomas de campo de los reales y el logaritmo.

De manera particular, respecto al subtema para despejarw en Ilnw = In
2.4 + (1.84)(1.5) se aplican los axiomas de campo de los reales y el nume-
ro de Euler, se ejemplifica lo realizado por E2 en la tarea 3.a. E2 reemplazd el
valor de la altura en la expresion dada, obteniendo asi una ecuacion logaritmi-
ca en la que para despejar w hizo uso del proceso inverso a la logaritmacion,
elevando las expresiones al numero e (numero de Euler, base del logaritmo
natural) y empleando la propiedad e = x para encontrar un determinado
valor (ver figura 4).
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39 Llnw=- 4n24 + +.84)15 D Lnw=-0g3t+LlF
47 ©=8.63 > H0 . O =>/@
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Figura 4. Conexion procedimental hecha por E2.

. ‘ 10000
Respecto al subtema analizando la grdfica de »® =g Se encuentra el

numero de personas infectadas y se puede ver como es la propagacion de la
enfermedad, E3 lo evidencio al explicar como encontré el tiempo en el que hay
1000 personas infectadas y cuando manifestd que la propagacion se puede
visualizar analizando el eje y (ver extracto de E3).

Entrevistador: Pero dime exactamente éen cuantos dias?

E3: En 6 dias

Entrevistador:  ¢Por qué?

E3: Porque a mi aqui en la grdfica me da como la mitad, pero en 6 dias habrd 1200
infectados, a mi me da los 1000 aqui en la mitad (toca entre el 5 y el 6) en 5
dias y medio.

Entrevistador:  ¢{Usted considera que se infectaran a lo maximo 2000?
E3: De acuerdo con la grdfica solo 2000 porque veo que es constante.
Entrevistador:  Para ver los dias en que se propaga mas lento, qué estas mirando?

E3: El eje y para ver el cambio, la cantidad de personas que va aumentando, por-
que de 4 a 5 dias la infeccion se ha propagado a muchas personas, en cambio
de 0 a 3 sigue esltando en la misma zona aproximadamente, entonces digo
que es en esos dias.

4.3. CONEXION MATEMATICA DE SIGNIFICADO

Esta se evidencio en las producciones de seis de los siete casos, ya que E7 no
logro, en la tarea 4, dar una definicion consistente de las funciones exponen-
cial y logaritmica. En la tabla 5 se muestran los subtemas mas representativos
de esta.
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Tabla 5. Resultados relacionados con el tema conexion matematica de significado

Subtemas Caso de estudio

Una funcién exponencial es aquella en la que un numero real estd EI1, E2, E4, E5
elevado a la variable independiente.

Una funcion logaritmica es aquella donde la variable independiente es  E1, E2, E3, E4, E6.
parte del argumento.

Todo numero diferente de cero elevado a la potencia cero es uno. E1, E2 E4, E7

Una funcién es una relacion biunivoca entre dos conjuntos. E1, E3 E5

y = 2% es una funcion exponencial porque tiene la variable indepen- E2
diente en el exponente.

La conexion de significado aparecio en distintos momentos mientras los estu-
diantes resolvieron las tareas propuestas. Por ejemplo, E1 evidencio el subtema
una funcion exponencial es aquella en la que un ntmero real estd elevado a
la variable independiente cuando enuncio lo que entiende por funcién expo-
nencial y, ademas, establecio las condiciones de la base, describié de manera
general el dominio y el rango de la funcion (ver figura 5).

Bl CAE)GIMWF: 6 we oo 0ge vacobl e o\m‘cfrr_ G t\ exponade
J.L L Lan, 6‘0 kvﬂc"‘ s M'J"}e g o= ch o‘dﬂ.w 'Mhaa
o oo o dleesde de L Fans Lovesd Gl dedeaot yuis
Dypn s |- 20 20 "?‘ﬂ:.
Figura 5. Definicién de funcion exponencial por E1.
E4 evidencio el subtema una funcidn logaritmica es aquella donde la variable

independiente es parte del argumento cuando enuncié lo que entiende por
funcion logaritmica (ver extracto E4).

Entrevistador: ~ ¢Qué seria una funcion logaritmica?

E4: Que la variacién esté dentro de la funcién logaritmo, la variable esté encerrada
dentro de un logaritmo.

De manera general, la mayoria de los casos evidenciaron una definicion de las
funciones exponencial y logaritmica acorde a la definicién matematica aceptada.
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4.4. CONEXION MATEMATICA DE REVERSIBILIDAD

La conexion matematica de reversibilidad fue establecida por todos los casos,
en tres de las cuatro tareas. Principalmente, en el momento de resolver ecuacio-
nes exponenciales y logaritmicas ya que, consideraron necesario el uso del
numero de Euler para resolver una ecuacion logaritmica y el logaritmo para
despejar una ecuacion exponencial. Los subtemas mas representativos que se
construyeron a partir de los datos se describen en la tabla 6.

Tabla 6. Resultados relacionados con el tema conexién matematica de reversibilidad

Subtemas Estudiantes

Las funciones exponencial y logaritmica son funciones inversas.  E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7

Las funciones h =02 y gy = gin 2441840 son inversas y EL E2 B4 E6
por lo tanto el dominio de w es el rango de h'y el rango de w es
el dominio de h.

El logaritmo natural se usa para despejar el exponente en una EI, E2, E3, E4, E5, E6, E7
ecuacion exponencial.

El numero de Euler se usa para despejar, en una ecuacion loga- E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7
ritmica, la variable que se encuentra en el argumento del logarit-
mo natural.

Las graficas de las funciones exponencial y logaritmica se reflejan  E4
mediante un eje de simetria.

Un ejemplo particular del subtema el logaritmo natural se usa para despejar el
exponente en una ecuacion exponencial y el Euler para despejar la variable que
se encuentre en el argumento del logaritmo natural fue evidenciado por E7 en
la pregunta 3. El afirmé que en una ecuacion exponencial para despejar el
exponente (variable independiente) se debe hacer uso del logaritmo dado que
son funciones inversas (ver extracto de E7).

Entrevistador: ~ éSiempre que tenga un exponente que quiera bajar uso logaritmo?

E7: Si se supone que es la inversa de la exponencial.
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Por su parte, el subtema las funciones exponencial y logaritmica son funcio-

nes inversas, se evidencié por E5 cuando al explicar su concepto de funcion
logaritmica la define como la inversa de la exponencial (ver figura 6).

Funcan logm itwica

lnuersy de o funcwn wxponuul, hew un
, ompor baments 1
Voldo Para  los Yeales posihwel con awnboka en ogy“"’ cuenk

Figura 6. Definicion de funcion logaritmica por E5.

Esta conexion matematica no se evidenci6 como se habia previsto, porque, a
pesar de que todos los estudiantes manifestaron que las funciones exponencial
y logaritmica eran inversas, solo algunos reconocian que por ser inversas el
dominio y el rango de una de las funciones eran el rango y el dominio de la
otra. Entre los estudiantes, solo E4 explico la propiedad grafica de dos funciones
inversas que relacionaba un eje de simetria.

4.5. CONEXION MATEMATICA DE TIPO REPRESENTACIONES DIFERENTES

Esta conexion matematica no se evidencio en las respuestas de los estu-
diantes como se habia contemplado, ya que fue la menos usada. La mayoria
de los casos solo empled el registro tabular como medio para graficar. Son
pocos los estudiantes que se valen de varios registros por si solos para res-
ponder las tareas, por el contrario, usan las representaciones que se les pide
0 que se les proporciona. Los subtemas mas representativos en esta conexion
se muestran en la tabla 7.
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Tabla 7. Resultados relacionados con el tema conexion matematica representaciones diferentes

Subtemas Estudiantes

Los puntos en el plano (-1,%); (0,1); (1,2);... representan una funcién E1
exponencial y su grafica interseca al eje y en 1.
Realizar una tabla de valores para la funcién w = e 24+ 184" permite  E1, E2, E4
construir su grafica.
El registro grafico y el algebraico proporcionan informacion de la propaga- E2, E4, E5
cion de la enfermedad.
En la grafica se usa la visualizacion y en el algebraico se debe resolver una
ecuacion.

. . - L _ 10000
El reglstro graﬁ'co muestra el crecimiento de la funcion v(t) = .=
analizando el eje y.
La grafica de la funcion w = e 24+ 184 muestra que es una funcién E6

exponencial.

Por ejemplo, el subtema la grdfica de la funcion w = e 24+ 184® myestra que
es una funcion exponencial se evidencio en la produccion de E6 cuando, para
determinar qué clase de funcion representaba la funcion que modela el peso,
hizo una grafica; para ello, asigné valores a h y encontré los correspondientes
valores de w (ver figura 7). Asi, al ver la forma de la grafica afirmé que es una
funcién exponencial, por tanto, hizo uso de tres registros: algebraico, tabular y

grafico en ese mismo orden.

Ve ak oUW\
[ SN 2 -

Figura 7. Representaciones diferentes de la funcién que modela el peso empleadas por E6.
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Por su parte, el subtema el registro grdfico y el algebraico proporcionan
informacion de la propagacion de la enfermedad, se identificd en E2 cuando
justifico que se puede encontrar la cantidad de personas infectadas mediante
la visualizacion y andlisis del registro grafico o bien resolviendo una ecuacion
en el registro algebraico, como muestra el siguiente extracto:

E2: Serfan 5 dias y 12 horas.
Entrevistador:  ¢Esas 12 horas que significan?

E2: Entonces serian 5 dias y medio. Pero voy a colocar las horas. ¢Por qué? porque
la grdfica me lo indica.

Entrevistador: ~ ¢Habra otra forma de poder encontrar eso?

E2: Si reemplazando el nimero de personas que nos dan y despejando t parecido
a lo que hice cuando despejé .

4.6. CONEXION MATEMATICA PARTE-TODO
Se identificé en seis de los siete estudiantes, teniendo mayor frecuencia cuando
resolvieron las tareas asociadas a la funcién exponencial. En la tabla 8 se muestran

los subtemas mas representativos relacionados con esta conexion matematica.

Tabla 8. Resultados relacionados con el tema conexion matemdtica parte todo

Subtemas Estudiantes

Las parejas ordenadas (-1, %2); (0, 1); (1, 2); ... representan la funcion ex- E1, E2 E3 E4yE5
ponencial 2*

La funcién exponencial natural es un caso particular de una funcién exponencial.  E2
La funcién logaritmo natural es un caso particular de la funcién logaritmo.

La funcion w(h) = 2.4e*8" es una funcion exponencial por su forma graficay E2, E5y E6
algebraicamente es un caso particular de una exponencial f(x) = ab*

La forma general de la funcion exponencial es f(x) = a* E4

.. nw-In24 .. T
La funcion que modela la estatura (h = %) es una funcion logaritmica

porque la variable independiente es parte del argumento del logaritmo.

E4yE5
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E4, por ejemplo, logré pasar de la expresion que relaciona un caso particular
a la forma algebraica general de una funcién exponencial, lo cual se asocia con
el subtema: la forma general de la funcion exponencial es f(x) = a*, como se
evidencia en el siguiente extracto:

Entrevistador:
E4:
Entrevistador:
E4:

¢Qué es una funcion exponencial?

Es cuando el comportamiento depende de la variacion que haya en el exponente.
éSabes cual es la forma general?

f(x) = ab”™

Con mayor frecuencia esta conexion matematica se presentd en su forma
de la parte al todo, pero también hubo del todo a la parte cuando los estudian-
tes debian encontrar casos particulares de las funciones dadas. Por ejemplo, E2
evidencio el subtema: la funcion logaritmo natural es un caso particular de la
funcién logaritmo (ver extracto E2).

Entrevistador:

E2:
Entrevistador:
E2:
Entrevistador:
E2:

Respecto a la expresion que colocaste (Inx) en la funcion logaritmo desa es
general o particular?

Particular, pero no estoy segura.

¢Cudl es la base de esa funcion?

1

La base, el logaritmo natural qué base tiene?

10, o no Euler. La funcién logaritmo natural es particular. Entonces la general
serfa (y escribe f(x) = log,x).

Lo anterior muestra que E1, aunque inicialmente duda, logra afirmar que la
forma general de la funcién logaritmo tiene una base general y, por tanto, el
logaritmo natural es un caso particular de la funcion logaritmo que tiene como
base el numero de Euler.
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5. DISCUSION Y CONCLUSION

El objetivo de esta investigacion fue identificar las conexiones matematicas que
realizan los estudiantes universitarios que cursan carreras afines a la matema-
tica cuando resuelven tareas que involucran a las funciones exponencial y
logaritmica. Para lograrlo, se hizo uso de la Entrevista Basada en Tareas a fin
de recolectar informacién escrita y verbal sobre el razonamiento que sequian
los estudiantes mientras resolvian las tareas propuestas. Los datos fueron
analizados mediante el Analisis Tematico basado en teoria, identificandose
seis temas que se corresponden con las tipologias de conexiones matematicas
previstas en el marco conceptual.

Los resultados obtenidos permiten plantear algunas reflexiones. Estos indi-
can, entre otras cosas que, los estudiantes parecen tener mayor familiaridad con
la funciéon exponencial, ya que la mayoria enuncian con facilidad su definicién,
caracteristicas y propiedades, mientras que en algunos casos la funcion logarit-
mica solo la definen como la inversa de la exponencial. Por otra parte, los
estudiantes suelen trabajar mas con el logaritmo natural y, en algunos casos,
pensaron que esta era la funcion general, pero después de realizar una mirada
retrospectiva encuentran que es un caso particular, sin embargo, no deja de ser
la preferida para solucionar ecuaciones exponenciales.

De manera general, la mayoria de los estudiantes cuando realizaron la tarea
1, en el momento de encontrar una expresiéon matematica que relacionara las
progresiones dadas, plantearon una relacion lineal, como segunda estrategia
una cuadratica y, cuando corroboraron que no era ninguna de las dos, analiza-
ron la segunda fila para ver como se iban formando tales nimeros. Este resul-
tado es consistente con lo reportado por Sureda y Otero (2013), quienes
mencionan que el estudiante cuando se le presentan problemas de variacion
piensa inmediatamente en una variacion lineal.

Los resultados mostraron que, por lo menos, seis estudiantes evidenciaron
su capacidad para realizar diferentes conexiones matematicas (ver tabla 2). Este
resultado es consistente con lo que en su conjunto reportan las investigaciones
con este enfoque (Dolores y Garcia-Garcia, 2017; Dolores-Flores et al, 2019;
Jaijan y Loipha, 2010). Sin embargo, no se evidenciaron tal como se habia pre-
visto, pues como se mostro en los resultados y se resume en la tabla 2, las
conexiones matematicas de significado, representaciones diferentes, reversibili-
dad y parte-todo no fueron establecidas en todas las tareas. Los estudiantes
mostraron mayormente persistencia en el uso de férmulas y procedimientos
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—indicado por una alta frecuencia en el uso de la conexion procedimental— lo
cual es consistente con lo reportado por Jaijan y Loipha (2010), Hong y Thomas
(2015) y Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018, 2019).

En cuanto a la conexion de representaciones diferentes, tres estudiantes (E2,
E4 y E5) trabajaron conectando el registro algebraico y grafico manifestando
que ambos proporcionaban informacion sobre las situaciones planteadas en el
cuestionario y, a partir de la expresion algebraica lograron deducir la grafica de
las funciones en estudio. En este sentido, la falta de establecimiento de esta cone-
xion matematica por los otros cuatro casos representd un obstaculo para comple-
tar las tareas que requieren su uso ya que, el empleo combinado de los diferentes
registros de representacion es necesario para el estudio de las funciones (Sureda
y Otero, 2013), permitiendo asi el desarrollo de la comprensién de los estudian-
tes (Barmby et al, 2009). Por lo tanto, se sugiere proponer en el aula activida-
des en las que se promueva el establecimiento de la conexion de
representaciones diferentes empleando los distintos registros de representacion
para las funciones estudiadas en la presente investigacion.

Por otra parte, dados los argumentos esgrimidos por los estudiantes, asi como
por su utilidad para resolver las tareas propuestas en esta investigacion, consi-
deramos que la conexién matematica de reversibilidad fue la conexion central,
porque reconoce la relacién bidireccional entre las funciones exponencial y
logaritmica. Esta conexién matematica fue establecida por los estudiantes,
principalmente, en el registro algebraico al resolver ecuaciones exponencialesy
logaritmicas. Sin embargo, falté utilizarla en otros registros como el grafico e,
incluso, emplear la relacién de funciones inversas para hallar el domino y el
rango. Esto ultimo fue evidencia de la falta de aplicacion de las propiedades de
funciones inversas entre las funciones objeto de estudio.

Como muestran los resultados, no todas las conexiones matematicas fueron
establecidas por los estudiantes como se tenia previsto. Esto muestra que,
incluso en el nivel superior, es necesario promover el uso de las conexiones
matematicas para las funciones exponencial y logaritmica a fin de que los
estudiantes tengan una buena comprension. Si bien la mayoria establecieron
las conexiones matematicas previstas logrando responder consistentemente las
tareas, lo ideal es que todos lo hicieran, e incluso debido al nivel académico
en el que se encontraban, se esperaba que mostraran un buen dominio de las
propiedades de las funciones para resolver las tareas, tuvieran una interpreta-
cion sobre la definicion de cada una, asi como que comprendieran qué signi-
fica que ambas sean inversas.
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Estos resultados sugieren que es necesario implementar estrategias en el
aula a fin de mitigar estas dificultades y desarrollar una buena comprension de
estas funciones en los estudiantes. Principalmente, porque los ingenieros las
usan en varias aplicaciones en su campo y, en el caso de los licenciados porque
en su campo de trabajo seran objeto de ensenanza.

En Ia literatura encontramos, por lo menos, dos enfoques utilizados al estu-
diar las funciones exponencial y logaritmica de manera articulada: la teoria APOE
y el razonamiento covariacional. Este ultimo tiene mayor auge actualmente en
la investigacion. En el primer enfoque, Weber (2002) encontrd que la compren-
sion de los estudiantes sobre estas funciones es limitada y la mayoria no eran
capaces de conectar las leyes exponenciales con las logaritmicas. En el segun-
do enfoque, Ferrari-Escola et al. (2016) encontraron que las tareas propuestas
promovieron el desarrollo del razonamiento covariacional discreto en los parti-
cipantes, pero no les permitio pasar al razonamiento covariacional continuo
(nivel mas alto). Mientras que, Kuper y Carlson (2020) obtuvieron que el refina-
miento de la leccion trabajada en el articulo podria ser Util para otros investiga-
dores que estan disenando intervenciones para ayudar a los estudiantes a
comprender las funciones exponenciales y logaritmicas y sus propiedades.

En estas vias también se presentan barreras para que los estudiantes lleguen a
tener una buena comprension sobre estas funciones. Creemos que una via para
superarlas, es estudiar estas funciones desde el enfoque de las conexiones mate-
maticas que se pueden establecer con estas, de tal forma que los estudiantes
puedan enunciar caracteristicas de cada funcion y relacionarlas; reconocer las
unidades significantes de las funciones y establecer relaciones entre ellas y
los diferentes registros; realizar procedimientos siendo conscientes de las rela-
ciones establecidas y las propiedades utilizadas; emplear los diferentes registros de
representacion y relacionarlos; generalizar relaciones entre datos (en cualquier regis-
tro) y ser capaces de plantear ejemplos particulares de las funciones en general.

Los resultados indican que el marco de referencia elegido (seccion 2.2) resul-
to util y, por tanto, se puede extender su uso para estudiar las conexiones mate-
maticas que establecen estudiantes al resolver tareas que involucren cualquier
concepto matematico. Por el caracter cualitativo de esta investigacion, los resulta-
dos obtenidos no son generalizables, en tanto que es un estudio de casos. Asi-
mismo, creemos que el diseno propuesto para colectar datos podria incorporar
—en futuras investigaciones— tareas de mayor complejidad que permitan la mode-
lacion como lo prevé el marco tedrico para estudiar conexiones extramatematicas.
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También, se podria utilizar otra metodologia para colectar datos donde no se
tengan previstos algunos resultados ante tareas especificas.

Finalmente, los resultados obtenidos en esta investigacion podrian ayudar a
plantear tareas que promuevan el establecimiento de conexiones matematicas.
Con esto, se podria contribuir en la mejora de la comprension de los estudiantes
sobre las funciones exponencial y logaritmica en diferentes niveles educati-
vos, y validarlas mediante un experimento de ensenanza. No obstante, alin es
necesario seqguir explorando las conexiones matematicas asociadas a estas
funciones que son capaces de establecer estudiantes de nivel bachillerato, asi
como los profesores en servicio, para tener un mejor panorama sobre esta pro-
blematica. En ese sentido, en futuras investigaciones se pueden estudiar las
conexiones matematicas asociadas a las funciones exponencial y logaritmica
que promueve el profesor o el curriculum oficial, por lo que es posible encontrar
nuevas tipologias de conexiones. En suma, consideramos que la linea de inves-
tigacion sobre conexiones matematicas es un campo poco explorado, pero con
creciente interés en la literatura, principalmente internacional.
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