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Sobre el Teorema de Hake para funciones de varias
variables

Hake’s Theorem for functions of several variables
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RESUMEN. El Teorema de Hake es un resultado fundamental de la integral de Henstock-
Kurzweil. Por medio de €1 sabemos que, para funciones reales de variable real, la inte-
gracién propia e impropia coinciden. El objetivo de este articulo, basado en el trabajo
de P. Maldowney y V. H. Skortsov [Math.Notes, 78:2 (2005), 228-233], es mostrar que
no es posible generalizar dicho teorema para funciones reales de varias variables.
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ABSTRACT. Hake’s Theorem is a fundamental result of the integral of Henstock-
Kurzweil. Through it we know that, for real functions of real variable, the proper and
improper integration coincide. The objective of this article, based on the work of P.
Maldowney and V. H. Skortsov [Math.Notes, 78:2 (2005), 228-233], is to show that it is
not possible to generalize this theorem for real functions of several variables.
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1. Introducion

La integral de Henstock-Kurzweil (H-K) fue definida a finales de los afios 50°s del
siglo pasado por el matemético checo Jaroslav Kurzweil y el inglés Ralph Henstock. Una
idea bdsica que motivo su construccion fue contar con una integral que generalizara el
Teorema Fundamental del Célculo, de tal forma que toda funcién derivada sea integrable
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y esto permitiera recuperar la funcién original. Sus creadores tuvieron motivos distintos
para definir una integral con esa caracteristica, lo hicieron cada quien por su lado y
posteriormente se prob6 su coincidencia. Kurzweil estaba interesado en estudiar ecuaciones
diferenciales generalizadas y su aplicacién a otras ciencias. Mientras que los motivos de
Henstock fueron mas tedricos, desarrolld y sistematizé algunas de las ideas que, sin
saberlo, Kurzweil ya habia empleado, ver [6], [8] y [3]. Antes que ellos, los matematicos
franceses: Arnaud Denjoy (1912) y Oskar Perron (1914) habian construido integrales con
la misma idea bésica, también lo hicieron independientemente. Posteriormente se demostr6
que sus integrales eran equivalentes, por lo que actualmente se conoce como integral de
Denjoy-Perron.

En la decada de los 80’s del siglo pasado, en diferentes trabajos, R. Henstock, J.
Kurzweil, P. Y. Lee y R. Gordon probaron que las integrales de Henstock-Kurzweil y
Denjoy-Perron son equivalentes; ver [5], [4], [9], [10] y [2]. Sin embargo, un aspecto
que ha favorecido el desarrollo tedrico y creciente empleo de la integral H-K sobre
la de Denjoy-Perron es que su definiciéon se hace por medio de sumas de Riemann,
lo que la hace mas ficil de manejar. Como es usual en las integrales, la integral H-K
es una transformacién lineal sobre el espacio de funciones que son H-K integrables
definidas sobre un conjunto determinado. Ademads, tiene propiedades similares a las de la
integral de Lebesgue, por ejemplo, satisface versiones de los teoremas de la convergencia
mondtona y de la convergencia dominada, ver [1]. Debido a que, sobre intervalos en R;
toda funcién Lebesgue integrable es H-K integrable, los teoremas anteriores generalizan a
los de convergencia de la integral de Lebesgue. Es importante mencionar que la integral
H-K no es absoluta, esto es, existen funciones que son H-K integrables pero que su valor
absoluto no lo es. Un ejemplo es la funcién f : R — R definida como sen(x)/z siz # 0
y1lsiz =0, ver[l].

En 1921, el matematico aleman H. Hake probd un resultado fundamental de la integral
de Denjoy-Perron [12], el cual en esencia nos dice que la integracién impropia y propia,
bajo esta integral, coinciden. Tomando en cuenta la equivalencia entre las integrales
de Denjoy-Perron y de Henstock-Kurzweil, el Teorema de Hake para funciones reales
definidas sobre [—o0o, 00| nos dice que: f : [—00,00] —> R es H-K integrable, con
integral A, si'y sdlo si f es H-K integrable sobre cualquier intervalo finito [a, b] y

b—o0
a——o0

b
lim (HK)/ f=A.

Existen versiones similares para funciones definidas sobre intervalos de la forma [—oo, a]
o [b,ox],cona,b e R.

Como la integral H-K también se define para funciones de varias variables [11] y la
mayoria de los resultados que se tienen para funciones de una variable son validos para
funciones de varias variables; es natural preguntarnos sobre la validez de una extension del
Teorema de Hake al caso bidimensional, y en general para el n-dimensional. Esto es, nos
planteamos lo siguiente:
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Si f: R" — Res HK integrable sobre cualquier n-celda: ‘H1 [ai, b;], con a; < b;,

1=

by bo bs bn
s (m) [ [T [T r=a )

bi~>oo

y satisface

entonces: ; f es H-K integrable sobre R" y su valor es A?

Trabajando sobre @2, el contenido principal de este articulo analiza la respuesta a esta
pregunta y estd basado en el articulo de P. Muldowney y V. Skvortsov [13].

2. Conceptos basicos y resultados principales
2.1. Integral de Henstock-Kurzweil en R

Recordemos que el sistema extendido de nimeros reales R consiste de R junto con
—00y 00, es decir, R = [—00, 00]. Se pueden extender algunas de las operaciones en R,
las bésicas conciernen a la siguiente aritmética:

i) 0-(£o0) =0=(£o0)-0.
ii) Siz € R, entonces x + (£00) = £o0.

Mencionamos a continuacién algunos conceptos basicos:

= Un intervalo cerrado I en R puede ser el mismo R o ser de la forma: [a, b], con
a=—-o00ybeR oaecRyb=o00,0ay bpertenecer a R. En este tltimo caso,
diremos que el intervalo es finito.

» Los intervalos [a, b] y [c, d] no se sobreponen si (a,b) N (¢, d) = . Se dice que ¢ es
etiqueta del intervalo cerrado K sit € K. Al par (K, t) se le llama par asociado
en R.

= Una particion etiquetada de I es P = {(K,t)} una coleccién finita de pares asocia-
dos en R, cuyos intervalos K no se sobreponen y

I=J{K:(K,t)e P}
= Una medidora sobre I es una funcién positiva definida sobre 1.

Definicion 1. Sean P = {([z;_1,2;],t;)}/" una partici6n etiquetada de R, & una medi-
dora sobre R. Se dice que P es d-fina de R si:

(1) [zo,x1] C [—o0, — (11)], cont; = —o0.

o(t
2) [xi_l,xi] - [ti — (S(ti),ti + (5(75’1)], parai € {2, Lo, + 1}.

3) [Tnt1:Tn42] C [m> 00], con tp42 = 00.
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Sélo las particiones etiquetadas pueden ser d-finas, asi que de aqui en adelante al
mencionar que una particion es d-fina se estd considerando que ademas es etiquetada. La
definicion anterior tiene su versién sobre intervalos. Una particién es é-fina de [a, 0] con
a € R, si cumple los incisos (1) y (2). La particién es d-fina de [—o0,b] con b € R, si
satisface los incisos (2) y (3). Para el intervalo [a,b] con a,b € Ry a < b, una particién
es 0-fina de [a, b] si cumple el inciso (2).

Observemos que si Py, P> y P; son particiones d-finas de [—o0, a], [a,b] y [b, 0],
respectivamente, entonces P; U P, U P5 es una particion §-fina de R.
Sobre intervalos finitos en R se cumple que para cualquier medidora & siempre existe
una particion d-fina, ver teorema 1.4 de [1]. Veamos que este resultado se satisface para
intervalos cerrados en general, finitos o infinitos.

Lema 1. (Lema de Cousin). Sea I un intervalo cerrado en R. Si § : I — R es una
medidora, entonces existe una particion 6-fina de 1.

Demostracion. Sabiendo que para intervalos finitos es valido el resultado, haremos s6lo
el caso infinito. Analicemos cuando I = R. Sean a,b € R tales que a < *ﬁ
y ﬁ < b. Por el teorema 1.4 de [1], el intervalo [a,b] tiene una particién J-fina
{([®i=1,®:], )}y conzg = ay x, = b. Es claro que la particién {([z;—1, 2], ¢;) } 7, U
{([-o0, a], —o0), ([b, 00],00) } es d-fina de I.

La prueba se concluye observando que para I = [a, 00| 0 [—00, D] se puede realizar un

proceso similar. O

La #-finura de una particiéon P de R, obliga a que las etiquetas del primer y tltimo
intervalo sean t; = —o0 y t,,+2 = oo. Estos intervalos tienen longitud infinita, lo cual
causaria problemas al definir la suma de Riemann. Es por esto que dadas una funcién f :
R — Ry P = {([zi_1, %], t;)}""? una particién J-fina de R, se establece la convencién
que f(£o0) := 0. Porlo que f(t1)(z1 —x0) =0y f(tnt2)(@ny2 — Tpt1) =0.

Definicion 2. Sean f : I — R una funciény P = {(K t)} una particién etiquetada de
1. La suma de Riemann de f sobre P se define como

S(fiP)= Y f@IK]
(K, t)eP
teR

donde | K| es la longitud del intervalo K.

Definicion 3. Se dice que f : I — R es una funcién Henstock-Kurzweil integrable sobre
1, si existe A € R tal que para todo € > 0, existe una medidora J. sobre I tal que si P es
una particién J.-fina de I, entonces

|S(f; P) — A| <e.

A serd la integral de Henstock-Kurzweil de f, la cual serd denotada como (HK) [ f.
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2.2. Integral de Henstock-Kurzweil en R

Como es usual, el plano extendido se define como R® = R x R. Los elementos de
R” son de la forma 7 = (w1, 22), con x; € Rparal = 1,2. Un rectdngulo en Res de la
forma J = Iy x Iy donde I;, con ! = 1, 2, son intervalos en R. Los rectangulos Jy, Js no
se sobreponen, si int(Jy) Nint(J2) = 0.

L. S . . —2
Los conceptos bdsicos para definir la integral H-K de funciones reales definidas en R
son similares a los de funciones reales definidas en R. Asi:

t = (t1,t2) es una etiqueta del rectdngulo cerrado J = I X Iy, si t; es etiqueta del

intervalo cerrado I; en R. Al par (J, %) se le llama par asociado en R,

» FEesun conjunto elemental, si es union finita de rectdngulos cerrados. Es evidente
—2 .
que R es un conjunto elemental.

= La coleccion finita de pares asociados P = {(J,?)} es una particion etiquetada de
E, si los rectdngulos cerrados J no se sobreponen y

E=J{J: (11 eP}.

Se dice que @ es una subpaticion etiquetada de P, si Q C P.
= Sean P = {(J,)} una particion etiquetada de £ y X un conjunto no vacio. Se dice

que P es una particion etiquetada sobre X, sit € X para cada (J,7) € P.

= Sean E un conjunto elemental, § : £ — R, una medidora sobre E'y P = {(J,%)}
una particién etiquetada de F'y () una subparticién etiquetada de P. El par asociado
(J,t) es 6—fino, si {(I;,t;)} es d-fina. Se dice que
s Pesd—finade E, sicada (J,t) € P es -fino.
* Q) es 6—fina, si cada (J,f) € Q es d-fino.

Observemos que si §; y d2 son dos medidoras sobre un conjunto elemental F, y
0(t) := min{d1(t), d2(t)} paracada ¢ € E, entonces § es una medidora sobre E. Ademds,
toda particion J-fina es d;-fina y do—fina de F. Esto puede ser extendido a un ndimero
finito de medidoras sobre E.

El teorema 2.2.2 de [11] nos proporciona una versién bidimensional del lema 1 para
rectangulos finitos. Con la intencién de facilitar la lectura, lo enunciamos a continuacién.

Lema 2. (Lema de Cousin). Si § es una medidora sobre el rectdngulo finito J, entonces
existe una particion d-fina de J.

La version del lema anterior al plano extendido es la siguiente.

Lema 3. (Lema de Cousin). Para cualquier medidora ¢ : R — R, existe una particion
0-fina de R
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Demostracion. Sea 61(y) := 6(oco,y) para cada y € R. Por el lema 1, existe P, =
{(L*,yz1)} particién 6; —fina de R. Sean

o1 = min{d1(yz1)|(L', yr1) € P}

ymy € Rcon 0711 < m;. Entonces, el par asociado ([my, 00] x L', (co,yr1)) es d-fino
para cada (L', y;1) € P;. De manera similar, se define d5(y) := §(—o0,y) para cada
y € R, por lo que existe P, = {(L?,y.2)} particién d»-fina. Sean

Qg = IHfIl{52(Z/L2)|(L2a yr2) € Po}

y m2 € R tal que my < 70%2' Asi, el par asociado ([—o0,ma] X L?,(—00,yr2)) es
§-fino para cada (L2, y2) € P». Ahora, para cada x € [mg, m], sea §3(x) := &(z, 00).
Nuevamente por el lema 1, existe una particién d3-fina Py = {(L3,x73)}. Sean

a3 = mfn{53(;vL3)|(L3,xL3) S Pg}

y ms € Rcon = < mg. Se tiene que (L* x [m3, 00|, (z13,00)) es d-fino para cada

(L3,x13) € Ps.Se hace lo mismo para d4(z) := §(x, —00) con z € [ma, m;], obteniendo
una particion 6, —fina Py = {(L*, x14)}. Definiendo

ay = min{dy(xp4)|(L*, xp4) € Py}

y my € R tal que my < —a%, tenemos que (L* x [—o0, my], (24, —00)) es d-fino, para
cada (L*,x11) € P,. Enla figura 1 se muestran los rectdngulos construidos hasta este
momento.

) |

Figura 1. Particién ¢-fina de R’

Luego, d es una medidora sobre el rectangulo [ma, m1] X [my4, ms]. Por el lema 2, este
rectdngulo tiene una particion -fina P. Concluimos la prueba observando que si unimos

- . . . . —2
P con los pares asociados anteriores se obtiene una particion d-fina de R™. O

Observacion 1. Notemos que el método de construccién de la particion J-fina, en el lema
anterior, se puede emplear para cualquier conjunto elemental F.



Lecturas Matematicas, vol. 41 (1) (2020), pp. 41-57 47

Definicién 4. Sean E un conjunto elemental y P = {(J, )} una particion etiquetada de
E.Dada una funcién f : E — R, la suma de Riemann de f sobre P se define como

S(fP)y= > fOIJII,
({,Z)e?
tER?

donde || J|| es el drea del rectdngulo J.

En analogia al caso de funciones de una variable y con la intencién de que una suma
. ’ . . . . —_ — 72
de Riemann esté bien definida, se condiciona a que f(f) := 0 paratodo € R™ \ R

Definicion 5. Sea E un conjunto elemental. Se dice que f : £ — R es una funcion
Henstock-Kurzweil integrable sobre E, con valor A, si para todo € > 0, existe . una
medidora sobre F tal que para toda P particion d.-fina, se satisface

IS(f; P)— A <e.
A serd la integral de Henstock-Kurzweil de f, la cual serd denotada como (HK) [[, f.

Si el conjunto elemental E es acotado y f es Riemann integrable sobre F, su integral
serd denotada como (R) [ f.

Aligual que para el caso de funciones reales de una variable real, si f : F — Rees
una funcién Riemann o Lebesgue integrable sobre un conjunto elemental £, entonces f es
H-K integrable sobre E'y los valores de las integrales coinciden. Para el caso de la integral
de Riemann, F debe ser acotado.

Dos resultados importantes en la teoria de la integral de Henstock-Kurzweil son los
siguientes.

Lema 4. [11, Teorema 2.3.6]. Sea E un conjunto elemental acotado. Si f € HK(E)y J
es un rectdngulo contenido en E, entonces f € HK (J).

Lema 5. (Saks-Henstock) [11, Teorema 2.4.3]. Sean K un rectdngulo acotado, f €
HK(K)ye > 0.Sid es una medidora sobre K tal que

Yo F@NI-(HE) [[ fl<e
(J,1)EP //K

para cada P particién §-fina de K, entonces

> [f(t) a0 - ) [ f} e

(J;heQ

para cada Q subparticion 6-fina de K.
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Definicion 6. Sea d : R \ R? — R una medidora. Se dice que el conjunto elemental
0 = Ule Jy es una aureola d-fina, si {(J;,%;)}7_, es una particion etiquetada J-fina

sobre R” \R?y Ep :=cl (@2 \ O) es un conjunto elemental acotado.

Considerando la definicion anterior tenemos el siguiente resultado.

—2 =2
Lema 6. Sean f : R© — R una funcién y § una medidora sobre R” \ R2. Si para
cualquier O aureola §-fina, la funcion f es H-K integrable sobre Ep, entonces f es H-K
integrable sobre cualquier conjunto elemental acotado.

Demostracion. Sea E un conjunto elemental acotado. Sean u; = max{z € R| (z,y) €
E},up =min{z € R|(z,y) € E},uzs = méx{y € R| (z,y) € £} yuy = min{y € R
| (x,y) € E}. Entonces el rectdangulo [ug, u1] X [u4, us] contiene a E. De la misma forma
que en la prueba del lema 3, se obtienen P; particiones §;-finas para encontrar m; € R,
para cadai € {1,2,3,4}. Pero se agregan condiciones adicionales a las constantes m;’s,
las cuales son u; < mq, mo < us, ug < m3y my < uy. Asi se forma una aureola §-fina
O tal que Ep = [ma, m1] X [my, m3]. Ademds, por hipétesis f es H-K integrable sobre
Eo. Por lo tanto, f es H-K integrable sobre F.

O

Tomando en cuenta la definicion de aureola d-fina y la notacién de F¢, un resultado
fundamental para analizar la respuesta a nuestra pregunta es el siguiente.

Teorema 1. f : R’ — R es una funcion H-K integrable sobre R{ con integral A, si 'y
solo si para todo € > 0, existe una medidora 0. sobre R’ \ R? tal que para cualquier
aureola 6.-fina O, la funcion f es H-K integrable sobre Eo y

‘(HK)/Eof—A’ <e.

Demostracion. )
=] Sea f una funcién H-K integrable sobre R” con (HK) [[z2 f = Ay seae > 0. Asi,

existe 0, : R — R, tal que para cualquier P particion J.-fina de R, se tiene
— €
S(P)— Al < . @
La primera parte de la demostracién del lema 3 proporciona una forma de obtener una
O aureola §.-fina, y se toma el correspondiente conjunto elemental Ep = cl (Kz \ O). Por

el lema 4, f es H-K integrable sobre F. Asi, existe una medidora 6o sobre Eo tal que
para cualquier P particién dp-fina, se tiene que

spy ) [ g <5 ®

Se puede suponer que dp(x,y) < d.(x,y) para cada (z,y) € Eo, de lo contrario se
define 0}, (x, y) := min{do(z,y),d-(z,y)} para (z,y) € Eo. Sea Q la particién d.-fina
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de R constituida por la aureola 6.-fina O y la particién 6o —fina P; de Eo, para el cual
se mantiene (2) y S(f; Q) = S(f; P1). Sumando (2) y (3) se obtiene que

‘(HK)/Eof—A’ <e.

<] Supéngase que existe A tal que para ¢ > 0, existe . : R \R? — R, con
la propiedad de que para cualquier O aureola J.-fina, la funcién f es H-K integrable
sobre Eo = cl(R”\ O) y ((HK) [[5, f— Al < . Sean Ej, = [~k,k] x [k, k] y
Fy, = int(Ey) \ int(Ex_1), para cada k € N. Es claro que Fx, N F,,, =@ conk # m y,
por el lema 6, f es H-K integrable sobre cada Fj. Sea J;, una medidora sobre F, tal que si
P, es una particién §;-fina de E},, entonces

stpo - ) [ 1)< i @

Por el Lema de Saks-Henstock, P}, puede ser reemplazada por cualquier subparticion de
Py, y Ey, por la unién de los correspondientes rectangulos de esta subparticién. Ahora, sea

5:R — R, dada por

| @ si TER \R?
5($) _{ min{ék(f),d(f,aFk)} si T € Fy. ©)

Se toma cualquier particién 6-fina P de R’ y se considera la suma de Riemann S(f; P).
Sea P C P la subparticién d.-fina de P etiquetada en R \ R, el cual forma la aureola
dc-fina Oy el correspondiente conjunto elemental acotado Ep = ¢l (RZ \ O).

De acuerdo a la definicién (5) de 6, se tiene que si T € F}, entonces el rectingulo
asociado J de (J,x) € P\ Po estd contenido en Ej. Para cada k € N, sean 7, =
{(J.;7) € P|T € Fi. } y Gy, = U(y3)en, J- Es claro que 7, es una subparticién d-fina
de la particién d;-fina P, que, por el Lema de Saks-Henstock, sigue satisfaciendo la

desigualdad (4) cuando 7, sustituye a Py, y G, reemplaza a Ej. La suma de todos los
términos S(f; i) es S(f; P\ Po).

Notese que existe ng € Ntal que Gy, # 0y Gy, C Ey parak € {1,...,n0}, y ademds
U2, Gk, = Eo. Ya que la particion etiquetada P\ P de Eo s6lo contiene una cantidad
finita de pares asociados y por ende un nimero finito de rectdngulos, asi llega un momento
donde 7, es vacio y no habra rectingulos que formen a G. De acuerdo a lo anterior, se
tiene que

no

S(fiP) = S(f; Po) + S(f: P\ Po) = S(f; Po) + _ S(fim) = ZO:S(J‘;M)
k=1 k=1

(HK)/[EOf—g;(HK)/ka-
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Por lo tanto, concluimos que

is(f;ﬂk)—i(HK)//ka +‘(HK)/EOf—A’

[ -

& g
<ZW+§=E-

neN

1S(f; P) — Al <

3. Respuesta a nuestra pregunta

En esta seccion se exhibe una funcién construida en [13], la cual es H-K integrable
sobre todo rectdngulo acotado [a, b] X [c, d] y satisface (1). Probando que esta funcién no
. =2 . .
es H-K integrable sobre R, concluimos que la respuesta a la pregunta es negativa.

Los intervalos diddicos I¥ = [j/2", (j+1)/2¥) € [0,1)con0 <k y 0 < j <2F—1,
son usados para construir rectingulos adecuados. Para0 < k y 0 < j < 22k _ 1 se crean:

TEo; = [k ke +1/2) x I35, TEgjin = [k k+1/2) x ¥,

Jéc,zj =[k+1/2,k+1) x I§f+17 J§,2j+1 =[k+1/2,k+1) x Igfj:ll

. . =2
En la figura 2, se muestran los rectdngulos anteriores. Sea la funcién f : R© — R dada
por

M2 i (z,y) € Jf,Qj U J§,2j+1

fl@y) =8 =282 si (z,y) € Jf,2j+1 U J§,2j
0 si (e ¢00,00) x [0,1)

Si J es un rectdngulo acotado, se tienen dos casos:

1) SiJN([0,00) x [0,1)) = 0, entonces f(z,y) = 0 para cada (x,y) € J.

2) Si JJN(]0,00) x [0,1)) # 0, entonces f es una funcién escalonada en J.

Asf, f es Riemann integrable sobre rectdngulos acotados [a, b] X [c, d], en especial para
Jﬁzj, J{“Qj“, J§72j y J2k’2j+1. Luego, los valores de la integral de Riemann sobre cada
uno de los rectdngulos son:
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Figura 2. Rectdngulos.

o si p=1,q=2j

5 si o p=2,g=2j+1
g 1 . _ _ .

(R)/J;‘,q -5 st p=1g=2j+1
—5r si p=2,q=2j,

paraOﬁky0§j§22k‘fl.

Como f es Riemann integrable sobre un rectdngulo acotado, también es H-K integrable
sobre el mismo rectdngulo y los valores de las integrales coinciden. Para probar la validez
de las afirmaciones siguientes se emplean propiedades de la integral de Riemann.

Afirmacion 1. Si k € Ny ¢ < dcon ¢,d € R, entonces

(R)/:/cdf—o-

En efecto, si 1 < ¢ 6 d < 0 es claro que se cumple la afirmacién. Sélo resta ver qué
sucede cuando [0,1) N [¢,d] # . Sean H] = {[c,d] N I3 £ 0 [j € {0,...,2% —1}}
yH ={[e,d| N I35 #0|j €{0,...,2% —1}} parai € {0,..., k — 1}. Se tiene que
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S5 (w7 e[ [5)

i=0 \heH/UH/

NS ((R)[i+% }Lf—(R)/iM/}Lf) 0.

i=0 \heH!UH!
Afirmacién 2. Parak € Ny j € {0,1,...,22% — 1}, se satisface

fO 2 f12k+1 f Lk y (R) 0k+§ fI%‘H f _ 72%

2541

Sean k y j como lo requiere la afirmacidn 2, entonces

= R)/:ﬁ/@ﬁlf:;k

o[ e[ [ [

2j+1 27+1 2j+1
ki
e
N
Ademds, parak € N e i € {0,...,2% — 1}, el intervalo I} contiene 2* intervalos

[22;?“ con 2Fi < j < 2%i 4+ 2% — 1. Por lo tanto,
2’%+2’“ 1

k}+2 1
/ / N 2k 1.
12k+1 2k

12’“

n[" -0

Sean Hj, = {I;¥* | j € {0,...,2%* —1}}y H! = {135 | j € {0,...,2% —1}} para
k € N. Entonces,

2’%+2’€ 1
j= 2’“

Afirmacion 3. Si k € N, entonces
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<R>/0k+5ff=<R>/Ok£f+<R>/:+éff
=(R)/:+é/01f
- <(R)/:+%/hf>+ > <(R)/:+é/hf>

heH]}, heH]!
1 1
-2 (72 ()
heH], heH]
22k 22k

Afirmacion 4. Sia < 0,1 <b,¢ <0y 1 <d,entonces

<R)/ab/6df=0.
Sil<k<b<k+i conkeN,
b d b 1
w [ [r=m [ [
=(R)/Ok/01f+(R)/kb/01f
(R)/kb/olf
zjz_:;l <(R)/:/I§;c+lf+(R)/:/I§;jll f) =0.
Ahorasik+ 1 <b<k+1,
b d b 1
w [ [r=m [ [
—(R)/OM/OIfHR)/k;/Olf
(R)/k;/olf
2 (@ f, Sy [ L) =
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La afirmacién 4 nos dice que se satisface (1), es decir,

b pd
lim (HK)/ / f=0.
b,d— o0 a Je

a,c——00

. =2 .
Ahora supdngase que f es H-K integrable sobre R™ y sea ¢ = % > (, entonces existe

una medidora J. sobre R \ R? tal que para cualquier aureola 6.-fina O

) [[ o [ 1] < ©

Para obtener una contradiccién, comparamos dos aureolas d.-finas construidas de la
siguiente manera. Sea T, = {y € [0,1] | d-(c0,y) > +} para cadan € N. Como
[0,1] = Upen Tn y [0, 1] es un intervalo compacto, por el Teorema de Categorfa de Baire,
existe ng € N tal que T}, no es nunca denso, es decir, int(cl(T,,)) # 0. Sea (u,v) un
intervalo abierto no vacio contenido en ¢l (7}, ), entonces (u,v) N1, # () y ademds todo
subconjunto no vacio de (u, v) tiene puntos de T, .

Tomando en cuenta que el conjunto de los niimeros diddicos {;—k |k eNyje
{0,1,...,2F — 1‘,2’“}} es denso en [0, 1], existen ko > no y jo € {1,...,2k — 1}
tales que u < & < 33:;1 < w. Es decir, Ifoo C (u,v)y 122;-“’“ C Ifoo para cada
§ € {2kojq, ..., 2055 + 2ko — 1},

El par asociado ([ko + 4, 00] x cl(I20%1), (00, yo;)) con ya; € cl(IZF+1) 1 Ty, €5
d.-fino ya que:

u ko + % > ko > ng > 765(0371/2]-)'
= A(I57FY) C [ya; — 0-(00,y25), Y25 + 6-(00, ;)] puesto que |cl(I5F)| =

1 1 1
7757 < %5 < ng < 5s(ooay2j),

para cada j € {2k0jy, ... 2% + 2k0 — 1},

De manera similar, se prueba que el par asociado ([kg, 0o X cl([%fﬂ“l), (00, y25+41))

con Y41 € cl(IQfofl) N T, es d.-fino, para cada j € {250 jy, ..., 250 j; 4 2F0 — 1},

Sea d1(y) := dc(c0,y) para cada y € R. Es claro que ; es una medidora sobre
[fqo, sl y [Jg,j;l , 00]. Por el lema 1, existen particiones ] y P/’ 01-finas de [—oo, 5]
y [jg,j;l,oo}, respectivamente. Sea oy = min{d;(yr) | (L,yr) € P{ U P{'} y se toma
mq € N tal que o% < my. Asi, ([my,00] X L, (00,yy1)) es d.—fino, para cada (L,yr,) €

Pl UP.

Ahora sea 0a(y) := 6.(—00,y) para cada y € R, la cual es una medidora sobre
R, entonces existe P, particién do-fina. Se toman as = min{d2(yz) | (L,yr) € P}
y m2 € R tales que my < 7%2' Asi, el par asociado ([—oo, ma] X L, (—00,yz.)) es
d.—fino, para cada (L, yr,) € Ps.
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Si 03(z) := d:(x, 00), para cada x € [mg,m;], entonces, por el lema 1, existe una
particién d3-fina Ps. Sean o3 = min{ds(yr) | (L,yr) € P3} y ms € R tales que
my > méx{ -, 1}. Asi, (L x [mg, o0, (yr, 00)) es d-fino, para cada (L, yr,) € Ps.

Por tltimo, para z € [ma, m;], sea d4(x) := 0. (x, —o0). Existe Py particién d4-fina.
Luego, sean oy = min{d4(yz) | (L,yr) € Pa}y ma € R tales que my < —a%. Entonces
(L X [—00, my], (yr,, —00)) es d.-fino, para cada (L,y;,) € P4. Todos los rectdngulos
anteriores se usan para formar la aureola d.-fina O, que se muestra en la figura 3.

my

2%

[T 11 \ [T ] \ [
Figura 3. Aureola d.-fina O.

Luego con ayuda de las afirmaciones 1 y 2,

[ Lo e ) -

i= 2’“0] Iy;%1
2’”0g0+2’”0 1 ko+3 2k0 jo42F0 —1 1
k / /2k0+1 . k. <2k0)
Jj=2%0jo J=2%0jo

Para la misma . se construye otra aureola O’ §.—fina, reemplazando cada rectdngulo
[ko + 3] x cl(Izzjl-“)“) en O por [kg, 0] X cl([%f““) y manteniendo el resto de los
rectdngulos que estdn en O. Entonces,

(HK) / . f=o.
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Usando (6),

1=‘(HK)/EOf—(HK)//EO/f‘
S‘(HK)/EOf—(HK)//RQf'wL

<1,

(HK)/EO/f—(HK)//RQf’

lo cual es una contradicciéon. Con esto hemos demostrado que la respuesta a nuestra
pregunta es negativa.
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