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RESUMEN. En este artículo se muestran algunas representaciones en series de la
función zeta de Riemann en argumentos impares, propuestas por varios autores.
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1. Introducción

Desde tiempos antiguos hasta la actualidad, el estudio de los números irracionales ha
sido de gran interés no solo para la comunidad matemática, sino también para la comunidad
científica en general. Hoy en día estos números están vinculados directamente al coste
computacional, debido a que se caracterizan por poseer infinitas cifras decimales no
periódicas, lo cual implica que los ordenadores en muchas ocasiones necesiten de valiosas
herramientas matemáticas para poder tener un control aproximado de ellos. Algunos
ejemplos de estos números son el número áureo o número de oro, el número de plata
[15, 27], el número neperiano, etc. En particular, en este artículo nos centraremos en
aquellos números que se obtienen tras evaluar la función zeta de Riemann
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ζ (k) ≡
∑
n≥1

1

nk
=

(−1)
k−1

(k − 1)!

∫ 1

0

logk−1 x

1− x
dx, (1)

en argumentos k impares. Gran parte de los matemáticos que investigan en esta área creen
que estos números son irracionales y trascendentes, de ahí la importancia que se les otorga.
Un resultado que avala en cierta medida esta conjetura fue el conseguido en el año 2001
por BALL y RIVOAL [6], quienes probaron que la sucesión {ζ (2k + 1)}k≥1 contiene una
infinidad de irracionales. Ese mismo año, el ruso VLADIMIR ZUDILIN, un investigador de
la Universidad Lomonósov de Moscú, probó que al menos uno de los números ζ (5), ζ (7),
ζ (9) y ζ (11) es irracional [33]. Además, en el año 2002 logró demostrar que cada uno de
los conjuntos

{ζ (5) , ζ (7) , ζ (9) , ζ (11) , ζ (15) , ζ (17) , ζ (19) , ζ (21)} ,
{ζ (7) , ζ (9) , . . . , ζ (35) , ζ (37)} , {ζ (9) , ζ (11) , . . . , ζ (51) , ζ (53)}

contiene al menos un número irracional; véase para más detalles [34]. Lo cierto es que son
escasos los resultados que existen acerca de las propiedades aritméticas de los números
ζ (2k + 1), con k ∈ N, lo cual los convierte en un motivo de inspiración para los jóvenes
investigadores interesados en desarrollar esta área de las matemáticas.

Hoy en día se sabe que LEONHARD PAUL EULER fue el primero en evaluar la función
zeta de Riemann (1) en argumentos pares [24], a partir de lo cual obtuvo el siguiente
resultado:

ζ (2k) = (−1)
k−1 (2π)

2k
B2k

2 (2k)!
, k = 1, 2, . . . , (2)

donde los B2k son los llamados números de Bernoulli [14], resultado que no pudo extender
para el caso en que los argumentos eran impares. Más tarde, este entusiasta matemático
propuso la siguiente conjetura para el caso impar:

ζ (2k + 1) =
pk
qk
π2k+1,

donde pk y qk son números enteros. No obstante, los esfuerzos de EULER para validar
su conjetura fuero fallidos [25]. Por cierto, dicha conjetura fue refutada recientemente;
para más detalles véase [30]. A pesar de los frustrados intentos de EULER, él nos legó un
valioso resultado, que ha inspirado a un sinnúmero de matemáticos. Dicho resultado no es
más que la primera representación en series de ζ (3) en función del resultado (2)

ζ (3) = −4π2

7

∑
k≥0

ζ (2k)

(2k + 1) (2k + 2) 22k
; (3)

véase para más detalle [29]. Muchos años después, en 1978, ROGER APÉRY sorprendió a
la comunidad matemática con una asombrosa y elegante demostración de la irracionalidad
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de ζ (3) [5, 13, 25, 31], logrando de esta manera uno de los tan ansiados sueños de EULER.
En dicha demostración consideró la representación en serie

ζ (3) =
5

2

∑
k≥1

(−1)
k−1

k3
(
2k
k

) ,
obtenida inicialmente por MÁRKOV in 1890 [18].

El propósito fundamental de este artículo es dar a conocer algunas de las representa-
ciones en series de la función zeta de Riemann, conseguidas por varios autores, las cuales
aparecerán en la próxima sección.

2. Algunas representaciones en series

En esta sección mostraremos algunas representaciones en series, primero para ζ (3),
luego para ζ (5), ζ (7), ζ (9), ζ (11) , y para finalizar de ζ (2k + 1) con k ∈ N. Lo cierto
es que son muchas las representaciones en series que diversos autores han conseguido para
ζ (3) , pero en este artículo solo pretendemos dar una representación de ellas.

Muchos años después de los resultados de EULER, en el año 1998, CHEN y SRIVAS-
TAVA [11] dieron varias representaciones en series para ζ (3), que convergen mucho más
rápido en comparación con (3), entre las que se incluye

ζ (3) = −8π2

5

∑
k≥0

ζ (2k)

(2k + 1) (2k + 2) (2k + 3) 22k
.

En el año 2000 SRIVASTAVA [28] dedujo el siguiente resultado:

ζ (3) = −6π2

23

∑
k≥0

(98k + 121)ζ (2k)

(2k + 1) (2k + 2) (2k + 3) (2k + 4)(2k + 5)22k
.

También en ese año, BORWEIN y otro autores [9] dedujeron la siguiente representación en
series:

ζ (3) =
2π2

7

log 2− 1

2
+
∑
k≥1

ζ (2k)

4n (n+ 1)

.
En el año 2008, KHODABAKHSH HESSAMI PILEHROOD y TATIANA HESSAMI PILEH-
ROOD [20] dedujeron la expresión

ζ (3) =
1

4

∑
k≥1

(−1)
n−1 56n2 − 32n+ 5

n3 (2n− 1)
2 (2n

n

)(
3n
n

) ,
que es conocida como la fórmula de Amdeberhan para ζ (3); véase para más detalles [3].
Y ese mismo año [21] a la siguiente expresión:

ζ (3) =
∑
k≥0

(−1)
n n!10

(
205n2 + 250n+ 77

)
64 (2n+ 1)!5

,
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obtenida inicialmente por AMDEBERHAN Y ZEILBERGER en [4]. Luego, en el 2010,
KHODABAKHSH HESSAMI PILEHROOD y TATIANA HESSAMI PILEHROOD [22] derivaron
la siguiente fórmula:

ζ (3) =
1

2

∑
n≥1

(−1)
n−1 205n2 − 160n+ 32

n5
(
2n
n

)5 ,

conseguida inicialmente por AMDEBERHAN y ZEILBERGER en el año 1997; véase para
más detalle [4].

Un poco más recientemente, en el 2014, en [25] SORIA-LORENTE dedujo, a partir de
ciertas formas ortogonales, la siguiente representación en series:

ζ (3) =
7

6
+
∑
n≥1

24n3 + 30n2 + 16n+ 3

2n3 (n+ 1)
3

ΘnΘn+1

,

siendo

Θn = 4F3

 −n,−n, n, n+ 1

1

1, 1, 1

,
donde rFs denota las series hipergeométricas ordinarias; véase para más detalle [16, 17,
19].

En el caso de ζ (5), ζ (7), ζ (9) y ζ (11) no ocurre lo mismo que en el de ζ (3).
Todavía queda mucho que investigar en este sentido; no han sido numerosos los resultados
obtenidos hasta el momento, ni tampoco han sido muchos los autores que se han dedicado
a desarrollar estas áreas de las matemáticas, por lo cual aún continúa siendo un problema
abierto el estudio de nuevas representaciones en series para estas constantes y, sobre todo,
el estudio de las propiedades aritméticas de las mismas [24].

Uno de los resultados vinculado con ζ (5) es el propuesto por SRIVASTAVA en [28],
donde dedujo lo siguiente:

ζ (5) =
2π2

27
ζ (3)− 4π4

9

∑
k≥0

ζ (2k)

(2k + 2) (2k + 3) (2k + 4)(2k + 5)22k
.

Otro de los resultados fue conseguido en el año 1996 por los autores BORWEIN y BRADLEY,
quienes arribaron a esta expresión:

ζ (5) = 2
∑
k≥1

(−1)
k+1

k5
(
2k
k

) − 5

2

∑
k>j≥1

(−1)
k+1

j−2

k5
(
2k
k

) ;

véase para más detalle [7, 8].
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Más adelante, en el año 2008, KHODABAKHSH HESSAMI PILEHROOD y TATIANA

HESSAMI PILEHROOD [20] dedujeron las siguientes representaciones en series:

ζ (5) =
3

16

∑
n≥1

(4n− 1)
(
16n3 − 8n2 + 4n− 1

)
(−1)

n−1
n5 (2n− 1)

(
2n
n

)(
3n
n

) +4−1
∑

n>k≥1

(−1)
n (

56n2 − 32n+ 5
)

n3 (2n− 1)
2 (2n

n

)(
3n
n

)
k2
,

y

ζ (5) =
∑
n≥1

(−1)
n (

31n2 − 20n+ 4
)

n7
(
2n
n

)5
+
∑
n≥1

(−1)
n (

205n2 − 160n+ 32
)

n5
(
2n
n

)5
 ∑

1≤k≤n−1

1

k2
−
∑

0≤k≤n

1

2 (k + n)
2

,
respectivamente.

Entre los pocos resultados vinculados a ζ (7) se encuentran los conseguididos por
BORWEIN y BRADLEY en año 1996 [7, 8, 22, 23]

ζ (7) = 2
∑
k≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k7
− 2

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k5j2

+
5

2

∑
k>j>i≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j2i2

,

y

ζ (7) =
5

2

∑
k≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k7

+
25

2

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j4

,

respectivamente. También cabe destacar que en el año 2008, KHODABAKHSH HESSAMI

PILEHROOD y TATIANA HESSAMI PILEHROOD [21] dedujeron el siguiente resultado:

ζ (7) =
1

2

∑
n≥1

(−1)
n (

25n2 − 10n+ 2
)

n9
(
2n
n

)5
− 1

2

∑
n≥1

(−1)
n (

205n2 − 160n+ 32
)

n5
(
2n
n

)5
 ∑

1≤k≤2n

1

k4
−

∑
1≤k≤n−1

3

k4

.
En los trabajos antes mencionados de BORWEIN y BRADLEY se pueden encontrar las
siguientes representaciones en series para

ζ (9) =
9

4

∑
k≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k9
− 5

4

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k7j2

+ 5
∑

k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k5j4

+
45

4

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j6

− 25

4

∑
k>j>i≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j4i2

,
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y

ζ (11) =
5

2

∑
k≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k11

+
25

2

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k7j4

− 75

4

∑
k>j≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j8

+
125

4

∑
k>j>i≥1

(−1)
k+1(

2k
k

)
k3j4i4

,

respectivamente.

En cuanto a las representaciones en series para ζ (2k + 1) con k ∈ N, el lector puede
encontrar un buen número de ellas en el trabajo [29], presentado por SRIVASTAVA en el
año 2012. Uno de los resultados registrados en dicho trabajo fue el alcanzado por ZHOU y
CAI [32] en el año 2007, donde ambos dedujeron

ζ (2n+ 1) = (−1)
n 4 (2π)

2n

(2n + 1)!

∑
k≥0

R2n+1,kζ (2k) ,

siendo los coeficientes R2n+1,k racionales dados mediante

R2n+1,k =
∑

0≤m≤2n

(
2n

m

)
(2n+ 1)B2n−m

22k+m+1 (2k +m+ 1) (m+ 1)
.

Por otro lado, en el año 2014 [26] SORIA-LORENTE y otros autores presentaron ciertos
resultados vinculados con la función zeta de Hurwitz, donde entre los casos particulares se
encuentran precisamente las siguientes representaciones en series:

ζ (2n+ 1) = (j + 1)
−(2n+1)

2n+2F2n+1

 1, j + 1, . . . , j + 1

1

j + 2, . . . , j + 2


+

∑
0≤k≤j−1

2F1

 −k, 1 1

2

, j ∈ N,

y

ζ (2n+ 1) = 2n+1F2n

 1, . . . , 1

1

2, . . . , 2

− 2−(2n+1)
2n+2F2n+1

 2, . . . , 2

1

3, . . . , 3

.
respectivamente. Los autores del presente trabajo, recomiendan continuar desarrollando el
tema presentado, fundamentalmente en aras de vincular dichos resultados con la posible
irracionalidad de los valores de la función zeta de Riemann en argumentos impares.
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