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Aplicaciéon de una desigualdad integro
diferencial en el analisis cualitativo de las
soluciones de un sistema integrodiferencial tipo
Volterra

Application of an integro—differential inequality to the qualitative
analysis of solutions of an integro—differential Volterra type system
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RESUMEN. En este trabajo es obtenida una nueva desigualdad integral
del tipo Gronwall-Bellman-Bihari, la que es utilizada en el estudio de
la acotacién, la atractividad y el crecimiento lento de las soluciones de
un Sistema Integro-Diferencial tipo Volterra.
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ABSTRACT. In this paper a new integral inequality of Gronwall-
Bellman-Bihari type is obtained, that is used in the study of the boun-
dedness, atractivity and the slow growth of the solutions of a System
Integro-differential Volterra type.
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1. Introduccién

Uno de los métodos de trabajo para el estudio de la acotacion, el crecimiento
lento y la atractividad de las soluciones de los Sistemas Integro-Diferenciales
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tipo Volterra, consiste en construir desigualdades integrales de tipo Gronwall-
Bellman-Bihari [1], [2], [3], [4], [5],[6],]7]. En este trabajo se propone una nueva
desigualdad que permitira obtener condiciones suficientes para el estudio de las
propiedades antes mencionadas de las soluciones z(t) del sistema

2 (8) = Alt)a(t) + / B(t, $)x(s)ds + f(£), (1)
0

donde A(t) y B(t,s) son matrices cuadradas de orden nm continuas, n > 1,
0<s<t<4ooy f:]0,+00) = R™ continua, asi como, para que x(t) — 0
cuando ¢t — 4o00. Este trabajo toma como referencia los resultados obtenidos
por [7], [8], [9]. La desigualdad obtenida permite obtener mayoraciones para
las funciones desconocidas z(t) y 2’(t) en término de las funciones a(t) y b(¢).
Aqui intervienen un conjunto de funciones continuas x(t) > 0, (z(0) # 0),
Z'(t) > 0,a(t) > 0,b(t) > 0 definidas en el intervalo [0, +00). Esta desigualdad
es de gran importancia en la demostracién de los resultados que se exponen
en la ultima parte del articulo, donde se dan condiciones suficientes que per-
miten garantizar las propiedades cualitativas de las soluciones del sistema (1)
mencionadas anteriormente.

2. Principales resultados

El siguiente teorema constituye una extension de uno de los teoremas dados
por [7] y [8]. Las funciones x(t), z'(t), a(t), b(t) son las mismas que se definieron
con anterioridad.

Teorema 1. Si

Pt <k+ / [a(s)a (s) + b(s)2’ (s)(a(s) + 2 (5))]ds (2)
0

entonces

keap ( Of a(s)ds)
b(s)eap { [(a(r) + l)dr] |

0

2'(t) <
1 —[z(0) + k]

O —

Demostracién. Sea
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por lo que (2) se puede escribir como

' (t) < m(t); (4)
integrando (4) obtenemos
z(t) <z(0) + [ m(s)ds; ()
/
sustituyendo (3) y (4) en (2) se obtiene
m'(t) < a(t)m(t) + b(t)m(t) [x(O) + /m(s)ds + m(t)] : (6)
0
Hagamos
v(t) = z(0) + /m(s)ds +m(t); (7)

derivando esta expresién se obtiene
V() =m(t) +m/(t); (8)
teniendo en cuenta (6) tenemos
V' (t) < a(t)v(t) + bt (t) + v(t),
o lo que es lo mismo
V(1) < (alt) + LYu(t) + (N2 ()

resolviendo esta inecuacién diferencial se obtiene que

2(0)+ Heap (flat)+1))

0

v(t) <

1 — [2(0) + K] g‘b(s)exp ( (a(r) + 1)dr> ds

0

sustituyendo v(t) en (6) obtenemos

0+ Heap ( f(ate) + 1)ds )

0

m/(t) < a(t)m(t) + b(t)m(t)

1 — [2(0) + A J b(s)eap < j(a(r) + 1)dr> ds
por tanto,
(1) [2(0) + k] b(t)exp (f(a(s) + 1)ds>
ey <o)+ .

1 — [2(0) + K] g‘b(s)exp ( [a(r) + 1)dr> ds

0
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integrando la dltima expresion se obtiene

veap ([ a(s)as)

0

m(t) <

1—[z(0) + k‘]{tb(s)exp (Ofs(a(r) + 1)dr> ds

teniendo en cuenta (4) se concluye que

teap ([ atsyis

2 (t) < v

- 1 —[z(0) + k] Oftb(s)exp <f(a(r) + 1)dr> ds

0

3. Aplicaciones

En esta seccion se muestra como es posible utilizar la desigualdad obtenida
en la demostracién de un teorema, en el cual se dan condiciones suficientes para
garantizar el estudio de la acotacion del sistema (1), ademds se obtendrén dos
corolarios; el primero referido a la atractividad y el segundo al crecimiento lento
de las soluciones. A continuacién se precisan algunos de los conceptos béasicos
que seran utilizados posteriormente. Para un tg > 0 y una funcién continua
¢ : [0,t9] — R™ una solucién del sistema (1) es una funcién z : [0, +oc0) — R
que satisface este sistema para t > to y tal que z(t) = ¢(t) para 0 < ¢t < to.
Bajo las condiciones establecidas, el sistema (1)tiene solucién tnica denotada
por z(t,to,¢) o simplemente x(t). La solucién x(t) = 0 del sistema (1) se
llama solucién nula. Las soluciones del sistema (1) que satisfacen la condicién
x(0) = zg estdn dadas por la férmula de variacién de los pardmetros:

t

o(t) = R(t,0)a(0) + [ Blt,9)f(5)ds.
0
donde R(t,s) es una matriz cuadrada de orden n que satisface la condicién

% = —R(t,s)A(s) — /R(t,u)B(u, s)du, R(t,t)=1.

S
A continuacién precisamos tres definiciones que facilitardn la comprensién de
los resultados que se expondran en lo adelante.

Definicién 1. Una funcién continua z(t) se dice lentamente creciente si y s6lo
si para todo a > 0 existe una constante M > 0 (que puede depender de «) tal
que [#(t)] < Mexp(at)

Definicién 2. Para una funcién ¢ € C(Ry) y t € Ry su norma se define como

[o()]leg = max{|o(t)[: 0 <t <to}.
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Definicién 3. La solucién z(t) del sistema (1) es atractiva si para todo tg > 0

existe dp > 0 tal que si ||¢(t)||s, < 0 entonces |z(t, to,d)|— 0 cuando t — +o0.

El siguiente teorema garantiza la acotacién de las soluciones del sistema (1).

Teorema 2. Sea x(t) solucion del sistema (1). Supéngase que se cumplen las
condiciones siguientes:

OR(t,5)f(s)

@) |[———

ot
(b) [R'(£,0)x(0)| +[f(O)I <k keR}

< a(s)|2'(s)] + b(s)|2" (s)|[|l=(s)] + |2"(s)]]

(© [ exp ( | a(s)ds) dt < +o0

0 0
(d)

0 0

—+oo t
1 *
/ b(t)exp (/(a(r) + 1)dr) dt < K; < m,x(()) #—k, K €RY,

entonces z(t) estd acotada.

Demostracion. Dado que

entonces

2(1) = R (£, 0)2(0) + / 8Réi’ %) Fs)ds + f(2).

0

Luego de (a) y (b) resulta que
|2/ (8)] < K+ /[G(S)Ix'(S)I +b(s)[2’ (s)[(lx(s) + [2'(s)])]ds -
0

Por el teorema (1) se cumple que

|2/ (t)] < - <0f(5)dﬁ)

- 1 —[z(0) + k] fb(s)ea:p [g?(a(r) + 1)dr}

)

o
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integrando ésta tultima desigualdad entre 0 y ¢, obtenemos

¢ kexp [ft a(s)ds} dt
= / 1— jb Oexp (0} a(r) + 1]dr> du ol

y usando las condiciones (c) y (d) se concluye que z(t) estd acotada.
Corolario 1. Si en el teorema 2 se agrega la condicion
(e) Existen M, € RY tales que M > 1y Blz(t)| < (M —1)|2'(t)]

v se cambian las premisas (a) y (b) por las siguientes

OR(t,s) a(s)
ottt

%Iw’(é’) + Ba(s)| [[x(s)] + [ (s) + Ba(s)]] exp[-B(t — 5)]

(b’) |R'(¢,0)z(0)| + |f(¥)| < % , respectivamente, entonces xz(t) — 0 cuando
t — +00.

(/) |2(s) + Ba(s)lexp[—B(t — )]+

+

Demostracion. De las premisas (a') y (b') y la férmula de variacién de los
parametros se infiere que

[ Oleap(6) < 37 + 77 [las)la'(5) + Bal)+
0
£ 0(5) |2/ (5) + Ba(3)] (Ja(s)| + [#/(s) + (o) eap(5s)ds
por tanto,
[ (Dlean(Bt) < 1 + = / Sep(55))' 1+

+0(s)[I(2(s )exp(ﬁ'a’)) | (lz(s)exp(Bs)| + |(z(s)exp(Bs))'|)]ds

De la condicién (e) es inmediato que

M|x'(t)|exp(Bt) > [|2'(t) + Ba(t)[]exp(Bt > |[z(t)exp(Bt)]']);
luego, de las dos tltimas desigualdades, se obtiene la siguiente estimacién
t
[z ()] <k + /[a(S)Ixi ()] + b(s) [ (s)| (w1 (s) + [ (5)])]dls ,
0

donde x4 (t) = z(t)exp(5t) y x1(0) = z(0); aplicando el teorema 1 y las premisas
(c) y (d) del teorema 2 garantizamos que z1(t) < K donde K € R% y esto

significa que z(t) — 0 cuando t — +o00. M
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Corolario 2. Supongamos que se cumplen las condiciones (c) y (d) del teorema
2, las condiciones (e) y (b’) del corolario anterior y que ademés

< “a1(5) ~ Bals)leapl(t - )+

+ Wslw’(S) — Ba(s)| [[x(s)] + [a'(s) — B(s)l] exp[B(t — 5)] .

OR(t, s)

(a//) 8t

Entonces la solucién x(t) del sistema (1) es lentamente creciente.

Demostracion. De la férmula de variacién de los pardmetros y las premisas b’

y a’ se deduce que
t
+ 7 [@l ) - Balo)+

0
+b(s)[2’ (s) = Br(s)| (|=(s)| + |2'(s) — B (s)[)]exp(—PBs)ds

|2’ (t)|exp(—Bt) <

E |

por tanto,

[ (Dleap(~p) < o= + = / (s)en(—5s))' |+

+ b(s)

(2(s)exp(— BS)) | (Jz(s)exp(—Bs)| + |(z(s)exp(—Bs))'|)lds
teniendo en cuenta la condicién (e), se sigue que

o' (t)|exp(—Bt) = (|’ (t) + Ba(t)|Jexp(—Bt >
> |z’ (t)exp(—Bt) — Ba(t)exp(—pt)| > |[x(t)exp(—5t)]']);

de las dos tltimas desigualdades obtenemos

()] < k+ /[a(é’)lxi () +b(s)|1 ()] (Jw1 (s) + |21 (s)]ds
0

donde x1(t) = z(t)exp(—pt) y 1(0) = z(0). De acuerdo con el teorema 1y
las premisas (c) y (d) se puede asegurar que x1(t) < K, donde K € R* y esto
significa que |z(t)| < Kexp(pSt), tal como se queria.

4. Conclusiones

La desigualdad integrodiferencial obtenida constituye una extensién de de-
sigualdades obtenidas anteriormente. Dicha desigualdad permitié estudiar la
acotacion, la atractividad y el crecimiento lento de las soluciones de un sistema
integrodiferencial tipo Volterra.
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