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RESUMEN. El objetivo de este escrito es servir como introduccion al
estudio de una fascinante interseccién entre los enfoques analiticos y
algebraicos a la teoria de nimeros. En particular, se desea introducir
al lector al estudio de la teoria de las llamadas funciones zeta y L. El
tema comun que trasciende secciones especificas de este trabajo es el
de las implicaciones aritméticas de las propiedades analiticas de tales
funciones. Las funciones L son funciones meromorfas de una variable
compleja s. Existe una gran variedad de tales funciones, empezando
por la cléasica funcién zeta de RIEMANN, que se generaliza a la fun-
cién zeta de DEDEKIND de un cuerpo de nimeros algebraicos arbitrario
K, sin olvidar las funciones L de DIRICHLET y sus generalizaciones a
las funciones L. de HECKE y ARTIN. Todas han sido utilizadas como
herramientas en el estudio de problemas profundamente aritméticos.
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ABSTRACT. The aim of this paper is to serve as an introduction to
the study of the fascinating intersection between analytic and algebraic
approaches to number theory. In particular, we want to introduce the
reader to the study of the theory of zeta and L functions. The common
theme that transcends specific sections of the paper is the arithmetic
implications of the analytical properties of such functions. The L fun-
ctions are meromorphic functions of a complex variable s. There are a
variety of such functions, beginning with the classical RIEMANN’s zeta
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function, which is generalized to the DEDEKIND’s zeta function of an
arbitrary algebraic number field K, without forgetting the DIRICHLET’s
L functions and their generalizations to HECKE and ARTIN L functions.
All have been used as tools in the study of arithmetical problems.

2010 AMS Mathematics Subject Classification. 11M06, 11M36, 11M41

1. Imntroduccion

En la segunda seccién recordamos algunas de las propiedades més elemen-
tales de la funcién zeta de RIEMANN, la més simple de las funciones L. En la
siguiente, nuestra atencién se enfoca en el estudio de las funciones L introduci-
das por DIRICHLET en su demostracion del teorema de la infinitud de primos en
las progresiones aritméticas. DIRICHLET proporciona una férmula del ntmero
de clases para el valor L(1, x) en términos de dos cantidades numéricas intima-
mente relacionadas con las propiedades aritméticas de un cuerpo cuadratico, a
saber el namero de clases hg, y su regulador Ry.

Luego, en la cuarta seccién, se retoma la evolucion histérica del estudio de
valores de funciones L en s = 1, procediendo a la demostraciéon de la férmu-
la del ntimero de clases de DEDEKIND, que generaliza aquella de DIRICHLET.
La demostracion de este hermoso resultado involucra partes iguales de andli-
sis y aritmética, sintetizando resultados previos relativos a la funcion zeta de
RIEMANN y las funciones L de DIRICHLET. Cabe mencionar que hacemos un
estudio de las funciones L de DEDEKIND en el punto s = 0, pues las llamadas
conjeturas de STARK se enuncian alrededor de este punto.

Finalmente, en la ultima seccién, se exponen funciones L més generales
como las de HECKE y las de ARTIN. Como colofén, y sirviendo de conclusién
natural a los temas expuestos, se explica el concepto de regulador de Stark y
su conexién conjetural, también debida a STARK y otros investigadores, con los
valores especiales de L(0, x) de las funciones L de ARTIN.

2. La funcién zeta de Riemann: ((s)

La funcién zeta de Riemann conocida ampliamente por la famosa conjetura
de Riemann sobre sus ceros, es la funcién més simple de todas las funciones L.
En seguida mencionamos hechos importantes de la funcién ((s), y a lo largo
del escrito, se veran las relaciones que hay con las otras funciones L.

Para no ir en contra de la notacién dada en la mayoria de la bibliografia,
dado un s € C lo escribiremos siempre asi: s = o + it.

Definicién 2.1. Si s € C, donde R(s) > 1, se define la funcién zeta de Riemann
por la serie

1

)=~

ns’
n=1

Para esta funcién se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 2.2. [Producto de Euler.] Para Re(s) > 1 se tiene la siguiente igual-

dad: .
<<s>=H(1—p15) ,

P
donde el producto recorre todos los niimeros primos.

Ademés, es bien conocido que la funcién {(s) posee una extensién holomorfa
a C\ {1}, tal como lo expresa el siguiente resultado:

Teorema 2.3. La funcidn ((s) tiene una extension holomorfa C\ {1} la cual
verifica la ecuacion funcional

w2 (s/2)00s) = w0 (A et - o

ademas en s = 1 posee un polo simple, cuyo residuo es 1.

Sea &(s) definida de la siguiente manera:

€(s) = 355 = Dn~2T(s/2)C(6), 1)
entonces £(s) es una funcién entera y
§(s) = &(1 —9), (2)

como se ve mediante un calculo directo, gracias a la ecuaciéon funcional del
teorema 2.3.

3. Funciones L de Dirichlet.

Para hablar de funciones L de Dirichlet, es necesario hablar de los llamados
caracteres de Dirichlet.

Definicién 3.1. Si x : Z — S' U {0} C C satisface las siguientes condiciones

x(ab) = x(a)x(b) para cada a,b € Z;
x(a) =0 solamente si (a, k) # 1,

entonces x se llama un cardcter de Dirichlet modulo k. Si ademds, para cada
divisor d de k, en donde 1 < d < k, existe un entero ¢ = 1 (mdéd d), con
(a,k) = 1, tal que x(a) # 1, el cardcter se dice primitivo. En caso contrario,
decimos que el caracter x no es primitivo.

Proposicion 3.2. Sea x un cardcter médulo k, entonces x no es primitivo si,
y solo si, x(a) = x(b) cada vez que (a,k) = (b,k) =1 y a = b (mdd d) para
algun divisor propio d de k.

Demostracion. Supongamos que x no es primitivo; asi existe algin divisor pro-
pio d de k tal que para cada [ = 1 (mdd d), entonces x(I) = 1. Ademés como
(a,k) = (b,k) =1y a=0b (mbd d), entonces existe a’ tal que aa’ =1 (mdd k),
y ademds aa’ = ba’ (méd d). Por tanto,

x(aa') =1 = x(ba').
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Como x(a') # 0, entonces se obtiene x(a) = x(b). Para lo reciproco, basta
tomar b=1.

Definiciéon 3.3. Si x es un caracter no primitivo médulo &, entonces restringido
a (Z/ dZ)*, es un caracter numérico x* médulo d, en donde d es el niimero que
existe por la anterior proposicién. Se dice que x* induce el cardcter x, o que x
es inductdo por x*.

Observacién 3.4. Dado k, existen exactamente ¢(k) caracteres médulo k. El
cardcter x(a) = 1 para cada (a,k) = 1 serd denotado por xo y es llamado el
cardcter principal médulo k.

Un caracter del cual se hablara con frecuencia, es el generado por el simbolo
a
de Kronecker (7) Este cardcter xx (méd k) se define por la relacién

b
Xk(n) = <:)

Definicién 3.5. Para un caracter de Dirichlet y moédulo k, se define la funcion
L de Dirichlet asociada al cardcter de Dirichlet x asi:

L(s,x) =) X(?),

n

donde s € C,y o > 1.

Algunas propiedades que se necesitardan posteriormente son las siguientes
(sus demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [1]).

Si x es un caracter no principal y > 1, entonces:

> @ = L(1,x) + OG) (3)

n<x

ZW:_L’(LX)JFO(IO?U). (4)

n<xz "

DIRICHLET estudié estas funciones como funciones de variable real, pero
despusés de los estudios realizados por RIEMANN a su funcién zeta como funcién
de variable compleja, se realizé el mismo trabajo a las funciones L de Dirichlet,
y se obtuvieron resultados andlogos como el siguiente:

Teorema 3.6. L(s, x) es una funcidén analitica y satisface el producto de Euler:

Lis,0 =[] (1 - X(p))_l. (5)

s
» p
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Observaciéon 3.7. Dado que el anterior resultado es vélido para cualquier
caracter de Dirichlet, se tiene la siguiente igualdad:

1
ss) =@ [T (1- ). ()
plk
en donde ((s) es la funcién zeta de Riemann.

Dado que ((s) tiene un polo de orden 1 en s = 1, por la anterior observacién
se tiene que L(s, xo) es una funcién analitica en C\ {1}, y en s = 1, posee un
polo simple cuyo residuo es

[I(s) o

Un resultado similar se puede demostrar para x # xg, solo que para ello el
camino a recorrer es mas extenso. Una vez se tenga demostrado el resultado
para los caracteres primitivos, se puede extender a cualquier cardcter x # xo
modulo k, gracias al siguiente lema:

Lema 3.8. Sea x* un caracter primitivo modulo ki, y x un cardcter inducido
por x* mddulo k, entonces para Res > 1 se tiene:

2s0 = L) I (1- £2),

pS
plk
ptk1

Demostracion. Como x(p) =0y x*(p) # 0 siy s6lo si p|lk y pt ki, se tiene

s =TT (1= ) = (1-X2) T (- X))

p P plk p’
ptk1
. X" (p
:L(s,x)H(l— (S)>,
p
plk
ptky
con lo cual queda demostrado el lema. ]

Dado que los caracteres médulo k& son completamente multiplicativos, se
tiene
X*(-1) =1.
Por tanto, surge de manera natural la siguiente distincion:

Definicién 3.9. Sea x un cardcter médulo k. Si x(—1) = 1, entonces x se
llama un cardcter par; en caso contrario, x(—1) = —1, se llama un cardcter
mpar.
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Esta distincion es necesaria para hablar de otro resultado analogo al de la
funcién zeta de Riemann que satisfacen las funciones L de Dirichlet como lo es
la ecuacion funcional. Mas precisamente, se tiene el

Teorema 3.10. Sea x # X un cardacter primitivo médulo k. Entonces la fun-
cién L(s, x) puede extenderse analiticamente a todo el plano complejo. Adema4s,

S1
5— 0 si x(-1)=1
)1 siox(—1) = —1,

s+48

0= (7) (50t

entonces se satisface la siguiente ecuacion funcional:

7:6
6(1 - S?Y) = (;«(1\/];2)5(8’ X)7

donde X es el cardcter conjugado de x y G(1,x) = an:l X(m)ey. [l

Observacion 3.11.
i'VEk
G(1,x)

2

4. La férmula del nimero de clases de Dirichlet.

Aqui vamos ahora a encontrar la primera relacién entre andlisis y algebra,
ya que se va a relacionar un concepto analitico, como es el nimero de clase de
formas de discriminante d, con un concepto algebraico como es el nimero de
clases de ideales del anillo de enteros Ox = A N Q(v/A) del cuerpo numéri-
co K = Q(v/A), en donde A es el conjunto de los enteros algebraicos y A
esta relacionado con d mediante la siguiente igualdad:

de 4N siA=2,3 (mdd 4)
A siA=1 (méd 4),

Tendremos en cuenta el siguiente teorema importante, conocido como la
ecuacion de Pell.

Teorema 4.1. [La ecuacién de Pell] Sid > 0, existe 1 < € = xg + yo/d tal que
cualquier solucion de la ecuacion
2?2 —dy® =1

puede obtenerse como *+¢", en donde n = £1 £ 2 £ 3.... Esta solucion € se
llama Ia solucién fundamental de la ecuacion de Pell. ™

Si tenemos una forma cuadrética binaria f(z,y) = {a,b, ¢} = ax?+bry+cy?
donde ac # 0, y de tal forma que no se pueda factorizar (lo que implica que
d/4 = b*/4 — ac no es un cuadrado perfecto), el discriminante d de la forma es
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entonces 0 o 1 médulo 4. Ademas, si la forma satisface (a, b, c) = 1, tal forma
se llama primitiva.

Se puede considerar una relacion de equivalencia entre formas cuadraticas
utilizando la siguiente representacion:

’ /
{a,b, C} _xT (b(/l2 bé?) X, {a’,b’,c’} —_x'T <bfl/2 bc//Q) X/

.T/

donde X = z , X' = y’)' Entonces diremos que las dos formas son equiva-

lentes: {a,b,c} ~ {a’, b, '} si existe una matriz A € Max2(Z) tal que X = AX’
ydet A=1.

Teorema 4.2. Si dos formas f(x,y), g(z,y) de discriminante d < 0 son equiva-
lentes, entonces la equivalencia se lleva a cabo mediante wy matrices diferentes,
en donde:

6 sid=-3.
Wq = 4 sid= —4.
2

en otro caso.

En el caso d > 0, la situacién es mas complicada, ya que se deben buscar
soluciones de la ecuacion

t2 — du?® = 4.

Por el teorema de la ecuacién de Pell, dichas soluciones vienen dadas de la
forma 4¢™. Por esta razon si d > 0 se considera wg = 1.

Si denotamos con Clyx, K = (@(\/E)7 al conjunto de todas las clases de
formas de discriminante d médulo la relacién de equivalencia ~, y con h(d) al
nimero de clases de formas primitivas de discriminante d, entonces, gracias a la
siguiente proposicién, el hecho de que h(d) sea finito sale de manera inmediata.

Teorema 4.3. En cada clase de formas siempre hay una que satisface la con-
dicion
0] < la] < cl.

Demostracion. Si la forma es positiva, como a > 0, entonces

— Si ¢ < a entonces se hace z =Y y y = — X para obtener la forma equivalente
{¢c, —b,a}.

— Si |b| > a se hace la sustitucién x = X +uY y y = Y en donde u es tal que
|b1] = |b + 2ual < a para obtener la forma equivalente {a, b1,c1} donde ¢;
cumple que b7 — 4ac; = d.
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Este proceso para al cabo de un ntimero finitos pasos. El caso general se puede
obtener mediante una variacién de este algoritmo. &

A partir de esto se puede ver facilmente que cualquier forma definida positiva
es equivalente a una cuyos coeficientes satisfacen:

(7)

—a<b<a sic>a
0<b<a sic=a

Si una forma cuadrética se encuentra como se acaba de plantear, ella se
llama una forma reducida.

Definicién 4.4. Si #Clx = h(d), entonces d se llama un discriminante fun-
damental.

Se observa que un discriminante fundamental D es aquel que no se puede
expresar de la forma D = dyt? en donde dy es un discriminante. Por tanto, si
D =0 mébdulo 4, D/4 es 2 0 3 médulo 4.

Dado D un discriminante fundamental, se considera el cuerpo cuadratico
K = Q(vD) = Q(+/d) donde d es tal que
D— 4d siD=0 (mdéd4),
T ld siD=1 (mdd 4).

y también se considera el anillo de enteros Ok de K, el cual en este caso
particular esta conformado por:

S

] sid=2,3 (méd 4)
\/E] sid=1 (mdd 4),

2

A través de un célculo sencillo, se tiene que el discriminante A del cuerpo K
coincide justamente con D. Por otro lado, dado que las unidades o de Ok
satisfacen Nk /q(a) = £1, para buscar las unidades se deben buscar por tanto
soluciones de
+1 = 2% — dy®.

Si d < 0 estas ecuaciones tienen un numero finito de soluciones. Ellas son:
{1,¢,¢23,¢3 = —1,¢4,¢%) en donde ¢ = HY=3 i d = -3, {1,4,~1,—i} si
d= -1y {1,-1} en otro caso.

Si d > 0, por el teorema 4.1, la anterior ecuacién tiene infinitas soluciones,
ademads existe una tal que Fej son todas las unidades de Og. Tal unidad €y se
llama la unidad fundamental de K. Obsérvese que si € es la solucién fundamental
de la ecuacién de Pell y N g(eo) = —1, entonces €2 = e. En caso contrario
€ = €0-

Sean ahora I un ideal de Ok y {a1, @2} una base para I que satisface

ooy — odjas = N(I)VD, (8)
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donde o = a —bVd si @ = a+bVd, y N(I) es la norma del ideal. Se puede
construir entonces la siguiente forma cuadrética:

) = Mesz o)

Con este procedimiento se ha relacionado cada ideal con base {a1, as} a una
forma cuadratica. Lo importante es que su reciproco también es verdadero lo
que nos permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.5. Cualquier forma {a, b, ¢} de discriminante D se relaciona con un
ideal I de Ok cuya base {a1,as} cumple con la condicién de la ecuacion (8).

Demostracion. Si D < 0, entonces a > 0. Al tomar a; = a, ag = b_‘/ﬁ, se

2
tiene que N(I) =ay

N(ajz + asy)

N{T) = az? + bry + cy®.

Si D >0, al tomar a1 = aVD, y as = @7 se tiene que N(I) = —aD y

N(arz + asy)

_ 2 2 o
N{T) ax” + bxy + cy”.

Definicion 4.6.

i) Si I, J son ideales de O tales que existe v € K\ {0} y satisface vJ = I,
I, J se llaman equivalentes y escribimos I ~ J.

ii) Si v en el anterior item satisface que Ng,g(y) > 0, I,J se llaman es-
trictamente equivalentes y escribimos I ~ J.

Teorema 4.7. Dos formas cuadraticas son equivalentes si y solo si sus respec-
tivos ideales son equivalentes en el sentido estricto.

Demostracion. («<). Si I = vJ en donde N(v) > 0, y ademds g se relaciona
con J, y f se relaciona con I, entonces
_ Nz +Poy)  NOyawz —yagy)  N(awz — agy)
N(J) N(J) N(I)

luego g est4 relacionada con I, por tanto, g ~ f. ™

Si denotamos por Fk el conjunto de todos los ideales de Ok, hg = #(Fk /~),
h =#(Fk/~), se tiene que h = h(d) y ademds
. {h siD<0o0siD>0y N(e)=—1
0 =

9
L siD>0y N(eo) =1. ©

Con esta ultima ecuacion, se han relacionado dos ntimeros con caracteristicas
aparentemente muy diferentes.

Veamos ahora el valor exacto de h para finalmente obtener la férmula de
Dirichlet, donde ademds de eso, se relaciona con el valor L(1,x4) # 0.
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Definicién 4.8. La pareja (x,y) se dice una solucion propia de f(z,y) = k si
satisface la ecuacién y ademds (z,y) = 1.

Definicién 4.9. Sea d > 0. Se dice que una solucién propia de f(z,y) =k es
una solucion primaria de f si cumple: Si L = 2ax + (b+ \/ﬁ)y, entonces

donde € es la solucién fundamental de la ecuacién de Pell.

Dado que hay h(d) formas primitivas de discriminante d, de cada clase se
selecciona un representante f; tal que f1, f2, ..., fn(q) sea un sistema completo.

Teorema 4.10

1 a\  o(ld
s 2 3 (5) = S

1<k<N mlk
(k,d)=1

Teorema 4.11 Sean m > 0 y una elipse o una hipérbola centrada en el origen
(en el tltimo caso, se toma las dos ramas de la hipérbola junto con las dos
lineas rectas que pasan a través del origen). Se denota con I el drea dentro de
la regién. Si se multiplica cada punto por v/N, se denota con U(N) al mimero
de puntos en el reticulo de la figura ampliada cuyas coordenadas satisfacen:

x=zp (médm), y=yo (méd m).

Entonces
U(N) I

lim — = —.
N—ooco N m2

Demostracion. Al formar un reticulo en la figura original con lineas rectas
ortogonales tales que

To +r1rm _yo—i—sm
‘\/ﬁ ) y \/N b

se tiene un reticulo cuadrado cuyo lado mide m/v/N. Si se denota por W (N)
el namero de cuadrados cuyas esquinas suroeste estan dentro de la elipse o la
hipérbola, entonces U(N) = W(N). Dado que el drea de cada cuadrado en el
reticulo es m? /N, se sigue del teorema fundamental de célculo que

. m?
I= //dydx = ]\}gnoo WW(N)

de donde se concluye el resultado.
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Si R(k, f) es el numero de representaciones propias de k por la forma f, se
va a evaluar el promedio de R(k, f), es decir

1
i —
Jimo >
1<k<N
(k,d)=1

y ver que no depende de f, de manera que se podria hallar el valor de h(d) de
una manera més facil.

Teorema 4.12.

2 4)( d 1 d < O
/ 1 7\/@ S1
Jn oy 2 Rk =
1<k<N log ¢ $(d) sid>o0.

(k,d)=1 d

s

Demostracion. Si d < 0, entonces

>, R

1<k S
(k,d)=1
es el ndmero de pares de enteros (x,y) que satisfacen

0<f(x7y)§N7 (f(x7y)vd):1'

La segunda condicién fuerza a x, y a recorrer un sistema completo de residuos
modulo |d|. De ahi es suficiente considerar entonces los pares de enteros z, y
que satisfacen

flx,y) <N, z=z0 (médld]), y=yo (mdd |d]). (10)

Ahora, si d > 0, argumentando como antes, se necesita el nimero de puntos
(z,y) que satisfacen

— L
z,y) <N, L>0, 1<]|=]<é,
flay) < =l 1)
r=x9 (médd), y=yo (mdd d).
Por el teorema 4.11, tal nimero de puntos es U(N), ademds

> UWN)= Y Rkf).

(z,y) 1<k<N
(f(=,y),d)=1 (k,d)=1

Por tanto,

1<k<N (z,y)
(k,d)=1 (f(z,y),d)=1
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Por el teorema 4.11, limy_, o % no depende de f ni de (z,y); asi
i <~ Y ROk, £) = [dlo(1d) 3
N1—r>noo N ’ a d2 '
1<k<N
(k,d)=1
Si se logra ver que
2 :
i sid<0
I =

log e :
N d>0,
el teorema quedara demostrado.

Sid < 0, el rea de la elipse f(z,y) < 1 es bien conocida. Su valor es 27 /+/|d|
tal como se quiere.

Si d > 0, la condicién representa un sector de la hipérbola acotado por dos
lineas rectas a través del origen. Se puede asumir que a > 0. Dado que

L=2az+ (b+Vdy, IL=2az+(b-Vdy,
entonces se tiene que
LT = 4af(x,y)

y de ahi L > 0.

El 4rea requerida de la hipérbola es I = [[dzdy en donde la regién de
integracién es sobre LL < 4a, L >0y 1 < L/L < €. Al calcular esta integral
se tiene que I = loge/ V/d, con lo cual el teorema queda demostrado. ™

Teorema 4.13.

d
way/| |L(1,Xd) sid<0
27
h(d) =
vd L(1,xq) sid> 0.
loge

Observacién 4.13. Gracias a la ecuacién (9) se tiene

VId
“’d2 U (v sid<o
™

ho

L(1 i d > 0.
208 €0 (1,xa) sid>

donde € es la unidad fundamental de Q(v/d).
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5. La funcién L de Dedekind.

Ahora vamos a recordar algunos resultados basicos de teoria algebraica de
numeros. La mayoria de los resultados enunciados acd, se encuentran demos-
trados en libros tales como [2, cap. 2] y [3, cap. 1]; por tal motivo, si el lector
estd interesado en profundizar los resultados expuestos, estd ampliamente in-
vitado a consultar alguna de estas referencias.

Sea K una extension finita de Q de dimension n. Sea Ok es el conjunto de
enteros algebraicos de K.

Proposicion 5.1. Ok es un grupo libre de rango n sobre Z, es decir, existen
ay,Qo,...,0, € O tales que si a € O, existen ay,as, ..., a, € Z donde

a=a o+ +a,an,.

El conjunto conformado por {ay, aa, ..., a,} se conoce como una base entera
para Ok .

Como cada extensién finita de Q es separable, se utilizan las propiedades de
traza y norma con las notaciones habituales para un elemento a € K: Trg /g(c)
¥ Nk /g(a) respectivamente.

El discriminante del cuerpo de nimeros K, serd denotado por Ag.

Si K es un cuerpo de ntmeros de grado n sobre Q, existen exactamente n
encajes distintos de K en el cuerpo C. Esos encajes se clasifican de la siguiente
manera:

Definicion 5.2. Si la imagen del cuerpo K bajo el encaje o estd contenido en
R, tal encaje se llama real; en caso contrario, el encaje es llamado complejo.

Observacion 5.3. Si ¢ es un encaje complejo, entonces o # &, de manera que
hay un nimero par de encajes complejos.

Se va a denotar por r; el nimero de encajes reales de K, y por ro el
ntimero de encajes complejos no conjugados de K, de manera que se tiene
n = ri; + 2ry. Ademas, se tendrd en cuenta el siguiente orden para dichos
encajes: 01,02, ...,0y son los r; encajes reales, y

UT1+17ET1+17 O'r1+276r1+23 R O'T’1+r2a6r1+r2
los encajes complejos.
Definicién 5.4. Sea aj,as,...,a, un conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes en R™, el conjunto 9t que consta de los vectores de la forma
a1 + A0 + - -+ A O,

donde a; € Z, es llamado un reticulo completo sobre R™, y {a1, e, ..., ay,} una
base para M. Ademads, si

T ={a101 + agas + -+ + apay, | 0 < a; < 1},
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T es llamado un paralelepipedo fundamental del reticulo 9.
Es conveniente dotar a R x C"™ con la siguiente norma:
o[> =D af+2 Y |l (12)
i<T1 r1<i<ra

El hecho de que aparezca dos veces la norma al cuadrado de los elementos com-
plejos, modifica la diferencial de volumen en R™ x C"2 a la siguiente relacién:

dVol = 2"2dxy -+ -dxr, dRexp, y1dIma, 41 - dRexp yrodImay 4ry. (13)

La métrica que se utiliza en R™ x C™ serd entonces la inducida por la
anterior norma.

El covolumen del reticulo 91 se define como:
CoVol(97t) = Vol(R™/9M) = Vol(T).
Esta teoria fue trabajada ampliamente por MINKOWSKI, y frecuentemente
se le llama geometria de los numeros; sin embargo, aca sélo utilizamos algunas

herramientas bésicas sin entrar en detalles. Dado el orden a los encajes, se tiene
el siguiente homomorfismo:

K — R x C™
r— (Ui(m))iﬁrl-‘ﬂr

Ademaés se considera

N:R*xC? —C
i<ry r1<i<ri+ra

Se observa que N o j(a) = Nk g(a). Si se considera también el homomor-

fismo para cada = € R™ x C™ tal que N(z) # 0:
[:R™ x C? — R 5)
(x;) — (a;log |x;]) (

donde a; =1sii <71 ya; =2sir <i<ry+ry. Este homomorfismo se dice
logaritmico, y se cumple que si A = [ o j, entonces

D dilw) = log [Nk g ()|- (16)

Teorema 5.5. Si M = j(Ok), M es un reticulo completo de K y

CoVol M = /|Ak].
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Teorema 5.6. Si a # 0 es un ideal de Ok, entonces 9 = j(a) es un reticulo
completo y su covolumen esta dado por:

CoVol M = /|Ak|(Ok : a).

Si consideramos el grupo de ideales fraccionaros Jx de O se tiene que:

Definicién 5.7. Los ideales fraccionarios principales, (o) = aOk donde a €
K*, forman un subgrupo de Jg denotado por Pg. El grupo cociente

Clkg = Jk/ Pk
se llama el grupo de las clases de ideales de K.
Observacion 5.8. Se tiene la siguiente cadena exacta:

1-0x — K" — Jx — Clg — 1

Se quiere ahora ver que el orden de Clg es finito, y para ello se necesita
fuertemente el siguiente lema:

Lema 5.9. Sea a # 0 un ideal de Ok, entonces existe un elemento o € a tal
que

Mirale < (2) VARG

Con este lema, se obtiene el siguiente teorema, del cual presentamos un
bosquejo de su demostracion.

Teorema 5.10. El grupo de las clases de ideales de K es finito y su orden es
denotado por hy = (Jk : Pk).

Demostracion. Si p # 0 es un ideal primo de Ok, entonces Ok /p es una
extensién finita de Z/pZ donde pNZ = pZ, y como hay sélo un ntimero finito de
ideales primos que cumplen esta condicion, existe un niimero finito de ideales
cuya norma es menor o igual a p, es decir, hay un numero finito de ideales
a € Ok tales que

N(a) <M
para M un numero fijo. Por tanto, si se logra probar que para cada a existe
a’ € [a] tal que (') < M, el resultado del teorema queda demostrado. Dado

que para a~! existe v € K* tal que b = va~! C Ok, por el lema anterior,
existe o € b tal que

Vel < (2) VB
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T2
es decir N((a)b™1) < (i) V|Ak|. Como ab™! € [a] pues ab™! = ay~la, el
teorema queda as{ demostrado. ¥

Teorema 5.11. El conjunto A\(O};) es un reticulo completo contenido en el
hiperplano Ho de R™ "2 formado por los elementos

Ho = {JZ S R | Z]}i = 0}

Notacién 5.12. Se notard a r como r = dimHg =71 +r9 — 1.

Teorema 5.13. [Dirichlet] Existen elementos €1, €a, . .., €, € OF tales que para
cada o € OF, existen unicos a1, az,...,a, € Z y 1 es una raiz de la unidad
contenida en K tal que

o =neftey? el

Es decir, O} es un grupo finitamente generado de rango r.

Definicién 5.14. El conjunto {e;, €a, ..., €.} se llama un conjunto de unidades
fundamentales de K.

Se tiene también que el conjunto formado por {A(e1),. .., A(€.)} es una base
para el hiperplano Hgy. Si se toma la forma d¢; - - - d§, en Hy como el elemento
de volumen en Hg, se tiene que

R = CoVol(A(O%)) = / de, - dt,
Ho/AMO%)
se llama el requlador de unidades del cuerpo K. Se notara simplemente por R
si no hay lugar a confusion.
Dado que x € Ho/A(OF) si

x=&Ner) + - &N (ey),

cada vez que 0 < &; < 1, se verifica que R se puede hallar como el valor absoluto
del determinante de un menor arbitrario de rango r de la siguiente matriz:

)‘1(61) T )‘T1+7‘2 (61)
: : (17)

Arler) o Argm ()

Como el vector [ = 1/y/r1 +72(1,...,1) € R™*"2 tiene norma 1 y es orto-
gonal a Hg, se obtiene:

Observacion 5.15. El elemento de volumen usual en H; inducido por la in-
clusién Ho — R™ 72 es \/r| + ry veces el elemento d¢ - - - d§,.

Sin embargo, se puede modificar la definicién al debilitar las unidades de
Ok via localizacion, y definir lo que se conoce como S—unidades.
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Sea X un conjunto de ideales primos de un anillo 2, se denota por (X)) el
siguiente conjunto:

Ql(X):{Z |a7b62l,b¢preX}.

Sea S un conjunto finito de ideales primos de Ok, y sea X el conjunto de
todos los ideales primos de O excepto aquellos que estdn en S. Si se pone
O = Ok (X),

las unidades de O3 son llamadas las S-unidades de O . Tal conjunto se deno-
tara por K°.

Si se denota por Cly = Cl(O%) el grupo de S-clases de K se tiene la
siguiente proposicién:

Proposicion 5.16. La siguiente sucesion es exacta:
1— 0 — K¥ — P K*/O; — Clg — CI — 1,
pes
y ademds K* /Oy = 7Z, donde Oy es la localizacion de O por el ideal primo p.
Se siguen como corolarios los siguientes:

Corolario 5.17. K° = y(K) x Z#5t" donde p(K) es el conjunto de las raices
de la unidad contenidas en K.

Corolario 5.18 EI grupo de las S-clases Cl3- es finito.

Con las notaciones y definiciones introducidas hasta el momento, se puede
definir la funcién zeta de Dedekind.

Definicién 5.19. La funcién zeta de Dedekind asociada al cuerpo K se define
como:

1
(K (s) = Zma

donde la suma recorre sobre los ideales enteros de K.

Como se puede observar, la funcién zeta de Riemann no es méas que la funciéon
zeta de Dedekind asociada al cuerpo Q, y tal como para ella, se tienen para las
funciones zeta de Dedekind propiedades similares a las descritas en la seccion 2.
A continuacién presentamos esta funcion en términos de un producto de Euler.

Proposicién 5.20. La funcién (k (s) converge absoluta y uniformemente para
todo niimero complejo s tal que Re(s) > 1, y ademds se tiene que
1

e(s) =] (1—2p)~%) ",

p
donde el producto recorre todos los ideales primos de K.
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En la demostracién de esta proposicién, similar a la funcién zeta de Riemann,
se utiliza el hecho fundamental que cada ideal entero de K se factoriza de
manera unica en ideales primos.

En un estudio més profundo de la funcién (x (s), se logra demostrar que ella
se puede prolongar analiticamente y cumple una ecuacién funcional anédloga a
la que cumple la funcién zeta de Riemann.

Si para cada encaje real se toma el término Lg(s) = 7 */?T(s/2), y para
cada encaje complejo el término L¢(s) = 2(27)°T'(s), dado que hay ry encajes
reales y 79 encajes complejos, se tiene el factor

Loo(s) = Lg' (s)L(s). (18)
Teorema 5.21. La funcién
Zx(s) = |Ak|*? Loo(5)Cx (5)
puede extenderse analiticamente a C . {0, 1} y satisface la ecuacién funcional

6. La formula del niimero de clases de Dedekind.

Ahora vamos a relacionar el residuo de la funcién (x(s) en el punto s = 1,
con el numero de clases de Dedekind, y al final exponemos la funcién zeta de
Dedekind incompleta.

Gracias a que el vector
F=(1,...,1,2,...,2) & Ho,
—— ——
riveces Traveces

el conjunto formado por los elementos
", Me1), ..., A(&) (19)

es una base para R"1%"2. Por tanto, para cada x € R™ x C" tal que N(z) # 0,
se tiene que

W) =&+ &M er) + -+ &AM (er) (20)
donde &,&1,...,& € R. Sea w el numero de raices de la unidad contenidas en
K.

Definicién 6.1. Sea X el subconjunto de R™ x C" tal que:

a. Siz e X, entonces N(z) # 0.

b. Los elementos 1, ..., &, en la representacién de (20) cumplen las desigual-
dades 0 < &; < 1.

c. Sixj es la primera componente de z, entonces 0 < argzy < 27 /w.
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Teorema 6.2. En cada clase de niimeros asociados de K hay uno y solo un
numero para el cual su representacion geométrica en R™ x C™ estd en X .

Si se considera ahora la siguiente funcién:
1
3(s) = e (s>1) (21)
e, VG
donde M es un reticulo completo en R™ x C" cuyo covolumen estd dado por

Ay Y esun cono en R™ x C" tal que el origen no estd en Y, se tiene

Teorema 6.3. La serie 3(s) converge para cada s > 1y

’ _v

lim(s — 1)3(s) = 5.

donde v es el volumen del conjunto T dado por:
T={zeR" xC"™||N(z)| <1}.

Como en la anterior férmula aparece el volumen del conjunto T', ahora se
va a calcular tal valor. Hay que tener en cuenta que si € es una unidad de Ok,
entonces la transformacién en R™ xC" dada por « — j(€)x preserva el volumen
de una regién, pues el determinante de la transformacién es |Ng g(€)| = 1.
Teorema 6.4. El volumen del conjunto T estd dado por la formula

2" (2m)"2 R
V= ——
w

Calcular el volumen v directamente no es sencillo, por esta razon se calcu-
lard un volumen que estd relacionado con v. Se tendra en cuenta que la norma
utilizada en R™ x C™ es la definida en la ecuacién (13).

Demostracion. Sea ¢ la raiz de la unidad contenida en K tal que argoy(s) =
27 /w. Para cada 0 < k < r se consideran los conjuntos T} donde:

T —)Tk
T *)j((k)x.

Por lo mencionado antes de este teorema, T} tiene el mismo volumen de T'.
Dado que

IN(i(sF)a)] = [N (@)[[N(P)] = [N ()],

15 (")) = A(*) + () = I(=)

27k

w !

arg(j(s*)a)1 = argzy +
entonces x € T}, si

a. 0 <|N(z)|] < 1.
b. Los escalares ¢; de la ecuacién (20) cumplen que 0 < ¢; < 1.
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21k 2w (k + 1
o, IF gy < 2TERD)

w w
Por tanto, T = Ty, T4,...,Ty_1 son conjuntos dos a dos disjuntos. Sea T' =
UTky

T={xeT |z;>0,25>0,...,2,, >0}
Sea el punto n = (d1,...,0,,1,...,1) € R™ x C™ donde 6 € {-1,1}. La
traIEformacién dada por © — j(n)z preserva el volumen de T, y la imagen
de T bajo la transformacién, es un subconjunto de 7. Al considerar las 2"t
posibles transformaciones, la unién de las imédgenes de todas ellas coincide con
T'. Por tanto,
Vol(T") = 2" Vol(T).
Como Vol(T") es w veces el volumen v del conjunto T, entonces

2m —
= — Vol(T 22
v == Vol(T), (22)

de manera que es suficiente calcular el volumen del conjunto T. Al retomar
la ecuacién (16), dado que |Ng/g(e;)] = 1 para cada unidad fundamental,
entonces por la descomposicién de la ecuacién (20), se tiene que para = €
R™ x C™

log [N (z)| = £(r1 + 2r2) = ng,
por tanto, el coeficiente £ en la descomposicién de la ecuacién (20) estd dado
por

log |N(x
¢ lsIN@|
n
y asi se obtiene que
log | N
ta) = BN g ze) 4 6 (23)

de manera que al tomar la componente i-ésima del vector I(z) se tiene
a; log |N(x
) = LS 6,
<r

donde a; se toma como en la ecuacién (15). Para calcular el volumen de T, es
conveniente hacer el cambio de variable siguiente:

Tk = Pk E<mr

= COS
Yk = Pritk Pk r<k<ri+mry’
Zk = Pri+k SN @,

donde ., +r = yr + 92x. Un célculo directo da el valor del jacobiano como
J = Pri+1 " Pritra- (24)

El conjunto T queda descrito de la siguiente forma en términos de las variables

{pi}, {¢x}:
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a.0§¢i<27r.

b. p1 > 07"'ap7‘1+7‘2 >Opr?1 S 1.
c. Los coeficientes &; en la ecuacién

o ay .
log p}’ = ﬁlog <HP?’> +) &N (e),
satisfacen que 0 < ¢; < 1.

Al hacer el cambio de variable a {£,¢&y,...,&,} dado por
aj a;
logpj’ = —Llog€ + 3 &\;(ei) (25)

se tiene que

¢=11rt

Por tanto, el conjunto T queda determinado en las variables &,&1,...,&, por
las condiciones
0<e<, 0<¢& <1 paracadai=1,2,...,7.
El jacobiano de esta tltima transformacion es:
B3 p1Ai(er) e p1Ai(er)
J = det : :
/)7‘:1% pﬁ%)‘rl +72 (61) pﬁ%)‘n +7r9 (er)
_ PPt R ) (26)
ng2r 272 Dr 41 Protry

Con estos cambios de variable, dado que el producto de los dos jacobianos (24)
y (26) es R/2™ y que el elemento de volumen segin la ecuacién (12) es

2" dxq - - - dr,dRexyp, 41dSTy 41 - - dRe @y 41, dSTr) 41y

el volumen de T queda expresado de la siguiente forma:
R 2w 27 1 1
ora / / / / 2"2dgdgy - - - d&pdey - - - dy,
0 o Jo 0
= (2m)"R.

Vol T =

Gracias a la expresién dada en la ecuacién (22), se tiene entonces que
27 (2m)"2
20
w

R

tal como se querfa. M
Con estos argumentos, entonces se puede calcular el siguiente limite:
Teorema 6.5.[Nimero de clases de Dedekind.]
2" (2m)"2 Rh
lim (s — 1)Cxe(s) = 2 2m) = R
s—1 wA/ ‘AK|
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donde hg es el nimero de clases de ideales de K, R es el regulador del cuerpo,
v w es el nimero de raices de la unidad contenidas en K.

Gracias al teorema 6.5, se sigue de inmediato el siguiente corolario.

Corolario 6.6. La funcién Zk(s) tiene polos simples en s =0 y s = 1 cuyos
residuos son:

27’1+T2hKR 2r1+r2hKR

T y —w

respectivamente.

Gracias al residuo de la funcién Zg (s) en s = 0, se puede verificar de manera
facil el siguiente corolario:

Corolario 6.7. La funcién (k (s) tiene un cero de orden r en s = 0 y su primer
coeficiente en el desarrollo de Taylor al rededor de cero es

_Rhg
£

La siguiente funcién no es més que una generalizacion de la funcién zeta de
Dedekind, y las demostraciones de los resultados que se obtienen, siguen las
mismas pautas. Por tanto, los teoremas presentados no los demostraremos.

Definicién 6.8. Por un lugar de K, se entendera una clase de equivalencia de
valores absolutos no triviales sobre el cuerpo K.

Un conocido teorema dice que cada lugar de K viene de la valuacion p—adica
para un primo p, o es el valor absoluto de los encajes de K. A los ultimos se
les conoce como lugares infinitos, y con Sy, denotaremos el conjunto de tales
lugares.

Sea S un conjunto finito de lugares de K tal que So, C S. Para Re(s) > 1,
la funcion zeta de Dedekind incompleta estd dada por

Crs(s) = [T —9p) )"
pgs

En este caso, al hablar de ideal fraccionario de K, se habla de un Of(fmédulo,
y se denota por hg el nimero de clases de ideales de K respecto al anillo

0}9{. Por el corolario 5.17, si r = #S5 — 1 existen unidades uy, ..., u, tales que
{u1,us,...,u,} es una base para K°. Dado un lugar arbitrario pg € .S,
Rg = det (1
S 1969« (log [us[p)
peS~{pro}

es llamado el S—regulador de K, y no depende de la eleccién de pyg.

Con estas definiciones, se generaliza el corolario 6.7 mediante la siguiente
proposicién:
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Proposicién 6.9. La funcidn (i s(s) satisface que

hsRgs
w

S’I‘

Cr,s(s) ~ —
en una vecindad de s = 0.

No se puede dar por terminada esta parte sin antes relacionar la funcién
zeta de Dedekind con la funcién L de Dirichlet.

Teorema 6.10. La funcién zeta de Dedekind de un cuerpo cuadratico de dis-
criminante D satisface la siguiente igualdad:

Cr(s) = C(s)L(s, x)

Dado que ¢(s) tiene un polo en s = 1 con residuo 1, entonces se tiene:

Si D > 0, entonces 71 = 2 y ro = 0, por tanto, segin el teorema 6.5,

. , 2R
L(1,x) = il_{%(s = 1)((s)L(s,x) = 21_{1%(3 —1)Cr(s) = Nk
El regulador R de un cuerpo cuadrético cuando D > 0 es R = logeg, donde
€o es la unidad fundamental de O.

Si D < 0, entonces 71 = 0y ro = 1, por tanto el regulador del cuerpo es 1,
y segun el teorema 6.5,

, , _ 2r
L(L,x) = lim (s = 1)¢(s) L(s, x) = lm(s — 1)Cre(s) = mh
Esto es justo lo que nos dice la observacién 4.13. Luego hasta el momento, la
funcién zeta de Riemann, las funciones L de Dirichlet y finalmente, la funcién
zeta de Dedekind, estan profundamente relacionadas.

7. Conjeturas de Stark sobre valores especiales de funciones L mas
generales.

En esta ultima seccién, se dard una pequena explicacion, sin entrar en deta-
lles, acerca de funciones L maés generales como lo son las L de Hecke y las L de
Artin; se presentaran su ecuaciones funcionales, y como cierre de este escrito,
se expondra una conjetura de Stark en su forma mads simple, ya que a través de
los anos, han sido reformuladas y generalizadas, que solo entender su enunciado
nos llevaria quizé un escrito similar a este. El lector interesado en entrar en los
detalles expuestos puede consultar por ejemplo [3, 4, 5].

Antes de enunciar lo que son las funciones L de Hecke, es necesario algunas
notaciones basicas. Sea f un ideal entero de K, sea

I(f) = {a|a es ideal fraccionario de K y es primo relativo a f}.
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Por primo relativo se entendera un ideal a tal que ningiin ideal primo que divide
a f aparece en la descomposicién de a; P(f) estd definido por P(f) = Px N I(f);
y ademas

K(f) ={a e K|(a) € P(j)}-
Por Kj se notara el conjunto formado por aquellos elementos a € K(f) tales
que « =1 méd *f, en donde o =1 méd *f significa

a=1 méd fOr,

con T' = Uy;p. Finalmente por P; se entenderd el subgrupo de P(f) formado
por los ideales principales (o) tales que o € Kj.

Definicién 7.1. Sea x : I(f) — C un cardcter del grupo I(f). Si existe un
homomorfismo continuo xs de (R ®g K)* — C que satisface

x((@) = —

B Xoo (@)
para cada o € Kj, entonces el cardcter x se llama un cardcter de Hecke mdédulo
f ¥V Xoo €s llamado su tipo infinito.

Cabe recordar que R ®gp K 2 R™ x C™ si 1 ® a — (0y(a)) en donde {o;}
se toma como en la ecuacién (14).

Definicién 7.2. Si el cardcter de Hecke x médulo § es tal que x'[75) = x en
donde X’ es un cardcter de Hecke médulo ' y ' es el ideal mds grande para el
cual se tiene la restriccién, entonces f' es llamado el conductor del cardcter x.

Definicién 7.3. Sea (p,) € R™ x C?™2 donde o recorre el conjunto de encajes
de K, se dice que (p,) es un elemento admisible si p, € {0,1} cada vez que o
sea real, y p,ps = 0 si 0 es complejo y py, ps € ZT U {0}.

Si para los elementos en R™ x €272, las operaciones realizadas se hacen
componente a componente, entonces el cardcter y., se puede expresar de la
siguiente manera:

Proposiciéon 7.4. Si x es un cardcter de Hecke médulo § y xoo €S su tipo

infinito, entonces existen elementos tinicos p,q € R™ x C2?"2 donde p es un
elemento admisible tal que

Xoo () = N(aP|2|77419).

Como los elementos p, g determinan el caracter xo,, entonces se dice que el
cardcter x es de tipo (p,q).

Definicion 7.5. Para un caracter de Hecke x moddulo f, se define la funcién L
de Hecke asociada a x como

1
Hon == pme=

p
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donde el producto recorre todos los ideales primos de K, excepto aquellos que
dividen a f.

Como ya se mencioné anteriormente, HECKE logré demostrar que este tipo
de funciones L se podia prolongar analiticamente a todo el plano complejo,
excepto a lo més algunos puntos. JOHN TATE en su tesis doctoral dirigida por
EMIL ARTIN en 1950, hizo una demostracién mas transparente de este hecho
utilizando idéles, objetos matemadticos que fueron introducidos por WEIL y
CHEVALLEY en los anos treinta y cuarenta.

La importancia del trabajo de TATE, es que fue justamente él, el primero
en usar andalisis de Fourier adélico, en donde las funciones L surgen de ma-
nera natural, y hace que su demostracién sea mucho mas sencilla. Ademds
interpreté los caracteres de Hecke como representaciones automorfas del grupo
GL(1) de idéles del cuerpo K, de manera que abrié la puerta a generalizaciones
de representaciones automorfas de otros grupos, por ejemplo GL(N) cuando
N > 1.Enel caso en que N = 2y K = Q, corresponde justamente a las formas
modulares cldsicas y sus respectivas funciones L.

Lo que realmente se destaca de la continuacién analitica, es que en la de-
mostracién lo que realmente se prueba es lo siguiente:

Teorema 7.6. Sea x un cardcter médulo f y L(s, x) su funcién L asociada. Si
se define

A(s,x) = (JAKIN(1)? Loo(s)L(5, %),

donde L, es definido por la ecuacién 18, y N(f) es la norma del ideal f, entonces
A(s, x) admite una continuacién analitica a

C~ATr(—p+iq)/n,1+ Tr(p+iq)/n},

donde T'r es la suma de las componentes del vector evaluado, y p, q estan dados
por la proposicion 7.4. Ademads se satisface la ecuacién funcional

Als,x) = WX)A(1 = 5,X)
donde el niimero W (x) que aparece en la ecuacién, tiene norma 1.

Se observa que si el cardcter x es el trivial médulo Ok, la funcién L de
Hecke no es otra cosa que la funcién zeta de Dedekind asociada al cuerpo K,
como se puede verificar gracias al teorema 5.11, funcién de la cual se conoce
més que la ecuacién funcional, pues también se conoce el valor de los residuo
en sus dos polos. Luego las funciones L de Hecke son generalizaciones de las
tres funciones mencionadas anteriormente: zeta de Riemann, L de Dirichlet y
zeta de Dedekind.

Asi como se hizo con las funciones L de Hecke, se necesitan algunas nociones
previas antes de definir la funcién L de Artin.

Sean F, K cuerpos de ntimeros tal que F'/ K es una extensién de Galois finita.
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Definicién 7.7. Sea G = Gal(F/K) y sea p : G — GL(V') una representacién
compleja de G. La funcién
x:G—C
g — x(g9) =Trp(g),
donde T'r es la funcién traza, se llama el cardcter de G asociado a la represen-
tacion p.
Teorema 7.8. Dos representaciones de G son isomorfas si y solo si, tienen

asociado el mismo caracter.

Un poco de formalismo lleva a hablar del cardcter inducido y del cardcter
obtenido por inflacion. Si H < G cuyo orden es h y x es un caracter de H,
entonces

1
Ind$ x (o) = 7 Z x(t7toT)
TeEG
r loreH

es el cardcter inducido por x de H a G; y si x es un cardcter de G/H, se denota
con

Infly =xonm
donde 7 es la proyecciéon de G a G/H, al cardcter obtenido por inflacién.

Una notacién estandar que se incluird es la siguiente: Si w es un lugar que
divide a v, se denotard por €, el cuerpo de residuos Op /Py, .

Si v es un lugar finito de K, sea

v ={z €Ok |z|, <1}.

Entonces el cuerpo de residuos ¢, = Og/p, tiene Nv = pﬂeg(”) elementos,
donde p, es la caracteristica de €, y deg(v) es el grado de la extensién de
€, sobre [F), . Si se define la accién de G sobre los lugares de F' dada por
(o,w) — ow donde

%] = 27 |uw,
se tiene que P, =P,

Definicién 7.9. Si w es un lugar arquimediano y z,, la imagen de  mediante
el encaje w, entonces

2] {|mw| el valor absoluto de z,, si el encaje w es real;
Zlw =

TywTy la norma usual al cuadrado de x,, si el encaje w es complejo.

Si w es un lugar de F', se define el grupo de descomposicién G,, como
Gy = {0 € Glow = w}.
Se observa por la definicién que

Grw = {0 € GloTw = Tw} = 771G, T,
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ademds que G actia transitivamente sobre los lugares de F' que dividen a un
lugar fijo v de K.

Por tanto, los grupos G, son grupos conjugados. Dado que para cada o €
G, se tiene que o(Py) = P, entonces o induce un automorfismo [o] sobre
t,,. Se tiene entonces la siguiente definicién:

Definicion 7.10. El grupo de inercia I,, de w se define como

I, ={0 € Gy | [0] es el elemento trivial de Gal(t,/¢,)}.

Proposicién 7.11. La extension €, /t, es ciclica, es decir, el grupo de Galois
Gal(t,,/t,) es ciclico, y es generada por el automorfismo de Frobenius

Fry:aze 2™V,

Este hecho es un resultado estdndar de la teoria de cuerpos. Ademas se tiene
la siguiente proposicién:
Proposicién 7.12. El cociente G, /1, es isomorfo a Gal(¥,,/¢,) mediante o —
[o].
Definiciéon 7.13. Abusando de la notacién, se denotara con F'r,, a cualquier

elemento o € G, tal que [o] es el automorfismo de Frobenius de k,,/k, definido
en la proposicién 7.11.

Observacion 7.14. Se observa que dos de tales elecciones de F'r,, difieren por
composicién con un elemento o € I,,. En particular, si I,, es trivial entonces
F'ry, estd univocamente definido.

Si w es un lugar arquimediano, entonces G,, es generado por un elemento
0w de orden 1 o 2 segun sea el caso, si w es un lugar real o complejo respecti-
vamente.

Definicién 7.15. Sea H < G un subgrupo de G, se define V¥ como:
VE={veV |or=2aVreH}.

Con estas notaciones dadas, se puede definir entonces la funcién L de Artin:

Definicién 7.16 Para Re(s) > 1 se define la funcién L de Artin como
L(s,V) = [ [ det(1 — N(v)~*p(Fru)lyr) ™"
v

donde v recorre los lugares finitos de K, para cada v se tiene que w es un lugar
arbitrario de F' que divide a v, y F'ry, es el elemento de Frobenius descrito en
la observacion 7.14.
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En el caso en que w es un lugar de F' que divide a v, y v sea un lugar
ramificado, se tiene que I, no es trivial, por tanto F'r, no estd inicamente
definido, sino que varia sobre la clase lateral de I,, que induce el automorfismo
de Frobenius de Gal(t,,/¢,). Esta es la razén por la cual en la definicién aparece
la restriccién a VI pues ella implica que p(o1)|y 1. = p(o2)|y 1. para cualquier
par de elementos o1,02 en una misma clase lateral, de manera que el factor
det(1 — Nv=%p(Fry)|yr.) estd bien definido en términos de w. Se observa que
si I, es trivial, entonces V» = V., y por la observacién 7.14, el elemento de
Frobenius estd bien definido.

Por otro lado, Fr,, depende de la eleccién de w. Sin embargo, si w,w’ son
lugares que dividen a v, ellos difieren por la accién de algin elemento o €
G, pues la accién por conjugacién es transitiva. Por tanto p(o) conjuga los
elementos p(Fry) y p(Fry ), de manera que los determinantes considerados
en la definicién coinciden. Gracias a esto, se tiene que la definicién anterior no
depende de la eleccién de w.

Para hablar acerca de la ecuacién funcional de las funciones L presentadas en
los capitulos anteriores, se ha tenido que introducir algunos términos adicionales
dependiendo del niimero de lugares reales o complejos de K. En este caso se
debe proceder de manera andloga, solo que las dimensiones de algunos espacios
juegan un papel importante. Sean

ay = Z dim(V ), as = Z codim(VEw),
v real v real

luego el término a multiplicar en la funcién L de Artin estd dado por
Lyjoo(s) = Le(s) XM Lg(s)™ Ly (s + 1)2.

Si S” = {v|v es finito y se ramifica en F'}, para w un lugar de F' elegido arbi-
trariamente que divide a v, sea I, = Gy 2 G; 2 --- la sucesién de grupos de
ramificacién de 3, /p,. Si se denota por ¢g; = #G;, y
flx,v) = % codim V&
i=0 90
se tiene la siguiente definicién:

Definicion 7.17. El ideal
700 = TT »ioe,

ves’

recibe el nombre de conductor de Artin asociado a x.

Con estas notaciones previas, se puede enunciar el proximo teorema:
Teorema 7.18. Si

A(57X) = (|AK|X(l)m<f(X))s/2Lv\oo(S)L(Sa X)v
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la funcion A(s, x) satisface la ecuacion funcional
AL =s,x) = WO)A(s, X),
en donde |W(x)| = 1.
A diferencia de las anteriores funciones L, en las cuales se demostré que
la ecuacion funcional que ellas satisfacen son funciones analiticas en casi todo

el plano complejo, la continuacién analitica de la funcién L de Artin no es
conocida, y este es justo uno de los muchos problemas abiertos en esta area.

Conjetura 7.19. [Artin] Las funciones L de Artin de caracteres irreducibles
no triviales son funciones enteras.

Desde luego, la funcién L de Artin de un caracter irreducible trivial es la
funcién zeta de Dedekind, y como se observé en la anterior seccién, esta tiene
polos en los puntos s =0y s = 1.

El ultimo objetivo de este trabajo, serd enunciar una version de la conjetura
de Stark en su forma més simple, y para ello se va a utilizar la funcién L de
Artin relativa a un conjunto de lugares finitos S.

Sea S un conjunto finito de lugares de K tal que S, C S, se dice que
L(s,x) = Ls(s,x) = [ ] det(1 = N(0)~*p(Fry)[yr) "
vgS

es la funcion L de Artin relativa al conjunto S. Como antes, w es un lugar
arbitrario de F el cual divide a v, y nuevamente p(Fr,) no depende de la
elecciéon de w.

Por Sk se denota el subconjunto de lugares de F' tales que
Sr = {w | w divide a v para algin v € S};
Y sera el grupo abeliano libre de base Sg. Se define el conjunto X por
X—{anweY| an—o}. (27)
wESF wESF

Se observa que si se hace actuar G sobre los conjuntos Y y X, ellos adquieren
una estructura de G-mdédulos y se tiene la siguiente cadena exacta:

00— X — Y — 7 — 0.

Snpw  — > Ny,
Bajo estas condiciones, si se supone que:
L(s, x) = c(x)s"™ + O(s700H) (28)

en una vecindad de s = 0, es decir, el primer término en la serie de Taylor al
rededor de s = 0 es ¢(x) # 0, se tiene la siguiente proposicién:
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Proposicién 7.20. El exponente r(x) en la ecuacion (28) satisface la igualdad

r(x) = <Z dim VGw> — dim V¢ = dime Homg (V*,C @7 X),
veS

en donde a C ®z X se le asocia una estructura de C[G]—mddulo.
Observaciéon 7.21. La eleccién de w en la anterior proposicion sélo depende
de v, pues dado que todos los G, son conjugados, dimc V& solo depende de
v. Ademads, una consecuencia no inmediata de esta proposicién, y que solo se
menciona en este escrito, es que para cada a € Aut(C) se tiene que r(x)* =
r(x®) donde x* = ao x.

Como nuestro objetivo ahora es enunciar la conjetura de Stark en su version
més simple, necesitamos introducir el tipo de regulador necesario para tal fin.

Sea U el grupo de las Sx—unidades de K, es decir
U={z e K| |zx|w =1Yw ¢ Sk}, (29)
al considerar el siguiente homomorfismo de médulos sobre Z[G]
AU —R®zX
u— Au) = Z log |ul, ® w
weSF
se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 7.22. El kernel de X es el conjunto u(K) y su imagen es un reticulo
completo de rango #S — 1 en R ®z X.

Si se hace el producto tensorial de U con R y con C, A induce un isomorfismo
RU -SR®X CoU-S>CoX
de médulos sobre R[G] (C[G] respectivamente) donde el isomorfismo estd dado
por 1 ® A. Este isomorfismo se denotard aun por A.
Esto implica que las representaciones de Q ® U y Q ® X son isomorfas sobre
Q, y por tanto si
QX — QU
es el isomorfismo de médulos sobre Q[G], se denota todavia por f la complifi-
cacién
f:CeX S CoU.
Dado que si W es un médulo sobre C[G], entonces Hom(W,C ® X) es un
modulo sobre C[G] donde la accién estd dada por

(99)(w) = gp(g~'w)

para ¢ € Hom(W,C ® X), g € C[G] y w € W, por tanto se le puede asociar
una estructura de médulo sobre C[G] a V*, ya que

V* = Hom(V, C),
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donde la accion sobre C es la trivial. Asi el automorfismo Ao f de C® X induce
por funtorialidad el automorfismo

Homg(V*,C® X) Y Homg(v*,C o X)
¢ — Ao foap.

Definicién 7.23. Se define el requlador de Stark asociado a f como
R(x, [) = det((Ao f)v).

Dada la definicién de (Ao f)y, el regulador depende Unicamente de f. mds
no de la realizacion V del cardcter x. Se observa que gracias a la proposicién
7.20, el regulador de Stark es el determinante de un automorfismo de un espacio
vectorial complejo de dimensién r(x).

Por ultimo, se denotard por Q(x) la extensién abeliana finita de Q tal que
se le adjunta todos los valores x(o) para cada ¢ € G. Con estas notaciones
introducidas, se puede enunciar la conjetura de Stark para funciones L de
Artin.

Conjetura 7.24. Sean F'/K una extensién de Galois finita de cuerpos numéri-
cos, sea G = Gal(F/K), x el cardcter de una la representacion finito dimensio-
nal de G sobre C, y sea f como antes. Si

Alx, f) =
entonces

A(x, f) € Q(x) y
A(x, f)* = A(x*, f) para todo a € Gal(Q(x)/Q)

Como se puede observar en el caso de la funcién zeta de Dedekind, dado que
Xx(p) = 1 para cada ideal primo, entonces Q(xo) = Q, por tanto A(xo, f)* =
A(x§, f) de manera trivial.

Para ver que A(xo, f) € Q, dado que el conjunto de lugares estd compuesto
por los encajes de K, se observa lo siguiente:

X:{;naa|;n0:0}
:{ Z na(a—ao)}

ceS~{o}
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para cualquier lugar fijo og € S. Luego {0; — 0y, 4+, }i<r €8 una base para X.
Si

f:X—U, AU —R®X
O3 — Opjdry — € € — Z log ‘U}lj (e)|®a;
JS<ritrs

donde a; se toma como en la ecuacién(15) gracias a la definicién 7.9. Entonces

Ao L@ (0i—onan)) = D Nla)®o;

j<ritra

= Z)\](El) ® (U] - 0T1+T2)

Jj<r

Se ve facilmente que la matriz asociada a la aplicacion A o f en la base
{oi — Or 41, } estd dada por
(Aj(€))ji<r-
Por tanto el valor de su determinante es justamente R, el regulador del cuerpo.
Asi, A(xo, f) queda expresado como

Axo, f) = A €Q.
c(x) h

Es interesante ver que esta conjetura relaciona dos ntimeros de los cuales se
piensa que ambos son trascendentes, mediante un cociente, que es un nimero
algebraico. Més atin, estd relacionando un niimero con una propiedad analitica
como lo es ¢(x), y un niimero con una propiedad algebraica, como lo es el regu-
lador de Stark, pues detras de él, estan involucradas las unidades fundamentales
de ciertos anillos de enteros.
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